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1 Algebraische Konstruktion

1.1 Relationssysteme

Definition 1.1.1 Ein geordnetes Paar A= (A;7g,...,Ty,...) das aus einer
nichtleeren Menge (Triiger) A und einer Menge von Préidikaten mit einer Stel-
ligkeit (Aritdt) ng,...,n, € N besteht heifit Relationssystem. Jedem n;-stelligen
Pridikat 73 4) wird eine n;-stellige Relation r;4) auf A zugeordnet. Die Folge
(N0, -+ ,7y, - ..) von Stelligkeiten heifit der Typ (r,(4) ist ein Ordinalzahl).

Ein Pridikat und die zugehorige Relation wird mit dem selben Buchstaben
bezeichnet. Weiterhin wird allgemein vorausgesetzt, dal die Gleichheit als Re-
lation vorhanden ist.

Definition 1.1.2 Ein Relationssystem (B;7o,...,7,...) heifit Untersystem
von (A;7g,...,Ty,...), wenn gilt:

a) BCAund B#0

b) jede Relation r;p) ist Einschrinkung der Relation r;4) auf B.

Definition 1.1.3 Eine Abbildung f : A — B heifit Homomorphismus vom
Relationssystem A in das Relationssystem B, wenn gilt: aus r;(aq, ..., ap,) folgt

ri(f(a1),. .. af(am))

Definition 1.1.4 Sei {4; : i € I} eine Familie von Relationssystemen. Dann
ist das direkte Produkt A = [[,.; A; folgendermaBen definiert: {[ 4; : i € I}
ist die (Triger-)Menge (karthesisches Produkt).

Die Relation r; ist komponentenweise definiert. Sei a1,...,an; € [[;c1 4i-
ri(a1,-..,an;) gilt genau dann, wenn fir alle Projektionen e; : [[;c; 4i = A;
gilt: ri(ei(a1), .-, ei(an;)).

1.2 Algebren, Bool’sche Algebra

Definition 1.2.1 Ein geordnetes Paar A = (4; fo, ..., fy,--.), das aus einer
nichtleeren Menge A und einer Menge von n;-stelligen Operationssymbolen
( fn (4)) besteht, heifit Algebra. Jedem n;-stelligen Operationssysmbol fn (a) st
eine n;-stellige Operation fy,;(4) zugeordnet. Die Folge (no, ...,7n,...) von Stel-
ligkeiten (Arititen) heifit der Typ der Algebra.

Definition 1.2.2 Die Algebra B = (B;A,V,*0,1) mit dem Typ (2,2,1,0,0)

heiflt Bool’sche Algebra, wenn gilt:

a) Assoziativgesetz : z A (yAz)=(zAy)Az, zV(yVz)=(zVy)Vz

b) Kommutativgesetz : t Ay=yAz, sVy=yVzx

c) Idempotenz : x Az =2z, V==

d) Asorption: z A(yVz)=z, zV(yAz)==x

e) Distributivgesetz : zA(yVz) = (zAy)V(zAz), zV(yAz) = (zVy)A(zVz)
)

f) De Morgan : (z Ay) =z'Vy', (xVy) =zAy
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g) Komplement : z Az =0, zVz‘=1
h) Doppelnegation : z“ = z

Definition 1.2.3 Eine Algebra B ist Unteralgebra der Algebra A, falls fiir alle
fn; gilt:
a) BCAund B#0
b) ist b1,...,b,; € B, dann ist f(p)(b1,...,b,;) € B, wobei f(p) die Ein-
schridnkung von f(4) auf B ist.

Definition 1.2.4 Die Algebren A und B seien vom selben Typ. Eine Abbil-
dung h : A — B heifit Homomorphismus, wenn gilt:

h(fnl(A) ((11, s aani)) = fni(B)(h’(a’l)a SRR h(am))

Definition 1.2.5 Sei {4; : i € I} eine Familie von Algebren des selben Typs.
Dann ist das direkte Produkt A = [Lict A; folgendermaBen definiert: [Lict Ai
(karthesisches Produkt) ist die Tréigermenge. Die Operation f,,(4,) ist kompo-
nentenweise definiert.

1.3 Strukturen
Definition 1.3.1 Eine Struktur A = (4; fo,. -, fy,-+->T0y-+-,Tr,-..) ist ein
Tripel, wobei gilt:

a) A ist nicht leer

b) (4; fo,--., fy,-..) ist eine Algebra

c) (4;70,...,7y,...) ist ein Relationensystem.

1.4 Filter auf Bool’schen Algebren
Definition 1.4.1 Sei (B;A,V,*0,1) eine Bool’sche Algebra. Eine Teilmenge
F C B heiit Filter, wenn:

a) 1€ F,dh. F#0
b) ist z € F und z <y, dann ist y € F
c) sind z,y € F,dann ist t Ay € F.

Definition 1.4.2 Ein Filter heifit Ultrafilter, wenn weiterhin gilt:
a) 0¢ F
b) ist z € B, dann ist entweder z € F oder z* € F.

Satz 1.4.1 Jeder Filter einer Bool’schen Algebra ist in einem Ultrafilter ent-
halten.

Definition 1.4.3 Eine Teilmenge A von Elementen einer Bool’schen Algebra
B hat eine endliche Durchschnitteigenschaft (EDE), falls der Durchschnitt jeder
endlichen Teilmenge von A # () ist.

Satz 1.4.2 Jede Teilmenge A von Elementen einer Bool’schen Algebra, welche
die EDE hat, ist in einem Ultrafilter enthalten.



1.5 Kongruenzrelation

Definition 1.5.1 Sei (4; fo,..., fy,...) eine Algebra. Eine Aquivalenzrelation
p ist Kongruenzrelation auf A, wenn fiir jede Operation f gilt:

(ai,bi) €p, 1 < 1 <n= (f(a'l,-"7an)7f(bla-"abn)) € p.
Definition 1.5.2 Die Algebra fi/p = (A/p; fo,-- -+ fy,---) heilit Faktor- oder

Quotientenalgebra. Es ist A/p = {[a] : a € A} mit [a] = {b: (a,b) € p, k € A}.
Setze: fi([atl,- - [an]) = (a1, an)].

Definition 1.5.3 Die Abbildung  : A — A/p von der Algebra A nach der
Faktoralgebra A/p ist der kanonische Homomorphismus. Sei f : A — B ein Ho-
momorhpismus, dann heifit die Relation ker(f) auf A der Kern der Abbildung

f, wenn gilt: (a,b) € ker(f) & f(a) = f(b).

Satz 1.5.1 (Homomorphiesatz) Sei f : A — B ein surjektiver Homomor-
phismus von der Algebra A in die Algebra B. Dann ist A/ker(f) ~ B.

1.6 Tarski-Lemma

Proposition 1.6.1 Sei F' ein Filter auf einer Bool’schen Algebra B. Dann ist
die Relation n = n(F') auf B eine Kongruenzrelation, wenn gilt: (z,y) € n < es
gibtein f€e Fmitz A f=yA f.

Proposition 1.6.2 Sei F ein Filter einer Bool’schen Algebra B. Dann gilt fiir
den kanonischen Homomorphismus h : B — B/n(F) genau dann h(z) = 1,
wenn x € I ist.

Satz 1.6.1 Sei F' ein Filter einer Bool’schen Algebra B. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

a) B/n(F)~{0,1}
b) F ist Ultrafilter
c) F ist Primfilter, d.h. ist x Ay € F, so ist entweder z € F oder y € F.

Definition 1.6.1 Sei {4, : n € I} eine abzihlbare Familie von Teilmengen
einer Bool’schen Algebra, die Infima besitzt. Sei a, := inf (Ay). Ein Ultrafilter
F in B heiit infimabewahrend (d.h. A-bewahrend), wenn gilt:

h(an) = inf{h(a) : a € A},
wobei h der kanonische Homomorphismus von B in B/n(F) ist.

Satz 1.6.2 (Tarski’s Lemma) Fiir jedes Element x € B, x # 0 gibt es einen
Ultrafilter F' mit = € F, der infimabewahrend ist.



2 Aussagenlogik

2.1 Sprache der Aussagenlogik

Definition 2.1.1 Ein Wort ist eine endliche Folge von Buchstaben aus
VUOU{(’)a:}a

wobei V = {A,B,C,...} eine abzihlbare Menge von aussagenlogischen Varia-
blen und O = {—,A,V, —, <>} eine Menge von Operationszeichen ist.

Definition 2.1.2 Die Menge A der Aussageformen ist wie folgt rekursiv defi-
niert:

a) jede Aussagenvariable A ist eine Aussageform

b) sind o und 8 Aussageformen, dann sind (-a), (aAB), (aV @), (a — B),
(a +> B) Aussageformen

c) kein Wort ist eine Aussageform, das nicht durch endliche Anwendung
von a) und/oder b) entstanden ist.

Satz 2.1.1 (Rekursionssatz) Seien die Algebren A = (4; f-, fa, fu, f, fo)
und B = (B;g-,9n,9v,9—,ge;) vom selben Typ. Jede Abbildung h: V — B
148t sich auf genau eine Weise zu einem Homomorphismus h : A — B fortsetzen.

2.2 Wahrheitswerte, Belegungen, Bewertungen

Satz 2.2.1 Die Belegung h : V — {0, 1} 1aBt sich auf genau eine Weise zu einer
Bewertung h : A — {0, 1} fortsetzen.

Definition 2.2.1 Eine Aussageform « heifit giiltig ( Tautologie), wenn h(a) = 1
fiir alle Belegungen h der in a vorkommenden Aussagevariablen. Man schreibt
F a. Eine Aussageform « heifit erfillbar, wenn es eine Belegung h gibt, sodafl
h(a) =1 ist.

Definition 2.2.2 Sei ¥ C A und sei ¢ € A. Aus X folgt semantisch ¢ (in
Zeichen ¥ F ) genau dann, wenn fiir alle Belegungen h gilt: ist h(1)) = 1 fiir
alle ¢ € ¥, dann ist auch h(p) = 1.

2.3 Die Syntax der Aussagenlogik
Definition 2.3.1 Es seien die Axiome (Al), ..., (A13) wie folgt definiert:

(Al) : a >«

(A2) : a—= (B — )

(A3): (@a=p) = ((B—=7) = (a—=1)
(A1) : (@ = (B> ) > (@ = ) = (a— 7))
(A5): a = (aV ) und B — (aV p)

(A6) : (@ =) = ((B—=7) = ((@VB) =9))



aApB) = aund (aAp) = B

)+ (

(A8): (y =) = ((y = B) = (v = (e A B))
(A9) : ((aAB) V)« ((aV)A(BVY))
(A10) : ((aVB)Ay) & (A7) V(BAY))
(A1) : (@ = f) = ((=8) = (-a))

(A12) : (aA(-a)) = B

(A13) : B — (aV (na)).
Die Regel (MP) laute:

(MP) : 2028,

Definition 2.3.2 Eine Ableitung von ¢ aus ¥ € A ist eine endliche Folge von
Aussageformen (1, ..., ¢,) mit ¢, = ¢, sodaB jedes @, ein Axiom oder aus %
ist oder mittels des Modus Ponens aus ¢, und ¢; (k,I < m) hergeleitet werden
kann. Man schreibt 3 F ¢.

Satz 2.3.1 (Korrektheitssatz) Ist ¥ F ¢, dann ist ¥ F ¢.

2.4 Vollstindigkeitssatz

Definition 2.4.1 Sei A die Menge aller Aussageformen. Dann ist = wie folgt
definiert: a = f & L F (= ) und T+ (B — «)

Proposition 2.4.1 = ist eine Aquivalenzrelation.

Definition 2.4.2 Man definiert auf dem Faktorraum A/ =~ eine Relation <
durch: [o] < [f] © ZF (a — B).

Proposition 2.4.2 (A/ =~; <) ist eine teilweise Ordnung.

Proposition 2.4.3 (A/ ~;A,V,*,0,1) ist beziiglich < unter folgenden Voraus-
setzungen eine Bool’sche Algebra:

a) [o] A[B] = [ A f]
b) [e] v [A] = [aV B]
c) [of = [e]

Satz 2.4.1 In der Bool’schen Algebra (A/ =; A, V,*,0,1) gilt:

[]

d.h. die ableitbaren Formeln liegen genau in der Klasse der 1.

1 & Xthao,

Die Algebra A = (A/ ~;A,V,*,0,1) heit Lindenbaumalgebra der Aussagenlo-
gik.

Proposition 2.4.4 Sei h ein Homomorphismus von der Lindenbaumalgebra A

in die Bool’sche Algebra {0,1}. Ist f auf V definiert durch f(A) := h(A), dann
ist f eine Bewertung von A derart, da§ f(a) = k([c]).



Satz 2.4.2 (Vollsténdigkeitssatz) Ist ¥ F ¢, dann ist 3 - .

Satz 2.4.3 Es gilt ¥ F ¢ genau dann, wenn X F ¢.

2.5 Widerspruchsfreiheit und Erfiillbarkeit
Satz 2.5.1 (Endlichkeitssatz) Gilt X F ¢, dann gibt es eine endliche Menge
Y C %, sodaBl Xp F ¢ gilt.

Satz 2.5.2 (Deduktionssatz) Sei ¥ eine Menge von Aussageformen, dann
gilt:
SU{¥}Fp & ZFE (U —=ep).

Definition 2.5.1 Eine Menge 3 von Aussageformen heifit konsistent, wenn
nicht gleichzeitig ¢ und —¢ aus X ableitbar sind.

Lemma 2.5.1 Sei ¥ eine Menge von Aussageformen. ¥ U {(} ist genau dann
konsistent, wenn ¥ () nicht gilt.

Folgerung 2.5.1 Eine Aussagenform ¢ ist konsistent, wenn - nicht ableitbar
ist. Nach dem Vollstédndigkeitssatz ist —¢ nicht ableitbar, wenn - erfiillbar.

Satz 2.5.3 Eine endliche Menge ¥y von Aussageformen ist genau dann konsi-
stent, wenn 3 erfiillbar ist.

2.6 Kompaktheitssatz

Satz 2.6.1 Sei X eine Menge von Aussageformen. ¥ ist genau dann erfiillbar,
wenn jede endliche Teilmenge von ¥ erfiillbar ist.



3 Préadikatenlogik

3.1 Sprache 1. Ordnung

Definition 3.1.1 Fiir die Sprache der Pridikatenlogik (erster Stufe) benutzen
wir folgendes Alphabet A, das in zwei Gruppen eingeteilt ist:

I. Logische Symbole

1. Variablen z1, z2, z3,. ..
2. Aussagenlogische Verkniipfungssymbole =, A, V, —
3. Klammern (,) evtl. Gleichheit

II. Parameter

1. Quantorensymbol Vz

2. Paridikatssymoble (mit Festlegung der Stelligkeit)
3. Funktionssymbole (mit Festlegung der Stelligkeit)
4. Konstantensymbole (nullstellige Funktionssymbole)

Definition 3.1.2 Die Menge der Terme ist die Menge der Worter, die von
Konstantensymbolen und Variablen mit Hilfe der termbildenden Operationen
erzeugt wird.

Eine atomare Formel ist ein Wort der Form Pt; ...t,, wobei P ein n-stelliges
Pradikatssymbol und ¢4, ...,¢, Terme sind.

Die Menge der Formeln ist die Menge der Worter, die von den atomaren For-
meln mit Hilfe der formelbildenden Operationen aufgebaut werden.

Definition 3.1.3 Es wird definiert, wann eine Variable x frei in einer Formel
vorkommt. Sei dazu a atomare Formel:

a) z ist frei in @ & z kommt in « vor.

b
c

d

z ist freiin —a & z freiin «

z ist frei in (o = B) < z frei in a oder g

~— e

z ist frei in (Vy.a) < z freiin o und z # y.

3.2 Strukturen und Interpretationen
Definition 3.2.1 Eine Struktur A fiir eine Sprache L(A) erster Ordnung be-

steht aus einer (Triger-) Menge A und den Relationen.

Satz 3.2.1 (Rekursionssatz) Sei L(A) eine Sprache und A eine zugeordnete
Struktur. Jede Abbildung h : V — A ldt sich auf genau eine Weise zu einer
Abbildung h : T — A, wobei T' die Menge der Terme ist, sodaf} gilt:

a) h(z) = h(z) firallez € V
b) h(fi(t,...,tn)) = fi(R(t1),...,h(t,)) fiir alle Funktionssymbole.
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3.3 Semantik

Definition 3.3.1 Sei A ein Alphabet und L(A) eine zugehorige Sprache. Unter
einer Belegung der Variablen in L(A) versteht man eine zugehorige Struktur

A= (A fi,-- s fys---3T1, Ty, . ..) im Zusammenhang mit einer Abbildung
h : V — A. Nach dem Rekursionssatz gibt es genau eine Forsetzung h : T' — A,
wobei T' die Menge der Terme bezeichnet.

Definition 3.3.2 A erfiillt eine Formel ¢ mit h (F 4 ¢[h]) wenn gilt:

a) ist ¢ ein Term, dann gilt =7 p[h] & h(p) € A.
Dabei gilt fiir jede Variable h(z) = h(x) und fiir jedes Funktionssymbol
h(fi(ty, .- tn)) = fi(h(t1),- - h(tn))-
b) ist ¢ eine atomare Formel, dann ist:
i) fiir die Gleichheit: F 5 (t; = t2)[h] < h(t1) = h(t2).
ii) fiir P beliebiges n-stelliges Pridikatssymbol und P4 die zugehori-

ge Relation: F 4 Pty,...,ty[h] & (h(t1),...,h(t,)) € Pa.
c) ist ¢ eine nicht atomare Formel, dann ist:
i) Fa—plh] & ¥z @lhl.
i) Bz (@ = 9)[h] & ¥z p[h] oder Fz¢[h].
iii) Fz Vz.plh] < E; p[h(z|a)] fir alle a € A.

Definition 3.3.3 Sei I' eine Menge von Formeln und ¢ eine Formel in L(A).
AusT folgt semantisch ¢ (T E ¢) genau dann, wenn fiir jede zugehorige Struktur
A und jede Funktion h : V — A gilt:

Fiyp] firalley €T = F; plh].
Ist T = (), dann schreibt man F ¢ und nennt ¢ eine giiltige Formel.

Satz 3.3.1 Sind hy und ho Belegungen von Variablen von V in A, die auf allen
freien Variablen einer beliebigen Formel ¢ iibereinstimmen, dann gilt:

Fielh]l & Fjzphs]

Definition 3.3.4 Eine Formel ¢ heif}t eine Aussage, wenn o keine freie Variable
besitzt.

Korollar 3.3.1 Fiir jede Aussage o gilt, da A die Aussage o entweder fiir
jedes h: V — A oder mit keinem h : V — A erfiillt.

Definition 3.3.5 Eine Aussage o heifit wahr in A (F 7 o), wenn A die Aussage
o mit einem h erfiillt. A heiBt dann ein Modell fiir 0. Ist o nicht wahr in A,
dann heift o falsch in A. A ist ein Modell von einer Menge von Aussagen X,
wenn A ein Modell fiir jede Aussage o € ¥ ist.

Korollar 3.3.2 Sei 3 eine Menge von Aussagen und 7 eine Aussage. Es gilt
Y F 7 genau dann, wenn jedes Modell von ¥ auch ein Modell von 7 ist.
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3.4 Syntax

Definition 3.4.1 Eine Formel ¢ heifit Generalisierung der Formel ¢, wenn fiir
ein n € N gilt: ¢ =Vzi....Vz,.9. Fir n =0 gilt: ¢ = 1.

Definition 3.4.2 Als Axiome werden alle Generalisierungen von Formeln der
folgenden Formen definiert:

a) alle Tautologien

b) Vz.a — of, wobei ¢t fiir z in « einsetzbar ist
) Vz.(a = B) — (Vz.a — Vz.0)
)

a — Vz.a, wobei z nicht frei in a vorkommt.

C

d
Wenn die Sprache L(A) ein Gleichheitszeichen (&) besitzt zusétzlich:

e) TR

f) z=y — (a— &), wobei « atomar ist und & aus « entsteht, indem z
an einer oder mehreren Stellen durch gy substituiert wird.

Als einzige Regel dient der Modus ponens: %j.

Definition 3.4.3 Eine Ableitung der Formel « aus der Formelmenge I ist eine
endliche Folge (¢g, - .., vn) mit @, = @, sodal entweder ¢; € I' oder p; Axiom
oder ; aus ¢ und ¢; mit Hilfe des Modus ponens abgeleitet werden kann
(k,l < i). In Zeichen: T' F ¢.

3.5 Der Korrektheitssatz

Satz 3.5.1 (Endlichkeitssatz) Ist ¥ I ¢, dann gibt es eine endliche Teilmen-
ge Y9 C X, sodafl g - .

Satz 3.5.2 Eine Formel ¢ ist genau dann beweisbar, wenn die (vollstindige)
Generalisierung von ¢ beweisbar ist.

Satz 3.5.3 (Korrektheitssatz) Gilt I' ¢, dann ist ' F ¢

Definition 3.5.1 T heifit konsistent (oder widerspruchsfrei), wenn es keine
Formel ¢ gibt mit I' - ¢ und T' = —¢. I" heiBt erfillbar, wenn es eine Struktur
A und eine Belegung h gibt, sodal A jede Formel von I mit A erfiillt.

Satz 3.5.4 Ist I' erfiillbar, dann ist I' auch konsistent.

3.6 Einige Metasitze

Satz 3.6.1 (Generalisierungssatz) Gilt I' - ¢ und ist  gebunden, dann ist
I'FVz.p.

Lemma 3.6.1 Ist ' F ay,...,' F o und a1 > a9 — ... — a, — [ eine
Tautologie, dann gilt T F 3.
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Satz 3.6.2 (Deduktionssatz) T'U{vy} I ¢ gilt genau dann, wenn T - (7 — ¢)
Satz 3.6.3 (Kontraposition) I'U{y} F % genau dann, wenn I' U {9} - —¢

Satz 3.6.4 (reductio ad absurdum) Ist 'U{p} inkonsistent, dann gilt auch
I'F =

3.7 Vollstindigkeitssatz
Lemma 3.7.1 Fiir jede Formel ¢ gilt:

V@] = inf{lezi] :p=1,...,n}
Satz 3.7.1 (Vollstindigkeitssatz) Gilt ¥ F ¢, dann gilt auch ¥ F ¢.

Satz 3.7.2 Jede konsistente Menge von Formeln ist erfiillbar.
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4 Mechanisches Beweisen

4.1 Die Skolem-Standard-Form

Definition 4.1.1 Atomare Formeln und deren Negation heiflen Literale. Eine
Disjunktion von Literalen heifit Klausel. Eine Formel in Prenex-Normal-Form
hat ihre Matrix in KNF, wenn die Matrix eine Konjunktion von Klauseln ist.

Definition 4.1.2 Die logisch dquivalente Formel, die man aus einer Formel
durch folgenden Algorithmus erreicht heifit in Skolem-Standard-Form (SSF):

a) die Formel wird in die Form Qqz1....Qnz,.%0 (Prenex-Normal-Form)
gebracht, wobei (); Quantoren sind

b) der quantorenfreie Teil (Matrix) 1 wird in konjunktive Normalform
gebracht

c) die Existenzquantoren werden durch Skolemfunktionen ersetzt.

Satz 4.1.1 Sei S eine Menge von Klauseln, die die SSF einer Formel F' dar-
stellt. F' ist genau dann nicht erfiillbar, wenn S nicht erfiillbar ist.

4.2 Das Herbrand-Universum

Definition 4.2.1 Sei Hj die Menge der Konstanten, die in der Menge S von
Klauseln vorkommen. Kommt keine Konstante vor, so setzt man Hy = {a}. Fiir
i:=0,1,... setzen wir H; ;1 := H; UT;, wobei T; = {fn(t1,--.,tp} mit ¢; € H;
und f,, n € N, die n-stelligen Funktionen, die in S vorkommen. H = U2 H;,
H heifit das Herbrand-Universum.

Definition 4.2.2 Bezeichne S eine Menge von Klauseln und H das zugehérige
Herbrand-Universum. Die Menge {P(b1,...,b,) : b; € H,i=1,...,n}, wobei P
die Pridikatensymbole durchliuft, die in S vorkommen, heifit Herbrand-Basis
oder Atommenge.

Definition 4.2.3 Ein Klausel C aus S heiit Grundbeispiel, wenn alle in C
vorkommenden Variablen durch Elemente von H ersetzt sind.

Definition 4.2.4 Bezeichne S ein Menge von Klauseln und H das zugehérige
Herbrand-Universum. Sei I eine Belegung von S durch die Elemente von H. I
heifit Herbrand-Interpretation, wenn gilt:

a) I bildet alle Konstanten in sich ab

b) ist f ein n-stelliges Funktionssymbol und sind hi,...,h, € H, dann
gibt es eine n-stellige Funktion f : H® — H mit f(h1,...,hy)

c) es gibt keine Einschrinkung, die n-stelligen Pradikatssymoble zu bele-
gen.

Eine Herbrand-Interpretation wird dargestellt durch I = {mq,...,my,...}, wo-
bei m; entweder P; oder —P; ist
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Definition 4.2.5 Sei D eine Interpretation durch eine Struktur D. I* heifit
die zugehorige Herbrand-Interpretation, wenn gilt:

Sei a : H — D eine Abbildung mit a(h;) = d;, i = 1,...,n. Ist P(dy,...,dy)
erfiillbar in D, dann ist auch P(hy,...,h,) wahr in H.

Lemma 4.2.1 Sei D eine Interpretation durch eine Struktur D, die eine Men-
ge S von Klauseln erfiillt. Dann erfiillt auch jede zu D gehorende Herbrand-
Interpretation I* die Menge S.

Satz 4.2.1 Eine Menge S von Klauseln ist genau dann unerfiillbar, wenn S
falsch ist unter allen Herbrand-Interpretationen.

4.3 Semantische Biume

Definition 4.3.1 Ist A eine atomare Formel, dann sind A und —A komple-
mentér. {A, A} heiit komplementdres Paar. Eine Klausel C ist genau dann
eine Tautologie, wenn C' ein komlementéres Paar enthélt.

Definition 4.3.2 Sei S eine Menge von Klauseln und A eine Atommenge von
S. Ein Baum T heifit semantischer Baum fiir S, wenn jeder Teilbaum von T
nur endlich viele Literale enthilt sodaf} gilt:

a) Von jedem Knoten N gehen nur endlich viele Kanten aus L;, i =
1,...,n. Ist Q eine Konjunktion der Literale, die zu L; gehért, so ist
Q1VQaV...VQ, eine giiltige Formel.

b) Sei I(N) die Vereinigung aller Mengen von Literalen, die zu dem Weg
von der obersten Wurzel bis zu N gehoren. Dann besitzt I(N) kein
komplementires Paar.

Definition 4.3.3 Sei A = {41, Ag,...} die Atommenge fiir eine Menge S von
Klauseln. Ein semantischer Baum heifit vollstdndig, wenn jeder Weg von der
Waurzel bis zum Blatt entweder A; oder —Aj enthilt.

Definition 4.3.4 Ein Knoten N heifit ein Fehlerknoten, wenn I(N) ein Grund-
beispiel der Klauselmenge S falsch macht, aber I(N) dies fiir keinen Vorgénger
N’ von N macht.

Definition 4.3.5 Ein semantischer Baum B heifit abgeschlossen, wenn B nur
endlich lange Wege besitzt, die in einem Fehlerknoten enden.

Definition 4.3.6 Ein Knoten N eines abgeschlossenen semantischen Baumes
heifit schlieffender Knoten, wenn alle Nachfolger Fehlerknoten sind.

Satz 4.3.1 (Herbrand, anschaulich) Eine Menge S von Klauseln ist genau
dann erfiillbar, wenn es zu jedem vollstindigen semantischen Baum von S stets
einen endlichen, abgeschlossenen semantischen Baum gibt.

Satz 4.3.2 (Herbrand) Eine Menge S von Klauseln ist genau dann unerfiill-
bar, wenn es eine endliche Teilmenge S’ von Grundbeispielen der Menge S gibt,
die unerfiillbar ist.
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4.4 Algorithmus von Davis-Putnam

Definition 4.4.1 Sei G eine Menge von Grundbeispielen. Man verwendet fol-
gende vier Schritte:

a) Tautologieregeln: Entferne alle Grundklauseln, die Tautologien sind. G’
ist genau dann unerfiillbar, wenn G unerfiillbar ist.

b) Ein-Literal-Regel: Sei G eine Grundklausel, die nur aus einem Literal
besteht. Entferne aus G alle Grundklauseln, die G enthélt. Ist G’ # 0,
dann entferne alle =L aus G. G’ ist genau dann unerfiillbar, wenn G
unerfiillbar.

c) Reine Literal-Regel: Ein Literal L heifit rein in G, wenn =L in keiner
Grundklausel vorkommt. Ist L rein, dann entferne alle Grundklausel,
die L enthalt.

d) Spaltungsregel: Es sei moglich, dafi G in folgende Form gebracht werden
kann:

(AiVL)AN...AN(ApyVL)AN(B1VL)AN...AN(B,VL)AR

G ist genau dann unerfiillbar, wenn S7 = A1 A ... A A, und Sy =
Bi A...A B, A R unerfiillbar sind. R sei kein Literal.

4.5 Das Resolventenprinzip der Aussagenlogik

Vorbemerkung 4.5.1 Schon bei kleinen Beispielen S von Mengen von Klau-

seln bringt die naive Anwendung des Satzes von Herbrand bereits einen grofien
Aufwand.

Vorbemerkung 4.5.2 Mit dem Resolventenprinzip ergibt sich deutlich we-
niger Aufwand. Es ist eine Erweiterung der Ein-Literal-Regel: Betrachte S =
{P,=P Vv Q}. Nach der Ein-Literal-Regel hat man S’ = {Q}. Man schreibt
Ci=P,Cy=-PVQund C3 =Q.

Definition 4.5.1 (Das Resolventen-Prinzip) Seien zwei Klauseln C; und
Cy gegeben. Ist ein Literal L1 in C; komplementéir zu Lo in C, dann streicht
man die beiden aus C7 und C5 und bildet die Disjunktion der Klauseln.

Satz 4.5.1 Seien C und Cs zwei Klauseln und C deren Resolvente. Dann folgt
C semantisch aus C; und C5, d.h. die Resolventenbildung ist korrekt.

Definition 4.5.2 Sei S eine Menge von Klauseln. Eine Resolventenableitung
von C in S ist eine endliche Folge von Klauseln C1, ... C,, sodal C; entweder aus
S ist oder eine Resolvente aus vorhergehenden Klauseln Cj, j <4 und C;, = C.
Eine Resolventenbildung der leeren Klausel [0 aus S heifit eine Widerlegung.
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4.6 Substitution und Unifikation

Definition 4.6.1 Eine Substitution ist eine endliche Menge folgender Form
{t1|z1,...,tn|zn}, wobei z; eine Variable und ¢; Terme sind. Dabei wird verein-
bart, daf§ ¢; verschieden sind zu z; und auflerdem z; # x; fiir ¢ # j.

Definition 4.6.2 Ein Grundterm ist ein Term, in dem nur Konstanten also
keine Variablen vorkommen. Wenn t4,...,t¢, Grundterme sind, dann heifit die
Substitution Grundsubstitution.

Definition 4.6.3 Seien 6 = {ti|z1,...,ty|zn} und A = {wi1|y1,.. -, Um|Ym}-
Die Komposition der beiden Substitutionen ist definiert durch folgende Menge
Aol = {Ati|z1,..., Mp|zn, ui|y1, - - ., Um|Ym}, indem man alle Elemente \t;|z;
fir A\t; = z; und alle Elemente w;|y; fiir y; unter {z1,...,z,} entfernt.

Definition 4.6.4 Eine Substitution @ heifit Unifikator (unifier) fiir eine Menge
{E1,...E,} von atomaren Formeln, wenn gilt E; = 6Ey = ... = 0E,. Ein
Unifikator o heifit ein allgemeinster Unifikator (most general unifier (mgu)),
wenn fiir jeden Unifikator 6 eine Substitution A exisiert, sodal 6 = A o o gilt.

4.7 Unifikationsalgortihmus

Definition 4.7.1 Sei W eine nichtleere Menge von atomaren Formeln. Sei %
der erste Buchstabe von links, bei dem sich die Formeln aus W unterscheiden.
Die Differenz von W (disagreement set) ist die Menge aller Unterformeln von
W, die mit dem Buchstaben, der jeweils an der k-ten Stelle steht beginnen.

Definition 4.7.2 (Unifikationsalgorithmus, Robinson) Der Unifikations-
algorithmus besteht aus folgenden Schritten:

a) Setze k:=0, Wy :=W, o :=¢.

b) Besteht W), nur aus einer Formel, dann STOP.
Besteht W), nicht nur aus einer Formel, dann bestimme die Differenz
Dy, von Wy.

c) Sind z; und ¢ in der Differenz Dy, wobei zj in ¢ nicht vorkommt,
dann gehe nach d), sonst STOP und W ist nicht unifizierbar.

d) Ok41 = O’k{tk|$k} und Wk—|—1 = Wk{tk\xk}, d.h. Wk+1 = Uk—HWk-
e) Setze k := k + 1 und gehe nach b).

Satz 4.7.1 (Unifikationssatz, Robinson) Sei W eine endliche, nichtleere,
unifizierbare Menge von atomaren Formeln. Dann stoppt der Unifikationsalgo-
rithmus nach endlich vielen Iterationen mit der zuletzt verwendeten Substitu-
tion oy, die allgemeinster Unifikator ist.
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4.8 Das Resolventenprinzip in der Pridikatenlogik

Definition 4.8.1 Wenn zwei oder mehr Literale einer Klausel C einem allge-
meinsten Unifikator besitzen, dann heifit Co ein Faktor von C.

Definition 4.8.2 Seien C und C5 zwei Klauseln, die keine Variablen gemein-
sam haben. Sei L1 bzw. Ly ein Literal in C1 bzw. Cy. Haben L; und — L9 einen
allgemeinsten Unifikator o, dann heiit die Klausel (C10\ Li0) und (Cy0 \ Lyo)
bindre Resolvente.

Definition 4.8.3 (Resolventenprinzip der Pridikatenlogik) Eine Resol-
vente von zwei Klauseln C; und Cs ist eine binére Resolvente von Cy (oder einem
Faktor von C1) und von Cs (oder einem Faktor von C3). Das Resolventenprinzip
ist eine Inferenzregel, die Resolventen aus Mengen von Klauseln erzeugt. Die
Resolventen werden bei einer unerfiillbaren Menge von Klauseln bis zur leeren
Klausel erzeugt.

4.9 Vollstindigkeit des Resolventenprinzips

Bemerkung 4.9.1 Zwischen den Resolventen und den semantischen Biumen
besteht ein Zusammenhang.

Lemma 4.9.1 (Lifting-Lemma) Seien C] und C} Beispiele von C; und Cy
und ist C’ eine Resolvente der Beispiele, dann gibt es eine Resolvente C von Cy
und Cs, sodal C’ ein Beispiel von C ist.

Satz 4.9.1 (Vollstéindigkeitssatz des Resolventenprinzips) Eine Menge

S von Klauseln ist genau dann unerfiillbar, wenn es eine Resolventenableitung
der leeren Klausel O aus S gibt.
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5 Nichtklassische Logiken

5.1 Fuzzylogik

Definition 5.1.1 Sei E eine Grundmenge und p eine Funktion von E in das
Einheitsintervall.
p:E—0,1].

Dann heifit die Menge A aller Paare (z, u(z)) eine Fuzzymenge iiber E. y heifit
die Zugehorigkeitsfunktion und p(z) der Grad der Zugehorigkeit (Grad der
Wahrheit).

Definition 5.1.2 Sei FE eine Grundmenge und A, B Fuzzymengen mit den Zu-
gehorigkeitsgraden p4 und pp. Dann gilt

A=B & pa(z) =pp(z) undA < B & pa(z) < pp(z) fir alle z € E.

Definition 5.1.3 Die Operationen auf Fuzzymengen sind definiert durch
a) B:={up(@)|up(e) =1-ps(@)}.
b) AUB :=maz(pa, pAa).
c) ANB :=min(pa, pAa).

Definition 5.1.4 Eine MV-Algebra ist eine Algebra A = (A,®,®,7,0,1) mit
folgenden Axiomen:

(Al): z0y=y®zr , zQY=yO=z

(A2) : 2@ (y@2) = (DY) B2z , 20(YO2)=(z0y) Oz
(A3): zodz=1 , 20z=0
(Ad):2z01=1 , 200=0

(A5): z@0=2 , z01l==z

(A6): z@y=2zQYy , zOY=I0Y

(A7) :z==x

(A8): 0=1

(A9): zVy=yVzx , zAy=yAczx

(A10) : z¥(yVz)=(zVYy)¥z , dual
(All): z® (yAz) = (DY) A(z®2) , dual

wobel z Yy :=

~—~~

z2Qy)@®yundzAy:=(zdy) Qy.

5.2 Grobe Mengen (rough sets)

Definition 5.2.1 Ein Niherungsraum A ist ein geordnetes Paar A = (U, R),
wobei U eine Menge (Universum) und R eine binire Relation auf U ist. R ist
eine Aquivalenzrelation.

Definition 5.2.2 Die Aquivalenzklassen der Relation R heifien die elementa-
ren Mengen von A. () ist ebenfalls elementare Menge. Jede endliche Vereinigung
von elementaren Mengen heiflt zusammengesetzt.
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Definition 5.2.3 Sei X C U. Unter einer oberen (unteren) Approximation von

X in A (A(X) (A(X))) verstehen wir die kleinste (groBte) zusammengesetzte
Menge von A, die in X enthalten ist. Rand4(X) := A(X) \ A(X).

Bemerkung 5.2.1 Die Approximationen weisen folgende Eigenschaften und
Zusammenhinge auf:

(A1) : A(X) C X C A(X)
(A2): A(U)=A(U)=U
(A3) : A(D) = A(0) =0
(A4) : A(XUY) = A(X)UA(Y)
(A5) : A(XUY) D AX)UA(®Y)
(A6) : A(XNY) = A(X)NA(Y)
(A7) : A(XNY) C A(X) N A(Y)
(A8) : A(X') = A(X)'
(A9) : A(X") = A(X)'
(A10) : AA(X)) = A(A(X)) = A(X)
(A11) : A(A(X)) = A(A(X)) = A(X)

Satz 5.2.1 Eine Zugehorigkeitsgradfunktion

falls z € A(X)
falls z € Randa(X)
falls z € U\ A(X)

=
>
&
i
O o= =

1aBt sich nicht auf Vereinigung bzw. Durchschnitt von Mengen iibertragen, d.h.
pxvy (z) # maz(px (), py (7))
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5.3 Mehrwertige Logik und die Polynomvollstéindigkeit

Beispiel 5.3.1 Definition der dreiwertigen Logik nach LUKASIEWICZ:

Al 1 0 v, il 1 0
1|1 5 0 1|1 1 1
1 1 1 1 1 1
2 12 3 0 2 |1 3 3
00 0 0 0|1 3 0
T | — 1 % 0
1|0 1|1 3 0
1 1 1 1
2 | 3 2 |11 3
0 1 0 1 1 1
Ergéinzend die modalen Operatoren:
T Oz T Ox
1 1 1 1
1 1
2| 0 2
0 0 0 0

Definition 5.3.1 Sei A = (4;) eine Algebra. Wie definieren fiir jedes n-
stellige Funktionssymbol f; eine n-stellige wortbildende Operation Wy, durch:
Seien g1, ..., g, Konstantensymbole aus A und seien 1, ..., z, Variablen, dann

ist sz(gla yIm, L1, - - - 7~Tn) = fi(gla"'agmaxla"' axn)'

Definition 5.3.2 Zwei Worte W}l (gi,z;) und WJ’{ (gi, ;) mit g; = g1,...,9m
und z; = %1,...,2, heiflen gleich, wenn sie in der Algebra (A;Q) gleich sind.
Die Kongruenzklasse der Worte in der Algebra (4;(2) sind die Polynome der
Form P(g1,. .. Gm;T1y---,%n).

Definition 5.3.3 Eine Polynomfunktion P(g1,...,gm,1,...,%,) einer Alge-

bra (A; Q) ist eine Abbildung (z1,...,z, — P(91,---,9m,Z1,--.,Ty), die durch
das Polynom definiert wird.

Bemerkung 5.3.1 Ein Term bzw. eine Termfunktion ist ein Polynom bzw.
eine Polynomfunktion ohne Konstanten.

Definition 5.3.4 Eine Algebra A heifit n-polynomwolistindig, wenn P, (A) =
F,(A) ist, d.h. jede n-stellige Funktion auf A eine Polynomfunktion ist.

Proposition 5.3.1 Wenn A n-polynomvollstindig ist, dann ist A auch m-
polynomvollsténdig fiir alle m < n.
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Lemma 5.3.1 Wenn fiir n > 2, a # b und ¢ € F,(A) ist, dann ist auch

_Ja falls (g1,...,9n) # (u1,.--,un)
©(g1;---19n) =
b falls (gla'-'agn) = (Ul,...,un)

auch eine Polynomfunktion ¢ € P,(A).

Lemma 5.3.2 Sein < 2 und p € P,(A) eine Polynomfunktion. Wenn 1 eine
Funktion ist mit:

_ JPlgis-ensgn) falls (g1, 590) 7 (u, .- s un)
w(gla"'agn) -
p(g1,--.,9n) falls (g1,...,9n) = (u1,...,up)

dann ist ¢ eine Polynomfunktion.

Satz 5.3.1 Wenn die Algebra A 2-polynomvollstindig ist, dann ist A auch
n-polynomvollstindig.

5.4 Clones und der Satz von Rosenberg

Definition 5.4.1 Eine Clone H = (H;o0,£,7,A, ) ist eine Algebra vom Typ
(2,1,1,1,0), wobei die Operationen wie folgt definiert sind:

a) (fog)(zi,zj) := f(g(z;:),z;), wobei f n-stellig und g m-stellig ist, also

Ti =T1y-v. s Ty UNA Tj = Typg 1, -5 Tpn—1

b) (¢f)(x1,...,2n) = f(x2y...,Zpn,Z1)
(€f)(z1) :== f(z1)

c) (tf)(z1,.--,2n) = f(z2,21,23,...,Zp)
(Tf)(@1) := f(z1)

d) (Af)(z1,-.-,zpn) = f(z1,21,2T2,...,Tp_1)
(Af)(z1) = f(z1)

¢
SN

[s)
—_—

Z1,%9) = x1, also die 1. Projektion.

Bezeichnung 5.4.1 Sei A = (4,) eine Algebra und F(A) der Clone aller
Funktionen auf der Menge A. Dann ist der Unterclone P(A), der von den kon-
stanten Funktionen {c, | a € A} und den Operationen aus Q erzeugt wird
der Clone der Polynomfunktionen. T'(A) ist der Unterclone, der nur durch die
Operationen aus {2 erzeugt wird.

Definition 5.4.2 Sind C; und C5 zwei Unterclones von F'(A), dem Clone aller
Funktionen auf der Menge A, dann ist auch C; ACs = C1NC5 ein Clone. C1VCs
ist der kleinste Unterclone, der C; und Cy umfafit. C; V Cy := < C; U Cy >.

Bezeichnung 5.4.2 Die k-stelligen Funktionen eines Clones bezeichnet die
Menge CF) .= {f | f € C, f k-stellig}.
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Definition 5.4.3 Eine n-stellige Relation p ist eine Teilmenge von A". Eine
n-stellige Relation p C A™ heiBt Invariante eines Clones C, wenn jedes f € C*)
die Relation p bewahrt. Fiir jedes f € C®) und alle

(an,...,aln),...,(akl,...,akn) cp

ist dann
(f(an,...,aln),...,f(akl,...,akn)) € p.

Bezeichnung 5.4.3 Pol(p) ist die Menge aller Funktionen, die p bewahren.
Inv(C) bezeichnet die Invariante des Clones C.

Satz 5.4.1 Zwischen der teilweise geordneten Menge L(C) aller Unterclones
von F(A) auf der Menge A und der teilweise geordneten Menge L(R) aller In-
varianten gibt es eine Galoisverbindung und damit einen Antiautomorphismus.

Bemerkung 5.4.1 Ist C; C Oy, dann ist Inv(Cy) C Inv(Cy). Ist Ry C Ra,
dann ist Pol(R;) C Pol(R3).

Definition 5.4.4 Ein Clone C' auf A heifit funktional vollstindig, wenn C =
F(A) ist, d.h. alle Funktionen umfafit. Die Algebra A heiit primal (termvoll-
standig), wenn T'(A) = F(A) ist. A heiit polynomuvollstindig, wenn P(A) =
F(A) ist.

Bezeichnung 5.4.4 p heifit total reflexiv, wenn p jedes k-Tupel (ay,...,ax)
enthdlt mit [{a1,...,ax}| <k, d.h. es gibt mindestens zwei a; = a; mit i # j.
p heift total symmetrisch, wenn (ar(1),...,axx)) € p fir alle (a1,...,ax) € p
und jede Permutation 7 : {1,...,k} — {1,...,k}. Eine total reflexive und total
symmetrische Relation heifit zentral, wenn es eine Menge Z mit § C Z C A
gibt, sodaB (z,aq,...,a,) € p fir alle z € Z.

Satz 5.4.2 (Rosenberg) Die maximalen Clones auf einer endlichen Menge A
sind alle Clones Pol(p), wobei p wie folgt definiert ist:

Typ O : pist eine teilweise geordnete Menge mit dem kleinsten Element 0 und
dem gréfiten Element 1.

Typ L : auf A (mit |A| = p™) ist eine abel’sche Gruppe (A4, +) mit der Relation
p ={(a1,a2,a3,a4) | a1 + ag = a3 + a4} quasilinear.

Typ C : p ist eine nichttriviale Aquivaltenzrelation.

Typ Z : p ist ein zentrale Relation.

Typ P : p={(a,s(a)) | a € A}, wobei p eine Permutation mit Zyklen gleicher
Primzahllinge ohne Fixpunkt ist.

Typ R : p ist eine reguldre Relation.
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5.5 Uber Toleranzen und zentrale Relationen

Definition 5.5.1 Sei A = (4,) eine Algebra. Eine binire Relation p auf A
heiit kompatibel, wenn fir jede Operation f; gilt: Ist (a1,b1),..., (an,bn) € p,
dann ist (fi(a1,...,as), fi(b1,...,b,)) € p. Eine kompatible Relation p auf einer
Algebra A heiit Toleranz, wenn p reflexiv und symmetrisch ist. Eine Toleranz
p von A heifit Kongruenzrelation, wenn p transitiv ist.

Definition 5.5.2 Eine Algebra A heiit zentral-polynomuvolistindig, wenn jede
zentrale Funktion F'(A) eine Polynomfunktion P(A) ist.

5.6 Modale Logiken und Rahmen

Definition 5.6.1 Eine modale Algebra A = (A;A,V,',0,1,0,¢) entspricht ei-
ner Bool’sche Algebra (A4; A, V,",0,1) mit den Operationen O fiir Notwendigkeit
und ¢ fiir Moglichkeit, die folgende Axiome erfiillen:

a) 01 =1

b) O(z Ay) = (Oz) A (Oy)

¢) Oz = (Oz')
Wegen Dualiit gelten ebenso:

d) 00=0

e) O(z Vy) = (Oz) v (Oy)

f) Oz = (0z').

Definition 5.6.2 Eine Bewertung (valuation) v auf A ist eine Funktion von
der modalen Aussagenlogik in die modale Algebra mit folgenden Bedingungen:

a) v(-A) = -w(A)
b) v(A A B) =v(A) Av(B)
c) v(AV B) =v(A) Vv(B)
d) v(0A4) = Ov(4)
e) v(QA) = Qu(A)

Ein algebraisches Modell (fl,'u) ist eine modale Algebra A mit der Bewertung
v. A ist genau dann wahr oder verifiziert in diesem Modell, wenn v(A4) = 1.
Eine Formel ist genau dann in einer modalen Algebra wahr, wenn sie in allen
Modellen der modalen Algebra wahr ist.

Definition 5.6.3 Ein Rahmen (frame) F = (W, R) besteht aus einer Menge
W und einer bindren Relation R auf W. Eine Bewertung V auf einem Rahmen
F ist eine Funktion, sodass V(A,z) € {F,T}, die fiir jede Aussagenformel A
und z € W folgende Bedingungen erfiillt:

a) V(-mA,z) =T & V(A,x)=F

b) V(AAB,z) =T & V(A,z) =T und V(B,z) =T
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c) VIAVB,z) =T & V(A,z) =T oder V(B,z) =T
d) V(OA,z) =T & Vz.(zRy - V(A,y) =T)
e) V(OA,z) =T & Fz.(zRyANV(4,y)=T)

Ein Modell (F,V) ist ein Rahmen F mit einer Bewertung V. A ist erfiillbar,
wenn V(A,z) =T fiir alle z € W.

Definition 5.6.4 Eine modale Logik heifit normal, wenn

A1) : sie alle Tautologien enthilt
A2): (DANDO(A— B)) - 0B

und sie abgeschlossen ist unter

R1): 4, AoB ’Z,_’B

R2): &4

Definition 5.6.5 Die modale Logik von Gdédel ist eine normale modale Logik,
fiir die zusétzlich gilt:

A3): OA — 004
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6 Unvollstindigkeit

6.1 Pradikatenlogik zweiter Stufe

Definition 6.1.1 Ist X eine n-stellige Pridikatsvariable und sind t¢1,...,%,
Terme, so ist X (t1,...,%,) eine Formel zweiter Stufe. Ist ¢ ein Formel zweiter
Stufe und ist Y eine Préadikatsvariable, dann ist V.X.¢p eine Formel zweiter Stufe.
Ebenso fiir Funktionsvariablen.

Definition 6.1.2 Eine Belegung zweiter Stufe in einer Struktur A ist eine Ab-
bildung, die jeder Variablen z; ein Element aus A und jeder Préidikatsvariablen
X} eine n-stellige Relation von A zuordnet.

Definition 6.1.3 Ist A eine Struktur und h eine Belegung der zweiten Stufe
in A, dann setzen wir:

a) AFE X(t1,...,t,) genau dann, wenn ((t1,...,%,) € h(X), d.-h. wenn
(t1,-..,tp) in der Relation h(X) steht.

b) A F VX.p genau dann, wenn jede Belegung A von X, d.h. fiir alle
n-stelligen Relationen von A die Formel ¢ erfiillt wird.

Satz 6.1.1 Jedes Modell der Peano-Axiome ist bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt.

6.2 Rekursive Funktionen

Definition 6.2.1 Die Peano-Arithmetik (PA) besteht aus folgenden Axiomen
der formalen Zahlentheorie der ersten Stufe mit den Parameter S, 0, 4+, sowie
den primitiv rekursiven Funktionen:

Dk (zy,. ., mp) =0

: f ist durch primitive Rekursion aus g und h definiert, wenn gilt:

>

7
8

>

Al): 0# Sz
A2): Sz =Sy—z=y
A3):z<ze Jy(z+y=2)
Ad):z+0==x z-0=0
A5): z+ Sy=S(z+y) z-Sy=(z-y)+z
A6) : pF(z1,...,21) =
)
)

i) f(0,z1,...,2) = g(z1,...,2K)
i) f(Sz,z1,...,21) = h(f(z,21,...,2%), 21, ..., T)
f gehort zu PA, wenn § und h zu PA gehéoren.
A9) : f ist durch Komposition aus g, h1 und hy, definiert, wenn gilt:
flzr, .. k) = glhi(zr, ... ), B (21, .., zp)
f gehort zu PA, wenn § und hi,..., h, zu PA gehoren.
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A10) : f(0) AVz.(p(z) = ¢(S(x))) = Vz.o(x)
(abgeschwiichtes Induktionsprinzip).

Definition 6.2.2 Die Menge der primitiv rekursiven Funktionen ist die klein-
ste Menge, die die Funktionen A6 und A7 enthilt und abgeschlossen ist unter
primitiver Rekursion aus A8 und der Komposition von aus A9.

6.3 Godelzahlen und modale Logik

Definition 6.3.1 (Gddelisierung) Wir ordnen jedem Symbol des Alphabets
der Sprache der formalen Zahlentheorie eine Zahl zu:

0 — 1
vV = 3
- — 5
3 - 7
S = 9
+ = 11
- = 13
= +— 15
< = 17
T, = 2

Definition 6.3.2 Die Godelzahlen der Terme sind folgendermaflen definiert :

Tz = <2i>

0" = <1>

rStT = <977 >
Fs+¢7 = < 11,787,
Fs-t7 = <13,"s,t7 >

und die Godelzahlen der Formeln wie folgt:

Fs=t7 = <15,Ts, Tt >
l_(pv,l/)—l — < 3’ f_(p—l’ rw—l >
,__|(P—I — < 5’ I—(P—I >

Mz, = <7,"z;, T >

Bemerkung 6.3.1 Die Terme ¢ und die Formeln ¢ wurden Gédelzahlen "t
und "¢ zugeordnet. Damit kann die Syntax rekursiv simuliert werden. Zu-
dem konnen Ableitungen (formale Beweise) als endliche Folgen von Formeln
betrachtet werden.

6.4 Unvollstindigkeitssitze

Satz 6.4.1 (Lob) Fiir alle Aussagen o, v gilt:

a) gilt PAF ¢, dann gilt auch PAF O™
b) PAF (O AQ @ — ™) — 0O 97
c) PAF (O ¢ — OO ¢M).

27



Satz 6.4.2 (Diagonalisierungslemma) In der Formel 1) sei nur eine Varia-
ble z frei. Dann gibt es eine Aussage ¢, sodaB gilt PAF (o <> ¥ ("p™)).

Satz 6.4.3 (Gdédel) Sei PAF (p +» =0O("¢™)). Dann gilt:

a) PA¥F o
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