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Zusammenfassung

Da die zweiwertige Aussagenlogik nicht nur innerhalb der Logik insgesamt,
sondern auch schon in der Aussagenlogik einen vergleichbaren Platz wie
die euklidische Planimetrie im Rahmen der gesamten modernen Geome-
trie einnimmt, soll hier eine Einfithrung in eine vom tertium non datur
unabhingige mehrwertige Logik gegeben werden. Neben Definition und
Beispielen mehrwertiger Logiken soll auch auf die Méglichkeit der Axioma-
tisierung sowie auf Fragen des Entscheidungsproblems in solchen Logiken
eingegangen werden.



1 Definition und Beispiele

Definition 1.1 Ein Tripel M = (M, M™, ¢) heifit logische Matriz beziiglich
der Funktorbasis ¢, wenn

a) M ist eine Menge von Wahrheitswerten
b) MT C M, M* # () ist die Menge der ausgezeichneten Wahrheitswerte
c) ¢ ist eine Funktorbasis.

M heiit trivial, wenn M+ = M und normiert, wenn [M*| = 1.

Definition 1.2 Eine Abbildung a : V — M heifit eine Belequng in die Matriz
M. o 148t sich in iiblicher Weise zu einer Bewertung &g : Ly — M fortsetzen.
Man sagt o erfillt die Formel P (symbolisch FM P), wenn a(P) € M ™.

P heifit M-Tautologie (symbolisch =M P), falls I=£A P fir alle a.

Beispiel 1.1 Im speziellen kann die uns bekannte zweiwertige Logik als ein sol-
ches Tripel Mp = ({0,1}, {1}, {A,V,,—}) darstellbar, wobei die Funktionen
durch Wertetabellen hier in iiblicher Weise definiert sind.

Um zu mehrwertigen Matrizen zu gelangen, mufl die Menge M einfach um
Elemente erweitert werden. Dariiberhinaus mufl man eine Menge von ausge-
zeichneten Werten aus M wéihlen und eine moglichst sinnvolle Definition fiir
die Funktionen aus ¢ finden.

Sei M = {0, %, 1} kanonisch angeordnet und interpretiert man den neuen Wert
% als wielleicht oder unentschieden, so kann man fiir A3,Vs € ¢ die entspre-
chenden klassischen Wahrheitswertefunktionen plausibel verallgemeinern:

x A3y = min{z,y} z Vs y = maz{z,y}

Mehr Freiheit hat man, wenn man versucht auf intuitive Weise eine dreiwertige
—- und —-Funktion zu definieren.

Beispiel 1.2 LUKASIEWICZ definiert —; und —; durch folgende Wertetabellen:

T T — 1 % 0
1| 0 1 |1 3 0
1 1 1 1
2 2 2 |1 1 3
0 1 0 1 1 1

Die logische Matrix M; := ({0, 3,1}, {1}, {As, V3, =y, —;}) nennt man auch die
LUKASIEWICZ-Matrix.



Beispiel 1.3 Eine weitere Moglichkeit, dreiwertige ,,—“- und ,,—“-Funktionen
zu definieren ergibt sich durch die intuitionistische Matrix:

x T —i 1 % 0
1

1] 0 11 L 0

1 1

1o 111 1 o0

0 1 0 1 1 1

insgesamt ergibt sich M; := ({0, %, 1}, {1}, {As, V3, 7i, =i }).

Sind die Funktionen aus ¢ festgelegt, so ist aufgrund deren Definition jeder
Formel P bei einer Belegung o : V. — M ein wohldefinierter Wert a4(P) € M
zugeordnet.

Definition 1.3 Jede logische Matrix bestimmt durch die Defintion der Funk-
tionen eine gewisse Logik LM = {P € L4 : FM P}.

Beispiel 1.4 Wie leicht einzusehen ist, sind die Formeln
(P—=(Q—P) und ((P—Q)—(Q—R)—(P—R))

sowohl in M; als auch in M; Tautologien. Dagegen sind die klassisch giltigen
Formeln

(PV-P) und ((P—Q)—P)— P)
weder in M; noch in M; giiltig.



2 [Eigenschaften der Matrizen

Es ist also gelungen, logische Systeme zu konstruieren, in denen das tertium
non datur nicht gilt. Man hat sich allerdings nicht zu stark von der klassischen
Logik entfernt, da jede M;- bzw. M;-Tautologie auch eine klassische Tautologie
ist. Man erkennt diesen Umstand leicht, da die klassische Logik eine Subma-
trix von M; bzw. M; darstellt. Wir wollen nun nachpriifen, welche bekannten
Eigenschaften der klassischen Logik in unserem allgemeineren Konstrukt gelten.

Satz 2.1 LM; und LM, sind gegeniiber der Anwendung des Modus ponens
abgeschloflen.

Beweis. Seien FM P und FM: P — @ und eine Belegung o : V — M gegeben.
Dann ist a(P) = a(P — Q) = 1. Aus 1 = a(P — Q) = a(P) —; a(Q) folgt
aufgrund der Definition von —;, da8 @(Q) = 1 gelten mu8. So folgt aus "' P
und M P — Q, daB8 EM: Q gilt und somit der Modus ponens.

Fiir M; verlduft der Beweis analog.

O

Es 148t sich also das klassische Folgern verallgemeinern. Genauso kann die lo-
gische Aquivalenz durch P Fpq Q genau dann, wenn a(P) = a(Q) fiir al-
le @ : V — M verallgemeinert werden. Man sieht leicht, da P Fxq @ und
Q Fam P genau dann, wenn P — Q,Q — P € LM, also hier zum klassischen
Fall analoge Kennzeichnung der logischen Aquivalenz.

3 Mehrwertige Logik nach PosT

Interessant ist, dafl unabhingig von LUKASIEWICZ auch POST ein mehrwerti-
ges Logiksystem entwickelte und dies kurz nach LUKASIEWICZ verdffentlichte.
Uberraschenderweise unterscheidet sich der Ansatz von POST nur wenig von
dem LUKASIEWICZ’schen. Auch POST versucht, die zweiwertige Logik so zu ver-
allgemeinern, dafl diese ein Spezialfall bleibt und entfernt sich ebenfalls nicht
zu stark von ihr. Er formuliert folgende

Definition 3.1 Seien 1,2,... ,n Wahrheitswerte und n eine endliche Zahl. Sei-
en die Grundfunktionen die zyklische Negation und die Alternative, also

a) [NPa]=[a]+1,falls 1 <[a] <n—1
[NPa] =1, falls [a] =n

b) [Aaf] = min([a], [5])

funktional vollstéindig und fiir n = 2 sind N¥ und A die bekannten zweiwertigen
Funktionen. Eine Tautologie ist ein Ausdruck, der immer einen solchen Wert
annimmt, dal 1 <17 < s, wobei 1 < s < n. Man nennt dann die Werte 1,... ,s
ausgezeichnete Wahrheitswerte.

PosT entwickelte auch eine Methode zur Axiomatisierung seiner n-wertigen
Aussagenlogik, womit wir uns in Abschnitt 5 auch befassen wollen.



4 Die Matrix der gespaltenen Wahrheit

Wir wollen hier eine anwendungsnahe Konstruktion einer dreiwertigen Logik
beleuchten, bei der gewisse philosophische Aspekte einflieen. So wollen wir A
als einen privilegierten Personenkreis - die Autoritéit - und B als die Unter-
geordneten - das gewodhnliche Volk - bezeichnen. Wie in einer solchen Gesell-
schaftsstruktur denkbar, verfiigt A iiber einen Informationsmonopol. Um dies
zu modellieren fiithren wir drei verschiedene Arten von Informationen ein:

a) die 6ffentliche Wahrheit, d.h. A und B verfiigen gleichermafien iiber eine
zutreffende Information und geben einer solchen Aussage den Wert 1

b) den Wert % wollen wir geheimen Wahrheiten zuweisen, d.h. wahren

Aussagen von denen nur der privilegierte Personenkreis A weify

c) grundsitzlich falschen Aussagen weisen wir den Wert 0 zu.

Nun konnen alleinstehenden Variablen (sogenannten atomaren Aussageformen)
in eindeutiger Weise Werte zugewiesen werden, wenn wir uns eine Belegungs-
funktion a : V — {1, %, 0} als gegeben vorstellen. Um nun allgemeinen Aussa-
geformen (wir lassen die Funktoren —s und — zu) Werte zuweisen zu konnen,
fithren wir zunéchst eine Relation I zwischen den Elementen der Menge {4, B}
und Verkettungen der atomaren Aussagen P und () ein und definieren fiir
S € {4, B}:

a) S IF P nach oben genannter Wertzuweisung fiir atomare Aussagen
b) SIF —4P genau dann, wenn A ¥ P
c) SIFP —4Q genau dann, wenn A IF P = AlF Q.

Aufgrund dieser Definition ergeben sich folgende Wertetabellen fiir =5 und —:

P | -pP S5l 1 o
1] 0 1 [1 1 0
3 0 |1 1 0
0] 1 0 |1 1 1

Es soll {1} als die Menge der ausgezeichneten Werte gelten, d.h. eine Aussage
X ist wahr iiber M,, wenn &(X) = 1 fiir alle @ : V — {1,3,0}. Auch hier
sieht man durch die Wertetabellen fiir -5 und —; leicht ein, dafl jede iiber M
wahre Aussage auch eine klassische Tautologie darstellt, da die klassische Logik
auch hier Submatrix von M; ist. Es gilt also Lk 2 LM;. Obwohl das aus-
schlaggebende Argument fiir die Abgeschlossenheit von M; und M; beziiglich
des Modus ponens hier nicht angewendet werden kann, gilt in M, der Modus

ponens dennoch. Dies zeigt folgender
Satz 4.1 LM, ist gegeniiber der Anwendung der Modus-ponens-Regel abge-
schloflen.

Beweis. Man wendet hier einen Trick an und setzt die Menge {1, 3} als die
Menge der ausgezeichneten Werte. Es werden also sowohl 6ffentliche als auch



geheime Wahrheiten als Tautologien iiber M betrachtet. Fiithrt man nun ei-
ne neue Belegungsfunktion 3 : V. — {1,0} ein, fiir die gilt: 8(X) = 1, falls
a(X) € {1,1} und B(X) = 0 sonst, so verliuft der Beweis der Abgeschlossen-
heit analog zum Beweis in Satz 2.1.

O

Auf die gleiche Weise gelingt der Beweis, dafl Lk C LM, daB also auch jede
klassische Tautologie M -Tautologie ist. Damit gilt insgesamt Lk = LM.



5 Axiomatisierung mehrwertiger Logiken

Obwohl M; bzw. M, nicht funktional vollstindig sind, da keine Formel ange-

geben werden kann, die konstant zu % ausgewertet werden konnte, sind sowohl
M, als auch M;, dhnlich wie die klassische Logik durch ein Axiom-Regel-Kalkiil
darstellbar. Sowohl LM, als auch LM; sind unmittelbare Vorgénger von Lk im
Verband der strukturellen Logiken, die als einzige zulédssige Regel den Modus

ponens besitzen.

In folgender Tabelle sind die zur Axiomatisierung benétigten Formeln fiir M,
und M; aufgelistet:

Axiomensystem fiir LM; :

Al. P (Q— P)

A2. (P—>Q)— ((@—~> R)— (P— R))
A3 (P—--P)—P)—>P

Aid. (-Q — —-P) =» (P = Q)

Axiomensystem fiir LM; :

Ail. P (Q— P)

A2. (P=>(Q@—R)—>(P—-Q)—(P—R)
Ai3. (PANQ)— P

Aid. (PAQ)—Q

Aib5. (P—>Q)— ((P—R)—(P— (QAR))
Ai6. P— (PVQ)

AT, Q= (PVQ)

A8. (P—>R)—> ((@—=R)— ((PVQ)—R))
A;9. (P—-Q)— (Q — —-P)

A;10. =P - (P - Q)

Ai1l. PV(P—-Q)V(Q — R)

Regel fiir LM; und LM, :
P, P=Q
MP. ===



6 Das Entscheidungsproblem

Das Entscheidungsproblem fiir eine beliebige Logik L ist die Frage nach einem
Algorithmus, der fiir eine Formel P entscheidet, ob P € L gilt oder nicht. Eine
dazu analoge Frage stellt es dar, entscheiden zu wollen, ob in einem deduktiven
System X F P fiir eine Formelmenge X und eine Formel P gilt oder nicht. Fiir
Lk 16st das Entscheidungsproblem des deduktiven H*-Systems der Tableau-
Kalkiil.

Um fiir eine beliebige strukturelle Logik L das Entscheidungsproblem positiv
I6sen zu konnen, benétigt man die endliche Axiomatisierbarkeit und folgende
endliche Modelleigenschaft.

Definition 6.1 Eine Logik L besitzt die endliche Modelleigenschaft, wenn es
eine Menge X endlicher logischer Matrizen gibt, sodal P € L genau dann, wenn

PelLX := ﬂ LM.
MeX

Definition 6.2 Das strukturelle System F besitzt die endliche Modelleigen-
schaft, wenn es eine Menge X' endlicher Matrizen gibt, sodaf fiir alle P und alle
endlichen Y C £ genau dann Y + P gilt, wenn Y EM P fiir alle M € X ist.

Satz 6.1 Sei 7 entweder eine Logik oder ein deduktives System. Ist 7 endlich
axiomatisierbar und besitzt 7 die endliche Modelleigenschaft, so ist das Ent-
scheidungsproblem fiir 7 positiv losbar.

Beweis. Die endliche Axiomatisierbarkeit stellt die prinzipielle Moglichkeit der
effektiven Aufzihlung aller Tautologien bereit. Aufgrund der endlichen Model-
leigenschaft ist jede Nicht-Tautologie in mindestens einer adiquaten Matrix
falsifizierbar. Dadurch ergibt sich auch deren Auflistbarkeit. So ist es moglich,
bei einer vorgegebenen Formel P zu warten, in welcher der beiden Listen P
auftaucht, was prinzipiell einen Entscheidungsalgorithmus darstellt.

O
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