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Zusammenfassung

Zerlegungen und Parkettierungen der Ebene spielen in vielen wissenschaft-
lichen, praktischen und kiinstlerischen Bereichen eine wichtige Rolle. In
dieser Abhandlung werden solche diskrete Systeme von Punktmengen be-
trachtet. Zunichst werden Packungen einfacher Figuren durch Polyominos,
diskrete Zerlegungen der Ebene sowie Zerlegungen von Polygonen in Poly-
gone behandelt. Weiterfithrend werden sowohl Mosaike, als auch Parkette
und deren Anwendungsbeispiele vorgestellt.
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1 Lagerungen, Packungen und Zerlegungen

Um iiberhaupt ein diskretes System von Teilmengen eines topologischen Raum-
es zur Betrachtung bereitzustellen, ben6tigt man folgende

Definition 1 Sei (7, O) ein topologischer Raum. Ein System S von Teilmengen
von T heifit diskret, wenn es zu jedem Punkt z € T eine Umgebung von z gibt,
die hochstens mit endlich vielen Mengen aus S gemeinsame Punkte besitzt
(lokale Endlichkeit von S).

1.1 Topologische Begriflichkeiten

Lemma 1 Ist ein metrischer Raum (R, d) vollstindig und ist jede beschrinkte
Menge total beschrinkt, so folgt aus der Diskretheit fiir ein System S von
Teilmengen von R die schirfere Eigenschaft:

(d*) Zu jedem Punkt 2 € R und zu jeder r-Umgebung U von z gibt es nur
endlich viele Mengen aus S, die mit U einen nichtleeren Durchschnitt
haben.

In der folgenden Definition wird Diskretheit nicht generell vorausgesetzt, wir
wollen allerdings grundsétzlich Diskretheitsvorstellungen zugrundelegen.

Definition 2 Es sei (T, 0) ein topologischer Raum, M C T eine nichtleere
Teilmenge und S ein System von Teilmengen von T'.

a) S heiit eine Lagerung in M, wenn die Vereinigung aller Teilmengen von S
in M liegt (Upecs A S M).

b) S heifit eine Uberdeckung von M, wenn M C Uses A ist.

c) S heifit eine Packung in M, wenn S eine Lagerung in M ist und wenn je
zwei verschiedene Teilmengen A und B aus S keine gemeinsamen inneren
Punkte besitzen.

d) S heiit eine Zerlegung von M, wenn S sowohl eine Uberdeckung als auch
eine Packung von M ist. Damit ist M = [J .5 A.

e) S heifit eine Pflasterung von M beziiglich einer Gruppe G von Transforma-
tionen von T' (oder kurz eine G-Pflasterung), wenn S eine Zerlegung von M
ist und wenn es zu T1,T> € S stets ein a € G mit «(T1) = T gibt.

1.2 Spezielle diskrete Packungen
1.2.1 Konstruktion der Klassen von Polyominos

Der Begriff der Polyominos wirft die Problemstellung auf, die sich aus einfa-
chen Legevarianten ergibt, wie man sie von Dominospiel kennt. Man legt an ein
Quadrat ein weiteres dazu kongruentes so an, dass es mit dem ersten eine Qua-
dratseite gemeinsam hat. Durch fortgesetztes Anlegen dieser Art entsteht eine
diskrete Packung mit kongruenten Quadraten in der Ebene. Packungen dieser
Art nennt man Polyominos, die wir formal erfassen kénnen durch folgende



Definition 3 Ein Polyomino oder n-Mino ist eine Figur P, die aus n > 1
kongruenten Quadraten besteht, fiir die gilt:

a) je zwei Quadrate haben entweder keinen Punkt oder eine Ecke oder eine
Seite gemeinsam.

b) zu je zwei verschiedenen Quadraten @1 und Q* aus P gibt es eine Folge
Q1Q2...Q,_1Q* von benachbarten Quadraten aus P.

c) P bildet eine einfach zusammenhingende Punktmenge.

Dabei heiflen zwei Quadrate benachbart, wenn die Menge ihrer gemeinsamen
Punkte eine Seite ist. Es konnen 0.B.d.A. stets Einheitsquadrate vorausgesetzt
werden. Folgende Abbildungen stellen keine Polyominos dar:

WY Op -

Die linken beiden Abbildungen verletzen Forderung a), die beiden nichsten
Forderung b) und die rechte Forderung c¢) der Definition. Fiir n = 4 werden die
Polyominos Tetrominos genannt. Sie sind aus dem Spiel Tetris bekannt und
leicht iiberschaubar:

Kl ] K 1

A 4] 4 4 |

Da es sich in praktischen Sachverhalten als sinnvoll herausstellt, diejenigen Fi-
guren hinzuzunehmen, die durch nicht orientierungserhaltende Bewegungen ent-
stehen, ergeben sich zwei weitere Klassen von Tetronimos:

Diese zusétzlichen Klassen sollen in Zukunft nicht betrachtet werden. Im folgen-
den bezeichne A(n) die Anzahl der Klassen kongruenter Polyominos, die sich
aus n Quadraten bilden lassen. Beispielsweise gilt A(1) =1, A(2) =1, A(3) =2
und A(4) = 5. Man kann ein rekursives Verfahren angeben, mit Hilfe dessen
man aus der Kenntnis aller (n — 1)-Minos mit n > 2 alle n-Minos bestimmt:
Man nummeriert die Klassen der (n — 1)-Minos alphabetisch durch, beginnt
mit einem Reprisentanten P der ersten Klasse und betrachtet alle Lagen eines
Quadrats @, die zu einem n-Mino P U @) fithren wiirden. Diese Lagen werden
mit X oder [ bezeichnet, wenn das entsprechende n-Mino zu den bisherigen
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kongruent ist oder nicht. Die so entstehenden Klassen fiir n-Minos werden von 1
beginnend nummeriert. Dieses Verfahren wird nun fiir je einen Reprisentanten
jeder Klasse der (n — 1)-Minos durchgefiihrt. Entsteht so ein n-Mino, das zu
einem aus einem der vorhergehenden Arbeitsschritte kongruent ist, so wird in
die deshalb nicht in Frage kommende Lage von @) die Arbeitschrittanzahl des
n — 1-Minos, durch den der schon gefundene kongruente n-Mino entstanden ist
eingetragen. Das Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab und liefert
fiir jede Klasse der n-Minos einen Reprisentanten. So ergeben sich aus den fiinf
Klassen der Tetrominos die Klassen der Pentominos wie folgt:

a 1 2 o 3 o
1 1 B B
b 4 5 o 6
L B
7 s 9 10
——————— éi:ﬁ.ﬂréﬂ————‘
1 1
2] |2
2!
c 11
————— ””2”1————‘
2 2.
2 2 L
2
d 12
rrrrr 22
2 2
2 2
22



Um eine Vorstellung vom Groéflenverlauf fiir n < 15 zu bekommen, dient folgen-
de Tabelle mit den jeweiligen Werten fiir A(n):

12 slals 6| 7| s8] 9 | 10
Amy | 1] 1] 2|5 ] 123 | 107 | 369 | 1285 | 4655

no | | e | s | o | s
A(n) | 17073 | 63600 | 238591 | 901971 | 3426576

Fiir n = 24 gilt bereits: 65 - 1010 < A(n) < 66 - 100,

1.2.2 Packungen und Zerlegungen mit Polyominos

Satz 1 Ein Rechteck R mit ganzzahligen Seitenlingen a und b besitzt genau
dann eine Packung mit Dominos, wenn a oder b gerade ist.

Beweis. Existiert eine solche Packung, so ist ab gerade, also auch a oder b. Sei
umgekehrt 0.B.d.A. a gerade, so lege man die Dominos mit ihrer Lingsseite
parallel zu der Rechteckseite mit Lange a.

O

Diese Packung kann auch als Zerlegung des Rechtecks R in kongruente Dominos
angesehen werden.

Satz 2 Sei nun R eine Figur, die aus einem Rechteck mit den ganzzahligen
Seitenlingen a,b > 2 entsteht, wenn man ein Paar gegeniiberliegender Eck-
Einheitsquadrate entnimmt. R besitzt genau dann eine Packung mit Dominos,
wenn entweder a oder b gerade ist.

Beweis. Existiert eine solche Packung, so muss hier offenbar gelten, dass a-b—2
gerade und somit a oder b gerade ist. Sei umgekehrt entweder a oder b gerade.
0.B.d.A. sei a := 2m und b := 2n + 1 mit m,n > 1. Man zerlegt R entspre-
chend unten stehender Abbildung in drei Rechtecke mit den Seitenldngen 1 und
b—1=2nbzw.a—2=2(m—1)und 1 bzw. a —1=2m — 1 und b — 1.

D I —

Fiir die ersten beiden ,schmalen“ Rechtecke existiert offensichtlich eine Packung
mit Dominos, fiir das dritte nach Satz 1. Falls allerdings a und b gerade sind,
kann wie folgt gezeigt werden, dass keine Packung mit Dominos moglich ist. Sei-
en also a und b gerade. Man firbe die Einheitsquadrate in R schachbrettartig



schwarz und weify ein. Nachdem den beiden ausgesparten Einheitsquadraten die
gleiche Farbe zukédme (0.B.d.A weif}), gibe es %b schwarze und %b — 2 weifle Fel-
der. Gébe es allerdings eine Packung von R mit Dominos, so miisste die Anzahl
der schwarzen und weiflen Feldern gleich sein, denn jedes Domino iiberdeckt
genau ein weifles und ein schwarzes Feld.

O

Die auch im Beweis benutzte Einfirbung ist eine niitzliche Methode, um die
Unmoglichkeit einer bestimmten Packung zu zeigen.

Es ist nun naheliegend, die Bedingungen fiir eine Packung von Figuren, wie
Rechtecken mit Trominos (3-Minos) herauszuarbeiten. Bei den Trominos stehen
zwei verschiedene Formen zur Verfiigung, die man nach ihrem Aussehen mit ,,I*
und ,,L“ bezeichnet.

Satz 3 Ein Rechteck mit den ganzzahligen Seitenldngen a und b besitzt genau
dann eine Packung mit Trominos der Form ,,I“, wenn 3|a oder 3|b gilt.

Spart man nun in einem Quadrat ein bestimmtes Feld in der i-ten Zeile und j-
ten Spalte aus, so konnen mit Hilfe einer schachbrettartigen Einfarbung mit drei
Farben Aquivalenzbeziehungen mit der Existenz einer Packung mit Trominos
der Form ,,I“ hergeleitet werden:

Fiir a = 3n + 1 existiert eine Packung < ¢=j7=1 mod 3.

Fiir a = 3n + 2 existiert eine Packung & ¢=75=0 mod 3.

Fiir a = 3n existiert keine Packung.

Satz 4 Ein Rechteck mit den ganzzahligen Seitenlingen a und b besitzt genau
dann eine Packung mit Trominos der Form ,,.“, wenn einer der beiden Audriicke
(a=3und b=2n (n > 1)) oder (a =3m und b > 2 (m > 2)) gilt.

Satz 5 Wird in einem Quadrat mit Kantenlinge a = 2™ (n > 1) ein beliebiges
Feld ausgespart, dann gibt es fiir die iibrige Figur stets eine Packung mit Tro-
minos der Form ,, L“.

Beweis. Fiir n = 1 ist die Behauptung offensichtlich. Sei also n > 1. Nachdem
nun auf das Quadrat mit Seitenlinge a = 2™ die Aussage zutrifft, ist zu zeigen,
dass das Quadrat mit Seitenlinge a = 2"! der Behauptung geniigt. Wie in fol-
gender Abbildung angedeutet, lisst sich das Quadrat der Seitenlinge a = 2"*!
in vier kongruente Teilquadrate der Kantenldnge 2" zerlegen.

F, F,

Fy Fy

Man spart nun ein beliebiges Einheisquadrat aus, das 0.B.d.A. in F} liege. In



den anderen Teilquadraten lisst man entspechend der Zeichung je ein Einheits-
quadrat aus. Nach Induktionsvoraussetzung existiert fiir das Ubriggebliebene in
jedem Teilquadrat die geforderte Packung. Ferner kann aufgrund der giinstigen
Wahl der Aussparungen in den Teilquadraten F3, F3 und Fy dort genau ein
Tromino der Form ,L“ untergebracht werden. Diese Konstruktion liefert das
Gewiinschte.

O

Als weitere Bausteine fiir eine Packung lassen sich die fiinf Formen der Tetro-
minos, die nach ihrem Aussehen mit ,I%, ,L“ ,T% ,Z“ und ,,O“ bezeichnet
werden betrachten.

Satz 6 Ein Rechteck mit ganzzahligen Seitenléngen a und b besitzt genau dann
eine Packung mit Tetrominos der Form , I, wenn 4|a oder 4|b gilt.

Satz 7 Fiir ein Rechteck mit ganzzahligen Seitenléingen a und b existiert genau
dann eine Packung mit Tetrominos der Form ,L.“, wenn a,b > 2 und 8|ab gilt.

Beweis. Angenommen es existiert eine solche Packung, dann muss offensicht-
lich 4|ab und a,b > 2 gelten, wobei 0.B.d.A. von 2|b ausgegangen werden kann.
Eine Einfarbung, die parallel der Seitenldnge a spaltenweise abwechselnd firbt,
erzeugt folglich sowohl %b schwarze, als auch %b weiBe Felder. Die Packung be-
steht aus %” L-Teilen. Da jedes L-Teil entweder 1 oder 3 schwarze Felder bedeckt,
muss die Anzahl der L-Teile gerade sein, also 2|%b und damit 8|ab gelten. Gelte
umgekehrt a,b > 2 und 8|ab, dann existiert eine Packung, da das Rechteck dann
eine Packung folgender Rechtecke besitzt:

O

Definition 4 Eine Packung mit n-Minos (n beliebig, aber fest) heifit minimal,
wenn jede Form genau einmal vorkommt.

Satz 8 Nur die Rechtecke mit den Seitenlingen (3,20), (4,15), (5,12) und
(6,10) besitzen minimale Packungen mit Pentominos.

Fiir (1,60) und (2, 30) existeren offensichtlich keine minimalen Packungen. Beim
(6,10)-Rechteck hingegen existieren schon mehr als 2300 Packungsmoglichkei-
ten.



1.2.3 Verwandte der Polyominos in der ebenen Geometrie

Bei den Polyominos liegen kongruente Quadrate zur reguliren Zerlegung der
Ebene zugrunde. Diese Eigenschaft kann - wie in Abschnitt 1.3 deutlich wird -
auf Drei- und Sechsecke als regulire Polygone erweitert werden.

Definition 5 Ein r-reguldres Polyomino ist eine Figur P, die aus n > 1 kon-
gruenten reguliren r-Ecken mit r = 3, r = 4 oder r = 6 besteht und fiir die die
Bedingungen a, b und c der Definition 3 gelten.

Man bezeichnet die Anzahl der Klassen kongruenten r-regulidren Polyominos,
die aus n reguliren r-Ecken bestehen mit A" (n). Einen Vergleich der jeweiligen
Anzahl bietet folgende Tabelle:

n 112 |3]4
Ad(m) [ 1| 1| 1|3
A*m) | 1| 1| 2] 5 |12
AS(n) | 1 | 1| 3| 7| 22

Die Reprisentanten der Klassen der 3-reguléren Polyominos:

n=1: /\ n=2: /\/ n=3: M

e [ AN
v

Die Reprisentanten der Klassen der 6-reguldren Polyominos:

n=t: () 2 (1) =3 989 C% @

el

Auch hier kénnen dhnliche Packungsprobleme behandelt werden, wie es bei den
Polyominos der Fall war.




1.2.4 Verwandte der Polyominos in der rdumlichen Geometrie

Von den Polyominos (in der Ebene) ausgehend findet sich schnell ein ent-
sprechendes Konzept, Einheitswiirfel als Grundbausteine zu benutzen. Trotz
der notwendigen Verallgemeinerung mancher Begriffe wie des Benachbartseins
zweier Wiirfel, die hier eine Seitenfldche als gemeinsame Punktmenge besitzen
kénnen die Definitionen fast durchgéngig iibernommen werden. Auch hier wird
zwischen gleichsinniger und ungleichsinniger Kongruenz unterschieden, was sich
bei rdumlichen Packungsbeispielen - gegeniiber den ebenen - als wesentlich be-
deutender herausstellt.

Beim Herzberger Quader werden elf rdumliche Polyominos benutzt, um einen
Quader (5 x 4 x 2) zu packen. Ein Domino, zwei Trominos und acht nicht gleich-
sinnig kongruente Tetrominos kommen hier zum Einsatz.

Der (3 x 3) grole SOMA-Wiirfel wird durch sieben rdumliche Polyominos ge-
packt. Es existieren 240 nicht kongruente Packungen des SOMA-Wiirfels.

1.3 Regulire und halbregulire Zerlegungen der Ebene

Bei den nun folgenden Zerlegungsarten setzen wir eine euklidische Ebene und
Zerlegungen der Art P = {T;, i € I} (mit I beliebige Indexmenge) voraus. Die
Polygone T; nennt man Fliesen, wobei topologisch gesehen der Rand der Poly-
gone zur Punkmenge 7; gehoren soll. Da solche Zerlegungen noch zu allgemein
sind, schrankt man sie durch folgende Definition weiter ein.

Definition 6 Eine Zerlegung P = {T;, i € I} (mit I beliebige Indexmenge)
in Polygone heifit normal, wenn je zwei verschiedene Fliesen entweder keinen
Punkt oder genau eine Ecke oder genau eine Seite gemeinsam besitzen.

Durch die angegebenen Beispiele

(1) (2) (3)
wollen wir die Definition veranschaulichen:

- Die durch die Geraden z = §(n + 1) und y = $(n + 1), n € Z gegebene
Zerlegung 1 ist normal. Hierbei nehmen die Fliesen sogar einen beliebig
groflen Inhalt an.

- Bei der Zerlegung 2 besitzen gewisse Polygone mehr als eine Seite ge-
meinsam. Da es somit Ecken gibt, die nur zwei Fliesen angehoren, ist
diese Zerlegung nicht normal im Sinne der Definition.
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- Die Zerlegung 3 ist ebenfalls nicht normal im Sinne der Definition, da
der Durchschnitt zweier Fliesen eine Strecke sein kann, welche nicht Seite
einer der beteiligten Fliesen ist.

Da normalen Zerlegungen ein dreidimensionales Polyederskelett zugeordnet wer-
den kann, gelingt es den Begriff der Eckenfigur aus der Polyedergeometrie zu
iibertragen:

Definition 7 Ist A die Ecke einer normalen Zerlegung P, dann bilden die Mit-
telpunkte der von A ausgehenden Kanten ein Polygon, wenn man genau die-
jenigen Mittelpunkte durch eine Strecke verbindet, die auf einer gemeinsamen
Fliese liegen. Dieses Polygon heifit die FEckenfigur der Ecke A.

In diesem Zusammenhang erweist es sich ebenfalls als sinnvoll den Begriff der
Orientierungsfigur einzufiihren:

Definition 8 Eine Orientierungsfigur einer normalen Zerlegung der Ebene be-
steht aus einer Halbgeraden und einer anliegenden Halbebene derart, dass der
Scheitelpunkt der Halbgeraden eine Ecke der Zerlegung ist und die Halbgerade
eine von dieser Ecke ausgehende Kante enthélt.

In einer anliegenden Halbebene muss dann genau eine Fliese liegen, die diese

Kante als Seite besitzt.
L :

Da an jeder Kante genau zwei Fliesen anliegen, gehoren zu jeder Kante genau
vier Orientierungsfiguren. Unter gewissen Bedingungen spricht man auch von
einer maximalsymmetrischen, normalen Zerlegung:

Definition 9 Eine normale Zerlegung heifit mazimalsymmetrisch, wenn je zwei
ihrer Orientierungsfiguren dquivalent sind. Hierbei heiffit die Orientierungsfigur
Q1 dquivalent zu einer Orientierungsfigur (29, wenn es eine Symmetrieabbildung
von P gibt, die ©; auf 29 abbildet.

Aus der Aquivalenz von Orientierungsfiguren folgt unmittelbar die Aquivalenz
der Fliesen, Kanten und Ecken.
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1.3.1 Regulédre Zerlegungen

Definition 10 Eine Zerlegung P = {T;,4 € I} (mit I beliebige Indexmenge) in
Polygone heifit reguldr, wenn sie normal ist und ihre Fliesen (konvex) regulir
und kongruent sind.

Aus den folgenden Beispielen fiir regulére Zerlegungen

%X o

erkennt man leicht, dass hier die Eckenfiguren regulir und kongruent sind. Es ist
iiblich, Zerlegungen durch die zyklische Abfolge der um eine Ecke liegenden n-
Ecke anzugeben, also in unserem Beispiel (3, 3, 3, 3,3, 3), (4,4,4,4) und (6,6,6).

Satz 9 Es gibt bis auf Ahnlichkeit genau drei reguliire Zerlegungen der Ebene
in Polygone.

Beweis. Wir miissen den Vollwinkel an jeder Ecke in m Innenwinkelgréssen
eines regulidren n-Ecks zerlegen. Fiir den Auflenwinkel 27” und den sich daraus
ergebenden Innenwinkel m — 27 heifit es also die ganzzahligen Paare (n,m) zu
finden, die der Gleichung

( 27r> 2n
2r=m |Tm— — &S m=
n n—2

geniigen. Wie man leicht nachrechnet, ist dies nur fiir die Paare (n,m) mit
(n,m) = (3,6), (4,4), (6,3) moglich.

O

1.3.2 Archimedische und dual-archimedische Zerlegungen

Hier sollen diejenigen Eigenschaften, die bisher fiir die Regularitéit einer Zerle-
gung notwendig und hinreichend waren, geeignet abgeschwicht werden.

Definition 11 Sei P eine normale Zerlegung der Ebene. P heif}t archimedisch,
wenn die Fliesen regulidr und die Ecken #quivalent, nicht aber regulir sind.
Hierbei heifit eine Ecke reguldr, wenn an ihr die Winkel zwischen benachbarten
Kanten kongruent sind.

Satz 10 Es gibt bis auf Ahnlichkeit genau acht archimedische Zerlegungen.

Beweis. Nach Definition miissen mindestens zwei verschiedene Arten nicht &hn-
licher, aber reguldrer und kongruenter Fliesen auftreten. Es konnen jedoch
hochstens drei Arten vorkommen, da bereits bei vier Arten (also bei den re-
guldren Drei-, Vier-, Fiinf- und Sechsecken) fiir die Innenwinkelsumme gilt:

60° + 90° + 108° + 120° > 360°.
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An jeder Ecke kénnen wegen

5-60° +90° = 390° > 360°.
maximal fiinf Fliesen zusammentreffen, mindestens jedoch drei. Also ergibt sich
mit 7 verschiedenen Arten und m; an einer Ecke zusammentreffenden n;-Ecken:

.
2<r<3 und 3<) mi<5  (miti=1,...,7)
=1

Wir miissen also nur die Fille » = 2 und 7 = 3 betrachten.

Fiir r = 2 ergibt sich:

( 27r> ( 27r)
mi|\m—— | +mg|T—— | =27,
n1 no

was bedeutet, dass der Vollwinkel auf m; Innenwinkel eines reguliren ni-Ecks
und my Innenwinkel eines reguliren ng-Ecks aufgeteilt wird. Durch systemati-
sches Probieren erhélt man folgende ganzzahligen Losungen:

ny | ng | mp | me
3 4 3 2
3 4 1
3 6 2 2
3 12 1 2
4 8 1 2
5 10 2 1

Fiir r = 3 erhalten wir eine Gleichung, die besagt, dass sich in diesem Fall drei
verschiedene Arten von n;-Ecken den Vollwinkel teilen:

2 27 2
mi|lm—— ) +me|lmT—— ) +mg|mT—— | =27.
1 79 N3

Hier erhilt man folgende ganzzahligen Losungen:

n U ng mi mao ms
3 4 6 1 2 1
3 4 12 2 1 1
3 7 42 1 1 1
3 8 24 1 1 1
3 9 18 1 1 1
3 10 | 15 1 1 1
4 5 20 1 1 1
4 6 12 1 1 1
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Da nur acht Tupel die in Definition 11 geforderten Eigenschaften besitzen, ergibt

sich das Gewiinschte.
HENEN
COOOCY
IRRREN
FANANFANY AN A

(3,3,3,3,6) (3,3,3,4,4) (3,3,4,3,4)

O

Die folgenden Abbildungen

(3,4,6,4) (3,6,3,6) (3,12,12)

(4,6,12) (4,8,8)

geben einen Uberblick iiber die archimedischen Zerlegungen.

Betrachten wir nun die dual-archimedischen Zerlegungen.

Definition 12 Sei P eine archimedische Zerlegung. Verbindet man die Mittel-
punkte derjenigen Fliesen von P durch eine Strecke, die eine gemeinsame Kante
besitzen, so nennt man die durch diese Strecken bestimmte normale Zerlegung
P’ die zu P dual-archimedische Zerlegung.
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Ein Uberblick iiber die dual-archimedischen Zerlegungen gibt folgende Abbil-
dung:

(3,3,3,3,6)

(3,6,3,6) (3,12,12)

(4,6,12)

Satz 11 Ist D = {D;,i € I} eine dual-archimedische Zerlegung, dann gilt:

a) die Fliesen sind dquivalent, aber nicht regulir.
b) die Ecken sind regulir.

c) jede Fliese besitzt einen Innenkreis.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine archimedische Zerlegung P mit
P’ =D.

Aus der Aquivalenz der Ecken von P ergibt sich aufgrund der Konstruktion
von P’ die Aquivalenz der Fliesen von P’ = D. Genauso ist die Regularitiit der
Ecken von D begriindet. Jede Ecke von P hat aufgrund der Konstruktion von P’
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den gleichen Abstand zu allen Seiten der entsprechenden Fliese (von P’ = D),
in der sie liegt. Also ist sie Innenkreismittelpunkt. Da in P wenigstens zwei
Arten nicht dhnlicher regulidrer Fliesen vorkommen, konnen die Innenwinkel
einer Fliese von P’ = D nicht die gleiche Grée haben, d.h. die Fliesen von D
sind nicht regulér.

O
Da man zeigen kann, dass gilt

a) Ist P eine normale Zerlegung mit den Eigenschaften aus Satz 11, dann
ist P’ eine archimedische Zerlegung

b) Fiir jede archimedische Zerlegung P gilt: (P')' = P.

ist eine normale Zerlegung genau dann dual-archimedisch, wenn sie die Eigen-
schaften aus Satz 11 besitzt. Diese Tatsache motiviert die folgende Definition:

Definition 13 Eine Zerlegung heifit halbreguldr, wenn sie entweder archime-
disch oder dual-archimedisch ist.
1.4 Diskrete Zerlegungen von Polygonen in Polygone

Die Fragestellung der Zerlegung von begrenzten Teilmengen M der euklidi-
schen Ebene in Polygone ist sehr allgemein. Deshalb sollen im folgenden Ein-
schrinkungen dieser Frage vorgenommen werden. Ist die Zerlegung diskret, also
endlich und sind die Teile T; der Zerlegung konvex, dann ist M = UT; ein Po-
lygon.

1.4.1 Zerlegung eines konvexen Polygons in regulire Polygone

MALKEWITCH hat folgenden Satz bewiesen:

Satz 12 Fiir ein konvexes n-Eck existiert genau dann eine normale Zerlegung
in reguldre Drei- oder Vierecke, wenn 3 < n < 12.

Eine Prézisierung gibt WILDGRUBE mit folgendem Satz an:

Satz 13 Existiert fiir ein konvexes n-Eck M eine normale Zerlegung in regulére
k;-Ecke, dann ist 3 <n < 12 und k; € {3,4,5,6,12}.

Zur Veranschaulichung sind hier einige einfache Zerlegungen abgebildet:

@Nﬁ @@@

Zur Beschreibung kann man auch hier die an einer Ecke auftretenden regulidren
ki-Ecke in zyklischer Abfolge notieren.
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1.4.2 Zerlegung eines konvexen Polygons in konvexe k-Ecke

Satz 14 Jedes konvexe n-Fck M kann fiir alle m > n — 2 in m Dreiecke zerlegt
werden.

Beweis. Die von einer beliebigen Ecke von M ausgehenden n — 3 Diagonalen
(dies sind die Verbindungsstrecken mit allen anderen Ecken, sofern sie noch
nicht Seiten sind) zerlegen M in n — 2 Dreiecke. Ist m > n — 2, so konnen diese
Dreiecke in weitere Dreiecke zerlegt werden, sodass eine gewiinschte Zerlegung
von M in m Dreiecke resultiert.

O

Satz 15 Jedes Dreieck kann fiir 7m > 3 in m konvexe Vierecke zerlegt werden.

Beweis. Da sich jedes Dreieck in drei konvexe Vierecke und ebenso in ein kon-
vexes Viereck und ein Dreieck zerlegen ldsst, wie unten stehende Abbildungen
zeigen, gilt die Behauptung.

SN

Es zeigt sich, dass sich jedes Polygon in Dreiecke, in konvexe Vierecke bzw. in
konvexe Fiinfecke zerlegen lisst.

O

1.4.3 Homotetische und perfekte Zerlegungen

Definition 14 Eine diskrete Zerlegung {7;} eines Polygons M heiit homote-
tisch, wenn alle Teile T; zu M &hnlich sind. Sie heifit perfekt, wenn sie homote-
tisch ist und alle Teile T; paarweise inkongruent sind.

Also trifft fiir jede homotetische und insbesondere fiir jede perfekte Zerlegung
die Forderung von Definition 2 der Pflasterung zu.

Ein Beispiel fiir eine perfekte Zerlegung zeigt folgende Abbildung:

50 35 27
8|19
15 ’17 ‘11
2  [6]og
29 25 9 17118
16
4] 5 42
33
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2 Mosaike und Parkette

Das Interesse an Parkettierungen der Ebene hat laut [2] in den vergangenen Jah-
ren auflerordentlich zugenommen. Bei der Untersuchung der mathematischen
Strukturen von Parketten kamen geometrische, topologische und gruppentheo-
retische Methoden zur Anwendung und man erkannte sehr schnell, dass der

Begriff der Symmetrie ein tragendes Konzept zur Beschreibung dieser Struktu-
ren liefert.

0%
5%

N
sud;

O
8

Ry
AT
‘..:‘
e

2.1 Abgrenzende Definitionen und einfithrende Beispiele

Zunichst fithren wir den Begriff des Mosaiks ein:

Definition 15 Eine diskrete Zerlegung M = {7}, i € I} der Ebene heifit Mo-
saik, wenn jede Fliese T; € M homéomorph (und somit topologisch dquivalent)
zu einer abgeschlossenen Kreisscheibe ist.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, dass auch jede Fliese eines Mosaiks kom-
pakt und zusammenhingend ist, da die topologische Aquivalenz die Existenz
einer bijektiven Abbildung impliziert, die offene Mengen auf offene Mengen und
somit auch abgeschlossene Mengen auf abgeschlossenen Mengen abbildet. Jede
diskrete Zerlegung der Ebene in Polygone ist also ein Mosaik, wie beispielsweise:
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Durch die Charakterisierung von weiteren Eigenschaften kénnen wir nun ver-
schiedene Arten von Mosaiken herausstellen:

Definition 16 Sei M ein Mosaik. Dann heifit M

a) Kachelung, wenn die Symmetriegruppe S(M) eine Ornamentgruppe ist (d.h.
wenn die Menge der Translationen dieser Gruppe zweidimensional ist).

b) isohedral, wenn je zwei Fliesen dquivalent sind (d.h. wenn es zu zwei Fliesen
T: und Ty eine Bewegung « gibt mit a(T}) = T»).

c) monohedral, wenn je zwei Fliesen kongruent sind (und somit in ihren Lingen
und Winkeln iibereinstimmen).

Durch die angegebenen Beispiele

(1) (2) (3)

Lorkr?

WS

mochten wir die Defintion veranschaulichen:

- Das Mosaik M; ist monohedral, die Symmetriegruppe S(M;) besteht
aufgrund der eingeplanten , Stérung* aber nur aus der Identitét. Also ist
M; weder isohedral noch eine Kachelung.

- Das Mosaik M, ist eine Kachelung, da seine Symmetriegruppe die Orna-
mentgruppe W} ist (die hochste Ordnung der Drehsymmetriezentren ist
vier und das Drehzentrum liegt nicht aulerhalb der Achsen).

- Das Mosaik M3 hingegen ist eine isohedrale Kachelung.

- Durch das Mosaik My wird die Ebene in kongruente neuneckige Poly-
gonflichen zerlegt, ist also ein monohedrales Mosaik. Das Mosaik ist aber
weder eine Kachelung noch isohedral.
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Auf Basis der ,Normalitit“ einer Zerlegung der Ebene in Polygone definieren
wir

Definition 17 Ein Mosaik M heifit normal, wenn gilt:
a) M ist topologisch dquivalent zu einer normalen Zerlegung in Polygone.

b) Es existiert ein » € R mit > 0, sodass sich jede Fliese durch eine offene
Kreisscheibe mit dem Radius r iiberdecken lisst.

Nach Definition 17 haben bei einer normalen Zerlegung je zwei Fliesen als ge-
meinsame Punktmenge also entweder keinen Punkt oder genau einen Punkt
oder einen Bogen (als topologisch dquivalentes Bild einer Strecke), wobei die
Fliesen einheitlich beschrinkt sind. Bei normalen Zerlegungen und normalen
Mosaiken handelt es sind aber, wie die folgenden Beispiele zeigen, um genau zu
differenzierende Zerlegungsarten:

M (2

) 4

- Bei den Zerlegungen 1 und 2 handelt es sich zwar um normale Mosaike,
aber um keine normale Zerlegung der Ebene in Polygone, da eine Zerle-
gung in Polygone nach Definition genau dann normal ist, wenn je zwei
verschiedene Fliesen entweder keinen Punkt oder genau eine Ecke oder
genau eine Seite gemeinsam besitzen.

- Bei Mosaik 3 handelt es um kein normales Mosaik, da sich offensichtlich
keine reele Zahl r im Sinne der Definition finden lisst, sodass jede Fliese
durch eine offene Kreisscheibe mit dem Radius 7 iiberdeckt wird.

- Bei Mosaik 4 handelt es sich ebenfalls um kein normales Mosaik, da diese
Zerlegung nicht topologisch dquivalent zu einer normalen Zerlegung in
Polygone ist.

Motiviert durch diese Definition konnen wir nun Parkette definieren:

Definition 18 Ein Mosaik heiflt Parkett, wenn es eine normale und isohedrale
Kachelung ist.
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Bei den reguliren Zerlegungen der Ebene in Polygone handelt es sich also um
Parkette, wie beispielsweise:

Im Gegensatz hierzu handelt es sich bei den archimedischen Zerlegungen, wie
beispielsweise:

zwar um eine normale Kachelungen, aber nicht um Parkette.

2.2 Parkettierung mit einfachen Polygonen

Wir wollen nun untersuchen, zu welchen Polygonen es ein Parkett derart gibt,
sodass die Fliesen zu diesen kongruent sind. Hierbei betrachten wir einfache
Polygone:

Definition 19 Ein Polygon heifit einfach, wenn der Rand topologisch dquiva-
lent zu einer Kreislinie ist (also ein einfach geschlossener Streckenzug zugrunde
liegt).

Wir zeigen nun zunéichst die Parkettierbarkeit einer Ebene fiir spezielle Poly-
gone:

Satz 16 Sei E eine Ebene. Dann ist E mit jedem

a) Dreieck.

Viereck.

zentralsymmetrischen Sechseck.

)
b) Parallelogramm.
c)

)

d

als Fliese parkettierbar.

Beweis. Wir zeigen exemplarisch die ersten beiden Behauptungen. Ist die Flie-
se T ein Parallelogramm, so gibt es beispielsweise folgende Moglichkeiten der
Parkettierung:

M (2
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Sei also T' ein Dreieck ABC.

Cc

AN

A B

Spiegeln wir das Dreieck ABC am Mittelpunkt Z der Seite BC, dann erhalten
wir das Bilddreieck A’BC. Somit ergibt die Vereinigung dieser beiden Dreiecke
das Parallelogramm P = ABA'C:

P ANANA

A B

Damit gibt es auch, wie bereits gezeigt, ein Parallelogrammparkett M mit P als
Fliese. Zu jeder Fliese P, € M existiert genau eine Translation aus der Symme-
triegruppe S(M), die die Fliese P auf die Fliese P; abbildet. Damit kénnen wir
die Diagonale BC des Parallelogramms P auf alle Fliesen von M iibertragen
und erhalten damit eine normale Zerlegung M’ der Ebene in Dreiecke, die zu T
kongruent sind. Die durch die Translationen aus S(M) und die Spiegelung am
Punkt Z erzeugte Gruppe ist offenbar eine Ornamentgruppe. Daher operiert
diese transitiv iiber den Fliesen von M'.

O

Ein Parkett mit regelmifigen Fiinfecken ist nicht moglich, da es, wie wir bereits
frither bewiesen haben, keine regulire Zerlegungen mit Fiinfecken gibt. Moti-
viert durch diese Uberlegungen und Satz 16 stellt sich nun die Frage, ob es zu
jeder natiirlichen Zahl n > 3 zumindest ein isohedrales Mosaik mit einfachen
n-Ecken gibt. Das dies so ist, zeigt der folgende Satz:

Satz 17 Zu jeder natiirlichen Zahl n > 3 gibt es ein isohedrales Mosaik der
Ebene mit einfachen n-Ecken.

Beweis. Fir n € {3,4,6} gibt es nach Satz 16 Parkettierungen der Ebene mit
einfachen n-Ecken und somit auch isohedrale Mosaike.

Fiir n = 5 gibt es, wie die zwei dual-archimedischen Zerlegungen

(3,3,3,3,6) (3,3:4,3,4)

zeigen, durchaus Parkette mit konvexen Fiinfecken und somit isohedrale Mosa-
ike.
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Es bleibt also zu zeigen, dass die Behauptung des Satzes auch fiir n > 6 gilt.

Um dies zu beweisen, wihlen wir ein Rechteck T'= ABCD mit dem Symme-
triezentrum Z:

A B
Von einem inneren Punkt R der Seite AB ziehen wir einen Streckenzug
RP,...P.Z
in alternierender Parallelitidt zu den Strecken AD und AB, sodass
RP, || AD und PP, | AB

gilt. Durch Spiegelung am Symmetriezentrum Z des Rechtecks erhalten wir den
Streckenzug
RP,...P.Py ... PR

der das Rechteck T' in zwei (4 + 2k)-Ecke (mit & > 1) teilt, die aufgrund der
Konstruktion symmetrisch beziiglich des Punktes Z zueinander liegen:

TR
]

Auf Grundlage des Rechtecks mit der Fliese T ergibt sich entsprechend der
Vorgehensweise aus Beweis 16 ein isohedrales Mosaik mit dem (4 + 2k)-Eck

0

ARP, ... PPy ...PuR'D
als Fliese. Damit ist der Satz fiir alle geradzahligen n > 6 bewiesen.

Der Beweis fiir alle ungeradzahligen n > 7 verlauft analog. Hierbei wird aller-
dings ein zentralsymmetrisches Sechseck verwendet.

O

2.3 Topologische Klassifizierung von Parketten

Da die vorgefiithrten Zerlegungen in (4 + 2k)- beziehungsweise (5 + 2k)-Ecke
nicht normal im Sinne der Definition sind, ist bei der Formulierung des Satzes
17 bewusst der Begriff des Parketts vermieden worden. Offensichtlich sind die-
se Zerlegungen aber topologisch dquivalent zur dual-archimedischen Zerlegung
(35 37 35 47 4)

T 1

T
e
i HERERN
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T
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beziehungsweise zur reguliren Zerlegung mit dem Kniipfmuster (3,3, 3, 3, 3, 3).

und sind damit Parkette. Dies motiviert die Klassifizierung von Parketten nach
topologischen Aspekten. Hierbei koénnen insgesamt elf verschiedene Parkette
unterschieden werden.

Satz 18 Es gibt bis auf topologische Aquivalenz genau elf verschiedene Parket-
te. Hierbei heifit ein Mosaik M = {T;, ¢ € I} topologisch dquivalent zu einem
Mosaik M’ = {T}, i € I'}, wenn es einen Homéomorphismus v der Ebene mit
M' = {y(T), T € M} gibt.

Beweis. Die reguldren und die dual-archimedischen Zerlegungen der Ebene in
Polygone sind Parkette mit paarweise voneinander verschiedenen Kniipfmu-
stern:

1) 333333

4) 43433

7) 4444 8) 12,123 9) 1246

NNNINININAN,

INONININININ
NINININININ/N
INONININININS
NININININININ

10) 884 11) 666

Folglich sind diese Parkette paarweise nicht topologisch dquivalent und damit
gibt es wenigstens elf Aquivalenzklassen. Da LAVES bewiesen hat, dass es nicht
mehr als elf Aquivalenzklassen gibt, bleibt nichts mehr zu zeigen.

O
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2.4 Anwendungsbeispiele

Zum Abschluss méchten wir zwei Anwendungsgebiete fiir Parkettierungen vor-
stellen. Zum einem aus dem Bereich der Industrie und zum anderen aus dem
Bereich der Kunst.

2.4.1 Anwendungen in der Industrie

Bei der Pflasterung von StraBen, Wegen und Plitzen werden ebene Flichen
aus zueinander kongruenten Teilen zusammengesetzt. Am bekanntesten hierbei
sind die Beton-Verbund-Pflastersteine, wie beispielsweise:
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2.4.2 Parkettierungen in der Kunst

Fasst man Parkettierungen als Ornamente oder als Muster auf, so kénnen wir ei-
ne Briicke zum Kunsthandwerk und zur Kunst schlagen. Die Werke des holldndi-
schen Kiinstlers M. C. ESCHER verbliiffen durch die Mé6glichkeit der liickenlosen
und iiberlappungsfreien Uberdeckung einer euklidischen Ebene mit recht natur-
getreuen Figuren oder Fabelfiguren, wie beispielsweise:

%R
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