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1 Grundbegriffe

1.1 Graphen

Definition 1.1.1 Ein Graph ist ein Tripel G = (V, E, ), das aus einer nicht-
leeren Menge V = V(G) von Ecken, einer davon disjunkten Menge E = E(Q)
von Kanten und einer Inzidenzfunktion ¢ = ¢g besteht. Die Inzidenzfunktion ¢
ordnet jeder Kante e ein ungeordnetes Paar a,b nicht unbedingt verschiedener
Ecken zu: ¢(e) = ab.

Definition 1.1.2 Seien a, b zwei Ecken eines Graphen G, die durch eine Kante
e verbunden sind, ¢(e) = ab. Die Kante e heifit inzident mit den Ecken a,b und
umgekehrt heiflen die Ecken a, b inzident mit der Kante e. Zwei Ecken a, b, die
mit einer gemeinsamen Kante inzident sind, heiflen adjazent (benachbart).

Definition 1.1.3 Eine Kante e mit ¢(e) = ab und a = b heifit Schlinge (Schlei-
fe). Zwei Kanten e, e mit p(e1) = ¢(es) = ab heilen Mehrfachkante.

Definition 1.1.4 G heifit schlicht (einfach), wenn G keine Schlingen und keine
Mehrfachkanten hat. Ein Graph, der nicht schlicht ist, heifit auch Multigraph.

Definition 1.1.5 G heifit endlich, wenn die Eckenmenge V und die Kanten-
menge F endlich sind. Dann wird die Anzahl der Ecken mit v = v(G) und die
Anzahl der Kanten mit ¢ = ¢(G) bezeichnet.

Definition 1.1.6 Ein schlichter Graph G, bei dem jedes Paar verschiedener
Ecken durch eine Kante verbunden ist, heif8t vollstindig.

Definition 1.1.7 G heifit bipartit, wenn die Menge der Ecken V(G) sich in
zwei disjunkte Teilmengen X und Y so zerlegen lifit, daB jede Kante eine Ecke
in X und die andere Ecke in Y hat. (X,Y) heifit Bipartition des Graphen G.
Ein bipartiter Graph G heiflt vollstindiger bipartiter Graph, wenn jede Ecke
von X mit jeder Ecke von Y verbunden ist. Ist | X| = und |Y| = m, dann wird
der vollstdndige bipartite Graph mit K;,, bezeichnet.

1.2 Isomorphismus

Definition 1.2.1 Zwei Graphen G und H heiflen isomorph, wenn es bijektive

Abbildungen a : V(G) — V(H) und 8 : E(G) — E(H) gibt, sodaf} gilt:
vgle)=uww < wg(B(e)) = a(u)a(v) (Inzidenzvertraglichkeit)

Das Paar («,3) von Abbildungen heiit Isomorphismus zwischen den Graphen
G und H.

Definition 1.2.2 Ein Graphenisomorphismus (o, ) mit a : V(G) — V(G)
und 8 : E(G) — E(G) eines Graphen G heifit Automorphismus von G. Die
Automorphismen bilden eine Gruppe.



1.3 Untergraphen
Definition 1.3.1 Ein Graph H ist ein Untergraph von G, wenn gilt:

c) pule) _: wa(e) fir alle e € E(H)

Definition 1.3.2 Ein Untergraph H heifit (auf-)spannender Untergraph von
G, wenn V(H) = V(G).

Definition 1.3.3 Seien H; und Hs Untergraphen von G. H; und H> heiflen
disjunkt, wenn Hy N Hy = (). Hy U Hy ist der Untergraph von G mit der Ecken-
menge V(H;) UV (H;), der Kantenmenge F(H;)UE(Hz) und der Inzidenzfunk-
tion wr,umH, (e) = pg(e) fur alle e € E(Hy) U E(H3). Sind Hy und H, disjunkt,
dann schreiben wir Hy + Hj fiir die disjunkte Vereinigung.

Definition 1.3.4 Sei G = (V, E, ) ein Graph und V' nicht leere Teilmenge
von V. Der Untergraph von G, der aus allen Ecken von V' und allen Kanten
von G besteht, deren Endecken in V' sind, wird als G[V'] bezeichnet. Er heifit
der durch V' induzierte Untergraph von G.

Definition 1.3.5 Sei G = (V, E, ) ein Graph und E’ nicht leere Teilmenge
von E. Der Untergraph von G, der aus allen Ecken, die mit den Kanten aus E'
inzident sind und allen Kanten von E’ besteht, wird mit G[E'] bezeichnet. Er
heiBt der durch E' kanteninduzierte Untergraph von G.

1.4 Inzidenz- und Adjazenzmatrix

Definition 1.4.1 Sei G gegeben mit V = {vy,...,v,} und E = {e1,...,e.}.
Die Inzidenzmatriz von G ist M(G) = (m;;), wobei die Zahl m;; angibt, wie
oft v; und e; indizent sind. Dabei zé&hlt eine Schlinge als 2-fache Inzidenz.

Definition 1.4.2 Sei G gegeben mit V' = {vy,...,v,}. Die Adjazenzmatriz
(Nachbarschaftsmatriz) von G ist A(G) = (a;;), wobei die Zahl a;; angibt,
durch wieviele Kanten die Ecken v; und v; adjazent sind.

Bemerkung 1.4.1 Die Adjazenzmatrix ist symmetrisch, es muf} also nur eine
Dreiecksmatrix gespeichert werden.

1.5 Eckengrade
Definition 1.5.1 Der Eckengrad d(v) einer Ecke v von G ist die Anzahl der

Kanten, mit denen v inzident ist. Auch hier z&hlt eine Schlinge als doppelte
Inzidenz. Man bezeichnet:

a) 0(G) = min{d(v) :v €V}

b) A(G) = max{d(v) :v €V}



Satz 1.5.1 Die Summe der Eckengrade eines Graphen G ist gleich der doppel-
ten Kantenzahl von G:
Z d(v) = 2e.

veV

Korollar 1.5.1 In jedem Graphen ist die Anzahl der Ecken mit ungeradem
Eckengrad eine gerade Zahl.



2  Wege, Zykel und kiirzeste Wege

2.1 Wege

Definition 2.1.1 Eine Kantenfolge K von G ist eine Folge K = vge1v1 - . . exvg,
deren Ausdriicke abwechselnd Ecken und Kanten sind, sodaf} fiir 1 <3 < k die
Endecken von e; genau v;—; und v; sind.

Definition 2.1.2 Eine Kantenfolge L heifit Linie, wenn die Kanten alle von-
einander verschieden sind.

Definition 2.1.3 Eine Linie W heifit Weg, wenn die Ecken alle voneinander
verschieden sind.

Bemerkung 2.1.1 In einem schlichten Graphen ist eine Kantenfolge, Linie,
oder ein Weg bereits durch die Angabe der Ecken eindeutig bestimmt. Man
nennt vy den Anfang, vx das Ende und %k die Liange von K. Unter einem (u, v)-
Weg versteht man einen Weg mit Anfang u und Ende v.

Definition 2.1.4 Zwei Ecken u und v heiflen zusammenhdngend in einem Gra-
phen G, wenn es einen (u,v)-Weg in G gibt. Sind alle Eckenpaare von G zu-
sammenhingend, dann heifit G zusammenhéngend.

Bemerkung 2.1.2 Der Zusammenhang ist eine reflexive, symmetrische, tra-
nitive Relation auf der Menge der Ecken. Die Aquivalenzklassen heiflen Zusam-
menhangskomponenten.

2.2 Zykel

Definition 2.2.1 Eine Kantenfolge, deren Anfangs- und Endecke identisch ist,
heiBt geschlossen. Jede Ecke aufler der Anfangs- und Endecke wird als innere
Ecke bezeichnet. Eine geschlossene Linie, deren innere Ecken verschieden sind,
heilt Zykel (Kreis). Ein Zykel der Liange k heifit auch k-Zykel. Ist k gerade,
dann heifit der Zykel gerade, ansonsten heifit er ungerade.

Satz 2.2.1 Ein Graph G ist genau dann bipartit, wenn G keine ungeraden
Zykel hat.

2.3 Kiirzeste Wege

Definition 2.3.1 Sei G ein Graph. Eine Funktion w : E — RT, die jeder Kante
aus F eine positive reelle Zahl zuordnet, heifit Gewichtsfunktion.

Definition 2.3.2 In einem gewichteten Graphen versteht man unter der Ldnge
eines (ug, vg)-Weges die Summe der Gewichte iiber den beschrittenen Kanten.

Problem 2.3.1 Sei G ein zusammenhéingender und schlichter Graph mit Ge-
wichtsfunktion w : E — RT | ug,vg € V(G). Bestimme einen kiirzesten Weg von
ug nach vy.



Algorithmus 2.3.1 (DIJKSTRA) Zur Bestimmung eines kiirzesten Weges von
ug nach vy dient folgender Algorithmus:

a) Setze l(ug) = 0 und I(u;) = oo fiir i # 0, Sp := {ug}, i := 0.

b) Fiir jedes v € S; ersetze I(v) durch min{l(v),(u;) +w(ui,v)}, es werden
dabei alle u; € S beriicksichtigt. Berechne min{l(v) : v € S;} und
bezeichne die Ecke, bei der das Minimum angenommen wird mit w;1.
Setze S;jy1:=S; U {Ui—{—l}-

c) Stoppe, wenn i = v — 1.

Wenn i < v — 1, setze 4 := 7 + 1 und gehe nach b).

Bemerkung 2.3.1 (Komplexitéit) Im i-ten Schritt werden zur Bestimmung
der Minima v — 4 — 1 Summen und zweimal v — ¢ — 1 Vergleiche errechnet. Also
werden

v—1

-(v—1

3- Z v—i—1 = 3. (%) Schritte (Operationen)
1=0

durchgefiihrt. Der Algorithmus ist also polynomial in der Gré8enordnung O(v?).
Der Zeitaufwand eines Algorithmus hiingt von den Eingabedaten und der An-
zahl der Rechenschritte ab.

2.4 Komplexitit

Definition 2.4.1 Seien f,g : Ny — R" gegeben. Die Funktion f(n) ist in
O(g(n)), d.h. in der GréBenordnung von g(n), wenn es eine Konstante ¢ € R
gibt, sodal f(n) < c-g(n) fir alle n > ng.

Definition 2.4.2 Ist f ein Polynom f(z) = arz® + ... + a1z + ag, so LBt sich
f mit der héchsten auftretenden Potenz abschitzen:

k
f(n) =an*+ . +an+a < Zamk
=1

mit ¢ = Y a; gilt also f(n) € O(nk).

Definition 2.4.3 Seien f,g : Ny — R" monoton wachsende Funktionen. f
wéchst asymptotisch nicht schneller, als die Funktion g, wenn gilt:

lim M = ¢ fiir eine Konstante ¢ > 0.

z—00 g(x)
Definition 2.4.4 Ein Algorithmus heifit polynomial, wenn seine Rechenzeit
durch ein Polynom abgeschitzt werden kann. Andernfalls heifit der Algorithmus
exponentiell.



2.5 Digraphen

Definition 2.5.1 Ein gerichteter Graph oder Digraph (directed graph) ist ein
Tripel D = (V(D), A(D),¢p), wobei V(D) eine nichtleere Menge von Ecken,
A(D) eine von V(D) disjunkte Menge von Bégen (arc) und ¢p : A(D) — V(D)2
eine Inzidenzfunktion ist, die jedem Bogen ein geordnetes Paar bestehend aus
einer Anfangs- und Endecke zuordnet.

Bemerkung 2.5.1 Zu jedem Digraphen D gibt es den zugrundeliegenden Gra-
phen G. Deshalb heifit D auch eine Orientierung von G.

Definition 2.5.2 Eine gerichtete Kantenfolge (directed walk) K ist eine Folge
V0a1V1 - - - 0V, von abwechselnd Ecken v; und Bogen a;, sodal v; 1 die An-
fangsecke und v; die Endecke des Bogens a; fiir 1 < < k ist.

Eine gerichtete Linie (directed trail) L ist eine Kantenfolge, die im zugrunde-
liegenden Graphen G eine Linie ist.

Ein gerichteter Weg (directed path) L ist eine gerichtete Linie, die im zugrun-
deliegenden Graphen G ein Weg ist.

Definition 2.5.3 In einem Digraphen D heifit eine Ecke v erreichbar von einer
Ecke u, wenn es einen gerichteten Weg von u nach v gibt. Zwei Ecken heiflen
dizusammenhdngend (diconnected) in D, wenn jede der beiden Ecken von der
anderen aus erreichbar ist.

Definition 2.5.4 Der Eingangsgrad (indegree) d—(v) einer Ecke v des Digra-
phen D ist die Anzahl der Bogen, die v als Endecke haben.
Der Ausgangsgrad (outdegree) d*(v) ist analog definiert.

Satz 2.5.1 In jedem Digraphen ist die Summe der Eingangsgrade aller Ecken
gleich der Summe der Ausgangsgrade aller Ecken gleich der Anzahl der Bégen

des Digraphen:
Y d ()= d(v)=e.
veV veV

Definition 2.5.5 Eine Orientierung eines vollstindigen Graphen heifit Turnier
(tournament).



3 Aufspannende Biume

3.1 Béiume

Definition 3.1.1 Ein Graph G heifit azyklisch (oder ein Wald), wenn G keine
Zyklen hat. Ist G azyklisch und zusammenhingend, dann heifit G Baum.

Bemerkung 3.1.1 Je zwei Ecken eines Baumes sind durch genau einen Weg
verbunden, da ansonsten Zykel vorkommen wiirden.

Satz 3.1.1 Ist G ein Baum, dann gilt:
e=v—1

Korollar 3.1.1 Jeder Baum G hat mindestens zwei FEcken vom Eckengrad 1,
falls die Gesamtanzahl der Ecken v(G) > 2 ist.

Definition 3.1.2 Eine Kante e heifit Schnittkante von G, wenn die Unglei-
chung w(G — e) > w(G) gilt, wobei w(G) die Anzahl der Zusammenhangskom-
ponenten von (G ist.

Definition 3.1.3 Ein aufspannender Untergraph 7' von G, der ein Baum ist,
ist ein aufspannender Baum von G.

Satz 3.1.2 Jeder zusammenhingende Graph G besitzt einen aufspannenden
Baum.

Korollar 3.1.2 Ist G zusammenhéngend, dann gilt:
e>v—1.

3.2 Anzahl der Bidume

Bezeichnung 3.2.1 Die Anzahl der aufspannenden Biume eines Graphen G
bezeichnet man mit 7(G).

Definition 3.2.1 Der Graph G *e heifit durch Kontraktion der Kante e aus G
entstanden, wenn man e aus G herausnimmt und die Endecken von e identifi-
ziert.

Satz 3.2.1 Ist e eine Kante mit zwei verschiedenen Ecken, dann ist die Anzahl
der aufspannenden Biume

7(9) =7(G —e) + 7(G *e).
Satz 3.2.2 (CAYLEY, 1889) Ein vollstindiger Graph K,, mit n Ecken hat
7(K,) =n""?

aufspannende Biume.
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3.3 Der Algorithmus von KRUSKAL

Problem 3.3.1 Gegeben ist ein zusammenhingender Graph G mit Gewichts-
funktion w : E — RT. Gesucht ist ein aufspannender Baum von G mit minima-
lem Gewicht.

Algorithmus 3.3.1 (KRUSKAL) Zur Bestimmung eines aufspannenden Bau-
mes mit geringstem Gewicht dient folgender Algorithmus:

a) Ordne die Kanten nach aufsteigendem Gewicht unter Benutzung eines
Sortieralgorithmus E = (a1, ...,a.) und setze e; := a;.

b) Sind die Kanten e1,...,e; bereits gewéhlt, so wihle e;11 := a; aus
E\ {e1,...,e;} derart, daB:
i) G[(e1,.-.,e;)] azyklisch
ii) w(e;+1) so klein, als moglich

c) Stop, wenn Schritt b) nicht weiter durchgefithrt werden kann.

Bemerkung 3.3.1 In Schritt b) benétigt man eine geeignete Unterprozedur,
die die Anfrage G|(e1,. .., e;)] azyklisch durchfiithrt. Man fithrt eine Markierung
[ ein, mit der bei jedem Schritt festgestellt werden kann, ob zwei Ecken zu der
selben Komponente von G[S] gehéren. [(v) = k, falls v zur k-ten Komponente
gehort. Wird nun a; mit Endecken v; und v; 1 hinzugenommen, dann gilt gerade
l(v) =k.

Bemerkung 3.3.2 (Komplexitit) Setzt man beispielsweise Bubblesort in
Schritt a) ein, dann ist dieser in O(e?). Fiir Schritt b) schitzt man O(v?) ab
und erhilt insgesamt O(n?) mit beispielsweise n Kanten.

Bemerkung 3.3.3 Man unterscheidet zwei Arten der Korrektheit:

a) Korrektheit eines Algorithmus:
Man zeigt dies mit Hilfe von (formalen) Beweisen
b) Korrektheit eines Programms:
Man unterscheidet hier partielle, ndmlich ob ein Programm nach endlich
vielen Schritten der Iteration endet. (Theorie von DANA SCOTT)
Es gibt keine Theorie fiir die Korrektheit eines Programms.

Satz 3.3.1 (Korrektheit) Jeder aufspannende Baum 77 = G[{e,...,es}],
der durch den Algorithmus von KRUSKAL konstruiert wird, ist von minimalem
Gewicht.
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4 Baume und Cluster

4.1 Datenanalyse

Bezeichnung 4.1.1 Man fafit die Objekte der Clusteranalyse in eine Daten-
matrix der GréBe (m X ) zusammen, wobei m die Anzahl der Objekte und !
die Anzahl der Variablen ist:

I11 ... I
X =
Iml --- Tyl
Sei U eine Menge von Elementen, die spiter aus Objekten besteht und die durch

jeweils eine Zeile der Datenmatrix gegeben sind.

Definition 4.1.1 Eine Abbildungd : U xU — R heifit Abstandsfunktion, wenn
fiir z,y € U und d; feste reelle Zahl gilt:

a) d(z,y) > dy
b) d(z,z) = dy
c) d(z,y) = d(y,z)

Definition 4.1.2 Eine Abstandsfunktion d : U x U — R heifit Metrik, wenn
fiir alle z,y,z € U gilt:

d) aus d(z,y) =dp folgt x =y
e) d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) (Dreiecksungleichung)

Bezeichnung 4.1.2 Fiir die Vektoren z,y € {0,1}" setzt man:

n
a= Z min{zk, yx } Anzahl der Positionen fiir z =y =1
k=1

n
B = Z T —Q Anzahl der Positionen fiir t =0 und y = 1
k=1

n
v = Z Yp — & Anzahl der Positionen fiir t =1 und y =0
k=1

d=n—(a+B+7) Anzahl der Positionen fiir z =y =0

Bemerkung 4.1.1 Mit Hilfe der in Bezeichnung 4.1.2 definierten Werte lassen
sich sehr viele Abstandsfunktionen definieren:
a) = (RusseL, RAo)
b) &35 (JACCARD)
c) # (simple matching)

Definition 4.1.3 Die besondere Abstandsfunktion 1— die einen idealen

Kompromify darstellt heiflit Tanimotokoeffizient.

_a
atf+y’
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4.2 Grundbegriffe iiber Clustering

Definition 4.2.1 Sei M = {z1,...,z,,} eine nichtleere endliche Menge der zu
gruppierenden Objekte. Eine Partition P, der Linge n ist eine Zerlegung von
M in nichtleere Teilmengen C4, ..., C, fir die gilt:

b) C;NC;j=0firallei #j,4,5=1,...,n

Die Teilmengen heiflen Cluster.

Grundaufgabe 4.2.1 Sei M die Menge der zu gruppierenden Objekte. Suche
eine Clusterzerlegung {C4,...,Cyp} in M, in n Cluster (n < |M]), sodaB eine
vorgegebene Zielfunktion Z(C,...,C,) opitmiert wird.

Grundaufgabe 4.2.2 Sei M = {z1,...,Zy} eine Menge von Objekten. Suche
eine Zahl n und eine Clusterzerlegung {C1,...,Cy,}, sodal eine vorgegebene
Zielfunktion unter Restriktionen optimiert wird.

4.3 Hierarchische Clusterverfahren

Definition 4.3.1 Unter einem hierarchischen Clusteralgorithmus versteht man
ein Verfahren, das fiir 7 gegebene Objekte eine Folge von Partitionen der Linge
ni,...,NE erzeugt, wobei 1 =ng <n; < ... <ng < m.

Definition 4.3.2 Ein hierarchischer Clusteralgorithmus heifit divisiv, wenn aus
Clustern der Stufe j solche von Stufe 7 + 1 entstehen, indem einer oder mehrere
Cluster der Stufe j aufgespalten werden.

Definition 4.3.3 Man nennt einen hierarchischen Clusteralgorithmus agglo-
merativ, wenn der ProzeB durch Schmelzung der Cluster geschieht.

4.4 Algorithmen mit Hilfe von Schwellwerten

Definition 4.4.1 Eine Prozimity-Matriz (Entfernungsmatriz) ist eine symme-
trische (n x n)-Matrix D = (d;;), wobei die Abstandsfunktion von Definition
4.1.2 stammt. Man unterscheidet den Ahnlichkeitsindex (similarity) und den
Undéhnlichkeitsindez (dissimilarity). Wegen 4.1.2 setzen wir:

a) d;; =0 fiir alle4  (Unéhnlichkeitsindex)

b) di; > maz dix  (Ahnlichkeitsindex)

Definition 4.4.2 Ein Schwellwertgraph (engl. threshold graph) ist ein schlich-
ter Graph mit n Ecken. Jede Ecke stellt ein Objekt dar. Ein Schwellwertgraph
ist fiir jede Unédhnlichkeitsmatrix definiert.

Algorithmus 4.4.1 Der Algorithmus single-link:

a) Beginne mit dem disjunkten Cluser C'(0) und dem Schwellwertgraphen
G(0), welcher keine Kanten enthélt.

13



b) Bilde den Schwellwertgraphen G(k). Wenn die Anzahl der maximalen,
zusammenhingenden Untergraphen in G(k) kleiner ist, als die Anzahl
der Cluster C'(m), dann bilde einen neuen Cluster C'(m + 1).

c) Wenn der Schwellwertgraph G(k) aus einem einzelnen zshg. Graphen
besteht, dann Stop. Andernfalls setze k := k + 1 und gehe nach b).

Definition 4.4.3 Eine Untermenge S eines (schlichten) Graphen G heifit eine
Cligue, wenn der durch S induzierte Untergraph G(S) vollstindig ist.

Algorithmus 4.4.2 Der Algorithmus complete-link:

a) wie in Algorithmus 4.4.1.

b) Bilde den Schwellwertgraphen G(k). Wenn zwei Cluster C(m) eine
Clique bilden, dann verschmelze die zwei Cluster zu einem und setze
C(m +1).

c) Wenn k = @, dann ist G(k) ein vollstindiger Graph mit n Ecken,
dann Stop. Andernfalls setze k := k + 1 und gehe nach b).

Bemerkung 4.4.1 Das Klassifikationsergebnis divisiver und agglomerativer
Verfahren 148t sich als Dendrogramm darstellen, aus dem abgelesen werden
kann, welche Cluster geteilt bzw. zusammengefiihrt wurden.

4.5 B&ume und Cluster

Algorithmus 4.5.1 Der graphentheoretische Algorithmus fiir single-link:

a) Beginne mit einer disjunkten Clustermenge, d.h. mit jedem Objekt in
seinem Cluster. Betrachte einen minimalen aufspannenden Baum (mi-
nimal spanning tree (MST)). Wiederhole die Schritte b) und c) bis die
gewiinschte Anzahl von Cluster erreicht wird.

b) Vereinige zwei Cluster, durch Verbinden der MST-Kante mit dem klein-
sten Gewicht.

c) Setze das Gewicht der ausgewéhlten Kante auf oco.

Algorithmus 4.5.2 (ZAHN) Der Algorithmus von ZAHN entdeckt im Sinne
der kiinstlichen Intelligenz und Mustererkennung inkonsistente Kanten:

a) Konstruiere den MST fiir n Mengen (Muster (pattern)).

b) Indentifiziere die inkonsistenten Kanten in MST.

c) Entferne die inkonsistenten Kanten, welche die zusammenhingenden
Komponenten bilden. Diese bilden eine Clusterzerlegung.
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4.6 Fuzzy-Mengen

Bemerkung 4.6.1 Sei F eine Grundmenge und A C E. Wir bezeichnen mit
dem Symbol € ein Element x aus der Menge A: x € A. Mit Hilfe der charakte-
ristischen Funktion kénnen wir schreiben:

(z) 1 falls z€ A
xr) =
Ha 0 falls z¢ A

Damit kénnen wir alle mengentheoretischen Operationen beschreiben.

Bemerkung 4.6.2 Wir benutzen die charakteristische Funktion, um Fuzzy-
Mengen zu beschreiben. fuzzy = unscharf, crisp = scharf.

Definition 4.6.1 Sei E eine Grundmenge und p eine Funktion von E in das
Einheitsintervall [0, 1]. Dann heifit die Menge A aller Paare (z, u(x)) eine Fuzzy-
Menge iiber E. p heifit Zugehorigkeitsfunktion (membership) oder Grad der
Zugehdirigkeit (Grad der Wahrheit).

Bemerkung 4.6.3 Die Gleichheitsrelation klassischer Mengen A, B ist:
A=B & firallea € A folgt a € B und fiir alle b € B folgt b € A.
Dabei ist € ein Zugehorigkeitsgrad von 1.

Definition 4.6.2 Sei E eine Grundmenge und A, B Fuzzy-Mengen mit den
Zugehorigkeitsfunktionen p4 und pp. Dann gilt:

A=B & pa(z) = ps(z).

Definition 4.6.3 Sei E eine Grundmenge und A, B Fuzzy-Mengen iiber E mit
pA und pp. Dann gilt:

A C B, wenn pa(z) < pp(zx) fir alle z € E.

Bemerkung 4.6.4 Sei E eine Grundmenge. Die Negation einer klassischen
Menge A C E ist definiert durch:

A:={z|z€ E,z ¢ A}.
Definition 4.6.4 Die Negation einer Fuzzy-Menge B ist definiert durch:
B:={pp | pp(z) =1~ pp(@)}.

Definition 4.6.5 Wir definieren die Vereinigung und den Durchschnitt zweier
Fuzzy-Mengen A und B punktweise durch:

AV B :=maz(pa, uB) AN B :=min(ua, ).
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4.7 Fuzzy-Clusterung

Bemerkung 4.7.1 Fiir Fuzzy-Cluster ist die Zugehérigkeitsfunktion fc, nicht
negativ und summiert sich auf jedem Muster zu f¢, (z) > 0 oder f¢,(z) = 1.
Man braucht eine Kriteriumsfunktion ¢y, die den Fuzzy-Grad einer Partition
definiert.

Algorithmus 4.7.1 Ein Algorithmus zur Fuzzy-Clusterung:
a) Wihle eine Anfangspartition {Cy}_ ;. Wiederhole Schritte b) bis d)
bis die Clusterzugehorigkeit sich stabilisiert.
b) Berechne die Zugehorigkeitsfunktion {fc, (z;)}.
c) Berechne die Kriteriumsfunktion ¢y.

d) Klassifiziere die Muster (pattern) um die Kriteriumsfunktion ¢ zu ver-
bessern.

4.8 Begriflliche Clusterung
Algorithmus 4.8.1 (Stern-Methode) Die Stern-Methode versucht, Mengen

von Beobachtungen gegeneinander abzugrenzen:
a) Wahl von k& Ausgangsbeobachtungen.

b) Bestimmung des Sterns fiir jede Ausgangsbeobachtung gegen die ande-
ren.

c) Konstruktion einer (moglichst) disjunkten Abdeckung.

d) Evaluierung: wenn das Kriterium erfiillt ist, alle Charakterisierungen
ausgeben und zur nichsten Ebene iibergehen.
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5 Planare Graphen
5.1 Grundbegriffe

Bemerkung 5.1.1 Unter einer Fbene verstehen wir im folgenden unsere An-
schauungsebene, die durch den Vektorraum R x R koordinatisiert werden kann.
Unter einem ebenen Graphen G verstehen wir einen in die Ebene eingezeichne-
ten Graphen, bei dem sich die Kanten nur in den Ecken schneiden.

Definition 5.1.1 Ein Graph heifit planar, wenn G isomorph zu einem ebenen
Graphen ist. Die Darstellung von G als ebenen Graph nennt man auch planare
Einbettung.

Definition 5.1.2 Eine Jordankurve J ist eine stetige, sich selbst nicht schnei-
dende Kurve, deren Anfangs- und Endpunkt identisch sind. Die Jordankurve
J zerlegt E in zwei disjunkte, offene Teilmengen, die mit int(J) und ext(J)
bezeichnet werden. Der topologische Abschluf} ist mit Int(J) und Ext(J) be-
zeichnet.

Satz 5.1.1 (Jordan’scher Kurvensatz) Sei J eine Jordankurve. Jede Kur-
ve, die einen Punkt a € int(J) mit einem Punkt b € ext(J) verbindet, schneidet
die Jordankurve J.

Satz 5.1.2 Der vollstindige Graph K5, sowie der vollstindige bipartite Graph
K3 3 sind nicht planar.

Definition 5.1.3 Ein Graph G heif}t einbettbar in einer Fliche S, wenn G
isomorph zu einem Graphen H in S ist, dessen Kanten sich nur in den Ecken
schneiden.

Bemerkung 5.1.2 So lassen sich beispielsweise der K5 auf einem Torus und
der K3 3 auf dem Mobiusband einbetten. Jeder planare Graph 148t sich mit Hilfe
der stereographischen Projektion in eine Sphire (Kugeloberfliche) einbetten
und umgekehrt.

5.2 Euler’sche Formel

Algorithmus 5.2.1 Ist ein planarer Graph G gegeben, 148t sich der zu G duale
Graph G* folgendermafen konstruieren:

a) Jedem Gebiet f von G entspricht eine Ecke f* von G*.

b) Jeder Kante e von G entspricht eine Kante e* von G*.

c) Zwei Ecken f* und g* sind in G* durch eine Kante e* genau dann
verbunden, wenn die Gebiete f und g von G getrennt waren.

Folgerung 5.2.1 Es gilt v(G*) = ¢(G), wobei ¢(G) die Anzahl der Gebiete
von G ist. G und G* besitzen die selbe Kantenanzahl, also 6(G*) = ¢(G) und
fiir alle Gebiete f von G, wobei dg(f) die Anzahl der Kanten ist, mit denen f
inzidiert gilt dg(f*) = dg(f)-
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Satz 5.2.1 Ist G ein planarer Graph, dann gilt:

> d(f) =2

fer

wobei F' die Menge der Gebiete von G bezeichnet.

Satz 5.2.2 Ist G ein zusammenhingender, planarer Graph, dann gilt:
v—e+p=2

wobei ¢ die Anzahl der Gebiete von G bezeichnet.

Bemerkung 5.2.1 Die Formel aus Satz 5.2.2 hingt mit der Euler’schen Poly-
ederformel v — ¢ 4+ ¢ = 2 zusammen.

Korollar 5.2.1 Ist G ein schlichter, planarer Graph mit mindestens 3 Ecken,
dann gilt:
e<3-v—=6.

Korollar 5.2.2 Ist G schlicht und planar, so gilt fiir den kleinsten Eckengrad
d von G, daB} § < 5.

Satz 5.2.3 Der vollstindige Graph K5 und der vollstindige bipartite Graph
K3 3 sind nicht planar.

Definition 5.2.1 Wird in einem Graphen G eine Kante uv durch zwei Kanten
ua und av ersetzt, wobei die Ecke a zu G neu hinzugefiigt wird, dann heifit
der dadurch neu entstandene Graph G* eine Unterteilung. Ferner heifit jeder
Graph G* eine Unterteilung von G, der durch endlich viele Unterteilungen aus
G entstanden ist.

Satz 5.2.4 (Kurakowski) Ein Graph G ist genau dann planar, wenn G keine
Unterteilung des K5 und des K3 3 enthélt.
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6 Euler’sche Graphen
6.1 Grundbegriffe

Definition 6.1.1 Eine Fulertour von G ist eine geschlossene Linie, die jede
Kante von G enthilt. Ein Graph G heifit euler’sch, wenn G eine Eulertour
besitzt.

Satz 6.1.1 Ein nichtleerer, zusammenhingender Graph G ist genau dann eu-
ler’sch, wenn G keine Ecken von ungeradem Eckengrad hat.

6.2 Das chinesische Brieftrigerproblem

Problem 6.2.1 Wie kann man eine Route finden, die alle Straflen eines Bezirks
enthélt und von minimaler Léange ist.

Algorithmus 6.2.1 (FLEURY) Der Algorithmus von FLEURY besteht aus fol-
genden Schritten:

a) Wibhle eine Ecke vy und setze Lg := vp.
b) Sei die Linie L; = wgejvy ...e;v; bereits gefunden. Dann wéhle eine
Kante ;11 aus E'\ {ey,...,e;}, sodaB:
i) ej+1 inzidiert mit v;.
ii) e;11 ist keine Schnittkante von G; = G \ {e1,...,e;} aufer, es
gibt keine Alternative.

c) Stop, wenn Schritt b) nicht weiter durchgefithrt werden kann.

Bemerkung 6.2.1 Der Algorithmus von FLEURY konstruiert eine Linie. Wenn
der Graph G euler’sch ist, konstruiert er eine Eulertour. In diesem Fall 16st er
das Problem. Wenn G nicht euler’sch ist, mul man einen neuen GraphenD
betrachten, bei dem die Kanten doppelt sind.

Bemerkung 6.2.2 Der Algorithmus von FLEURY ist polynomial. Es gibt &hn-
liche polynomiale Algorithmen fiir nicht euler’sche Graphen.

6.3 Konstruktion einer Computertrommel

Problem 6.3.1 Kann man eine Trommel so konstruieren, daf3 2" verschiedene
Positionen der Trommel durch ¥ Kontakte bestimmt werden kénnen ?

Bemerkung 6.3.1 Man sieht, da§ k¥ Kontakte ein k-Tupel aus {0, 1} abgreifen.
Es gibt 2% derartige Tupel. Wenn also 2" Positionen durch verschiedene k-Tupel
bestimmt werden sollen, dann muf gelten 2¥ > 2" d.h. k > n.

Bemerkung 6.3.2 Definiere einen Digraphen D,, folgendermaflen. Die Ecken
von D, sind (n — 1)-Tupel p1ps...p,—1 mit p; € {0,1}. Es gibt einen Bo-
gen mit Anfang p;...p,—1 und Ende ¢q; ...¢,—1 genau dann, wenn p; 11 = ¢;,
1 =1,...,n — 2. Ferner werden die Bégen mit den Gewichten p1...p,_1¢n_1
versehen.
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Bemerkung 6.3.3 D, ist nach Konstruktion zusammenhingend, jede Ecke
hat den Eingangsgrad 2 und den Ausgangsgrad 2. Man kann zeigen, daf} D,
eine Eulertour besitzt und sich k£ = n ergibt.
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7 Hamilton’sche Graphen

7.1 Theorie der Hamilton’schen Graphen

Definition 7.1.1 Ein Weg, der jede Ecke eines Graphen G enthilt, heifit Ha-
miltonweg. Ein Hamiltonzykel ist ein Zykel, der alle Ecken von G enthilt. Ein
Graph heifit hamilton’sch, wenn G einen Hamiltonzykel enthilt.

Bemerkung 7.1.1 Eine Charakterisierung der hamilton’schen Graphen durch
Eckengrade o0.4. ist bis jetzt noch nicht gelungen.

Satz 7.1.1 Ist G hamilton’sch, dann gilt fiir jede nichtleere, echte Untermenge
S C V fiir die Anzahl der Zusammenhangskomponenten w(G — S) < |S].

Satz 7.1.2 Ist G schlicht, v > 3 und 6§ > 7, dann ist G hamilton’sch.

Satz 7.1.3 Sei G ein schlichter Graph und seien u,v zwei nicht benachbarte
Ecken von G mit d(u) +d(v) > v. G ist genau dann hamilton’sch, wenn G + uv
hamilton’sch.

Bemerkung 7.1.2 Es gibt kein Kriterium fiir das Hamilton’schsein in Ecken-
graden etc. (im Vergleich zu euler’schen Graphen).

7.2 Travelling Salesman Problem (TSP)

Bemerkung 7.2.1 Ein Handelsvertreter wiinscht, eine Folge von Stddten zu
besuchen und danach wieder zu seinem Ausgangspunkt zuriickzukehren. Wenn
die Entfernungen zwischen den Stiddten gegeben sind, soll ein Reiseweg gesucht
werden, der jede Stadt genau einmal enthélt und eine minimale Gesamtlinge
hat.

Problem 7.2.1 (Graphentheoretische Version) Gegeben ist ein gewichte-
ter, vollstindiger Graph. Gesucht ist ein Hamiltonzykel von kleinstem Gewicht.

Bemerkung 7.2.2 Es ist bisher ein ungeldstes Problem, ob es einen Algorith-
mus polynomialer Komplexitit gibt, der einen optimalen Zykel findet.

Bezeichnung 7.2.1 Ein Algorithmus heifit heuristisch, wenn er nicht notweni-
gerweise eine formale Garantie der Giite der gefundenen Losung bietet. Ein Al-
gorithmus heifit Néherungsverfahren, wenn sich die Giite der Losung abschétzen
1a8t.

Bezeichnung 7.2.2 Sei P ein Optimierungsproblem mit einer Kostenfunktion
C. Sei I ein Beispiel des Problems P. Sei A ein Algorithmus, der fiir jedes
Beispiel I eine zuldssige Losung f4(I) liefert. Dann bezeichnen wir eine optimale
Losung mit f(T).
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Definition 7.2.1 Ein Algorithmus A heifit ein e-Ndherungsverfahren fiir P,
wenn es ein € > 0 gibt, sodaf:

[efalh) = cf (1)
¢f (1)

Definition 7.2.2 Wenn die Dreiecksungleichung fiir die Entfernungen des TSP
gilt, dann bezeichnen wir es als A-TSP.

< ¢ fir alle Beispiele I.

Algorithmus 7.2.1 Der Algorithmus ,,Baum* fiir das A-TSP besteht aus fol-
genden Schritten:

a) Finde einen aufspannenden Baum 7' minimalen Gewichts fiir den Gra-
phen mit der Entfernungsmatrix (d;;).
b) Verdopple die Kanten von 7' und erhalte den Multigraphen K (7).

c¢) Finde einen Eulerweg in K (7') und bestimme daraus eine Hamiltontour.

Satz 7.2.1 Der oben beschriebene Algorithmus ,,Baum* ist ein 1-Ndherungs-
verfahren fiir das A-TSP.

7.3 Komplexitit

Satz 7.3.1 Unter der Voraussetzung, dafl P # NP gilt, gibt es fiir kein ¢ > 0
ein e-Naherungsverfahren fiir das (allgemeine) TSP.

7.4 Das TSP und die Methoden der kiinstlichen Intelligenz

Algorithmus 7.4.1 Der Zykelverbesserungsalgorithmus besteht aus folgenden
Schritten:

a) Sei ein Hamiltonzykel C = v; ... v,v; gegeben.

b) Durch folgende Modifikation wird C' verbessert:
Fiir alle ¢,7 mit 1 <4+ 1 < j < v erhélt man einen neuen Zykel C;; =
VIVD - .. VjVjVj—1 « - - Vip1Vj41 - - - VU1, Wenn nun fiir 4,5 gilt: w(vv;) +
w(vi+1vj+1) < W(Vivit1) + w(vvj41).

c) Stop nach einer vorgegebenen Anzahl von Durchliufen.
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8 Neuronale Netze und das TSP

8.1 Struktur eines neuronalen Netzes

Definition 8.1.1 Seien ey,...,e, die Eingangsgrofen, e; € {0,1} und seien
wi, ..., w, Gewichte (Synapsenwerte), w; € RT eines Neurons.

Sei ferner net := ) w;e; der kumulierte Input. Dann ist a := f(net — ) der
Ausgabewert des Neurons, wobei

fz) =

1 falls >0
0 falls z<O0.

0 heilt Schwellwert, f heiit Transferfunktion. Ein Zusatzeingang steht stets auf
1, hat das Gewicht —6 und heifit Bias (Schiefe).

Bemerkung 8.1.1 Bei Definition 8.1.1 diirfen auch andere Transferfunktionen
verwendet werden.

Definition 8.1.2 Ein einschichtiges neuronales Netz ist durch eine n x m-
Matrix M und eine Transferfunktion f gegeben, sodafl jedem Inputvektor e ein
Outputvektor a zugeordnet wird gemif:

a = f(net —60) mit net = M,.

8.2 Lernen

Definition 8.2.1 (Deltaregel) Sei Aa; die Differenz des gewiinschten Out-
puts und dem zur Zeit des Lernens wirklich erzielten Outputs. Dann wird das
Gewicht w;; vom Input e; zum Output a; folgendermaflen geéndert:

Aw;j =0 -1l; - Aa; o beliebige Konstante.

8.3 Netzwerktopologie

Definition 8.3.1 Sei e Eingabevektor, a Ausgabevektor und seien hq, ho, ...
Hilfsvektoren. Sei f eine Transferfunktion und Wy, Wy, ... Matrizen. Dann er-
rechnet ein n-stelliges neuronales Netz aus e den Vektor a durch:

hy = f(Wie)
ha = f(W2hi)
a = f(thnfl)

8.4 Das Perzeptron
Problem 8.4.1 Aufgabe ist es, die Gewichte so zu bestimmen, daf} die Fehler

minimal werden: )
E= 3 Z (zi — a;)?.



Satz 8.4.1 Seien W) = (wilj) und Wy = (w%) die Matrizen fiir ein 2-stufiges
Perzeptron. Ein Lernschritt bestehe darin, dafl die Gewichte gedndert werden
durch:

a) Aw%j =a-g-h

b) Ang =ay , iem: w}m - €.
Dann wird die Fehlerfunktion

n

1 2
E:§Z(zi—ai)

=1

verkleinert und ein lokales Minimum angestrebt.

Algorithmus 8.4.1 Der Lernalgorithmus bei Backpropagation besteht aus fol-
genden Schritten:
a) Bestimme die Gewichte mit Zufallszahlen.

b) Gebe ein zufilliges Ein- und Ausgabemuster der zu lernenden Funktion
vor, berechne die Belegung h; der versteckten Schicht.

c¢) Fiir die so vorgegebenen Eingabewerte e; und die Zielwerte z; korregiere
Gewichte entsprechend der beiden Korrekturformeln aus Satz 8.4.1.

d) Fahre bei b) fort.

8.5 Hopfield-Netz

Bemerkung 8.5.1 Die bisher betrachteten Netze waren alle ohne Riickkoppe-
lung. Beim Hopfield-Netz sind alle n Neuronen miteinander verbunden.

Definition 8.5.1 Die Gewichte w;; ergeben sich nach Neuron 7 und Neuron j
mit den Eigenschaften:

a) w;; = 0 fir alle ¢
b) Wi = Wys fiir alle Z,]

Beim Hopfield-Netz wihlt man oft {+1,—1} statt {0,1}. Belegt man alle Neu-
ronen des Netzes mit Eingabewerten e;, dann berechnet das Netz:

c) aj = f(3_; wij - ej — d;), wobei §; sind Schwellwerte und einer Transfer-
funktion f.

Nun legt man die berechneten Werte a; wieder ans Netz und bekommt Iteratio-
nen. Konvergiert das Iterationsverfahren, betrachtet man die Grenzwerte, die
keine Verdnderungen bewirken als Ausgaben.

d) a(Ptl) — fw - aP) — 5)

a(O) = €.
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Definition 8.5.2 Ein Hopfield-Netz ist gegeben durch eine symmetrische Ma-
trix W, deren Diagonalelemente 0 sind, einen Schwellwertvektor ¢ und die
Signumfunktion als Transferfunktion. Ein Vektor a heifit ein Muster fiir das
Hopfield-Netz, wenn gilt:

a=f(W-a-9).

Definition 8.5.3 Gegeben sei ein Hopfield-Netz mit den Gewichten w;; und
den Schwellwerten ¢§;. Dann heifit die Funktion

1
H:_E i Zwij-ai-aj + ;519-6%
J

Energie- oder Hamiltonfunktion.

Bemerkung 8.5.2 Man berechnet die Hamiltonfunktion fiir alle méglichen
Eingabewerte und erhélt eine Energielandschaft mit Minima und Maxima.

Satz 8.5.1 Die Muster eines Hopfield-Netzes sind die Minima der Energiefunk-
tion. Falls nur strikte Minima existieren, dann konvergiert die Iterationsfolge

aPth) = f(W - o — §)

0)

G,( = €.

8.6 Simulated Annealing (Simulierte Kiihlung)

Bemerkung 8.6.1 Die Hopfield-Iteration wird so umgebaut, dal ein Algorith-
mus fiir das Finden eines globalen Minimums entsteht. Wir benutzen:

1
y(r) = —,
l+eT

wobei T' (die Temperatur) ein beliebiger Parameter ist. W&hlt man ¢ sehr gro8,
konnen alle Zustidnde des Netzes angenommen werden. Das Verfahren bleibt
nicht mehr in einem lokalen Minimum héngen, wobei es hiufig zur Verschlech-
terung der Zielfunktion kommt. Man beginnt mit einem grofien 7' und 148t T
langsam kleiner werden (abkiihlen).

Algorithmus 8.6.1 Der Algorithmus fiir das Simulated Annealing besteht aus
folgenden Schritten:

a) Wihle ein zufilliges Neuron m aus.

b) Berechne 7 =", wm; - aj — om.
1
—.
1+e T

c) Berechne p =

1 falls z2<p

d) Wihle eine Zufallszahl 0 < z < 1 und setze a,, :=
0 falls z>p.

e) Gehe zu Schritt a).
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8.7 Illustration fiir das TSP

Bemerkung 8.7.1 Die Neuronenaktivitéit beschreiben wir durch a(z, 5), wobei
i die Zeile und j die Spalte bezeichnet. Beim TSP ergeben sich die Restriktionen
aus der Tatsache, daf} jede Zeile und jede Spalte genau ein Neuron aktiv sein
mufl. Es muf} also gelten:

S1=>a(i,j)-a(j,k) =0
1,5,k
i#k
Sp = a(i,k) - a(j, k) = 0.
1,5,k
i#j
Weiterhin miissen genau N Neuronen aktiv sein:

2

Ss= | a(i,j)—N

1,

Bezeichne ferner d(s,t) die Entfernungen der Stddte s und ¢. Die Tour ergibt
sich in ihrer Linge zu:

S=> d(s,t)-ali,s) - a(i+1,t).

1,8,
Insgesamt hat man zu minimieren:
S =aS1 + bS5+ ¢S+ dSy  fiir a,b,¢,d > 0.

Nun setzt man die Gewichte des Netzes an, dafl S der Energie des Netzes ent-
spricht, also:

SZ—%ZZwij-ai-aj — Z(S,az mit s =k + 1.
J i

i

Dann 148t man das Netz die optimale Tour suchen.

26



9 Matchings

9.1 Grundbegriffe

Definition 9.1.1 Eine Untermenge M der Kantenmenge E eines Graphen G
heilt Matching (Paarung), wenn jede Kante aus M zwei verschiedene Ecken
hat und je zwei Kanten nicht benachbart sind, d.h. sie haben keine gemeinsame
Ecke.

Definition 9.1.2 Ein Matching M sdttigt eine Ecke v (v heiflt M-gesittigt),
wenn eine Kante aus M mit v inzidiert. Ein Matching heifit perfekt, wenn jede
Ecke von G M-gesattigt ist.

Definition 9.1.3 M ist ein mazimales Matching, wenn es kein Matching M*
gibt mit |M*| > |M]|.

Definition 9.1.4 Sei M ein Matching von G. Ein M -alternierender Weg W
ist ein Weg in G, dessen Kanten abwechselnd in M und in E \ M sind. Ein M-
Verbesserungsweg ist ein M-alternierender Weg, dessen Anfangs- und Endecke
M-ungesittigt ist.

Satz 9.1.1 Ein Matching M von G ist genau dann maximal, wenn G keinen
M-Verbesserungsweg enthilt.

9.2 Heiratssatz

Bezeichnung 9.2.1 Sei S C V eine Menge von Ecken in G. Die Nachbar-
schaftsmenge N(S) von S besteht aus allen Ecken, die zu den Ecken von S
benachbart sind.

Satz 9.2.1 (Hall) Sei G ein bipartiter Graph mit einer Bipartition (X,Y). G
besitzt genau dann ein Matching, das jede Ecke von X sittigt, wenn gilt:

IN(S)| > |S| fiir alle S C X.

Definition 9.2.1 G heifit k-regulir, wenn jede Ecke von G den Eckengrad k
hat.

Satz 9.2.2 (Heiratssatz) Ist G ein k-reguldrer bipartiter Graph mit k& > 0,
dann besitzt G ein perfektes Matching.

9.3 Ungarische Methode

Problem 9.3.1 Ineiner Fabrik gibt es n Arbeiter z1, ..., z,, die fiir n Arbeiten
Y1, - - -, Yn eingesetzt werden kénnen, wobei jeder Arbeiter fiir eine oder mehrere
Arbeiten geeignet ist. Kann man die Arbeiter so einsetzen, daB jeder eine Arbeit
bekommt, fiir die er qualifiziert ist.
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Problem 9.3.2 (Mathematisierung) Gegeben ist ein Graph G mit einer Bi-
partition (X,Y’), wobei X = {z1,...,z,} und Y = {y1,...,yn}. Eine Ecke z;
ist mit einer Ecke y; genau dann verbunden, wenn der Arbeiter z; fiir die Arbeit
y; qualifiziert ist.

Algorithmus 9.3.1 Der Algorithmus der Ungarischen Methode besteht aus
folgenden Schritten:

a) Beginne mit einem beliebigen Matching M (evtl. mit einer Kante).

b) Sattigt M alle Ecken in X, dann Stop.
Andernfalls wéhle eine M-ungesittigte Ecke u € X.

c) Suche einen M-Verbesserungsweg P mit Anfang u. Existiert kein sol-
ches P, dann Stop: Es gibt kein perfektes Matching.
Andernfalls ergibt A(M, E(P)) ein vergroBertes Matching M*. Setze
M := M* und gehe zu b).

Bezeichnung 9.3.1 In Schritt b) wird ein Baum entwickelt, der auch ungari-
scher Baum heifit.

Definition 9.3.1 Ein ungarischer Baum von u ist ein Baum H mit:
a) u€ V(H)
b) fiir jede Ecke v von H ist der (u,v)-Weg ein M-alternierender Weg.

Bei dieser Prozedur 148t man den Baum von der Wurzel ausgehend wachsen.

9.4 Optimale Zuordnung

Problem 9.4.1 Betrachte einen gewichteten, vollstindigen, bipartiten Gra-
phen mit Bipartition (X,Y) mit X = {z1,...,z,} und Y = {y1,...,y,} und
die Matrix (w;;), wobei w;; das Gewicht der Kante z;y; ist. Finde ein perfektes
Matching maximalen Gewichts als optimales Matching.

Bemerkung 9.4.1 Es sind mindestens drei Methoden zur Losung des Pro-
blems bekannt:

a) Losung des sog. Zuordnungsproblems in der linearen Optimierung mit
Hilfe des Simplex- Verfahrens fithrt schnell zu einer Lésung:

n n
maxg E Cij * Tjj

i=1 j=1

n
Restriktionen : Exij =1 1=1,...,n
=1

n
Yoazy=1 j=1,...,n
=1

1 falls der Arbeiter 7 den Job j bekommt
Ty =
" 0 sonst
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b) Der Algorithmus von KUHN-MUNKRES, der die Idee einer Eckenmar-
kierung verfolgt, was im folgenden behandelt wird.

c) Die Betrachtung teilweise geordneter Mengen durch Hinzunahme von
Priferenzen.

Bezeichnung 9.4.1 Die Abbildung!/ : XUY — R heifit eine zulissige Ecken-
markierung, wenn fiir alle z € X und alle y € Y gilt:

I(z) +1(y) = w(z,y).
Bemerkung 9.4.2 Es gibt stets eine zulédssige Eckenmarkierung, ndmlich:

l(x) = mazr w(z,y) und I(y)=0.
yey

Bezeichnung 9.4.2 Ist [ eine zuléssige Eckenmarkierung, dann bezeichnet E;

die Menge aller Kanten zy fiir die I(z) + I(y) = w(z,y) gilt, also ist:

B = {zy | l(z) +U(y) = w(z,y)}-

Der durch E; aufgespannte Untergraph heifit Gleichheitsgraph Gy, der zur Mar-
kierung [ gehort.

Satz 9.4.1 Sei eine zuldssige Eckenmarkierung von G' gegeben. Enthilt G; ein
perfektes Matching M*, dann ist M* optimal fir G.

Algorithmus 9.4.1 Der Algorithmus von KUHN-MUNKRES besteht aus fol-
genden Schritten:

a) Beginne mit einer zulédssigen Eckenmarkierung. Bestimme G und wéhle
ein Matching M in G.

b) Ist jede Ecke in G; M-gesittigt, dann ist M ein perfektes Matching
wegen |X| = |Y| und nach obigem Satz ein optimales Matching fir G,
also Stop.

Ansonsten sei u eine M-ungesittigte Ecke. Setze S = {u} und T = .

c) Ist N(S) D T, gehe nach d).

Ansonsten gilt N(S) = T. Berechne o; = ng} {l(z) + l(y) = w(z,y)}
TE
yeT

und erhalte [ als zulédssige Eckenmarkierung mit:

l(v) —qq falls veS
l(v) =< 1(v)+q falls veT
I(v) sonst

d) Wiéhle ein y € N(S) \ T. Entscheide wie bei der ungarischen Methode,
ob y M-gesittigt oder M-ungesittigt ist. Ist y M-geséttigt mit zy € M,
ersetze S durch S U{z} und 7 durch T'U {y} und gehe zu c).
Andernfalls haben wir einen M-Verbesserungsweg P in Gj.

Bilde M := A(M, E(P)) und gehe mit M := M zu b).
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9.5 Uberdeckung

Definition 9.5.1 Eine Uberdeckung eines Graphen G ist eine Untermenge K
von Ecken, sodaf jede Kante von G mit mindestens einer Ecke von K inzident
ist. Eine Uberdeckung K heiBt minimal, wenn es keine Uberdeckung K’ gibt,
soda |K'| < |K]|.

Bemerkung 9.5.1 Ist K eine Uberdeckung von G und M ein Matching, dann
enthilt K wenigstens jeweils eine Endecke der Kanten von M. Daher gilt
|M| < |K]|. Dies gilt sogar fiir ein maximales Matching M* und eine minimale
Uberdeckung K.

Satz 9.5.1 Sei M ein Matching und K eine Uberdeckung, sodaB |M| = |K|.
Dann ist M ein maximales Matching und K eine minimale Uberdeckung.

Satz 9.5.2 (KONIG, 1931) In einem bipartiten Graphen ist die Anzahl der
Kanten eines maximalen Matchings gleich der Anzahl der Ecken einer minima-
len Uberdeckung.
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10 Eckenfiarbungen

10.1 Die chromatische Zahl

Problem 10.1.1 (Vierfarbenproblem) Kann man eine Landkarte mit vier
Farben so firben, dafl benachbarte Lénder verschiedene Farben tragen ?

Mit anderen Worten: Kann man die Ecken eines planaren Graphen so fiarben,
dal benachbarte Ecken verschiedene Farben tragen ?

Definition 10.1.1 Eine k-Eckenfirbung eines Graphen G ist eine Zuordnung
f:V(G) = {1,...,k} der Ecken von G auf k Farben derart, da§ benachbarte
Ecken verschiedene Farben tragen. Ein Graph G heifit k-firbbar, wenn G eine
k-Eckenfirbung besitzt. Die chromatische Zahl x(G) ist die kleinste Zahl k fiir
die G k-firbbar ist. G heiit auch k-chromatisch.

Bemerkung 10.1.1 G ist genau dann 1-firbbar, wenn fiir die Kantenmenge
E(G) = 0 gilt. G ist genau dann 2-firbbar, wenn G bipartit ist.

Definition 10.1.2 G heifit ein kritischer Graph, wenn fiir alle echten Unter-
graphen H gilt:

x(H) < x(G).
Bemerkung 10.1.2 Sei G k-firbbar. Wir fassen die gleichgefirbten FEcken
zu Aquivalenzklassen Vi,...,V, zusammen und sprechen von der k-Firbung

Vi, oo, Vi)
Satz 10.1.1 Ist G k-kritisch, dann gilt fiir den kleinsten Eckengrad § > k — 1.

Korollar 10.1.1 Jeder k-chromatische Graph G hat mindestens & Ecken vom
Eckengrad § > k — 1.

Korollar 10.1.2 Fiir jeden Graphen G mit dem grofiten Eckengrad A gilt:
x(G) <A+1.

10.2 Der Fiinffarbensatz
Satz 10.2.1 Jeder planare Graph ist 5-farbbar.

10.3 Eine Heuristik fiir Eckenfirbungen

Problem 10.3.1 Es soll ein Stundenplan fiir alle Vorlesungen erstellt werden.
Dabei diirfen zwei Vorlesungen nicht zur gleichen Zeit stattfinden, wenn es eine
Studentengruppe gibt, die beide Vorlesungen besuchen méchte.

Mit anderen Worten: Ein Graph wird konstruiert, dessen Ecken dem verschiede-
nen Vorlesungen entsprechen. Diirfen zwei Vorlesungen nicht gleichzeitg statt-
finden, werde die jeweiligen Ecken durch Kanten verbunden. Die Eckenfirbung
des Graphen ist dann eine Losung des Problems.

Bemerkung 10.3.1 Fiir die Eckenfiirbung ist kein Algorithmus polynomialer
Komplexitit bekannt.
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Algorithmus 10.3.1 Der Greedy-Algorithmus zur Eckenfiirbung besteht aus
folgenden Schritten:

a) Ordne die Ecken des Graphen ui, ..., upy.
b) Firbe die Ecke w1 mit der Farbe v;.

c) Seien die Ecken wg,...,u;—1 schon gefirbt. Ist u; mit keiner Ecke ver-
bunden, dann firbe u; mit v;. Ist u; mit Ecken der Farben vy,..., v,
verbunden, firbe u; mit der Farbe v;, wobei j die kleinste Zahl ist, die
bei v1,...,v, nicht vorkommt.

d) Stop.

10.4 Chromatische Polynome
Satz 10.4.1 Ist G schlicht, dann ist

ﬂ'k(G) = 7l'k(G — 6) — ﬂ'k(G - 6).

Korollar 10.4.1 Fiir jeden Graphen G ist m;(G) ein Polynom in k¥ vom Grad v
mit ganzzahligen Koeflizienten beginnend mit dem Term k* beginnend und en-
dend mit konstantem Term 0. Die Koeffizienten von 7 (G) haben verschiedene
Vorzeichen.

Definition 10.4.1 74(G) heifit das chromatische Polynom.

10.5 Vergleichbarkeitsgraph

Definition 10.5.1 Sei (P, <) eine teilweise geordnete Menge (poset). Der Ver-
gleichbarkeitsgraph G von (P, <) hat die Elemente von P als Ecken. Zwei Ecken
z,y sind genau dann mit einer Kante verbunden, wenn z < y oder y < z ist.

Bezeichnung 10.5.1 Eine Clique ist ein vollstindiger Untergraph. Die Zahl
w(@G) ist die Anzahl einer maximalen Clique. Die Zahl §(G) ist die Anzahl der
Cliquen, die bei einer maximalen Zerlegung auftreten. Die Zahl a(G) ist die
Anzahl der Ecken einer maximalen, unabhéingigen Menge.

Lemma 10.5.1 Fiir jeden Graphen G gilt:

a) x(G) = w(G)
b) a(G) < 6(G)
¢) a(G) = w(G)
d) 6(G) = x(G),

wobei G der komplementiire Graph zu G ist.

Definition 10.5.2 Ein Graph G heif}t perfekt, wenn jeder kanteninduzierte
Untergraph H die Bedingung erfiillt:



Satz 10.5.1 (BERGE) G ist genau dann perfekt, wenn fiir alle kanteninduzier-
ten Untergraphen gilt:

Satz 10.5.2 (BERGE) G ist genau dann perfekt, wenn in G und G jeder un-
gerade Zykel der Linge < 5 eine Sehne besitzt.
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11 Kantenfiarbung

11.1 Kantenchromatische Zahl

Definition 11.1.1 Eine Farbverteilung fiir die Kanten eines Graphen ist ein
Zuordnung f : E(G) — {1,...,k} auf k Farben.

Definition 11.1.2 Eine k-Kantenfiirbung von G ist eine k-Farbverteilung fiir
die Kanten, sodafl benachbarte Kanten verschiedene Farben tragen. Dabei hei-
Ben zwei Kanten benachbart, wenn sie eine Ecke gemeinsam haben. Die kan-
tenchromatische Zahl x*(QG) ist die kleinste Zahl k fiir die G k-kantenfarbbar
ist. G heifit k-kantenchromatisch, wenn x*(G) = k.

Bemerkung 11.1.1 Bei jeder Kantenfirbung miissen alle Kanten, die in einer
Ecke inzident sind, verschiedene Farben tragen. Es gilt also:

x*(G) > A(G),
wobei A(G) der grofite Eckengrad von G ist.

Bemerkung 11.1.2 Eine k-Kantenfirbung kann man als Partition der Kan-
tenmenge E(G) ansehen (E1, ..., Ey). Dabei ist E; die Menge aller Kanten der
Farbe 7,7 = 1,..., k. Da die Kanten gleicher Farbe nicht benachbart sind, stellt
jede Menge E; ein Matching dar.

Satz 11.1.1 Der vollstindige bipartite Graph K, , mit m > n hat die kan-
tenchromatische Zahl x*(K,, ) = A.

Satz 11.1.2 Ein bipartiter Graph hat die kantenchromatische Zahl xy* = A.

Bemerkung 11.1.3 Fiir schlichte Graphen zeigt Satz 11.1.1, daf} es eine grofie
Klasse mit x* = A gibt. Der schlichte vollstindige Graph K3 hat wie jeder
ungerade Zykel die kantenchromatische Zahl xy* = A + 1.

Satz 11.1.3 (VizING, 1964) Ist G schlicht, so ist entweder x*(G) = A oder
X(G)=A+1.
11.2 Ramseyzahlen

Definition 11.2.1 Eine Untermenge U C V(G) heifit unabhdngig, wenn keine
zwei verschiedenen Ecken in U benachbart sind. Eine unabhéngige Menge heifit
mazimal, wenn es keine unabhingige Menge U* gibt mit |U*| > |U|.

Definition 11.2.2 Eine Untermenge S heifit Cligue, wenn der durch S indu-
zierte Untergraph G(S) vollsténdig ist.

Bemerkung 11.2.1 S ist genau dann eine Clique, wenn S eine unabhingige
Menge des komplementéiren Graphen C(G) ist.

34



Bemerkung 11.2.2 RAMSEY zeigte, daB eine kleinste Zahl existiert, sodafl
jeder Graph mit r(k,l) Ecken entweder eine Clique mit k& Ecken oder eine un-
abhingige Menge mit [ Ecken enthélt. Dabei gilt:

a) r(L,l) =r(k,1) =1

b) r(2,]) =1

c) r(k,2) =k

Satz 11.2.1 Ist k> 2 und [ > 2, so gilt:
r(k,0) <r(k,l —1)+r(k—1,1).

Korollar 11.2.1 Sei k > 2, [ > 2 und seinen r(k,l — 1) und r(k — 1,1) gerade
Zahlen, dann gilt:
r(k,0) <r(k,l—1)+r(k—1,1).

Ve

Satz 11.2.2 (ERDOS, 1943) Es gilt r(k, k) > 2
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