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Vorwort

Dieser Text entspricht dem zweiten Teil der Vorlesung am Fachbereich Mathe-
matik der Universitit Kaiserslautern im Sommersemester 2000. Die Vorlesung
Analysis I im Wintersemester 1999 /2000 und der erste Teil der Analysis IT haben
sich mit leichten Umstellungen weitgehend an den Lehrbiichern von O. Forster:
Analysis I und Analysis IT orientiert (unter Verzicht auf Fourier-Reihen), bis zur
Diskussion lokaler Extrema ohne Nebenbedingungen.

Die Darstellung des daran anschliefsenden Stoffs war nicht an ein bestimmtes
Lehrbuch angelehnt, daher schien es uns sinnvoll, den Hérern zur Nachbereitung
eine schriftliche Grundlage zu bieten und die Dozenten der auf der Analysis
aufbauenden Vorlesungen iiber den behandelten Stoff zu informieren.

Folgendes weicht ein wenig von der iiblichen Darstellung im 2. Semester ab:
Im Abschnitt {iber implizite Funktionen sind auch kurz das Newton-Verfahren
sowie die Konstruktion von Karten und Tangentialrdumen fiir Untermannigfal-
tigkeiten behandelt. Die Integrationstheorie beginnt zunéchst nach dem Vorbild
von Forsters Analysis III mit der Integration stetiger Funktionen iiber kompak-
ten Quadern, und fiihrt dann das Volumen zunéchst nur fiir kompakte Mengen
ein. Das erlaubt konkrete Volumenberechnungen mit dem Cavalierschen Prinzip
noch vor der etwas langwierigen Fortsetzungstheorie. Diese wird mit dem Satz
von Kysinski durchgefiihrt, der, wie im Anhang dokumentiert, flexibel genug ist,
die klassische Carathéodory-Methode und den funktionalanalytischen Zugang
zu verbinden. Die Einfiihrung des Integrals fiir Mafe geschieht dann wie iiblich
(vgl. Rudin), wihrend die Integraltransformationsformel mit Hilfe des Vitali-
schen Uberdeckungssatzes bewiesen wird, um den Zugang zu weiterfithrenden
Fragen der reellen Analysis zu erleichtern. Beispiele solcher Anwendungen dieses
Satzes finden sich ebenfalls im Anhang.

Nicht behandelt werden konnten dagegen insbesondere mehrdimensionale
partielle Integration, Integration rotationsinvarianter Funktionen und der Gaufs-
sche Integralsatz. Hierfiir seien den Horern bei spiterem Bedarf die entsprechen-
den Abschnitte aus Forster III empfohlen.

Fiir die Ausarbeitung des ersten Kapitels war die Mitschrift von Hannah
Markwig hilfreich. Vielen Dank! Auch sonst verdankt diese Ausarbeitung man-
che Details der Aufmerksamkeit von Horern und ersten Lesern dieses Jahrgangs.
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Kapitel 1
Implizite Funktionen

Unser Hauptziel in diesem Kapitel ist es, Funktionen zu studieren, die nicht wie
bisher durch eine Rechenvorschrift explizit gegeben sind, sondern implizit durch
das Losen einer Gleichung der Form F(z,y) = 0. Gesucht ist also eine Funktion
y: xz — y(z), so dak F(:r,y(:r)) =0 ist.

1.1 Inverse Funktionen

Zunichst wollen wir den Spezialfall F(z,y) = y — f(z) behandeln, d.h. wir
wollen die Gleichung f(z) = y nach x auflésen. Unsere Frage ist hier also, ob
zu der Funktion f eine Inverse existiert.

Das Vorbild im Eindimensionalen ist folgendes: Sei f: (a,b) — R stetig
differenzierbar. Wenn f'(zg) # 0 ist, so gibt es, weil f' stetig ist, ein Intervall
I = (zo —n,20 + 1), so da f'(x) > 0 fiir alle € I oder f'(z) < 0 fiir
alle z € I gilt. Also ist f in I streng monoton und f(I) ist ein Intervall mit
Yo = f(z0) als innerem Punkt. Die Umkehrfunktion g = f~* |I hat die Ableitung

g'(yo) = 1/ f'(wo).

Satz 1 (dber inverse Funktionen). Sei U C R™ offen, f: U — R" eine stetig
differenzierbare Abbildung und xo € U so, daf$ det (Df(:rg)) # 0. Dann gilt:

a) Der Punkt yo = f(zo) ist innerer Punkt der Menge f(U).
b) Es gibt einn > 0 so daff f|K"(x0) injektiv ist.

Beweis. Zu Teil b: Wir betrachten zunéchst die Gradienten der Komponen-
ten f; und setzen sie zu einer Funkti(;n in n? Dimensionen zusammen. Sei also
z' € R und damit (z!,...,2") € R* . Wir betrachten die Abbildung

Vi (zt) L@t .o FiEh
(', ..., 2") — : = : :
V fu(2™) o@n) ... G(em)
Definiere
ofi

o(xt,... ") = det(( (%))

6Cﬂk
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Die Determinante hingt stetig von der Matrix ab. Daher ist die Funktion ¢ ins-

besondere an der Stelle (zq,...,zo) € R mit zo € R” stetig. Es gilt aber
o(xo,...,x0) = det Df(xg) # 0. Also existiert ein n > 0 so, daf fiir alle
(..., 2") mit ||a? — x0]] < n fiir i € {1,...,n} auch ¢(z',...,2") # 0
gilt.

Wir zeigen nun, daf f auf der Kugel K,(zo) injektiv ist. Seien hierzu z, s’
zwei Vektoren in dieser Kugel mit f(z) = f(z') also fi(z) = fi(2') fiir alle 3.
Wende den eindimensionalen Mittelwertsatz auf h;: ¢t — fi(z + t(z' — z)) an.
Zu jedem i € {1,...,n} existiert ein t* € (0,1), so dak hi(t*) = 0. Mit z* =
z + ti(z' — x) folgt dann 0 = R)(t!) = V fi(z?) - (2 — z). Zusammengenommen
ergibt das

0 Vfl (1’1)

Also hat entweder die Matrix keinen vollen Rang oder es ist (z' — ) = 0.
Wegen z' € K,)(z0) folgt aber

V fi(zt)
det #0,
V fu(z™)

d.h. die Matrix hat vollen Rang. Es mufs stattdessen ' = x gelten. Damit ist
gezeigt, dafl f|Kn(x0) injektiv ist.

Zu Teil a: Sei n wie in Teil b. Wir betrachten die beiden Mengen U; = {:r |
lz — ol < 2} und S = {= | lz — @o|| = Z}. Dann ist natiirlich Uy = Uy U S.
Die Abbildung f ist auf der kompakten Menge S stetig, also wird das Minimum
§ = min{||f(z) — yo|| | # € S} angenommen. 4 ist positiv, weil [l injektiv ist,
also || f(x) — yol| > O fiir alle 2 € S gilt.

Wir zeigen nun, daf jeder Punkt y* € K;/2(yo) als Bildpunkt vorkommt.
Zur Konstruktion des zugehorigen Urbilds betrachte die Hilfsfunktion p(z) =
lf(z) — y*||>. Die Funktion p ist stetig auf der kompakten Menge U;. Also
existiert eine Minimumstelle z* € U;. Fiir z € S gilt nach der umgekehrten
Dreiecksungleichung

)
1£) =y = [II£ () = voll = llv" = woll[ > 3,

und damit p(z) > (§/2)?. Andererseits ist p(z*) < p(zo) = ||f(w0) — ¥*||* =
llv* — woll> < (6/2)2, d.h. der Punkt z* kann nicht auf dem Rand S = 0U;
liegen. Also liegt die Minimumsstelle z* in der offenen Menge U; und es folgt
Vp(z*) = 0. Wegen V,|ly — y*||?> = 2(y — y*)T liefert die Kettenregel

0 = Vp(a*) = 2(f(z*) —y*)" Df(z").

Es folgt wieder det D f(z*) = 0 oder f(z*) — y* = 0. Wegen det D f(z*) # 0 ist
f(@*) —y* =0, d.h. es existiert ein z* mit f(z*) = y*.

Damit ist gezeigt, daf mit yo auch die gesamte Kugel K52 (yo) im Bild f(U)
liegt. ]
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Warnung. Selbst wenn U = R? und det f(z) # 0 fiir alle z ist, muff f
nicht notwendigerweise global injektiv sein. Dies sieht man beispielsweise an
der komplexen Exponentialfunktion z + e*. Indem man C mit R? identifiziert
erhélt man wegen exp(z + iy) = e*(cosy + i siny) die Abbildung

R — R

(z,y) — (e"cosy,e”siny)

Die Jacobimatrix D f 1&ft sich hier leicht ausrechnen: es gilt

o ,x 0
Fzevcosy 5-e’cosy
Df(a:,y) = ( 88 83” >

b oz b r
pze"siny  gePsiny

. e“cosy —e¥siny
a < e¥siny  e®cosy )
und folglich det D f(z,) = e>*(cos® y+sin® y) = *>* > 0. Andererseits ist wegen
der Periodizitat von Sinus und Cosinus f(z,y) = f(z,y + 27), d.h. f ist nicht
global injektiv.
Bemerkung. Sei U C R? offen und f: U — R? differenzierbar. Weiter sei
U={z+iy | (zr,y) € U} € C und f: U — C die entsprechende komplexe

Funktion. Dann ist f an der Stelle zo = zo + iyo komplex differenzierbar mit
Ableitung f'(z0) = a + ib, genau dann wenn

D f(zo,y0) = < Z - )

a
gilt.

Der folgende Zusatz zum Satz {iber inverse Funktion formuliert das Analogon
zum Satz iiber Idie Ableitung der Umkehrfunktion aus Analysis I. Das Ergebnis
dort war (f=*) (f(x)) = 1/f'(z). Hier erhiilt man eine vollig analoge Aussage:

Satz 2 Sei U C R"™ offen und f: U — R" stetig differenzierbar. Weiter sei
V C U offen, so daff fl|,, injektiv ist und det Df(x) # 0 fir alle x € V gilt.
Dann ist die Umkehrfunktion f=1: f(V) — V differenzierbar mit Ableitung

1

Df ' (f(x)) = (Df(z))~ fiir alle z € V.

Beweis. Wenn wir schon wiikten, daR f~! differenzierbar ist, dann folgt
die Formel aus der Kettenregel, denn es gilt id: V — V ist f~! o f, daher id =
D(id)(z) = D(f~"of)(z) = Df~*(f(z))D f(z) und somit folgt die Behauptung
Df*(f(2) = (Df (@) .

Sei z* € V und y* = f(z*). Wir miissen nur noch zeigen, daf f~! an der
Stelle y* differenzierbar ist. Sei fiir y € f(V') der Vektor s(y) definiert durch

z—z* = [Ty - 7 (y") = (DF() " (y —y") + s(y). (1.1)

Wir wollen zeigen, dafs es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dak ||s(y)|| < e|ly—y*||
fiir alle y € Ks(y*) gilt. Dies sieht man folgendermafien.
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Zunéchst hat die lineare Abbildung (D f(z*)) ~! endliche Operatornorm, d.h.
es gibt eine Zahl C' < oo, so dafs

|(Dfa*))""2|| < Cllz]|  fiir alle z € R™ (1.2)
gilt. Sei r(x) das durch
flx) = f(@") = Df(a")(x—a") +r(z) (1.3)
definierte Fehlerglied. Es gibt ein > 0 so daf fiir alle z € K,(z*) gilt
., 1 e *
(@)l < min(sg, o)l = 271

Wihle § > 0 nach Satz 1, so daR z = f~!(y) € K, (z*) ist fiir alle y € Ks(y*).
Wenn man auf (1.3) Df!(z*) anwendet und mit (1.1) vergleicht, ergibt sich
s(y) = Df~Y(z*)r(z) und damit
1 1
ls@ll < Clir@)l < O3zl =2l = Slle = 2"|I-
Mit (1.1) folgt n
* * 1 *
lo —2"[| < Clly =yl + 5 llz — 27

oder ||z — z*|| < 2C||ly — y*|| und schlieflich
€

202

fiir alle y. [ ]

sl < Cllr(@)l| < C- s=5llz — 2™ < elly — 7|

1.2 Das Newtonverfahren

Bisher haben wir gezeigt, daft unter den obigen Voraussetzungen zu der Funk-
tion f eine Umkehrfunktion f~! existiert, und wir kennen sogar die Ableitung
der Umkehrfunktion. Noch offen ist allerdings folgende Frage: Wie kann man bei
gegebenem y* den Wert z* bestimmen? Da sich die Gleichung y = f(z) im all-
gemeinen nicht explizit nach x auflésen l&ft, 16sen wir dieses Problem durch ein
Approximationsverfahren, das sogenannte Newton-Verfahren. Dieses wollen
wir im Folgenden kurz darstellen.

Das Verfahren beruht auf folgender Idee. Sei = ein Punkt in der N&he von z*.
Dann ist, wie in Gleichung (1.3) oben, D f(z*)(z — z*) ~ y — y*. Diese Appro-
ximationsgleichung kann man explizit auflésen und mit D f(z*) ~ D f(x) erhélt
man

* -1 *
a* ~ z— (Df(x)) (y—y).
Satz 3 (Newton-Verfahren) Sei U C R™ offen, f: U — R" stetig differenzier-
bar, z* € U so, daff Df(xz*) # 0 ist, und y* = f(z*). Fur x € U definiere
rekursiv eine Folge (xy)nen mit Startwert x durch die Vorschrift
o = X
—1, 4
Tntl = Tp+ (Df(xn)) (y - f(xn))

Dann existiert eine Zahln > 0, so dafs diese Folge fiir alle Startwerte v € K,(z*)
gegen den Wert x* konvergiert.
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Beweis. Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Sei E die Menge aller inver-
tierbaren n x n-Matrizen, also E = { A € R"*" | det A # 0 }. Dann ist A — A™!
eine stetige Abbildung von E nach E, da die Cramersche Regel die Eintrége von
A~! in stetiger Abhiingigkeit der Eintréige von A berechnet. Daher ist der Ab-
stand || D f(x)~" — D f(z*)~"|| klein, falls y nahe an y* und damit = nahe an z*
liegt. Anders ausgedriickt bedeutet dies lim, .« ||Df(z)~* — Df(z*)~! || =0.

Mit y,, = f(zy) erhdlt man

Tpyr — 2" = (Df(mn))il(y* - yn) - (1‘* - l‘n)

und damit

IN

[Em— 1(Df (@) " (" —yn) — (DFE) " (" — )|
+ (D)) T @ =) = (&* = )|

1]+ [z [l

Wir wollen zeigen, daf die rechte Seite gegen Null konvergiert und schitzen
dazu die einzelnen Fehlerterme r{* und r3 ab.

Sei & > 0. Falls ||z, — *|| so klein ist, daf |Df(z)~! — Df(z*)"!|| < ¢ ist,
so gilt zunéchst

Il = [[((Df @)™ = [DFET) " —ya)|| < elly” = yall

Weiter gibt es dann eine Konstante C, so daf auch ||r|| < Cel|lz* — x,|| gilt.
Nach den obigen Sitzen ist f~! an der Stelle y* differenzierbar mit Ab-
leitung (D f (m*))_l. Der zweite Fehlerterm r% ist daher gerade der Fehler der
Taylorapproximation erster Ordnung um die Stelle y*. Fiir hinreichend kleines
|x* — zp]| ist ||y* — ynl] < C|lz* — z,|| ebenfalls klein. Daher kann man auch

3]l < elly” —yall < eCllz™ — x|

erreichen.

Nun wéhlen wir € so klein, dafs L = 2¢C < 1 gilt, und n > 0 so, daf die obigen
Abschatzungen fiir g € K, (z*) richtig sind. Durch Induktion folgt z,, € K,(z*)
fiir alle n, d.h. fiir v,, = ||z, —2*|| gilt die Abschétzung v,+1 < L||z*—x,|| = Ly,
fiir alle n. Daher konvergiert ~,, — 0 fiir n — oo. ]

Die Newtonregel ist fiir eine Vielzahl konkreter Rechnungen niitzlich. Im Fol-
genden werden wir z.B. niherungsweise den Wert /5 bestimmen. Dazu setzen
wir f(z) = 22 und y* = 5. Die Iterationsvorschrift wird hier wegen f’(z) = 2x
zu

+5—m% CUn+ 5
Tptl = Tp+——" = — +—.
+ 21, 2 ' 21,
Mit zop = 1 erhélt man die Werte

T gTe T

3 5 7
= — —=—=-~233
o2 2t 377
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Der wahre Wert ist v/5 ~ 2.24.

Warnung. Wenn der Startwert nicht nahe bei z* ist, kann das Verfahren di-
1—e™ 220
e —1 2<0
Dann ist f'(z) = e 1?l stetig, also f stetig differenzierbar. Gesucht z* mit
f(@*) = 0 = y*, also kennen wir die Losung z* = 0. Das Newton-Verfahren
liefert die Iterationsgleichung

vergieren. Dies wird durch folgendes Beispiel illustriert: f(x) = {

U | C:7') R
T = Gy~ !

und diese Differenz ist > 3|z,|, falls |z,| grofs genug ist z.B. |z,| > 2. Damit
wird sgn(zp4+1 — @n) = —sgn(zy) und |z,| — oo.

1.3 TImplizite Funktionen

Nachdem wir in der ersten Héilfte des Kapitels das Problem behandelt haben,
Gleichungen der Form y = f(z) nach z aufzuldsen, kommen wir nun auf das
eingangs geschilderte Problem zuriick. Wir wollen also Gleichungen der Form
F(z,z) = 0 nach z auflésen, indem wir Funktionen ¢: z — ¢(z) finden, so daf
F(z,9(z)) =0 ist.

Bei der Funktion F(z,z) = x? + 22 — 1, beispielsweise, wird die Gleichung
F(z,z) = 0 genau durch die Punkte (z,z), die auf dem Einheitskreis liegen,
gelost. Wenn wir z als Funktion von z ausdriicken wollen, so miissen wir drei
Fille unterscheiden:

a) Fiir |z] > 1 gibt es kein passendes z.

b) Fiir |z| < 1 ist die Losung nicht eindeutig bestimmt: mit z ist zugleich
auch —z Losung. Die Losung ist aber lokal eindeutig, denn wenn g stetig
ist, und F(z,g(z)) = 0 in einer Umgebung von z = z* gilt, so ist die
Losung in der Nihe des Punktes (z*, f(z*)) € R? eindeutig. Man wiihlt
einfach den oberen oder unteren Halbkreisbogen.

c) Fiir |z| = 1 sind die Losungen an der Stelle  zwar eindeutig, aber in jeder
Umgebung von x mehrdeutig.

Wir werden folgendes Ergebnis beweisen: g ist eindeutig und eine differen-
zierbare Funktion, falls

OF
0z
gilt. Im Beispiel ist %—I;(m*, 2*) = 2z* # 0 aufser fiir die Punkte (1,0) und (-1, 0).
In der Umgebung dieser Ausnahmepunkte ist die Losung nicht eindeutig.
Nun zum analogen Problem in héheren Dimensionen: Sei im folgenden F' :
U — R™ stetig differenzierbar wobei U C R™ x R™ offen ist. Sei (z*,2*) € U
ein Punkt mit F(z*,2*) = 0. Wir wollen die Gleichung F(z,z) = 0 in einer
Umgebung von (z*,2*) nach z auflésen. Beachte, daf die Gleichung sich auch
in Form des Gleichungssystems

(z*,2%) #0

Fi(z1,...,Zp, 21,-..,2m) =0 furi=1,...,m



9. Oktober 2000 9

schreiben 14ft, wobei die Anzahl m der Unbekannten z; gleich der Anzahl der
Gleichungen ist.
Die Jacobi-Matrix von F' ist eine m x (n + m)-Matrix:

OF1 OF . OF OF

dxq te Oz, : dz1 te OzZm,
DF = : : : : : = (D,F:D,F)
' ' : ' : mxn mxm

oF,, OF, . OFm OF,,

oz v Oxn : 0z1 v 0Zm

Die oben im eindimensionalen erwidhnte Bedingung, dafs die partielle Ab-
leitung von F' nach z nicht verschwindet, wird jetzt durch eine entsprechende
Bedingung an die Determinante der quadratischen Matrix D,F' ersetzt. Der
folgende Satz ist das Herzstiick dieses Kapitels.

Satz 4 (implizite Funktionen) Sei U C R” x R™ offen und F : U — R™
stetig differenzierbar. Sei (z*,z*) € U, so daff F(z*,2z*) = 0. Wenn

det D F(z*,2*) #0

ist, dann gibt es Umgebungen V von x* und W von z*, so daff zu jedem © € V
genau eine Losung z € W von F(zx,z) = 0 ezistiert und so daf die zugehorige
Funktion g : x —> z g : V —— W stetig differenzierbar ist mit

Dg(z*) = =D, F(z*,2*) ' D, F(z*,2").

Bemerkungen 1. Die letzte Gleichung ist also eine Gleichung zwischen
m X n-Matrizen. Im eindimensionalen Fall ist folgt sie daraus, dafs wegen der
Kettenregel und F(z,g(z)) = 0 gilt

0= %F(m,g(w)) = g—i(w,g(m)) + 86—5(56,9(35))9’(35)-

Im Beispiel ist dann ¢'(z*) = —2E (2%, 2*) /& (2%, 2*) = _22;” ==z

2. Der Vektor x kann als Parameter aufgefafst werden, der die genaue Gestalt
der Gleichung F(x, z) = 0 festlegt. Der Satz sagt also: Wenn die Gleichung fiir
ein spezielles £* eine Losung z* hat und die Determinantenbedingung erfiillt ist,
dann lassen sich auch die dhnlichen Gleichungen F'(x,z) = 0 16sen, falls 2 nahe
genug an z* liegt. Aufserdem gibt es in der N&dhe von z* gibt es keine andere

Losungen. Schlieflich hingen die Losungen differenzierbar von z ab.

Beweis. 1. Wir wollen den Satz iiber inverse Abbildungen anwenden. Defi-
niere f: U — R" x R™ : (z,2) — (x, F(z,2)). Die Jacobi-Matrix von f hat

die Gestalt
E, 0
i@ =( o'y pop )

wobei F,, die n-dimensionale Einheitsmatrix ist. Also ist
det Df(z*,2*) = det(E,) - det(D, F(z*, 2*)) = det(D,F(z*,2*)) # 0.

Nach dem Satz iiber inverse Funktionen gibt es Zahlen 17 > 0 und § > 0, so daf
flr,(z=,-+) injektiv ist und [t Ks(f(z*,2*)) — K,(z*,2*) wohldefiniert
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und stetig differenzierbar ist. Wahle Umgebungen V' C Kjs(z*) von z* und W
von z*, so dal V x W C K, (z*,z*).

2. Fiir jedes x € V existiert genau ein z € W so dafs F(z,z) = 0. Betrachte
hierzu den Vektor y = (x,0) € R**™. Dann ist § > ||z — z*|| = ||y — (z*,0)|| =
ly — (=, F(e*, 2")|| = lly — f(z",2")||. Also ist y € K5(f(z",2")). Der Ur-
bildbektor f~1(y) € U hat die Form (&, Z). Es gilt nach Definition von f dann
(z,0) =y = f(%,2) = (%, F(%,2)). Wir erhalten durch Komponentenvergleich
Z = z und F(z,Z) = 0, dh. Z ist eine Losung in W. Sei jetzt Z eine ande-
re Losung mit 2 € W. Dann ist das Paar (z, 2) in K,(z*,2*) und es ist auch
f(z,2) = (z,F(x,2)) = (2,0) = y. Da f auf K, (z*,2*) injektiv ist, gilt 2 = 2.
3. Wir definieren jetzt die Funktion g, die dem Punkt x € V den eindeutig
bestimmten Punkt z € W zuordnet mit F(z,z) = 0. Dann ist g(z) gleich der
zweiten Komponente von f~1(z,0), also ist g(z) = praof to(id, 0)(z), insbeson-
dere ist g stetig differenzierbar. Die Funktion h : © — F(x, g(z)) verschwindet
identisch auf V. Also ist

0= Dh(z*) = D F(z*,2%) + D, F(z*,2*)Dg(x")
und somit
Dg(z*) = —(D.F(z*,2*)) ' D, F(z*, 2%).
|

Beispiel: Wir betrachten die Abhingigkeit von Nullstellen von Polynomen
von den Koeffizienten des Polynoms. Sei af +ajz+...+a} 2" = py-(z) gegeben
und sei z* eine einfache Nullstelle. Dann ist pg«(2*) = 0 und pl,.(z*) # 0. Die
Funktion F : (ao, ... ,an,z) — >, a;z* erfiillt daher 25 (a*, 2*) = pl.(2*) #
0. Wir konnen den Satz anwenden: Es gibt also eine stetig differenzierbare Funk-
tion g : (ao,...,a,) — g(a) = zso dak p,(z) = 0. Sie liefert in einer Umgebung
von (a*, z*) die einzige Nullstelle.

1.4 Karten, TangentialrAume und Extrema mit
Nebenbedingungen

Wir wollen nun noch als Anwendung drei Sétze beweisen, die alle die folgende
Situation betreffen:

Generalvoraussetzung Seim < k,U C R¥ offenund fi,... , fn : U — R
stetig differenzierbare Funktionen. Sei M die gemeinsame Lésungsmenge der
Gleichungen f; =0, i =1,... ,m dh.

M={yeU: fiy) =0}
=1
(Sehr viele Mengen lassen sich auf diese Weise darstellen.) Sei a € M so dafs die
Gradienten Vf;(a),..., Vfy(a) linear unabhéngig sind.

Satz 5 (Existenz von ,Karten®.) Unter der obigen Voraussetzung sei n =
k—m. Es gibt es eine Umgebung V von a, eine offene Menge V in R" und eine
stetig differenzierbare bijektive Funktion ¢ : V. —s V N M. Dabei kann man
erreichen, daf rg Di(z*) = n ist, wobei z* =~ 1(a).
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Beweis. Sei N der lineare Unterraum von R*, der von V fi(a),...,V fn(a)
aufgespannt wird (Normalenraum). Da diese Vektoren linear unabhéngig sind,
ist dim N = m.

1. Fall: Wir identifizieren R*¥ mit dem Produktraum R"™ x R™ und nehmen
zusétzlich an, daf N die spezielle Gestalt

N = {(0, ,0, z1,. .. ,Zm) € R"” X]Rm}
hat. Dann definieren wir die Funktion F' : U — R™ durch

F(z,z) = (fi(z,2),..., fm(z,2)).

Damit wird M = {(z,z) € U : F(z,z) = 0}. Mit (z*, 2*) bezeichnen wir die
Komponenten des Vektors a. Die partielle Ableitungen von F; = f; nach den z;
ergeben sich durch

OF;
62]'

= (VFi(a),entj) = (Vfi(a),entj)-

Da nach Voraussetzung die ersten n Komponenten der Gradienten V f;(a) ver-

schwinden, ist
OF;

’ 621

OF;
ALY

Vfi(a) = (0,...,0 (a) (a))

D.F(a) = ((Vfi(“))"ﬂ)’;:ll::::i”) '

Die Zeilen dieser Matrix sind nach Voraussetzung linear unabhingig. Also ist
der Satz {iber implizite Funktionen anwendbar. Es gibt damit Umgebungen V'
von z* und W von z* und ein stetig differenzierbares g: V. — W derart daf
fiir alle z € V der Wert z = g(z) die einzige Losung von F(z,z) = 0 in W ist.
Sei V = {(x,2) : 2 € V,z € W}. Dann ist V offen und ein Punkt (z,2) € V ist
genau dann in M, wenn F(z,z) = 0 ist, dh. wenn (2, z) von der Form (z, g(x))
ist. Also ist .
VAM={(z,9(z)) 12 € V} = 0(V),

wobei ¢(z) = (2, g(z)). Damit ist 1) : V — V N M bijektiv und stetig differen-
zierbar.

Die Funktionalmatrix von ¢ hat n Spalten und als ersten Teil die Einheits-
matrix in n Dimensionen, also hat sie den Rang n.

2. Den allgemeinen Fall fiihren wir mittels Koordinatentransformation auf
Fall 1 zuriick.

Wiihle eine ON-Basis (b, ... ,b,) von N*-. Wihle eine ON-Basis (bp11,- - » bnim)
von N und betrachte den Vektorraum-Isomorphismus B : R? x R — R¥ mit
B(e!) = b; fir 1 < i < k. Dann ist N* der Raum der Vektoren der Form
B(z,0) und N der Raum der Vektoren B(0,z). Wir ersetzen jetzt U durch
U = B Y(U), und die Funktionen f; durch f; = f; o B. Dann ist M = B~(M)
die Losungsmenge der Gleichungen f; = 0. Ferner ist Vﬁ-(y) = Vfi(By) o B
nach der Kettenregel, also

Vfi(a:,z)-ej = V(inB)(l‘,Z)-ej = VfZ(B(a:,z))Bej
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Sei nun (z*,z*) so dak B(z*,2*) = a. Dann verschwindet an dieser Stelle fiir
j < n dieses Skalarprodukt wegen b; € N-+t. Also ist Vfi(:r*,z*) ein Vektor
der Form {(0,...,0,21,...,2y)}. Ferner ergibt sich, dak die Funktionalmatrix
(g—fj_ (x*,2*)) gerade die Koeffizientenmatrix der linear unabhéngigen Vektoren
Vfi(a),...,Vfn(a)) beziiglich der Basis (by+1, ... ,bntm) von N ist. Damit ist
die Matrix nicht singuliir und die Gradienten V f;(z*, z*) sind linear unabhingig.
Also sind alle Voraussetzungen aus Fall 1 fiir die f; erfiills.
Nach Fall 1 gibt es eine stetig differenzierbare, bijektive Abbildung ¢y : V —
M NV. Die Abbildung 1) = B oy : V — B(M NV) ist dann die gesuchte
Funktion. Die Aussage iiber den Rang von D ergibt sich mit der Kettenregel,
da Multiplikation mit der zu B gehtrenden Matrix den Rang einer Matrix erhélt.
|

Satz 6 (Charakterisierung des Tangentialraums) Sei N der von den Vek-
toren V fi(a),...,Vfn(a) aufgespannte Raum. Ein Vektor v ist genauw dann in
N=L, wenn es eine Kurve «y : (—e,e) — M gibt mit v(0) = a und ~'(0) = v.

Beweis. 1. Sei v = 7/(0) fiir eine stetig differenzierbare Kurve v : (—¢,¢) —
M mit v(0) = a. Dann gilt f;(y(t)) = 0 fiir alle ¢, also 0 = (f; o v)'(0) =
(V£:(7(0)),~'(0)) = (Vf;i(a), v). Daher ist v € N+

2. Sei v € N1. Zu zeigen ist die Existenz einer Kurve v mit v(0) = a, 7'(0) =
v, v:(—€,&) — M. Sei ¢ wie im vorigen Satz. Dann ist f; o 1(x) = 0 fiir alle
x € V. Alsoist V(f;o9) =0 und (Vf;(a), Dy(z*)w) =0 fiir alle w € R™. Also
Dy(z*) w € Nt fiir alle w € R*. Wegen dim N+ = n und Rang Di(z*) = n
ist also D¢(z*) : R® — N surjektiv, dh. es existiert zu v € N+ ein Vektor
w € R so dak Dy (z*)w = v. Die Kurve v(t) := ¢(z* + t - w) erfillt also
~v'(0) = Dy(z*) - w = v. [ |

Definition 1 Der lineare Raum
T.M = {+'(0) | v: (—e,e) — M stetig differenzierbar mit v(0) = a}

heifst Tangentialraum oder Raum der Tangentialvektoren von M im Punkt
a. Ein Vektor aus N der Linge 1 heiffit auch Normale oder Normalenvektor
an M in a.

Schliefslich erhalten wir eine einfache Begriindung der Technik der ,Lagrange-
Mulitplikatoren®.

Satz 7 (Lokale Extrema unter Nebenbedingungen) Sei h: U — R eine
weitere stetig differenzierbare Funktion, die im Punkt a € M ein lokales Extre-
mum unter den Nebenbedingungen f; = 0 hat (dh. es gibt eine Umgebung W von
a so, daff h(a) > h(y) fir alley € MNW oder h(a) < h(y) fir alley € MNW).
Dann existieren Zahlen Aq,..., A, € R (,Lagrange-Multiplikatoren®) so
daf V h(a) =30, \iV fi(a).

Beweis. Sei v € N beliebig. Wihle eine Kurve v nach dem letzten Satz
mit v(0) = a, ¥'(0) = v, Dann hat h o v ein lokales Extremum fiir ¢ = 0 weil
v(t) € M ist fiir alle t. Daraus folgt 0 = (hov)'(0) = (Vh(a),v'(0)) = (Vh(a),v).
Dies gilt fiir alle v € N+, Daher ist Vh(a) € N+t = N, dh. Vh(a) ist eine
Linearkombination von den V f;(a). [ |



Kapitel 2

Integration stetiger
Funktionen mit kompaktem
Trager

In weiteren Verlauf dieses Skripts haben wir folgende Ziele:
a) Definiere [, f(z)dz fiir moglichst viele Funktionen f : R* — R
b) Definiere vol,,(A) fiir moglichst viele Mengen A
¢) Berechnungsregeln, Beziehung zur Differentialrechnung

Die Darstellung ist so angelegt, daf Verallgemeinerungen (Ausdehnung auf
andere Grundrdume und andere Inhaltsbegriffe (,Mafe* )) leicht moglich wer-
den.

2.1 Ein Satz iiber parameterabhingige Integrale

Der folgende Satz iiber eindimensionale Integrale benutzt die Tatsache, daf man
bei gleichméfkiger Konvergenz Integral und Grenzwert vertauschen kann. Spéater
werden wir den Satz von der majorisierten Konvergenz beweisen, der dann auch
zu entsprechenden Verschirfungen dieses Abschnitts fiihrt.

Satz 8 Seien I = [a,b] ein Intervall und Q C R™ eine kompakte Menge. Sei
f:Ix@Q — R stetig. Definiere fiirt € @

b
F(t) ::/ fz,t) dz.
Dann gilt:
a) Die Funktion F ist stetig auf Q.

b) Wenn Q = [c,d] auch ein Intervall ist und 2 f(z,t) : Ix I, — R ezistiert
und stetig ist, dann ist F stetig differenzierbar und es gilt
e,
F'(t) = af(a:,t) dz.

a

13
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Beweis. a) Weil I x @Q kompakt ist, ist f gleichméiRig stetig, d.h. zu jedem
€ > 0 existiert ein 6 > 0, so daft

alle zel, t,t' eQ

|f(z,t) = f@™ )] <e fir Lo W) — (@ )] > 0

Sei jetzt (t,) eine Folge mit ¢, — t. Setze

on(1) = f(z,t0), @(z) = f(,1).

Dann gilt fiir |, —t| < 0 auch sup,c;|¢n(x) — ()| < €. Also konvergiert die
Funktionsfolge (¢,) gleichméfig gegen ¢. Es folgt

F(t,) = /ab f(z,t,)dz = /ab on(x)de — /ab p(z)dz = F(t).

b) Wéhle analog zu € > 0 ein § > 0 mit

0

|a 0 f(z,t)| <e fiir alle z,¢,¢' mit ||(z,t) — (z,t')|| < 4.

f(:L’,t)— a

Dies ist moglich, weil % f auf I x @ gleichméRig stetig ist. Sei wieder (¢,) eine
Folge mit t, — t. Sei |t, — t| < ¢ fiir alle n > N. Wir wollen zeigen, daff
A F = w konvergiert. Es ist

A, F tnl— . (/ab flz, ty)de — /ab f(w,t)dm)

b
[ ftn) = et
Y ty — ¢

b b .
- [ Ffatia)a

nach dem Mittelwertsatz, wobei |t* (z) — t| < |t, — t| < §, also

i,
N

b9 0
[ 5t etit@) = 5 s
e(b—a)

AN

fiir alle n > N und damit

b9
lim A, F = 5 fz, t)dt.

n—o0 a
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2.2 Mehrfache Integrale fiir stetige Funktionen
Seien I1,..., I, Intervalle, I; = [a;,b;], f:R™ — R stetig.

Dann definieren wir

bm b1
/ / flzy,. .. zm) doy .. depy, (2.1)

rekursiv durch sukzessives Integrieren iiber die einzelnen Variablen.

Ausfiihrlicher: Bei festgehaltenem (zs,... ,2,,) € Iy X ... X I, betrachten
wir das eindimensionale Integral bzgl. z; :

b1

Fl(m%"')xm): f(xlax%"':mm) dxl-
a1

Die neue Funktion F) ist nach dem Satz iiber parameterabhéingige Integrale
stetig in (z2,- -+ ,Zm)- Also kann man

b2
Fy(xs3,... o) :/ Fi(x2, 3, ... ,Ty)dxs

2

fiir alle (z3,... ,2m) € Is x...X I, berechnen. So fahrt man fort, bis man durch
Integrieren bzgl. x,, die Zahl (1) erhélt.

Eine Menge der Form @Q = I; x ... x I, heifit achsenparalleler kompakter
Quader. Man schreibt auch einfach

/ flzy,. ... &) doy .. dzy,
Q

oder noch kiirzer [, f(z)d"z bzw. [, f(z)dz.

Satz 9 Es kommt nicht auf die Reihenfolge der Integrationen an, d.h. firm = 2

gilt
/Cd/abf(w,wdx dyz/ab/cdf(w,y) dy do

und allgemein fiir jede Permutation o € Sy,

/ fda:l...da:m:/
Im I I

Beweis. Fiir m = 2 : Setze ¢(z,t) = fct f(z,y)dy.
Dann ist ¢(z,¢) = 0 und

v / f dl‘a(l) v dl’a(m)
L)

o(m)

Op B
E(x)t) - f(l‘,t).

Sei weiter
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Dann gilt
b 8()0 b
@’(t):/ E(x,t)dw:/ Fa, t)dt

und daher

/ab/cd f(z,y) dy dz

b
/ o(z,d) de = ®(d) = d(d) — d(c)

_ /Cdfb’(t)dt - /Cd/abf(m,t)dxdt.

Den allgemeinen Fall erhélt man, indem zunéchst benachbarte Komponenten
vertauscht und dann o als sukzessive Vertauschung geeigneter benachbarter Paa-
re darstellt. (Dies ist immer moglich.) [ |

Der Triger einer reellwertigen Funktion auf einem metrischen Raum ist die
kleinste abgeschlossene Menge, aufserhalb derer die Funktion verschwindet:

supp f = {z|f(z) # 0}.

Wenn eine Funktion auf dem R™ auferhalb einer beschrénkten Menge ver-
schwindet, ist ihr Triger also kompakt. Sei

C.(R™) := {f € C(R™) | supp f kompakt}.

Fiir f € C.(R™) sei @ = I X ... X I;, ein Quader mit supp f C . Wenn
dann @ = I x ... X I, ein groferer Quader ist (d.h. I}, C I,), so ist

/Qf(a:)d”a::/éf(:r)d”:r

Denn bei eindimensionalen Integralen kann man die Teilintervalle, auf de-
nen der Integrand verschwindet, beim Integrationsbereich weglassen. Aus der
sukzessiven Definition des Integrals folgt dann auch die analoge Aussage fiir
Quader.

Also definieren wir einfach
f@ys = [ fw)is,
Rm™ Q

wobei () irgendein Quader ist mit supp f C @ und die spezielle Wahl von @
keine Rolle spielt.

Spezialfall: Funktionen von Produktform. Sei

e, ... xm) = filwr) - f(zy) mit  fi € C.(R).

o fdx= (/}R fl(:rl)darl) (/R fm(a:m)d:rm).

Beweis. Fiir m = 2 : Weil man Konstanten aus eindimensionalen Integralen
herausziehen kann, gilt

/R/Rf(”*y) dr dy = /Rf2(y) /Rfl(m) iz dy

= (/Rfl(m) dz) (/sz(y) day).

Dann gilt
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Allgemeiner Fall: sukzessives Wiederholen des Arguments. ]
Wir notieren die folgenden einfachen Eigenschaften des Integrals
Satz 10 Fir alle a,b € R, f,g € C.(R) gilt
a) [olaf +bg)(x) dv=a [, f(z) dv+b [,9(z) dv (Linearitit)
b) Aus f(z) < g(z)Vx € Q folgt

/ f(z) dz S/ g(z) dz (Isotonie)
Q Q
¢) Insbesondere gilt

(inf f(@)- 0] 1] < /Qf(w) e < (sup @) 1 |D|

Beweis. Dies folgt aus den entsprechenden Eigenschaften des eindimensio-
nalen Integrals. ]

Satz 11 (Dini). Sei (f,) eine monotone Folge stetiger Funktionen auf einer
kompakten Menge K in einem metrischen Raum mit fp(z) — f(z) Vz € K.
Ist dann auch f : K — R stetig, so konvergiert f,, — f gleichmdfig auf K.

Beweis. 1. Fall: (f,) monoton fallend. Es sei € > 0. Betrachte die Menge
Kn = {a|fa(z) - f(z) > €}
Diese Menge ist abgeschlossen und in supp fU supp f, enthalten. Also ist sie

kompakt. Ferner gilt K,,11 C K, weil f,11(x) < fa(x). Wegen fr,(z)— f(z) —
0 ist jedes  nur in endlich vielen K, enthalten, d.h. es ist

K,=0.

13

Da die K, kompakt sind gibt es sogar ein ng € N mit

no
ﬂ Kp,=Kp =0.

n=1
Daher gilt
f(@) < fal@) < fz)xe Vn >no,
dh. ||fn—fllo <€ fiir alle n > ng
2. Fall: analog (f,) wachsend. [ |

Folgerung 1 Sei QQ ein kompakter Quader. Seien fn,f € C.(R™), sei (fyn)
monoton fallend und lim,,_,, f,.(x) < f(z) fir alle z € Q. Dann gilt

n—o0

lim an(:n) dz < /Qf(a:) dx.



9. Oktober 2000 18

Beweis. Wir betrachten die Funktion fn = max(f,, f). Offenbar ist f stetig
und es gilt fy(z) | f(z) fiir alle z € Q. Nach dem Satz von Dini folgt
sup,ecq fn(z) — f(#) — 0 und daher nach dem vorletzten Satz
n—o0

lim [ fode < lim [ fu(z)de

/Qf(x) L n_mo/f [ dz
< / f(z) dz + lim (Sup(fn - f)($)> (] .. [I(n])
Q n— 00 T

_ /Qf(a:) dz.

2.3 Das Verhalten des Integrals bei affinen Trans-
formationen

Satz 12 Das n-dimensionale Integral is translationsinvariant: Fir jeden Vek-
tor a € R™ und jede Funktion f € C.(R™) gilt

flz+a)dz = flz)dx
R R~

Beweis. Betrachte die Funktion 7,f : © — f(z + a). Dann ist auch 7, f
stetig mit kompakten Trager (ist supp f C @, so ist supp 7.f C @ — a). Die
Behauptung folgt wieder aus der entsprechenden 1-dimensionalen Eigenschaft:

Wir fithren den Beweis zunéchst fiir m = 2.

/R</Rf(a:+a1,y+a2)dm>ddy
/R</Rf(w,y+a2)dm> dy

~ J

F(y+a2)

[ P+ ady = [ Fody [ [ sie,ndedy

Allgemeine m analog durch sukzessives verschieben der Komponenten. ]

Satz 13 Sei A: R™ — R™ linear und nicht singuldr. Dann gilt fur f €
Co(R™) [pn f(Az)dz = |de1—tA| Jon f(2)dz

Beweis. 1. Wenn A nicht singulér ist, ist auch A~! linear und stetig. Weil
f auRerhalb von supp f verschwindet, verschwindet f o A aukerhalb A~ 'suppf
(kompakt), also hat f o A auch kompakten Tréger.
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2. Wenn die Behauptung fiir A und fiir B stimmt, dann auch fiir AB : Sei
g(z) = f(Az). Dann ist

/Rm f(ABz)dz /Rm g(Bzx) dmmTtm/g(a:) dx
1 1 1
|detB|/f(Ax)dx = TdetA| |detB|/f(m)dm

1
= [det AB] /f(”“”)dx'

3. Wir bemerken, dafs jede Matrix Produkt von Elementarmatrizen ist. Die

den Elementarmatrizen entsprechenden Transformationen sind von folgender
Art:

a) Zwei Komponenten werden vertauscht:
P(@1,..c iy s Ty @m) = (T1y o 3Ty s Tiyen , T)-
b) Eine Komponente wird mit einer reellen Zahl multipliziert
Axp(@, .. &g,y Tm) = (T1, .-, ATE, -+, )
c) Ein Vielfaches einer Komponente wird zu einer anderen addiert.
Apga(@i, o Ty Tm) = (1,0, + AT, ., Ty)

a) Fir Vertauschungs-Abbildungen P gilt det P = —1 und daher

1
f(Px)dx = f(z)dr =
R™ (Pa) R™ (@) |det P| Jpm

f(z)dz,
weil es nicht auf die Integrationsreihenfolge ankommt.

b) Im Fall b) konnen wir durch zusétzliche Komponentenvertauschungen auf
den Fall beschrinken, daf die erste Komponente multipliziert wird. Dann ist

/f(A:n)d:n // (/f(ml,@,... ,mm)dw1> des .. day,
/R.../R(ﬁ/kf(xl,...,mmdm)...dxm

1
= m/f(x)d[l} wegen det A = \.

Im dritten Fall kdnnen wir durch Komponentenvertauschungen erreichen, daf
Alx1,... ,zm) = (T1 + AT2,T2,... ,Tiy). Dann ist det A = 1 und wegen der
Translationsinvarianz des innersten Integrals

/f(Am)dm = /R.../R</Rf(m1+)\m2,m2,...,a:m)dm)...dmm
= /.../(/Rf(:rl,:rg,... ,xm)da:1>...d:rm
1

f(z)da

| det A| Rn



9. Oktober 2000 20

Folgerung 2 Das Integral ist rotationsinvariant, d.h. fir orthogonale Trans-
formationen U gilt

fUz)dx = f(z)dx.

R™ R™

Beweis. Aus Ul = U~! folgt 1 = detUdetU? = (detU)? und daher
|detU| = 1. [ |



Kapitel 3

Das Volumen fiir kompakte
Mengen

Wenn man das m-dimensionale Volumen von Teilmengen des R™ definieren will,
soll natiirlich ein kompakter Quader @Q = Iy X --- x I, das Volumen |I1| - - - ||
erhalten. Man konnte dann, von den Quadern ausgehend, zunichst Vereinigun-
gen von Quadern betrachten und dann zu komlizierteren Mengen iibergehen. Die
folgende Definition geht einen etwas anderen Weg. Sie fiihrt das Volumen fiir
kompakte Mengen direkt auf das Integral von stetigen Funktionen mit kompak-
tem Trager zuriick. Wir konnen dann mit Hilfe des sogenannten Cavalieri-schen
Prinzips das Volumen einfacher geometrischer Objekte ausrechnen, bevor wir die
etwas kniffligere Definition des Volumens fiir allgemeinere Mengen im néchsten
Paragraphen diskutieren.

Definition 2 Sei K eine kompakte Teilmenge des R™. Dann definieren wir ihr
Volumen vol,, (K) durch

Vol (K) :inf{ flx)dz : feC.(R"),1x < f}

RmMm

Bemerkungen. 1. Wir werden weiter unten sehen, daf dies speziell fiir
Quader mit dem oben angegebenen Ausdruck iibereinstimmt.
2. Die folgende Bemerkung ist nicht wesentlich fiir das Versténdnis des Rest des
Skripts. Die Beweise der im folgenden ersten allgemeinen Teil dieses Kapitels
hergeleiteten Eigenschaften des Volumens benutzen vom Integral nur die (schon
bewiesene) Eigenschaft, daf die Abbildung I : C.(R™) = R, f = [. f(z) dz
linear und isoton ist. Im Anhang verwenden wir diese Tatsache fiir einen Beweis
des sogenannten Rieszschen Darstellungssatzes.

3.1 Allgemeine Eigenschaften

Natiirlich folgt aus der obigen Definition, dafs fiir jede kompakte Menge eine
Folge (fn) in C.(R™) existiert mit 1x < f, fiir alle n, deren Integrale von oben
gegen vol, (K) konvergieren. Wir zeigen jetzt mit Hilfe des Satzes von Dini, daf
dies sogar fiir jede Folge (f,), die monoton fallend gegen 1k konvergiert, gilt.

21
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Wir schreiben f,, | 1k, wenn (f,(z)) fiir jedes z monoton fallend ist und fiir
x € K gegen 1 und fiir z ¢ K gegen 0 konvergiert.

Satz 14 Sei (f,) eine Folge von Funktionen aus C.(R™) mit f, | 1x. Dann
gilt

Beweis. 1. Aus f, > 1k folgt, daf das Integral der Funktion f,, als Element
der geschweiften Klammer in der Definition vorkommt. Also ist vol,, (K) <
limp oo fom fn() de.

2. Umgekehrt sei g € C.(R™) irgendeine Funktion mit g > 1x. Wir miissen
zeigen, dafs

im [ fule) do < / o(z) de,

n—o0 [pm

denn dann ist der Grenzwert auch kleiner oder gleich dem Infimum in der De-
finition von wvol,,(K) also auch kleiner oder gleich vol,,(K) selber. Sei @) ein
kompakter Quader, der die Menge supp f1 Usupp g enthilt. Dann verschwinden
alle beteiligten Funktionen auferhalb von Q). Wegen der Stetigkeit kdnnen wir
die Folgerung des Satzes von Dini anwenden und erhalten die Behauptung.

|

Als néchstes stellt sich die Frage, ob zu jeder gegebenen kompakten Menge
eine solche Funktionenfolge (f,) existiert.

Satz 15 Fir jede kompakte Menge K C R™ gibt es eine Folge (f,) in C.(R™)
mut fn J, 1x.

Beweis. Wir wihlen ein £ > 0 und irgendeine Folge (p,,) stetiger Funktionen
von Ry in sich, so dafs ¢,(0) = 1 und p(a) = 0 fir & > € und schlieflich
n(a) | 0 fiir alle @ > 0. Dann setzen wir einfach f,,(z) = ¢n(dist(z, K)). Die
Folge (f,) fallt tatséchlich monoton. Die f, nehmen auf der Menge K den Wert
1 an und verschwinden fiir alle  mit dist(z, K) > ¢, also sind sie in C.(R™).
Fiir z ¢ K haben wir wegen der Abgeschlossenheit von K auch dist(z, K) > 0,
d.h. f,.(z) | 0. Zusammen ergibt sich die Behauptung. [ ]

Wir studieren nun einige einfache Eigenschaften der Volumenfunktion auf
den kompakten Mengen. Offensichtlich ist vol,, (#) = 0, denn 15 = 0 € C.(R™),
also kommt [ 0dz = 0 ab Element der Klammer in der Definition von vol,,(0)
vor. Einfach ist

Satz 16 Das Volumen vol,, ist monoton: Sind K und L zwei kompakte Mengen
mit K C L, dann ist voly, (K) < voly,(L).

Denn je grofer die kompakte Menge, desto weniger Funktionen gibt es, die
die zugehorige Indikatorfunktion majorisieren, und desto grofer ist daher das
Infimum {iber die Integrale iiber diese Funktionen in der Definition von vol,,.

Wichtig sind die beiden folgenden Sétze.
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Satz 17 Das Volumen ist modular, d.h. fiir zwei beliebige kompakte Mengen
K, L gilt
0ol (K U L) + vol,, (K N L) = volp, (K) + voly, (L).

Insbesondere ist vol,, additiv, d.h. fir je zwei disjunkte kompakte Mengen gilt
0ol (K U L) = vol,y, (K) + voly, (L).

Beweis. Wir wihlen zwei Folgen (fy,) und (gp) in C.(R™) mit f,, | 1x und
gn 4 11. Dann gilt

max(fnagn) J/ max(lK, ]_L) — 1KUL

und analog
min(fn, g,) § min(1g,1r) = Ixnr.

Ferner ist fiir je zwei reelle Zahlen a,b stets max(a, b) + min(a, b) = a + b, also
auch max(f,,gn) + min(fn, gn) = fn + gn. Damit kann man die Modularitéts-
formel auf die Linearitit des Integrals zuriickfiihren.

Wenn die beiden Mengen disjunkt sind, folgt nun die Additivitdtsformel aus
volp, (K N L) = vol,, (0) = 0. [

Ferner gilt die folgende Stetigkeitseigenschaft des Volumens.

Satz 18 Die Volumenfunktion vol,, auf den kompakten Mengen ist nach unten
o-stetig, d.h. fir jede monoton fallende Folge (K;) kompakter Mengen gilt

o0
vol,, (ﬂ Kl> = llifrolo voly, (K).

=1

Beweis. Sei (K;); monoton fallend und K der Durchschnitt (1,2, K;. Aus
der Monotonie folgt vol,, (K) < lim;_ o v0ly, (K7).
Der folgende Trick fiir den Beweis der umgekehrten Ungleichung wird uns dhn-
lich spéter wieder begegnen. Es gilt 1k, | 1x. Nach Satz 15 kénnen wir fiir
jedes I eine Folge (f!), in C.(R™) finden, so daR f | 1g, fiir n — oo. Fiir jedes
n € N betrachten wir die Funktion

fn :min( rlu >fr?)

Einerseits gilt f) > 1, > 1k, fiir alle I < n und damit ist auch f,, > 1, und

fu(z) dz > vol,, (K,)
Rm

fiir alle n. Andererseits héingen fiir festes [ die f, monoton fallend vom unte-
ren Index ab, es gilt also f,11 < fn. Wegen f, < fL fiir alle n > [ gilt 1x <
lim, f} = 1k, fiir jedes [, also f,, | 1x und somit voly, (K) = lim, [5,. fn(z) do >
lim,, vol,,, (Ky,). [ ]



9. Oktober 2000 24

3.2 Konkrete Volumenberechnungen

Das einfachste Verfahren zur konkreten Volumenberechnung beruht wie die De-
finition des Integrals am Anfang des Kapitels auf sukzessiver Integration der
einzelnen Variablen. Der folgende Satz gibt eine Variante dieses Prinzips. Er ist
ein Spezialfall des spéater zu beweisenden Satzes von Fubini.

Satz 19 (Cavalieri-sches Prinzip) Sei [a,b] ein kompaktes reelles Intervall und
K C[a,b]xR™ eine kompakte Menge. Fiir jedes t € [a,b] betrachte die (automa-
tisch kompakte) Schnittmenge Ky = {x € R™ : (t,z) € K}. Wenn die Funktion
t = voly, (Ky) stetig auf dem Intervall [a,b] ist, dann gilt

b
00l y1(K) :/ 00l (Ky) dt.

Beweis. Sei ¢ > 0. Indem wir die Funktion ¢ + vol,,(K;) aufierhalb des
Intervalls schnell genug gegen 0 abfallen lassen, kdnnen wir sie zu einer stetigen
Funktion ¢ € C.(R) fortsetzen mit

b b
/ vl (Ky) dt < / o(t) dt < / vl (Ky) dt + .
a R a

Wir wissen, daf es eine Folge (f,,) von Funktionen in C.(R™*1) gibt mit f,(t,z) |
1x(t,z). Dann gilt fiir jedes einzelne ¢, daf die Schnittfunktionen f,(¢,) : z —
fu(t,z) auch monoton gegen 1k, fallen, wobei K; = () fiir ¢ ¢ [a, b]. Wir setzen
On(t) = [om fn(t, ) dz fiir alle reellen ¢. Also gilt lim,, ¢, (t) | voly, (Ky) = ¢(t)
fir alle ¢ € [a,b] und @, (t) J vol,(B) = 0 < @(¢) fiir t ¢ [a,b]. Nach Definition
des Integrals von f, sind die Funktionen ¢,, stetig und es gilt

0olpy1(K) = lim falt,z)dxdt = lim [ @, (t) dt
n—oo Rm+1 n—oo R
Nach der Folgerung zum Satz von Dini kann man diesen Grenzwert nach oben
abschétzen durch Integration iiber [a, ]

b

im [ pn(t) dt < /

n—o0 a a

b b
o(t) dt = / vol (Ky)dt

und nach unten durch

b
/ p(t) dt < lim VOl (K3 )dt + €.
R

n—o0 a

Daraus folgt die Behauptung. ]

Als triviales Beispiel ergibt sich hieraus induktiv die eingangs erwéhnte For-
mel vol,, (I; X ---x I;,) = |I1]- - - |In|- Flir andere Anwendungen dieses Prinzips
ist ein zusétzliches Hilfsmittel niitzlich: Aus dem Transformationsverhalten von
Integralen bei affinen Abbildungen kénnen wir natiirlich auch eine analoge Aus-
sage fiir Volumina kompakter Mengen folgern.

Satz 20 Sei A : R™ — R™ eine nichtsinguldre lineare Transformation und
y € R™ ein Vektor. Dann gilt fir jede kompakte Menge K die Beziehung

00l (AK + y) = |detA| volp, (K).
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Beweis. 1. Wir wihlen wieder eine Folge (fy,) in C.(R™) mit f, | 1x. Dann
gilt auch f, 0 A1 (z) = fo(A12) | 1x(A12) = 14k(2) fiir alle z € R™.
Ferner ist f, o A~ € C.(R™). Also folgt

00l (AK) lim fo(A7 ) dz = lim

n—oo Jp n%mm Rm

fu(z) dx
= lim |detA] fo(z) dz = |detAlvol,, (K).
n—oo Rm™

2. Es bleibt die Aussage vol,, (L +y) = vol,, (L) fiir alle Kompakta L und alle y
zu beweisen, was analog zum ersten Beweisschritt auf die Translationsinvarianz
des Integrals zuriickgefithrt werden kann. ]

Als Beispiel ergibt sich etwa das Volumen einer Kugel.

Satz 21 Firr > 0 sei Kp(r) = {& € R™ : ||z|| < r} die Kugel mit Radius
r. Sei T = volp (K (1)). Dann gilt voly, (K (1)) = r™ 1, und es ist fir alle
E>1

7Tk 2k+1 .
- drope: — =
T2k Ak una T2g+1 1-3---(2k+1)7r
oder gleichbedeutend fir alle m > 1
_ ,n.m/2
Tm = 41

Beweis. 1. Nach dem vorigen Satz ist
Vol (K (1)) = ol (1K (1)) = |det(rI)|voly, (K (1)) = rvoly, (Kn(1)).

2. Nach dem Cavalierischen Prinzip ist

Tm = /1 Uolm—l({flf € ]Rm_l : (t,CE) € Km(l)}) dt

-1

1
= / Volp—1({z € R™ il + o+ <1—12}) dt
-1
1 m—1
- / volyy1 (Kt (VI =) dt = 71 / (Viee)"
-1 -1
Das letzte Integral bezeichnen wir mit ¢,,. Es 14t sich mit der Variablentrans-
formation t = sin z wie folgt umformen:

1

1 2 m—1
o = / (V1 —82)mt gt = / (1—sin*2)"2 cosz dx

1 -

[SIE]

2 m—1 z
/ (cos®z) "= cosx dm:/ cos™ x dx

jus jus
2 2

3 3
2/ cos™ z dr = 2/ sin” x dx.
0 0

Nach Analysis I ist dies gleich 7 [, 2+ fiir m = 2k und gleich 2]}, ST
fiir m = 2k + 1. Insbesondere ist ¢pcm—1 = 2X und somit

2w
™Tm = CmTm—1 = CmCm—1Tm—2 = ETm—Q-
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Auferdem ist der Beginn der Folge gegeben durch 7y = 2,15 = com = 2#% = .
Damit erhalten wir die in der Behauptung angegebenen Formeln fiir 75 und
Tog+1. Die Vereinheitlichung mit Hilfe der Gamma-Funktion ergibt sich dann
aus den Beziehungen T'(k + 1) = k! (dies liefert Ubereinstimmung fiir m = 2k)

und

k
3 1 1 2l+1
F(k+§) = (k+§)F(k+§) =--- —lZOT\/E.
Hier haben wir verwendet, daf I'(3) = /7. Dies liefert die Behauptung fiir
ungerade m. ]

Als Spezialfall ergibt sich also fiir das gewohnliche Volumen der dreidimen-
sionalen Einheitskugel
/2 V"

T3 =

TT(3/2+1) 3/4/7 3

.

Als Motivation fiir den néchsten Paragraphen betrachten wir zum Abschluf
noch ein eindimensionales Beispiel, die Cantormenge C'. Es gibt eine Folge (J,,)y,
von disjunkten offenen Intervallen, derart daf Y-, |J,,| = 1 und das Einheits-
intervall [0,1] die disjunkte Vereinigung von C' mit |J;~ , J,, ist. Wir wollen aus
dieser Beschreibung schliefsen, daf vol; (C') = 0 ist. Das ist mit den bisherigen
Mitteln zwar moglich, aber etwas umstéindlich. Das folgende anschauliche Ar-
gument l&uft aber einfach so: Fiir jedes der offenen Intervalle .J, sollte auch
voly (J,) = |Jn| sein, das Volumen der disjunkten Vereinigung dieser Intervalle
sollte >, woly(J,) = 1 sein, und C' als Differenzmenge von [0, 1] und dieser
Vereinigung sollte als Volumen die Differenz der betreffenden Volumina, also
das Volumen 0 haben. Wir werden im folgenden Paragraphen den Volumenbe-
griff so erweitern, daft diese Schlufiweise unter sehr allgemeinen Bedingungen
gerechtfertigt wird.



Kapitel 4

Fortsetzung zu einem Mals

In diesem Paragraphen werden wir das Lebesgue-Mafd als Fortsetzung des
Volumenbegriffs einfiihren. Gleichzeitig wollen wir die Fortsetzungsprozedur so
formulieren, daf sie zur Konstruktion allgemeiner Mafe anwendbar bleibt. Zu-
néchst betrachten wir o-Algebren. Dies sind die natiirlichen Definitionsbereiche
von Mafen.

4.1 o-Algebren

Definition 3 Sei X eine Menge und F eine Teilmenge der Potenzmenge von
X. Die Elemente von F sind also Teilmengen von X. Dann heifst F eine o-
Algebra uber X, falls folgendes gilt:

a) Es ist X € F,

b) aus A € F folgt, daff auch A° € F ist (A ist das Komplement von A
in X), und

¢) fiir jede Folge Ay, As,--- von Elementen von F ist auch |J,_, A, € F.

Bemerkung: 1. Aus a) und b) folgt, daf auch die leere Menge zu F gehort,
denn es ist ) = X°.
2. Aus b) und c) folgt, da® fiir jede Folge A1, As, - -- von Elementen von F auch
Mo, A, € F ist, denn es gilt zundchst AS € F fiir jedes n wegen b), daher
U,, AS € F wegen c) und schlieflich wegen b) also auch

Insbesondere enthélt F mit je zwei Mengen A, B auch AU B und AN B und
damit wegen b) auch die Differenzmenge A\B = AN B°.

3. Die Potenzmenge P(X) selbst ist die grofte oder umfangreichste o-Algebra
iiber X, dagegen ist das zweielementige Mengensystem {0, X} die kleinste o-
Algebra iiber X.

27
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Satz 22 Ist (F;)ier eine beliebige Familie von o-Algebren iber X, so ist auch

ihr Durchschnitt (\;c; Fi eine o-Algebra iiber X.

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Nachweis der Bedingung c) in der
Definition. Seien Aj, Ay, --- eine Folge von Elementen von ﬂie] F;. Dann ist
also A, € F; fur alle n € N und alle ¢ € I. Fiir festes i € I folgt dann auch
Unen An € Fi weil F; eine o-Algebra ist. Dies gilt fiir jedes ¢, also ist | J,, o An €

iel Fi- u
Dieser Satz erlaubt die folgende Definition.

Definition 4 Sei £ irgendein System von Teilmengen von X . Der Durchschnitt
aller o-Algebren, in denen £ enthalten ist, heifst die von & erzeugte o-Algebra
und wird mit o(E) bezeichnet.

Bemerkungen 1. Diese Begriffsbildung ist also dhnlich wie der von einer
Menge E von Vektoren in einem Vektorraum V' erzeugte Vektorraum: Er ist
der kleinste Vektorraum, der alle Vektoren aus E enthilt, oder auch der Durch-
schnitt aller Unter-Vektorrdume von V', die E umfassen. Wihrend man aber die
Elemente dieses Vektorraums explizit als die Menge aller Linearkombinationen
von Elementen von E darstellen kann, ist eine solche explizite Darstellung der
Elemente von ¢(€) durch die Elemente von & i.a. nicht méglich (héchstens unter
Zuhilfenahme der sogenannten transfiniten Induktion).

2. Aus der Definition folgt: Sind zwei Mengensysteme &1, derart, daft
& C o(&) dann ist auch o(&1) C o(&2) denn die o-Algebra o(&;) ist nach
Voraussetzung eine der o-Algebren, deren Durchschnitt o (&) ist. Insbesondere
gilt: Je grofer ein Mengensystem, desto grofier die von ihm erzeugte o-Algebra.

Beispiel. Sei Q das System aller kompakten Quader im R™. Dann ist jede
offene Menge U C R™ ein Element der o-Algebra o(Q).

Beweis. Jeder Punkt z € U liegt in einem Quader der Form @ = [ry, s1] X

- X [Tym, Sm] mit rationalen Zahlen r;, s;, so daff auch noch der ganze Quader
Q@ in U enthalten ist. Die Menge aller in U enthaltenen Quader mit rationalen
Seiten ist abzihlbar, also gibt es eine Folge (@), von kompakten Quadern mit
U=U,_,Qn Weil Q, € Q C 0(Q) ist und o(Q) eine o-Algebra ist, ist auch
Ue€oa(Q). [

Eine o-Algebra hat viele verschiedene Erzegendensysteme.

Satz 23 Die folgenden vier Mengensysteme im R"™, ndmlich

das System Q aller kompakten Quader,

das System IC aller kompakten Teilmengen

das System O aller offenen Teilmengen

das System A aller abgeschlossenen Teilmengen

erzeugen alle die gleiche o-Algebra, d.h. es ist 0(Q) = o(K) = o(0) = o(A).

Beweis. Aus der Kette Q C K C A folgt auch 0(Q) C o(K) C o(A). Weil
jede abgeschlossene Menge als Komplement einer offenen Menge in o(O) liegt,
ist A C 0(O) und nach dem Beipiel oben ist O C o(Q). Aus diesen beiden
Inklusionen folgt dann auch o(A) C 0(O) C o(Q). [ |
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Definition 5 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei O(X) das System aller offe-
nen Teilmengen von X . Die von O(X) erzeugte o-Algebra heifit Borel-o-Algebra
von X und wird mit B(X) bezeichnet. Ihre Elemente nennt man die Borel-
Mengen von X.

Man kann also, ausgehend von offenen und abgeschlossenen Mengen nach
Herzenslust abzidhlbare Vereinigungen, Durchschnitte und Komplemente bilden,
ohne je den Bereich der Borel-Mengen zu verlassen.

4.2 Malde

Definition 6 Sei X eine Menge und F eine o-Algebra iber X . Dann heifit eine
Abbildung p : F — [0,00] ein MaRy, wenn u(0) = 0 gilt und p o-additiv ist, d.h.
wenn fir jede Folge von disjunkten Mengen F,, € F gilt

K (U Fn) :ZN(Fn)-

Definition 7 Ist X eine Menge und F eine o-Algebra auf X, so heifst das Paar
(X, F) ein mefibarer Raum. Ist weiter p ein Maf$ auf F, so heifit das Tripel
(X, F,n) ein Maflraum. Die Elemente von F heiffen mefibare Mengen.

Wir sammeln zunéchst einfache Eigenschaften von Mafien.

Bemerkungen 1. Die Bedingung p(0) = 0 folgt automatisch aus der o-
Additivitat, wenn es irgendeine Menge A € F gibt mit u(A) < oo, denn wenn
man F; = A und F,, = 0 fiir n > 2 wihlt, so folgt p(A4) = w(A4) + X", u(®)
und dies ist nur moglich wenn p (@) = 0.

2. Ein Ma# ist auch endlich additiv: Wenn A und B disjunkt sind. so ist u(A U
B) = u(A) + p(B), denn man braucht nur F; = A, F» = B und F,, = 0 fiir
n > 3 zu wihlen. Daraus folgt weiterhin, dafs ein Maf monoton ist, denn ist
A C B soist u(B) = p(AU (B\A)) = pu(A) + p(B\A) > u(A).

3. Ein Maf ist subadditiv: Fiir je zwei nicht notwendig disjunkte Mengen A, B
in F gilt p(AUB) < p(A)+p(B); denn wegen der Additivitédt und der Monotonie
gilt

AU B) = p(AU (B\A)) = p(4) + u(B\A) < u(4) + p(B).

Wir schreiben A4, T A wenn die Mengen-Folge (A,,) monoton wachsend ist
mit Vereinigung A; analog wird A,, | A definiert.

Satz 24 a) Ein Maf ist nach oben o-stetig: Aus A, € F mit A, T A folgt

p(An) = p(A).
b) Ein Maf ist nach unten o stetig: Aus A, € F mit A, | A und p(A;) < o0

folgt p(An) — p(A).
¢) Ein Maf ist o-subadditiv: Fir jede Folge von nicht notwendig disjunkten

Mengen A, € F gilt
17 (U An> <> u(An).
n=1 n=1
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Beweis. a) Wir betrachten die Mengen F; = A; und F,, = A,\ A, fir
n > 2. Die F,, sind disjunkt und es gilt A, = |J;_, F, fiir jedes n € N, also
wegen der endlichen Additivitdt p(A,) > ,_; p(Fy). Damit ist

(G0) (35

k=1 k=1

1(A)

= Jgr;o;u(Fk)r}ggou(An)-

b) Wir setzen B,, = A;\A, und B = A;\A. Dann gilt B, T B und in A; =
A, UB, = AU B sind die Vereinigungen jeweils disjunkt. Daher gilt u(A4) +
w(B) = u(Ay) + p(By) fiir jedes n. Wegen a) gilt u(B) = lim,, u(B,) also auch
u(A) = limy, pu(A,). Beachte, daft wegen der Voraussetzung p(A;) < oo alle
beteiligten Zahlen endlich sind.

c) Wir setzen Cy = |J_, A,,. Die Subadditivitit liefert u(Cn) < SN, u(Ay).
Mit Teil a), angewendet auf die Cn, folgt die Behauptung fir N — oc. ]

Definition 8 Wir nennen eine Menge N € F mit u(N) =0 eine Nullmenge
oder genauer eine p-Nullmenge.

Aus der o-Subadditivitdt folgt, daf die Vereinigung von abzdhlbar vielen p-
Nullmengen wieder eine p-Nullmenge ist. Die Nullmengen sind deshalb niitzlich,
weil man fiir die meisten Zwecke ignorieren kann, was auf ihnen passiert.

Unser Ziel ist der Nachweis, daf die Volumenfunktion wol,, auf den kom-
pakten Mengen zu einem Maf auf einer die kompakten Mengen enthaltenden
o-Algebra L™ iiber R™ fortgesetzt werden kann. Dann ist notwendig auch
B(R™) C L™, diese Fortsetzung enthélt also insbesondere die Definition des
Volumens beliebiger Borel-Mengen B € B(R™). Wegen der Additivitat in einer
Dimension auch das Maf von offenen und halboffenen Intervallen ist gleich ihrer
Lange, also ist das am Ende des letzten Paragraphen angegebene Argument fiir
voly (C') = 0 korrekt.

Der zentrale Fortsetzungssatz fiir das Volumen lautet
Satz 25 Fur beliebige Teilmengen A von R™ setze
AT (A) = sup{vol, (K) : K kompakt, K C A}.
Sei ferner
LT ={ACR" : AMKNA)+A*(K\A) =vol,,(K) falls K kompakt} .

Dann ist L™ eine o-Algebra iber R™ und die Funktion \™ = )xi”wm ist ein
Maf$ auf L™, welches die Volumenfunktion vol,, von K fortsetzt.

Definition 9 Das durch diesen Satz gegebene Maf$ heifst das m-dimensionale
Lebesgue-Maf. Die o-Algebra L™ heifst die o-Algebra der Lebesgue-mefibaren
Mengen. Die Funktion A" auf der Potenzmenge von R™ heifit das vom Lebesgue-
Mapf induzierte innere Mapf.
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Bevor wir den Beweis im néchsten Abschnitt durchfiihren, machen wir noch
ein paar einfache

Bemerkungen 1. Wegen der Monotonie von voly, ist A" (K) = AP*(K) =
voly, (K) fir alle K € K.
2. Zu jeder Menge A € L™ gibt es nach Definition von A7 bzw. A™ eine (0.B.d.A.
wachsende) Folge (K,,) kompakter Teilmengen von A mit A™(K,) — A™(A).
Ist zusitzlich A (A4) < oo, so folgt daraus fiir die Menge A = (J°7, K,,, daR
A7 (A\A) = pu(A) — lim, u(K,) = 0. Also unterscheidet sich A nur auf der A™-
Nullmenge N = A\ A von der Menge A.
3. Da man den R™ durch eine Folge @,, kompakter Quader iiberdecken kann,
ist jede Menge A € L™ mit A™(A) = oo Vereinigung der Mengen A N Q,,, die
jeweils endliches Mafs haben. Wenn wir die vorige Bemerkung auf diese Men-
gen anwenden und beachten, daf eine abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen
eine Nullmenge ist und dafs zweitens kompakte Mengen Borelsch sind, erhalten
wir: Jedes A € L™ unterscheidet sich nur auf einer A™-Nullmenge von nneiner
Teilmenge A € B(R™) von A. Die beiden o-Algebren £™ und B(R™) sind also
nicht sehr verschieden beziiglich des Lebesgue-Mafes.
4. Offenbar ist jede einpunktige Menge im R™ eine Nullmenge, denn sie ist ent-
halten in Quadern von beliebig kleinem Volumen. Also ist auch jede abzihlbare
Menge wie etwa die Menge " aller Vektoren mit rationalen Komponenten eine
Nullmenge, obwohl Q™ dicht im R™ ist.

4.3 Beweis des Fortsetzungssatzes

Dieser Abschnitt wird erst wieder im Anhang bendtigt. Er dient nur zum Recht-
fertigung der Definition des Lebesgue-Mafes. Das wesentliche Argument hat
aber nichts mit der Struktur des R™ zu tun. Der Beweis des Fortsetzungssatzes
beruht auf der o-Stetigkeit nach unten und der Modularitit der Volumenfunkti-
on auf den kompakten Mengen. Eine weitere wichtige Eigenschaft der Volumen-
funktion ist, dafs die Differenzmenge von zwei kompakten Mengen von innen gut
durch kompakte Mengen approximiert werden kann; genauer gilt

Lemma 1 Seien K, L zwei kompakte Teilmengen des R™ mit L C K. Dann ist
AL (K\L) = volp, (K) — voly, (L).

Beweis. Wir betrachten die Mengen L, = {z € K : dist(z,L) < 1} und
M, ={z € K : dist(z,L) > 1}. Die Folge (L) ist monoton fallend mit Durch-
schnitt L, also gilt wegen der o-Stetigkeit nach unten vol,, (L,) — vol,,(L). Of-
fenbar ist M,, C K\L und K = L,, UM, fiir jedes n. Wegen der Modularitit gilt
also voly, (K) = volp (Ly) + voly,(My,) —vol(Ly, N M) < volpy,(Ly) 4+ voly (My,).
Fiir n — oo folgt also lim,, vol,, (M,,) > vol,,(K) — lim,, vol,,,(L,) = vol,,(K) —
voly, (L). Daraus ergibt sich die Behauptung. [ |

Damit wird der im letzten Abschnitt formulierte Fortsetzungssatz zu einem
Spezialfall des folgenden Satzes, der in sehr viel allgemeineren Situationen an-
wendbar ist. Im Fall des Lebesgue-Mafies ist die Menge X der Raum R™, das
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System K das der kompakten Teilmengen des R™ und die Funktion m die Vo-
lumenfunktion vol,,. Satz 26 stammt im wesentlichen von J. Kysinski. Weitere
Kommentare finden sich im Anhang.

Satz 26 Sei KC ein System von Teilmengen einer Menge X welches stabil unter
endlicher Vereinigungs- und abzdhlbarer Durchschnittsbildung ist. Sei m : K —
R, eine modulare, monotone, nach unten o-stetige Funktion mit m(() = 0. Fiir
beliebige Mengen A C X setze

i (A) =sup{m(K): K C A, K € K}.
Es gelte fiir alle Mengen K, L aus K mit L C K die ,Straffheits-Bedingung“
1. (K\L) = m(K) — m(L).
Dann ist das Mengensystem
L={ACX :m(K)=pu(KNA)+ p.(K\A) falls K € K}

eine o-Algebra iber X mit K C L, und die FEinschrinkung p von p. auf L ist
ein Majf$, das m fortsetzt.

Beweis. 1. Die Mengenfunktion u, ist superadditiv: Es gilt
e (AU B) > i (A) + s (B) wenn A, B C X disjunkt sind.
Sind namlich K, L Elemente von X mit K C A and L C B, so gilt
pue(AUB) >m(KUL)=m(K)+m(L)

weil die Modularitdt zusammen mit m(f) = 0 die Additivitdt von m impli-
ziert. Wenn man jetzt zum sup beziiglich K, L iibergeht ergibt sich die Super-
additivitdt. (Es gibt im Fall des Lebegue-Maftes Mengen A C [0, 1] derart daf
wx(A) = p(]0,1]\A) = 0. Also ist die Ungleichung im allgemeinen echt. Die
Definition von £ filtert gerade die gutartigen Mengen heraus, bei denen dies
Phinomen nicht auftritt.)

2. Aus der Monotonie von m folgt, da p. auf K mit m iibereinstimmt. Ferner
ergibt sich aus der Straffheitsbedingung, daf L € L gilt fiir alle L € IC, d.h. also
ist die Funktion p1 = p. . ebenfalls eine Fortsetzung von m. Es bleibt zu zeigen
dafs £ eine o-Algebra und p ein Mafs ist.

3. Das Mengensystem L ist stabil gegeniiber Komplementbildung: Wenn man A
durch sein Komplement ersetzt, vertauschen sich in der Klammer in der Defini-
tion von £ nur die beiden Terme.

4. Wir zeigen, dafl £ abgeschlossen gegeniiber endlichen Vereinigungen (und
damit wegen des letzten Beweisschrittes auch gegeniiber endlichen Durchschnit-
ten) ist und daf die Mengenfunktion p subadditiv ist. Seien hierzu A;, Ay zwei
Elemente von £ und K € K. Zu ¢ > 0 konnen wir nach Definition von p, fiir
1 = 1,2 jeweils zwei Mengen L;, M; in K finden mit

L;C KNA; und M; C K\Au
und

m(L;) + m(M;) > p (K N A;) + e (K\4;) —e =m(K) — ¢
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wobei die Gleichheit wegen A; € £ gilt. Wenn wir nun diese Ungleichung iiber
1 = 1,2 summieren, erhalten wir mit der Modularitit von m unter Vertauschung
der Reihenfolge der Terme

m(L1 U L2) + m(M1 N Mz) + m(L1 N Lz) + m(M1 U Mz)
= m(Ll) + m(L2) + m(Ml) + m(MQ) Z 2m(K) — 2e.

Die beiden Mengen L; N L2 und My UM, sind in KN (A;NAs) bzw K\ (A1 NAs)
enthalten. Insbesondere sind sie disjunkt und in K enthalten. Also ist die Summe
der letzten beiden Terme in der linken Seite dieser Abschatzung hochstens gleich
m(K). Damit ist die Summe der ersten beiden Terme mindestens m(K) — 2e.
Zusammen mit der Superadditivitit erhalten wir wegen Ly UL, C KN (41 UA2)
und My N My C K\(A4; U As), dak

m(K) > (K O (AU A3)) + K\ (4 U 43))
> m(L; ULy)+m(M; N M) >m(K) — 2e.

Fiir jedes K € K und jedes ¢ gibt es L;, M;, fiir die diese Abschétzung gilt, also
ergibt sich A; U A; € L.

Wenn wir in der letzten Abschatzung zusatzllich K C A; U Ay voraussetzen,
dann ist K'\(4; U Ay) = 0 = My N My, also erhalten wir

m(K) < m(Ly ULy) 4+ 26 <m(Ly) + m(La) + 2¢ < p(Ar) + p(4z2) + 2e.

Nun gehen wir wieder zum Supremum iiber alle K’ C A; UA; und lassen anschlie-
fend € gegen 0 gehen. Wir erhalten die Subadditivitit p(A4; U A2) < u(A4p) +
1(Az). Zusammen mit der Superadditivitéit ergibt sich auch die endliche Addi-
tivitat, dh. .= gilt fir disjunkte Mengen in L. Es folgt wegen B = AU (B\A)

u(B\A) = u(B) — u(A), fallsAC B, A,B € L.

5. Als néchstes zeigen wir, daff abzéhlbaren Vereinigungen nicht aus £ heraus-
fiihren. Sei (A4;);en eine Folge in £ und A = [J72, A;. Wir wollen zeigen, daf
A € L ist. Seien K € K und € > 0 gegeben. Sei B,, = K NJ;_, 4; und C,
K\, A;. Dann gilt B, + KN A und C, | K\A. Wihle eine Folge (£;);en
mit Y .o, &; < ¢/2 und wihle fiir jedes n rekursiv eine Menge M,, € K derart,
daf My = K, M,, C C,, N M,,—y und u(M,)(= m(M,)) > u(Cr, N M,,—1) — €p.
Dann ist

n
Cu\M,, C | J(Cin Mi_1)\ M;
i=1
denn wenn x ein Punkt aus der Menge auf der linken Seite ist, gibt es ersten In-

dex ¢ mit = ¢ M;. Fiir diesen Index ist z € (C; N M;_1)\M;. Aus der Additivitét
und Subadditivitédt von p folgt

p(Cn) = p(My) = p(Cr\ M) Z ((Cs N Mi—1)\M;) Z
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Nach Voraussetzung iiber K und die o-Stetigkeit von m ist M = (7, M, € K
und

[ee]
m(M) lim m(M,) > lim u(Cy) - e
i=1

= lim (m(K) —pu(B,)) —¢/2

n—o0

> m(K)—p(Bn) —¢

fiir hinreichend grofe n. Fiir diese n gilt B, C KN A und M C K\A und damit
e (K NA) + e (K\A) > m(M) +m(B,) > m(K) — €. Dies zeigt A € L. Also
ist £ eine o-Algebra.

6. Es bleibt die o-Additivitdt von p zu zeigen. Im Fall K C A ist in der letzten
Rechnung M = () und daher

n

p(K) < lim p(By) < lim p(| 42).

=1

Zusammen mit der Monotonie erhalten wir durch Supremumsbildung tiber K
die Beziehung p(A) = lim, p(|J;—, A;). Wenn die A; zusétzlich disjunkt sind,
so ist dieser Grenzwert wegen der Additivitdt von p sogar gleich der Reihe
Yoo m(A;), d.h. pist ein Mag. ]



Kapitel 5

Melibare Funktionen

Definition 10 Seien (X, F) und (Y, G) mefbare Raume. Eine Abbildung f: X —
Y heifst F-G-mefBbar (oder kurz: mef$bar), wenn

fHG) e F firalleGeg

gilt. Speziell: Fine Abbildung f: X — R™ heifit F-mefbar (oder mefbar),
wenn f eine F — B(R™)-mefbare Abbildung ist.

Fir Funktionen mit eindimensionalem Wertebereich tauchen oft die Werte
+o0 bei Grenzilibergingen auf. Deshalb will man sie zulassen.

Notation: Seien f,g : X — [—00,00] Abbildungen und a¢ € R. Dann
definiere

= 71 ([~00;a])

{f<at = {zeX|f(z)<a}
g(x)}

{f=g} = {zeX|f(@)
und analog {f < a}, {f > a}, {f > a}.

Definition 11 Eine Funktion f : X — [—00,+00] (,numerische Funktion)
heifst F-mefbar, wenn {f < a} € F fir alle a € R.

Bemerkungen: 1. Wir werden im {ibernichsten Lemma sehen, daf fiir re-
ellwertige Funktionen kein Widerspruch zwischen diesen beiden Definitionen der
Mefbarkeit besteht.

2. Die mefibaren Funktionen sind (mit einfachen spéter zu diskutierenden
Einschréankungen) besonders gut fiir die Definition des Integrals geeignet.

3. Beim Nachweis der Mefsbarkeit ist das folgende Kriterium sehr niitzlich.

Lemma 2 FEs sei & ein System von Teilmengen von'Y mit G = o(E). Dann gilt:
Die Abbildung f : X — Y ist F — G-mefSbar genau dann, wenn f~1(E) € F
ist fiir alle E € &.

Beweis.1.” = 7 ist klar, wegen £ C G.

""" Sei A={ACY|f 1(A) € F}. Nach Voraussetzung gilt £ C .A. Weiter
gelten die Implikationen

35
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e Esist f72(Y)=X € F. Alsoist Y € A.
e Sei A € A Dannist f=(Y\A4) = X\f~'(4) € F, also auch Y\4 € A

o Ist A, € A Vn € N, soist [~ (U,en4n) = Unen /71 (4n) € F und
damit (J,,cn An € A.

Also ist A eine o-Algebra, die £ enthélt, dh. es ist auch G = o(£) C A, woraus
die Behauptung folgt. [ ]

Lemma 3 Sei (X, F) ein meffbarer Raum, f : X — [—00,00]. Dann sind dqui-
valent.

(1) {f < a} ist mefbar fir alle a € R, d.h. f ist mefbar gemdff Definition 11
(2) {f < a} ist mefSbar fir alle a € R

(8) {f > a} ist meflbar fir alle a € R

(4) {f > a} ist mefbar fir alle a € R

Ist f endlichwertig so sind diese Bedingungen dquivalent zu

(5) f ist mefbar im Sinn von Definition 10.

Beweis. Wir zeigen nur (5) <= (2): Sei f mefibar. Dann ist f~!(B) mefbar
fiir alle B € B(R) und daher {f < a} = f~!((—o0, a]) mefbar, da (—o0, a] offen
ist.

Umgekehrt gelte (2). Seien a,b € R, a < b. Dann ist

a8 = (lab+ ) = (ﬂ (~00,b+ %)) \(=00,0)

neN neN

also erzeugt das System &£ aller linken offenen Halbgeraden (—o0, ¢) auch die von
den ,,Quadern® [a, b] erzeugte Borel-o-Algebra. Aus der Bedingung (2) und dem
vorigen Lemma ergibt sich, dafs f mefbar ist im Sinn von Definition 10. ]

Satz 27 Seien f,g mefbar. Dann sind die Mengen {f < g},{f < g},{f =g}
n F.

Beweis. Fs ist {f < g} = U, cq{f <7}N{g > r} € F, also auch {f < g} =
fo<flreFumd{f=g}={g<fIn{f<gteF. u
Bemerkung: 1. Ist ¢ € R und f(z) = ¢ fiir alle z € X, so ist

[ beF fir a<c
{f<a}_{X€.7: fir a>c

Also sind die konstanten Funktionen mefbar.
2.Ist f : R™ — R” stetig, soist f~1(U) offen und damit meRbar fiir alle offenen
Mengen U. Also sind nach Lemma 2 auch alle stetigen Funktionen mefbar.

Lemma 4 Seien (X, F),(Y,G),(Z,H) mefbare Riume, f:Y - Z, g: X - Y
mefbare Abbildungen. Dann ist auch fog: X — Z mefibar.

Beweis. He H = f1{(H) e G = (fog) '(H) =g '(f'(H)) € F. u

Lemma 5 Eine Funktion f = (fi,...,fn) : X = R™ ist F-mefbar genau
dann wenn f; : X — R mefbar ist fir allei € {1,... ,m}.
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Beweis. ,,—* Sei f mefbar. Dann ist fiir jedes a € R die Menge A =
(—o0,a] x R x ... x R C R™ abgeschlossen, d.h. 4 € B(R™). Also ist {f; <
a} = f7'(A) € F fiir alle a € R. Damit ist f; mefbar. Genauso argumentiert
man fiir die restlichen <.

»<=". Sei f; mefbar fiir alle ¢ und @ = [a1,b1] X ... X [an, by]. Dann ist

U =N 7 (aibi]) € F

fiir alle Quader Q. Also ist nach Lemma 2 f mefbar. [ ]

Bemerkung: Sind fi, f> : X — R mefbar, so sind auch f; + fa, fi — f2
und f; - fo mefRbar.

Beweis. Die Abbildungen ,4+*, /%, ,,“% R? — R sind stetig, also meRbar und
nach dem Lemma ist f : X — R? ebenfalls mefibar. Wegen f; + fo =, +“of
sind f; + fo etc. [

Satz 28 Sei (X, F) ein Maffraum und (f,)nen eine Folge mefbarer numeri-
scher Funktionen. a) Dann sind die punktweise definierten Funktionen sup,, fn,
inf,, fn, limsup,,_, ., fn, liminf,, . fn auch mefbar.

b) Es ist F = {x : lim f,(z) existiert} € F und lim, 1pf, ist mefbar.

Beweis. a) Fiir alle a € R ist {sup f, < a} = Npen{fn < a} € F. Also ist
sup f, mefbar. Aus Symmetriegriinden ist inf f,, mefbar. Daher sind auch die
Funktionen

limsup f,, = iIr}Lf( sup fm)

n—o00 n>m
und
liminf f, = Sip( nlgfn fn)
mefbar.
b) Die Menge F' = {limsup,, = liminf,,} ist in F und lim,, 1z f, = 1pliminf f,
ist mefsbar. [ |

Definition 12 Eine Funktion der Form f(z) = >_ a;14,(z) mita; € R, A; €
F heiffit elementare Funktion oder mefibare Treppenfunktion.

Die mefibaren Treppenfunktionen bilden offenbar ein Vektorraum.

Lemma 6 Eine elementare Funktion f hat eine Darstellung E;n:l djl,gj mit

disjunkten Mengen /L- € F. Insbesondere ist f mefSbar.

Beweis. Sei I, ... , I;;, eine Nummerierung der endlich vielen Teilmengen I
von {1,...,n}. Sei fir jedes j € {1,---,m} die Menge A; definiert durch

A=) 4in () 45

icl; igl;
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Dann ist Aj € F fiir jedes j. Ein Punkt z € X liegt genau in einem Aj, nimlich
dann wenn die zu j gehorige Menge I; gleich der Menge {i : = € A;} ist.
Also bilden die Mengen fij eine endliche disjunkte Zerlegung von X in mefsbare
Mengen. Setze &; = ) ¢, - Dann ist f(z) = &; auf Aj also f=3, ajly -
Dann gilt fiir jedes a € R

{f<ay=J Ajer
j=1
&]‘<a

also ist f mefbar. [ ]

Satz 29 Zu jeder mefbaren Funktion f : X — [0,00] gibt es eine Folge (f,)
von mefbaren Treppenfunktionen mit f, T f, also f1 < fo < ... und f = sup f,.

Bewelis. Sei

n2"—1

Fal@) = D k27" Lo ncpe(kriyony +nlirony
k=0

d.h. falls f(z) < n, so ist f,(x) ist das grofte Element des Gitters 27 "Ny,
welches links von f(z) liegt, und es ist fn(z) = n falls f(z) > n. Weil diese
Gitter sukzessive ineinander enthalten sind, ist f,(z) < fp41(z). Auferdem ist
fn < f. Schlielich ist f(z) — fo(z) < 277, falls f(z) < 2"-n-2"" = n und
fn(x) =n 1 oo = f(z) falls f(z) = co. Daher konvergiert (f,) punktweise gegen
7. -



Kapitel 6

Das Integral bezuglich eines
Malses

6.1 Das Integral fiir Treppenfunktionen.

Definition 13 Wir setzen

/fdu—/f )dp(z Zazu

wenn f =Y 1, a;la, eine mefbare Treppenfunktion ist mit disjunkten Mengen
A e F.

Hierbei verwenden wir die Konvention 0-oco = 0 und ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir X = (J, A; voraussetzen, denn der Koeffizient o;; = 0
ist zul&ssig.

Bemerkung: Das Integral ist unabhéingig von der Zerlegung: Sei f = E;nzl Bi1g,
eine andere Darstellung der Funktion f mit disjunkten B; € F. Dann ist a; = f3;
fiir alle Paare (i,j) mit A; N Bj # (), denn diese Koeffizienten geben beide den
Wert an, den f auf diesem Durchschnitt annimmt. Daher ist wegen der Additi-
vitdt von pu

Zazu ZZWA NBj) = > BimAinB;) =) Biu(Bj)

i=1 j=1 j=1i=1

Satz 30 Das so definierte Integral ist auf den nicht negativen Treppenfunktio-
nen

a) additiv, dh. [ f+gdp=[ fdu+ [ gdu

b) positiv homogen, dh. [ a f du=a [ f du fira >0

¢) isoton, dh. aus f < g folgt [ f du < [ g du.

d) nach oben o-stetig, dh. aus f, * f folgt [ fn du?t [ f dp.

Beweis. Die Beweise fiir a)-c) folgen aus der Tatsache, dafs es jeweils fiir alle
beteiligten Funktionen eine gemeinsame Zerlegung in mefsbare Mengen gibt, auf
denen diese Funktionen konstant sind.

39
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d) Sei f =", a;la;. Wir betrachten die Mengen B]T-L’k ={zx e A;: folz) >
aj — +}. Fiir festes k gilt B;-L’k 1T A; fiir n = oo denn jedes z € A; liegt in

x € B;?:k fiir schlieflich alle n. Ferner ist f,, > 3 (a; — ) 1By,k. Also erhalten

wir .
hm/fndu>hmz B”]” Z Aj).
]:1
Mit k£ — oo erhalten wir limy, [ f,, du > > o u(A;) = [ f dz. Die umgekehrte
Ungleichung folgt aus der Isotonie. ]

6.2 Das Integral fiir positive mefibare Funktionen

Definition 14 Fir nicht negative mefibare Funktionen definieren wir
/f dp = sup{/g du : g < f,g ist Treppenfunktion }.

Lemma 7 Sei (f,) irgendeine Folge mefbarer Treppenfunktionen mit f, 1 f.
Dann gilt [ fn dupt [ f dp.

Beweis.Dieser und der folgende Satz sind ganz analog zu entsprechenden
Aussagen fiir fallende Folgen bei der Definition der Volumenfunktion fiir kom-
pakte Mengen. Offensichtlich folgt aus der Isotonie des Integrals fiir Treppen-
funktionen, daf [ f du > lim [ f,, dp. Fiir die umgekehrte Ungleichung sei g
eine Treppenfunktion mit g < f. Dann gilt min(f,,¢) 1 min(f,g) = g und da-
her nach dem vorigen Satz auch lim,, [ f,, du > [ g du. Aus der Definition von
J f dp ergibt sich die gewiinschte Ungleichung. [

Wieder gilt, daft das Integral fiir nichtnegative Funktionen additiv, positiv
homogen und isoton ist. Hier hat die o-Stetigkeit nach oben einen eigenen Na-
men.

Satz 31 (monotone Konvergenz). Sei (f,) eine monoton wachsende Folge
mefbarer nicht negativer Funktionen mit f, 1T f. Dann gilt

/f duznlgrolo/fndu

Beweis. Fiir jedes n € N existiert eine Folge (f¥)en von Treppenfunktionen
mit f¥ 1400 fn. Wir betrachten die Funktionen g, = max(f},..., ). Dann

gilt supg, =sup f, = f, und gy < g2 < .... Also g, 1 f. Ferner ist g, < f,.
Weil die g,, Treppenfunktionen sind, gilt nach dem vorigen Lemma

/f duznlgrolo/gn dusnlgrolo/fn dp.

Die umgekehrte Ungleichung [ f du > lim,_,o [ fndp folgt wieder aus der
Isotonie des Integrals. ]

Satz 32 (Lemma von Fatou). Sei (f,) eine Folge nicht-negativer mefbarer
Funktionen. Dann gilt

/lim inf f, dp <lim inf/fn du.
n—o0 n—o0
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Beweis. Wir betrachten die Funktion g,, = inf,>, f,. Dann ist g, > 0
und g¢,, T sup gm, = liminf f,,. Andererseits ist g, < f, fiir alle n > m, also
f gm dp < infy>p, f fndp. Zusammen gilt nach dem Satz von der monotonen
Konvergenz

/liminffn dp = /supgm dp = SUD/gm dp
n—oo m m

Sup nlrzlfn fn dplimin / fn dp.

IN

Bemerkung. Aus dem Satz {iber monotone Konvergenz und der Additivitét
folgt, dak fiir jede nichtnegative mefbare Funktion f die Abbildung fu : F —
[0, 0], die durch

fu(4) = /A fui= [1af dn

definiert ist, ein Maf ist. In der Tat, fiir jede Folge (A4,,) von paarweise disjunkten
Mengen mit Vereinigung A gilt

) = [Cra)fdu=Y [1afdu=Y" ful4n).

6.3 Integrierbare Funktionen

Wir lassen jetzt auch Funktionen mit verschiedenem Vorzeichen zu. Jede Funk-
tion f : X — [—00, 00] besitzt die Zerlegung f = f+— f~, wobei f* = max(f,0)
und f~ = max(—f,0). Diese beiden Funktionen sind mefbar, wenn f mefbar
ist, denn das Maximum und das Minimum mefbarer Funktionen ist mefibar.

Definition 15 FEine mefbare Funktion f : X — [—o0, 00] heif§t u-integrierbar,
p-integrabel, wenn [ |f| du < oo ist. Fiir eine p-integrierbare Funktion defi-
niert man das Integral durch

[ raw=[ =[5 an

Der Vektorraum der endlich-wertigen p-integrierbaren Funktionen wird mit £* ()
bezeichnet.

Bemerkungen 1. Wegen max(f, —f) = max(f™, f7) = |f| = f*+ f sind
die beiden Integrale auf der rechten Seite endlich, also ist die Differenz sinnvoll.
Ferner gilt [ f* du— [f~ dpu < [ fT du+ [ f~ dp und daher die niitzliche

Abschétzung
[ au < [151d

2. Die doppelte Verwendung des Symbols £ bei den Lebesgue-mefibaren Mengen
und bei den integrierbaren Funktionen beruht darauf, daf man in beiden Fillen
sich auf den Namen Lebesgue beziehen will. Im Fall (X, F, u) = (R™, L™, A™)
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spricht man von Lebesgue-integrierbaren Funktionen und schreibt auch ein-
fach £'(R™) und [ f(z) dz statt L'(A™) und [ f(z) dA\™(z). Im Spezialfall
m = 1 erweitert dieser neue Integralbegriff insbesondere das Integral fiir Regel-
funktionen auf kompakten Intervallen. Allerdings sind die im ersten Semester
eingefiihrten uneigentlichen Integrale nicht immer auch Lebesgue-Integrale, z.B.
ist das Integral in der Formel fooo S‘% dx = 7 /2 kein Lebesgue-Integral, denn
der Integrand ist wegen [ |#22| dz = oo nicht Al-integrierbar.

3. Wenn f eine integrierbare Funktion ist, dann gilt fiir jedes a > 0 die soge-
nannte Markov-sche Ungleichung

plifl 2 ab <5 [ 19 du< oo

In der Tat ist |f| > alyf|>q} und daher wegen der Isotonie des Integrals
JIfl dp > [alyp>ay d = ap{|f| > a}. Insbesondere, wenn man a gegen
+00 gehen 1aRt, erhélt man p{|f| = co} =0.

4. Man sagt, eine Eigenschaft P von Punkten von X ist u-fast tiberall erfiillt,
wenn die Menge der Punkte, die diese Eigenschaft nicht haben, in einer u-
Nullmenge enthalten ist, z.B. haben wir eben bewiesen, daf eine u-integrierbare
Funktion f u-fast iiberall endlich ist.

5. Analog folgt aus der Markovschen Ungleichung auch, daf jede mefsbare Funk-
tion f mit [|f] du = 0 sogar p-fast iiberall verschwindet, denn es gilt {|f| >
1/n} 1 {|f| > 0} und daher

p({1£] > 0}) = tim p({|f] > 1/n}) < limn / \fldp = 0.

6. Zwei mefsbare Funktionen f, g die u-fast iiberall gleich sind, haben das glei-
che Integral: Sei ndmlich N = {f # g¢}. Dann gilt [ f dp = [1ncf dp =
J1neg dp = [ g dp, wie man leicht sieht, indem man alle approximierenden
Treppenfunktionen ebenfalls mit 1. multipliziert, was deren Integral nicht &n-
dert, weil pu(A4) = p(ANN°) = p(A\N) gilt fiir alle A in der o-Algebra F.
Aus diesem Grund identifiziert man haufig zwei mefibare Funktionen, die y-f.ii.
gleich sind. Man nennt zwei solche Funktionen auch &quivalent modulo . Ins-
besondere ist jede integrierbare Funktion p dquivalent zu der endlichwertigen
Funktion f1gf<s} € £ ().

Wieder gilt
Satz 33 Auf dem Raum L'(p) ist das Integral linear und isoton.

Beweis. 1. Es ist [af du = a [ f dp fiir alle a € R. Fiir a > 0 folgt
dies unmittelbar aus der entsprechenden Eigenschaft im Fall f > 0. Fiir a < 0
beachte (af)™ = |a|f~ und (af)™ = |a|fT, also ist

[atan = [n®au= [@n) du= [lds~ du= [ lals* d
~ ol £ du~ [ 1 dw=a [ fan

2. Sind f,g € LY(u), soist (f+g) = (f+9) =f+g9g=fr+9g"—f —g
oder (f+¢)T+f +g = (f+g9)” +f"+g". Aus der Additivitit des Integrals
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fiir nichtnegative Funktionen und anschliefsendes Subtrahieren erhilt man

/f+gdu=/fdu+/gdu-

3.1st f <g,soist [gdu=[fdu+[g—fdu> [fduwegeng—f>0. m

Bemerkung. 1. Jede mefsbare Funktion f zu der eine integrierbare Funkti-
on h existiert mit | f| < h p- f.4. ist integrierbar: Denn sei N = {|f| > h}. Dann
ist offenbar f p-f.ii. gleich der Funktion ff1lne und es gilt |f| < h und daher
Sl dp= [1f] du < [hdp < oo
2. Wir betrachten iiber der Menge X = N die Potenzmenge als o-Algebra. Dann
sind alle Funktionen mit Definitionsbereich N mefbar. Das Zahlmafs p ordnet
jeder Menge A die Anzahl ihrer Elemente zu. Dann ist leicht zu sehen, daf fiir
jedes f: N — [0,00] gilt [ f dp =377, f(n). Eine Funktion f:N — R ist ge-
nau dann p-integrierbar, wenn die zugehorige Reihe absolut konvergiert. Jeder
allgemeine Satz iiber integrierbare Funktionen impliziert damit einen Satz tiber
absolut konvergente Reihen. Im Fall des nichsten Satzes haben wir den entspre-
chenden Satz iiber Reihen schon bei der Diskussion der Exponentialfunktion
verwendet.

Der folgende Satz ist vielleicht das niitzlichste einzelne Ergebnis der (Lebes-
gueschen) Integrationstheorie.

Satz 34 Satz von der majorisierten Konvergenz. Sei (f,,) eine Folge inte-
grierbarer Funktionen so daf eine integrierbare Funktion h existiert mit |f,| < h
p-f.i.. Sei f eine mefbare Funktion, so daff f(x) = lim, o frn(x) p-f.i.. Dann
ist auch f integrierbar und es gelten

[ #dn= [ g an

lim /|f—fn| dp = 0.

n—o0

und

Beweis. Die abzihlbare Vereinigung N der Nullmengen {f, — £}, {|fn] >
h} und {|h| = oo} ist wieder eine Nullmenge. Ohne die Integrale oder die Inte-
grierbarkeit der beteiligten Funktionen zu beeinflussen kénnen wir alle Funktio-
nen auf dieser Nullmenge auf den Wert 0 setzen. Es gilt auch | f| = lim |f,,| < A,
also ist f integrierbar. Wir betrachten zunéchst die Hilfsfunktion g, = 2h—(f —
fn)- Dann gilt lim,, g, = 2h und g¢,, > 0, also nach dem Lemma von Fatou

/thu

/lim gndp < lim inf/gn du
n n

/2h du—limnsup(/f d,u—/fn du).

Also ist limsup,, ([ f du — [ fn dp) < 0. Analog kdnnen wir das Lemma von
Fatou auf die ebenfalls nichtnegativen Hilfsfunktionen 2h+ f — f,; anwenden und
erhalten auf die gleiche Weise die Abschétzung liminf,, ([ f du— [ fn dp) > 0.
Zusammen ergibt sich die erste der beiden im Satz behaupteten Limes-Aussagen.
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Die zweite folgt, wenn wir die erste auf die Funktionenfolge (| f — f,.|) anwenden,
die majorisiert wird durch 2h und iiberall gegen 0 konvergiert. ]

Als Folgerung ergibt sich zum Beispiel die folgende Version des Satzes iiber
das Vertauschen von Differentiation und Integration.

Satz 35 Sei f : [a,b] x X — R eine Funktion, die bei festem t € [a,b] u-
integrierbar in x und bei festem x € X stetig differenzierbar in t ist mit Ableitung
f'(t,z). Wenn es eine u-integrierbare Funktion h gibt, derart daff |f'(t,z)| <
h(z) fir olle x € X und alle t € [a,b] gilt, dann ist die Funktion F : ¢t —
[ f(t,x)dpu(x) stetig differenzierbar mit Ableitung F'(t) = [ f'(t, z)du(z).

Beweis. Sei (t,) eine gegen einen Punkt ¢ konvergente Folge in [a,b]. Be-
trachte die p-integrierbare Funktion gn(x)w Nach dem Mittelwert-
satz gibt es fiir jedes z einen Punkt t*(z) € [a,b] mit g,(z)f'(t;(z),z). Nach
Voraussetzung ist also |g,(z) < h(x). Ferner gilt g, (z) — f'(¢, z) fiir alle z € X.
Also gilt nach dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz

F(tn) — F(t)
tn —t

_ / n(x) dp — / (6, 2)dp.



Kapitel 7

Der Satz von Fubini

Wir wollen in diesem Abschnitt die Technik der mehrfachen Integrale auf das
Lebegue-Integral ausdehnen. Beim Beweis brauchen wir noch einen Hilfsbegriff,
der auch sonst oft niitzlich ist, wenn man eine Aussage fiir einige Elemente einer
o-Algebra kennt und auf die ganze o-Algebra fortsetzen will.

Definition 16 FEin System D wvon Teilmengen einer Menge X, das die drei
Eigenschaften

a) X €D.
b) Aus A,B € D und A C B folgt B\A € D.

c) Ist (A,) eine Folge von paarweise disjunkten FElementen von D, dann
st auch die Vereinigung U;o:l A, inD.

hat, heifst Dynkin-System tber X .

Bemerkung. Dynkin-Systeme sind also so dhnlich gebaut wie o-Algebren.
Insbsesondere ist wieder der Durchschnitt von beliebig vielen Dynkin-Systemen
ein Dynkin-System. Der wesentliche Unterschied ist aber, dafs in c¢) die Men-
gen als paarweise disjunkt angenommen sind. Das fiihrt dazu, daf diese Ei-
genschaften a)-c) wesentlich leichter nachzuweisen sind, als die einer o-Algebra.
Andererseits gilt der folgende

Satz 36 Sei £ ein durchschnittsstabiles System von Teilmengen der Menge X,

d.h. aus A,B € £ folge AN B € £. Wenn ein Dynkin-System D das System £
umfaflt, dann umfafit D auch die von & erzeugte o-Algebra F = o(E).

Beweis. Sei D* der Durchschnitt aller Dynkin-Systeme die £ enthalten, d.h.
D* ist das von £ erzeugte Dynkin-System. Wir wollen ¢(€) C D* zeigen. Dazu
gehen wir schrittweise vor.
1. Aus den Eigenschaften a) und b) folgt, dafs D* stabil ist gegeniiber Komple-
mentbildung.
2. Wir zeigen: Fiir jede Menge E € £ und jedes A € D* ist auch AN E € D*.
Denn die Menge Dg aller A mit AN E € D* ist erstens selber ein Dynkin-
System, weil D* eines ist, und enthélt zweitens alle Elemente von &, weil &
durchschnittsstabil ist und £ C D* gilt. Also ist nach Definition von D* auch

45
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D* C Dg und daraus folgt die Behauptung.

3. Wir zeigen: D* ist durchschnittsstabil. Seien A, B € D*. Die Menge D4 aller
B mit ANB € D* ist ein Dynkinsystem, welches nach dem vorigen Beweisschritt
das System & enthélt. Also gilt nach Definition von D* wieder D* C Dy, woraus
die Behauptung folgt.

Wegen 1. und 3. ist das Dynkin-System D* auch stabil gegeniiber endlichen Ver-
einigungen. Zusammen mit den Eigenschaften b) und c) folgt daraus, dak D*
sogar abgeschlossen gegeniiber abzéhlbaren Vereinigungen ist, denn jede Ver-
einigung einer monoton wachsenden Folge von Mengen 1afst sich mit Hilfe der
Differenz-Operation \ in eine disjunkte Vereinigung verwandeln. Wegen a) und
1. ist D* damit eine o-Algebra, die £ umfaft. Also gilt F C D*. [ |

Ferner brauchen wir noch einen technischen Begriff

Definition 17 Ein Mafraum (X,F,u) heift o-endlich, wenn es eine Folge
(Qn) von Elementen von F gibt mit p(Qy) < co so daff X =, | Qn.

Bemerkung. Dies ist eine milde Endlichkeitsbedingung. Das Lebesgue-Mafs
A™ ist offenbar o-endlich. Aber das Zahlmaf auf der Potenzmenge von R ist
nicht o-endlich.

Der Satz iiber Mehrfachintegrale lautet wie folgt.

Satz 37 (Fubini) Seien (X, F,u) und (Y, G,v) zwei o-endliche Mafrdgume. Sei
F ® G die kleinste o-Algebra iber der Produktmenge X x Y, die alle Rechteck-
mengen F' X G mit F € F,G € G enthdlt. Dann gelten

a) Es gibt es genau ein Maff p ® v auf der o-Algebra F @ G, derart dafs

v(F % G) = p(F)r(G)

gilt fiir alle F € F,G € G.

b) Sei f: X xY — [0,00] eine F ® G-mefibare Funktion. Fir jedes x € X sind
die Schnitt Funktionen f(xz,-) : y — f(z,y) G-mefbar und die Funktion x —
Iy f(z,y) dv(y) ist F-mepbar. Analog sind die Funktionen f(-,y) F-mefSbar
und dze Funktzon T fX f(z,y) du(z) ist G-mefbar. Ferner gilt

/)(ny(xy)du®yxy //fa:y ) dv(y) du(z //fa:y du(z) dv(y).

¢) Fine F®G-mefbare Funktion f : X xY — R ist genau dann pQv-integrierbar,
wenn [ [ |f(z,y)|dv(y) du(z) < oo ist. In diesem Full gibt es eine F @ G-

mefbare Funktion f, die p & v-fast iberall mit f dbereinstimmt, derart daf fir
f die Formel aus b) sinnvoll und richtig ist.

Bevor wir den Satz beweisen, notieren wir noch zwei wichtige Folgerungen:

Folgerung 3 (verallgemeinertes Cavalierisches Prinzip) Fir jede Menge
AcFoGseiAd, ={yeY:(z,y) € A} und AY ={z € X : (z,y) € A}. Dann
gilt

pv(d) = [ vds) duto) = [ u(ar) doty).
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Folgerung 4 Sei N € F ® G. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
a) N ist eine u ® v-Nullmenge,

b) Fir p-fast alle x € X gilt v(N,) = 0.

¢) Fir v-fast alley € Y gilt u(NY) = 0.

Beweis. 1. Wir nehmen zunéchst zur Vereinfachung an, daf p(X) < oo und
v(Y) < co. Wir betrachten nun das System D aller Teilmengen A von X x Y,
derart daf die Menge A, in G ist fiir alle z € X und aufserdem die Abbildung
x — v(A;) F-mekbar ist. Weil die Operation A — A, vertauschbar ist mit
abziéhlbaren Vereinigungen und der Differenz \, und auferdem v o-additiv ist
und nach unserer Zusatzvoraussetzung nur endliche Werte annimmt, 1dft sich
leicht verifizieren, dafs D ein Dynkin-System ist. Andererseits enthélt D offenbar
das System & aller Rechteckmengen F' x G mit F € F,G € G. Der Durchschnitt
zweier solcher Rechteckmengen ist wieder eine Rechteckmenge, d.h. £ ist stabil
gegeniiber Durchschnittsbildung. Also ist der Satz zu Beginn des Paragraphen
anwendbar und zeigt F @ G C D. Ferner ist auch die Abbildung p®@ v : A
[ v(Az) du(z) wegen der o-Additivitdt von v und dem Satz von der monontonen
Konvergenz ein Maf; und es gilt offensichtlich y ® v(F x G) = u(F)v(QG).

2. Analog erhalten wir ein Maf p auf 7 ® G mit p(A) = [, n(AY) dv. Dies
Maf p erfiillt ebenfalls p(F x G) = u(F)v(G) fiir alle F x G € £ und das System
aller Mengen A fiir die p®@ v(A) = p(A) ist, ist wieder ein Dynkin-System. Also
gilt p = p® v. Dies beweist Teil a) der Behauptung und die Aussage der ersten
Folgerung. Die zweite Folgerung ergibt sich aus der ersten, wenn man noch
verwendet, daf eine nichtnegative Funktion (hier die Funktion z — v(A4,)),
deren p-Integral verschwindet, selber u-fast iiberall verschwindet.

3. Sei nun f nicht negativ und F®G-mefbar. Dann folgt die Aussage von Teil
b) fiir f aus dem eben bewiesenen auf Grund der Additivitat des Integrals, falls
f eine Treppenfunktion ist. Auflerdem enthélt die Klasse aller Funktionen, fiir
die die Aussage von b) richtig ist, auf Grund einer mehrfachen Verwendung des
Satzes von der monotonen Konvergenz mit jeder monoton wachsenden Folge von
Funktionen auch deren Grenzwert. Weil jede nichtnegative mefsbare Funktion
als monotoner Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen dargestellt werden
kann, folgt die Aussage b).

4. Sei nun f eine F ® G-mefsbare Funktion mit beliebigem Vorzeichen. Daf
f genau dann p ® v integrierbar ist, wenn das in c) angegebene Doppelintegral
iiber | f| endlich ist, ergibt sich, wenn man Teil b) auf die Funktion | f| anwendet.
Wenn f p ® v-integrierbar ist, dann ist also insbesondere die Funktion z +»
J | f(z,y)|dv(y) p-integrierbar, also gibt es eine y-Nullmenge Ny € F, so dak dies
Integral fiir alle ¢ N; endlich ist. Fiir diese z ist dann auch die Funktion f(z,-)
v-integrierbar. Analog gibt es eine v-Nullmenge N, € G, so daf fiir alle y ¢
N, das Integral [ |f(z,y)| du(x) endlich ist und das Integral [y f(z,y) du(z)
sinnvoll ist. Sei schlieklich N = (N; x Y) U (X x N») und f = 1x.f. Dann ist
f = f auferhalb der p® v-Nullmenge N und fiir f sind alle beteiligten Integrale
definiert und die Formel in b) ergibt sich, indem man die Zerlegung f = f* — f’
benutzt.

5. Schlieflich 16sen wir uns von der eingangs gemachten Endlichkeitsvoraus-
setzung. Seien (Q),) und (R,) zwei Folgen in F resp. G, so dak u(Q,) < oo,
v(Ry) < oound Q, 1 X, R, 1Y fiir n € co. Sei pn(A) = u(ANQ,) und analog
v(B) = v(BNR,). Dann gilt p,(X) < oo und v, (Y") < co. Also kénnen wir das
bisherige anwenden und erhalten fiir jedes n ein eindeutiges Maf u,, ® v, fiir
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welches die Aussagen a)-c) sinngeméf gelten. Diese Mafie sind monoton wach-
send in n und die durch p®v(A) = lim p,, ®v,,(A) definierte Mengenfunktion ist
wieder nach dem Satz {iber monotone Konvergenz ein Mafi. Man verifiziert leicht
mit monotoner Konvergenz und Approximation durch Treppenfunktionen, dafs

/fdu@yzlim fdu@u:lim/fd,unéaun
n n

QnXRn

gilt fiir alle F ® G-mefbaren f > 0. Daraus folgen dann die Behauptungen auch
in diesem Fall. ]

Fiir den Spezialfall des Lebesgue-Mafses sind noch eine Reihe von Zusatzbe-
merkungen angebracht.

Bemerkungen 1. Wenn wir F = B(R™) und G = B(R¥) wiihlen, so ist
B(R™tk) = B(R™) @ B(R*), denn beide o-Algebren werden von den Quadern

der Form @ x R erzeugt. Auierdem ist Al pm) ® AfB(Rk) (B) = A\™¢(B) fiir

alle B € B(R™**), wie man zuniichst durch Nachpriifen auf dem System die-
ser Quader, dann mit dem Satz iiber Dynkin-Systeme auf mefibare Teilmengen
von beschrinkten Quadern und schlieflich durch Anwendung des Satzes {iber
monotone Konvergenz fiir allgemeine B verifiziert.

2. Insbesondere erhalten wir eine neue Rechtfertigung der Definition des
Integrals fiir stetige Funktionen durch sukzessive eindimensionale Integration.
Strenggenommen scheinen wir allerdings hier die bisher noch nicht bewiesene
Tatsache zu verwenden, daf unsere urspriingliche Definition des Integrals fiir
stetige Funktionen mit kompaktem Triger vertriglich ist mit der neuen Integ-
raldefinition geméfs des letzten Paragraphen. Aber im eindimensionalen ist diese
Tatsache implizit enthalten in der Definition des Integrals stetiger Funktionen
auf Intervallen via gleichmifiger Approximation durch Treppenfunktionen, und
in der mehrdimensionalen Situation gibt der Satz von Fubini gerade den noch
ausstehenden Nachweis.

3. Dagegen ist L™1* echt grofer als £ ® L*. Dies liegt an der Tatsache, daf
jede Teilmenge einer A™**-Nullmenge, etwa im Fall m = k = 1 jede Teilmenge
der Diagonale {(z,z)} C R?, wieder ein Element von £™"* bzw. im Beispiel
von L? liegt. Es ist nicht schwer zu sehen, daf eine solche Menge i.a. aber nicht
in der Produkt-o-Algebra zu liegen braucht. Trotzdem unterscheidet sich jedes
Element von £™t* aber nur auf einer Lebesgue-Nullmenge von einer Borel-
Menge, die nach der ersten Bemerkung sogar in der kleineren o-Algebra B(R™)®
B(RF), also erst recht in L™ ® LF liegt.



Kapitel 8
Integraltransformation

Dieser Abschnitt ist dem Beweis des folgenden Satzes gewidmet.

Satz 38 (Integraltransformationsformel) Seien U,V C R™ zwei offene
Mengen und g : U — V eine bijektive stetig differenzierbare Funktion. Dann
gilt fiir jede L™-meffbare Funktion f :V — R die Formel

/ f(y) dy = / f(g(x))| det Dg(z)| de
Vv U

in dem Sinn, daf jedes der beiden Integrale genau dann definiert ist, wenn das
andere definiert ist.

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen.

Lemma 8 Fir jede Kugel K = K(z,r) in einem metrischen Raum bezeichne
mit K3 die Kugel K(x,3r). Sei D die Vereinigung von endlich vielen Kugeln.
Dann kann man aus diesen Kugeln eine Teilklasse K1, --- , K, so auswdhlen,
daf8 die Kugeln K, -+, K,, disjunkt sind und D C |J_, K3 ist.

Beweis. 1. Seien K(z,r1) und K (y,rs) zwei Kugeln mit r; > ro, die nicht
disjunkt sind. Dann gilt K (x2,72) C K(x1,3r1), denn ist y im Durchschnitt,
dann ist d(z;,z) < r; fir ¢ = 1,2 und nach der Dreiecksungleichung gilt
d(zy,2) < d(z1,y) +d(y, z2) + d(z2,2) < 2ry + 71 < 3rq fiir alle z € K(x2,72).
2. Wir ordnen die urspriinglichen Kugeln an nach absteigendem Radius. Wir
wihlen die erste Kugel als K;. Danach gehen wir die Kugeln der Reihe nach
durch und wéhlen eine Kugel aus, falls sie disjunkt sind zu den schon ausgew#hl-
ten, und sonst nicht. Dann sind die ausgewihlten Kugeln offenbar disjunkt, und
jede nicht ausgewihlte Kugel K hat nichtleeren Durchschnitt mit einer schon
ausgewihlten K, wobei 7 > r. Nach Beweisschritt 1. ist daher K C K®. Damit
ist auch die zweite Eigenschaft bewiesen. ]

Satz 39 ( Vitalischer Uberdeckungssatz) Sei A € L™. Sei ® eine Familie
von Kugeln, derart dafs fir jeden Punkt x € A und jedes e > 0 eine Kugel K € ®
mit Radius < € existiert so daff x € K. Dann gibt es eine disjunkte Folge (K;)
von Kugeln aus ®, die A fast iberdecken, d.h. es ist

(1 0s) -0

i=1

49
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Beweis. Die Idee des Beweises ist zunfichst, mit dem vorangegangenen Lem-
ma zu zeigen, daf man jedenfalls einen gewissen Prozentsatz einer beliebigen
Menge durch endlich viele Kugeln heraustrennen kann und dann diesen Prozesf
zu iterieren.

1. Wir zeigen zunéchst: Ist U offen mit \™(U) < oo, so gibt es endlich viele
disjunkte in U enthaltene Kugeln Ky, --- , K, aus ®, derart dafs

AT ((A NU)\ Lnj Ki> < (1 =3~ mENN(ANT).

i=1

Schreibe B = ANU. Wir setzen 7 = 3~ (™Y \™(B) und wihlen eine kompakte
Menge C' C B mit A™(C) > AX™(B) — 7. Sei 6 > 0 so da C° C U und
A(C%) < A™(C) + 1, wobei C° = {y : dist(y,C) < §}. Weil C' kompakt und
in A enthalten ist, konnen wir C' durch endlich viele Kugeln aus ®, die in C°
enthalten sind, iiberdecken. Auf diese wenden wir das Lemma an und erhalten
disjunkte Kugeln K7, -+, K, in ® derart, daf C C |Ji_, K? ist. Dann gilt

n

(| K) = zn: A(K) =3"™ Xn: A™(K3) > 37™mA™(C),

i=1 i=1

also erhalten wir aus K; C C° und A™(C) > A™(B) —n

Am(B\LnJKi) < Am(ca\OKi)+77§>\m(C)—Am(CJKi)+277

< (1=3"™A"(C) +2n < (1 =3~ mF)Xx™(B).

2. Wir konnen, ohne die beteiligten Volumina zu &dndern, annehmen, dafs die
Kugeln abgeschlossen sind. Sei U weiter beschrankt. Wahle Ag = ANU und suk-
zessive disjunkte Kugeln K, Ks, - -- aus ® und Indizes ny < ns < --- so dak die
Menge Ay, = ANU\ U}, K; die Abschiitzung A™ (Ay) < (1-3=(mFD)\™(4;_)
erfiillt. Dies geht indem man den ersten Beweisschritt auf die Menge A1 an-
wendet. Also ergibt sich, dal A™(Ay) fiir wachsende k gegen 0 konvergiert. Die
Menge AN U\ J;o, K; ist dann eine Nullmenge.

3. Sei (Up,) eine Abzihlung des disjunkten Systems aller offenen Quader der Sei-
tenldnge 1 mit Ecken in Z™. Fiir jedes n kann man das schon bewiesene auf die
Mengen A N U, anwenden und erhélt die Behauptung, wenn man alle beteilig-
ten Kugeln zusammen nimmt, denn die in verschiedenen U, liegenden Kugeln
treffen sich nicht und die Vereinigung der abzdhlbar vielen Hyperebenen, die
von den U, nicht iiberdeckt werden, sind zusammen eine Nullmenge. ]

Eine andere Anwendung des , Kugellemma“ ist die folgende Aussage

Lemma 9 Sei U C R™ offen und g : U — R™ lokal Lipschitz-stetig, d.h. um
jeden Punkt © € U gebe es eine Kugel K, so daf$ ||g(x) — g()|| < Ll|lz — yl|
fiir eine Lipschitz-Konstante L < oo und alle x,y € K. Sei N C U eine \"-
Nullmenge. Dann ist auch g(N) eine A™-Nullmenge.

Beweis. Sei C' C U kompakt. Wir wollen A™(g(C' N N)) = 0 zeigen. Wih-
le endlich viele offene Kugeln B, --- , By, die C iiberdecken, mit zugehorigen
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Lipschitz-Konstanten L;. Sei L = max{Li,---,Lg}. Sei ¢ > 0 gegeben. We-
gen der dufleren Regularitit des Lebesgue Mafes gibt es eine offene Menge V
mit NNC C V und \™(V) < 75, Wir kénnen auch V' C U . Bj an-
nehmen. Es geniigt zu zeigen, daf A™(g(V')) < e. Hierzu sei D eine kompak—
te Teilmenge von V. Uberdecke D durch Kugeln K, die erstens in V' enthal-
ten sind und so daR jedes K® in einem der B; enthalten ist. Weil D kom-
pakt ist, geniigen endlich viele solche Kugeln. Wegen der Lipschitz-Stetigkeit
ist das Bild g(K?®) in einer Kugel von L-fachem Radius enthalten, also ist
A (g(K3)) < L™A™(K3) = 3mL™A™(K). Seien nun Ki,---, K, wie in dem
Kugellemma. Dann gilt D C J;—, K3, U, K; C V und daher

A™(g(D)) < A" (Lnj K3><Z/\m
< 3mLmZAm <3MLMA(V) < e.

Wenn Dy, eine wachsende Folge von kompakten Teilmengen von V ist, die V'
ausschopfen, folgt g(Dy) 1 g(V) und daher \™(g(V)) = lim A" g(Dy,) < € und
schlieRlich A™(C N N) = 0.

Ein analoge Ausschopfung der offen Menge U durch eine wachsende Folge von
kompakten Mengen Cj, liefert A™(g(N)) = im A (g(Cr N N)) = 0. [ |

Lemma 10 Sei U offen und g: U — R™ differenzierbar an der Stelle x € U.
Dann gilt

oy A" (0 @8)

ot Am(K(z,0)) < |det D(g(x))|.

Beweis. Wir bezeichnen mit K (r) die Kugel um den Ursprung mit Radi-
us r. Es gilt g(z + h) = g(x) + Dg(x)h + r(h), wobei ||r(h)|| < n(||h|)||h]| mit
lim,0n(p) = 0. Sei jetzt p, | 0. Dann ist also das Bild der Kugel K(z, p,)
unter g enthalten in der Menge

g(x) + Dg(z) (K(pn)) + K(n(pn)pn) = 9(z) + pn (Dg() K(1) + K(n(pn))) -

(
Nun ist Dg(z)K (1) + K(n(pn)) 4 Dg(x)K(1). Aus der o-Stetigkeit nach unten
folgt ™ (Dg(w) K (1) + K (n(pn)) + A" (Dg(w) K (1)) = | det Dg()|r,, und daher

N (g(K (2, pn) _ prA™ (Dg(@)K(1) + K1) _ | 4 poc
A (K (2, pn) PP Tm = [det D)l

lim sup

Der wichtigste Schritt im Beweis ist das folgende Lemma. Beachte, daf hier
g nicht injektiv sein mufs.

Lemma 11 Sei U eine offene Teilmenge des R™. Sei g : U — R™ eine stetig
differenzierbare Funktion. Dann ist g(U) € B(R™) und es gilt

A (g(U)) < /U | det Dy(z)| dz.
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Beweis. Wir nehmen zunichst an, daff U beschriankt ist. Aus dem Mittel-
wertsatz folgt, daf g lokal Lipschitz-stetig ist. Sei € > 0. Sei ® das System aller
in U enthaltenen Kugeln K = K(z,r), derart daf

A" (g(K (2,1)))

Ry < det Da@)|(1+2)

und aufferdem

€
AT(U)

|det Dg(y)| > |det Dg(z)| —

gilt fiir alle y € K (z,r). Dann erfiillen ® und U nach Lemma 10 und der stetigen
Differenzierbarkeit von g die Voraussetzung im Vitalischen Uberdeckungssatz.
Sei (K;) = K(z;,r;) eine Folge von disjunkten offenen Kugeln aus ®, die U fast
iiberdecken, d.h. daf N = U\ |J;2, K; eine \™-Nullmenge ist. Weil die K; offen
sind, ist VN L kompakt fiir jede kompakte Teilmenge von U. Weil U Vereinigung
von abzéhlbar vielen kompakten Mengen ist, gilt das gleiche auch fiir g(U) und
fiir N. Beide Mengen sind also Borelsch. Dann gilt A™(g(N)) = 0 nach dem
vorigen Lemma und daher

Am(gU) = A" (g(N)U

TCs

g(&)) <A™ (g(N)) + Z A" (g(K;))

IN

Z | det Dg(x;)|(1 4+ )N (K;)

IN

> [ 1)1+t Do) + ) o

= (1+6)/U '|deth(y)|+ dy

i

€
A™(U)

= (1+5)/U|deth(y)|dy+5.

Daraus folgt die behauptete Ungleichung, denn £ > 0 war beliebig.
Falls U unbeschrénkt ist, stelle U dar als aufsteigende Vereinigung beschrink-
ter offener Mengen und verwende monotone Konvergenz. ]

Bemerkung. In der Situation des vorigen Lemmas heifst A = {z € U :
|det Dg(z)| = 0} die Menge der kritischen Punkte von g und ihr Bild unter
g die Menge der kritischen Werte. Aus dem Lemma folgt, dafs die Menge
der kritischen Werte immer eine Nullmenge ist. Zum Beweis kann man wieder
annehmen daR U beschriinkt ist. Die Menge A° = {z € U |det Dg(z)| < &} ist
offen und fiir ihre Bildmenge gilt dann

A" (g(A)) < A" (g(A%)) < /U b = 5A™ (D7),

also \™g(A) = 0.

Lemma 12 Ist im vorigen Lemma g sogar injektiv, so gilt Gleichheit.
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Beweis. Da die Menge der kritischen Werte eine Nullmenge ist, kdnnen wir
ohne Einschrinkung annehmen, daf Dg(z) vollen Rang hat fiir alle z € U. Also
ist die Umkehrabbildung g~! auch stetig differenzierbar.

Wir verscharfen zunéchst das lokale Lemma: Es gilt fiir jeden Punkt z € U
sogar
m
A ((E (,6))
5—0 A™(K(z,0)
Denn sei n > 0 gegeben und V5 = ¢g(K(z,d)). Nach dem Satz iiber inverse

Funktionen ist Vj offen und nach dem letzten Lemma, angewendet auf ¢! :
Vs = K(z,9) folgt

= | det Dg(z)|.

™K (2,6)) < [ [det Dg™(y)] dy < — T

— A"V,
v < [det g VP

fiir hinreichend kleines d. Daraus folgt die Behauptung.

2. Nun kénnen wir den gleichen Beweis wie fiir das vorige Lemma wiederholen,
wobei wir in der Definition der Menge ® die Abschitzungen nach oben durch
analoge Abschitzungen nach unten ersetzen. ]

Schlieflich kénnen wir den Beweis des Hauptsatzes abschlieften. Wieder
nehmen wir zundchst U und V als beschrankt an. Wir betrachten das System
D aller Elemente D von L™, fiir die die Gleichheit

A (g(D N U)) :/ | det Dg(x)| do
DNU
gilt. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt leicht, daff D ein
Dynkin-System ist. auflerdem enthélt D alle offenen Mengen. Daher gilt die-
se Gleichheit auch fiir alle Borel-Mengen und, da jede Menge aus £™ sich nur
auf einer Nullmenge von einer Borel-Menge unterscheidet, auch fiir alle D € £™.
Sei schlieflich f = Y"" | b;1p, eine nicht negative £-mefbare Treppenfunktion.
Dann gilt wegen 1p, 0 g = 1,-1(p,) auch

/V fwdy = Y bA™(BiNV)

i=1

n
= / Zbi]‘Bi o g(x) |det Dg(a:)| dx
Ui

_ /f(g(a:))|deth(m)|dm.
X

Fiir allgemeines f > 0 wihle eine Folge (f,,) von Treppenfunktion mit f, 1 f.
Dann gilt auch f, 0 g1 f o g und die Gleichheit der Integrale folgt mit monoto-
ner Konvergenz. Fiir integrierbares f mit allgemeinem Vorzeichen folgt nun die
Aussage unmittelbar aus der Definition der Integrierbarkeit.

Beispiel. Wir betrachten zweidimensionale Polarkoordinaten. Um die Vor-
aussetzung des Satzes genau zu erfiillen, entfernen wir aus der Ebene die positive
reelle Achse. Sei also U = (0,00) x (0,27) und g : U — V = R?\R,. definiert
durch g(r,¢) = (rcos, rsinp). Dann ist g bijektiv und stetig differenzierbar
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und es ist

or Op

— |det cosp —rsingp =
sinp  rcosy )

|det Dg(r, )] = |det | g &2 ||

Weil R? — V eine A2-Nullmenge ist, gilt

o) 27
sz(y)dy Z/Vf(y)dy :/0 /0 rf(rcosep, rsinp)dy dr
fiir jedes f € £'(R?).

Wir verwenden diese Formel zur Berechnung des eindimensionalen Integrals
2 vy +y3 —r2

I= fj{: e~ = ds. Mit f(y1,y2) =€ L2 gilt f(g(r,¢)) = ez und damit dem
Satz von Fubini

I2

—y2 —y2
/eTldyl/e%dyz = 2f(y)dy
R

00 2T 00 2
/ / r e_r2d<pdr = 271'/ re =z dr =2m.
o Jo 0

Also ist I = +/2m.



Kapitel 9

Anhang

Der Kern des Integrationsteils dieses Skripts besteht in der Einfiihrung des
Lebesgue-Mafses und des Lebesgue-Integrals mit den entsprechenden Konver-
genzsitzen, dem Satz von Fubini und der Integraltransformationsformel. Wie
eingangs erwahnt, sind in anderen Einfiihrungstexten die Beweis-Methoden et-
was anders. Unser Zugang erweist sich bei weiterer Ausdehnung der Theorie als
besonders geschmeidig. Dies soll in diesem Anhang an einigen weiteren Sétzen
illustriert werden, die in der Vorlesung nicht mehr besprochen wurden.

9.1 Der Fortsetzungssatz von Carathéodory

Das klassische Hilfsmittel bei der Konstruktion von Mafen ist der Maffortset-
zungssatzes von Carathéodory. Wir wollen hier zeigen, daf er relativ einfach aus
dem Fortsetzungssatz 26 folgt. Wir iibernehmen die Formulierung von Satz 40
aus dem Lehrbuch von H. Bauer.

Definition 18 Fin System R wvon Teilmengen einer Menge X heiffit Ring,
wenn es folgende Eigenschaften besitzt.

a) DeR,

b) AUB € R fir alle A,B € R,

¢) A\B € R fir alle A,B € R.

Die Grundmenge X braucht also nicht zu R zu gehtren. Wenn X € R
ist, ist der Ring eine Algebra. Das bekannteste Beispiel eines Ringes ist das
System der endlichen Vereinigungen aller halboffenen Quader der Form (ay, by ] x

- X (am,by] im R™. Die Schwiche dieses Begriffs ist, daf ohne eine solche
Rechteckstruktur die Ring-Eigenschaften selten nachweisbar sind. Der Satz 26
von Kysinski ist im wesentlichen eine Variante des Satzes von Carathéodory fiir
etwas allgemeinere Mengensysteme.

Definition 19 Sei R ein Ring. Eine Funktion m : R — [0, c0] heifit ein Pra-
mafR, wenn m(@) = 0 und m o-additiv ist, dh. wenn fiir jede Folge (Ay), von
disjunkten Elementen von R, deren Vereinigung ebenfalls zu R gehort, gilt

m (U An> = Zm(An).

n=1

95
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Dagegen heifit m ein Inhalt, wenn m nur endlich additiv ist.

Bemerkung Ein Priamaf m unterscheidet sich von einem Maf also nur
durch die geringeren Anforderungen an den Definitionsbereich. Insbesondere ist
ein Pramaf auf einem Ring R auch monoton und nach unten o-stetig, dh. fiir
jede Folge (A,) von Mengen aus R mit 4,, | 4,4 € R und m(4;) < oo gilt
m(A,,) } m(A). Der Beweis ist der gleiche wie fiir die entsprechende Aussage fiir
Mafe in Abschnitt 4.2.

Der Satz von Carathéodory lautet nun

Satz 40 Jedes Primafl m auf einem Ring R in X kann auf mindestens ei-
ne Weise zu einem Maf p auf die von R erzeugte o-Algebra o(R) fortgesetzt
werden.

Beweis. Wir betrachten das Mengensytem K aller abzidhlbaren Durchschnit-
te von Elementen von R. Auf K definiere m durch

m(K) = inf{m(4) : K C A, A € R}. (9.1)

Dann ist IC stabil gegen abzidhlbare Durchschnitte und m setzt wegen der Mo-
notonie m fort. Wir zeigen, daft das Paar ', m die Voraussetzung des Fortset-
zungssatzes aus Abschnitt 4.3 sinngeméfs erfiillt.

Erstens ist zu zeigen, daft auch m nach unten o-stetig ist. Dies sieht man durch
eine Wiederholung des Arguments, das sowohl im Beweis der entsprechenden
Aussage fiir die Volumenfunktion vol,, in 3.1 als auch in dhnlicher Form im Be-
weis des Satzes iber monotone Konvergenz in 6.2 verwendet wurde: Zunéchst
gilt dhnlich wie dort, dal m(K) = lim,, m(A4,,) gilt fiir jede Folge (A,) in R mit
A, } K. Sei nun K,, € K fiir jedes n gegeben mit K,, | K. Wihle fiir jedes n
eine fallende Folge (A}),, in R mit A% | K. Setze B, = _, A" € R. Dann
gilt auch B,, | K und m(K) = lim,, m(B,,) > lim, m(K,,). Die umgekehrte Un-
gleichung folgt wieder aus der Monotonie.

Zweitens ist zu zeigen, dafs fiir alle L, K € K mit L C K gilt

m, (K\L) = m(L) — m(K).

Hierzu seien (K,) und (L,,) zwei Folgen in R gegeben mit K, | K und L,, | L.
Wir konnen ohne Einschriankung der Allgemeinheit annehmen, da L, C K,
indem wir gegebenfalls L,, durch L, N K, ersetzen. Fiir jedes m € N betrachte
die Menge

M, = ( N Kn> \Lm = [ (Ku\Ln).

Wegen der zweiten Darstellung ist M,, € R und es gilt m(M,,) = limm(K,,) —
m(L,,). Wegen der ersten Darstellung ist M,, C K\L und es folgt

m, (K\L) > lirglm(Mm) = lirrlnm(Kn) —limm(Ly,) = m(K) — m(L).

Wieder liefert die Monotonie die umgekehrte Ungleichung. Damit ist der Fort-
setzungssatz aus 4.3 anwendbar und liefert die Behauptung. ]
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Die Eindeutigkeit der Maffortsetzung gilt unter etwas einfacheren Bedin-
gungen an das Mengensystem, aber unter der leichten Zusatzvoraussetzung der
o-Endlichkeit. Implizit haben wir das entscheidende Argument schon in der
Eindeutigkeitsaussage des Satzes von Fubini benutzt. Genauer gilt:

Satz 41 (Eindeutigkeitssatz) Sei (X,F) ein Meffraum und seien p,v zwei
Mape auf F, die auf einem durchschnittsstabilen Erzeugendensystem & der o-
Algebra F ibereinstimmen. Wenn £ eine Folge (Ay) enthdlt mit A, 1 X und
w(Ap) =v(A,) < 0o, dann stimmen p und v auf ganz F iberein.

Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall u(X) = v(X) < co. Dann ist sehr
leicht zu verifizieren, dafs das System D = {4 € F : u(A) = v(A)} ein Dynkin-
System ist. Also ist nach Satz 36 D = o(€) = F, woraus die Behauptung folgt.
Im allgemeinen Fall kdonnen wir &hnlich wie im Beweis des Satzes von Fubini
die MaRe pp, vy, einfithren durch p,(B) = p(A, N B) und v, (B) = v(4, N B).
Wegen

pn(X) = p(An) = v(4n) = vn(X) < oo

gilt u, = v, fir jedes n und damit auch u = v. ]

9.2 Der Rieszsche Darstellungssatz

Der Rieszsche Darstellungssatz ist die klassische Wurzel des ,funktionalanaly-
tischen Zugangs zur Integrationstheorie”. Wir formulieren ihn fiir lokalkompakte
metrische Riume, dies ist die am meisten benutzte Form. Er stellt eine Bijektion
her zwischen den lokal-endlichen kompakt-reguldren Borel-Mafien und positiven
linearen Funktionalen auf dem Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem
Triager. Es muf betont werden, daf dieser in etwas modifizierter Form ebenfalls
richtig ist fiir lokalkompakte Riume, deren Topologie nicht von einer Metrik
stammt und sogar in allgemeineren Raumen. Dariiber hinaus gibt es dhnliche,
aber vollstindig Topologie-freie Varianten (Satz von Daniell-Stone). Der folgen-
de Satz ist der Prototyp dieser Aussagen.

Ein metrischer Raum X heifit lokalkompakt, wenn jede Umgebung eines
Punkts x € X eine kompakte Umgebung besitzt. Er heifst im Unendlichen ab-
zdhlbar, wenn er Vereinigung einer Folge kompakter Mengen ist. Ein Maf p auf
B(X) heift Radon-Maf$, wenn p(K) < oo ist fiir alle kompakten Mengen K
und wenn g von innen reguldr ist, dh. fiir alle B € B(X) gilt:

w(B) =sup{u(K) : K C B, K kompakt}.

Satz 42 Sei X ein lokalkompakter metrischer Raum. Dann gibt es zu jedem
linearen isotonen Funktional I : C.(X) — R ein eindeutiges Radon-Maf$ u auf
B(X), so daf fiir alle f € C.(X) gilt

1) = [ £ du.

Wir konnen iiber weite Strecken unser Vorgehen bei der Konstruktion des
Lebesgue-Mafes iibernehmen. Nur der Beginn und das Ende des Beweises sind
etwas anders:
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Lemma 13 Ist eine Folge (f,) in C.(X) gleichmdflig konvergent gegen f und
sind die Mengen supp(f,) in einer gemeinsamen kompakten Menge M enthal-
ten, so ist [(f) =UmI(f,).

Beweis. Aus der Definition der Lokalkompaktheit von X zusammen mit der
Uberdeckungseigenschaft kompakter Mengen folgt, daf es zu jeder kompakten
Menge M ein € > 0 existiert, derart daf {z € X : dist(x, M) < €} wieder kom-
pakt ist. Genau wie in 15 folgt daraus: Die Indikatorfunktion jeder kompaktem
Menge ist monoton fallender punktweiser Grenzwert einer Folge in C.(X).
Insbesondere gibt eine Funktion g € C.(X) mit 0 < 1j; < g. Dann ist wegen
der gleichméfigen Konvergenz |f — f,| < eng fiir eine Nullfolge (g,,). Aus der
Isotonie von I folgt

[L(f) = I(fx)]

max{I(f) = I(fn), I(fn) = I(f)} = max{I(f = fn), I(fn)}
[(|f - fn|) S EnI(g) —n—o0 0.

IN

Beweis des Satzes: Wir bezeichnen wieder mit /C das System aller kompak-
ten Teilmengen und definieren fiir K € K

m(K) = inf{I(f) : 1x < f, f € CeX}.

Dies ist also eine direkte Verallgemeinerung der Definition der Volumenfunktion
v0ly,, wobei nur das Integral durch I ersetzt ist. Dann erfiillt auch die Funktion
m alle Voraussetzungen des Fortsetzungssatzes in Abschnitt 26. Die Beweise der
zugehorigen Teilaussagen lassen sich wortlich von den entsprechenden Beweisen
fiir die Volumenfunktion Ubernehmen. Also ist nach diesem Satz die Einschrin-
kung der durch

p«(A) =sup{m(K): K C A, K € K}

definierten Mengenfunktion auf die o-Algebra
L={ACX :m(K)=p.(KNA)+ p.(K\A) falls K € K}

ein Mafs, das m fortsetzt.

Das Maf p ist von innen reguldr nach Defintion von p, und jede kompakte
Menge erhilt wegen p(K)m(K) endliches Maf. Also ist p ein Radon-Maf.

Es bleibt zu zeigen, dafs das mit diesem Maf nach Kapitel 6 definierte Integral
J f du fir alle f € C.(X) mit I(f) iibereinstimmt. Hier miissen wir etwas
anders argumentieren als beim Lebesgue-Maf. Sei also f € C.(X) gegeben. Sei
zundchst f > 0 und wihle n € N so grofs, dafs f < n. Wir betrachten die Mengen
Ao =suppf und A = {k27" < f} fiir k > 1. Sei

n2"—1 n2"—1

fo= ) k2T an, =277 ) 1a,.
k=0 k=1

Es ist fo(z) < f(z) < fu(z) + 2714, () fir alle z € X. Da die Mengen Ay,
kompakt sind, gibt es fiir jedes k£ > 0 eine Folge (g~,),,, in C.(X) mit g¥ | 14,.

Sei g, = 27" ZZZ;I gk . Dann gilt g,, | f. < f, also konvergiert nach dem
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Satz von Dini max(g,, f) gleichméfig gegen f. Also erhalten wir nach dem
Lemma

n2"—1

I(f) = limI(max(gm, ) >limI(gm)=1lm2" Y I(g)
k=1
n2"™ -1 n2"™ -1
= 27" > p(A) = ) k2_”,u(Ak\Ak+1):/fn du
k=1 k=0

und daher fiir n — oo auch I(f) > [ f du. Andererseits ist f < g, + 2770,
und damit

I(7) < lim T{gn) +27"1(%) = [ fu d+ 2740

woraus fiir n — oo die umgekehrte Ungleichung I(f) < [ f du folgt.

Die Eindeutigkeit ergibt sich wie folgt: Aus dem Satz von der majorisierten Kon-
vergenz folgt fiir jedes Mafs p mit der Eigenschaft des Satzes und jede kompakte
Menge K, dak die Zahl pu(K) eindeutig durch das Funktional I bestimmt ist
wegen

w(K) = /1K d,u:lifln/fn dy = lim I(fy),

wobei (f,) irgendiene Folge in CcX ist mit f,, | 1x. Wegen der inneren Regu-
laritat eines Radon-Mafkes ist dann p(B) auch eindeutig bestimmt durch 7 fiir
alle Borel-Mengen B. [ ]

Beispiel. Sei X irgendeine Menge und d(z,y) = 1 fiir  # y und d(z,z) = 0.
Diese Metrik induziert die diskrete Topologie, in der jede Teilmenge von X
offen und damit Borelsch ist. Die kompakten Mengen sind dann die endlichen
Mengen und das Zahlmafs p, das jeder unendlichen Mengen den wert oo und
jeder endlichen Menge die Anzahl ihrer Elemente zuordnet, ist das Radon-Maf,
welches von dem Funktional I : f +— }° + f(z) induziert wird.

Folgerung 5 Sei zusdtzlich X Vereinigung einer Folge von kompakten Mengen.
Dann ist jedes Borel-Maf$ p mit u(K) < oo fir alle kompakten Mengen auto-
matisch von innen reguldr, also ein Radon-MafS. Ferner ist jedes Radon-Mafl
auch von aufen regulir, d.h. fir jedes B € B(X) gilt

w(B) =inf{u(U) : U of fen, B C U}.

Beweis. 1. Fiir den Beweis der ersten Aussage definiere das Funktional I
durch I(f) := [ f dp, f € CcX. Sei i das Radon-MagR, welches der Satz
liefert. Die beiden Mafe p und @ stimmen auf den kompakten Mengen nach
dem Argument am Ende des obigen Beweises iiberein. Sei (K,,) die Folge der
kompakten Mengen in unserer Voraussetzung. Ohne Einschrénkung kann sie als
aufsteigend gewihlt werden. Fiir jede abgeschlossene Menge A ist A =J,, AN
K, in der von den kompakten Mengen erzeugten o-Algebra, also erzeugen die
kompakten Mengen die Borel-o-Algebra B(X). Das System aller kompakten
Mengen kann also die Rolle des Erzeugenden-Systems £ im Eindeutigkeitssatz
iibernehmen und wir erhalten damit p = i, also ist p ein Radon-Mak.
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2. Wegen der Lokalkompaktheit kdnnen wir zuséitzlich noch annehmen, daf fiir
jedes n die Menge K, im offenen Kern K., von K, enthalten ist. Seien jetzt
B € B(X) und € > 0 gegeben. Fiir jedes n setze B,, = BN K, und wihle eine
kompakte Teilmenge L,, der Menge K ,\B, mit

1 (K541 \Bn)\Ly) <227

Dann ist B, in der offenen Menge U,, = K\ L, enthalten und das Maf der
Menge
Un\Bn = (K;)erl\Bn)\Ln

ist < 27" Die offene Menge U = |J,, U, erfiillt dann wegen B = |J B,, auch
p(U\B) < Y p(Un\B,) <e3,2 " =e. .

9.3 Zum Vitalischen Uberdeckungssatz

Der Vitalische Uberdeckungssatz, den wir in Kapitel 8 zum Beweis der Integral-
transformationsformel benutzt haben, zeigt seine eigentlichen Stérke erst, wenn
man sich von der Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit 16sen will.

Der folgende Satz ( er wird auch Lebesguescher Differentiationssatz genannt)
ist fiir stetige Funktionen sehr einsichtig: Der Wert einer stetigen Funktion an
einer beliebigen Stelle ergibt sich approximativ durch Mittelung der Werte in
kleinen Kugeln um diese Stelle. Einfache Sprungfunktionen zeigen, daf diese
Aussage i.a. falsch ist. Erstaunlich ist, daf die Ausnahmepunkte, bei denen
diese Aussage nicht stimmt, selbst fiir beliebige integrierbare Funktionen nur
eine Nullmenge bilden.

Satz 43 Sei f € LY(A\™). Dann gilt fiir \™-fast alle x € R™: Fiir jede Folge
(K (z)) von Kugeln, die x enhalten und deren Radius gegen 0 konvergiert, ist

. 1 ot
s | 0 =1

Beweis. Offenbar geniigt es den Fall f > 0 zu betrachten. Wir zeigen zu-
néchst, daf die Funktion f mit

Jx fly) dy

KK )
(K ugel vom Radius < 6§}

f(z) = lim sup{1x(z)

0—0
mefbar ist. Aus z,, = = und e, — € folgt 1x (5, o) (¥) = 1k (a,-)(y) fiir alle y
auflerhalb des Randes von K(z,¢). Dieser Rand ist eine Nullmenge, also folgt
aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz, angewendet auf die Funktio-
nen lg (g, c,)f, dak das Integral fK(LE) f(y) dy stetig von z und e abhéngt.

Daraus ergibt sich, daR in der Definition von f es reicht, das Supremum fiir
festes 0 nicht iiber alle Kugeln vom Radius < § zu bilden, sondern nur iiber die
abzdhlbare Teilklasse derjenigen Kugeln, deren Mittelpunkt aufterdem rationale
Komponenten hat. Also ist dies Supremum mefibar in z. Zweitens fillt dies Su-
premum monoton mit ¢, daher geniigt es, den Grenzwert ldngs einer beliebigen
Nullfolge von d-s zu berechnen. Daraus folgt die Mefbarkeit von f.

2. Sei jetzt r > 0 gegeben. Wir betrachten die melbare Menge A, = {z € R™ :
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f(z) < r < f(z)} und wollen zeigen, daf A, eine Nullmenge ist. Wir bewei-
sen dies indirekt und nehmen an, es sei A™(A,) > 0. Dann ist fAr f(z) dx <
Ja, 7 dx = rA™(A;). Wir konnen eine offene Menge U finden, die A, enthilt
und fiir die auch noch gilt

/ flz) de < rX™(A,).
U

Der einfachste Weg, dies zu sehen, besteht darin, die dufere Regularitit aus der
Folgerung 5 auf das durch p(B) = [, f(x) dx definierte Maf p anzuwenden.
Wir betrachten nun die Menge @ aller in U enthaltenen Kugeln K, fiir die gilt

S fw) dy
71{)\’”(1{) >r

Nach Definition von A, ist jeder Punkt z € A, in beliebig kleinen solchen
Kugeln. Nach dem Vitalischen Uberdeckungssatz gibt es also eine disjunkte
Folge (K') in ®, deren Vereinigung A, bis auf eine Nullmenge iiberdecken. Daher
gilt

) > [ [ swd
- ;/K ) dy 27 SN 27" (4

Dies ist ein Widerspruch, die Menge A, muf also eine Nullmenge sein.

Es folgt, daf auch die Menge {f < f} = UTGQJr A, eine Nullmenge ist. Daraus
ergibt sich, daf fiir A™-fast alle Punkte = und jede Folge K, (z) wie im Satz
der limsup der Folge auf der linken Seite der Behauptung < f(z) ist. Analog
wird die umgekehrte Ungleichung fiir den lim inf bewiesen. Zusammen folgt die
Behauptung des Satzes. ]

Dies hat eine Anwendung auf sogenannte Dichte-Punkte. Ein Punkt z € R™
heift Dichtepunkt der Menge A € £™, wenn gilt

lim A™ (ANK(z,9))

M K@)

Folgerung 6 Fast alle Punkte einer mefSbaren Menge A € L™ sind Dichte-
punkte von A.

Beweis. Es geniigt, den Fall A™(A) < oo zu betrachten. Dann ist die Indika-
torfunktion 14 integrierbar. Mit f = 14 folgt die Behauptung aus dem vorigen
Satz. [ |

Eine andere Anwendung ist auf eine Variante des Fundamentalsatzes der
Differential und Integralrechnung:

Satz 44 Sei f € L'(R) und F(z) = [*_ f(s) ds. Dann ist F X'-fast iiberall
differenzierbar mit F'(z) = f(z).
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Beweis. Sei z € R ein Punkt, fiir den die Aussage aus dem Satz gilt. Wir
behaupten, daft F' an der Stelle = differenzierbar ist. Sei hierfiir (¢,,) eine Null-
folge von positiven Zahlen. Wir wenden die Formel des Satzes auf die Kugeln
Kp(z) = [z, + tp] an und erhalten

Fla+ty) = F(z) _ [;"" f(z) do
In ALKy (7))

—nooo f(T).

Also ist die rechtssetige Ableitung von F gleich f(z). Das gleiche Argument
fir K, (z) = [z — t,, z] liefert die entsprechende Beziehung fiir die linksseitige
Ableitung. ]

Im Kapitel 8 hatten wir vorausgesetzt, daf die Variablen-Transformation
durch eine stetig differenzierbare Funktion g gegeben ist. Wir wollen nun diese
Voraussetzung abschwichen, weil in einer Reihe von Anwendungen die Funktion
nur fast iiberall differenzierbar ist und die Ableitung nicht notwendig stetig
ist. Im Beweis hatten wir verwendet, daf ein stetig differenzierbares g auch
(jedenfalls lokal) Lipschitz-stetig ist. Bemerkenswerter Weise gilt hiervon auch
eine abgeschwichte Umkehrung:

Satz 45 (Rademacher) Sei U C R™ offen und g : U — R™ Lipschitz-stetig.
Dann ist g an \™-fast allen Punkten x € U (total) differenzierbar.

Wir wollen diesen Satz hier nicht beweisen. Wir verwenden ihn fiir folgende
Variante des Hauptsatzes aus Kapitel 8. Wenn man den Satz von Rademacher
nicht verwenden will, mufs man eben die Differenzierbarkeit fast tiberall zusatz-
lich fordern. Das Ergebnis ist dann immer noch deutlich allgemeiner als Satz
38.

Satz 46 Seien U,V zwei offene Mengen im R™. Sei g : U — V bijektiv und
in beiden Richtungen Lipschitz-stetig. Dann gilt auch die Integralstransformati-
onsformel aus Satz 38.

Beweis. (Skizze) Wir konnen wie iiblich U als beschriankt voraussetzen.
Sei Uy = {& € U : Dg(z) existiert}. Nach dem Satz von Rademacher ist
A™(U\Uy) = 0, insbesondere ist auch Uy € £™. Da die Funktion g Lipschitz-
stetig ist, ist die Operatornorm ||Dg(x)|| gleichméRig auf der Menge Uy be-
schrankt. Daraus folgt, daf die Eintrige der die linearen Abbildungen Dg(x)
darstellenden Funktionalmatrizen und schlieflich auch die Determinanten det Dg(x)
beschrénkt sind. Also ist die Funktion 1y, | det Dg| integrierbar, wir kénnen also
den vorigen Satz anwenden und erhalten fiir fast alle x € U

fK(zyd) |detDg(y)| dy

T O™

&
— ()

> | det Dg(a)|

fiir alle hinreichend kleinen § > 0. Daher kann man die Bedingung

€
AT(U)

|det Dg(y)| > |det Dg(z)| —

im Beweis von Lemma 11 durch diese Ungleichung ersetzen ohne den Rest des
Beweises dieses Lemmas zu dndern. Diese Bedingung war aber die einzige Stelle
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in diesem Lemma, an der die stetige Differenzierbarkeit verwendet wurde, also
bleibt es fiir Lipschitz-Funktionen, die fast iiberall differenzierbar sind, giiltig.
Der Beweis des Lemmas 12 bleibt ebenfalls mit diesen Modifikationen richtig,
wobei man in dem lokalen Schritt statt des alten Arguments wieder den Lebes-
gueschen Differentiationssatz einsetzt und beachtet, daf auch die Umkehrabbil-
dung als Lipschitz-stetig vorausgesetzt wird und daher tatséchlich der Beweis
der unteren Abschitzung wie im Lemma 11 auf g~ ! angewendet werden kann.

|
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