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Einleitung

Die Untersuchung von semiklassischen Nidherungen des Zeitentwicklungsoperators in der
Quantenmechanik ist sowohl von fundamentalem als auch von didaktischem Interesse
[Sep96, Gro99]. Das fundamentale Interesse ist in der Beschreibung des Zusammenhangs
zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik begriindet, das didaktische erklért
sich aus dem anschaulichen Zugang, den die Beschreibung von quantenmechanischen Pro-
zessen durch klassische Groflen liefert. Besonders klar wird dieser Zusammenhang, wenn
eine Phasenraumdarstellung der Quantenmechanik betrachtet wird. Eine erste semiklas-
sische Ndherung fiir den Propagator im Phasenraum, den sogenannten , coherent state-
Propagator, wurde von Klauder [Kla78, Kla79, Kla87] vorgestellt. Weissman [Wei82]
motivierte diese Ndherung durch die Erweiterung der semiklassischen Korrespondenzre-
lationen [Mil74] auf den Begriff der kohérenten Variablen. In spéteren Vertffentlichungen
wie zum Beispiel [Xav96a, Gro98a] wird auf eine rigorose Herleitung mittels Pfadinte-
gralmethoden verwiesen, die aber bis zum heutigen Tage nicht verwirklicht wurde. Ein
zentraler Punkt dieser Arbeit wird es sein, zum ersten Mal diese alternative Herleitung
vollstdndig zu présentieren.

Die Eigenschaften der semiklassischen Néherung des Phasenraumpropagators wurden
fiir eine Reihe fundamentaler Quantenprozesse untersucht. Beispiele hierzu sind in den
Veroffentlichungen [Xav96a, Xav96b, Xav97, Gro98a] zu finden.

Ausgehend von der semiklassischen Niherung des Phasenraumpropagators ergibt sich
durch eine Ortsraumdarstellung desselben der Herman-Kluk-Propagator [Her84, Her86,
Klu86, Gro97, Gue98, Gro98h|. Dieser gehort zur Klasse der Anfangswertdarstellun-
gen (,initial value representations“, IVRs) [Kay94a, Kay94b, Kay97], die die sonst bei
semiklassischen Niherungen auftretenden Schwierigkeiten wie Kaustiken, Singularititen
und beidseitige Randbedingungen fiir die zugrundeliegenden klassischen Bahnen umge-
hen. Dies erlaubt ihre Anwendung auch auf Quantensysteme, deren klassisches Aquivalent
chaotische Phasenraumbereiche enthélt [Sch98]. Erste Untersuchungen hierzu wurden in
unserer Arbeitsgruppe Ende 1997 durchgefiihrt. Die Frage nach der Klarung grundsétz-
licher Eigenschaften des verwendeten Propagators und der verwendeten Methode sowie
die Beleuchtung des theoretischen Hintegrunds lieferten die Anregung fiir diese Arbeit.
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EINLEITUNG 6

Zu dieser Arbeit

In dieser Arbeit wird die semiklassische Nidherung fiir den Phasenraumpropagator und
hierauf aufbauend der Herman-Kluk-Propagator hergeleitet und ihre Eigenschaften un-
tersucht. Im einzelnen gliedert sich die Arbeit folgendermafien:

e In einem ersten, einfiihrenden Kapitel werden kurz die grundlegenden Begriffe aus
den drei Gebieten der klassischen Mechanik, der Quantenmechanik und der Semi-
klassik erldutert.

e Das zweite Kapitel gibt einen Uberblick iiber die semiklassische Theorie nach Miller
und Weissman. Der zentrale Begriff ist hierbei der der Korrespondenzrelation, der
einen direkten Zusammenhang zwischen klassischen Groflen (erzeugenden Funtio-
nen) und unitiren Transformationen in der Quantenmechanik liefert. Ein Spezial-
fall dieser Korrespondenz ist der Zusammenhang zwischen der Zeitentwicklung eines
quantenmechanischen kohirenten Zustands und der Evolution klassischer Bahnen.

e Im zentralen dritten Abschnitt wird erstmalig eine vollstéindige Herleitung des Pha-
senraumpropagators mittels Pfadintegralmethoden gegeben. Aus dieser Herleitung
wird klar, daf3 eines der Probleme der Semiklassik in der Frage liegt, welche Ha-
miltonfunktion einem gegebenen Hamiltonoperator zuzuordnen ist. Auch der durch
die semiklassischen Nédherung eingefiihrte Fehler wird diskutiert. Anschliefend wird
aus dem ,coherent state“-Propagator der Herman-Kluk-Propagator hergeleitet und
dessen Eigenschaften besprochen.

e Das vierte Kapitel beschreibt in Vorgriff auf den letzten Abschnitt die numeri-
sche Implementierung des Herman-Kluk-Propagators und verschiedene Methoden
zur Gewinnung von Energieeigenwerten eines Quantensystems. Hierzu wird eine
phasenraumsensitive Integrationsroutine vorgestellt.

e Abschlieend werden die Ergebnisse der numerischen Anwendung des Propagators
auf verschiedene, charakteristische Quantensysteme vorgestellt und sowohl mit der
exakten Quantenmechanik, als auch mit anderen semiklassischen Methoden vergli-
chen. Dabei werden sowohl die Stiarken, als auch die Schwéchen dieser Methode
deutlich werden.



Kapitel 1

Grundlagen

Dieses einfiihrende Kapitel gibt einen kurzen Uberblick iiber die im weiteren Verlauf der
Arbeit benétigten grundlegenden Begriffe aus der klassischen Mechanik [Gol80, Nol97,
Sch96], der Quantenmechanik [Coh97, Gra88, Mes91, Nol96, Sch88] und der Semiklassik
[Mas81, Chi9l]. Fiir weitere Informationen sei auf die angegebenen Lehrbiicher verwie-
sen. Dem mathematisch versierteren Leser seien hierbei die Darstellungen von Cohen-
Tannoudji [Coh97] und Scheck [Sch96] ans Herz gelegt. Goldstein [Gol80] und Grawert
[Gra88] hingegen geben einen mehr anschaulichen Zugang zu den jeweils beschriebenen
Gebieten. Ein gut versténdlicher Mittelweg ist durch die Werke von Nolting [Nol96, Nol97]
gegeben.

1.1 Klassische Mechanik

Eine der ersten Fragen, die in den Anfingen der Physik gestellt wurde, war die nach
der Moglichkeit der Beschreibung der Bewegung makroskopischer Korper. Im Laufe der
Jahrhunderte wurden hierzu vier im wesentlichen dquivalente Beschreibungsmdglichkeiten
und Formalismen entwickelt:

e Newtonsche Theorie

Lagrangesche Theorie
e Hamiltonsche Theorie

e Hamilton-Jacobi Theorie.

Wir wollen hier nur kurz auf die Beschreibungen von Lagrange und Hamilton eingehen.

Lagrangesche Beschreibung

Eine in sich konsistente Beschreibung der klassischen Mechanik kann auf dem Hamilton-
schen Prinzip aufgebaut werden. Wir wollen zunichst die Frage kliren, welchen Weg
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1.1. KLASSISCHE MECHANIK 8

ein Teilchen einschlagen wird, wenn es in der Zeit t = t, — t; vom Startpunkt ¢; zum
Endpunkt ¢» gelangen muf. Hierzu betrachten wir das Wirkungsfunktional S(q):

s)= [ L.t 0ar. (L)

Dabei ist ¢(t) eine Bahn, die die Randbedingungen ¢(¢;) = ¢; und ¢(t2) = ¢» erfiillt, und
L(q(t),q(t),t) ist die Lagrangefunktion. Sie ist gegeben durch die Differenz aus kinetischer
und potentieller Energie des betrachteten Systems

L(q(t),q(t), 1) = T(q(t),q(t),t) = V(q(t), 4(t), 1) . (1.2)

Das Hamiltonsche Prinzip besagt nun, dafi die reale Bewegung eines Korpers zwischen
den beiden Punkten ¢; und gs so ablduft, dafl das Wirkungsfunktional S(g) extremal wird.
Fiir die klassische Bahn nimmt S(g) also ein Extremum an, und notwendig hierfiir ist das
Verschwinden der ersten Variation von S(g):

3S(q) =0. (1.3)

Durch Variation von Gleichung (1.1) erhalten wir dann unter Beriicksichtigung der festen
Endpunkte, das heifit dq(t1) = dq(t2) = 0, die Euler-Lagrange-Gleichungen

—E o, (1.4)

Wir haben uns hierbei auf Systeme ohne Zwangsbedingungen beschrinkt. Die Euler-
Lagrange-Gleichungen sind Differentialgleichungen zweiter Ordnung, und ihre Losung ¢(t)
beschreibt mit den Randbedingungen ¢(¢;) = ¢; und ¢(t2) = g2 die klassische Bahn.

Hamiltonsche Beschreibung

Die Aquivalenz zwischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung und einem System aus
doppelt so vielen Differentialgleichungen erster Ordnung machen wir uns zunutze, um eine
alternative Beschreibung der klassischen Mechanik zu erhalten. Zunichst fithren wir die
sogenannte Hamiltonfunktion H(p(t),q(t),t) ein. Sie geht durch eine Legendretransfor-
mation, die die Geschwindigkeit ¢ durch den kanonischen Impuls p = dL/0q ersetzt, aus
der Lagrangefunktion L hervor:

H(p(t),q(t),t) = p(t)q(t) — Lq(t),q(t), t) . (1.5)

Die Variablen Impuls p und Ort ¢ sind — im Gegensatz zu ¢ und ¢ — unabhingig. Aus dem
Hamiltonschen Prinzip folgen dann wiederum durch Variation des Wirkungsfunktionals
S(q) die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

OH . OH

pP=—— und q= R (1.6)
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Aus den Euler-Lagrangeschen Gleichungen werden also doppelt so viele Differentialglei-
chungen erster Ordnung, die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Die Losung dieses
Systems beschreibt eine Bahn im Phasenraum, der von den Impuls- und den Ortsachsen
aufgespannt wird.

An diesem Punkt stellt sich die Frage, welche Vorteile die Hamiltonsche Theorie ge-
geniiber ihren Vorgéngern bietet. Sie liefert keine , neue“ Physik in dem Sinne, daf sie eine
Erweiterung des Anwendungsbereichs der Lagrange-Formulierung erlaubt. Sie bietet aber
ein ,natiirliches Sprungbrett* zum Ubergang in die Quantenmechanik. Beide Theorien
(Quantenmechanik und Hamiltonsche Mechanik) kénnen durch eine #hnliche mathemati-
sche Struktur beschrieben werden, was sich in der Aquivalenz zwischen Poissonklammern
und den spéter noch zu erlduternden Kommutatoren ausdriickt.

Poissonklammern

Um dies zu verdeutlichen, fiihren wir zunéchst die Poissonklammer zweier Funktionen
f(p,q) und ¢(p, q) ein:

of g O0f Og

{f.9} = 400 o (1.7)

Hierbei miissen wir anmerken, daf die Definition (1.7) nicht in allen Lehrbiichern einheit-
lich ist. Sie kann sich noch um ein Vorzeichen unterscheiden. Aus der Definition folgen
unmittelbar die Beziehungen {¢,¢} = 0, {p,p} = 0 und {q,p} = 1, die als fundamentale
Poisson-Klammern bezeichnet werden. Durch die Einfiihrung dieser Struktur kann die
Zeitableitung einer Grofie A(p, q,t) geschrieben werden als

d 9Adg  DAdp 0A
qAPat) = dqdt " opdr ot
0AGH 0AOH  0A aA
oAol 04 _AH 1
e op opag o - WAH T (1.8)

Spezialfille dieser Beziehung sind die Bewegungsgleichungen in der Form

dp d

& =) und d‘i_{q,H} (1.9)

Klar ist, dal Konstanten K der Bewegung die Beziehung {K, H} = 0 erfiillen.

Der Vorteil der Poissonklammer ist nun, dafl ihr Wert unabhiingig von dem Satz
kanonischer Variablen ist, mit deren Hilfe sie ausgewertet wird. Dabei bezeichnen wir
einen Variablensatz (p,q) dann als kanonisch, wenn fiir sie eine Hamiltonfunktion H
existiert, so dafl die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen gelten. Es stellt sich nun
also die Frage, wie man ein gegebenes Problem in einem Variablensatz (p,q) auf einen
zweiten kanonischen Variablensatz (P, Q) transformiert, so daf die Bewegungsgleichungen
moglichst einfach werden.
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Erzeugende Funktionen

Zunichst fiithren wir den Begriff der Phasentransformation [Nol97] ein. Unter einer Pha-
sentransformation versteht man eine Punkttransformation im Phasenraum:

Q=Q(p,q,t) P=Ppqt). (1.10)

Hierbei geht die Hamiltonfunktion H (p, ¢, t) in die Hamiltonfunktion }NI(P, Q,t) iiber. Wir
bezeichnen die Transformation (1.10) als kanonisch, falls sich die Form der Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen in den neuen Variablen (P, ) und mit der neuen Hamiltonfunktion
H (P, @, 1) nicht dndert. Es kann gezeigt werden, daf§ jede kanonische Transformation aus
einer erzeugenden Funktion, die sowohl von einer ,alten“ Variable (p,q) als auch einer
,neuen Variable (P, @) abhingt, gewonnen werden kann. Auf die Beschreibung der
jeweils nur von einem Variablensatz abhingigen Generatoren Fj(p,q,t) und Fg(P,Q,t)
soll hier verzichtet werden.

Da es vier verschiedene Kombinationen der alten und neuen Orts- und Impulsvariablen
gibt, existieren auch vier verschiedene Typen von erzeugenden Funktionen oder Genera-
toren, die in der Literatur mit F; bis F}; bezeichnet werden. Es gelten die Beziehungen

OF' OF}

Fl(anat) p:a—ql P:_a—é
_ OF, OF,

Fy(q, Pyt) : P= 3, Q=3p
OF3 OF3

F N = —— P —_
_ _ 0F, OF,

Die Generatoren F; konnen jeweils durch eine Legendretransformation ineinander iiber-
fiihrt werden. Da diese im zweiten Kapitel noch eine wichtige Rolle spielen werden, seien
sie hier kurz angefiihrt:

Fy(q, P,t) = Fi(q, Q(q, P, 1), 1)+ PQ(q, P, 1)
F3(p7 Q)t) = Fl(Q(p,Q,t),Q,t)_ pQ(paQat)
F4(p7 Pa t) - F1(Q(p, Pa t)aQ(pa P7 t)at)+PQ(p7 P7 t) _pQ(p, Pa t) . (112)

Die iibrigen Transformationsformeln lassen sich aus diesen dreien direkt bestimmen.

Durch eine geeignete Wahl der kanonischen Transformation kann die Integration der
Bewegungsgleichungen stark vereinfacht und in einigen Féllen sogar iiberfliissig gemacht
werden. Ein Beispiel hierfiir ist das Problem des Harmonischen Oszillators H = p?/(2m)+
mw?q®/2, das durch die erzeugende Funktion F(q, Q) = mwq? cot(Q)/2 duBerst einfach
gelost werden kann. In den neuen Variablen lautet die Hamiltonfunktion H (P,Q,t) =wP,
das heifit, die Variable @) ist nun zyklisch. Der zugehorige kanonische Impuls P ist damit
konstant. Wie fiir eine gegebene Aufgabenstellung eine passende Transformation gefunden
werden kann, ist ein zentraler Punkt der Hamilton-Jacobi-Theorie. Diese soll aber hier
nicht ndher erldutert werden.
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Der Satz von Liouville

Bisher betrachteten wir nur einzelne Bahnen im Phasenraum. Der Satz von Liouville
liefert nun eine Aussage iiber die Dichteverteilung eines ganzen Ensembles von Bahnen
im Phasenraum.

Er besagt, daf} sich die Dichte p der Punkte im Phasenraum zeitlich nicht dndert, das
heifit

dp

_ Op _
=l H S =0 (1.13)

ot

Der Satz von Liouville ist somit die Bewegungsgleichung der Phasenraumdichte. Er basiert
auf der Invarianz des Phasenraummafles unter kanonischen Transformationen. Auf eine
andere Art formuliert heiflt das, dafl die Determinante der Jacobimatrix einer kanonischen
Transformationen eins ist.

Betrachten wir den Fall statistischen Gleichgewichts (0p/0t = 0), so folgt
{p,H} =0. (1.14)

Eine Konsequenz dieser Aussage ist, daf} sich Bahnen im Phasenraum nicht schneiden
kénnen. Dies wird spéter im Zusammenhang mit dem Begriff der Kaustiken wichtig
werden.

Zum Abschluf} dieses kurzen Einblicks in die klassische Mechanik sei noch kurz auf die
vorher erwihnte dhnliche mathematische Struktur von Quantenmechanik und Hamilton-
scher klassischer Mechanik eingegangen.

Das Korrespondenzprinzip

Der Ubergang von der klassischen Mechanik in die Quantenmechanik ist folgendermaBen
moglich:

e MeBbaren, physikalischen Grofien A, sogenannten Observablen, werden in der Quan-
tenmechanik hermitesche, lineare Operatoren A zugeordnet, die auf dem Hilbert-
raum aller méglichen Zustéinde definiert sind.

e Die Meflwerte entsprechen dann den Eigenwerten bzw. den Erwartungswerten dieser
Operatoren.

e Die fundamentale Poissonklammer {g,p} = 1 wird ersetzt durch den Kommutator
[G,p] = ih, wobei h das Plancksche Wirkungsquantum ist.

e Der Hamiltonfunktion H(p, ¢,t) ordnet man den Hamiltonoperator fl(ﬁ, g, t) zu.

e Die Bewegungsgleichung einer Observable wird zu dA/dt = [A, H]/(ik) + dA/ot.

An diesem Punkt angekommen, empfiehlt es sich, einige Worte iiber die Grundlagen der
Quantenmechanik zu verlieren.
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1.2 Quantenmechanik

Die Schrédingergleichung

Ein physikalisches System wird beschrieben durch eine Wellenfunktion (g, t) = (g|1 (1)),
die Losung der zeitabhédngigen Schrodingergleichung

o0, 1) = B (g, ) (1.15)

ist. Hierbei ist H der das System charakterisierende Hamiltonoperator, der im Fall eines
Systems ohne elektromagnetischem Potential A und nicht geschwindigkeitsabhingigem

Potential V' die Form
~2
~ p S
H=—+V(q,t 1.16
LV (1.16)
besitzt. Die Groéflen p und ¢ sind nun nicht mehr klassische Variablen, sondern, wie am
Ende des Abschnitts iiber klassische Mechanik schon angedeutet, Operatoren. Aus der

postulierten Vertauschungsrelation
[4,p] = ih (1.17)

folgen zum Beispiel fiir die Darstellung der Operatoren im Ortsraum, das heifit beziiglich
einer Basis aus Eigenfunktionen des Ortsoperators ¢, die Beziehungen
0

g=gq und p= —iha—q . (1.18)

Meflwerte und Meflwahrscheinlichkeiten

Die Losung 1(q,t) der Schrédingergleichung wird als Amplitude einer Wahrscheinlich-
keitsdichte p(q,t) interpretiert

pla,t) = [P(g, 1), (1.19)
wobei p(q,t) die Wahrscheinlichkeit angibt, bei einer Ortsmessung zur Zeit ¢ das Teilchen
am Ort ¢ zu finden.

Betrachten wir nun andere physikalische Observablen A aufler dem Ort, so sind deren
mogliche Mewerte Losungen der Eigenwertgleichung

Algn) = auldn) . (1.20)

Die Eigenzustidnde {|¢,,)} bilden hierbei im allgemeinen ein vollstdndiges, orthonormiertes
System. In dieser Basis kann ein physikalischer Zustand |¢(t)) entwickelt werden:

) =D ca®ldn)  mit () = (daltr(1)) - (1.21)

Das Spektrum, das heifit die Menge der Eigenwerte von f/l\, wurde hierbei zur Vereinfa-
chung der Notation als diskret vorausgesetzt. Aus dieser Darstellung wird klar, dafl der
MeBwert a,, im Zustand |4 (¢)) mit der Wahrscheinlichkeit |c,(t)|* gemessen wird.
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Die zeitunabhingige Schrédingergleichung

Ist der Hamiltonoperator H nicht explizit von der Zeit ¢ abhingig, so kann die zeit-
abhéngige Schrédingergleichung durch den Ansatz

ola.t) = exp (3. 2) oo (122)

in einen Orts- und Zeitanteil separiert werden. Der Ortsanteil ¢(q) erfiillt dann die zei-
tunabhéngige Schrédingergleichung

Hg(q) = Eo(q) . (1.23)

Eine Losung der Schriodingergleichung in der Form (1.22) bezeichnet man als stationére
Losung zur Eigenenergie E.

Die Menge aller Eigenenergien eines gegebenen Hamiltonoperators bezeichnet man
als Spektrum. Es setzt sich zumeist aus einem diskreten Anteil fiir die im Potential V'
gebundenen Zustinde und einem kontinuierlichen Anteil fiir die Streuzustinde zusammen.

Der Propagator U (¢)

Hat man die Wellenfunktion |¢(¢)) zu einem festen Zeitpunkt, zum Beispiel ¢ = 0, ge-
geben, so stellt sich die Frage, wie sich diese im Laufe der Zeit entwickelt. Der den
Anfangszustand [¢(0)) auf seine Zeitentwicklung |¢(¢)) abbildende Operator heifit Zeit-

entwicklungsoperator oder Propagator U(?):
[¥(1)) = U@)]4(0)) (1.24)

mit der Anfangsbedingung

~

Uo)=1. (1.25)

Da die Bewegungsgleichung des Zustands aber gerade die Schrédingergleichung ist, erfiillt

~

U(t) die Beziehung

~ ~

ih—U(t) = H)U(t). (1.26)

dt
Diese Differentialgleichung ist dquivalent zur Integralgleichung
.t
O(t) =1 - %/ )0 (r)dr, (1.27)
0

und damit erh&lt man den Propagator durch Iteration in Form der Dyson-Reihe

O(t) = Texp <—%/Otﬁ(7)d7> | (1.28)
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Der Operator T ist hierbei der Zeitordnungsoperator. Im zeitunabhéngigen Fall 148t sich
U (t) weiter auswerten. Der Zeitordnungsoperator T ist dann ohne Wirkung, und es folgt
unmittelbar

O (t) = exp <—%ﬁt> | (1.29)

Beschrinkt man sich auf Hamiltonoperatoren H mit diskretem Spektrum {E,} und Ei-
genzustinden {|@,)}, so kann man die Spektraldarstellung von U(t) schreiben als

Oty=>"exp <—%Ent> P, (1.30)
n=0

wobei P, = |¢,)(¢,| der Projektor auf den n-ten Eigenzustand ist. Es sei noch angemerkt,
dafl U(t) ein unitérer Operator ist, der die Zeitumkehrrelation

U-'(t)=U(~t) (1.31)

erfiillt.

Kohirente Zustinde

Zum Abschluf dieser Einfiihrung in die Quantenmechanik soll noch kurz auf besondere
quantenmechanische Zusténde, die erstmals 1926 von Schrédinger [Sch26] eingefiihrten
kohérenten Zustinde, eingegangen werden. Ein koh#renter Zustand |z) ist ein normierter
Eigenzustand zum Vernichtungsoperator @:

alzy = z|z) . (1.32)

Der Vernichtungsoperator @ ist definiert durch

. 1 (g .ﬁ)
0ag=—|[=+1=—] . 1.33
= (b / (1.33)

Zur Vereinfachung der Notation wurden die Abkiirzungen b = 1/y/mw und ¢ = 1/b =
Vmw eingefiihrt. Der Vernichtungsoperator @ ist mit einem Harmonischen Oszillator
H = p?/(2m) + mw?§%/2 = hw(@'a + 1/2) assoziiert. Man kann zeigen [Lou73], daf jeder
kohérente Zustand |z) gegeben ist durch die Beziehung

|2) = e~z 1558 |0) | (1.34)

wobei |0) der Grundzustand des angesprochenen harmonischen Oszillators ist. Aus (1.34)
folgert man unmittelbar, dafl zwei verschiedene kohérente Zustéinde |z;) und |z;) nicht
orthogonal sind, es gilt vielmehr

(2s|21) = e 2l Haa—glal (1.35)
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Nichtsdestotrotz bilden sie eine iibervollstindige Basis des Hilbertraums aller moglichen
Zustinde, das heif3t

:/—|z>(z|. (1.36)

Interessant ist noch anzumerken, dafl kohdrente Zustinde minimale Unschérfe besitzen,
das heif}t, sie erfiillen die Beziehung

h
ApAq = B (1.37)

mit Ap = \/hw/2 und Aqg = y/h/(2w). Den komplexen Eigenwert z aus Gleichung (1.32)

zerlegen wir nun in Real- und Imaginérteil:

— \/LQ_h (% +i§) : (1.38)

Dabei sind ¢ und p reelle GroBlen. Man kann beweisen, dafl ¢ und p gerade dem Orts-
und Impulserwartungswert des kohérenten Zustandes |z) entsprechen. Daher ist auch die
Schreibweise |z) = |p, ¢) iiblich. In der Ortsdarstellung

1
2hb?

(x]2) = (whb?) " * exp <— (z —q)* + im — l@) (1.39)

h h 2

entspricht ein kohérenter Zustand im wesentlichen einem Gaufipaket.

1.3 Semiklassik

Die Semiklassik liefert einen durch die klassische Mechanik motivierten Zugang zur Quan-
tenmechanik. Ziel ist es, quantenmechanische Groflen wie zum Beispiel Wellenfunktionen
durch klassische Groflen auszudriicken. Wegen der spéiteren Verwendung wird kurz auf
die semiklassische Methode der JWKB-Niherung [Wen26, Kra26] eingegangen und zuvor
eine allgemeinere Methode beschrieben. Fiir einen weiteren Uberblick sei auf die Literatur
[Mas81, Chi9l] verwiesen.

Allgemeiner semiklassischer Ansatz

Um fiir ein quantenmechanisches Problem eine semiklassische Ndherung zu erhalten,
miissen die folgenden vier Schritte durchgefiihrt werden:

e Zunichst werden die diskreten QQuantenzahlen wie zum Beispiel die Drehimpuls-
quantenzahl [ durch kontinuierliche Variablen ersetzt. Hierbei gehen Summen {iber
Quantenzahlen in Integrale, genauer in Summen {iber Integrale, iiber die konti-
nuierlichen Groflen iiber. Die Ersetzung der Summen durch Integrale ist dabei
nicht willkiirlich, sondern durch die Poissonsche Summationsformel gegeben. Dieser
Schritt ist exakt.



1.3. SEMIKLASSIK 16

e Die durch den ersten Schritt erhaltenen Integrale werden mittels der Methode der
stationdren Phase ausgewertet.

e Durch die Erweiterung der Losungsmenge der klassischen, reellen Bewegungsglei-
chungen auf komplexe Losungen kénnen auch klassisch verbotene Prozesse wie zum
Beispiel der Tunneleffekt ndherungsweise beschrieben werden.

e Abschlieend miissen noch eventuell auftretende Singularititen in den durch obige
Schritte gewonnenen Losungen diskutiert werden. Ein Beispiel hierfiir ist die Singu-
laritdt der JWKB-Wellenfunktion erster Ordnung an klassischen Umkehrpunkten.
Dieser Schritt ist in der Literatur unter dem Begriff der Uniformisierung bekannt.

JWKB-Naherung

Diese von Jeffreys, Wentzel, Kramers und Brillouin entwickelte Methode liefert eine
Néherungslosung fiir die quantenmechanische Wellenfunktion. Durch Einfiihrung des
klassischen Impulses

p(x) = /2m(E - V(z)) (1.40)
kann die zeitunabhéngige Schrédingergleichung mit ¢ (z) = (z[1) geschrieben werden als

thd—; (z) + p*(z)(x) = 0. (1.41)

Im feldfreien Fall ist der Impuls p konstant, und die Wellenfunktion hat die Form einer
ebenen Welle

(x) = Aetwrr. (1.42)
Die JWKB-Methode geht nun von einem Ansatz

Y(z) = Aernd@ (1.43)

fiir die Wellenfunktion aus, wobei die Grofie S(x) die Dimension einer Wirkung besitzt.
S(z) wird in eine Potenzreihe nach % entwickelt

S(z) =Y WSy (x) (1.44)

und in die Schrodingergleichung eingesetzt. Die verschiedenen Ordnungen der JWKB-
Néaherung erhélt man durch Koeffizientenvergleich der Potenzen A". In nullter Ndherung
ergibt sich gerade die klassische Wirkung

Solr) = / " p(a')da (1.45)
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Hieraus begriindet sich auch die Aussage, daf} die klassische Mechanik den A — 0 - Grenz-
fall der Quantenmechanik darstellt, da in diesem Limes nur der Koeffizient Sy(z), also die
klassische Wirkung, bei der Potenzreihenentwicklung des Exponenten S(z) tibrigbleibt.

Der Entwicklungskoeffizient von # liefert die Bestimmungsgleichung fiir Sy (x):

d i LS(x)  id, [dSo(x)
—S5 =~  —In[— ). 1.46
a1 =3 1Sy(x) 2da n( dz ) (1.46)
Zusammen mit (1.45) erhélt man dann direkt
i
Si(z) = 3 In (p(x)) . (1.47)

Somit lautet die Wellenfunktion in der ersten Ordnung der JWKB-N&herung

W(z) = pl(x) <A1 exp (711 / :p(a:')dx'> + Ay exp (-7—; / :p(a:')dx'>> (148

In Bereichen, in denen keine klassischen Bahnen existieren, wird der Impuls p(z) ima-
ginér, und v (z) reduziert sich, wie in der Quantenmechanik gefordert, auf eine abfallende
Exponentialfunktion.

Die Frage nach der Giiltigkeit der Nidherung (1.48) 148t sich rasch beantworten: Aus
Gleichung (1.48) ist direkt ersichtlich, daf die Ndherung an klassischen Umkehrpunkten
zusammenbricht. Dort verschwindet nidmlich der Impuls p(z), und die Ndherungslosung
wird singulér. Allgemeiner kann gezeigt werden, daf§ (1.48) nur dann eine brauchbare
Approximation darstellt, wenn im betrachteten Bereich die Beziehung

dp()
dx

< [p(a)[* (1.49)

!

gilt. Dies ist dquivalent dazu, daf die de-Broglie-Wellenléinge A = h/p des betrachteten
Teilchens nur langsam iiber dem betrachteten Bereich variiert.

Der Versuch der Fortsetzung der Approximation (1.48) iiber klassische Umkehrpunkte
hinaus fiihrt zu einem Phasenkorrekturterm im Exponenten. Dieser ist mit dem Begriff
des Maslov-Index [Mas72] verkniipft. In einem spéteren Kapitel werden wir ein semiklas-
sisches Verfahren kennenlernen, das diese Probleme umgeht.
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Kapitel 2

Semiklassische Theorie nach Miller
und Weissman

Wie bereits Dirac im Vorwort zu seinem Lehrbuch iiber Quantenmechanik [Dir58] schreibt,
duflert sich der Zusammenhang zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik in
der Beziehung zwischen kanonischen Transformationen auf der einen und unitédren Trans-
formationen auf der anderen Seite. Dieser Zusammenhang wird in diesem Kapitel sowohl
fiir kanonische als auch fiir kohéirente Variablen ndher beleuchtet. Die erste Herleitung
des in Kapitel (2.1) dargestellten Abschnitts wurde von Miller [Mil74] gegeben.

2.1 Korrespondenzrelationen nach Miller

Wie wir im ersten Kapitel gesehen haben, ist eine Stérke der klassischen Mechanik
die Moglichkeit, mittels kanonischer Transformationen von einem Koordinatensatz auf
einen anderen zu wechseln, ohne die Form der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen zu
verdndern. Bei geeigneter Wahl der neuen Koordinaten werden diese besonders einfach
und somit leicht 16sbar. Im Zentrum der Transformationen stehen deren Generatoren
bzw. erzeugende Funktionen Fj, die die Koordinatensitze miteinander verkniipfen. Sie
treten nur als Hilfsmittel dahingehend in Erscheinung zu gewéhrleisten, dafl der neue Ko-
ordinatensatz kanonisch ist. Thre tiefere Bedeutung wird durch den folgenden Abschnitt
deutlich werden.

2.1.1 Herleitung der Korrespondenzrelationen

Betrachtet man zwei Sétze von hermiteschen Variablen (p,q) und (P, Q), das heif}t kanoni-
sche Variablen, deren in der Quantenmechanik zugeordnete Operatoren hermitesch sind,
so ergeben sich vier verschiedene gemischte Matrixelemente zwischen Eigenzusténden die-
ser Représentationen:

(qlQ) (alP) (p|Q) (p|P) . (2.1)

19
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Das Betragsquadrat |(a|B)|* des Matrixelements (a|B) gibt gerade die Ubergangswahr-
scheinlichkeit vom Zustand |B) in den Zustand |a) an und umgekehrt.

Ein Beispiel fiir ein kanonisches Variablenpaar sind Ort ¢ und Impuls p. Obige Ma-
trixelemente konnen als komplexe Zahlen in der folgenden Form dargestellt werden:

@) = 0. Qe (110.0))
0.7))
)

1)), 22)

{(q|P) = As(q, P) exp

St| -

(p|P) = A4(p, P) exp

(i
(PIQ) = As(p, Q eXp<
(

St o~

wobei die Phasen f; reell und die Amplituden A; modulo einem konstanten Phasenfaktor
reell und im folgenden zu bestimmen sind. Hierzu wird zunichst der das Uberlappmatrix-
element zwischen Eigenzusténden klassisch kanonisch konjugierter Variablen benétigt.
Aus der Kommutatorrelation [¢, p] = i fiir klassisch kanonisch konjugierte Variablen
folgt fiir diesen

(qlp) = \/—he p( qp) (2.3)

Dieses Ergebnis ist dem Leser zum Beispiel in Form der ebenen Welle wohlbekannt.
Den physikalisch irrelevanten Phasenfaktor 1/ Vi haben wir dabei zur Vereinfachung der
spiateren Rechnung eingefiihrt. Gleichung (2.3) gilt nun nicht nur fiir den Variablen-
satz (p,q), sondern fiir jeden kanonischen Satz, insbesondere fiir (P, Q). Wir haben also
zusétzlich

(Q|P) = exp (%QP> : (2.4)

1
V2rih

Das Matrixelement (¢|@)) werden wir nun auf zwei Arten auswerten. Hierzu rufen wir uns
in Erinnerung, dafl der Identitdtsoperator geschrieben werden kann als

~ [ anbyiol = [ aripye. (25)

In dieser Form fiigen wir nun die Identitét in das Matrixelement (¢|@) ein. Wir erhalten:

W) = [aaneia) = [a— e (j) 00
1 i
6@ = [arapiP@= [ap——ew (—oP) ). 0
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Mittles des Ansatzes (2.2) schreibt sich dies nun in der Form

Ai(g, Q) exp (%ﬁ(%@)) = \/— exp < ) As(p, Q) exp (ifg(p, Q))

Ai(g, Q) exp (%ﬁ(%@)) Z/dP exp (—%QP> Ax (g, )exp< fala, )) :
(2.7)

Diese beiden Integrale werten wir nun ndherungsweise mittels der Methode der stationéren
Phase (vergleiche Kapitel A.2.1) aus. Die eingefiihrte Niherung wird im Limes & — 0
korrekt. Die Bedingungen fiir die stationdren Punkte lauten

—2mih

ofs
2y T4=0
af 2 _Q=0. (2.8)

Hieraus ergibt sich dann fiir die Amphtuden

9 f5(p, Q)>1/2

Ai(g,Q) =A43(p, Q) < o

14, P) P)>1/2 (2.9)

Al(Q)Q) :Ag(q, P) <_ oP?

und die Phasen
fl(q7 Q) :f3(p7 Q) +pq
filg, Q) =f2(q, P) — PQ. (2.10)

Hierbei sind wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgegangen, daf} jeweils nur
ein Punkt stationdrer Phase existiert. Die Gleichungen (2.8) und (2.10) lassen nun schon
erahnen, welche Verbindung hier zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik
entsteht. Es scheint, als wiirden die Phasen f; die gleichen Relationen erfiillen wie die
klassischen Generatoren F;. Um dies zu untermauern, fithren wir analoge Uberlegungen
fiir die nun folgenden Matrixelemente durch. Zusétzlich zu (2.8) und (2.10) lassen sich
aus den Identititen

lr) = [ Qi) @I
(q|P) Z/dp<<J|p><plP>
(plQ) = [ da(pla){alQ)
dP(p|P)(P|Q)

-/
-/

(p|P) /dQ<P|Q><‘J|P>
-/

dQ(pIQ)(QIP) (2.11)



2.1. KORRESPONDENZRELATIONEN NACH MILLER 22

weitere Beziehungen zwischen den Phasenfunktionen f; herleiten. Wiederum durch An-
wendung der Methode der stationdren Phase erhalten wir

f2(q7P) = fl(‘b Q) + QP
fQ(Q7P) = f4(p7 P) +qp
f3(p7 Q) = fl(‘b Q) —4qp
f3(p7 Q) = f4(p7 P) - QP
f4(p7 P) = f2(q7 P) —4qp
Die zugehorigen Bedingungen fiir die stationdre Phase sind

ofh |

% +P=0

%—];1 +q=0

ofs |

% + P=0. (2.13)

Wie man nun sieht, erfiillen die Phasenfunktionen f; im Rahmen der stationéiren Phase
exakt die gleichen Beziehungen wie die klassischen erzeugenden Funktionen F; (1.11)
und konnen damit mit diesen identifiziert werden. Die Phasenfunktionen f; sind im
klassischen Limes die klassischen erzeugenden Funktionen Fj.

Unbestimmt bleiben weiterhin die Amplituden A;. Zwar liefern die Gleichungen (2.11)
sechs weitere Beziehungen fiir diese, sie konnen hieraus aber noch nicht eindeutig bestimmt
werden. Betrachten wir hierzu einmal die Gleichung

(vla) = / 4Qp|Q) Qo) (2.14)

etwas néher. Die Beziehungen (2.2) und (2.3) eingesetzt liefert
1 . .
e () = [ 40410 QA Qe (350, - 0D - 219

Werten wir auch dieses Integral durch die Methode der stationéren Phase aus, so erhalten
wir

e fiir die Amplitude

902 9Q?

2 2 —1/2
37— A0 Q0.0 (55 - 55) (2.16)
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e fiir die Phase

und
e als Bedingung of of
3 1
% — % =0. (2.18)

Gleichung (2.16) kann nun genutzt werden, um zusammen mit den Beziehungen (2.9) die
Amplituden A; vollsténdig zu bestimmen. Aus den beiden genannten Gleichungen folgt

unmittelbar 12 12
, 1 ([ PR\ (s h

Hierbei miissen wir beriicksichtigen, von welchen Variablen die jeweiligen Funktionen
abhéngen (f1 = f1(q, @), f3 = f3(p, Q)). Differenzieren wir die Bedingung der stationiren
Phase (2.18) nach @, so erhalten wir eine Beziehung zwischen den zweiten @)-Ableitungen
von f; und f3:

82f3(p7 Q) _ a2f1(q7 Q) + a%fl(Q,Q)@

= . 2.2
00)? 00)? 0q0Q 0Q (2.20)
Aus der Gleichung p = 9f;(q, Q)/dq folgt im Falle p = const. die Beziehung
2 2
oQ 0q0Q) oq?
Setzen wir dies in Gleichung (2.19) ein, so ergibt sich
1 82fl(q Q)
A . iy 2.22
Al QP = 5 T (2.22)
Auf vollkommen analoge Weise erhalten wir fiir A, bis Ay
1 0°fa(q, P)
Ay(q, P)|*= :
1 9*f3(p,Q)
2 )
1 82f4(p P)
Ay(p, P)|*= A 2.2
Aulp, )= 5 S (2.23)

Damit sind die Amplituden A; bis auf einen Phasenfaktor eindeutig bestimmt. Obwohl
diese Phase physikalisch irrelevant ist, 1483t sie sich im Rahmen dieses Kapitels konsistent
festlegen. Betrachten wir ndmlich die Transformationen, die in der klassischen Mechanik
als Identitéits-Transformationen bezeichnet werden,

F2(q7 P) - qP und F3(p7 Q) = _an (224)
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so erhalten wir genau dann die Gleichungen (2.3) und (2.4), wenn wir

1 92 fy(q, ))”2

As(q, P) = (

2wih  0qOP
L Ph(.Q))"
As(p, Q) = <2mh 9000 (2.25)
wihlen. Aus Gleichung (2.9) folgt dann
(1 Phe@)"”
Al(q’Q)_<—2mh 9q0Q) )
(L @heP)"
A4(p,P)—<_2mh 0P ) : (2.26)

Zusammenfassend erhalten wir also in semiklassischer Niherung fiir die Ubergangsmatrix-
elemente zwischen Eigenzustdnden hermitescher Variablen

B 1 0Fi(q,Q) 1/2 iFi(q, Q)
<Q|Q>_<_2mh 0q0Q ) <

)
(q|P) = <27:ma];2q(§}3p)>1/2 <1F2 = >
010 = (5 D) o (100))

) =( 5 ) e (L) o

Hierbei haben wir die Phasenfunktionen f; durch die klassischen Generatoren F; ersetzt.

Bisher betrachteten wir nur Ubergangsmatrixelemente zwischen Eigenzustinden her-
mitescher Variablen, das heifit zwischen Variablen, deren quantenmechanisches Analogon
hermitesche Operatoren sind. Da sich unsere weiteren Uberlegungen im dritten Kapitel
aber auf Ubergangsmatrixelemente zwischen kohiérenten Zustinden beziehen werden, ist
es notwendig, auch deren semiklassisches Aquivalent zu diskutieren. Erste Ansétze hierzu
wurden von Heller [Hel77] entwickelt und spiter von Weissman [Wei82] vervollstindigt.
Diese Ideen sollen die Thematik der folgenden Abschnitte sein.
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2.2 Die kohirente Transformation

Ausgehend von den hermiteschen Variablen (p, ¢) kann man mittels der folgenden Defini-
tionen einen neuen kanonischen Variablensatz (P, Q) erzeugen:

o= () (G-%)
pP= <%> " (% + i%’) . (2.28)

Hierbei ist b = 1/¢ = 1/{/mw. Die Kanonizitéit des neuen Variablensatzes kann leicht
mit Hilfe der fundamentalen Poissonklammern verifiziert werden. Aufgrund der Analogie
zur Definiton der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (af,d) bezeichnet man obige
Transformation als kohérente Transformation. Ersetzen wir ndmlich in Gleichung (2.28)
(p,q) durch die ihnen zugeordneten quantenmechanischen Operatoren (p, ), so folgt un-
mittelbar

Q = (—in)'%at P =(-in)"%a. (2.29)
In natiirlicher Weise 148t sich die koh&rente Transformation aus einer erzeugenden Funk-
tion gewinnen. Ihr Generator in der Fi(g, Q)-Form ist

F Y I TEL PP 2.30
0.0 =1 |-+ 2 - o] (230

Driicken wir ) und P durch reelle Variablen ¢, und p, aus
1\ /2 ] )
o (3) " (&2
2i b c

p_ (L v (&H&) (2.31)
2i b c/’

so ergibt sich fiir Gleichung (2.30)

- 7‘2 . rYr 1 2
F, =i {—M _1<prq— p2q ) —|—§|Q| ] : (2.32)

Aufgrund der Eigenschaft (2.29) sind die Eigenzustinde der Operatoren Q) und P schon
aus dem ersten Kapitel bekannt, es handelt sich um die kohédrenten Zustdnde. Vergleich
der dort gewonnenen Gleichung (1.39)

1
2hb?

— th —-1/4 .
(al2) = (et e g - 12

i 1 prgr
(= @)+ spqg— ) (2.33)

mit (2.32) liefert

1 2F \ M? i 1
@)= s (omoa) = (55 128 .
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Allgemein gilt fiir die Ubergangsmatrixelemente einer kohirenten Transformation

1 PP\ i1
(ulv) = oo <8u8@> exp (ﬁF — 2—h|x|2> : (2.35)

wobei F' der Generator ist, der u als alte und v als neue Variable enthilt und x der
kohédrenten Variable entspricht. Damit ist nun auch der semiklassische Ausdruck zwischen
Eigenzustdnden von Operatoren, die kohdrenten und hermiteschen Variablen zugeordne-
ten sind, bekannt.

2.3 Matrixelemente zwischen kohiarenten Zustinden

Um einen Ausdruck fiir die Ubergangsmatrixelemente zwischen kohirenten Zustinden zu
gewinnen, bedarf es einiger Voriiberlegungen. Der Gang der Handlung wird der folgende
sein: Zunichst wird eine allgemeine Formel zur Berechnung von Matrixelementen, die
einer Kette von kanonischen Transformationen entsprechen, hergeleitet und anschlieffend
das so gewonnene Ergebnis auf einen Spezialfall angewendet, aus dem sich das gewiinschte
Ubergangsmatrixelement ergibt.

2.3.1 Betrachtung einer Kette kanonischer Transformationen

Es seien G; die Generatoren kanonischer Transformationen und G™ der Generator der
Transformation, der der Hintereinanderausfiihrung aller G; entspricht, d. h.

G G- Gn_
(p17q1) —1> (p27q2) : 7. 1> (pn;Qn)

G(n)
(plaql) —_— (pTLJQTL)

(2.36)

Die Behauptung ist nun, dafl bei der Berechnung des Matrixelements zwischen Eigen-
zustdnden des ersten Variablensatzes (p1, ¢;) und Eigenzustéinden des letzten Variablen-
satzes (pn,q,) die Kette der Transformationen G; durch G ersetzt werden kann, das
heif}t

/ [ﬂ<bj|bj+1>] l:[dbj = (b1|bn) - (2.37)

Hierbei wird jedes Ubergangsmatrixelement in der Gleichung ersetzt durch seine semi-
klassischen N&herung. Setzen wir diese in Gleichung (2.37) ein, so erhalten wir die zu
beweisende Gleichung

n—1 1/2 .
1 G, ) <1 )
—_— exp | =G,
/ [E( 27ih 9b; 0011 Bl

n—1 1/2 .
1 0*°G™ i
db, = [ ——— ~Gm
g J < 27rih8b16bn> eXp(hG >
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mit n > 2. Die b; stehen dabei wahlweise fiir eine ,Orts“- oder ,Impuls“-Variable:

bie{psr 45} - (2.39)

Alle in Gleichung (2.38) auftretenden Integrale sind mit der Methode der stationiren
Phase auszuwerten.

Der Beweis der obigen Aussage erfolgt {iber vollstindige Induktion.
e Induktionsanfang: n =3

Im Fall n = 3 stellt sich unser Problem folgendermaflen dar:

G, 092Gy \“? i
/ <8b18b2 6b28b3> P <73(G1 + G2)> dbs

02G, 0°G, \'* (92°G,  92G,\ T? i
_ (9 ot ! 2.4
( by 8b28b3> < oz o ) P (h(Gl +G2)> (240)

Das Integral wurde hierbei mit der Methode der stationiren Phase ausgewertet. Die dazu
notwendige Bedingung lautet

0G, 0G,
— 4+ —==0. 2.41
by | by (2.41)
Somit ist by eine Funktion von b; und bs
b2 - bg(bl, bg) . (242)

Es ist nun zu zeigen, daf der Generator G® gerade die Summe der beiden anderen ist,
das heifit

G® =G +G,. (2.43)
Fiir die partiellen Ableitungen von G® erhalten wir mit (2.41)

ob, o0, b \ b, by )" b
)

oG _ Gy 06, Ly

I T

96  9G, b (aG1 acg)_ 9G,

Obs  Obs | 0bs \ by | Oby )" 0y

0G® G, by <8G1 a(;g)_ oG,

(2.44)

Aus der Bedingung fiir die stationéire Phase lassen sich die Ableitungen 0bs/0db; und
0by /0bs berechnen. Es folgt unmittelbar

alen
by _ hon
ab 022G 022G
1 a T o
892G
Oby B0 (2.45)
ab3 023G _|_ 022Gy :

FTE AT
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. . o 26(3) . .
Diese Beziehungen werden bendtigt, um gblG’abS zu berechnen. Im einzelnen ergeben sich

die folgenden Schritte:
GO _ 0 [(9G1  0Gy) by 3G,
Ob1Oby — Oby [\ Oby  Oby

Obs Dby

_ <aG1 . 8G2> by, b < 76, aZGl%Jr@%) | PG by
ob, Oby, ) 0bi0bs  Obs \ 0b;0by ob3 b, obs b, 0b,0bs Oby

B 0G, 0by 0*Gy Ob,y 0’°Gy  0°Gy\ 0by Oby

= 00,00, Dby Db,0b, b, ( o o )a_bla_bg

_ [ 0G 9Gy  9Gy 9G, | 9Gy 9Gy | [0°Gy Gy
O, 0bs Dbs0bs by Dby Dbs0by | ObyObs 0s0bs | | 012 | 002
0G, 0Gy [0°Gy 0°Gy] "

__ 2.4
06,05, Dby by { oz o (2.46)

Setzen wir dieses Resultat in Gleichung (2.40) ein, so ist der Induktionsanfang gezeigt.

e Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei bewiesen bis n — 2.

e Induktionsschritt: n —2 —n —1
n—1 1/2 '
1 0°G 1

/ LE[I <_ﬁim> exp <ﬁGj>

1 92G-D\ " i 1 G, \Y? i
_ S A g ) (2 Tl —Gpy ) dbyq =
/ < 27rih6b16bn1> exp <h >< 2mih Oby 10by ) P\ 7 L=

(2.47)
Das nun verbleibende Integral wird analog zum Induktionsanfang ausgewertet. Wir er-
halten: 12
1 9*G™ i
_(_ el 2.48
i < orili ablabn> P <h > (2.48)

Damit ist alles bewiesen. Wir wissen nun, dal wir auch in der semiklassischen Ndherung
fiir die Berechnung eines Ubergangsmatrixelements eine Kette kanonischer Transforma-
tionen durch eine einzige ersetzen konnen.

2.3.2 Spezialfall

Nach der im vorigen Abschnitt bewiesenen Formel gilt fiir eine Kette kanonischer Trans-
formationen im Fall n =4

1 902G 1/2 e 1/2 :
/ <_27rihab18b12> <_27rih6b3824> exp <5(G1+G3)> (b2 |bs)dbydbs

192G \"? i
- <_27rih8b18b4> P <ﬁG> - (249)
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Diese Gleichung wird nun mit

—97ih) /2 _M_M 2.50
(—2mih) "/~ exp o " oh (2.50)

multipliziert. Sie lautet dann

/ _L 1/4 agGl 1/2 _i 1/4 82G3 1/2
27 8b18b2 27 8b38b4

i b i b
exp <ﬁG1 - %) exXp (7—103 - %) <b2|b3>d52db3

092G\ M* i b2 |bef?
_<8b18b4> eXp(ﬁ“ﬁ‘ﬁ)' (251)

Betrachten wir nun die Kette der Transformationen

kohéren kanonischi kohéren
(P, Q1) ——— (p2,@s) ——s (py, q3) ———s (P2, Qu)  (2.52)

Transformation Transformation Transformation

und identifizieren

by = by = qo b3 = g3 by = Py
G, = —Fi(Q1,q) Gs = F5(qs, Ps) G=F(Q,P), (2.53)

so entspricht G; einer inversen kohérenten Transformation und G5 einer kohérenten Trans-
formation. Damit wird aus Gleichung (2.51)

[ (@iles) el P
- ( oF )1/2 exp (iF— Cllig |P4|2> (2.54)

0Q10P, h o o
bzw.
P\ i Qi R
(Q|Py) = <6Q18P4> exp <ﬁF - o ) : (2.55)

Es ist noch wichtig darauf hinzuweisen, das dies die einzig sinnvolle Wahl fiir eine Kombi-
nation der alten Variablen (P, @) und der neuen Variablen (Py, Q4) darstellt, da weder
eine linke Eigenfunktion von ﬁl noch eine rechte Eigenfunktion von @4 existiert, ergo
bleibt nur das oben diskutierte Matrixelement iibrig, und F' muf} ein Generator vom
F5-Typ sein.

2.3.3 Die dynamische Transformation

Als Anwendungbeispiel soll nun die Transformation diskutiert werden, die der quanten-
mechanischen Zeitentwicklung entspricht. Bekanntlich wird die Zeitevolution in der klas-
sischen Mechanik durch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

OH .
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beschrieben. Der Fj-Generator fiir diese Transformation entspricht gerade der klassischen
Wirkung inklusive eines Randterms [Gol80]

ria = | PO — HQW), P Idr + QP = S 4 QP (257)

Das Ubergangsmatrixelement erhalten wir durch Einsetzen dieses Generators F, in Glei-
chung (2.55). Die semiklassische Ndherung fiir die Kreuzkorrelationsfunktion der beiden
kohdrenten Zustidnde |Qf) und |P;) lautet dann

iHt PS N\ (i 1
@lew (<) 1= (5557) o (§5+3@R- gQE+1PR)
(2.58)

Wir werden im néichsten Kapitel eine analoge Formel via Pfadintegralmethoden herleiten.
Dies ist ein grundlegend anderer Zugang zur Semiklassik, bei dem andere Probleme der
Semiklassik in den Vordergrund treten werden.

2.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein Uberblick iiber die Semiklassik nach Miller und Weissman
gegeben. Beide Ansétze gehen vom Begriff der Korrespondenzrelation aus. Eine Korre-
spondenzrelation ordnet hierbei einer unitiren Transformation in der Quantenmechanik
eine klassische kanonische Transformation zu. Durch Auswertung dieser Verkniipfung
kénnen Niherungslosungen fiir quantenmechanische Ubergangsmatrixelemente gefunden
werden. Dabei muf beachtet werden, von welchem Typ die Operatoren sind (hermitesch,
,kohdrent*) beziiglich deren Eigenzustinde die Matrixelemente berechnet werden. Je
nach Art dieser Operatoren ist der semiklassische Ansatz verschieden. Zum Abschluf}
wurde die semiklassische Niaherung fiir die Zeitentwicklung eines kohérenten Zustands
bestimmt.



Kapitel 3

Der Herman-Kluk-Propagator

In diesem zentralen Kapitel wird zum ersten Mal eine vollstdndige Herleitung des ,,cohe-
rent state“-Propagators und hieraus des Herman-Kluk-Propagators [Her84] iiber Pfadin-
tegralmethoden gegeben. Ausgehend von einer Darstellung des Zeitentwicklungsoperators
beziiglich einer Basis aus kohédrenten Zustinden wird eine Form des Propagators gefun-
den, die mit der semiklassischen, von Weissman [Wei82] bestimmten iibereinstimmt. Aus
dieser Form der Herleitung wird klar, daf§ eines der zentralen Probleme der Semiklassik in
der Frage liegt, welche Hamiltonfunktion einem gegebenen Hamiltonoperator zuzuordnen
ist. Durch Umschreiben des so erhaltenen Ausdrucks in die Ortsdarstellung und Inte-
gration iiber die Endzustdnde wird die endgiiltige Form des Herman-Kluk-Propagators
hergeleitet.

Weiterhin werden wir auf die Frage eingehen, wie der Fehler abgeschéitzt werden kann,
der durch die semiklassische Approximation eingefiihrt wird. Der darauf folgende Ab-
schnitt wird sich mit den Eigenschaften dieser semiklassischen Néherung (Unitaritit, Zeit-
umkehr) befassen. Abschliefend wird der Propagator fiir den Harmonischen Oszillator
ausgewertet, wobei wir sehen werden, daf} er fiir diesen Fall wie erwartet exakt ist.

3.1 Zeitentwicklung koharenter Zustinde

Die zeitliche Entwicklung eines kohérenten Zustandes wird durch den quantenmechani-
schen Zeitentwicklungsoperator U(t) beschrieben

K(1:#,0) = (|0 (1)) = (/[T exp (-7—;/0 ﬁ(T)dT> EY (3.1)

wobei T' der Zeitordnungsoperator ist. Etwas einfacher wird Gleichung (3.1) fiir zeitun-
abhéngige Systeme. Sie lautet dann

K(2",t;2',0) = (2"| exp (—%ﬁt) ESR (3.2)

31
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Die kohédrenten Zustédnde |z') und |z") sind gegeben durch
[2) = e H e j0) (3.3)

wobei |0) der Grundzustand eines Harmonischen Oszillators mit Frequenz w ist. Der
Erzeugungsoperator @' und der Parameter z werden definiert durch

. 1 qg .p 1 rq .p
T 1 _ P = (£ 4+iZ) . 3.4
¢ V2h (b 1c>’ ¢ \/2h<b+10) (3-4)

Zur Vereinfachung wurden die Abkiirzungen
1

b= und c=3= Vmw. (3.5)

1
Vmw
eingefiihrt.

Um den Zeitentwicklungsoperator in einer Basis aus kohdrenten Zusténden mit Pfad-
integralmethoden auszuwerten, teilen wir in Gleichung (3.1) das Zeitintervall [0,¢] in N
Teilintervalle der Lénge 7 = t/N, N > 1. Bilden wir anschliefend den Grenzwert N — oo
respektive 7 — 0, so werden die spéter eingefiihrten Naherungen exakt, und zeitabhingige
und zeitunabhéngige Systeme konnen analog behandelt werden. Wir beschrinken uns
deshalb in der weiteren Darstellung aus Griinden der einfacheren Notation auf letztere.

Aus der Identitét N
iHt , iHr
e (‘T) = Jim, (exp (‘T)) (3.6)
folgt fiir Gleichung (3.2)
K" t;2',0) ~ (2] H o il "|20) - (3.7)

Hierbei setzen wir |zp) = |2') und |zy) = |2"). Nach jedem Faktor des obigen Produktes
fligen wir nun eine Identitédt in der Form

1= [ Lol = [[ RERE (33)

ein. Der Propagator wird dann zu
K (2", #;2,0) = (zy|et17 H{/@|z->(z~|e_%ﬁ7}|zg>. (3.9)
y Uy ® . T J J

Nun fassen wir die N — 1 Integrationen und IntegrationsmaBe d?z;/m zusammen und
erhalten nach einer kurzen Umordnung der Faktoren

N-1 g2 N-l o
k62,0 = [{T] 52} TT{rale 171}
j=1 §=0

N—-1
- (T o
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mit f(z*, z) gegeben durch

N-1

f(z*,2) =In [ {<zj+1|e—%f”|zj>}] . (3.11)

Die Groflen z und z* sind Vektoren der Form

25 =(25,...,2N) - (3.12)

Zu diesem Augenblick scheint eine Unterscheidung zwischen z und z* noch willkiirlich zu
sein, ihr Grund wird aber spéiter noch klar werden.

Der Integrand exp(f(z,2*)) kann nun weiter ausgewertet werden. Die Tatsache, daf3
fiir N — oo der Zeitschritt 7 infinitesimal klein wird, legt eine Taylorreihenentwicklung
des Propagationsoperators iiber den Zeitschritt 7 bis zur ersten Ordnung nahe:

iT ~
exp (f(,2)) ~ [[ (st = ZHT]2)
7=0
N-1 :
— <Z +1|Z> _1_T<zJ+I|H|ZJ>
j=0 S h (zjnlz)
N-1 NoL
~ (Zj+1|zj>] 'eXP{ _ﬁHj-lrl,j} : (3.13)
=0 =0
Dabei wurde die Abkiirzung
Hijpg = Hjp,3(2510,2) = el (3.14)

(24125)
eingefithrt. Mit dem Uberlapp zwischen kohirenten Zustinden
1 2 * 1 2
(z2|21) = exp —§|2’2| + 252 — §|zl| (3.15)
ergibt sich fiir (3.13)

N—1 .
1 1 17T
eXP(f(Z*a Z)) = exp { ——|Zj+1|2 + Z;sz - §|Zj|2 - %Hj+1,j}

2
:exp{

o

<

=

DN | =

1 T
(2511 — 27)z5 — §Z;+1(Zj+1 — 2j) — EHJ'JFLJ'} : (3.16)

(=)

~.
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3.1.1 Stationire Phase bzw. steepest descent

Unsere Niherung fiir den Propagator lautet nun

N-1 .
K(Z" t;2',0) = lim H dzdz]
y Uy &y Neroo 11 i

N-1 .
1 1 T
X exp {Z §(Z]*'+1 —2)z — §Z;+1(Zj+1 — 7)) — EHJ-HJ} :
j=0

(3.17)

Die Integrationen werden jetzt mittels der Methode der stationidren Phase bzw. einer
verallgemeinerten steepest-descent-Methode durchgefiihrt. Fiir ein kleines Plancksches
Wirkungsquantum 7 tragen zum Integranden vor allem die Punkte bei, bei denen die
erste Ableitung nach der Integrationsvariable verschwindet (vergleiche Anhang (A.2)).
Die Bedingungen fiir die stationiren Punkte lauten

of * * i_TaHjJrl,j

95 _ o —0

05~ T TR0y 1. . N—1 3.18
of T 0 g=1. N =1 (3.18)
02511 ! S 02511

Bei der Durchfiihrung dieser Ableitung ist zu beachten, dafl jeder Term, der quadra-
tisch in z; und 27 ist, in Gleichung (3.17) doppelt vorkommt, so daf der Vorfaktor 1/2
verschwindet.

Zur Durchfiihrung der Gauflintegrationen benétigen wir eine Entwicklung des Inte-
granden um die Bahn der stationdren Phase, die durch (3.18) bestimmt ist. Wir sprechen
deshalb von einer Bahn, da die z; und 27 als Punkte einer Bahn zum Zeitpunkt ¢; aufge-
fat werden konnen. Es seien also (z,z*) die Losungen von (3.18), und (7, n*) markiere
kleine Abweichungen von diesen Punkten. Da End- und Anfangspunkt z; = 2’ und
zy = 2" festliegen, muf die Variation an diesen Stellen verschwinden. Dies fiihrt zu den
Randtermen

mo=m =ny =nx =0. (3.19)
Ersetzen wir also in (3.17) im Exponenten
2j = Zj+n;
25— 25 +) (3.20)
Fiir f(z,2*) ergibt sich dann
N1
fZ+n" 2 +0n) = Z{§(Zy*+1 +mi — 25 = n;)(z + )
=0

1
- 5(2’;*'+1 + 1) (Zn + e — 25 — )

iT
- gHjH,j(Zj + My 25 T n§+1)} : (3.21)
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Eine Taylorreihenentwicklung bis zur zweiten Ordnung um (z, z*) liefert als Nédherung

N-1

flz4+n,2"+n") ~ Z{%(ZJ*M — %)% — %Z;H(Zj# — %) - %Hjﬂ’j(zj’ %)
=0
+ %(Z;_H —zZi)n; + %(77;+1 —1;)%
- %Z;—I—l(ﬁj-l—l — 1) — %77;4-1(2#1 — %) = 1; aggljm i; agléijn;rl
+ %(77;'“ — 77;-)77' - %77;+1(77J’+1 = 15)
2 2

Durch Umordnung der Terme nach Potenzen von 7 und n* erhalten wir

N-1
[t 2 +7) =f(%,2) + D4
j=0

1, irdHj, 1
+ (Z;'H - 53;' 7 8],2]- ]> nj — §Z;+177j+1

1 iT OH; 1 1
+ (Zj L ]> N1 = 5%

2T R o 4 2
1 * * 1 *
577j+177j+1 + M — 577]'77]'
iT 82Hj+1j 2 82H +1 82H'+1 y
T , 9 Ot x J+1.j *.2]}_ 3.93
ol 522 " g ot T Tinf - (323)

Nach dieser Umordnung kénnen wir nun die einzelnen Terme diskutieren. Der von den
Abweichungen unabhéingige Term ergibt gerade den Exponenten an der Stelle der stati-
ondren Bahn. Die Terme proportional zu 7 und n* verschwinden aufgrund der Bedingung
fiir die stationére Phase (3.18). Wir erhalten also

. dnrdn, = ir 0°H ir 0°H
. — of(z%:2) 2 U lj+1,5 9 O 41,5 2
K(zn,t;20,0) = e / {H 5 }exp{z 55 82 — 5 — 5h 9.2 —— i

j=1 =0 j+1
ir 0°H 1
_ o*. 1 — J+1, * }
n;n; + ( P 62]+18Z]> UrESYUine
(3.24)

wobei 02Hy,_1/0z§? gleich Null gesetzt wurde. Da die Abweichungen (7, 7*) an den End-
punkten der Bahn verschwinden, kénnen deren Vorfaktoren willkiirlich festgelegt werden.
Sie wurden so gewéhlt, dal Gleichung (3.24) eine moglichst einfache Form besitzt. Die
Integrationen konnen nun auf zwei verschieden Arten durchgefiihrt werden.
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3.1.2 Methode 1: Sukzessive Integration der 7;

Zunichst erinnern wir uns an die Formel fiir ein n-dimensionales Gauflintegral:

/2 1
/d":r exp(—2'Ax + b'z) = ———=exp | ~b'A7'D) . (3.25)
Vdet A 4

Hierbei ist A eine positiv definite Matrix mit Komponenten a;;. Diese Beziehung nut-
zen wir nun im Fall n = 2 aus, um in Gleichung (3.24) die Integration iiber (7, 7})
durchzufiihren. Die Matrix A besitzt dann die Komponenten

iT 82H271 iT 82H1,0 X 1
e a = — = — a = = — .
o aZ% ) 22 2% 8zf2 1, 12 21 9

11 =

Die Einfiihrung der Abkiirzung X; wird spéter verstédndlich werden. Durch Vergleich von
Gleichung (3.24) mit dem GauBintegral (3.25) konnen wir auch den Vektor b festlegen.
Fiir ihn gilt

iT 82H2 1
by = - — . > d by = 0. 2
! < h 8z§8z1> T2 o 2 =0 (3:26)

nun die Integration durch, so erhalten wir
K(zn,t; 20,0) = : L
(ZNa 3 20, ) H 27ri
71=2
iT 82H2 1 2
1— — > X *2
< h 02502 > L2
iT 82H271 (327)

Die restlichen Terme sind beziiglich der Integration iiber (n;,7n}) konstant. Fiihren wir
.7 0°Hy
1+ 2i— =X
\/ 'n 922 !
14+2——7+—-X
ho02 !

X exp

N-1

T 82Hj+1j 2 1T 82Hjj,1 %2 %
X e e I el s I ¢ 0
Xp{jz:; 2h 8zj2- i on 62;2 5 = 5T

iTa2H~+1->
+< _ T g ) 77.}
h 0z5,,0z; ) 7Y

j+1

Bei der nun folgenden Integration iiber (m,7n5) dndert sich die Form der Parameter
a11, 12, a21, b1 und by nicht. Fiir den Vorfaktor von 7752 ist dies nicht der Fall. Wie
wir anhand der zweiten Zeile von Gleichung (3.27) sehen, erhalten wir durch die Integra-
tion iiber (n;,7) einen weiteren Term proportional 732, Dies fiihrt dazu, dal wir zu asy
bzw. X, einen weiteren Term hinzuaddieren miissen. Indem wir Gleichung (3.24) und
(3.27) vergleichen, kénnen wir allgemein eine Rekursionsbeziehung fiir den Koeffizienten
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ag der Integration iiber (1;,77) respektive X; aufstellen. Es gilt:

XOZO

(1 AT PHj )2
iT 82Hj+1,j h 8z]*-8zj_1
“on 2 a2 i=1 1)
2h 8Z; 1+ za Hg’j_lXj,1
ho 0z

Xj:

Mittels dieser Beziehung konnen wir nun formal alle Integrationen in Gleichung (3.24)
durchfiihren. Wir erhalten dann als Resultat fiir den Propagator

N-1
x 1
K(2n,t;2,0) = lim /") H ) (3.29)

N—00 - 62H .
J= 1 21 ]+1’JX'
\/ + % 023 !

3.1.3 Kontinuierliche Variablen

Bevor wir Gleichung (3.29) weiter auswerten, betrachten wir zunichst den Grenzwert
N — oo bzw. 7 — 0. Aus der Bedingung fiir die stationdre Phase (3.18) werden dabei
Differentialgleichungen, die eine &hnliche Form wie die Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen besitzen:

. 10H

:  h 0z
i 0H
hozr

z= (3.30)
Eine genauere Analyse der stationéiren Phasenbedingung (3.18) zeigt, dafl in der Diffe-
rentialgleichung fiir z* nicht zy, wohl aber z};, und in der Differentialgleichung fiir z zwar
29, aber nicht zy auftritt. Die Losungen von (3.30) miissen also nicht die beidseitigen
Randbedingungen 2(0) = 2y, 2(t) = 2y, 2*(0) = 2§ und 2*(t) = 2} erfiillen, was im
allgemeinen aufgrund der Uberbestimmtheit auch nicht moglich ist, sondern nur

2(0) = 2o und 25(t) = 2y - (3.31)

An dieser Stelle erfolgt der Bruch zwischen z und z*. Wir fassen z* nicht ldnger mehr
als das Komplexkonjugierte von z auf, sondern als eigenstindige Variable. Um diesen
Sachverhalt in Zukunft zu verdeutlichen, fiihren wir die neuen Variablen v und v ein
durch

- ()
v = \/% (%—ig)ﬁz*. (3.32)
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Die Bewegungsgleichungen (3.30) lauten dann

... OH
=5y
OH

mit den Randbedingungen

V2h c
SR T LY
U(t)_UN_ZN_\/ﬁ<b C). (3.34)

Die Randpunkte u(t) und v(0) entsprechen nun nicht mehr zy bzw. 2§, sondern werden
durch die Dynamik (3.33) bestimmt.

In diesen neuen Variablen wollen wir nun den Propagator weiter auswerten. Zunéchst
betrachten wir das unendliche Produkt in Gleichung (3.29). Zunéchst schreiben wir es
mittels der Beziehung exp(In(z)) = « in eine Exponentialfunktion um:

N _
, T0°H T0*H
lim 1{1+21ha 2Xj_1} = lim exp{——Zln(l—!—Zlha ;X )} (3.35)

N—oo 4 N—oo

(M

Da im Grenzwert N — oo der Zeitschritt 7 gegen Null strebt, konnen wir den Logarithmus
im Exponenten durch seine Taylorentwicklung bis zum ersten Glied ersetzen (In(1+ ) ~

x):
N -1 N
) TO’H 2 ) T 0?’H
]}1_{1;0 | 1{1+21h8 2Xj1} _J}EI;oGXp{_lﬁz:l@—u?le}' (3.36)
j= j=
Im letzten Schritt nutzen wir die Stetigkeit der Exponentialfunktion aus, um die Grenz-

wertbildung in das Argument der Exponentialfunktion hineinzuziehen. Aus der unendli-
chen Summe wird dann ein Integral iiber das betrachtete Zeitintervall [0, ¢]:

al rOPH .\ 7? O’ H
lim {1 +21h o2 X } = exp{ h/dT 507 (1 )X(T)} (3.37)
0

N—o0 -
J=1

Analog betrachten wir nun den Limes des Exponenten f(2*, z). Im ersten Schritt ersetzen
wir - soweit moglich - die urspriinglichen Variablen z und z* durch die neuen Variablen u
und v:

1 iT

1\}520 f(z%,2) = Nhféo Z §(Z;+1 —2)z — §Zy*'+1(zj+1 — zj) — EHj—i—l,j
7=0
— 1 iy 1 Vjy1 — Uy 1 Ujp1 — Uy i
e U it )
J:
1 1 1 1
+ 5 Vot + JUNUN — §z§z0 — 5,2]*va (3.38)
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Die Randelemente ugvy und uyvy wurden dabei in die Summe eingefiigt und wieder ab-
gezogen. Dies ist notwendig, da sie nicht mit den Termen zyzj und 2y 2} libereinstimmen
(u(t) = uy # zy und v(0) = vy # 2§). Nach Durchfithrung des Limes und der Ersetzung
von 2o bzw. zy durch 2" und 2” ergibt sich die Beziehung

¢
1 1 i 1 1 1 1
f(u,v) = / <§ u — 5 1w — %H) dr + iv'u' + iv"u" — §|ZI|2 — §|Z”|2. (3.39)

Insgesamt lautet unser Propagator nun

t

t
. 2 .
K(Z",t;2',0) = exp{—% /dT%;{(T)X(T)} exp{/(% u — % i — %H)dT
0 0

1 1 1 1
+§v'u'+§v"u"—§|z'|2—§|z"|2}. (340)

Um den ersten Faktor im obigen Ausdruck zu bestimmen, mufl zunéchst die Rekursions-
formel (3.24) fiir die X, in die kontinuierlichen Variablen umgeschrieben werden. Aus

(1 — ax)?

o 2
e 1 —(2a+b)x+ O(z°) (3.41)
folgt fiir Gleichung (3.28)
T (G FH G OH Ny (3.42)
Y vy - h Ouj—10v; hoou? U A '

und im Grenzwert N — 0o

. i 0°H i 0°H i 0’H
X(t)=——2 " 90 T x()—2- L~ x?
*) 2h Ov? h Oudv *) h Ou? *)

(3.43)

mit der Anfangsbedingung X (0) = 0. Diese nichtlineare und inhomogene Differential-
gleichung kann nicht direkt gelost werden. Stattdessen fiihren wir durch einen ,educated
guess“ eine Grofle ein, die eine analoge Differentialgleichung erfiillt. Hierzu betrachten
wir zunéichst kleine Variationen um die Losungen der Bewegungsgleichungen (3.33)

Si — i 0°H i82H6
= h Oudv b h Ov? Y
] i 0°H i 0°H
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Die Behauptung ist nun, daf§ wir die Losung von Gleichung (3.43) erhalten, in dem wir
X mit 1 ‘5“ identifizieren. Bilden wir ndmlich die Ableitung dieses Ausdrucks, so folgt

2 dv 2(51}2
i 0*°H du i 0°H 16u [i0*H du N i 0°H
2K 0udv dv 2k Ov? 20v | h Ou? v hOoudv

i 9°H i 0°H éu ia?H’<5u>2

2K v hOudvdov  2h ou? \ dv
i °H i 0°H L O?H
T 2R 02 2ﬁ8uavX B 2% ou? x5 (3.45)

was genau der Differentialgleichung (3.43) entspricht. Um die Anfangsbedingung X (0) =
0 zu erfiillen, miissen wir du(0) = 0 setzen. Der erste Faktor in (3.40) lafit sich nun
vollstdndig bestimmen. Einsetzen der Losung von (3.43) in den Integranden liefert unter
Beriicksichtigung von Gleichung (3.44)

i0°H B i 0°H ju
houz” T 2R 0u? Sv
_1ov i 0°H
T 25v 2R Oudv
1d i 0°H

= 5 a0 ™0~ 57 ude’ (3.46)

so dafl der Gesamtausdruck sich zu

O°H 1" Td i 9°H
exp {—ﬁl dTW(T)X(T)} = exp {—§A dr {dT(lnév) - ﬁ@uav] }
t
o’ i 0*H
= W exp { 2h/ d’rauav} . (347)

ergibt. Insgesamt stellt sich der Propagator in semiklassischer Ndherung bis jetzt folgen-
dermaflen dar:

t
v [ ov! i 0*H
K(2" t;2,0) = o7 & p{?h/dTﬁuﬁv}
exp{/ vu——uv—ﬁH)d
0

1 1 1 1
52)/u/ - §Ullull o §|Z,|2 o §|Z”|2}. (348)

+
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3.1.4 Die Wirkung

Durch Einfiihrung der komplexen Wirkung S€¢ 1d8t sich Gleichung (3.48) vereinfachen.
Da die Bewegungsgleichungen von v und v der Form nach Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen entsprechen, definieren wir in Analogie zur klassischen Mechanik die komplexe
Wirkung S¢ als

Se(v" u' t) = /[%L(Uu — vu) — H(u, U)]dT — %i(v"u(t) + u'v(0)) . (3.49)

0

Durch partielle Integration iiber vu erhalten wir unter Beriicksichtigung der Randbedin-
gungen v(t) = v” und u(0) = v’ weiterhin
t
Sl ) = / [ihvi — H(u,0)|dr — iho"u() (3.50)
0
und iiber uwv
¢
Se(v”, ' t) = /[—ifwu — H(u, U)] dr — ihu'v(0). (3.51)
0

Die letzten Beziehungen sind niitzlich, um die partiellen Ableitungen von S¢ zu berech-
nen. Bilden wir zum Beispiel die Ableitung von S¢ nach dem Endpunkt v”, so folgt aus
Gleichung (3.50)

t

du  OH(u,v) du  OH(u,v) Ov

ose(w",u'\t) (1., 0v . .
ov" _/[lhﬁv”u+1hvav” ou  oOv" ov o' dr
0
: o nOu(t)
— — .52
ihu(t) — ik . (3.52)

Unter Beriicksichtigung der Bewegungsgleichungen (3.33) geht diese Beziehung iiber in
aSc(v",u',t)

ou'
Auf gleiche Weise erhalten wir die Ableitung nach dem Anfangspunkt u’
aSe(v",u',t)

ou’

Aus diesen Gleichungen ld8t sich der letzte unbekannte Term dv” /6v" in Gleichung (3.48)
bestimmen. Zunéchst 16sen wir (3.54) nach v(0) auf:
, 0S¢

v'=v(0) = e (3.55)

= ifu(t). (3.53)

= —ilw(0). (3.54)
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Durch Variation ergibt sich daraus
i 0%5¢ i928¢
ov' = ﬁ@u’@v”(sv” PR ou’ (3.56)
Setzen wir die Anfangsbedingung ou’ = Ju(0) = 0 ein, so folgt unmittelbar
v’ 1 98¢
50" = howow (3:57)
Insgesamt haben wir also
t
i 0%25¢ i 0’H
K(Z" t;2',0) =/ = — [ d
820 =\ 5 guger eXp{%/o T@u@v}
i 1
exp {%SC(U", 'y t) = 5 (|02 + |u'|2)} . (3.58)

Nach dieser Herleitung soll nun noch eine weitere Moglichkeit prasentiert werden, wie das

Pfadintegral (3.24) auf eine zweite, unabhéingige Art gelost werden kann.

3.1.5 Methode 2: Simultane Durchfiihrung aller Integrationen

Rufen wir uns noch einmal Gleichung (3.24) in Erinnerung:

N-1 N-1
* d’l']*d’l'] IT 8 H; 1 lT 8 H; 1
K(2 t: /0 _ f(z*,2) II J { ]+ J 2 _ Y g4,y *2

Jj+1

iT 8 H; 1
—y (1 - O }

Setzen wir ¢ gleich dem Exponenten des Integranden, so gilt

—2C:2]§n-77*+1\[z:”78 e 2—22( —l—TaHHJ)?? M
= 7 periil 022 h 9z ,,0z;) T

N—
_7'8 Hji, 2

*2 J+1
j=0 h az]-i-l

Durch Einfiihrung der Abkiirzungen
A 1OPHin, B LOHji 1 0PHjy
N E T o0z T h@zﬁlazj

und wegen 179 = 15 = Ny = Ny = 0 wird hieraus

N-1

N-1 N-1 N-2
-2 =2 277]-77; + Z TAN? + 2 Z(T Cj = )mjam; + Z TBm;*.
=1 j=1 j=1

j=1

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)
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Gleichung (3.62) kann durch Definition des Vektors 7

1= (N1, N1, TIN 2, a5 -+ 711, 11 (3.63)
geschrieben werden als
—2C=nGyan', (3.64)

wobei G eine tridiagonale Bandmatrix mit den Eintridgen

TAN_1 1 0 0
1 7By 1 1Cy o—1 0 0
0 TCn_o—1 TAN_o 1 0 0
Gy_1 = 0 0 1 TBN_9 TCpn_3 —1 0
0 0 0 TCn_3—1 TAN_3 1
0 0 0 0 1 TBN_3

(3.65)
ist. Aus dem Anhang ist klar, daf§ die Integrale iiber die Variablen (n;,7;) in Gleichung
(3.59) gelost sind, sobald die Determinante von G ; bekannt ist, da die Integrale gerade
einer Gauflintegration iiber 2(\N —1) Variablen entsprechen. Fiir die Determinante werden
wir nun eine Rekursionsbeziehung herleiten.

TBN,1 TCN,Q —1 0 0 0
TCN,Q —1 TAN,Q 1 0 0
0 1 TBN_2 TON_3 -1 0
1 =TAN_
detGN ! TAN- 0 0 TON_3— 1 TAN_3 1
0 0 0 1 TBN_3
1 TON_Q -1 0 0
0 TAN o 1 0
—10 1 TBN,Q TCN,3—1
0 0 TOn3—1 TAN_3

= TAN_1 det FN_1 —det GN_2 . (366)
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Die oben eingefiihrte Matrix Fy_; hat die Form

TBN,1 TCN,Q -1 0 0
TCN,Q —1 TAN,Q 1 0 0
0 1 TBN_2 TON_3 —1 0
FN_I - 0 0 TON_3 —1 TAN_3 1 Ce ' (367)
0 0 0 1 TBy_3
Ihre Determinante 148t sich auf die folgende Art berechnen
TBN,1 TCN,Q -1 0 0 0
TON_Q -1 TAN_2 1 0 0
0 1 TBN_Q TCN_g -1 0
Fyv o =
det Fv— 0 0 Oy s—1 TAy s 1
0 0 0 1 TBy_3
= TBN_1 det GN_2 - (TCN_2 - ].)2 det FN_2
= TBN,1 det GN,Q + QTCN,Q det FN,Q — det FN,Q + O(T) (368)
Mit den Abkiirzungen
gN-_1 = (—]_)N_l det GN_1 fN—l = (—]_)N_l det FN_1 (369)
wird aus den Gleichungen (3.66) und (3.68)
IN-1=9gN—2 +TAN_1fN—1
fno1 = fn—2 = TBy_1gn—2 — 27Cn_a2fn—2 + o(T). (3.70)

Der alternierende Vorfaktor (—1)¥~! stammt dabei von dem im Integrationsmaf enthal-
tenen Faktor iV ~!. Den Startwert dieser Rekursion erhalten wir unter Beriicksichtigung
von Gleichung (3.69) durch Einsetzen von 7 = 0 in obige Beziehung:

gn-1(0) = gn_2(0) = g1(0) =1
fn-1(0) = fn—2(0) = f1(0) = 0. (3.71)

Im Grenzwert N — oo bzw. 7 — 0 verwandeln sich die beiden Gleichungen (3.70) in
Differentialgleichungen erster Ordnung:

g=Af, b=—-Bg—-2Cf. (3.72)
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Um dieses System zu 16sen, definieren wir

G = gexp [ /0 t(J(T)dT] (3.73)

t
F = fexp U C(T)dT} | (3.74)
0
Aus (3.72) wird dann _
G=AF+Cd (3.75)
F=-BG-CF (3.76)
mit den Anfangsbedingungen G(0) =1 und F'(0) = 0.
Auch dieses gekoppelte System werden wir, analog zur vorherigen Herleitung, nicht
direkt l6sen. Betrachten wir zunéchst wieder die Bewegungsgleichungen (3.33) fiir v und v.
Variieren wir diese um deren Losungen und benutzen die oben eingefiihrten Abkiirzungen

(3.61), so ergibt sich
o0 = Adu + Cdv (3.77)

du = —Bov — Cdu, (3.78)

was vollkommen mit den Differentialgleichungen fiir G und F' {ibereinstimmt. Was wir
also wollen, ist eine Losung des obigen Systems mit den Anfangsbedingungen

dv(0) =6’ =1 (3.79)
du(0) =du' =0. (3.80)
Ausgehend von Gleichung (3.54)
i0S
r_ — 2 .81
v =v(0) = B (3.81)

erhalten wir fiir durch Variation unter Ausnutzung der Anfangsbedingungen (3.79) und
(3.80)

, i 0?8 ,  10°S
ov = ﬁau’av”(sv +ﬁ8u'26u
L, R 925\

=o' =1 (m) (3.82)

Der Ausdruck 6v” entspricht nun gerade G(t), das heifit wir erhalten fiir die Determinante
der Matrix G

Jim (1) det Gy = g(t) = G(1) exp <— /0 t(J(T)dT> — 5u" exp <— /0 t(J(T)dT>
(3.83)

Nl h( 928 \ !
lim (=1)N" det Gy_y = <W> exp (- /0 0(7)d7> O (38)

N—o00 i
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Durch Einsetzen dieses Resultats in Gleichung (3.24) erhalten wir wie bei der ersten
Herleitung das Ergebnis

t
i 25 i O°H
K(2",;2,0) =/~ —[a
820 =\ 5 guger eXp{%/o T@u@v}

i " / 1 n /
exp {ﬁSc(v Ju'yt) — §(|v 1>+ Ju |2)} : (3.85)

An diesem Punkt angekommen, bietet es sich an, iiber die in (3.85) eingesetzte Hamil-
tonfunktion nachzudenken.
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3.2 Zum klassischen Aquivalent eines Hamiltonope-
rators

Die bisher in unserer Herleitung aufgetretene Hamiltonfunktion H erhielten wir folgen-
dermaflen aus dem Hamiltonoperator H:

H, = (z|H|z) . (3.86)

Dieser Ausdruck kann zum Beispiel durch Normalordnung von H ausgewertet werden.
Die Bedeutung des hier eingefiihrten Indizes wird spéter klar werden. H; ist nicht die
einzige Moglichkeit, ein klassisches Aquivalent eines Hamiltonoperators zu finden, in der
Tat gibt es deren unendlich viele. Ein einfaches Verfahren, das die Zuordnung einer
Hamiltonfunktion zu einem gegebenen Hamiltonoperator erlaubt, soll hier kurz vorgestellt
werden. Es geht auf Cahill und Glauber [Cah69] zuriick.

Zunichst definieren wir das sogenannte s-Produkt durch

{aT a }5 - (a_c) (_aC*) D(C? C*7 8)‘4':(*:0 (387)

mit
D(¢,¢*s) = exp (Cat = ¢+ 5¢C7) - (3.89)
Als Sonderfille erhilt man fiir s = —1 die Antinormalordnung, fiir s = 0 die symmetri-

sche oder Weylordnung und fiir s = 1 die Normal- oder Wickordnung der Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren @' und @ [Sch95]. Ein gegebener Hamiltonoperator H kann
nun durch Ausnutzung der Vertauschungsrelation [@,a'] = 1 in jeder dieser Ordnungen
dargestellt werden

o0
H=>" hna(s){a™a"},, (3.89)
m,n=0
wobei die Entwicklungskoeffizienten h,, ,, vom Ordnungsparameter s abhéngen. Die als s-
Symbol bezeichnete, dem Hamiltonoperator zugeordnete Hamiltonfunktion H kann nun
einfach durch die Ersetzung

{a™ma"}, — 2" (3.90)
gewonnen werden, das heif3t,
Hy(2*,2) = Y hmu(s)2""2". (3.91)
m,n=0

Es ist leicht einzusehen, daf das Matrixelement (z|H|z) mit dem durch Normalordnung
gewonnenen 1-Symbol H; iibereinstimmt. Als Beispiel fiir die Ersetzung (3.90) sei hier
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kurz der Harmonische Oszillator diskutiert. Dessen Hamiltonoperator hat die s-geordnete
Form

A = ({aa}, +3) o, (3.92)

und damit lauten die zugehorigen Symbole in den oben angegebenen Ordnungen

1
H =2+ <) hw

2
Hy =2z hw
1
H = (22— 5) fuw . (3.93)

Die Frage ist nun, welches der obigen Symbole am geeignetsten fiir die Semiklassik ist. Es
hat sich gezeigt [Sch95], dafl die Ordnung der Wahl die symmetrische ist. Diese ist aber
bereits in indirekter Form in unserem Ausdruck fiir den Propagator enthalten. Hierzu
gehen wir von der allgemein geltenden Identitét [Vor89]

1 0
HQ = exp <—§m> H1 (394)

aus. Durch Entwicklung der Exponentialfunktion bis zum ersten Glied, was einer Ent-
wicklung bis zu Termen der Ordnung /% entspricht, da z proportional zu &~ /2 ist,

HO == H1 — TN A~ (395)

erkennen wir, daf wir die Terme S¢ und 1/2 [} 8>H/(92*92)dr im Exponenten unserer

Néherung zusammenfassen kénnen, wenn wir in der Wirkung das normalgeordnete gegen
das symmetrisch geordnete Symbol ersetzen. Unser Propagator hat dann die Form

n / i 82SC i c n ! 1 n /
K(2",t;2',0) = ”ﬁ@u’av” exp {ﬁS ("' t) — §(|U %+ |u |2)} , (3.96)

wobei die Wirkung mittels Hy berechnet wird.

3.3 Ein Ma#f fiir den Fehler

Nachdem wir bis jetzt einige Ndherungen zur Herleitung der Formel

n / i 8250 i c n ! 1 n /
K(2",t;2',0) = ”ﬁ@u’av” exp {ﬁS ("' t) — §(|U %+ |u |2)} (3.97)
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eingesetzt haben, stellt sich die Frage, wie grofl der dadurch eingefiihrte Fehler ist und
wie man diesen abschétzen kann. Da der exakte quantenmechanische Propagator K,
die Schrodingergleichung

0
ihaqu — Hyp Koy =0 (3.98)
mit der Anfangsbedingung
Ky (2",0;2',0) = (2"|2) (3.99)

16st, bietet es sich an, durch Einsetzen unserer semiklassischen N&herung (3.97) in die
Schrodingergleichung (3.98) ein Maf§ fiir den Fehler zu erhalten. Zunéchst sollte aber
tiberpriift werden, ob (3.97) iiberhaupt die Anfangsbedingung erfiillt. Aus Gleichung
(3.49) folgt fiir S€ zum Zeitpunkt ¢t = 0

S¢ = —ihz*" (3.100)

und damit fiir die gemischte Ableitung von S°

0%S¢ _
Einsetzen in Gleichung (3.97) liefert
1
K(2",0;2,0) = V1exp (—z*"z' -5 (12"1? + |z'|2)> = (2"]7"), (3.102)

ergo ist zumindest die Forderung der Gleichung (3.99) gegeben.

Fiir das weitere Vorgehen ist es notwendig, nun sehr genau zwischen der dem quanten-
mechanischen Hamiltonoperator H,,,, der in einer Basis aus koh&renten Zustdnden durch
Normalordnung ausgewertet wird, zugeordneten Funktion H,,, (2], z2) = <z1|ﬁqm|zg> und
seinem klassischen zugeordneten Symbol Hy; zu unterscheiden (vergleiche hierzu Kapitel
3.2). Letzteres ist nur im Grenzfall i — 0 eindeutig bestimmt. Differenzieren wir den
Propagator K nach der Zeit t, so erhalten wir

oK i i\ 025 \7'* 92H,, i 1, e 1o
=i () (o) e o {5000 ()}

i 1/ 925\ ' 82Hy
= gtk =5 <8u’av”> duder
i 1[0 85°
=~ HuK + 5 {% In <8u’av”>] K. (3.103)

In die Schrodingergleichung (3.99) eingesetzt ergibt sich dann

L OK ih | O 0S¢
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Wire der Propagator exakt, so miifite die gesamte rechte Seite von (3.104) verschwinden.
Dies wird im allgemeinen nicht der Fall sein, aber wir erhalten damit zumindest eine
Grof8e zur Untersuchung des Fehlers. BetragsméBig 148t sich dieser nun abschétzen durch
L OK ih 0 0S¢

lhE—quK‘ ~ ‘Hkl—qu‘i‘?&ln (8“’81}”)‘ . (3105)
Der letzte Schritt erkldrt sich aufgrund der Unitaritét von K in semiklassischer Ndherung.
Da unitire Operatoren die Norm eins besitzen, kénnen wir die Norm von K abschéitzen
durch

I|K||~ 1. (3.106)

Auf diesen Punkt werden wir spater noch einmal zuriickkommen. Interessant ist es anzu-
merken, dafl der Propagator im semiklassischen Limes i — 0 wie erwartet exakt ist. In
diesem Fall gilt ndmlich

Hy = H,, (3.107)
uad ih 0 0S
1 C

das heifit, die Schrodingergleichung wird exakt erfiillt.

3.4 Der Herman-Kluk-Propagator

Um fiir die numerische Anwendung im fiinften Kapitel eine moglichst einfache Form der
semiklassischen Néherung (3.97) zu erhalten, werden wir diese Gleichung nun noch ein
weiteres Mal bearbeiten. Ziel ist es, durch Umschreibung in die Ortsdarstellung und
eine weitere Integration den Propagator in eine ,initial value representation® zu bringen,
die duflerst einfach und effizient implementiert werden kann. Dieser Schritt war kiirzlich
Thema eines Artikels von Gromann und Xavier [Gro98b].

Die Ortsdarstellung unseres ,,coherent state“-Propagators erhalten wir durch Ausin-
tegration der kohédrenten Zustédnde folgendermafien:

d2 /d2 n
K(2" t;2',0) = / %(aj"|z">K(z", t: 2, 0)(2'|a") . (3.100)
Ausgehend von der Orstdarstellung eines kohérenten Zustandes |z)
1 : :
(x]2) = (nhib?) 1/ exp{—th2 (z—q) + %px - %%} , (3.110)

der Formel (3.32) fiir o' = 2’ und v" = z*"

q// ‘p//
— —1— 3.111
(b u (3.111)
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und der semiklassischen Niherung fiir K(2”,t; 2',0) geht Gleichung (3.109) iiber in

dZZ/d2Z// ) 1 . i i p//q//
————(mhb*) "+ exp{ ST (2" — ") + ﬁp"aj" ~ 75 }

K" t;2',0) :/

™

i 028¢ e 1, e o o
7 0w exp{ﬁs ("', 1) = S ("] + | )}(z ). (3.112)

Die Integration iiber die Endzusténde z” wird nun wieder mittels der generalisierten Me-
thode der stationdren Phase durchgefiihrt (vergleiche Kapitel A.2). Zunéchst berechnen
wir die Ableitung des Exponenten g nach der Variablen v":

dg \/% .0 1 g 10T
— b -
ov" 2 ( q" T 8p”> [ 2hb2( ¢ s ' h 2
1
|: //|2 + |u | :|

J— ! ip” : 1 n lq " ]- 1123
—\[5 nbz +@‘ﬁ§]+w[# h2] TG

=" — ", (3.113)

u” =" (3.114)

Die Bedingung fiir den Punkt stationiirer Phase fiihrt also dazu, daf§ u” und v"* {iberein-
stimmen, das heif$t, die Bahn ist nun nicht mehr komplex, sondern reell.

Nun berechnen wir den Integranden an der Stelle, die durch Gleichung (3.114) gegeben
ist. Zunédchst wenden wir uns dem Exponenten zu:

1 1 9 9
ﬁsc(vﬂaulat) - §(|U”| + |U,| )

¢
1 1 i 1 1 1 1
= / <§Uu - iiw — %H) dr + 52} u' + 22)"11," - §|ZI|2 - §|Z”|2. (3.115)

Indem wir hier die Beziehung (3.111) fiir den Zusammenhang zwischen den Variablen
(u,v) und (p, q) einsetzen und die Bedingung (3.114) fiir die stationére Phase ausnutzen,
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ergibt sich

%Sc(v",u',t) — %(|U"|2 + |u'?)
(R PRI
ran (G ) (G- ) (T (5 - ) -5

t
= /{%pq— onPe ﬁH}dT
0

t

= ih/{pd—H}dT— —pq\o

0

i
— _S / !/ t n_n I 3116
=904 t) — thq +2h (3.116)
Hierbei ist S(p/, ¢, t) die klassische Wirkung entlang der Bahn, die am Punkte (p',¢’) im
Phasenraum zur Zeit ¢t = 0 startet.

Fiir den Vorfaktor
i 025¢ ou" ou" op  ou" dq'

_ = = - 4+ — = A1
hou'ov"  ou op' ou' + oq' ou' (3.117)

erhalten wir mit Hilfe von

ou" 11 8q” i laiﬂ’
op' \/_h b ap \/th op'
ou" 1 19q" i 10p”
__t ltog 1 1op 3.118
0¢  V2hbOqd ~ \2hc O (3.118)
und
% = —ie\/h/2
oq'
— =bv/h/2 3.119
NG (3119
das Resultat
i 0S¢ 1/ icog" 0op" O¢" .bop"
hou'dv" 5(_3 op’' + op’ + aq’ —HE 8q’)
i aZSc 1 ap// aq// ) aq// 1 ap//
-z _ - . 12
hou'ov" 2 ( op' + oq’ o 8p imw 8q’) (3.120)

Hierbei wurde ausgenutzt, da§ die Beziehung b = 1/¢ = 1//mw gilt.
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Abschlieflend benétigen wir noch die zweiten Ableitungen des Exponenten am Punkte
der stationdren Phase. Fiir diese ergibt sich

d%g 3 d?g 1

¢~ 22 Op'? 2R

0?g i
= —— 3.121
op" 0q" 2h ( )

und damit fiir den Vorfaktor der Gauflintegration

~1/2
829 829 829 2
T (aplﬂ aq//2 - (W) = 7Th, (3122)

Setzen wir all diese Ergebnisse in (3.112) ein, so erhalten wir das in der Literatur als
Herman-Kluk-Propagator bekannte Resultat:

d2 /
K"t 0) = [ 2 @))
m
o l(ap// + aq// _i aq// _ 1 ap//)
2\0p  0¢ e ap’  imw 0¢
X exp{%S — % "'+ 2—1hp'q'}<z’|a:’> : (3.123)

Die beiden Phasenfaktoren exp(—2—iﬁp”q”) und exp(%p’q’) kénnen wir zu den kohérenten

Zusténden hinzufiigen, indem wir setzen:

|2) = exp (—%pq> p,q) - (3.124)

Damit geht (3.123) iiber in

dp'dq’

K((L‘”,t;xl,o) — / 27rh <:L_H|p/l, q/l>
o 1 (apll + aqll . aqll 1 apll>
— — imw - —
2\0p"  0¢ ap’  imw 0¢

X exp{%S}(p', q'|z") . (3.125)

Somit haben wir eine &duflerst einfache Ndherung fiir den quantenmechanischen Propa-
gator, die nur auf klassischen Elementen (Wirkungen, klassische Bahnen, Stabilitits-
informationen) beruht.
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3.5 Eigenschaften des Herman-Kluk-Propagators

In diesem Abschnitt soll kurz auf drei interessante Eigenschaften des Herman-Kluk-
Propagators eingegangen werden. Es wird gezeigt, daf} er — wie iiblich nur im Rahmen der
Néherung der stationéren Phase — unitér ist und die Zeitumkehrrelation U*(¢) = U(—t)
erfiillt. Weiterhin kann bewiesen werden, dafl er dquivalent zum Van-Vleck-Propagator
ist.

3.5.1 Unitaritat

Unitére Operatoren besitzen die Eigenschaft, dal ihr adjungierter Operator gleich ihrem
Inversen ist:

Ulu =1. (3.126)
Der hier untersuchte Operator beschreibt die quantenmechanische Zeitentwicklung eines
physikalischen Zustands. Unter Ausnutzung dieser Tatsache kénnen wir (3.126) umschrei-
ben zu

((0)]6(0)) = (L (0)]L]$(0)) = (L(O)UT U (1)|6(0)) = (L (t)o(t)) - (3.127)
Die Unitaritét ist also in unserem Fall dquivalent dazu, dafi das Uberlappmatrixelement
zwischen zwei Quantenzustinden [¢)) und |@) zeitunabhéngig ist. Dies werden wir dazu
benutzen, um die Unitaritit des Herman-Kluk-Propagators zu untersuchen.
Da die kohérenten Zusténde |p, ¢) eine iibervollsténdige Basis bilden und damit sowohl
|1} als auch |¢) in diese zerlegt werden konnen, geniigt es, Gleichung (3.127) fiir kohérente
Zusténde zu verifizieren. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir zunéchst

o' Og" od" 1 op" 1/2
- (020 3 L0

op'  0¢ oy’ imw Oq'
%(0)) = [p1,a1)
|#(0)) = [po; qo) - (3.128)

Aus dem Uberlappmatrixelement der zeitentwickelten Zustiinde [t/(¢)) und |é(t)) wird

dann
dp'd dphdgh .,
qb t)> :/ g;;l/ p() qu 17‘11775)A(P67(167t)

L oo
exp (—55 Py, a1, 01,415 1) + ﬁS(pB,QB,pS,QS,t)>

(p1, 1P, )DL, @ 1P6» 46 ) (Py» 46 1Pos @o) - (3.129)

Das Matrixelement zwischen zwei kohédrenten Zustédnden ist gegeben durch

1 1 i
(P> ablpo, q0) = exp <—4hb2 (60 = 90)" = 35 (Po = P0)” + 57-(dh — 90) (0% +po)> ,
(3.130)
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so dafl der Gesamtexponent g im Integranden von Gleichung (3.129) gleich

i, i
g=— =S (plla qllapllla qilat) + _S(pg’ q{]’pg’ qg’t)

h n
1 1\2 1 /1\2 i ! !
T (1 —q1)” — w(pl —p1)°+ ﬁ(QI —q1)(p1 + 1Y)
1 1 '
— - @)’ — s —py) + 2h(ql — ) +pp)
1 9 1 2 1
- M(‘J(’) —qo)° — w(pf) —po)” + ﬁi( o — 0)(Po + Po) (3.131)

ist. Die Bedingungen fiir die stationére Phase wird wie {iblich durch Ableitung des Expo-
nenten g nach den Integrationsvariablen gewonnen. Hierbei miissen wir beachten, dafl die
doppelt-gestrichenen Variablen jeweils von den ihnen zugeordneten einfach-gestrichenen
Variablen abhéngen, da erstere die Zeitentwicklung derselben darstellen. Fiir die erste
Variable ¢{, werden wir deshalb die Ableitung etwas ausfiihrlicher darstellen:

dg idS
qu hd / (p07q07p07q07t)
+0
aqll 1 apll 1 aqll : apll
no__.n 0 no__ 0 = (. 0 - _// 0
— A 132
57 (o — @) + 2h(po +Po)- (3.132)
Wie man sieht, bendtigen wir die totale Ableitung der Wirkung S
t
(el ) = [ (00— H)Ar (3.133)
0
nach ¢j. Es ergibt sich:
ds 95 8p6+8_58_q{) n 0S 8p”+85 2q}
dgy  9py Oqy  Oqp Oqy — Op Oqy  Oqg Oag
, 0q)) oql
=0 _p08 [ + 0 +p ga (/)
aqll
pga . —Dp - (3.134)
Setzen wir dies in Gleichung (3.132) ein, so erhalten wir als Ergebnis
dg 1 Loy
T (@ — @) = 57 (Po = po)
10q; i0p]
" n " " 0 0
—(q] — — —(p] — - - 3.135
+ |t~ ) gt =) |5+ L] s
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Analog konnen wir fiir die anderen Ableitungen vorgehen:

A Lo
a2 Po 0 gplh — @)
1 n " 1 U 4 ]‘ aqg 1 apg
(¢ =) — — (! — - ! 3.136
dg 1, i
aq, 272 (@ (I1)+§L(p1 p1)
1 " n 1 i 1 1 aqil 1 aplll
(g =) = —(p — i R 1
dg. 1 .
d])/1 - 2h02(p1 pl) 2h(q1 ql)

1 n n 1 I i 1 aqlll 1 ap,l’
= ") — —— () — s S . (3138

Es stellt sich nun die Frage, wie man hieraus am geschicktesten den Punkt stationdrer
Phase erhélt. Einen Hinweis hierfiir liefert ein Blick auf Gleichung (3.129). Es ist klar, daf}
das Matrixelement zwischen den beiden Zustdnden nur dann zeitunabhéngig sein kann,
wenn sich die beiden Wirkungsterme im Exponenten gegenseitig wegheben. Dies ist aber
nur dann gewéhrleistet, wenn die Variablensétze (pf, ¢j) und (p!, ¢}) iibereinstimmen, es
bietet sich also folgender Ansatz zur Bestimmung des Punktes stationidrer Phase an:

Q=q>u =%
Py =po— Pi =g - (3.139)
Dieser ,educated guess“ liefert durch Einsetzen die vier Bestimmungsgleichungen
1

- ﬁ(% — o) —i(py — po)= 0

1 )
— ﬁ(q{) —qo) —i(py — po)=10

1 .
— (¢ —q) +ilpy — 1)

0 =0
1, L,
— (@~ @)+l —p)=0. (3.140)

Wie man leicht sieht, sind je zwei der obigen Gleichungen linear abhéngig, der ,,educated
guess® war also korrekt, und der Punkt stationdrer Phase wird bestimmt durch

+ . -
qf) Zqiz qo T 1 +1b2p0 > b1

ph=p= D0 i (3.141)
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Zur Durchfithrung der Gauflintegration benoétigen wir wieder die zweiten Ableitungen

des Exponenten ausgewertet an der Stelle der stationdren Phase. Wir erhalten fiir die
Ableitungen nach je einem Variablensatz:

ng B ng - 1 N _i aq// Lap// laq// iap//
dg)?lsp  dg}?lsp 200 2hb 0¢'  2hc O¢' | |bOg ¢ O
d2g _ d2g _ 1 N _i aq// Lap// laq// iap//
dpy? s dpi?lsp 2hc? 2hb Op'  2hc Op' | |bOP ¢ Op
d?g _ d¥g i 1 9¢" i op"l[10q" i0p” (3.142)
dghdpl lsp — dgidp! lsp 2k 200 O 2hic O | |bOp  cOp | '
Die gemischten Ableitungen ergeben sich analog zu
d29 _ d2g _ Laq// B Lap” laqﬂ iap//
dgidgy lsp dgidglsp 2hb 0"  2hc Oq' | |bOq ¢ O¢
d29 _ d29 _ Laq// B Lap// laq// iap//
dppdp) lsp dpidpj lsp 2hb Op'  2hcOp' | |bOp ¢ Op
d29 _ d29 _ Laq// B Lap// laq// iap//
dpidgllsp  dgydp] lsp 20b Op'  2hcOp' | |bOq¢ ¢ Oq
d? d? 1 0q" i op'"] [10¢" i0p”
d/g/ = /g/ :|:— q/+— p/:| |:_ q/__ p/:|' (3‘143)
poday lsp - dgidpy lsp 2hb Op'  2hc Op b Oq ¢ 0q
Durch Einfiihrung der Abkiirzungen
1 a n 18 1
Qe=70 -0
bdq  c¢0Oq
10q¢" i0p”

und unter Beriicksichtigung, dafl

Q_P, — QP =2

(3.145)
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gilt, gehen die Gleichungen iiber in
d?g d?g 1 1
dg)?lsp dg/?lsp “opE T T -
d? d? 1 1
dp)”lsp dp!“lsp 2he 2h
d? d? i 1
Igl = /g/ :_i __Q+P—
o | -9 Q4Q
dgidqy lsp - dqidgg lsp oh CtET
d? d? 1
/ J / = ’ J / = PP
dpedp] lsp dpidpg lsp 2h
d?g d?g 1
dn’ dd’ = 7 0/ = _Q+ -
pidgy lsp - dgpdp] lsp 2h
d?g d?g i 1
= =— —Q. P . 3.146
dppdg) lse - dgidpylse +2hQ+ ( )
Definieren wir nun
A—lQQ B—lQP C—lPP (3.147)
Ton et T oRCT T Ton T '
und
n = (q1,P1, Q- Po) - (3.148)
Der quadratische Anteil der Integration 148t sich dann schreiben als
g2 = —nGn' (3.149)
mit
A+ 5> B+ -A  -B-1i
B+45 C+55 —B —-C
g=|"Fm “Tme 1 i (3.150)
—A —-B A+ hoE B+ 5
i i 1
-B - 5 —C B+ o C+ The?
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Die Determinante von G ergibt sich durch triviale Zeilen- und Spaltenumformungen zu

A+W B+i “A Bl |4k -k A -B-1
i 1
det G = B+ O+ 2fzc2 —-B —C — | 2n 2hc? -B -C
i 1 1 i
—A -B A+ 2hb2 B+ hb2 0 o T2
i 1 i 1
~B-3 -C Bty C+ 2hc2 0 52 = @e
1 Proiiny L A+ C = 1 2+ Q Q-+ L —P. P
2h3¢2 2h3b2 47t + p2
. 1
[1Q+P— —1Q-Py + —2Q+Q_ + 7 P+P_]
1 1
P+] Q— - —P—}
1 apll aqll . aqll 1 apll apll aqll . aqll 1 apll
- ! / mw T ! / ! + 1w ! +— !
8p Op imw Op op dq Op imw Op
gAZ(p', ¢, t)A*Z(p’, q,t). (3.151)

Dies entspricht gerade dem Vorfaktor im Integranden von Gleichung (3.129) ausgewertet
am Punkt der stationédren Phase, das heiflt, die Determinante und der Vorfaktor heben
sich nach der Gauflintegration gegenseitig weg. Es bleibt nur noch, den Punkt stati-
ondrer Phase in den Exponenten einzusetzen. Wir erhalten nach lédngerer, aber einfacher
Rechnung:

(1 — @) — (p1 — po)” + ¢ — o) (p1 + o) - (3.152)

IsP = = 4np? Afic? 277,(

Dies ist gerade der Exponent des Uberlappmatrixelements der beiden kohirenten Zustin-
de |p1,q1) und |py, qo). Insgesamt erhalten wir also das Ergebnis

dpidq; [ dpydeg
)>=/ ! 1/ - OA PhLa H)ApG, g5, 1)

2mh

1 *
X exp <_ﬁs (plla qllapllla qilat) + E/S(pi)a q67p87 QSat)>

x(p1, ¢ |}, )P, 44106, 40) (Po» 201Po, 90)

= (¥(0)[4(0)) (3.153)

Damit ist gezeigt, dafl der Herman-Kluk-Propagator im Rahmen der N#iherung der sta-
tiondren Phase unitdr und somit normerhaltend ist.

3.5.2 Zeitumkehr

Bekanntlich entspricht fiir zeitumkehrinvariante Hamiltonoperatoren das Inverse des Zeit-
evolutionsoperators bis zu einem Zeitpunkt ¢ gerade dem Zeitentwicklungsoperator mit
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dem Argument —t, genauer
U tt)=Ul(t) =U(-t) (3.154)
bzw.
Ul(—t) = U(t). (3.155)
Hieraus folgt direkt fiir das Matrixelement zweier Zusténde zu den Zeiten —¢ und 0

(W(=1)]¢(0)) = (L (0)|UT(=)|6(0)) = (¥ (0)|U(1)]#(0)) = (1 (0)[(1)) - (3.156)

Wir werden diese Beziehung nutzen, um die Zeitumkehrrelation (3.154) fiir den Herman-
Kluk-Propagator zu verifizieren und uns dabei wie im letzten Abschnitt auf kohérente
Zustdnde |¢) = |p1,q1) und |¢) = |po, qo) beschrinken. Die rechte Seite von Gleichung
(3.156) lautet

<wwam=/m“%@ﬂmMm

2mh
V(9%  Op ;0% _ 1 Opg 2
2\ 0q, Op) Jpy  imw 0gj
i
exp <;LS(q”,q’,t)> (P @olPo, q0) » (3.157)

und es ist leicht einzusehen, dafl wir die linke Seite schreiben kénnen als

<<wu>/®¥@@mw

2
1 8p0 +im dgy 1 9pg 1/2
2 Opy  imw Ogqf
( S(q",d )> (Po: 9olPo; ¢o) - (3.158)

Wir miissen also zeigen, daf§ (3.157) und (3.158) iibereinstimmen. Fiir die Wirkung S,
die als Exponent in den Integralen auftritt, ist dies sehr einfach einzusehen. Ausgehend
von ihrer Definition erhalten wir unmittelbar

t —t
S(¢" ¢ 1) = / (pi — H)dr = —/ (pi — H)dr = —S(q". ¢/, 1), (3.159)
0 0

wobei die Ersetzung 7 — —7 durchgefiihrt wurde.

Der Wechsel von den Integrationsvariablen (pj,qy) auf die Endwerte (pj,qy) erfolgt
durch die Substitution

(Po> 90) = f(po: o) - (3.160)
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Die Abbildung f ist dann gerade die Inverse der Zeitevolution, und da die Zeitentwicklung
eine kanonische Transformation ist, ist auch f kanonisch. Der Betrag der Determinan-
te der Jacobimatrix von f ist damit gleich 1. Zu diskutieren bleibt nun nur noch der
Amplitudenvorfaktor A. Die Gleichheit dieser Ausdriicke 148t sich folgendermaflen sehen.
Ausgehend von

2 _(3 ] : daq’
AP, 40r ) = 5 B A (3.161)
T T lmw 7
apo apo

und der Definition

P' = pjy + imwq
P" = py — imwqg (3.162)

erhalten wir nach kurzer Rechnung unter Ausnutzung der Kettenregel

oprP' opP" 1 dqy  Opy oP'  9pP"

2/ 1 . Oq, Oqf | _ dq, 0Oq] dqf  Oqf
A (pOJqOJt) - 2w oP' o9P"| 2imw % 8]36’ 8_13' oP" . (3163)

Ipy  Opg op,  Opy opy  Opgy

Die erste Matrix in Gleichung (3.163) ist gerade die Jacobimatrix der Zeitentwicklung der
Anfangswerte (pj, qy), und hat wiederum als kanonische Transformation die Determinante
eins. Es bleibt also nur noch die Determinante der zweiten Matrix zu berechnen, diese
ergibt sich zu

1 (0q, Op, . Oq 1 Op, .
A (por 4ort) = 5 <8q?’ + 8p2 + lmwap?, + aq'O' = A2, g4, —t)  (3.164)
0 0 0 0

Somit ist gezeigt, dal die Formeln (3.157) und (3.158) iibereinstimmen. Es ist zu be-
merken, dafl die Zeitumkehr bewiesen werden konnte, ohne eine einzige Ndherung durch-
zufiithren, das heifit, der Herman-Kluk-Propagator erfiillt die Zeitumkehrrelation nicht nur
im Sinne eines semiklassischen Limes sondern exakt.

3.5.3 Van Vleck-Gutzwiller-Propagator

Durch Integration iiber die Anfangszustinde (p',¢’) erhalten wir aus dem Herman-Kluk-
Propagator den Van Vleck-Gutzwiller-Propagator [Gut67]. Dieses Resultat ist nicht wei-
ter verwunderlich, wenn wir bedenken, dafl die urspriingliche Herleitung des Herman-
Kluk-Propagators durch Herman und Kluk [Her84] von der N&herung des Van Vleck-
Gutzwiller-Propagators ausgeht:

1 s\ i
K " ta0) = — =Sz’ 2"y ) . 3.165
Der Van Vleck-Gutzwiller-Propagator hat den Nachteil, dafl bei ihm Singularititen im
Vorfaktor auftreten kénnen, da es sich um eine reine Orts- und keine Phasenraumdarstel-
lung handelt. Diese Singularitédten bezeichnet man als Kaustiken, sie beschreiben Punkte
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2" im Ortsraum, an denen verschiedene Trajektorien, die am Punkte z’' beginnen, zur

Zeit t zusammenlaufen. Die Abbildung ' — 2 ist hier nicht umkehrbar, und 0x'/0xz"
singuldr. Anders verhélt es sich beim Herman-Kluk-Propagator. Da dieser auf Bahnen
im Phasenraum zuriickgreift, konnen Singularitdten nicht auftreten, denn aufgrund des
Satzes von Liouville schneiden sich zwei Trajektorien im Phasenraum nicht [Gol80]. Dies
ist ein bedeutender Vorteil von Phasenraummethoden, da wir uns nicht iiberlegen miissen,
wie der Propagator iiber auftretende Singularitéiten fortgesetzt werden mufl. Beim Van
Vleck-Gutzwiller-Propagator fiihren unter anderem solche Uberlegungen zur Einfiihrung
des Maslov-Indizes [Sep96].

3.6 Der Harmonische Oszillator

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir nun noch zeigen, daf§ der Herman-Kluk-Propaga-
tor im Fall des Harmonischen Ostzillators exakt ist. Der Propagator ist gegeben durch

" ! dp,dql " " " li ! 1 / /! !
K(z ,t;fc,O):/f(fv ", dAW, ¢ t)exp | =S ) (P, '[2") (3.166)
2mh h
mit
t
5= / (p(r)q(r) — H)dr . (3.167)
0

Dabei haben wir wie bisher

C oo (L(0p" 0" 19" .,0p"\\"*
Alp',q',t) = <2 <8p' + 7 i3 oy +1ib o7 (3.168)

gesetzt. Der , squeezing“-Parameter b beriicksichtigt hierbei, daf sich die mit den kohé&ren-
ten Zustdnden verkniipfte Frequenz w. von der des betrachteten Oszillators w unterschei-
den kann. Wir werden nun die verschiedenen Beitriige zu Gleichung (3.166) im Fall des
Harmonischen Oszillators berechnen. Zunéchst miissen wir hierzu die klassischen Trajek-
torien bestimmen, die die Anfangsbedingungen

p(0)=p" und  ¢(0)=¢ (3.169)
erfiillen. Die Hamiltonfunktion ist gegeben durch

P’ 1 2 2
H=—+- . 1
2m+2mw q (3.170)

Somit lauten die Bewegungsgleichungen

. OH p
_9H _»p 171
9 op m (3.171)
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und

OH
p= e —mw?q. (3.172)

Diese beiden gekoppelten Differentialgleichungen konnen direkt gelost werden. Unter
Beachtung der Anfangsbedingungen (3.169) sind die Losungen gegeben durch

/

g(t) = L sin(wt) + ¢ cos(wt)

mw
p(t) = p' cos(wt) — mwq' sin(wt) . (3.173)

Hieraus erhalten wir unter Beriicksichtigung, dafl p(t) = p” und ¢(t) = ¢" ist, die Glieder,
die im Amplitudenvorfaktor A(p',q¢’,t) vorkommen:

g((l], = cos(wt), (?;, = cos(wt),
g‘;l = sin(wt) , g]; = —mwsin(wt) . (3.174)

Einsetzen dieses Ergebnisses in A(p/, ¢/, t) liefert

o 1 ap// aq// 1 aq// . 2ap// 1/2
A t)=1[~= —i—= b
w0 = (5 (G + 55~ iy + P

_ (% <2cos(wt) - b%iw sin(wt) — ibmew sin(wt)>>1/2 | (3.175)

Nun berechnen wir die Wirkung (1.1) entlang der klassischen Trajektorien:

¢
S:/LdT
0

‘11 1
= / —“mg? — —mquQ] dr
0o L2 2
t _1 p/ 2 1 p/ 2
= /0 3 <E cos(wt) — wq' sin(w7)> - ime <mw sin(wt) + ¢' COS(MT)) dr
t :p/2 9 2 1 2
= /0 — cos?(wr) — 2p'q'wsin(wT) cos(w) + ¢ “mw? sin®(wr) — o imuﬂq' ] dr
1 1
= (mp’2 — §qu'2> sin(wt) cos(wt) — p'q sin?(wt) (3.176)

Ein Blick auf die Gleichungen (3.124) und (3.166) zeigt, dal der Gesamtexponent im
Integranden einen Term folgender Art enthilt:

1 1 1
5 (¢"p" — ¢'p) = <mp,2 — §qu'2> sin(wt) cos(wt) — p'q sin®(wt) . (3.177)
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Dieser Term und die Wirkung heben sich gerade weg. Fiir die Integration miissen wir
also nur noch die beiden Beitrige

nmyon 2\ —1/4 B 1 "2 i noao L ” ”
(z"]2") = (whb*) exp( 5T (2" —q")* + hp x (3.178)

(3.179)

\/M

_ 1
(Z’|J§I> — (7rhb2) 1/4 exp (_2hb2 (:L', . q/)2 / /

beriicksichtigen. Fiir den Gesamtexponenten g erhalten wir also

1 i 1 1
g(pl,ql) — _ ((xll _ q//)2 _|_ (.’I/J _ q/)Z) _|_ 7_71[ <pllxll _ _pllqll _plxl + _plql>

2hb? 2 2

~(v 7) (Z; Z;) (Z :) + (b o) (Z :) +e. (3.180)

Die Koeffizienten der Matrix A = (a;;) und des Vektors (b;) lauten unter Verwendung der
Gleichungen (3.173)

e S (wt) + o sin(et) cos(t)
= ———si ——si cos
T oppe a2 T Shmw “
1 1
O = 5r —— (1 + cos*(wt)) — o sin(wt) cos(wt)
1 1 1,
12 = Q91 = w% sm(wt) cos(wt) — ﬁ Sin (wt)
]' ]' n " /
by s T h(x cos(wt) — z')
1 1 i
by = ok "+ ﬁx - ﬁmwx "sin(wt)
1 2
C= 5 (" + %) (3.181)

Damit ergibt sich der Vorfaktor der Gaufintegration zu

1 1 ~1/2
\/dZﬂ =7 {m sin(wt) <2icos(wt) + sin(wt) + b*mw sin(wt))] :

(3.182)

Zusammen mit Gleichung (3.175) und dem Phasenraummafl 1/(27%) erhalten wir ab-
schlieend

1/2 :
mw imw 2 2
K " t' / 0 — / " t _ 2 /i
(=", 8;2,0) (27rihsin(wt)> exp <2hsin(wt) (@ + ™) cos(wt) — 20’z ]>
(3.183)

Dies entspricht — bis auf die Beriicksichtigung der im Vorfaktor auftretenden Singula-
rititen fiir wt = kw, keZ — gerade der Feynman-Soriau-Formel [Dit92]. Letztere ist der



KAPITEL 3. DER HERMAN-KLUK-PROPAGATOR 65

exakte quantenmechanische Propagator fiir den Harmonischen Oszillator. Der Herman-
Kluk-Propagator ist also, wie erwartet, im Fall des Harmonischen Oszillators exakt.

Betrachten wir die Spur dieses Propagators (2’ = 2" = z):

+o0
/ deK(z,t;x,0) =

1/2 —+00 .
mw imw
(27Tihsin(wt)> /OO LOEp (ﬁsin(wt) (a7 cos(wt) — )>
b
2isin(wt/2)
— Z efi(n+1/2)wt ] (3184)

n=0

Um dieses Resultat mit dem exakten quantenmechanischen Propagator vergleichen zu
kénnen, betrachten wir einen vollstindigen, normalisierten Satz von Eigenfunktionen
{|tn)} des Hamiltonoperators

H=-——— 4 mw’a?, (3.185)
das heif3t

H|tp,) = Ep ) (3.186)

Wie aus der Quantenmechanik wohlbekannt ist, kann der Propagator K (x”,¢;z',0) dar-
gestellt werden als

K(z",t;2',0) Ze (" |thy ) (b |2 (3.187)

n=0

und in dieser Form kann die Spur des Hamiltonoperators berechnet werden zu

/ dzK (z,t; ,0) —1—/ dz |, (@ _Z e (3.188)

Wenn wir nun Gleichung (3.184) und (3.188) vergleichen, erhalten wir fiir die Energieei-
genwerte des Hamiltonoperators den Ausdruck

1
E, = <n + 5) hw. (3.189)

Wie erwartet ist der Herman-Kluk-Propagator im Fall des Harmonischen Oszillators und
allgemeiner im Fall h6chstens quadratischer Potentiale exakt.
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3.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir eine Herleitung des Propagationsoperators im Phasenraum
iiber Pfadintegralmethoden vorgestellt. Durch eine weitere Integration wurde hieraus der
Herman-Kluk-Propagator hergeleitet und dessen Eigenschaften diskutiert. Der Herman-
Kluk-Propagator ist im Rahmen der N#dherung der stationédren Phase unitir und erfiillt
die Zeitumkehrrelation. Auch seine Aquivalenz zum Van-Vleck-Gutzwiller-Propagator
wurde erwdhnt. Abschlielen konnten wir zeigen, dafl der Herman-Kluk-Propagator im
Fall des Harmonischen Oszillators die korrekten quantenmechanischen Ergebnisse liefert.



Kapitel 4

Numerische Methoden

In diesem Kapitel wird die Implementierung des Herman-Kluk-Propagators dargestellt.
Hierzu wird vorgestellt, wie der Beitrag eines Phasenraumpunktes zum Gesamtintegral
berechnet werden kann. Weiterhin wird eine phasenraumsensitive Integrationsroutine be-
schrieben. Abschlielend werden drei Verfahren geschildert, mit denen Eigenwerte eines
Hamiltonoperators gewonnen werden kénnen: Fouriertransformation, Matrixdiagonalisie-
rung und Filterdiagonalisierung.

4.1 Berechnung des Integranden

Angenommen, wir wollen die Autokorrelationsfunktion C'(¢) eines kohdrenten Zustandes
Ip, ¢) berechnen. Mit unserer semiklassischen N&herung lautet diese

C(t) =, q|U(t)|p, q)

dpldq, " " li ! 1 / ! / !
=/ (p,qlp”, ¢"YA®', q',t) exp (55(1),(1 J)) (. d'p,q). (4.1)

21mh

Um die Integration iiber ein wie auch immer geartetes Gitter durchfiihren zu kénnen, wird
der Integrand fiir jeden Gitterpunkt (p’,q’) zur aktuellen Zeit ¢ benotigt. Im einzelnen
miissen wir die Wirkung S(p/, ¢, t), den Endpunkt (p”,¢") und den Vorfaktor A(p’, ¢, t)
fiir die klassische Bahn berechnen, die am Punkte (p/, ¢') startet und deren zeitliche Ent-
wicklung durch die Hamiltonschen Gleichungen

0H . OH

p=
gegeben ist. Zunéchst leiten wir hierfiir Bewegungsgleichungen fiir S und die Elemente

her, die in A(p', ¢, t) einflieBen. Ausgehend von ihrer Definition erhalten wir unmittelbar
fiir die Wirkung eine Differentialgleichung erster Ordnung

S=L=pj—H (4.3)

67
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mit der Anfangsbedingung

Sp,¢,t=0)=0. (4.4)

Den Vorfaktor A(p', ¢',t) werden wir ein wenig anders behandeln. Unter Berticksichtigung
von Gleichung (3.128) erhalten wir fiir seinen Logarithmus

apll aqll . aqll 1 apll 1
— - — ——In2 4.
op' + aq' Hne oy’ imw 0¢ g (45)

1
InA(p', ¢ t) = 3 In (
mit dem Startwert
InA(p',¢',0) =0. (4.6)

Spater wird klar werden, weshalb wir In A(p/, ¢, t) und nicht A(p’, ¢, t) selbst betrachten.
Anhand von (4.5) sehen wir, dafl zur Bestimmung von A(p,¢’,t) die Stabilitétsinfor-
mationen dp” /0p" usw. zu jedem Zeitpunkt benotigt werden. Ihre zeitlichen Ableitungen
sind nun gerade

- _aq//2 a—p/ - ap//aq// ap/
dop” 0 ( oH\ _ 0%H 0q" 0’H op"
dt 90¢'  O¢ oq"

g@id’_i _OH\ _ 0?H dq" 0?H 0p"
dt op’ — op' oq"

- _anIQ a—q/ - ap//aq// aq/
d 9¢" 0 <8H ) _ 0’H op" 0’H 0q"

E ap/ = a—p/ ap// - ap//2 a—p/ ap//aq// ap/
gai"_i oH _82H8LJ’+ 0°H 0q" (4.7)
dt aq/ - aq/ ap// - ap//Q aq/ 8p”8q” aq/ :
mit den Anfangsbedingungen
/ / ! !
oW _qy Wy My 0y (4.8)
op' oq' op' oq'
Mit der aus der klassischen Mechanik bekannten Monodromiematrix M
aqll aqll
a7 3.7
M = gg// gf;// (4-9)
o oy

lassen sich die Gleichungen (4.7) zusammenfassen. Die Monodromiematrix beschreibt,
wie sich anfinglich im Phasenraum benachbarte Bahnen im Laufe der Zeit voneinander
entfernen. Leiten wir sie nach der Zeit ab, so ergibt sich unter Beriicksichtigung von
Gleichung (4.7)

8q.// aq-// aZH 82H 8q" 8q"
(= | o o | _ | 90" gpr? o | _
M = o o | T | otm 25 o o | = JHess(H) M, (4.10)

oq o aq,,Q _ap”ﬁq” o o
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wobei Hess(H) die Hessematrix des Hamiltonoperators

P’H  0*H
//2 ap//aq//
Hess(H) = ggH o (4.11)

apllaq// ap,/Q

ist. Die Matrix .J ist der Kern der symplektischen Bilinearform:

0 1
J= (_1 0) . (4.12)

Aufgrund dieses Zusammenhangs zwischen der Monodromiematrix M und der Amplitude
A(p',q',t) bezeichnet man letztere auch als Stabilitédtsfaktor.

Um die verschiedenen Gréflen zum Zeitpunkt ¢ zu erhalten, werden nun die jeweiligen
Bewegungsgleichungen (4.2), (4.3) und (4.7) unter Beachtung der Anfangsbedingungen
integriert. Die Methode der Wahl war in dem hier vorliegenden Fall der Runge-Kutta-
Fehlberg-Algorithmus RKF 7(8) [Feh70, Dor80, Dor86, Pri81]. Dieser Algorithmus RKF
7(8) ist ein einfach implementierbares Verfahren mit adaptiver Schrittweite. Die Propa-
gation wird dabei in siebter Ordnung durchgefiihrt. Die achte Ordnung wird zur Schritt-
weitenkontrolle benutzt.

4.2 Integration

Die bei der Implementierung des Algorithmus verwendete und in unserer Arbeitsgruppe
entwickelte Integrationsmethode verbindet mehrere Vorteile:

e Sie ist phasenraumsensitiv, das heift, , interessante Gebiete werden stéarker beriick-
sichtigt als ,,uninteressante. Dies wird durch eine Selbstverfeinerung des Integrati-
onsgitters ermdglicht.

e Sie ist an schnell oszillierende Integranden, die in unserem Problem aufgrund der
komplexen Exponentialterme auftauchen, angepaft.

e Die Integrationsroutine liefert selbst Informationen {iber das zugrundeliegende, klas-
sische Problem.

Ein Nachteil dieses Verfahrens ist die recht aufwendige Implementierung. Dies wird aber
durch die obigen Vorteile bei weitem ausgeglichen.

Anhand des Beispiels der Autokorrelationsfunktion (4.1) soll die Integrationsroutine
exemplarisch erldutert werden. Die Autokorrelationsfunktion C'(¢) ist gegeben durch

ct) = [ L e (00.40) . (1.13)
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wobei wir zur Vereinfachung der Notation die Funktion

f'dt) = %S(p’, ¢, t) +InA@p', ¢, t) + In(p, qlp”, ¢") + In(p', ¢'|p, @) (4.14)
eingefiihrt haben. Uber den interessierenden Teil des Phasenraums legen wir nun ein
grobes Gitter in Form von Eckpunkten gleichseitiger Dreiecke, also speziellen 2-Simplizes.
Aufgrund der starken Démpfung des Integranden durch die beiden Gaufiglocken (p, q|p”, ¢")
und (p', ¢'|p, ¢) kann das dabei betrachtete Gebiet zumeist stark eingeschréinkt werden, das
heiflt, die wesentlichen Integralbeitrige sind gegeben durch die Umgebung des Zustands
Ip, ¢) und das Umfeld der klassischen Bahn des Maximums dieses Gauflpaketes.

Das Integral iiber den gesamten Phasenraum zerlegen wir nun in eine Summe iiber die
einzelnen Dreiecke:

dldl ,dl ro
C(t)—/ 5, P (S04 1)) Z/ exp (f(p,d,1)) . (4.15)

Hierbei bezeichnet S die Menge aller Simplizes. Bei der Integration iiber einen Simplex
wird nun f(p,¢',t) iiber diesen linear interpoliert. Durch die Linearisierung des Expo-
nenten anstatt des Integranden wie sonst iiblich tragen wir der schnellen Oszillation des
Integranden Rechnung.

Zur Vereinfachung nehmen wir an, daf} die linke untere Ecke des aktuell betrachteten
Simplex im Ursprung liegt und eine weitere auf der ¢’-Achse; dies kann immer durch eine
Translation des Gitters und eine eventuelle Rotation erreicht werden. Die Interpolation
des Integranden lautet dann

f,qd,t) = f(0,0,t) + aq" + bp', (4.16)
wobei a die Steigung entlang der Orts- und b die Steigung entlang der Impulsachse ist:

_ f(07q27t) — f(oaoat)

qz
f(ps, g3,1) = £(0.0,1) — ags (4.17)

b3

b=

In dieser Ndherung kann dann der Beitrag des aktuellen Simplex mit den Eckpunkten
(0,0), (g2, 0) und (g3, ps3) bestimmt werden zu

dp'dq’ exp (F(0,0.¢
/s 2rh exp (f(p,d 1)) ~ %
(aqgeaqa (e — 1) + bps(1 — e92)

aqgs + bpg

+ (4.18)

a(gy — q3)e" =T + (a(qz — go) + bps)e™® — bp3eaq3)
a(gs — q2) + bps .
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Aufgrund der endlichen Rechengenauigkeit eines Computers und der Moglichkeit des Ver-
schwindens der Steigungen a = 0 oder b = 0 werden die Félle, in denen die Steigun-
gen a und b betragsmifig kleiner als ein charakteristischer Wert ¢ sind, separat behan-
delt. Durch Taylorreihenentwicklung bis zur zweiten Ordnung ergeben sich die jeweiligen
Néaherungen

dp'dq’
| B e (100 0)
Si

P3 1 1 . > "
N ———ex 0,0,2)) | —(1 —e"®) + e — g% fiir |b] < ¢
s exp(0.0,0) (1) + L ) 0
02 1 — e "
N — 1-— f
570 exp(f(0,0,t)) < o > ir |a] < e
~ %exp(f(0,0,t)) fiir |al, |b] < <.
(4.19)
C C
b a b a
B A B
A ¢ c

Abbildung 4.1: Struktur der Simplizes

Die Finesse der Routine liegt darin, wie das anfangs grobe Gitter verfeinert wird.
Betrachten wir hierzu Abbildung 4.1, die einen Ausschnitt in Form von vier Simplizes
A(AcB, cBa,baC,abc) des Grades 0 (unverfeinert) aus dem Startgitter zeigt. Um zu
testen, ob der innere Simplex Aabc verfeinert werden soll, wird der Integralbeitrag I(A)
der vier Simplizes mit dem Beitrag verglichen, der sich aus der Interpolation iiber das
groflere Dreieck AABC' ergibt. Sind beide Werte im wesentlichen gleich

|[I(AABC) — I(Aabe) — I(AAcb) — I(AcBa) — I(AbaC)| < g, (4.20)
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so ist die aktuelle Ndherung noch hinreichend genau, und der aktuelle Simplex Aabe wird
nicht verfeinert. Uberschreitet der Betrag der Differenz hingegen den vorgegebenen Wert
€q>10

|[I(AABC) — I(Aabe) — I(AAcb) — I(AcBa) — I(AbaC)| > ¢, (4.21)

so wird das aktuelle Gitter durch Einfithrung neuer Simplizes verfeinert, wobei der aktuelle
Simplex des Grades 0 in vier Simplizes des Grades 1 unterteilt wird (vergleiche Abbildung
4.1 rechts). Dieses Verfahren wird fiir alle Simplizes eines Grades und iterativ fiir alle
Verfeinerungsgrade durchgefiihrt.

Abbildung 4.2 zeigt ein Beispiel fiir diese Routine zu vier verschiedenen Zeitpunkten.
Das erste Bild zeigt den kohédrenten Zustand |p = 0,q = 1.75) zum Zeitpunkt ¢ = 0 in

5 : : : : : : 5
4l al 7
3l 3l j
2t 2t g
1} 1} g
] 0
2 of 3 of g
E E
a1k 1k 4
21 2L 4
31 3L 4
4t -4t i
S5 S5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
Ort
5 5
4t 4l j
3t 3t g
20 2L j
1t 1t 1
i) i)
3 Oof 32 0f B
E E
1Lk 1Lk 4
2L 2L 4
3L 3L 4
4L i 4L 4
5 I I I I I I I I I 5 I I I I I ! I I I
-5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
Ort Ort

Abbildung 4.2: Zeitliche Entwicklung des Integrationsgitters fiir einen getriebenen, an-
harmonischen Oszillator zu den Zeiten ¢t = 0,27 ,47 und 67T

einem Teilbereich des Phasenraums. Wie wir sehen, verfeinert der Algorithmus nur die
Umgebung des kohérenten Zustands, der restliche Teil des betrachteten Phasenraumaus-
schnitts wird, da nicht relevant, nur grob unterteilt. Es ist zu beobachten, dafy die Dichte
der Punkte im Bereich des kohérenten Zustands und somit die bendtigte Verfeinerung noch
nicht sehr hoch ist. Dies éndert sich auf den folgenden Bildern (¢ = 27",47,67). Der
kohérente Zustand wird mittels des Herman-Kluk-Propagators zeitlich propagiert. Das
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in diesem Fall untersuchte, in Kapitel 5.6 nidher besprochene Potential ist zeitabhéngig
mit Periode T'. Deutlich ist zu sehen, dafl die Dichte der Punkte im Startbereich stark
zunimmt. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dafl sich anfangs benachbarte Bahnen im Pha-
senraum im Laufe der Zeit immer weiter voneinander entfernen. Damit unterscheiden sich
aber auch die Integralbeitrige dieser Punkte immer mehr. Ist die Abweichung von der
linearen N#herung (4.14) zu groB, so ist eine Verfeinerung notwendig. Weiterhin ist zu
beobachten, dafl nun auch andere Gebiete des Phasenraums fiir das Integral relevant wer-
den. Aus dem anfinglich mit hoherer Auflésung verfeinerten, annéhernd ellipsenférmigen
Gebiet bilden sich im Laufe der Zeit Strukturen aus. Diese Strukturen hingen eng mit
der Unterteilung des Phasenraums des zugehorigen klassischen Problems in regulédre und
chaotische Bereiche zusammen. In der Tat entspricht die Verteilung der Integralpunkte
im Phasenraum fiir ldngere Zeiten gerade einem Poincaré-Schnitt. Dies ist im letzten Bild

Abbildung 4.3: Poincaré-Schnitt des betrachteten Systems

aus Abbildung 4.2 durch Vergleich mit Abbildung 4.3 in Ansétzen zu erkennen. Deutlich
tritt das reguldre Gebiet im Zentrum des Phasenraums hervor, und die Stabilitdtsinseln
ober- und unterhalb des Ursprungs des Phasenraumes deuten sich langsam an.

Mit diesem Zusammenhang zwischen der Unterteilung des klassischen Phasenraums
in chaotische und regulidre Gebiete und der Verfeinerung des Integrationsgitters erhalten
wir in natiirlicher Weise ein einfaches Kriterium, das uns a priori qualitativ das Wachs-
tum der Anzahl der Punkte, die zur Auswertung des Phasenraumintegrals herangezogen
werden, vorhersagt. In reguliren Gebieten ist dieses Wachstum im wesentlichen linear, in
chaotischen Gebieten exponentiell.
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4.3 Bestimmung der Energieeigenwerte

Zur Bestimmung von Energieeigenwerten aus der Zeitevolution eines Zustands werden hier
kurz drei gidngige Methoden vorgestellt. Die Bestimmung der Eigenwerte eines Hamilton-
operators ist ein zentraler Punkt der Quantenmechanik. Die erste Methode (Fouriertrans-
formation) geht von der Autokorrelationsfunktion eines Zustandes oder von Kreuzkorre-
lationsfunktionen mehrerer Zusténde aus, die zweite beruht auf der Diagonalisierung der
Matrixdarstellung des Propagationsoperators, und die dritte verbindet die beiden erstge-
nannten. Wie hierbei die Korrelationsfunktionen oder die Matrixdarstellungen gewonnen
werden, ist fiir die Bestimmungsmethoden irrelevant, Semiklassik und Quantenmechanik
miissen nicht getrennt betrachtet werden. Beginnen wollen wir diesen Abschnitt mit der
Fouriertransformation.

4.3.1 Fouriertransformation

Fiir zeitunabhiingige Hamiltonoperatoren H mit diskretem Energiespektrum {E,} kann
die Zeitentwicklung eines Anfangszustandes |1)(0)) geschrieben werden als

5(0) = Y (Gl exp (5 Eat ) 162, (4.22)

n=0

wobei |¢,) Eigenzustand von H zum Eigenwert E, ist. Fiir die Autokorrelation C(#)
erhalten wir unmittelbar

C0) = WO} = S exp (3 Eut) 00D (423)

Durch Fouriertransformation wird hieraus

/Z C(t) exp (%Et) dt = nf% [CHONE /Z exp <%(E _ En)t> dt
— 27rhn§o:% (| (0))*6(E — E,,). (4.24)

Die Fouriertransformierte der Autokorrelationsfunktion besitzt also Peaks an den Stellen
der Eigenenergien F, des Hamiltonoperators H, und die Hohe der Peaks wird bestimmt
durch die Anfangsbesetzung der Eigenzustinde durch den Zustand [¢(0)).

Ein Nachteil dieses Verfahrens ist, dafl eine Langzeitpropagation des betrachteten Zu-
stands notwendig ist. Bei einer realen Messung besteht weiterhin das Problem, daf} die
Autokorrelation immer nur in einem endlichen Zeitintervall zur Verfiigung steht, was zu
einer Faltung des realen Spektrums mit der Funktion sin(ET,,q,/2k)/(ET e /20) fiihrt.
Dadurch werden die Peaks verbreitert, es entstehen Nebenmaxima, die Peaks vortduschen,
und das Auflésungsvermdégen wird verschlechtert.
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Numerisch benutzt man zur Durchfiihrung einer Fouriertransformation die sogenann-
te Fast-Fourier-Transformation FFT [Pre95]. Diese Methode verbindet die Vorteile von
Schnelligkeit und leichter Implementierbarkeit. Ein Nachteil dieser Methode ist, daf}
die Autokorrelationsfunktion iiber einen groflen Bereich bekannt sein muf}, um ein gut
aufgelostes Spektrum zu erhalten. Dies héingt mit der Tatsache zusammen, dafl das
Auflésungsvermogen AFE der FET proportional zum Inversen der maximalen Propagati-
onszeit 1,4, ist. Weiterhin ist die maximal bestimmbare Energie F,,,, durch das Rezi-
proke des vorgegebenen Zeitschritts At, an dem die Autokorrelationsfunktion bestimmt
wurde, beschrinkt (E,,., ~ 1/At).

4.3.2 Matrixdiagonalisierung

Nun soll ein Verfahren vorgestellt werden, das auf die Matrixdarstellung des Zeitevoluti-
onsoperators U(t) beziiglich einer gegebenen, orthonormierten Basis zuriickgreift. Durch
Berechnung der Eigenwerte A dieser unitéren Matrix erhalten wir die Energieeigenwerte
E,, des Hamiltonoperators H aus der Beziehung

A\ = exp <—%Ent> >0 (4.25)
zZu
inl 2
E, = in tn)\ + thh, nez, (4.26)

wobei der zweite Term aufgrund der Vieldeutigkeit des komplexen Logarithmus eingefiihrt
werden mufl. Dies ist auch der grundlegende Nachteil dieses Verfahrens, da im Einzelfall
nicht entschieden werden kann, ob ein berechneter Eigenwert verschoben ist oder nicht.
Dieses Problem tritt im Fall zeitabhéngiger, periodischer Systeme nicht auf, da dann
sowieso nur eine Leiter aus Quasienergien vorliegt. Ein weiteres Problem ist die Anzahl der
Basiszustéande, die zum Aufbau der Matrix benutzt werden muf; ist diese zu grof3, so stofit
das Verfahren schnell an die Grenzen der Rechnerkapazitit. Ein Vorteil des Verfahrens
ist, da3 Energieeigenwerte durch Kurzzeitpropagation erhalten werden konnen.

In unserem Fall wurden als Basis fiir die Propagationsmatrix die Eigenfunktionen
{|n)} des Harmonischen Oszillators, dessen Grundzustand mit dem kohédrenten Zustand
lp = 0,q = 0) iibereinstimmt, gewihlt. Diese Wahl hat den Vorteil, da das Uberlapp-
matrixelement zwischen einem koh#renten Zustand |p, ¢) und dem n-ten Eigenzustand |n)
analytisch angegeben werden kann. Es gilt:

(nlp,q) = % <%>nexp (—%(ﬁ + q2)> : (4.27)

Zur Vereinfachung der Notation wurde m = w =1 gesetzt.
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4.3.3 Filterdiagonalisierung

Zum Abschluf} soll ein Verfahren vorgestellt werden, das die Vorteile der beiden obigen
Methoden in sich vereint. Das Grundrezept der Filterdiagonalisierung wurde 1990 von
Daniel Neuhauser [Neu90] zum ersten Mal vorgestellt und inzwischen von weiteren Grup-
pen verfeinert [Wal95, Kro97, Nar97, Bec98|. Im Gegensatz zu den obigen Verfahren
ist die Filterdiagonalisierung selbst noch Teil der Forschung, worauf die Aktualitit der
angefiihrten Zitate hinweist.

Angenommen, wir wollen das Spektrum eines Hamiltonoperators nicht vollstindig,
sondern nur in einem endlichen Energieintervall [E,in, Eme,] und damit verbunden in
einem endlichen Frequenzbereich [wyin, Winaz] bestimmen, und uns steht hierzu die Auto-
korrelationsfunktion des Zustandes [¢(0)) im Zeitintervall [-7"+ 7,7 + 7] zur Verfiigung.
Die Grofle 7 ist dabei ein gegeniiber 71" kleiner Zeitschritt. Hierzu konstruieren wir uns
zunéchst einen endlichen Satz nichtorthogonaler Basisvekoren |1,) in diesem Abschnitt
durch die Definition

I , i
) = 7 /0 dt exp (iwt) exp (‘ﬁHt> $(0)),  welwmin, Winaa] (4.28)

wobei die Frequenzen w zum Beispiel dquidistant in [wWyin, Winae] gewdhlt werden kénnen.
In dieser Basis stellen wir nun den Zeitevolutionsoperator U(7) dar:

Usnior (1) = (0o [U (7))

1 (T T
=3 dt/ dt’ exp (—iw't") exp (iwt)
0 0

x (1p(0)] exp <ihf{t'> exp <—%PIT> exp <—%Jf]t> 11(0)) . (4.29)

Durch Einfiihrung der Grofien

Zt !
ty=t+t und  wy = d 5 d (4.30)
wird hieraus
1 T 27—t _
Upw (1) = ﬁ/ dt/ dt C(r 4+t )exp (i(w_ty +wit)) . (4.31)
-7 —t_

Da im Argument der Autokorrelationsfunktion nur die Variable ¢_ auftritt, konnen wir
die Integration iiber ¢, durchfiihren und erhalten:

U (7) = % / z A C(r+1_) exp (i(w_T +w, ) Si“(“’—fi —t) g

Den Fall w = ' erhalten wir durch Ausfiihrung des Grenzwertes w_ — 0

sin(w_(T —t_))

T —t_. (4.33)
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Es sei hier kurz angemerkt, daf in der oben zitierten Literatur [Neu90, Wal95, Kro97,
Nar97] statt dem {iblichen hermitischen Skalarprodukt der Quantenmechanik ein eukli-
disches der Form (¢|¢) := (¢*|¢) verwendet wird. Diese Wahl wird mit der Aussage
begriindet, dafl nur dadurch das zweidimensionale Integral in Gleichung (4.29) in ein ein-
dimensionales umgewandelt werden konne. Die Reduktion auf eine eindimensionale Inte-
gration ist aber, wie wir hier gesehen haben, auch mit einem hermitischen Skalarprodukt
moglich. Der einzig auftretende Unterschied ist der Bereich, in dem die Autokorrelations-
funktion C'(t) gegeben sein mu$.

Die Eigenwerte des Hamiltonoperators H ergeben sich nun aus dem verallgemeinerten
Eigenwertproblem

U()|6n) = ASlen) (434
mit
V) = (Vaw®)  wd S = ((li) = (L) (439)

Die Matrix S beriicksichtigt hierbei, daf unsere Filterbasis |¢),,) nicht orthogonal ist. Da
die Anzahl der Basisfunktionen [¢),,) im allgemeinen grofier sein wird als die Anzahl der
Eigenfunktionen |¢,) von H mit Eigenenergien im betrachteten Bereich, ist die Matrix
S singuldr. Zur Losung des verallgemeinerten Eigenwertproblems (4.34) wird darum auf
das Verfahren der ,singular value decomposition® [Wal95| zuriickgegriffen. Auf eine Dar-
stellung dieser Methode soll hier verzichtet werden. Als Resultat erhalten wir wie bei der
Matrixdiagonalisierung die Energieeigenwerte in der Form

ihln A 2mnh
+
T T

E, =

, net , (4.36)

das heift, die Energien sind wiederum nur bestimmt modulo einem Vielfachen von 27/ 7.
Trotzdem bietet diese Methode einige Vorteile. Im Vergleich zur Fouriertransformation
kann mit wesentlich kleineren Zeiten, iiber die die Autokorrelationsfunktion bekannt sein
muf}, gearbeitet werden. Gegeniiber der Matrixdiagonalisierung besitzt sie den Vorteil,
daf die Matrixgrofe in (4.34) klein gehalten werden kann. Ferner kénnen Energien gezielt
in einem vorgegebenen Bereich gesucht werden. Es hat sich gezeigt, dal das durch die
Filterdiagonalisierung gewonnene Spektrum in einem bestimmten Intervall genauer ist als
das durch die Fouriertransformation gelieferte. Will man das vollstindige Spektrum er-
halten, so bietet es sich an, die Filterdiagonalisierung nacheinander fiir mehrere Intervalle
durchzufiihren.

Fiir die Anwendung besteht noch das Problem, dafl die Filterdiagonalisierung von
Parametern abhéngt, fiir die nicht von vorne herein ein idealer Wert festgelegt werden
kann. Einer dieser Parameter ist die Anzahl der Basisfunktionen, die das Frequenzintervall
[Winin, Wmaz] unterteilen. In der Anwendung stellt man fest, dafl eine Erhhung dieser Zahl
nicht unbedingt eine Verbesserung des Spektrums liefert. Effekte dieser Art sind noch
Teil der Forschung und zeigen, daf} die Filterdiagonalisierung ein noch nicht ausgereiftes
Werkzeug ist. Die mit der Filterdiagonalisierung gewonnenen Ergebnisse weisen aber
darauf hin, dafl diese Methode in den kommenden Jahren an Bedeutung gewinnen wird.
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4.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die numerischen Methoden, insbesondere eine phasenraumsen-
sitive Integrationsroutine, zur effizienten Implementierung des Herman-Kluk-Propagators
vorgestellt. Dabei zeigte sich, dal die Integrationsroutine selbst Informationen iiber das
System in Form der groben Unterteilung des Phasenraums in regulire und chaotische Ge-
biete liefert und die Verfeinerung des Phasenraumes einem klassischen Poincaré-Schnitt
dhnelt. Zur Extraktion von Energieeigenwerten wurden drei Verfahren mit ihren Vor- und
Nachteilen beschrieben.



Kapitel 5

Anwendungen

In diesem abschlielenden Kapitel betrachten wir numerische Anwendungen des Herman-
Kluk-Propagators. Zunéchst betrachten wir den Harmonischen Oszillator. Da unser
Propagator in diesem Fall exakt sein sollte (vergleiche Kapitel 3.6), ist dies ein geeig-
netes Testsystem fiir die verwendeten Methoden. Anschlieflend vergleichen wir die Er-
gebnisse des Herman-Kluk-Propagators mit mittels JWKB-Methoden gewonnenen Re-
sultaten. Hierfiir wird jeweils ein Potential betrachtet, in dem die JWKB-Eigenwerte
exakt (Morse-Potential) und nicht exakt (quartischer Oszillator) sind. Wir werden da-
bei feststellen, dafl der Herman-Kluk-Propagator in beiden Fillen nicht exakt ist, aber
brauchbare Ndherungen liefert. Im semiklassischen Limes sollte sich die Genauigkeit des
Propagators erhohen. Deshalb betrachten wir darauf folgend den Grenzwert 7 — 0 im
Morse-Potential. Nach diesen einfachen Testsystemen wenden wir uns interessanteren
Anwendungen zu. Hierzu gehort die Untersuchung von Energiesplittings in Doppelmul-
denpotentialen, von Resonanzen und zeitabhéngigen Systemen.

5.1 Der Harmonische Oszillator

Im folgenden werden wir zur Bestimmung der Eigenwerte von H zwei Verfahren benutzen:

e Das erste Verfahren greift auf die Autokorrelationsfunktion C(t) eines kohérenten
Anfangszustandes |p, ¢) zuriick. Durch Filterdiagonalisierung konnen aus dieser die
Eigenwerte gewonnen werden.

e Im zweiten Fall stellen wir den Zeitevolutionsoperator ﬁ(t) in einer Basis aus Eigen-
funktionen eines Harmonischen Oszillators dar. Aus den Eigenwerten dieser Matrix
Upm,n ergeben sich dann die Eigenwerte von H. Berechnen wir zusétzlich die Ei-
genvektoren von U, ., so erhalten wir eine Néherung fiir die Eigenfunktionen von
H in der betrachteten Basis. Diese Vorgehensweise werden wir im folgenden als
Matrixmethode bezeichnen.

Wie wir im Laufe dieses Kapitels noch sehen werden, unterscheiden sich bei einigen An-
wendungen die Ergebnisse der beiden Methoden.

79
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Am Ende des letzten Kapitels haben wir gesehen, dafl der Herman-Kluk-Propagator im
Fall des Harmonischen Oszillators exakt ist. Dies wollen wir zum Test unserer numerischen
Methoden verwenden.

Betrachten wir also einen Hamiltonoperator der Form

H="—+ 0. (5.1)

o1
2 2
Zur Vereinfachung haben wir hier i = m =1 gesetzt.

Der Harmonische Oszillator 18t sich durch die beiden beschriebenen Methoden vollig
problemlos behandeln. Zunéchst wollen wir den Fall w = 1 betrachten. Da wir auch
h = 1 gesetzt haben, sind die Eigenwerte des Operators in Tabelle (5.1) gegeben durch
E, =n+1/2 mit neNy. Abbildung 5.1 zeigt die exakte, quantenmechanische Auto-

Autokorrelationsfunktion

1,
| |
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Abbildung 5.1: Betragsquadrat der Autokorrelationsfunktion des Anfangszustandes |p =
0,¢ = 4): Quantenmechanik (—) und Semiklassik (---)

korrelationsfunktion C(t) des kohérenten Anfangszustands |[p = 0,¢ = 4) (—) und ihre
semiklassische, mittels des Herman-Kluk-Propagators gewonnenen Niherung (---) im be-
trachteten Potential. Wie wir sehen, stimmen beide sehr gut iiberein. Deutlich ist die
grundlegende Oszillationsperiode T = 27 zu erkennen, das heifit, nach dieser Zeit kehrt
der kohirente Zustand wieder in seine Ausgangslage zuriick. Die Ubereinstimmung zwi-
schen Quantenmechanik und Semiklassik wird auch anhand der Eigenwerte klar, die wir
aus der semiklassischen Autokorrelationsfunktion durch Filterdiagonalisierung gewinnen.
Sie sind in Tabelle (5.1) aufgefiihrt. Die kleinen Abweichungen zwischen Quantenmecha-
nik und Semiklassik ergeben sich aus numerischen Fehlern. Zu diesen numerischen Fehlern
tragen unter anderem das endliche Integrationsgebiet, die Diskretisierung des Problems
auf ein Gitter und — bei nicht quadratischen Potentialen — die endliche Genauigkeit des
Propagationsalgorithmus bei.
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Zustand n | Egp,(n) | Es(n)
0 0.5 0.49999
1 1.5 1.50000
2 2.5 2.50002
3 3.5 3.50004
9 9.5 9.49999
10 10.5 10.50000
11 11.5 11.50003

Tabelle 5.1: Quantenmechanische und semiklassische Energieeigenwerte des Harmoni-
schen Oszillators im Fall w =1

Um die exakten, quantenmechanischen und die semiklassisch gewonnenen Eigenzu-
stinde des Hamiltonoperators H vergleichen zu kénnen, fithren wir hier den Begriff der
Husimidichte pgy ein [Tak85, Tak86, Tak89]. Die Husimidichte eines Zustands [¢)) ist
definiert durch

pr(p,q) = |(p, qlP)]*. (5.2)

Thr Wert am Phasenraumpunkt (p,q) ist also gegeben durch das Betragsquadrat der
Projektion des Zustands [¢)) auf den dort lokalisierten kohérenten Zustand |p, ¢). Damit
erhalten wir eine Grofe, die die Verteilung des Zustands [¢) im Phasenraum beschreibt.

Abbildung 5.2 zeigt die Husimidichten der Zustéinde n = 0,1, 2, wobei auf der linken
Seite jeweils die exakte Husimidichte und auf der rechten Seite die aus der Matrixmethode
semiklassisch gewonnene dargestellt ist. Wie wir sehen, sind sie auf den ersten Blick nicht
zu unterscheiden. Die Ubereinstimmung zwischen Quantenmechanik und Semiklassik
wird noch deutlicher, wenn wir Konturdarstellungen der verschiedenen Husimidichten
betrachten. Diese sind in Abbildung 5.3 zu sehen. Fiir die beiden niedrigsten Zusténde
sind die Hohenlinien der beiden Husimidichten identisch. Erst bei dem Zustand n = 2
sind geringe Abweichungen zu erkennen. Auch diese lassen sich auf numerische Fehler
zuriickfiihren.

Nachdem wir den Fall w = 1 diskutiert haben, wollen wir noch kurz auf einen Wert
w # 1 eingehen. Dies ist notwendig, da die von uns verwendeten kohérenten Zustdnde
Eigenzusténde zum Vernichtungsoperator a(w = 1) sind. Obige Ergebnisse konnten somit
aufgrund dieser Ubereinstimmung zufillig korrekt sein.

Betrachten wir also als Beispiel den Fall w = 1/2. Fiir diese Wahl lauten die Eigen-
energien des Hamiltonoperators F,, = n/2 + 1/4 mit neNy. Analog zum ersten Beispiel
vergleichen wir diese Werte wieder mit den aus der Semiklassik gewonnenen. Wie wir in
Tabelle (5.2) sehen, stimmen beide wieder sehr gut iiberein. Wir kommen also zu dem
Schluf}, dafl unsere numerische Implementierung des Herman-Kluk-Propagators bei dem
aktuell betrachteten Potential wie erwartet exakt ist.
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Abbildung 5.2: Husimidichten der Zusténde n = 0, 1,2 quantenmechanisch und semiklas-

sisch

Eyn(n)

Eslc (TL)

0.25

0.24999

0.75

0.74999

1.25

1.25002

1.75

1.75000

2.25

2.25003

5.75

5.74998

6.25

6.25023

Tabelle 5.2: Quantenmechanische und semiklassische Energieeigenwerte des Harmoni-

schen Oszillators im Fall w = 1/2
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Contourplot der Husimidichte Contourplot der Husimidichte
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Abbildung 5.3: Konturdarstellungen der Zustéinde n = 0,1,2: Quantenmechanik (—)
und Semiklassik (---)
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5.2 Vergleich mit JWKB-Methoden

In diesem Abschnitt wollen wir die Ergebnisse des Herman-Kluk-Propagators mit denen
der im ersten Kapitel kurz vorgestellten JWKB-Methoden vergleichen. Hierfiir betrachten
wir das Morse-Potential und den quartischen Oszillator.

Morse-Potential
Zunichst wollen wir uns dem Morse-Potential zuwenden. Es ist gegeben durch
V(ig)=D(1—e)?, (5.3)

Fiir dieses Potential konnen wir die Eigenwerte FE, analytisch bestimmen. Setzen wir
h = m = 1 und wihlen wir Léngeneinheiten mit A = 1/v/2D, so erhalten wir fiir sie
[Lan86|

11 1\2

Das Morse-Potential gehort zu der kleinen Klasse der supersymmetrischen und lei-
terquantisierbaren Quantensysteme, fiir die die JWKB-N&dherung die exakten quanten-
mechanischen Energieeigenwerte (5.4) liefert [Com85, Cre90]. Der semiklassische Propa-
gator hingegen ist nicht exakt. Dies werden wir im Fall des Herman-Kluk-Propagators
gleich sehen. Abbildung 5.4 zeigt die Autokorrelationsfunktion C(t) des kohdrenten An-

Autokorrelationsfunktion
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Abbildung 5.4: Betragsquadrat der Autokorrelationsfunktion des Anfangszustands |p =
0,¢ = 3): Quantenmechanik (—) und Semiklassik (---)

fangszustands |p = 0,¢ = 3) im Morse-Potential mit D = 10. Die exakte Kurve ist
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dabei durchgezogen (—) und die semiklassische Nidherung gestrichelt (---). Der Zustand
lp = 0,q = 3) wurde gewéhlt, da die seinem Maximum zugeordnete klassische Energie
H(p =0,qg = 3) = 2.4 in der Nihe einer Eigenenergie des betrachteten Potentials liegt.
Es ist zu erwarten, dafl der betreffende Eigenwert aufgrund der starken Besetzung des
zugehorigen Eigenzustands mit etwas hoherer Genauigkeit ermittelt werden kann.

Aber kehren wir zunéchst zu Abbildung 5.4 zuriick. Auf den ersten Blick ist zu erken-
nen, daf sich beide Kurven kaum unterscheiden. Erst fiir gréflere Propagationszeiten sind
Abweichungen zu erkennen. Hieraus kéonnen wir schlieflen, dafl sich die quantenmechani-
schen und die durch den Herman-Kluk-Propagator erhaltenen Eigenwerte nicht zu stark
unterscheiden sollten. Dies ist tatséichlich gegeben. Es ist noch anzumerken, dafl der pro-
pagierte Zustand nach einer Zeit T, ~ 119 wieder in seine Ausgangslage zuriickkehrt.
Dieses ,Revival“ kann auf die Besetzung der Eigenzustdnde des Morsepotentials durch
den Anfangszustand zuriickgefiihrt werden [Bur99]. In Tabelle (5.3) sind die quanten-

Egn(n) | Esk,ux(n)
0.49375 0.4927
1.44375 1.4455
2.34375 2.3434
3.19375 3.1941
3.99375 3.9945
4.74375 4.7433
5.44375 5.4378

DO R |lW|IN|=|O|3

Tabelle 5.3: Quantenmechanische und semiklassische Energieeigenwerte des Morse-
Potentials im Vergleich

mechanischen und die numerisch ermittelten semiklassischen Eigenwerte aufgefiihrt. Es
zeigt sich, dafl die verwendete Methode zumindest zwei Nachkommastellen korrekt liefert.
Die dritte Nachkommastelle hingegen stimmt nur in Ausnahmef#llen mit der Quantenme-
chanik iiberein. Die Genauigkeit héngt unter anderem davon ab, wie die Eigenzusténde
des Morse-Potentials durch den propagierten Anfangszustand besetzt sind. Auch die im
vierten Kapitel angesprochene Wahl geeigneter Parameter fiir die Filterdiagonalisierung
tragt zu dieser Unsicherheit bei.

Analog zum Fall des Harmonischen Oszillators wollen wir uns nun noch kurz die er-
mittelten Eigenzustinde betrachten. Abbildung 5.5 zeigt die Husimidichten der Zusténde
n =0,2,4,5. Wie wir sehen, stimmen sie im wesentlichen iiberein. Die Abweichungen
erkennen wir wieder einfacher in einer Konturdarstellung (Abbildung 5.6). Im Grundzu-
stand sind Semiklassik und Quantenmechanik nicht zu unterscheiden. Ab dem ersten an-
geregten Zustand sind kleine Abweichungen zu erkennen, die fiir h6her angeregte Zusténde
n = 4,5 kaum zunehmen. Dies fiihrt uns zu dem Schluf}; dal unsere Methode im Fall des
Morse-Potentials zwar nicht exakt ist, doch zumindest eine brauchbare Ndherung liefert.
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Contourplot der Husimidichte Contourplot der Husimidichte
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Abbildung 5.6: Konturdarstellungen der Husimidichten der Zustinde n = 0, 1,4, 5: Quan-
tenmechanik (—) und Semiklassik (---)
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Quartischer Oszillator

Als zweites Potential zum Vergleich der beiden semiklassischen Methoden wollen wir den
quartischen Oszillator betrachten. Konkret untersuchen werden wir das Potential

Vig) = 1a. (5.5)
Dieses Potential wurde gewihlt, da die JWKB-Quantisierung in diesem Fall nicht exakt
ist. Dies nutzen wir aus, um einen Vergleich der Groéflenordnung der Fehler der JWKB-
Methoden und des Herman-Kluk-Propagators durchzufiihren. Wie wir sehen werden,
stimmt sie iiberein. Betrachten wir hierzu Tabelle (5.4), in der die Eigenwerte fiir die
fiinf niedrigsten Zustidnde aufgefiihrt sind. Die quantenmechanischen und die JWKB-
Eigenwerte des betrachteten Systems sind der Arbeit [Kor82] entnommen, die Herman-
Kluk-Eigenwerte entstammen der Matrixmethode. Der Fehler in den JWKB-Ergebnissen

n Eqm (Tl) Esk,JWKB (n) Esk,HK (n)
0 | 0.10604 0.8671 0.8669
1| 3.7997 3.7520 3.7530
2| 7.4557 7.4140 7.4174
31 11.645 11.612 11.608
41 16.262 16.234 16.228

Tabelle 5.4: Quantenmechanische, JWKB- und Herman-Kluk-Eigenwerte des quartischen
Osrzillators im Vergleich

und den Herman-Kluk-Ergebnissen ist gleich grol. Auch beobachten wir, dal die Ge-
nauigkeit der beiden semiklassischen Methoden fiir gr6flere Energien zunimmt. Dieser
Sachverhalt 148t sich aus dem Korrespondenzprinzip erklidren, das besagt, dafl die Quan-
tenmechanik im Fall hoher Energien in die klassische Mechanik {ibergeht. Damit wird die
Beschreibung der Zeitentwicklung eines Quantenzustandes durch klassische Bahnen auf
ein sichereres Fundament gestellt.

5.3 Semiklassischer Limes

Die klassische Mechanik geht im Grenzfall » — 0 aus der Quantenmechanik hervor.
Dieses Faktum &uflert sich bei der Herleitung des Herman-Kluk-Propagators darin, daf
der Fehler, der durch die semiklassischen Nidherungen eingefiihrt worden ist, mit 7 — 0
verschwindet. Folglich miifite auch die Genauigkeit der mit dieser Methode gewonnenen
Eigenwerte in diesem Limes zunehmen. Um diese Aussage zu untersuchen, betrachten
wir wieder das aus dem letzten Abschnitt bekannte Morse-Potential. Die Betrachtung
dieses Potentials bietet sich an, da zum einen seine Eigenwerte analytisch bekannt sind
und zum anderen — wie wir gesehen haben — der Herman-Kluk-Propagator in diesem Fall
nicht exakt ist.
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Unter den gleichen Voraussetzungen wie im letzten Abschnitt gilt fiir die Eigenwerte
des Morse-Potentials (5.4) fiir beliebiges /i

1 1 1\?
E, = —|h— — —) B
(n + 2> 1D <n + 2>
Betrachten wollen wir die drei Fille h = 1, A~ = 0.5 und & = 0.1. Fiir jeden dieser
Werte wurden aus der Autokorrelationsfunktion des gleichen Zustands die Eigenwerte des
Hamiltonoperators durch Filterdiagonalisierung gewonnen. In Tabelle (5.5) sind diese

zusammen mit den exakten quantenmechanischen Werten fiir die niedrigsten Zustédnde
aufgefiihrt. Es ist zu beobachten, dafl die Zahl der richtigen Nachkommastellen von links

(5.6)

h=1 h=0.5 h=0.1

n | Egn(n) | Bs(n) | Egn(n) | Ex(n) | Egm(n) | Ewx(n)

0 | 0.49375 | 0.4927 | 0.2484375 | 0.24900 | 0.0499375 | 0.049839
11 1.44375 | 1.4455 | 0.7359375 | 0.73576 | 0.1494375 | 0.149455
2| 234375 | 2.3434 | 1.2109375 | 1.21042 | 0.2484375 | 0.248463
3| 3.19375 | 3.1945 | 1.6734375 | 1.67416 | 0.3469475 | 0.346960
4| 3.99375 - 2.1234375 - 0.4449375 | 0.444954
5 | 4.74375 - 2.5609375 - 0.5424375 | 0.542447
6 | 5.44375 - 2.9859375 - 0.6394375 | 0.639437

Tabelle 5.5: Eigenwerte im Morse-Potential

nach rechts zunimmt. Sind fiir # = 1 nur zwei bis drei Nachkommastellen richtig, so sind
dies im Fall 7 = 0.1 bereits vier oder mehr. Auffillig ist besonders der letzte Wert der
Tabelle, der auf sechs Nachkommastellen genau ist.

Fiir die Zunahme der Genauigkeit sprechen zwei Griinde: Zum einen sollte die Genau-
igkeit des Herman-Kluk-Propagators zunehmen, zum anderen &hnelt das Morse-Potential
und damit die Eigenwerte (5.6) mit & — 0 immer mehr dem Harmonischen Oszillator.
Da unser Propagator in diesem Fall exakt ist, verwundert eine zunehmende Genauigkeit
nicht. Weiterhin miissen wir beriicksichtigen, daf} je nach Lage der Energieniveaus die Be-
setzung der einzelnen Eigenzustéinde durch unseren Anfangszustand differiert. Auch dies
nimmt auf die Genauigkeit der bestimmten Eigenwerte Einfluf}. Insgesamt kommen wir
zu dem Schlufl, dafl unsere Ergebnisse zwar auf eine zunehmende Genauigkeit des semi-
klassischen Propagators im Limes & — 0 hindeuten, wir dies aber nicht mit vollsténdiger
GewiBheit feststellen konnen.

5.4 Untersuchung von Energiesplittings

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Energiesplittings in Doppelmuldenpotentialen
beschiftigen. Es sei angemerkt, dafl alle hier besprochenen Ergebnisse nur mittels der
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Diagonalisierung der Propagationsmatrix (vergleiche Kapitel 4.3.2) gewonnen werden
konnten. Die Filterdiagonalisierung verschiedener Autokorrelationsfunktionen hingegen
brachte keine aufgespaltenen Zustinde zu Tage. Stattdessen ergeben sich die Eigenwerte
in einer der beiden Mulden, die dem Mittelwert der Energien der gesplitteten Zustédnde
entsprechen. Dieses Resultat ist vermutlich darauf zuriickzufiihren, dafl die propagierten
Zustidnde nur in einer Mulde lokalisiert waren. Zum Test dieser Hypothese bietet es sich
fiir zukiinftige Untersuchungen an, weniger stark lokalisierte Zusténde zu verwenden.

Quartisches Doppelmuldenpotential

Zunichst betrachten wir das Potential

Vig) = 5—10 <q2 - %)2 : (5.7)

Es besitzt zwei Minima an den Stellen ¢ = £5/2 (vergleiche Abbildung 5.7). Die beiden
niedrigsten Zustédnde sind gesplittet und entsprechen den Eigenwerten Fy = 0.4198 und
E; = 0.4808. Die Grofle des Energiesplittings betriagt folglich AE = 0.0610. In Ta-

Doppelmuldenpotential

Potential V(q)
|_\
= L

o
3]

94 -2 0 2 4
Ortq

Abbildung 5.7: Verlauf des Doppelmuldenpotentials (5.7)

belle (5.6) sind fiir die niedrigsten Zusténde die ermittelten Energiewerte zum Vergleich
aufgefiithrt. Die exakten, quantenmechanischen Werte wurden durch Diagonalisierung der
Matrixdarstellung des Hamitlonoperators beziiglich einer Basis aus Eigenfunktionen eines
Harmonischen Oszillators gewonnen. Die semiklassisch ermittelten Werte unterscheiden
sich deutlich von den quantenmechanischen. Sie differieren bereits ab der zweiten Nach-
kommastelle. Trotz dieser Diskrepanz ist das semiklassisch ermittelte Energiesplitting
AFE = 0.0615 auf drei Nachkommastellen korrekt. Es zeigt sich also, dafl wir die Split-
tings mit deutlich hoherer Genauigkeit als die absolute Lage der Energieniveaus bestim-
men koénnen.
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Egm (n) | Eax(n)
0.4198 | 0.4066
0.4808 | 0.4681
1.0505 | 1.0376
1.4768 | 1.4653
2.0655 | 2.0547
2.7218 | 2.7119

Gl |lw|lNo|~o|3

Tabelle 5.6: Quantenmechanische und semiklassische Eigenwerte des Doppelmuldenpo-
tentials (5.7) im Vergleich

Auch die Eigenzustéinde erhalten wir mit hoher Giite. Sowohl die Husimidichten in
Abbildung 5.8 als auch die Konturlinien in Abbildung 5.9 sind in dieser Darstellung nicht
zu unterscheiden. Wir kommen also wieder zu dem Ergebnis, daf§ unsere Methode zwar
nicht exakt ist, doch zumindest eine brauchbare Néherung liefert.
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Abbildung 5.8: Husimidichten des gesplitteten Grundzustands quantenmechanisch und
semiklassisch
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Contourplot der Husimidichte Contourplot der Husimidichte
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Abbildung 5.9: Konturdarstellungen der Husimidichten: Quantenmechanik (—) und Se-
miklassik (---)
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Harmonischer Oszillator mit Gaufischer Barriere

Mittels des Potentials

1
Vig) = 54" +9 et (5.8)
das eine Uberlagerung eines Harmonischen Oszillators und einer GauBschen Barriere dar-
stellt, wollen wir die Matrixmethode zur Gewinnung der Energiewerte etwas genauer
untersuchen. Es wird sich zeigen, daf} die ermittelten Eigenwerte sowohl von der Matrix-
grofle, als auch von der Propagationszeit abhéingig sind.

Zunéchst fiihren wir hierzu ein Maf} fiir die Unitaritdt der Propagationsmatrix Uy, ,
ein. Dies ist notwendig, da der Herman-Kluk-Propagator — wie wir in Kapitel 3.5.1
gesehen haben — nur in der Ndherung der stationdren Phase unitér ist. Wir wissen, dafl
fiir eine unitdre Matrix das Betragsquadrat jedes ihrer Spaltenvektoren gleich eins ist.
Somit definieren wir die Grofle

6(t) = D Umol* = D [(m[T(®)[0)]* (5.9)

als Maf} fiir die Unitaritdt der Matrix Uy, ,. Dabei bezeichnet N die Grofie der Matrix
Up,n- Die Kenngrofle 6(¢) ist also das Betragsquadrat des ersten Spaltenvektors der Matrix
Upmn. Die Abweichung dieser Grofle von eins kann genutzt werden, um die Unitaritét
zu beurteilen. Es zeigt sich, daf} sie bei nicht zu kleinen Matrizen nur schwach von
deren Grofle N, aber deutlich von der Propagationszeit ¢ abhéingt. Aus diesem Grund
betrachten wir nur die Abhéngigkeit von t.

Propagationszeit | Unitaritédtsmaf E(n)
t d(t) n=~0 n=1 n=2 n=3
exakter Wert - 3.07540 | 3.07851 | 5.13830 | 5.16437
0.2 1.086 3.2026 | 3.2055 | 5.2567 | 5.2883
0.25 1.097 3.1788 | 3.1815 | 5.2396 | 5.2681
0.4 1.090 3.1312 | 3.1341 | 5.1941 | 5.2200
0.6 1.053 3.1040 | 3.1074 | 5.1676 | 5.1962
1.0 1.018 3.0877 | 3.0900 | 5.1610 | 5.1839
1.2 1.026 3.0926 | 3.0946 | 5.1621 | 5.1861
1.4 1.033 3.0990 | 3.1002 | 5.1611 | 5.1808

Tabelle 5.7: Ermittelte Eigenwerte im Potential (5.8) und Unitaritdtsmaf ¢(¢) fiir unter-
schiedliche Propagationszeiten ¢

In Tabelle (5.7) sind die aus der Matrix Uy, , ermittelten Eigenwerte fiir verschiedene
Propagationszeiten ¢ aufgefiihrt. In der ersten Zeile stehen dabei die exakten quantenme-
chanischen Werte, die der Veroffentlichung [Fr669] entnommen wurden. Wie wir anhand
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der zweiten Spalte sehen, dndert sich der Wert von d(¢) im Laufe der Zeit. Zun#chst nimmt
er bei den betrachteten Werten bis zum Zeitpunkt ¢ = 1.0 ab, um anschlielend wieder
zu steigen. Zu diesem Zeitpunkt ¢t = 1.0 ist aber auch die Abweichung der semiklassisch
ermittelten Eigenwerte von den quantenmechanischen am geringsten.

Die Schwankung des Unitarititsmafes (¢) hingt mit dem durch die Einfiihrung des
Herman-Kluk-Propagators gemachten Fehler zusammen. Da dieser zeitlich nicht kon-
stant ist (vergleiche Kapitel 3.3), ist auch eine Variation von §(¢) nicht iiberraschend. Die
GroBe 0(t) liefert somit zumindest einen Hinweis darauf, welche Eigenwerte den quanten-
mechanischen am ehesten entsprechen. Natiirlich kénnen wir uns noch weitere Kriteri-
en iiberlegen. So ist zum Beispiel die Auszeichnung der ersten Spalte der Matrix U,
willkiirlich. Folglich wire auch eine Mittelung iiber alle Spalten moglich. Auch die Eigen-
werte von Uy, , geben einen Hinweis auf die Unitaritdt. Da die Eigenwerte einer unitiren
Matrix alle den Betrag eins besitzen, ist auch eine Mittelung iiber deren Betrége sinnvoll.
Eine Untersuchung der hier erwdhnten Mafle wurde aber nicht durchgefiihrt.

5.5 Untersuchung von Resonanzen

Nachdem wir uns bisher nur mit gebundenen Zustédnden befafit haben, wollen wir uns in
diesem Abschnitt quasigebundenen Zusténden respektive Resonanzen zuwenden. Vor kur-
zem wurde gezeigt [Gro97], dafl eine Extraktion von Resonanzen aus einer semiklassisch
mit Hilfe des Herman-Kluk-Propagators gewonnenen Autokorrelationsfunktion moglich
ist. Dies wollen wir nun fiir ein einfaches Beispielsystem verifizieren.

Dazu betrachten wir das Potential [Rit82]

Vig) = <%q2 — J) e 4+ T, (5.10)
wobei wir A = 0.1 und J = 0.8 wihlen. Fiir diese Wahl der Parameter A\ und .J besteht
das System im wesentlichen aus einem stabilen Zustand und Resonanzen. In dieser Form
ist das Potential (5.10) das Standardsystem zur Untersuchung von Resonanzzusténden.
In Abbildung 5.10 ist das betrachtete Potential zusammen mit seinen niedrigsten Eigen-
zustinden dargestellt.

Im folgenden betrachten wir die Autokorrelationsfunktion C(¢) des kohérenten An-
fangszustands [p = 0,¢ = 1). Dieser Zustand wurde gewéihlt, da die seinem Maximum
zugeordnete klassische Energie (H(p = 0,¢ = 1) ~ 0.5) in der Néhe des Grundzustands
des betrachteten Systems liegt. Durch Filterdiagonalisierung dieser Funktion erhalten wir
wieder unser semiklassisches Spektrum. Dies ist in Tabelle (5.8) zusammen mit den ex-
akten quantenmechanischen Ergebnissen, die aus [Rit82] entnommen wurden, aufgefiihrt.
Wie wir sehen, stimmen Quantenmechanik und Semiklassik im Rahmen der iiblichen
Fehlergréflen iiberein. Besonders der Resonanzzustand n = 3 konnte mit guter Ge-
nauigkeit gewonnen werden. Dies ist umso bemerkenswerter, wenn wir bedenken, daf
die zugehorigen klassischen Bahnen dieser Energie vollig ungebunden sind. Die gleiche
Uberlegung trifft auch auf den fiinften Resonanzzustand zu. Daf die Energie des vierten
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Abbildung 5.10: Verlauf und Eigenenergien des Potentials (5.10)

Egm(n) | Ex(n)
0.502 040 | 0.519
1.420 971 | 1.445
2.127 197 | 2.174
2.584 583 | 2.584
2.924 422 | (3.029)
3.255 486 | 3.217

G |lw|iNn| o3

Tabelle 5.8: Eigenwerte des Potentials (5.10): Quantenmechanik und Semiklassik

Resonanzzustand nicht gewonnen werden konnte, ist vermutlich auf die zu geringe Beset-
zung durch den Anfangszustand zuriickzufiithren. In der Tat erhalten wir diese Resonanz,
wenn wir als Anfangszustand den kohérenten Zustand |p = 0,¢ = 1.2) verwenden. Der
dabei ermittelte Werte ist in Klammern in Tabelle (5.8) aufgefiihrt.

Auf eine Diskussion der Imaginérteile der Resonanzen wurde verzichtet. Zwar ist eine
Extraktion derselben aus einer semiklassischen Autokorrelationsfunktion nach Aussage
der Veroffentlichung [Gro97] moglich, dies konnte aber von uns nicht bestéitigt werden.
Die Klidrung dieser Diskrepanz wird Gegenstand zukiinftiger Untersuchungen sein.

5.6 Zeitabhingige Systeme

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir noch kurz auf ein explizit zeitabhéingiges System
eingehen. Betrachten werden wir hierzu einen getriebenen anharmonischen Oszillator der
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Form
I = o + g1 (@ 47 ™) 4 gy (@ 43 (51)

Dabei bezeichnet {...}, die symmetrische Ordnung der betreffenden Operatoren. Das
klassische Analogon zu diesem Hamiltonoperator ist — in einem geeigneten Einheitensy-
stem — die Hamiltonfunktion

Ho(p,q) = = (p* + ¢°)° + V201 (q cos(Qt) — psin(Q))

4
+ g2 ((¢° — p*) cos(Qt) — 2pgsin(Q1)) . (5.12)

Wir haben dieses System fiir y = 0.1, g; = 0.005, go = 0.01, © = 0.5 und A = 0.02
untersucht. Damit stimmen die Parameter mit denen in der Verdffentlichung [Sch98]
iiberein. Die Hamiltonfunktion ist dahingehend typisch, daf} sich der Phasenraum fiir
dieses klassische System in Gebiete mit chaotischer und reguldrer Dynamik aufteilt. Wir
haben es bereits im vierten Kapitel bei der Erlduterung der Integrationsroutine kennen-
gelernt. Aufgrund der chaotischen Bereiche im Phasenraum ist eine Beschreibung der
Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Zustands durch klassische Bahnen im Form
des Herman-Kluk-Propagators problematisch. Daf} es trotzdem moglich ist, wurde vor
kurzem in unserer Arbeitsgruppe gezeigt [Sch98]. Wir wollen hier nur kurz auf die Ge-

Abbildung 5.11: Semiklassische (+) und Quantenmechanische (o) Quasiwinkel 6, des
Systems (5.11) aufgetragen in der Form exp(if,)
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winnung der Eigenwerte des Hamiltonoperators (5.11) eingehen. Da dieser zeitperiodisch
mit Periode T = 27 /) ist, kdnnen wir nur von Quasienergien ¢, des betrachteten Systems
sprechen. Jede Quasienergie €, ist dabei Représentant einer ganzen Klasse von Eigenwer-
ten der Form €, + kA2 mit keZ. Um diese Unbestimmtheit zu umgehen, betrachten wir
nicht €, selbst, sondern den zugeordneten Quasiwinkel 6, = —e,T/h . Tragen wir diesen in
der Form exp(if,) in ein Diagramm ein, so werden alle Quasienergien €, + kfif2 einer Klas-
se auf einen Punkt abgebildet. Dies ist in Abbildung 5.11 dargestellt. Dabei kennzeichnet
ein Kreuz die Lage eines semiklassisch gewonnenen Quasiwinkels und ein offener Kreis die
eines quantenmechanischen. Die semiklassischen Werte wurden aus einer 80 x 80 - Matrix
extrahiert, wobei aufgrund numerischer Fehler und der Tatsache, dafl der semiklassische
Propagator nur ndherungsweise unitér ist, einige Quasiwinkel mit Imaginérteilen versehen
sind. Da fiir reelles 6, der Ausdruck exp(if,) den Betrag eins besitzt, kann die Abwei-
chung des Betrages von diesem Wert genutzt werden, um zwischen realen Quasiwinkeln
und numerischen Artefakten zu unterscheiden. Diese , Artefakte® liegen in Abbildung
5.11 im Innern des Einheitskreises. Die quantenmechanischen Werte hingegen stammen
aus der Diagonalisierung einer 200 x 200 -Matrix. Die zugehorige Methode ist in Kapitel B
dargestellt. Wie wir sehen, konnen wir zu jedem semiklassischen Wert einen zugehorigen
quantenmechanischen finden. Die Ubereinstimmung ist — bis auf kleine Fehler — gut. Dies
ist besonders bemerkenswert, wenn wir bedenken, daf§ der Herman-Kluk-Propagator nur
auf klassische Bahnen zuriickgreift und das betrachtete System chaotische Bereiche be-
sitzt. In diesen Bereichen entfernen sich benachbarte Bahnen exponentiell voneinander,
was dazu fiihrt, dafl die in den Herman-Kluk-Propagator einflieBenden Gréflen wie zum
Beispiel die Wirkung S und der Stabilitdtsfaktor A(p', ¢, t) stark iiber dem Phasenraum
variieren. Daf trotz dieser Tatsache eine gute Ubereinstimmung zwischen Semiklassik und
Quantenmechanik gefunden werden konnte, zeigt die Méchtigkeit der benutzten Methode.

5.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Anwendung des Herman-Kluk-Propagators auf verschiedene
Quantensysteme untersucht. Dabei konnten Energieeigenwerte, Realteile von Resonanzen,
Wellenfunktionen und Quasienergien in guter Genauigkeit gewonnen werden. Dies deutet
auf das weite Anwendungsgebiet des Herman-Kluk-Propagators hin. Trotz dieser Erfolge
bleiben noch einige Fragen offen. So ist zum Beispiel die Frage nach dem Versagen der
Filterdiagonalisierung einer Autokorrelationsfunktion zur Gewinnung von Eigenwerten
bei Doppelmuldenpotentialen noch ungeklidrt. Weiterhin ist eine nidhere Untersuchung
des Zusammenhangs der Genauigkeit der gewonnenen Eigenwerte mit einem gegebenen
Unitaritdtsmafl notwendig. Die genauere Betrachtung von Systemen mit Resonanzen
(Streusystemen) und explizit zeitabhéngigen Systemen wire Stoff genug fiir eine weitere
Diplomarbeit.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden zunichst zwei Methoden zur Herleitung der semiklassischen
Néherung des Zeitentwicklungsoperators im Phasenraum vorgestellt. Die Methode nach
Miller und Weissman greift dabei den Begriff der Korrespondenzrelation auf, der eine
,hatiirliche” Briicke zwischen Quantenmechanik und klassischer Mechanik bildet. Die al-
ternative Herleitung greift auf Pfadintegralmethoden zuriick. Es treten jeweils veschiedene
Problemstellungen in den Vordergrund. So ist zum Beispiel ein zentraler Punkt der Her-
leitung nach Miller und Weissman die Aquivalenz von Phasenfunktionen und klassischen
Generatoren. Die erstmalige Herleitung mittels Pfadintegralmethoden wirft hingegen un-
mittelbar die Frage nach dem Zusammenhang zwischen einem gegebenen Hamiltonope-
rator und dem ihm zuzuordnenden klassischen System auf.

Aus der semiklassischen Niherung des Phasenraumpropagators konnte durch Um-
schreibung in die Ortsraumdarstellung und Integration iiber die Endzustinde der Herman-
Kluk-Propagator hergeleitet werden. Daran anschliefend wurden die Eigenschaften die-
ser Anfangswertdarstellung diskutiert. Es konnte gezeigt werden, dafl diese Ndherung im
semiklassischen Limes unitér ist und fiir zeitumkehrinvariante Quantensysteme die Zeit-
umkehrrelation erfiillt. Die Aquivalenz des Herman-Kluk-Propagators zum Van Vleck-
Gutzwiller-Propagator wurde diskutiert. Wie erwartet konnte gezeigt werden, dafl die
semiklassische Ndherung im Fall des Harmonischen Oszillators exakt ist und die Feynman-
Soriau-Formel reproduziert.

Nach diesen theoretischen und grundlegenden Abschnitten wurde die numerische Im-
plementierung des Herman-Kluk-Propagators dargestellt und eine phasenraumsensitive
Integrationsroutine beschrieben. Zur Auswertung der Ergebnisse wurden drei Methoden
zur Gewinnung von Energieeigenwerten von Quantensystemen vorgestellt: Fouriertrans-
formation, Matrixdiagonalisierung und Filterdiagonalisierung. Die numerische Implemen-
tierung des Herman-Kluk-Propagators stellte sich als duflerst aufwendig heraus, so daf
sich zur Zeit der numerische Aufwand fiir Semiklassik und Quantenmechanik noch deut-
lich unterscheidet.

Der letzte Schwerpunkt der Arbeit beschiftigte sich mit der Interpretation der aus
der Implementierung des Herman-Kluk-Propagators gewonnenen Ergebnisse. Zunéchst
wurde als Testsystem der Fall des Harmonischen Ostzillators untersucht. Wie erwartet
konnten bis auf die Beriicksichtigung numerischer Fehler Eigenwerte und Wellenfunk-
tionen dieses Systems exakt reproduziert werden. Die Diskussion des Morse-Potentials
und des quartischen Oszillators hingegen zeigte eine Diskrepanz zwischen den semiklas-
sischen und den exakten quantenmechanischen Ergebnissen, die auf die semiklassischen
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Néherungen zuriickgefiihrt wurden. Trotzdem konnten Eigenwerte, Wellenfunktionen und
Autokorrelationsfunktionen in guter Genauigkeit gewonnen werden. Die Anwendung des
Herman-Kluk-Propagators auf Tunnel-, Resonanz- und explizit zeitabhingige Quanten-
systeme zeigte die universelle Anwendbarkeit dieser Methode.

Trotz dieser ermutigenden Ergebnisse bleiben einige Fragen offen. So ist unter an-
derem zu klédren, in wieweit eine Bestimmung von Imaginérteilen von Resonanzen mit-
tels dieser semiklassischen Anwendung moglich ist. Auch eine genauere Diskussion des
zeitabhéngigen Fehlers der semiklassischen N#herung ist notwendig. Dies wird Gegen-
stand zukiinftiger Untersuchungen sein.



Anhang A

Mathematischer Anhang

A.1 Reelle und komplexe Gauflintegrale

Das eindimensionale Gauflintegral

I(a) = / e~ dy = ﬁ fiir a>0 (A.1)
NS a

18t sich durch den folgenden Trick einfach berechnen:

00 00 00 2
I*(a) = / / e ) dpdy = / / re " dgdr = = | (A.2)
—00 J —00 r=0 J ¢p=0 a

Durch quadratische Ergénzung erhalten wir auch das allgemeinere Gauflintegral

00 b2
/ exp (—az® + br) dz = \/g exp <£> : (A.3)

Dieses Resultat 148t sich leicht auf mehrere Dimensionen verallgemeinern. Ist A eine
symmetrische, positiv definite und somit auch invertierbare n x n-Matrix, so gilt:

n/2 btA-1p
/ exp (—z'Az + b'z) d"z = \/Zﬂ exp ( 1 ) . (A.4)
n e

Diese Beziehung bleibt auch dann giiltig, wenn A eine komplexe Matrix und b ein kom-
plexer Vektor ist.

A.2 Stationidre Phase und ,,steepest descent*

A.2.1 Stationidre Phase

Bei der Methode der stationdren Phase betrachtet man Integrale der Art

F) = [ gy (ihf(w)) o (A.5)

o0
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Gesucht ist der dominante Beitrag zu diesem Integral im Grenzfall A — 0. Fiir kleine
Werte von /i variiert der Exponent bei einer kleinen Anderung von f(z) sehr stark. Bei-
trage solcher Gebiete werden sich folglich bei der Integration wegheben, und es tragen nur
die Stellen z; bei, in deren Umgebung f(z) sich im wesentlichen nicht dndert, das heifit,
Stellen mit

Fl(a:) =0. (A.6)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit liege nur eine solche Stelle xy vor. Die Taylorent-
wicklung von f(x) um zy kann dann geschrieben werden als

F(r) = (o) + 5 " wo) (& — w0)* + oz — 0)?). (A7)

Brechen wir diese Entwicklung nach dem quadratischen Glied ab, so erhalten wir durch
Integration fiir F'(h)

F(h)z(%)mgm)exp <%f( >+T)— O(V/h) (A8)

mit p = signf”(xy). Dafl dieser Term tatséchlich im Limes i — 0 das Integral dominiert,
kann leicht eingesehen werden. Ist ndmlich f'(z) # 0, so ist f(z) lokal auf einem Intervall
[, 8] um x umkehrbar, das heifit, f~'(z) existiert. Dann kénnen wir in Gleichung (A.5)
die Substitution y = f(z) durchfiihren und erhalten das Integral

s /f(ﬁ)g(f‘l(y))exp (%y> %
/ G(y) exp (ﬁ >dy. (A.9)

Durch einmalige partielle Integration ergibt sich hieraus

h i\ e e i
F(R)|fy,5 = TG y) exp (;Ly) i R /f( ) G'(y) exp (;Ly) dy

= O(h). (A.10)

F(h

Dies verschwindet im Limes i — 0 natiirlich schneller als (A.8). Es ist noch anzumerken,
daf bei obiger Diskussion vorausgesetzt werden muf, dafl die Funktion G(y) hinreichend
,brav“ ist und G'(y) exisitiert. Fiir weitere Details sei auf das Buch von Schulman [Sch81]
verwiesen.

Gleichung (A.8) laBt sich auf hohere Dimensionen verallgemeinern. Das zugehdorige

Integral
/ / exp( ())d”x (A1)
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ist in dieser Ndherung
B (2mh)™/?
/| det Hess f (20)]

Dabei ist Hessf(xy) die Hesse-Matrix von f(x) am Punkte zy und sig Hessf(z() die Si-
gnatur derselben.

g(xp) exp <ihf(x0) + igsig Hessf(x0)> : (A.12)

F(h)

Wir wollen unser Integral iiber die reelle Achse und die reellen Funktionen f(z) und
g(x) nun auf komplexe Wegintegrale und Funktionen verallgemeinern [Ble75, Rem84].
Dieser Schritt ist in der Literatur bekannt unter der Bezeichnung

A.2.2 Die Methode des ,,steepest descent*

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit Integralen der Form

F(h) = / e (51 az, (A.13)

wobei f(z) und g(z) komplexe Funktionen sind und 7 einen komplexen Weg beschreibt.
Die Methode des ,steepest descent”, auch Sattelpunktsmethode genannt, verlangt nun
zur Auswertung von Gleichung (A.13) die folgenden Schritte:

e Zunéchst miissen wir die kritischen Punkte des Integranden bestimmen. Dies sind
bei uns Stellen, fiir die df(z)/dz = 0 gilt.

e Anschlieflend werden die Richtungen des steilsten Abstiegs (,,steepest descent*) von
diesen Stellen gesucht.

e Mittels des Cauchyschen Integralsatzes wird nun (falls moglich) der Integrationsweg
v in die Richtungen des steilsten Abstiegs deformiert.

e Entlang dieses deformierten Weges wird das Integral dann ausgewertet.

Dabei nennen wir eine Richtung r dann eine Richtung des steilsten Abstiegs, wenn sich
der Realteil u(z) des Exponenten f(z) = u(z) 4+ iv(z) maximal verringert. Sie ist an einer
Stelle z, an der der Gradient von u(z) nicht verschwindet, gegeben durch

r=—-Vu. (A.14)
Nach Durchfiihrung dieser Schritte [Ble75] erhalten wir fiir das Integral (A.13)
h 12 1 T o«
Fh)~ | —— - i((2 )= — — =0,1. Al
W~ () e (pre+i(@+03-5))  p=01 @9

Wir haben dabei voraussgesetzt, daf§ die zweite Ableitung von f(z) an der Stelle zy nicht
verschwindet:

d’f(2)
dz?

= qe'. (A.16)
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Welche der oben vorgestellten Verfahren (GauBintegration, stationére Phase, Sattel-
punktsmethode) zur Auswertung eines gegebenen Integrals heranzuziehen ist, mufi von
Fall zu Fall gepriift werden.



Anhang B

Berechnung der Quasienergien eines
explizit zeitabhingigen
Hamiltonoperators

In diesem Abschnitt ist das in Kapitel 5.6 erwéhnte Matlab-Programm zur Bestimmung
der Quasienergien eines explizit zeitabhdngigen Hamiltonoperators aufgefiihrt. Zur Be-
stimmung des Propagationsoperators U (t) aus Gleichung (1.28)

O(t) = T exp (-711 /Otﬁ(T)dT) (B.1)

zum Zeitpunkt ¢ ndhern wir diese Beziehung in der Form

N-1 ; N-1
~ JHO exp <—ﬁH(t])At]> = JHO Utj,tj+Atj' (BQ)

Dabei bilden die ¢t;,5 = 0,..., N — 1, eine Unterteilung des Zeitintervalls [0 t]. Die Zei-
tordnung T'beruck&chhgen wir, 1nden1\VH die Propagahonsoperaﬂnen,LQ t+Ar dber
die einzelnen Zeitintervalle At; von rechts nach links nach zunehmender Zeit ¢; anord-
nen. Stellen wir nun Gleichung (B.2) noch beziiglich einer Basis dar, so reduziert sich
die Auswertung dieser Beziehung auf Matrizenmultiplikationen. Das zugehorige Matlab-
Programm ist im Anschluf} aufgefiihrt.

/» Parameterliste:
% Programm: leo.m
hbar=0.02;
chi=0.1;
g1=0.005;
g2=0.01;
Omega=0.5;
T=2%pi/Omega;
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M=input (’Grofe der Propagationsmatrix: ’);

N=input (’Anzahl der Zeitschritte: )

n=1:M-1; m=sqrt(n);

aminus = sqrt(hbar)*diag(m,1); 7% Matrixdarstellung des
% Vernichtungsoperators

aplus = sqrt(hbar)*diag(m,-1); % Matrixdarstellung des
% Erzeugungsoperators

am2=aminus”2;

ap2=aplus”2;

H=zeros (M) ;

U=eye (M) ; % U(0)=Identitit
delta_t=T/N; % Zeitschritt delta_t
for j=0:N-1

t=(j+0.5)*T/N;
fprintf (’Zeit: %d \n’, t);
% Hamiltonoperator zum Zeitpunkt t berechnen:

H=chix(ap2*am2+2*hbar*aplus*aminus+hbar~2/2xeye(M))+. ..
gl *(aminus*exp(i*Omegax*t)-+aplus*exp(-i*Omegaxt))+. ..

g2 *(am2*exp (i*Omega*t)+ap2*exp (-i*Omegaxt)) ;
% Propagation iiber Zeitschritt delta_t
U=expm(-i*H*delta_t/hbar)*U;
end
% Nun steht die Propagationsmatrix U(T) zur Verfiigung.

Die Quasienergien bzw. -winkel erhalten wir nun einfach durch Diagonalisierung der
dem Operator U(t = T) zugeordneten Propagationsmatrix, wobei T' die Periode des

Hamiltonoperators ist.
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