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Zusammenfassung

In dervorliegenderArbeit zeigenwir, wie manMassefur die Leptonenjnsbesonderdie Neu-
trinoserzeugerkann.Dazuerweiternwir dasStandardviodell der Elementarteilchenphysikm
eine weitereabelscheEichgruppe Diese Erweiterungerlaubtuns die EinfihrungeinesHiggs
Bosonszur Generierungler Massezu vermeiden.

Wir zeigen,dafl3ausder Forderungder Anomalifreiheitder Theoriekeine Einschrankungefiir
die Hyperladungenler zusatzlicherabelschertichgruppeolgen.

Die Masseder Leptonenwerdenwir durchdie sogenanntelynamischeMlassengenerierungy-
zeugenDabeizeigenwir, dalRobwohl kein Massenternilr die Leptonenin derLagrangedichte
existiert, man doch eine Massefinden kann. Zur Untersuchungpb dynamischeMassengene-
rierungauftritt, verwenderwir die Dyson-SchwingeGleichungfir die LeptonenDabeierhalt
manein Systemgekoppelterintegralgleichungengdaswir mit Hilfe vonverschiedeneNaherun-
genzuldsenversuchenAls Anhaltspunktpb unsereNaherungesinnvoll sind,fordernwir, dai3
die Ward-Takahashidentitatenerfillt werden.Alle Losungendie wir findensind auchmit der
Annahmeverschwindendeceptonenmasseertraglich.

In der ,massenlosemuenchedainbav* Naherung,n der wir den Vertex durch den nackten
Vertex ersetztundin demBosonenpropagatatie AnzahlderLeptonenflaor gleichNull gesetzt
haben gelingteszu zeigen,daRdie Wellenfunktionsrenormieruno der Landau-Eichunger-
schwindet.In zwei Naherungerflr die gefundendntegralgleichunggelingt esuns zu zeigen,
dalReineMasséflr die Leptonenauftritt. Die ersteNaherundgoenutztdie Ward-Takahashidenti-
tatundldstdasintegral direkt. Bei derzweitenLésunsmethod&ihrenwir die Integralgleichung
in eineDifferentialgleichungiber die wir mit derMethodederBifurkationsanalysanalysieren.
Wir findeneinekritische Kopplung,sodafl3nur fir Kopplungerdie gréf3ersind als die kritische
KopplungmaneinedynamischeMassengenerierurfghdet.

In der,massve quenchedainbonv* Naherung,in der wir denVertex durchden nacktenVer
tex ersetztund in demmassven Bosonenpropagatatie Anzahl der Neutrinoflavor gleich Null
gesetzhabenzeigenwir die Problemeauf, die eineErweiterungaufdiesedModell aufwirft. Ins-
besonderelasProblem,dal3die Wellenfunktionsrenormierunip keiner Eichungverschwindet
wird diskutiert.Einein der Literatur tibliche VerallgemeinerunglieserNaherungdie ,Landau
ahnliche“Eichung,wird auchdiskutiert.

Danachdeutenwir an,wie manunsereErgebnisseausder, quenchedainbov* Naherungver-
wendenkannund eineMassenhierarchitiir die NeutrinosausdenMassenerhaltnissermlerge-
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ladenerieptonerberechnerkann.



Abstract

We shaw in this thesisa way to generatdeptonmasseparticularywith regardto neutrinos.To
generatenasswe extendthe StandardModel of elementartyparticlephysicsby afurtherabelian
gaugegroup. This extensionpermitsusto avoid the introductionof a Higgs-Bosono generate
mass.

The requirementof an anomalyfree theory placesno restrictionsfor the hyperchagesof the
additionalabeliangroup.

Theleptonmasss generatedby the so-calleddynamicmassgeneration Althoughno massterm
is presenin the Lagrangianit is possibleto find a mass.For theinvestigatiorwhetherdynamic
generatiorof massoccurswe usethe Dyson-Schwingeequationfor the leptons. Onereceves
a systemof coupledintegral equationswvhich we try to solve by differentapproximations.We
requirethattheWard-Takahashidentitiesarefulfilled asareferencevhetherourapproximations
aremeaningfulor not. All solutionsarecompatiblewith vanishingleptonmass.

In the “quenchedrainbon” approximationwe replacethe vertex by the naked vertex andsetin
the bosonpropagatothe numberof leptonflavors equalzero. We succeedshawving thata mass
for the leptonsoccurs. Thefirst approximatiorusesthe Ward-Takahashidentity andsolvesthe
integral directly. In the secondapproximatiorwe transfertheintegral equationinto a differential
equation.lt is analyzedby the methodof bifurcationanalysis.Only for thosecouplingsthatare
largerthanthe critical couplingonefindsa dynamicmassgeneration.

In the “massve quenchedainbon” approximationwe replacethe vertex by the naked vertex
andsetin the massve bosonpropagatothe numberof leptonflavors equalzero. We point out
the problemswhich resultin this extension.In particularwe discusshe problemthatthe wave
function renormalizationdoesnot disappealin ary gauge. A commongeneralizatiorof this
approximatiorcalledin theliteraturethe “Landaulik e gauge™will alsobediscussed.

We suggeshow onecanuseour resultsfrom the“quenchedainbav” approximatiorto generate
a hierachicalmasgpatternfor the neutrinosfrom the massratiosof the chagedleptons.
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Einleitung

DasGSW StandardModell [Wei80, Sal80,Gla8(Q beschreibsehrgut alle experimentellbeob-
achtetereffektederHochenegiephysiklPDG98].Zur Zeit gibt esnurwenigeindirekteundnicht
von einemzweitenunabhéngigerExperimentbestatigteHinweiseauf Abweichungenvon den
VorhersageunesStandard-ModellsZzum Beispielexistiertein Hinweisauffehlendenmpulsbei
et p StéRenan der HadronElektron-Ring-Anlage(HERA) [Hai99] am DeutscherElektronen-
SynchotronDESY in Hamhurg. AndereHinweisekommenausder LeptonenPhysik, namlich
derHinweisaufeinevon Null verschiedendlassefir Neutrinos,auf die wir in Kapitel 3 naher
eingehen.

DasinteressantandemHinweisaufdie Neutrinomassest, da3geradedie ErklarungderMasse,
bzw derMassenmerhaltnisseler ElementarteilcheeineSchwachealesStandardVodellsist. Da
eswegender Eichinvarianzunterder SU(3) x SU(2), x U(1) Gruppenichtmdglichist, einen
expliziten Massentermin dasModell einzufihrenmuf3maneinen,Trick® anwendenyum einen
skalarerTermin derLagrangedichteuerzeugenderin derForm einemMassenternentspricht.
Eine Methodedies zu erreichenist die spontaneSymmetriebrechunglie wir in Kapitel 2 in
Grundzugerbetrachtenlm Standardviodell wird der SkalareTerm, der als Massenterninter-
pretiertwird, durchWechselirkung mit einemweiterenTeilchen,demHiggs-Bosondalieinen
von Null verschieden/akuumswerterhalt,erzeugt.Dabeitritt dasProblemauf, dasmanjede
MasseeinesFermionsdurcheineneigenerParametebeschreibt.

In dieserArbeit werdenwir einenanderenrMechanismusetrachtennamlichdie dynamische
Generierungler Leptonenmasse&um erstenMal gelangesJ. Schwinger{Sch62a,Sch62b]in
einem2-dim. Modell zu zeigen daRmanaufdieseWeiseeineMassegeneriererkann.Dasinter-
essantandiesemMechanismusst, dasessichum einennichtpertubatien Effekt handelt.Aus
diesemGrundhatmandie berechtigtHoffnung,daldmaneinegeringereéAnzahlvon Parametern,
im Vemleichzum StandardVlodell zur Beschreiongbenoétigtund mandie Gréf3enunterschiede
derMasserdergeladenereptonenund Neutrinoserklarenkann.

Einen historischenUberblick kann man sich mit Hilfe der Artikelsammlung[FJ82], die von
E. FarhiundR. Jackiwzusammengestelturde,verschafien. Fir eineEinflihrungin denallge-
meinenThemenkmplex bietetsichdasLehrbuch,Dynamical SymmetryBreakingin Quantum
Field Theory*[Mir93] von A. Miransky an.

In dieserArbeit werdenwir versuchereu zeigen,wie mandurch Wechselirkung mit einem
weiterenU (1) Eichboson,daswir ,von Hand" in die Theorie einfuhren,eine Masseflr die
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Leptonenerzeugerkann. Mit Hilfe der Dyson-SchwingelGleichung untersucherwir, ob es
gelingteinenvon Null verschieden&ésungder Gleichungfur die Fermionereu finden.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

e Im erstenTeil werdenwir versucherdie Grundlagender Theorie,soneit diesefur das
Verstandnissler Arbeit notwendigsindzusammenzustellen.

— Zuerstbetrachterwir in Kapitel 1 unserModellsystemundwendendenApparatder
Feldtheoriedaraufan.

— Im Kapitel 2 betrachterwir dasPhanomermer Symmetriebrechunop derFeldtheo-
rie. Dabeiwerdenwir zumbessereiWerstandnisiesHauptteilseinigeModellsysteme
vorstellen.

— DasletzteKapitel 3 stelltaul3ersknappdie aktuellenexperimentellerFaktenbzg.der
NeutrinoszusammenDabeibeschrangnwir unsaufdie ,Oszillationsexperimente”.

e Im zweitenTeil dieserArbeit, demHauptteil,werdenwir versuchemlie Dyson-Schwinger
Gleichungzulésenundzu zeigenwie esmdglichist, mit Hilfe derLdésungein Massener-
haltnisfur die Neutrinoszu erhalten.

— Zuerstwerdenwir im Kapitel 4 Lésungender Dyson-SchwingefGleichungin ver-
schiedenemaherungersuchen.

— In Kapitel 5 werdenwir in einemModell die Neutrinomasseabschatzen.

— Die Ergebnissaler Arbeit fasserwir in Kapitel 6 zusammen.

¢ DerAnhanggliedertsichim wesentlichenn zwei Teile:
— Im AnhangA werdendie in der Arbeit verwendeterNotationenund Kornventionen
zusammengefsst.

— Der AnhangB enthéltNebenrechnungenu Kapitel 2 und im AnhangC sind die
Nebenrechnungezu Kapitel 4 zusammengest. Ausserdenwird in AbschnittC.1
eineRekursionsformeliir denhier verwendeterspeziellerintegraltyphegeleitet.

*Die wir in Kapitel 1.3.6né&herbetrachten.
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Kapitel 1

Modellsystem
SU(3).,1o;XSU(2); xU(1) x U(1)

color

In diesenKapitel betrachtemwir zuerstim Abschnittl.1die EichgruppedesModellsystemslie-
serArbeit. In Abschnitt1.2 untersuchenvir diesesModell auf Anomalien,bzw. ob die Bedin-
gungder Anomaliefreiheitzur Einschréankungler Parameteder Eichgrupp&uhrt. In Abschnitt
1.3leitenwir dieim HauptteilbendétigterFeynman-Regelnder Theorieflr die Fermionen{/(1)

EichbosoneminddenEichboson—FermioNertex her Ausserdenwerdenwir in Abschnitt1.3.6
die Dyson-SchwingeGleichungherleiten die wir im Hauptteilder Arbeit zur Abschatzungler
Leptonenmasskeenutzerwollen.

1.1 Erweitertes Standardmodell

Als Ausgangspunktiir unsereUntersuchungemwahlenwir dasStandardviodell mit der Eich-

gruppeSU (3)color X SU(2)r, x U(1), diewir im folgenderbetrachtemwollen. DieseEichgruppe
wollenwir um eineweitereEichgruppel/ (1)’ erweitern.

Zuerstbetrachterwir die Leptonenund danachdie notwendigerEichbosonenDa wir im Rah-
mendieserArbeit nurdie Leptonenuntersuchemverden betrachterwir die QuarksnuramRan-
de. Eine ausfihrlicheraund vollstdndigeDarstellungder Herleitungder Theorie,kannmanin

StandardliteratuiiberQuantenfeldtheorip/Nei95,Wei96] finden.

1.1.1 FermionendesStandardmodells

In Tabellel1.1 auf Seite18 habenwir die Zuordnungder Fermionernzu denim folgendenver-
wendeterchiralenProjektioneny , , v ., ¢, , ¢, ZusammengestelElrdie Betrachtungedieses
Kapitelsist esvollkommenausreichendjur eineGeneratiorder Fermionerzu betrachteh Wir

*UnserModell besitztalsokeinehorizontaleSymmetriezwischendenverschiedenefsenerationen
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color

Leptonen Quarks
\I’Iepton \I'quark
e Ve U d ersteGeneration
Y Yy c s zweiteGeneration
T vy t b dritte Generation
{Pu ¢1; {/JZL wg,; %, ¢, @, qo, chiraleProjektionen

Tabellel.1: FermionerdesStandardmodells

benutzerfolgendeKombinationerderFermionerum dasTransformationssrhalterzu beschrei-
bert:

1/}1[, qir
_ (W) _ | Yo _ | @
\Il(x) = <\If(l1(x)> \Illepton(x) = w?R \I/quark(ﬂf) = QfR (1.1)
%R Q2r
wnlo) = (1) (12)
1.1.2 Lokale U(1) Transformation
U(z) — @Y ¥(z) (1.3)

Wennwir die InvarianzdesFeldesunterderlokalenU (1) auchin derLagrangedichterreichen
wollen, musserwir ein Eichfeld B(z) einfuhren Man findetalsgeeichtd_agrangedichtéir die
Leptonen:

Zoy(@) = = 1 (B (@B (@) + Veprn(2)i (9 + 9B (2)Y) Wigpron()

4 (1.4)
B (z) =0,B,(z) — 0,B,(z)

*Wenndie Verallgemeinerundfir Quarksoffensichtlichist, wird wie im Fall derU (1) undder SU(2)r, nurder
Fall derLeptonerbetrachtet
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Wobeidie Matrix Y derHyperladungm Standardviodell fiir die LeptonereinerGeneratiordie
folgendeGestalthat':

yp 0 0 O
Y= 8 yoL y?R 8 (1.5)
0 0 0y
1.1.3 Lokale SU(2), Transformation
Y (z) =U(z)¢L(2)
oy -

U(z) €SU(2)

Die SU(2) Transformatiorwirkt alsonuraufdie linkshandigerLeptonenUm die Eichinvarianz
der LagrangeDichte zu erhalten,miisserwir genausoviele EichfelderiWi(z) einfuhren,wie
die GruppeSU|(2) Erzeugenddesitzt.Eine fundamentaldarstellungder SU(2) ist durchdie
Pauli-Matrizen(SieheSeite 79 AnhangA.2.2) 7, 7o und 73 gegeben.Man findet als geeichte
LagrangeDichte:

1 _ ) N
Zsve)(2) == 5 Tr[W, (2) WP ()] + Wiepton(2)i7* (9x + igW () Ta) Piepton()
W, (2) :Wf(w)% ac{1,2,3)

(1.7)

Im weiterenVerlaufderHerleitungdesStandardmodellst esjetzt Giblich die Komponentemler
Eichfelder wie folgt zusammenzufassen:

1
Wi =3 (W3 FiW3)
1
D= s (9W3 - ¢'By) (1.8)
1
v

*Im folgendenKapitel 1.2in Gleichung(1.22)werdendie expliziten Parameteangeegeben
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color

FurunsereweiterenBetrachtungesind dieseUberleggungemicht relevant,undwerdendeshalb
nicht weiterausgefuhrtin denmeistenBlichern(z.B. [Nac86]) wird jetzt die MassedurchEin-
fihrung einesHiggs Bosonerzeugt.Wir verfolgenin dieserArbeit einenanderenAnsatz zur
Massengenerierungnd werdendaherden Higgs Mechanismusiur in demFall desabelschen
HiggsBosonsn Abschnitt2.1.2betrachten.

1.1.4 Lokale SU(3)_,,, Transformation

color

7quuark(x) _>U(33) 77bquark(513)
7»Z)Iepton(x) _>¢Iepton($) (2.9)
U(z) €SU(3)

Die SU(3)co10r Transformationerwirken also nur auf die Quarks.Um die Eichinvarianzder
Lagrangedichteu gewahrleistermuRmanachtEichbosoneidi$ (z) einflihren Bei denMatrizen
A, handeltessichumdie Gell-MannMatrizenvon Seite80 Gleichung(A.9), derfundamentalen
Darstellungder GruppeSU(3).

L5100 (1) = — 5 TGy (1) G (2)] + F(@)ir (B + 10, G () F) V(o)
a(p) e
Ga(a) =G4 ()5 ac{l,2,...,8 110

Gy, (z) =0\G,(z) — 0,G(z) +ig[Gr(z), G, ()]
0] 0
Fo= ( 0] 32X )

1.1.5 U(1)’ Erweiterung desStandardmodells

Das StandardVodell SU(3)coior X SU(2);, x U(1) erweiternwir jetzt um eineweitereU (1)’
Gruppemit Eichboson”, dimensionsloselKopplunggy und,,Massenladung .
ZusatzlicheU (1) Gruppentretenin vielen ErweiterungerdesStandardmodelfs wie zum Bei-
spiel ,grand unified Theories“basierendauf SO(10) — SU(5) x U'(1) — ..., auf. Dabei
schranktein Teil der Modelle naturrlichdie mdglichenParameteistarkein. DieseVielzahlver-
schiedeneModelle, die zu weiterenU’ (1)-Gruppenfihren,kannmanals Hinweis deuten daf
esvernunftigist, daRStandardVodell entsprechendu erweitern Dawir unsnichteindeutigauf
ein UbegeordnetedModell festlegen wollen, nehmenwir keine Einschrankungler Parameter
VOr.

Fur eine aktuelle Zusammenstellunder Grenzender Massenfur EichbosonerweitererU(1)
Gruppen,siehedie aktuelle Zusammenstellunger PhysicalData Group [PDG98]. Mdgliche

*Eine AuflistungeinigerModelle enthéltder Artikel [EL99]
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Effekte weitererU’ (1) GruppenanzukiinftigenBeschleunigernnsbesondereEP2,werdenin

Artikel [MPL*97] und[LR97] diskutiert.

Im Gegensatzzum Fall vorhermul3 Y ; nicht diagonalsein. DiesenichtdiagonaleGestaltder
Wechselirkung fuhrt nattrlichzur Mischungverschiedeneteptonenflaor. DasTransformati-
ons\erhaltenfir Leptonen unterderU’(1)-Gruppedefiniererwir wie folgt:

'l/JIepton(iU) — e @Y @blepton (1.12)

Um die InvarianzderLagrangedichteuerreichergehenwir entsprechendie in Abschnitt1.1.2
vor. Wir flihrenein weiteresEichbosonC (z) ein underhalterfolgendeLagrangedichte

1 = . .
Zuay(2) = = 7 (Cu(2)C*(2)) + Vieptor()17” (Ox + 191 Cx(2) Y 1r) Viepton ) (1.12)
Cyu(z) =0,C,(z) — 8,Cu()
Bei unserenBetrachtungermwerdenwir auchdie Moglichkeit einesMassentermdiir dasBo-
sonC, derForm —M*C,,(z)C*(z) in der Lagrangedichtein Betrachtziehen.Da die Skalader
Symmetriebrechuntjir die GruppeU (1)' bei hthererEnegienliegenkann,alsfir die anderen
SymmetrierdesStandardVodells, scheinteinesolcheAnnahmenicht unverntinftigzu sein.

1.1.6 Lagrangedichtedeserweiterten Standardmodells

Wir fasserjetzt die Gleichungen(1.4), (1.7) und (1.12)fur die Lagrangedicht@hnedie Terme
fur die Quarkswie folgt zusammen:

L) = —5 TIWy (@)W @)] - ; (B (2)B* (2))

L (Cou@)C (1)) — M2C(2)C(x)

W

Wiepton(2)i7” (Ox + igW§(2) Ty + ig'Ba(2)Y + iguCi(2) Yir) Viepton(7)
(1.13)

1.2 Anomalien deserweiterten Standardmodells

Die dagestelltenErgebnisseentsprechemem Buch von S. Weinbeg ,The QuantumTheory
of FieldsVolumell ModernApplications*S. 383 ff.[Wei96]. Im Gegensatzu der Darstellung

*Die TransformatiorunterderU (1)’ Gruppefiir die Quarkswerdenentsprechendefiniert.
tWie bereitsgesagist die Kopplungslonstantey; dimensionslos.
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von Weinbeg, wollenwir in dieserArbeit die Existenzvon rechtshéndigeNeutrinosnichtaus-
schlieRenDie Anomali ist proportionalzu folgendemtotal symmetriescheiraktor D,g.,. Flr
die geeichterStromemufRalsogelten[GJ82]:

1
Dagy = 5 Tr[{To Ty}T5) = 0 (1.14)

Dabeisinddie T,, die Darstellungerder Eichgruppeauf denFermionerbzw. Antifermionenfel-
dern.

Wir betrachterzuerstdie GruppeSU (3) x SU(2) x U(1), alsodie EichgruppedesStandardvio-
dells.Die Parametey (sieheGleichung(1.5))derabelscherGruppel (1), die wir im folgenden
bendtigenwerdenwie in Tabellel.2 aufgelistetbezeichnet.

Quarks (4),:a Leptonen (*),:d
up - b Ve, - €
dr :c ep f

Tabellel.2: ZuordnungderVariablena-f zu denFermionerbzw. Antifermionen
Da die GruppeSU(2) nur reellebzw. pseudoreell®arstellungerbesitzt,tritt keine Anomali

auf. Die einzigennicht trivialen Bedingungerfur die Anomaliefreiheitder Theoriewerdenim
folgendenaufgezahtt:

SU(3) — SU(3) — U(1)

S y=2a+b+c=0 (1.15)
3,3
SU(2) — SU(2) — U(1)
Z y=3a+d=0 (1.16)
doubletts
U(1)-U(1)-U(1)
>y =6a°+30" + 3 +2d + € + f2 =0 (1.17)

*Dabeiwerdendie Gruppernzu denendie Darstellungergehdreraufgelistet.
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graviton — graviton — U(1)
Y y=6a+3b+3c+2d+e+f=0 (1.18)

Die Bedingunger(1.15)bis (1.18)fur die Anomaliefreiheitder Theoriekbnnendurchfolgende
Parametenahf* erfullt werden:

a,c, b=-2a—c,d=-3a,e=2a—c, f=4a+c (1.19)
oder

¢, f, b=—-ce=—fa=d=0 (1.20)
Damit mandie Ladungender Teilchenim StandardModell richtig beschreibist esnotwendig,

denParametee fur dasrechtshandig@&leutrinogleichNull zu setzenMan erhaltalsofolgende
ZuordnungderParameterm StandardModell:

a b=-4a,c=2a,d=—-3a,e=0,f =6a (1.212)
1 2 1
a 5 b +3,c 3,d +1l,e=0,f ( )

Wennwir unserModell um eine weitereabelscheGruppeU (1) mit Parameterny’ erweitern,
musserwir folgendeBedingungererfillen (Die Zuordnungder Parameter’ — f' erfolgt ent-
sprechendler Zuordnungder Parametere — f auf Seite22). Zusatzlichzu den Bedingungen
(1.15)—(1.18)rhaltmannochzwei weitereBedingungendie die GruppeU (1) mit der Gruppe
U(1)" koppeln.

SU(3) — SU(8) — U(1

Dy =2+ +=0 (1.23)

3,3

SU(2) — SU(2) — U(1Y

Y y=3d+d=0 (1.24)

doubletts

*Dabeisind die Parametetinks die freien Parameteralsobei Gleichung(1.19)die Parameter undc, bzw. bei
Gleichung(1.20)die Parameter und f.
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U(1)y -u() -u@)

>yt =6a" + 30" +3c° +2d° + € + [P =0 (1.25)

graviton — graviton — U(1)’

Dy =6d +3V +3c +2d +¢ + f =0 (1.26)

U(1) - U@ -u()

3"y = 6aa” + 3667 + 3ec” + 2dd” + ee” + ff7 =0 (1.27)

U(1) — U(1) - U(1)

Z y?y = 6a2a’” + 30%0° + 3¢3¢ + 2d%d’ + €*¢ + f2f =0 (1.28)

Mit derspeziellerParamtervahlausGleichung(1.22)erhaltmanfir die Gleichunger(1.27)und
(1.28)folgendeBedingungen:

Zyyﬂ — —0/2 + 2b/2 _ C/2 + d/2 _ f/2 -0 (1.29)
Sty =d +80 +2¢ +3d +6f =0 (1.30)

DieseBedingungemwerdendurchfolgendelL6sungererfuillt:

a,d b=-2d-d,d=-3d,¢=2d~-",f=4d+¢ (1.31)
d V=e=—-f=-(d=d=0 (1.32)

Man siehtzwar, daBwegene = 0 die Kopplunge' derrechtshandigeNeutrinosnur in Glei-

chung(1.25)und (1.26) vorkommen,aberestrotzdemLdsungender Gleichungermit ¢ # 0
gibt. Im folgendenwerdenwir nur nochdie Losung(1.31)betrachten.
Die Zuordnungder SU(3), SU(2), U(1) bzw. U(1)" Hyperladungenst in der Tabelle1.3 auf
Seite25 zusammengeft.
Zum beserenVerstandnishabenwir dasVerhaltender HyperladungeriU(1);, = 2 — ¢ bzw.
U(1), = 4 + ¢ derLeptonenin Grafik 1.1aufder Seite25 dagestellt.
Wie mander Grafik entnehmerkann,gibt esvier Bereiche(l-1V) in denenjeweils andereVer-
haltnissezwischenU (1), und U(1), auftreten.Da wir nur relative Aussagertreffen konnen,
siehtman, dalwir keine Einschrankundtr die Parameteifinden. Selbstdie Mdglichkeit von
sehrgrof3enbzw. sehrkleinenVerhéaltnissemst nochvorhanden.
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Fermions SU(3) SU(2) U(1) U(1)
Y Yy
(Z)L § 2 _é a
Ug 3 1 2 =2 -
dy 3 1 —
(V;)L 1 2 % 2" ¢
Vg 1 0 2d-¢
€h 1 1 -1 4d' +¢

NIRRT,

Abbildung1.1:QualitatvesVerhalterderParametet/(1)!, undU (1), undQualitatvesVerhalten

; U(L),
desQuotlentenm

1.3 Pfadintegral-Quantisierung und FeynmanRegeln

In diesemKapitel beschran&nwir unsaufdie Herleitungderfir dieseArbeit notwendigerBe-
ziehungenEs gentigtalsodenFall einesFermionenspinorg, einesU(1) Eichbosons4,, und



26 KAPITEL 1. MODELLSYSTEM SU(3),,,,xSU(2), xU(1) x U(1)

color

desVertexeszwischemy) und A* zu betrachtenZum bessereWerstandnis®ehandelwir auch
nochdenFall einesskalarenFeldes.Fur eine allgemeineEinfihrungempfiehltsich dasBuch
von L. H. Ryder[Ryd96]. Die FeynmanRegelnsindim AnhangA.3 auf Seite80 zusammenge-
stellt. Wichtig in diesemAbschnittsind ausserdendie Herleitungder Ward-Takahashldentitat
in Abschnittl1.3.4undderDyson-Schwinge6Gleichungin 1.3.6.

1.3.1 Feynman-Regelnflr ein fr eiesskalaresFeld ¢

Wir betrachterein skalared-eld,daRaneinenaul3ererStrom; koppelt.

(0,6(@)"0(a) — m*¢*(2)) + B(x)j(x) + 2ei’(@)  (133)

N —

Lskalar (T) =
Damitfindenwir folgendeserzeugendeBunktionat:
Zolj] = % / Dp(a) et 123 (u(@04o(a)—m—i0)¢? () +6(2)1(2)) (1.34)
Esgilt, wenndie Oberflachentermien Unendlichenverschwinden:
/ 420, (2)9"d(z) = — / d426(2)06(z) (1.35)
Damitfindenwir also:
Zolj] = % / Dé(z) e ] 2(300) (T+(m* —i0)¢(a) - ¢(2)i(@)) (1.36)
Wennwir jetzt ¢(x) als¢'(z) + ¢o(z) schreibenund ¢y (z) die Gleichung
(O+m> —ie)do(z) = j(a) (1.37)
erfullt, findetmanfolgendeLdsungfur ¢g(x):

bo(z) = / 'y p(x - 1)) (1.38)

mit demFeynmanPropagator\ () definiertwie folgt:

(O +m? —ie)Ap(z) = —6*(z) (1.39)

*Der Term~ ie ist zumverschiebemler Polevon derreellenAchsenotwendig
tDiesesFunktionalist einfachdie Vakuumzu VakuumUbergangsamplitudes 0, co|0, —oo >7
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Wie mansiehtbesitztder FeynmanPropagatofolgendeFourier Darstellung:

Ap(z) = (2;)4 / d‘%#ﬂ?w (1.40)
bzw. folgendelmpulsdarstellung
Lrlk) = (2717)4 k2 — nlq? +ie (1.41)
Wir findenalsofur denExponentervon unserenerzeugendefunktional(1.36)
[ @] o0 @+ - i06(0) - s(a)itw)] e
[ #5(56@ @+ m? — 06 (@) + (@) O+ m? ~ie)on(a) (1.42)

+ So0(@) 0+ m” — ie)go(a) — &(2)] — do(a)i(x))
5 [ @a(¢@@+m —i00@) + tla)il)  @43)

Wennwir jetzt N = [ 2¢/(z) exp[—i¢(z)(O + m? — ie)¢'(z)] wahlen,findenwir als erzeu-
gendedrunktionalZ,[j]:

Zo[]] _ e—% J dzdyj(z) Ar(z—y)j(y) (144)

Die FunktionZ,|j] ist daserzeugendé&unktionalfur die GreenFunktionendesfreienskalaren
Teilchensp. BetrachtemanZ,|[j] im Impulsraumfindetman:

(on)t k=)

Zolj] = e? —m e (1.45)

Die n-PunktFunktionenr sindwie folgt definiert:

(@12, o 20) =< 0T (6(21), 6(22), .-, 6(2) ) [0 >

_ 1 a7l (1.45)
i" 07 (21)04 (22) . .. 0] (n) §=0
FurdenPropagatorfindenwir in Impulsdarstellung:
(o k) = iDp(p— k) = — ! (1.47)

2m)* (p— k)2 —m? +ie

* Auch zwei-PunktFunktiongenannt
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1.3.2 Feynman-Regelnflr ein freiesSpinor Feld ¢

Lspinor(1) = 1 (w) P(x) — mi)(2)9(x) + T(2)¥(2) + d()n(z) +iep(2)d(z)  (1.48)
Dabeiist +/ ein Spinorfeld,; Quelltermfiir ¢» undn Quelltermfiir «). Bein undn handeltessich
umgrassmannwertigéelder derenRechenrgelnin AnhangA.4 zusammengestelfind.Setzen
wir jetzt:

Q,v) =9(2)(i P — (m —i6)v(z) + () (2) + Y(z)n(z) (1.49)

DasMinimum von @ findetmanbei:

Drin(2) = — / dyi(y)S(z - )

(1.50)
Ymin(z) = — / d*yS(z —y)n(y)

mit;

S@)=({9—(m—ig) "

(i g — (m—ie)S(z) =6*(x) (1.51)

Wennman(1.51)mit Gleichung(1.39)fir dasskalareTeilchenvergleicht, findetmanfolgende
Losungfur die FunktionS(x):

S(x)=0g+m)Ar(x) (1.52)
bzw in Impulsdarstellung:

1 K+m

S(k) = (2m)* k2 —m? + ie

(1.53)

Setzernwir;

Qmin() = Q(¥mins Ymin) = — / d*yn(z)S(z — y)n(y) (1.54)
Damitkonnenwir ()(x) wie folgt ausdriicken:

Q(z) = Qmin() + (¥(2) — Ymin(@)) (i @ — (m —i€)) (1 (2) — Ymin()) (1.55)
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undfindenfir daserzeugendé&unktional:
1 " i in(2)+ (W (x) = min(@)) (19— (m—ie ) —Ymin(z
Zoln 7 = / Doy ] 1@+ (0(@) (@) (7= (m=i6) V(@) i (2))) (1.56)
_ L s daqmn / DD et 2 (P@)=Pmin(@)) (19 (m=i€)) (¥(2) ~Ymin(@)) (1.57)
N

Mit Hilfe derRechenrgel (A.21) von Seite82 findetman:

1 . _
Zoln, 7 = 5 e/ HHIDSETID det(i P~ (m — ie)) (1.58)

Wahlenwir jetztdet(i @ — (m — ie)) = N, findenwir fur daserzeugend&unktional:

Zoln, 7] = e~ d2dviw)S@—yn(a) (1.59)

Wir findennunfir denfreien PropagatodesSpinor- Feldes,in Analogie mit der Gleichung
(1.47):

. _82 ZO [77, ﬁ]

T(z,y) = @) o =iS(z —y) (1.60)

1.3.3 Feynman-Regelrfur ein U(1) Eichfeld

1 .
gEichboson = _Z ,w/FIW; mit F/w = 8,uAu - auAu (161)

Als erzeugendeBunktionalfindetman
Z[]] — /@Au eifd4:c(f%FMUF“V+j“AH+ieA”A“) (162)

Wennwir unsjetztdie Variationder LagrangeDichte betrachtenfindenwir:
o*F,, = (g,0—0,0,) A* (1.63)

Nachderpartiellenintegrationerhaltman,wennmankeineOberflachentermbertcksichtigt:

1
ZEichboson = EA“(QNVD - 8uau)AV (164)

Im Gegensatzu denvorherbetrachteterréllenbesitztder Operatorg,, [ — 9,0, jedochkein
InversesDiesesProblemliegt darinbegriindet,daf3die FelderA, nocheineEichfreiheit4, —
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A, — 9,A besitzenunddie Integrationlberalle FelderA, erfolgt, alsoauchsolcheFelderA,
die sich nur durch eine EichtransformatiorunterscheidenUm diesesProblemzu beseitigen,
muf3 man eine bestimmteEichungfestlegen. Addierenwir zu der LagrangedichteZxs;c1p0s0n
nochfolgendendie EichungfixierendenTerm Zgr = —i(auA“)Q, mit einemfestena, dann
findenwir:

&z = %A“(x) (g,w[l + (é _ 1) auau> A (z) (1.65)

Dy () = (g,wD + (é _ 1) auau> B

(900- (5 -1) 00.) Dulo) = ')

Wennmanwiedermit der Gleichung(1.39)fur dasskalareTeilchenvergleicht, findetmanfol-
gendeL6sung fir denPropagatoD,,, (x):

Definierenwir jetzt:

(1.66)

Do) = = (g + (0= 1) 800

Wennwir jetzt die Herleitungder zwei PunktFunktion&ahnlichwie im Abschnitt1.3.1vorneh-
meri, findenwir fir daserzeugend&unktional:

(1.67)

m=0

Z[j*] = et J 429" @) Dus @=0)i" (@) (1.68)
unddenPropagator:
Tuu(xa y) = iD/u/(x -) (1.69)
bzw. in Impulsdarstellung

T;w(pa k) = il);u/(p - k)
—i 1 1 (1.70)
= , -1)—
=i (%@ V)
Wennwir die gleicheHerleitungfir ein massvesFeld A, durchfihrenalsomit zusatzlichem
Massenterm-M? A, (z) A*(z), findenwir fir denPropagatom Impulsdarstellung:
T (D k) = 1Dy (p — k)
i 1 ny 1) 1 (1.72)
@2m)t(p— k)2 + M2 —ie Juw T (p— k)2 — aM?

*Im GegensatzumskalarenTeilchenhabenwir hier die Masse= 0 gesetzt.

tWir verzichteraufdie EinfiihrungderFaddee-Popw Geisterdadieseim Fall derQED nurzueinerKonstanten
fihren(Die Strukturlonstanterder Eichgruppel (1) sindNull).

tTermederOrdnung® (e) werdenin derKlammervernachl&ssigt.
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1.3.4 Ward-Takahashildentitat

Betrachterwir alsWechselirkendesSystemdie QED, mit einemmasselosekichboson4,,(z)
undeinemmassvenSpinory(z).

Lar(x) = = {Fun @)™ (2) = 50 4,@)? + *(2) Au(2) 172)
+ ih(2)7* (9 +ie A, ()9 (x) — mp () (x) +T(x)(x) + p(z)n(z)
Fur daserzeugend&unktionalZ|j, n, 7] findenwir also:
Zlj,n,m =N / DA, Dp D) et ] et (1.73)

Die LagrangedichteZ ist, wennwir die Eichfixierung 5= (9" A,(z))? und die Quellterme
j*(x)A,(z), mp und ¢n nicht berticksichtigeninvariantunter der folgendenEichtransforma-
tion:
A, (z) = Au(z) + 0,A(z)
P(x) = P(z) — ieA(x)y (1.74)
P(x) = ¢(z) +ieA(z)y

Daserzeugend€&unktionalZ[j, n, 7] ist nichtinvariantunterdieserTransformationesseidenn,
wir fordern,daf3:

i 0 0 0
SO0 — 9, —e [ — — n— | | Zlj, 0, 7] = 1.75

o 5 = e(naﬁ "an)] [, m,7 =0 (1.75)
ist, wobeiwir die Felderi, ¢ und A, wie folgt ausgedruickhaben:

10 - 10 10

Wennwir jetzt Z = " setzenkonnenwir dieseGleichungauchmit der Funktion W (4, n,7)
schreiben.

« oj+

o (OW(mm)  OW(5,n,M)
—_ioti — — = 1.76
iotj, —ie (77 . n o 0 ( )

Driuckenwir dieseGleichungjetzt durchdie Vertexfunktion

L, B, A,) = W, 0,7) - / Lo+ Py + A A,) (1.77)
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ausundbeachten:
e = R
L) WULTD _ o 1.78)
POIA) o WA ~ o
Wir findenalsofiir Gleichung(1.76):
_gamu(x) + iau% + iew(m)%@m - i@(@% —0 (1.79)

Wennwir dieseGleichungnach(z;) und(y,) differenzierenundy = ¢ = A, = 0 setzen
erhaltenwir:

. 83F(¢,Ea Au) . 3211(%% Au)
—_ au — = 5 —_ —
' ¥ 8¢($1)3w(91)314u($) E:q/}:A#ZO 16 (x yl)ad)(xl)aw(yl) E:"/):AM:O (1 80)
—ied(z — = )—6211(%% ) |
1 pum—
P (z1)0% (1) Y=tp=A,=0

Wir finden also, dal3 die Ableitung des einteilchen-irreduziblerElektronen-Photonevertex
gleich dem Inversender Elektronenpropagatorest. Driicken wir dieseBeziehungernm Im-
pulsraumaug,

/ dl‘dl‘ldyl e_i(—kx1+py1 —qz) 631*\(1/), Ea Au)

((2m)*)? (1) 09 (y1)0A,(2) P=p=A,=0 (1.81)
i(2m)*0(p — k — )T u(p, k,q) = i(2m)*s(p — k — ¢)Tu(p, k)

) =i@n)'s(p-kS"'(p) (182
Y=y=A,=0

/ dz1dy e i(—kz1+py1) w
((2m)*)? O (1)0 (y1)

findenwir die Ward-Takahashldentitat:

(p— k)" Tulp,k) =S""(p) - S (k)

(1.83)

*Zur Berechnungnuf3mandie Rechenrgelnfiir grasmannwertigeelderausdemAnhangA.4 berlcksichtigen.

tDabeinutzenwir aus,dalwegendenauftretender Distributionenmandie Abh&ngigleit von einerimpulsva-
riablenin T und S" " vernachlassigekann.

iDerexakteinversePropagatowird mit S'~! bezeichnetimihn vomfreienPropagatos —! ausAbschnitt1.3.2
zuunterscheiden
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Wennwir denGrenzwerig” = p* — k* — 0 bilden,findenwir die Ward ldentitat:

95" (p)

o = Lulpp)

(1.84)

1.3.5 Vertexfunktion

Zur Herleitungder Vertexfunktion iI',, flr die masselos&®ED in Impulsdarstellundeginnen
wir mit Gleichung(1.81).Nahernwir jetzt nochdenFermionPropagators’~" durchdenfreien
PropagatoS—! (1.60)findenwir

(p — k)", (p, k) = i(2m)* (v*p, — m) —i(27)* (v*k, — m) (1.85)
= iu(p, k) =i(2m) "y, (1.86)

Wir findenalsofur die Vertexfunktion in der sogenanntegprainbow” Naherungden Ausdruck
1(27) .

1.3.6 Dyson-SchwingerGleichung

Betrachterwir nundie effektive Lagrangedichteler masseloseQED ausAbschnitt1.3.4und
ignorierenalle Terme~ ¢:

L (@) = = TFu@)F" () = 5o (0" Au(a))? + (@) 4,()

+1(2)7"(0u + leAu (@)Y () — mp(2)Y(z) +7(2)(2) + ¥ (2)n(z)

Wennwir denWechselirkungstermabspalterfindenwir fur dasgenerierend&unktionalz ?P:

(1.87)

29, 7, 5] = / DAL P ip e ] PN Au)ia)
(1.88)
o A2 (=5 Fuw P14 (2) A (2) = 5 (0% A (2))? )+ (2)y# 8 () —mid (2)p () +7(2 ) (@) + (2)n(z))

Wennwir in der erstenExpotentialfunktionim Exponentdie Felders (), v (z) und 4, (z) wie
folgt durchAbleitungenersetzen

1 0 — 1 0 1 0
Y(z) — Ton() Y(z) — Ton(z) Ayu(z) — 1 9jn(2)

und Integrationund Differentationtauschenfindetman:

2900, 7, 4] = e/ el (tonl) (Harl) / DA DT
(1.89)
e S A a((= 5P P10 () A (@)= 5 (9 A0 (2)2 ) ()74 (@)= (@b (@) 472 (@)D (2 ())
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Wie manleicht erkennt,enthéaltdasintegral, daswir im folgendermit Z3="[, 7, j#] bezeichnen

wollen, nur die Beitrageder freien Theorieflir Spinorenbzw. EichbosonenSetzenwir unsere
Losungen1.59)von Seite29 fur Spinorenund (1.68)von Seite30 fur Eichbosonerein, finden
wir:

ZQED[n, 7, ]u] — eie J d%(% Bna(:c) )7” (% aj,?(z)) (% 6ﬁa(w))

| (1.90)
ot [ d'zd'yi(y)S(a—y)n(e)—5 [ d*zd'yj* (y) Dus (2—y)5" (z)
Dasfreie erzeugend&unktionalZ3="[n, 7, j*] erfillt jetzt folgendeBeziehungen:
0
(id-— m)IT QED[” 7, 5"]
(1.91)

=(i9-m)— / d'z'S(a' — x)n(z") Z85°n, 7, 3] = —n(x) Z§8 ", 7, 5]

‘(g“"m‘ (l )3 0 ) 19 a( K
B (g”“D B (é B 1) %0 ) 1/ &'/ D (@’ - 2)()) 2900, 7,5 (H92)

= +j*(2) Z&""n, 7, §*]

Wennwir jetztin Gleichung(1.90)die Expotentialfunktiorauf die linke Seiteziehen die Glei-
chungmit dem Operator(iy*0, — )1 o T+ n(x) multiplizieren,und die Gleichung(1.91)
bertcksichtigenerhaltenwir:

1 0
(W ™) Fn )

Somitfindenwir, wennwir die Expotentialfunktionan demOperatorvorbeizieherund die Re-
chenrgelnfur grassmanwertigeéelderausdemAnhangA.4 bertcksichtigen:

((6o-m+en(F5m)) fam + 1) 2Pmnrl=0 o4

8j,,a(m) - j“(x))

+ 77(?5)) e_iefdllw(%Bnl?m)),yl‘(%ij(m))(%aﬁ?m)) ZQED[n,ﬁ, ]u] =0 (1_93)

bzw. wennwir Gleichung(1.90)mitdemOperator(— (90— (2 -1)08,.0,) 1
multiplizieren:

(~(oe0-(1) 20 )iz ) a9

e—‘efd m(%an‘?w))w(%wf@))(lan(m))ZQED[n’n, ] 0
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Somitfindenwir:

1 1 0
UD_ ——1 v]T A 7\
(8- (3-1)2) 350
1 0 1 0
—e |l D —— Z — gk 7QEDIy 7 ik =
(i) () 7)) 2t
Zur weiterenBetrachtungder Theorie kann man jetzt auchdieseGleichungenbenutzen Wir

interessiereminsim folgendennsbesondertir die Gleichung(1.94).Bildenwir jetztdie Ablei-
tung nach%# undsetzerdie aul3ererStromegleich Null, erhaltenwir:

(1.96)

Y)
. 1919 b0 1 90 19 19
(“ P =) o) 1o T on(y) 1 97(e) i o) T 7‘9’7@)"@)) (1.97)
ZQED[T}, ﬁ,j“] =0
Ap=n=1=0

Wennmanbeachtetdal;2n(x) = 6(z —y) —n(z) 5% istunddurchz®=°[y, 7, j#] dividieren,
findetman:

ii @—m)S(z —y) —ie’ / d*zd*a'd*y'y, D" (z,2)S(z — 2')T (2, 2", y') S (y—y)

(1.98)
—i6*(x —y) =0
Wennwir die 6*(z — y) Distribution wie folgt interpretieren
(id—m—2(x—y)Sx—y)=d8(z—y) (1.99)
Findenwir alsoim Impulsraum:
_S(p) = —ic? / kS (k)T (p, k) DM (p — k)
(1.100)

= —ie

Abbildung1.2: Dyson-Schwinge6Gleichung
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color

Die Gleichungist in Grafik 1.2 dalgestellt.Man sieht,dal3in dieserGleichungmehrereunbe-
kannteFunktionennamlichdervolle Fermionen-Propagatatervolle Bosonen-Propagatond
die volle Vertex-Funktion,auftreten Die unbekanntd-unktiondesBoson-Propagatofszw. des
Vertex erfullt aucheineDyson-SchwingeGleichungengdie wir im Prinzip nutzenkdnnten,um

die Funktionenzu bestimmenLeider bendtigenwir zur LosungdieserGleichungdie Losung
derGleichungfir denFermionenpropagatddaherkonstruiererwir im Prinzipeineunendliche
MengegekoppelterGleichungen.

DieseFormderGleichungernist nicht zu l6sen.Daherist esnétig die beteiligtenFunktionenge-
eignetzu ndhernEine GiblicheN&aherunggdie sogenanntgrainbow” Naherungjst esdenVertex

il',(p, k) durchdennacktenVertex i(27)*y, zu ersetzenDa dieseN&herungim Allgemeinen
die Ward Identitatenverletzt,ist esnotwendig,in dieserNaherungweitereEinschrdnkungem

Kauf zu nehmenWir werdenunsim Hauptteilder Arbeit ndhemit diesemProblembefassen.



Kapitel 2

Symmetriebrechung

Im Allgemeinensprichtmanvon spontaneSymmetriebrechungyenndie Symmetrieder Wir-
kunghoherist, alsdie SymmetriedesGrundzustande$Vir werdenim folgendendiesesPhano-

menin der Quantenfeldtheoriaaherbetrachten.

F

N

Abbildung2.1: GespanntediinnerStock

Betrachterwir jedochzuerstdasfolgendeeinfachephysikalischeBeispief in Grafik 2.1. Dabei
handeltes sich um einenrundenStab,der vertikal auf einemTisch steht. Ubenwir von oben
eineKraft F' auf denStabaus,passiertsolangedie Kraft klein ist, nichts. Ubersteigtdie Kraft
einenkritischenWertwird sichder Stab,wie in der Grafik angedeuteterbiegen,undwilkirlich
eineEbenesenkrechzum TischauswahlenDie symmetrisch&onfigurationwird alsoinstabil,
wenndie Kraft F' einenkritischenWert tiberschreitet.

*DasBeispielstammtausdemBuchvon L. H. RyderQuantumField Theory[Ryd96]
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Ein weiteresBeispiel flr die Wichtigkeit der spontanerSymmetriebrechungiehtmanin Ef-
fektender Festkorpertheorieyie zum Beispielder SupraleitungWenn mandie BCS-Theorie
von J. BardeenL. N. Cooperund J. R. Schiefer[BCS57, insbesonderén der Formulierung
von N. N. Bogoliubor [Bug58a,Bug58b],fur die Supraleitunghetrachtetsiehtman,dalRdurch
PhononervermittelteWechselirkung zwischerElektronerein korreliertesPaarElektronemmit
entggengesetztenmpulsund Spinin derNahederFermi-Kanteentstehtywenndie Temperatur
kleiner als eine kritische Temperaturist. Eine wichtige Eigenschafist, dal3eine Enegieliicke
zwischendemSupraleitendeGrundzustandind demangergtenZustandentstehen.
DieseEigenschaftemler Supraleitungegte zumBeispiel Y. Namku [Nam6(, bzw. mit J. Jona-
LasiniozusammeifNJL61] an,eszuversuchenein dynamische$lodell derElementarteilchen
Physikzu entwerfenjndemmandie Enegiellicke mit der Massevon Elementarteilchedenti-
fiziert. DieseAnalogiehatjedochihre Problemeundwir werdendieseAnalogiein dieserArbeit
nichtweiterausfuhrenundeinenmehrformalenZugangzu demEffekt der Symmetriebrechung
in derQuanterield Theoriewahlen.

2.1 GoldstoneTheorem

DasfolgendeTheoremwurdevon J. GoldstongGol61] vorgeschlagenynd von J. Goldstone,
A. SalamundS. Weinbeg [GSW62]bewiesen.

Theorem 2.1 (GoldstoneTheorem)
Die folgendenVorraussetzungeseienerfillt:

(i) Die betrachteteTheoriesei Poincaréinvariant, dasheil$tLorentz invariantund invariant
unterlinearenVerschiebingen

(i) EsexistiereeinzueinerLie GruppeG gehbrendeerhalteneStromyg, mit o#j, = 0

(i) Die Symmetrievon@ = [ d’zj,—o(x) seispontargebochendasheil3t,esgelte,dal3der
Kommutatorder Ladungmit lokalenFelderng,, nicht verschwindét

— < 0|[iQ, ¢x(2)]|0 >=< 05¢(x)|0 > 0
Dannexistiert ein masseloses$eilchen,dasNamhtu-Goldston€eTeilchen,im Spektrunmder Theo-
rie, dasandenStromj, koppelt.

EinigeBemerkungen:
DasNamhi-GoldstoneTheoremmachtdie Aussagedaliein masselose$eilchenexistiert, sagt
abernichtsdarliiberaus,ob dasTeilchenim physikalischerSpektrumder Theorieauftritt.

*Oft dricktmandiesenSachwerhalteinfachaus,dal@)|0 >+ 0 ist. Dabeitritt jedochdasProblemauf, da3die
Wirkung von @ aufdasVakuumnicht,wohldefiniert“ist.
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@ Vs (b) V-

Abbildung2.2: Verschieden®otentialformen

Wenndie urspriinglicheSymmetrigiruppeg der Theorievom Vakuumbis auf die Untegruppe
‘H spontangebrochernwird, entsprichtdie Anzahl der Namhu-GoldstoneTeilchengeradeder
DimensiondesQuotientenraumdim G/H = dim G — dim H.

2.1.1 GoldstoneModell

o%oldstone: a“¢T(x)aN¢(x) - V((b(ﬂ?), ¢T(x)) (2'1)
mit Potential(SieheauchGrafik 2.2 fir die FalleV, bzw. V)

2
Va(o(a), (@) = +2 6 @)o(x) + (6@ mittA>0  (22)
DasSystembesitztfolgendeglobaleU (1) Symmetrie:
$(z) = ¢ p(x); ¢'(x) = e ¢!(2) (2.3)

Wie mansieht,ist die Lagrangedichtenit demPotentiall,. invariantunterdieserglobalenPha-
sentransformationennmandasPotentialndherbetrachtetsiehtman,dafl3im Fall V. nurein
Minimum beiz = 0 undim Fall V_ ein Sattelpunkbeiz = 0 undein entarteteinimum bei
201 = v := “—f auftritt. Im Fall V_ ist dasVakuumalsobeiz = 0 nicht stabil. Nur in diesem
Fall, denwir im folgendemé&heruntersuchertyitt spontaneSymmetriebrechunguf.

Wennwir jetzt ¢ = %(@ + ip9) schreiberundals GrundzustandolgendesspezielleVakuum
auswahlen

=0 ¢2=0 (2.4)
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undfolgendeneueFelder

pr(z) = d1(z) =0 @a(7) = Po(2) (2.5)

einfuhren findenwir unterBeachtungder NebenrechnungeausAnhangB.1 insbesonderder
Gleichunger(B.3) und(B.4) die Lagrangedichte:

zgoldstone:_ (8u€01 (x)a“gol (33) + au(PQ(x)aN(pQ(x)) -

== (Oup1(2)0" 01 () — 217

=~ >

(@) + @) + 201 (x)0)” — o)
+ S0ua(2)0%0a(a)

()
Ao 2 ,U4
1 (‘Pl(x) + @5(z )) + AN

l\')lt—t[\: —

. (2.6)
- ﬁ(pl(x)((pl( ) + ©3(x)) —

Wir findenalsoin dieserTheorieein massvesFeld ¢; mit Massey/2, undein masseloseBeld
9, dasNamhu GoldstoneTeilchen.

2.1.2 AbelschesHiggs-Modell

Wir untersuchemur denFall desabelscherHiggs-Modell.Bei diesemModell handeltessich
einfachum dasgeeichteGoldstoneModell ausAbschnitt2.1.1.Die Lagrangedichtést gegeben
durch:

ghiggs: _%FNUFNV + (Du ¢($))]L D* ¢($) - V(¢($): ¢T($))

Dyé(x) = 0¢(x) +igAud(z);  (Duo(2))' = 0¢' (z) — igAug! (2) o0
mit demPotentiat
V(6@).6(2) = L6 (2)o(@) + 3@ @@ mit A >0 @8)
Die Lagrangedichtést invariantunterfolgenderokalenU (1) Transformation:
¢(x ) - e“’ @ (z); ¢ () = e §l(2)
Dy ¢(z) — wd(@); Dugl(z) = e @D, ¢!() (2.9)

Aula) > Ay (o) — laua( )

DasMinimum ist wie zuwvor durch2¢t¢ = v := “—; gegebenWir ersetzernetzt die komplexen
Felderg und ¢t wie folgt:

¢ = %p(x) @ gl = %P(ﬂﬁ) O (2.10)

*Wir betrachtemur denFall mit demnegativenVorzeichenderzur Symmetriebrechunfiihrt.
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Die neuenFelderp(z), ©(z) verhaltersichunterderlokalenU (1) Transformatiorwie folgt:

plz) = p(z); O(z) = O(z) + a(2) (2.11)

Esgilt offensichtlichfiir dasPotential:

2

A
V(6 6") = V(p) = —50"@) + 50" () (212)

Wennwir jetzt denGrundzustandjasVakuum,wie folgt wahlen
p=v; 0=0 (2.13)

undfolgendesrerschobené&eldeinflihren

p(z) = p(z) — v (2.14)

findenwir folgendelLagrangedichtewennmandie NebenrechnungeausAnhangB.2, insbe-
sondergB.8) und(B.10), bertcksichtigund p(z) durchy'(x) ersetzt:

cghiggs: - %F;WF#U + %(pl(x) + 0)2 (8M04($) + QAM) (aﬂa(x) + gAM) (2 15)
+ 5000 (00 (2) + (4 (2) +0)7 = (5 (@) + )’

Wennwir jetztdie Eichfreiheit(2.11)ausnutzenynda(x) = 0 (unitdreEichung)wéahlen finden
wir:

1 1 1
Lhiggs == T Fw " + Sg"0" A4 + gop! (1) A, A + S (1) A, A"
(2.16)
1 ’ ’ ’ A ’ ' ,u4
+ 50u (2)0" 4 () = 29" (2) + 30" () + VAup” (@) + 5

Wir findenin diesemModell nachder Symmetriebrechungwei massve Felder namlich ein
massvesPhotonA,, mit Masseizgn und ein skalaredreld p'(x) mit Massey/2y.. DasNamtu-
GoldstoneBosonist aus der LagrangedichteverschwundenDies ist kein Widerspruchzum
GoldstoneTheorem[2.1], da durch die Wahl der Eichunga(z) = 0 alle Spurender U(1)
Symmetrieausder Lagrangedichtererschwundesind, und damitdasTheoremnicht mehran-
wendbarist. Eine genauerdJntersuchunglesProblemszeigt, dal3in allgemeinerEichungdas
Namhu-GoldstoneTeilchenvom physikalischerTeil desSpektrumsabkoppelt.
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2.1.3 Linearesc Modell

Betrachterwir nochmaldasGoldstoneModell 2.1.1mit zusétzlichelU (1) x Ug(1) invarianter
Wechselvirkung mit einemFermion:

Figna=r (0u1(2)061(2) + 0o ()0 () — V(61,02)
+ (@)3,0"0(@) = VEg(61(2)B()0(@) = (@) P(o)irsp(a)

(2.17)

mit Potential:
2
V(61,0 = (@ + )+ JB 7 mitg? >0 219

WegendergeforderterinvarianzunterderUg(1) x U (1) Transformationmisserdie Felderg,
und ¢, wie folgt transformieren:

$1(x) ~ —v(@)P(@)  da() ~ ()i (2) (2.19)

Eshandeltsichbei ¢, (z) umeinskalaresindbei ¢ (z) umein pseudoskalardseld. Wahlenwir
dasVakuume, = v und ¢, = 0 undfuhrenfolgendeneueFelderein:

o(z) = ¢i(z) — v K(z) = ¢a(x) (2.20)

findenwir folgendelLagrangedichte:

%igmaZ%(@ua(m)ﬁ“a(x) —2u%0? () + %au/f(x)a"m(x) - % (z)(o*(z) + K*(2))
- 0@ + @) + B 0 2.21)

~ V29 ((0(2) +0) ¥(2)(2) — K(2)d(2)ir59)(2))

Lugna=5 (0,0 (@) 0(2) — 2°0° ) + V(@) (" — V2g0)(x)

1 7 H 2 2 Al 2,2, M 2.22
+ éaun(x)a k(x) — ﬁo(x)(o () + k°(x)) — Z(a (z) + K° (7)) + 5\ (2.22)

~V2g(0(2)(2)¢(2) — K(2)¥(2)ir59 ()
Wennwir dasErgebnisbetrachtenseherwir, daRwir ein massvesFeld o (z) mit Masseyv/2y,
ein massvesFermiony (z) mit Massey/2gv, undein masseloseBeld ().

Wir werdenkurz andeutenwie mandiesesModell in N Dimensionenverallgemeinerrkann.
Wir fihrendasBosonerFeldalskomplexe N x N Matrix ein:

M(z) = % (o(z) +ir) X° + Z_ (0“’ (x) + i/f“’) X“'] (2.23)
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Dabei sind die Matrizen x* die fundamentalerDarstellungender Flavor U(N) Gruppe,mit
Tr(x*x?) = 2d4,- DasFermionenfeldragtaucheinenFlavor Index (a) mita € {1,2,...,N}.
Die allgemeineU; (N) x Ug(N) invarianteLagrangedichtést durchfolgendenAusdruckgege-
ben:

2
pNxN :% Tr(auMTa“M) _ )\TN (Tr(M‘LMMTM) + %Tr(MTM))

sigma

(2.24)

2

— 5 Te(MIM) + i, 04 — V29 (6, Miom + M)

Fuhrtmandie Rechnungveiter, findetman,daf3die U, (N) x Ug(N) Symmetriezur Uy (N) =
UL+ r(N) Symmetriegebrochemwird. EswerdenN? massie SkalareN massve Fermionen)®
und N? pseudoskalardlamhu GoldstoneTeilchenauftreten.

2.1.4 Nambu-Jona-Lasinio Modell

Die LagrangedichtelesNamhu-Jona-LasinicModells siehtwie folgt aus:

N2-1 a 2 a 2
— . — X X,
L(z) = Y(x)iv*ou(z) + GO Z {(¢($)7¢(x)> + (1ﬁ($)?1’y51/)(33)) } (2.25)

a=0
Dabeisind die x* die fundamentalerDarstellungerder Flavor U(N) Gruppeder Fermionen,
mit der NormierungTr x,x» = 20.- DasFermionenfeldragt einenFlavor Index (a) mit a €
{1,2,..., N} undeinenColorIndex c mitc € {1,2,..., N.}. Dabeiwerdendie Fermionerder
fundamentale®arstellungderColor GruppeSU (N,) zugeordnetSoweit nichtzumVerstandnis
notwendigwerdendie Flavor- und Color-Indicesunterdriickt.

2

Firdie x* Matrizenfindenwir mit Hilfe derFierzldentitat(SieheAnhangA.7) S0 ! Ly apXed =
5ad5bc:

Lo(@) = B(2)in" 0,1 (x) + 2GOY] ()00 (2)9 n(2)12 (z) (2.26)

Die LagrangeDichteist invariantunterU;, (N) x Ug(N) TransformationenWir fihrenjetztein
N x N dimensionalesdilfsfeld* M ein:

L) = P(@)in"0up (@) — Pr(0) Myr(2) — ¢ p(e) M () 260 Tr(M'M) (2.27)

Mit folgenderEulerLagrangeGleichungfur dasFeld M:

My = =265 (2)g (2); - M}, = =26 (2)u(x) (2.28)

*Esexistiertkein kinetischerTerm(~ 9*) in derLagrangedichtéiir dieseseld
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Wie mansieht,ist diesesModell &quivalentzu dem N-dimensionalerlinearenc Modell aus
Abschnitt2.1.3,nur mit demUnterschieddal3kein kinetischerTermfiir dasFeld M in derLa-

grangedichtexistiert. Wir kdnnendie Konstantern\ mit 0, g mit % undy® mit —; identifizieren.

DamitmuBRG©® > 0 sein,damiteine Symmetriebrechunguftritt. Da kein kinetischerTermfiir
dasBosonenfeld/ bzw. M1 in derLagrangedichtexistiert, ibernimmtdas,BifermionenFeld*
Do ()0 (z) bzw ¥ (z)1%(z) die Rolle der Teilcheno® bzw k¢ ausdemo Modell.
Betrachtenwir diesesModell noch unter einemweiterenAspekt. Die Lagrangedichtg2.27)
reproduziermit derNebenbedingun@.28)genaudie urspriinglichd_agrangedicht¢2.25).
Wennwir die Bewegungsgleichungen

iV o, (x) +

O OR 2.29
+E0S Gon @) o) + S8 S @Geiso) e =0
a=0 a=0

betrachtenunddie zusammengesetzté@peratorerwie folgt vereinfaichern:
0)

0 _ —
SN — S < OB @I0 >= —moy

W(@)x*(z)) =0 ¥V a#£0
(Y (x)ix"ys¢(z)) =0

vereinfichtsich Gleichung(2.29)zu derfreienDirac Gleichung:

"0, (z) — mayntp(z) =0 (2.31)

In dieserGleichungist mqyn kein freier Parametersondernmuf’ ausder Definition (2.30) be-
stimmtwerden.

(2.30)

G GO
Mayn = == < 0lY () (x)|0 > = —y lm hmTr < 0|T¥(z)(x)|0 >
GO (2.32)
= 1T glglin Tr Ssigma()
Dabeiist
1 s ﬁ + Myn

Ssi ma = d4 pr T OO0 2.33
gma(T) (2m)4 / Pe e MGy + i€ (2.33)

derFermionerPropagatarSomitfindenwirf

0)N A2 m
Mdyn = / peukl 5 dn (2.34)
Peuki + mdyn

*Beachtedaly? = () ? I ist; die verwendetéNaherungst eigentlichnurim Fall N, — oo korrekt.
tWir schreiberdenPropagatosSs;,m. () euklidischundfilhreneinenCut-Off A2 ein
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NachderWinkelintegrationergibt sich:

GON, [V 2 m
=" 0 peu—r2uk T (2.35)
4m 0 Peuki + mdyn
Die Integrationkannausgefuhrtverden,undmanfindet:
GON, A2 + m3
Mdyn = T’ﬂ'2 A2mdyn - mgyn In Wﬂyn (236)
DurchumformenerhaltmanfolgendeGleichung:
GO N, A2 GON, , . A +m,
Mdyn <T — 1) = Tﬂmdy” n Tyn (237)

DieseGleichungbesitzimmerdietriviale Ldsungmgyn = 0, aberwenn% > 1ist, existiert

auchnocheineLdsungmit mgy, > 0. Diesflhrt zu einerspontaneisymmetriebrechungonder
chiralenU(N) x Ug(N) Gruppezur Uy r =Uy (V) VektorGruppe.

2.1.5 Zusammenfassung

Wir untersuchteim diesenKapiteldasPhanomerer Symmetriebrechungiel waresMassen-
termefir die Teilchenzu finden.

Zuersterwdhnterwir in 2.1 dasGoldstoneTheorem DiesesTheoremsagtunsim wesentlichen,
dalRwenneineSymmetriegebrocheimst, masselosé&eilchendie sogenannteNamhu-Goldstone
Teilchenauftretermissenim folgendenbetrachtetemwir die Massengenerierung verschiede-
nenModellenund zeigtenauf, welcheTeilchendie Rolle der Namhu-GoldstoneTeilchenuber
nehmen.

Wennwir dasGoldstoneModell 2.1.1 betrachtensiehtman, daldmanvor der Symmetriebre-
chungzwei Tachyonen-Zustandep; und ¢, und nachder Symmetriebrechungin massves
Bosong; undein masseloseBosony, findet.

Im Fall desHiggs Modell 2.1.2beginnenwir mit zwei Tachyonen-Zustandefy,¢, und einem
masselosefPhoton4,,. Nachder Symmetriebrechunfindenwir ein massvesBosonp undein
massvesPhotonA,,. In diesemFall verschwindetlasNamtu-GoldsteinTeilchenausdemphy-
sikalischerSpektrumdesModells.

Im linearenoc Modell 2.1.3betrachterwir zum erstenMal denFall der Massengenerierurnfgir
FermionenDazuaddiertenwir einenWechselirkungsterm der skalareFelder pseudoskalare
Felderund FermionenlU,(N) x Ug(N) invariantkoppelt. Am Endeder Rechnundindetman

*Tachyonen-Zustandgnd Zustandemit negatvemMassenquadrat
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N massve Fermioneny®, N? massve Skalarec® und N? pseudoskalarélamhu-Goldstone
Teilchenk®.

Als einenVertreterfir Modelle mit dynamischeMassengenerierunigabenwir dasNamlu-

Jona-LasinidModell gewahlt. Zum einenhabenwir in diesemModell gesehendal3esbeigeeig-
neterParametenahl zu demlinearens Modell &quivalentist. Da aberkein kinetischerTermfur

die eingefiihrterHilfsfelderin derLagrangedichtexistierthaberdie ,Bifermionen 1) die Rol-

le dermassvenFelders unddie ,Bifermionen* 1ivsv die Rolle derNambu GoldstoneTeilchen
Ubernommen.

In diesemModell zeigtenwir auchnoch Ansatzweisewie mandie Massendherungsweisbe-

rechnerkann.Dabeihabenwir eineBedingunggefundendalierstabeinerkritischenKopplung
eineMassengenerierurggattfindet.



Kapitel 3

Experimenteller StatusNeutrinos

Die Neutrinostretenin der Natur haufigauf, sind aberwegenihreskleinenWechselirkungs-
guerschnittsiur sehrschwemachzuweiserDaherlistenwir zuerstin Abschnitt3.1die Quellen
fur Neutrinosauf. Danachwerdenwir einengrobenUberblick (iberdenexperimentellerStand
in Abschnitt3.2geben.

3.1 Quellenvon Neutrinos

1.

SolarNeutrinos

Bei den Solar Neutrinoshandeltes sich um Neutrinos,mit einer Eneggie bis zu einigen
MeV, die beiderKernfusionin SternerentstehenBei unsereiSonneentstehermlie Neutri-
nosim wesentlicherdurchfolgendeReaktion beiderzwei Protonerzu einemDeuterium
Kernverschmelzeninddabeiein Positronund ein Neutrinofreisetzen:

p+p—)2H+€++l/e (3.1)

. ,Kunstliche Neutrinos*

Bei den,kiinstlichenNeutrinos“handeltes sich um vom MenschererzeugteNeutrinos.
DabeiunterscheidetmanzwischenNeutrinosausKernreaktorenglie dort als ,,Abf allpro-
dukt* mit Enegienum 4 MeV entstehenund Hochenegie-Neutrinostrahlendie in Be-
schleunigerrdurchBeschufd/on Tamgetsmit Enegien < 100 GeV erzeugtwerden.

. NeutrinoSchauer

Bei demAbbremserkosmischeStrahlungn denobersterSchichterder Atmosphareent-
stehenals FolgeprodukteauchNeutrinos,die manauchals ,atmosphéarischéeutrinos”
bezeichnet

.Nattrliche Radioaktvitat"
Bei dempg Zerfall radioaktver Kerne,insbesonderan der Erdkrusteentstehemeutrinos.
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5. NeutrinosausSuperneaExplosionen

6. NeutrinoHintergrundals Folge desUrknalls
Ubliche Modelle desUrknalls sageneinenHintergrundfluRvon etwa 330 Neutrinospro
em” \iorraus.

3.2 Nachweisvon Neutrinos

FireineZusammenstellundesaktuellenexperimentellerStandsder Forschungempfehlersich
die KonferenzTagungsbericht¢Loc96] und [Neu99]. Eine Vielzahl von Experimenterzum
Nachweisvon Neutrinossind sogenannt®szillations@perimente Dabeiversuchtmanin Ab-
hangigleit vom AbstandvonderQuelledie AbnahmeeinesNeutrinoFlavors,bzw. dasAuftreten
einesneuerNeutrinoFlavorsnachzuweiserDabeikannmangrobdie ModellezurBeschreibing
mit reinerVakuumOszillationenund Modelle mit resonantentbeigangin Materie,demsoge-
nannterMSW Effekt [MS86, Wol78], unterscheiderDie folgendeGrafik 3.1 zeigtqualitativ die
Empfindlichleit verschiedeneDszillations&perimentefir ein zwei Flavor Modell* in Abh&n-
gigkeit von derQuellebzw. demEffekt.

Reaktor MSW (Solar)

B S

Beschleuniger Atmosphérisch Solar

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
10! 1 1072 104 10°° 1078 10719 Am?2(eV)

Abbildung3.1: NachweisGrenzerOszillationsExperimente

In diesenExperimenterbestimmtman abernicht die Neutrinomassem:; und m, selbstson-
dern nur die Differenzder Massenquadratém? = m3 — m?. Zur Zeit existierennur zwei
experimentelleHinweise auf Neutrino Oszillationen.Die LSND (Large Scintilator Neutrino
Detector)Gruppeam LAMPF (L os AlamosM esonPhysicsFacility) Beschleunigein Los Ala-
mos[AAB t96,AAB 98] hatv,, — 7, bzw. v, — v, NeutrinoOszillationerbeobachteZu die-
serBeobachtungst zu sagendalparallelzur erstenBeobachtund 995[AAB *95] im gleichen
Journaleine Verdffentlichungvon J. E. Hill [Hil95] erschiender keinenHinweis fur Neutrino
Oszillationenin den Datenfindet. Der andereHinweis fiir einev, — v, Neutrino-Oszillation
[FHI+98] ist der, SuperKamiokandeCollaboration“fiir atmosphérischBleutrinosgelunget.
Alle andererexperimentellerErgebnissdtr NeutrinomassefPDG98] sind negati, dal3heil3t
eskonnennur obereSchrankenfir die Neutrinomassangeebenwerden.

*Nur Elektronund Myon Neutrino,bzw. Antineutrinowerdenbericksichtigt.
tIm GegensatzumLSND Experimenerwartetmandie BestatigungliesesHinweisesauf Oszillationfiir atmo-
sphéarisché&eutrinosdurchweitereExperimente.
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Kapitel 4

Massengenerierung

Im folgendenTeil der Arbeit werdenwir die Dyson-SchwingeGleichungin verschiedeneha-
herungerbetrachtenDabeiwerdenwir nur die Wechselirkung zwischenLeptonenund dem
zusatzlicher/(1)" EichbosonC' beriicksichtigeh Wie bereitsgesagtwerdenzur Lésungder
Dyson-SchwingeiGleichungder Leptonen,die Lésungder Dyson-Schwinge/Gleichungdes
Eichbosonaund desVertex bendtigt,zu derenLésungmandie Lésungder Dyson-Schwinger
Gleichungfir die Leptonenbenétigt. Um Ergebnissezu erhaltenmufd man diesesgekoppelte
Gleichungssysteralsonahern.

Die ersteNaherungdie wir durchfihrerwerden,ist die ErsetzungdesVertex durchdensoge-
nannten,nacktenVertex“. DieseNaherungwird auchals,rainbow Naherung“bezeichnetWir
ersetzeralsodenVertex il', durchi(2m)*y,. Wir betrachteralsoin dieserN@herungeinenrein
vektoriellenVertex'.

Die einfachsteweitereNaherungdie sogenanntgequenched\N&herung“bestehtdarin, die An-
zahlderLeptonen-Flaor in demexaktemBosonen-PropagatgteichNull zu setzenMit diesen
beidenNaherungemelingtesdie Dyson-SchwingeGleichungerfir dasLeptonin derLandau-
Eichunganalytischzu l6sen.

Zuerstwerdenwir in Abschnitt4.1 denFall einesmassenloseweiterenEichbosonsnit ,,nack-
tem Vertex* betrachtenDanachwerdenwir versucherdie ,quenchedNaherung“fiir daskich-
boson,durchdie EinfuhrungeinesMassentermgu verbessernDie Ideedie dahinterstehtist,
dafRwie bereitsgesagtauchdasEichbosoreineDyson-SchwingeGleichungerflllt. DieseGlei-
chungsollte natuirlicheineLésungzulassendie zu einemMassenterniir dasEichbosorfihrt.
DiesenFall einesmassven Eichbosonanit ,nacktemVertex* betrachterwir in Abschnitt4.2.
Da in dermassven NaherungProblemeauftreten betrachterwir nocheineungevohnlicheEi-
chung,die sogenanntgl. andau-ahnliche'Eichung,in Abschnitt4.2.1,mit der manhofft, diese
Problemezulésen.

Wie mandiesenBemerkungerentnehmerkann,misserwir zur Lésungder Dyson-Schwinger

*Die Rechnungir dasU(1) EichbosonB wirde genaugleich durchzufiihrersein. Am Endeder Rechnung
werdenwir Bedingungeriinden,die dazufuhren,dalBwir diesesichbosomichtberticksichtigemussen.
tAlso derVertex ist nur proportionaty,,.
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GleichungerN&herungervornehmenUm eine verninftigeNaherungzu erhalten werdenwir
unsereParameterbzw. Bedingungerso wahlen,dafl3die Ward-Takahashidentitatenl.3.4 er-
fullt sind. Dabeiwerdenwir auchErgebnisseerhaltendie zur Auszeichnungeinerbestimmten
Eichungfihren.

4.1 Massenlosequenchedrainbow” Naherung

—2(p) = —ignVm,Yige ¢
Abbildung4.1: Dyson-Schwinge6Gleichung(massenloguenchedainbov)
Man findet folgendeDyson-SchwingeGleichung(SieheauchGrafik 4.1) in der massenlosen

guenchedaainbav Naherundir daszusatzlichebelschdeichbosonC. Am EndederRechnung
wird mansehenwarumwir dasandereabelschdeichbosonB nicht bericksichtighabent:

S = — / d4k(2—i 9irYi, Yo (gw a1yl k),,)

Ji(p—k)? - (p = k)?
it (1) £ = B(=KY) + ACK) i(2m)"y” -
(2m)* k2 (1 — B(—k?))® + A2(—k2)
mit S(p) = A(p?)+ pB(p?)
» d'k 1 1
E(p) = — 195 Yu, Yeipe / (2m)* (p— k)% —ie —k2 (1 — B(—k2))* + A2(—k?) 4.2)

(P = F)ul

(p—

7 (0= D EZDAEZR) (1 (1 B + A1) 5

*Der Platzhalter® bei Yy, stehtstellvertretendiir dasElektronoderdasElektron-Neutrino
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Man erhaltalso,unterBericksichtungler Dirac-Algebra(A.3) von Seite79:

d*k 1 1
2m)* (p — k) —ie —k2 (1 — B(—k?2))" + A2(—k?)

Z(p) = - igl%IYVHLYYHRo/ (

(‘2 k(1= B(=k)) +4A(-F")
o 2 2 (4.3)
o (1= B-k) (F- B0 — k) = (0= F)* ¥)

+ (-~ B %)A(—kQ))>

Umjetztdie Terme~ A(—p?) und~ B(—p?) abzuleserbildenwir die SpurvonGleichung(4.3)
bzw. die Spurvony’mal Gleichung(4.3).Wir erhalterfolgende<rgebnisfir die Massenfunktion

A(—p?):
Te[A(—p*)+ #B(-p*)] = 4A(-p?)

42 d*k 1 B+ a)A(=F%) (4.4)
= 419HYHLYHRQ/ (27r)4 (p _ k:)2 — e _k2 (1 _ B(—k2))2 + A2(_k2)

d*k 1 (34 a)A(—k?)
2m)" (p— k)? —ie —k? (1 — B(=k?))" + A2(—?)

A(_pZ) = - ig?{YHLYHRQ/ ( (4-5)

undfir die Wellenfunktionsrenormierungg(—p?), wennwir die UmrechnungusAnhang(A.7)
beriicksichtigen:

Tr[$A(=p*)+ ¥ ¥B(-p")] = 4> B(~p’)

=—4digyYn, Y, / &'k . :
= 9t HL Y Hpe (2m)4 (p — k)2 — ie —k2 (1- B(_k?))2 + A2(—k?)

(—Qp.k (1— B(—k?)) (4.6)
a—1 9 )
+ m((l — B(—k?)) (2p.(p— k)k.(p — k) — (p — k) p.k)))
5 _ig?;YHLYHRO d*k 1 (1 - B(—k?))
AT / (2m)* (0 = k) — i€ —k2 (1= B(=k?))" + 22(=K2) 4y

a—1 2 2 27.2
(Qp.k R ((k* + p*)k.p + 2p°k ))
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Man sieht,daRdie Gleichungerfur A(—p?) und B(—p?) gekoppeltsind. Als Leitfadenfir die
weitereUntersuchungieht mandie Ward-Takahashidentitat(SieheauchAbschnitt1.3.4von
Seite31) in BetrachtMan erhéltin unserspeziellerfFall derquenchedainbov Naherung Siehe
Gleichung(A.23)ausdemAnhang):

#— K =A(-p") — A(=k*) + (1 - B(—p")) #— (1 — B(—K")) ¥ (4.8)

Man erkenntsofort,daRderAnteil derWardldentitat~ ~* erfillt ist, wenn B(—p?) = 0 ist.
Aus diesemGrund untersucherwir, unterwelchenBedingungeh es méglich ist, die Wellen-
funktionsrenormierung3(—p?) = 0 zu wahlen. Eine direkte Folge der rainbov Naherung,
die einenrein vektoriellenVertex verwendetjst, daRdie Ward-Takahashidentitatnurim Fall
A(—p?*) = const zuerflllenist.

Fur die folgendenRechnungenverdenwir eineWick Rotation(Gleichung(A.24) auf Seite83)
durchfiihrenMan findetfolgendeEuklidischeForm' derGleichung(4.6):

oy _9nYm Vit [ d'k 1 (= B())
Br) =——3 / (2m)* (p— k)2 k2 (1 — B(k?))* + A2(k2) (4.9)
<2p.k - (;_—;)2 ((K* +p*)k.p + 2p2k2)>
95 Y, Yy, /°° Ak (1 - B(*?))
T o (2m)7 k2(1- B(k2))" + A2(k?) (4.10)

™ sin?(0) ( a—1
de 2p.k — k> + p*)k. —22k2)
| 05— (k- G (0 + k=20
Zur AuswertungderGleichunggeniigtesdie Winkelintegrationzu betrachtenAllgemeineUber
legungenzur Winkelintegrationin 4 dimensionaleeuklidischeMetrik, findetmanim Anhang
C.1lauf Seite87. NachderWinkelintegrationentsprechendenAusfihrungenm AnhangC.1.1
Gleichung(C.15)-(C.20undEinfuhrungeinesCut-Of fur die Impulsintegrationfindetman,dald

B(yt) — Y Yinmo / dk? k(1 B() a( W + )
p? o 1672k2(1 — B(k?))* + A2(k2) \max(p?, k2

- 1) (4.11)

ist.

2 95 Y, gy [V dk? k(1= B(k?)) (p* + £?)
B(pY) = a=—5— 2 -1
p? 1672 k2 (1 — B(k?))* 4 A%(k?) \max(p k?)

(4.12)

*Dabeidenkenwir anspezielleGrenzfallefur p? oderspezielleEichungeno.
tZur Vereinfachungder Schreibweisevurde daraufverzichtetk durch kg, etc.zuersetzenAlle folgende
Gleichungersind bis zumnachsterKapitel euklidisch.
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Betrachterwir jetzt die Massenfunktiomd (p?) ausGleichung(4.5) undfiihrenaucheineWick-
Rotationdurch:

A2 2 2 2
dk k* A(k?)
A(p?) = — 2Yy, Y
) == @t Vi | o 0 5 @19
™ 1 )
dO sin®(©
/o (®) (p — k)?
Mit Hilfe derRechenrgeln(C.14)von Seite91 findetman:
A 2 k2A(K?) ™
2y _ _ 2
A(p ) - (3 + O“/)gHYvHLYrHR@/O (271')3 ]{32(1 _ B(kg))g + A2(l{)2) 2max(p2’ k2) (414)
A(p?) = B+ 0)g5 Y, Y, /A2 dk? K A(K)
1672 0 max(p?, k?) k?(1 — B(k?))% + A2%(k?)
(4.15)

Mansiehtin Gleichung(4.12),daBB(p?) ~ « ist, alsoim Fall derLandau-Eichunga = 0) man
einenTeil der Ward Identitat (4.8) mit B(p?) = 0 erfullt. Ausserdensiehtmanin Gleichung
(4.15), daRmit dieserWahl desEichparametersi(p?) nicht automatischauchgleich Null ist.
In derLandau-Eichungind danndie Gleichungen(4.12)fir die Wellenfunktionsrenormierung
B(p*) undGleichung(4.15)fur die Massenfunktiomd (p?) entkoppelt.Wir findenalsofolgendes
Gleichungssystem:

B(p*) = 0
A(pQ) _39%]YHLYHR® /A dk> k? A(k2)
1672 0 max(p?, k?) k% + A?(k?)
In Landau-Eichunga = 0)
(4.16)

DasverschwindererWellenfunktionsrenormierung (p?) V p? tritt nurin derLandau-Eichung
auf. Eine Erklarung,welcheEigenschaftie Landau-EichungyegniberdenandererkEichungen
auszeichnetst nichtbekanntDawir jedochsehrweitgehend&laherungenorgenommeiinaben
um zur Gleichung(4.16)zugelangenscheintesnichtunwahrscheinlichgdalRbeidieseProzeduy
die Eichinvarianzverletztwird. Leider sind analytischeRechnungemur an dementkoppeltem

Systemmaglich.

*Man muBbeachtendaldie Ward Identitatim Minkowski Raumformuliertist.
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Zur weiterenAnalyseder Gleichungwerdenwir zwei verschieden&Vege einschlagenBei der
erstenMethode die entsprechendemNamhu-Jona-LasiniaModell ausAbschnitt2.1.4durch-
gefuhrtwird, betrachtemanin Gleichung(4.16) die Funktion A(p?) am Punktp? = m?2. An
diesemPunktist nattrlich A(p®> = m?) = m. AuRerdemersetztmandie Funktion A(k?) im In-
tegralauchdurchA(p? = m?) = m. Begriinderkannmandie Naherungdamit,daRin derNahe
derSingularitatp? = m? desPropagatorslie Beitragedesintegralsamgroftenseinsollten.
Die andereMethodeder Analysefiihrt die Integralgleichungn eineDifferentialgleichundibet
Die Differentialgleichungkann entwederdurch numerischeVerfahrenoder mit Hilfe der Bi-
furkationsanalys¢Atk91] geldstwerden.Dabeiersetzerwir die exakte Differentialgleichung
durcheinelinearisierteVersionder Gleichung DieselinearisierteGleichungnahertdie korrekte
Gleichungin derNé&hedesPhasenubgangserstaunlichgutan.

4.1.1 Naherung Integralgleichung

Zur Berechnunggehenwir &hnlich vor, wie in Gleichung(2.34)-(2.37)aus Abschnitt 2.1.4
(Namhu-Jona-Lasinidvodell). Als Ausgangspunkivahlenwir Gleichung(4.16).

362V, Yu.. [V k2 A(k?)
2\ H L RO 2
AWw’) = 1672 /0 dk max(p?, k?) k2 + A%(k?) (4.17)

Setzerwir jetzt A(k*) = A(p?) undbetrachterdie GleichungamPunktp? — m?

2 A2 2
m=— 39uYn, Yine / dk2 k m (4.18)
1672 0 max(m?, k?) k? + m?

DaA? > m? ist, konnenwir dasintegral wie folgt umschreiben:

390V, Vitg [ [™ .,k m A m
= _ ZZH i Hro dk? 2 dk 4.19
m 1672 /o m? k2 + m? * /mz k? + m? ( )

Die Integrationkannausgefuhriverden,und manerhalt:

S 394 Yu, Y, (1 3 m? + m? N
1672 m2

o (n (575) = (57))

3¢% Yy, Y, A? +m?
m:—Mm<1—zln2+1n(ﬂ)> (4.21)

1672 m2

(4.20)
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Setzerwir jetzt( = —% undbeachtengaR2in2 > 1 ist, findenwir:
A2 2
m(l+¢(2In2 — 1)) = ¢mIn (#) (4.23)
m

DieseGleichungbesitztoffensichtlichimmerdie triviale Losungm = 0. Aber esexistiertauch
nochfolgendeL6sungfir m # 0 und{ # 0:

1+¢@m2-1) (A2+m2)

2
¢ m
A? +m? 1
. — 221 ¢
m
1
mZ — A2

1
e2n2-1 ¢ _q

Die physikalische~orderung,dal3die Masseder Leptonensehrviel kleiner als der Cut-Off ist,
also0 < m? < A? ist, fuhrt zu einer Einschrankundiir den Parameter,. Wie mansich ein-
fach Uberlggenkann,ist dieseBedingungim Fall { < 0 nicht zu erfullen.Da wir jedochkeine
Einschrankundtr unsereParametenahl Yy, Yy, in Kapitel 1.2 gefunderhaben knnenwir
fordern,dalYy, Yu,, < 0istunddamit( > 0. Dadie Massem® < A? seinmuf3,findenwir als

obereSchranle fir denParameter < 1_}112 < 3.3.

2 A2

1
e2In2-1 a7 _q

e 2m2H1p2 ¢ furo < ¢ <1

(4.24)

4.1.2 Naherung Differ entialgleichung

Zur andererAuswertungsetzerwir* \ := —% undfuhrendie Integralgleichung4.16)
fur A(p?) in eineDifferentialgleichungiber Dazuschreiberwir zuerstdie Gleichungfir A(p?),

daA? > p? ist, wie folgt um:

Pk A(KY) A? A(k?)
A 2 = 2> T\ / 2\ 425
(P /\/0 dk p? k2?2 + A(k?) +A 2 dk k? + A%(k?) ( )

*Die Konstante\ ist natirlichidentischmit derKonstanterg ausdervorigenRechnungDie Konstanterwerden
trotzdemunterschiedlictbenanntdadie Konstanterunterschiedlich®edingungererfillenmuissen.



58 KAPITEL 4. MASSENGENERIERUNG

Wennwir die Ableitungvon A(p?) nachp? bilden, findenwir:

2

1 k2 A2 (k?) k2 A(k?)
JA(?) it LI/ WA P/,
Op (p°) (p?)? /0 k2 + A2(k2) + p? k? + A%(k?) k2=p?

- A

(4.26)
A(k?)
k? + AQ(kZ)

k2=p2
2

AT, RPAR)
- (p2)2/ dk k2+A2(/€2)

Multiplizieren wir jetztmit (p?)?, findenwir:

p? 2A 2
(P*)?8,2 A(p”) = — /O dk?,;T% (4.27)

Wennmandie Gleichung(4.27)nocheinmalnachp? ableitet findenwir:

k2A(k?)

VORAP) + 2070 ApY) = =X 5o

"0 A°) + 20700 AWY) = =\ 5ty L
_ AP

p? + A%(p?)

(4.28)

P*0RA(D%) + 20,2 A(p°) + A =0 (4.29)

Wennwir die Randbedingungehetrachtenfindenwir im IR (p* — 0) ausGleichung(4.27)
folgendeDifferentialgleichung:

lim ((p*)?0,2A(p*)) =0 (4.30)

p2—0

Fur die Bedingungim UV (p? — A?) zu finden betrachterwir p?> mal Gleichung(4.25) und
differenzieremachp?:

2

P A(K?) A? A(K?)
2 (p2A(p?)) = 2/ 2 > 2/ 2 4.31
8,2 (P A(p?)) =)0, 0 dk*k k2+A2(k2)+Aa,, (p , dk 1 A (R) (4.31)

(4.32)
A(K?)
A 2 2 s A 2\ — 2
(p )+p ap (p) )\k k2+A2(k2) k2:p2
N . , (4.33)
2 k2 + A(k?) k2 + A2(K?) | o,
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A(P®) + p*0,2 A(p?) )\/Azdlﬁﬂ =0 (4.34)
PP e P 2 R AR) '
Wennwir jetztdenGrenzwerip? — oo bilden,findetman:
A2 A(kQ)
li A(p? 20,2 A(p?) — 2 ) = 4.35
S, (AW) + 0 A7) = e e (4.35)
= A(A?) + AzapzA(p?)\pz:A2 =0 (4.36)

Wir erhaltenalsofolgendeDifferentialgleichungnit denNebenbedingungem IR undUV:

p? 0% A(p?) + 20, A(p?) + )\Lﬁ) =0
P P P2 + A2(p2)
lim ((p*)*02A(p")) = 0
p2—0
A(A?) + A2(3][,2A(p2)|p2:A2 =0

(4.37)

Wie mansieht,ist die triviale LosungA(p?) = 0V p? durchdie Randbedingungenicht aus-
geschlossermMumerischeLdsungendieserGleichungsind in dem Artikel von R. Fukudaund
T. Kugo[FK76] unddemArtikel von B. G. Dragwic, D. P. Mavlo undA. T. Philippov [DP78]
zufinden.Eineausfuhrlicherdeschreilningdernumerische.6sungder Gleichungkannin der
Doktorarbeitvon P. Maris [Mar93] gefundenwerden.

Fuhrenwir jetzt die Bifurkationsanalyselurch. Wir ersetzerim Nennervon Gleichung(4.37)
A?(p?) durchm? # 0. Somitfindetmanfolgendeguasi-lineareDifferentialgleichung:

P’(p° + m*) 8% AP’) + 20> + m*)0,2 A(p®) + AA(p?) =0 (4.38)
Bei dieserGleichunghandeltessich um einehypegeometrisch®ifferentialgleichungdie wir

im AnhangC.3 ndheruntersuchenWegendenNebenbedingungeim IR ausGleichung(4.37)
findetmanfolgendel.dsung:

Ap?) 1 1 1 1 P
" =25 §+V1_/\’§_\/Z_)\’2’_W (4.39)

Wie manim AnhangC.3sieht,insbesonder&leichung(C.82)-(C.87)jst die Bedingungm UV
nur fur WertederKopplung), > i beiendlichemCut-Off zu erfullen.
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DerFall n = 1 fuhrtin Gleichung(C.87)zu einemstabilenvVakuum.Wir findenalsoin derNahe
derkritischenKopplung:

(4.40)

DiesesErgebnishaberwir durchunsereNéherungdesNennerg? + A(p?) von Differentialglei-
chung(4.37)durchp? + m?2, alsoderBifurkationsnaherunggrhalteri. Wir habenim Prinzipzur
HerleitungdenLeptonenpropagataturchfolgendenPropagatoersetzt:

+ A(p
Shitur ~ {7(2) (4.41)
p +mdyn
DieserLeptonenpropagatdsesitztnatirlicheinenPol beip* = —mj,,,, denmanmit der Masse
identifiziert.
Zusammenfassung

Wie wir sehenhabenwir in beidenNaherungemit Gleichung(4.24)und (4.40) ein qualitatv
ahnlichesErgebnisgefundenDie Naherungdurchdie Differentialgleichundiefert unszuséatz-
lich einekritischeKopplung)... DiesekritischeKopplungfiihrt dazu,daf3dasanderd/(1) Eich-
bosonB keinenBeitragzuderMassdiefert, dadie Kopplungkleinerwie die kritischeKopplung
ist. Die kritische Kopplungist ein Effekt, denmanauchbei rein numerischerNaherungerder
Dyson-SchwingeGleichungfindet.

4.2 Massive ,quenchedrainbow* Naherung

—3(p) = ~ig5 Vi, Yerue 4

Abbildung4.2: Dyson-Schwinge6Gleichung(massv quenchedainbow)

Versuchenvir jetzt, wie bereitam VorspanrgesagtdurchEinfuhrungeinerMassefiir dasBoson
C die Naherungzu verbesserrEsbestehtauchdie Hoffnung,daResdurchdieseMassegelingt,
einedemProblemeigeneMassenskalainzufihren.

*In der Berechnundhabenwir die daussersMassemy = 0 gesetztDie dynamischerzeugteMassemqyn ist in
diesemFall identischmit derphysikalischerMassem.
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Die Dyson-Schwinge6leichung(SieheauchGrafik 4.2) hatin dermassvenquenchedainbov
N&herungolgendeForm*:

_ 4 —i g%{YHLYHRQ o — (p - k)“(p - k),,
0 =~ [k e (e e )

. (4.42)
L KOA=BER)HACR)
R Er Ty Ty e R
mit £(p) = A(p®)+ #B(p*)
. d*k gHYHLYHRo 1
=lp) = 1/(27r)4 (p— k)2 — M2 —ie —2(1 — B(—k2))* + A2(—k?) (4.43)
7 (s @ = DL DN (1 ) + A1)
Man erhaltalso,unterBericksichtunglerUmformungen(A.3) von Seite79:
o d*k g%{YHLYHRQ 1
"0 == Gy ke (1= B(-k2))" + A2(=2)
(—2 k(11— B(—k%) +4A(—k?)
(4.44)

a—1

o —aae (L BER) 0 DEG =8~ (0= b7 #)
+ (5= B DACR)

Um jetzt die Terme~ A(—p?) und ~ B(—p?) abzulesenbildenwir die Spurvon Gleichung
(4.44)bzw. die Spurvon p mal Gleichung(4.44).Wir erhaltenentsprechendu der Rechnung

*Der Platzhalter® bei Yy, stehtstellvertretendiir dasElektronoderdasElektron-Neutrino
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ausdemletztenAbschnitt4.1, folgendesErgebnisfiir die Massenfunktiomd (—p?):

Tr[A(—p)+ PB(—p%)] = 4A(—p)
A2 d*k A(_k2)
= 419HYHLYHRQ/ (2m)4 —j2 (1— B(—kQ))2 + A2(—k2?) (4.45)
1 (p — k)?
(p— k)2 — M2 —ie (1+(a_ 1)(JD—k)2 —aMQ)

2y . :2 d*k A(=k?)
A(=p") = = 9V, Yirno / (2m)* =k (1 — B(—k?))* + A%(—k?) (4.46)
! . (4+(a—1) o )
(p—k)2 — M2 —ic (p—k)? — aM?

undfir die Wellenfunktionsrenormierung(—p?), wennwir die Gleichung(A.7) ausdemAn-
hangberucksichtigen:

Tr[#A(—p*)+ ¥ ¥B(~p?)] = 4p*B(~p?)
) [ d%k 1 1
= 49HYHLYHR@‘/ (2m)* (p— k)2 — M2 —ie —k2 (1 — B(—k2)) + A%(—k?)

(—Qp.k (1 - B(—k?))

b oy (1= BER) @0t~ Dty =) — (o~ 17p0))

(4.47)

_ 9hYin, Yy, / d*k 1 (1 — B(—k?))
T @ R M e SR (- B+ AR

(Qp.k oo Z);_l e <((k2 +p*)k.p+ 2p2k2)>)

B(—p?)

(4.48)

Die Gleichungerfir A(—p?) und B(—p?) sind genauwie im masseloseifall gekoppelt. Die
Form der Ward Identitdtadndertsichim Vergleich zum masselosefall (4.8) nicht. Aus diesem
Grund untersucherwir, ob es eine Bedingunggibt, entsprechendler Landau-Eichungn der
massenlosequenchedainbov Naherungijn der die Wellenfunktionsrenormierung (—p?) —

0 geht.
Fur die folgendenRechnungenverdenwir eineWick Rotation(Gleichung(A.24) auf Seite83)
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durchfihrenMan findetfolgendeEuklidischeForm* der Gleichung(4.48):

o GV Vg, [ d'k (1= B(¥*))
B(p ) = p? / (2ﬂ)4 k2 (1 _ B(kQ))Q +A2(k2)

1 1 (4.49)
>~ 2 2 27.2
o (7 G (k)
MACACHE [ dkt , (1= B(k)
o @O k(- B + 420k (4.50)

g sin?(0) a—1 5 o 9.9
/0 d®(p_k)2+M2 (2p.k— CENLEwSTE ((K* +p*)k.p — 2p%k ))

Wennwir die NebenrechnungusdemAnhangC.1.2beriicksichtigeninsbesonder&leichung
(C.34),findenwir:
g%{YHLYHR@ /OO d—k.Q k? (1 B B(k"Q))
P’ 812 k2 (1— B(k?))” + A%(K?)
1 1p? + k?
—Z —(a=1)2Z
( >~ DS
+;DQ + k2 2pk
AM? \ p? + k2 + M? — \/(p® + k2 + M?)? — 4p%k?

B(p*) =

2pk
p? + k2 +aM? — \/(p2 + k2 + aM?)? — 4p2/€2>

+(p2 R4 M2)? — (p? + k2 +M2)\/(p2 T k2 M2)? — 4p2k2)

4p?k?

(4.51)

Wie mansieht,fuhrt in diesemFall die Wahl der LandauEichungnicht zum gewtinschterZiel
B(p*) = 0. Manssieht,daRauchkeineandereEichungzu diesemZiel fiihrt. Betrachterwir jetzt
die Massenfunktiom (p?) ausGleichung(4.46):

. % k*A(k?)
AW") = —9u Y, Virgo /0 (27)3 k2(1 — B(k?))? + A2(k2) (4.52)
m o 1 (p - k)Q
/0 dO sin (6)(p—k)2—|—M2 (4+(a—1)(p—k)2+aM2)

*Zur Vereinfachungder Schreibweisevurde daraufverzichtetk durch kg, etc.zuersetzenAlle folgende
Gleichungersindbis zumnéchsterKapitel euklidisch.
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Bericksichtigerwir jetzt die NebenrechnungefC.35)-(C.40)von Seite96, findenwir fur den
Fall o # 0:

A2 d_kz k‘QA(kQ)
872 k2(1 — B(k2))2 + A2(k?)

(4]92 + B+ M? — /(0% + k% + M?)? — 4p?k?

A(p2) = g%IYHLYHRQ/
0

4p2k2

2pk
—+
<M2(;o2 + k2 4+ M2 — /(p? + k2 + M?)? — 4p2k?)

2pk
M2(p? + k%2 + aM? — \/(p?—l-k?—!-on?)2 —4p2k2)>)

undim Fall a = 0, wennwir Gleichung(C.41)berucksichtigen:

A2 2 2 2
dk k*A(k?)
2 _ 2 -
AP oy = 39HYHLYHR®/0 872 k2(1— B(k2))? + A2(k?)
p2 4 k2 4 M2 _ \/(pQ + k2 +M2)2 _ 4p2/€2
4p? k2

(4.54)

Im GegensatzummasseloseRall aus4.1 siehtman,dalwir im massvenFall keineEichunga
findenkonnenfir die B(p?) Null wird. Esist alsonichtméglichdie Gleichungerzu entkoppeln.
Um weitere Aussagertreffen zu kénnen,nimmt man tiblicherweisean, da3esin der Landau-
Eichunga = 0 einverniinftigerAnsatzist mit B(p®) = 0 die Rechnungu beginnen.Der Grund
fur dieseAnnahmeliegt in der Tatsachebegriindet,daRim Grenzwertp? — oo in niedrigster
Ordnungdie Wellenfunktions-Renormierung (p?) in derLandau-Eichungerschwindet.
Wegender unterschiedlicheRolstrukturdesmasselosennd desmassvenFalls, kannmanden
masseloserfrall nicht als Grenzhll desmassven Falls lim,,2_,o flr alle Werte o betrachten.
Betrachterwir denGrenzhll M? — 0 fir Gleichung(4.51)und Gleichung(4.53):

o Y, Yirn, [ dE? (1 = B(k*))
B(p®) = 7’ /0 1672 k2 (1— B(kQ))2 + A2(k?)
p* + k? 20 + K2
(m “1-(a—1) (ipF) > (4.55)

A? d_]€2 A(k‘2) k2
472 K2(1 — B(k2))? + A2(k2) max(p?, k2)

A(pZ) = - g%IYHLYHRO/
0
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Man sieht,obwohl der Ausdruckin Gleichung(4.55)fir A(p?) im Fall verschwindendeMas-
senM nicht mehrvon der Eichungabhangtdal3manim wesentlicherdasErgebnis(4.15)des
masseloserfralls wieder findet. Nur unterscheidesich der Ausdruckfir B(p?) in Gleichung
(4.55) wesentlichvon dem Ausdruck des masseloserfralls (4.12). Es ist also nicht mdglich,
einenGrenzall fur B(p?) im lim,»_,, fr « # 1 zufinden,derdemmasseloseRall entspricht.
Esist schwerzu begrindendaman B(p?) = 0V p?, wie im masselosefall in derLandau
Eichunga = 0, setzenkann.Wie bereitsgesagtdarf man dieseAnnahmenur im Grenzall

p? — oo verwenden.

Die Vermutundiegt nahe daRdasProblemdarinbegriindetiegt, damanim Grenzall M — 0
fur die Wellenfunktionsrenormierung(p?) und die Massenfunktion4(p?) nicht den masse-
losenFall wiederfindet.Um diesesProblemdes Grenzalls zu I6sen,habenT. Maskava und
H. Nakajima[MN74, MN75] folgendenPropagatofir dasmassve Eichbosorvorgeschlagen:

i 1 k.k
iD,=———-—"F— v - 1)~ 4.56
o 21 k? — M? +ie (g“ * (o )kZ—MQ) (4.56)

Diese ,ungewdhnlicheEichung“bezeichnetmanin der Literaturim Fall o = 0 als ,Landau-
ahnliche” Eichung.Wie man sieht besitztdiese,Landau-ahnliche“Eichung die gleiche Pol-
strukturwie die masselos@&heorie .DieserAnsatzlostjedochdasgrundsatzliché>roblemnicht,
wie wir im nachsterAbschnitt4.2.1seherwerden.

Ein weiteresProblemist, dafRdie RechenmethodesusdemAbschnitt4.1.1und4.1.2scheitern,
da beide Methodenwesentlichvon der Annahmeabhangendal3wir denIntegralkernin eine
Summevon Integralkernenfur p? < k2 bzw. fur p*> > k? zerlegenkonnen.DieseEigenschaft
hangtengmit der DarstellungderWurzel /(p? + k2)? — 4p2k? als Abs(p® — k?) zusammen.
Esist moglich eine Losungzu Gleichung(4.54)fir die Massenfunktiond (p?) zu finden,wenn
wir fordern,daB B(p?) = 0 ist. Esist zwar moglich die Gleichung(4.54) direkt zu integrie-
ren, jedochfihrt dieszu keinemeinfachenErgebnis.In AnhangC.2 zeigenwir einenweiteren
Losungsweg mit Hilfe der dimensionalerRegularisierungdie wir schonin der Diplomarbeit
[Gre9q verwendethaben.Leider flhrt die letzte Integration auchzu einemmehrals untber
sichtlichemErgebnis.

In der Literaturist estiblich in der LandauEichungmit der Annahmevon B(p?) = 0 in dem
»,massven quenchedrainbonv* Modell zu rechnen.lm Gegensatzzu unsererDarstellungbe-
trachtetJ. HoSek[Ho387 auchdie Beitragedesanderen/ (1) EichbosonsB und forderteine
zusatzlicheBedingungfur die Kopplungen Diese Bedingungzwischenden Kopplungenfihrt
dazu,daRderDivergenzgradierIntegralgleichungtr die Massenfunktiorsich&ndertund man
ein ahnlichesErgebnis,wie in der massenlosepquenchedrainbov Naherung(4.24) findet.
In diesemModell ist esnicht mdglichfur geladend_eptonenund Neutrinosmit demgleichen
MechanismugineMassezu erzeugendadie Neutrinosnicht mit demEichbosonB koppeln.

In denArbeitenvon H. Pagels[Pag79,Pag80]wird dasasymptotisch&erhaltender Losungen
untersuchtFur unsereBetrachtungemelfenunsdieseasymptotisch@&etrachtungricht weiter.
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4.2.1 Massive ,Landau-ahnliche quenchedrainbow* Naherung

Wie bereitsgesagversuchimanmit dem,Landau-ahnlichenPropagatqrausGleichung(4.56),
die Polstrukturdermasselosemheoriezu ,immitieren**.

_ 4, —H g%{YHLYHRO o — (p - k)u(p - k)u
=) == [ i '<g“”+( V) us)
by KOS BER)EACE) o '
@mt k2 (1 - B(- 2)2) +A2(—2)

mit X(p) = A(p>)+ $B(p?)

Wennwir alle SchrittedesmassvenFallswiederholererhaltenwir folgendesZwischenegebnis:

o 'k A(=K?)
A(-p°) = 19HYHLYHRO / (2m)4 2 (1- B(—kQ))Q + A2(—k2) (4.58)
L <4+(a—1) k) ) |
(p— k)2 — M2 —ic (p—k)>— M?
oy Y Y, [ ' ! (1 - B(-k)

B(—p7) =i p? / (2m)* (p— k)2 — M? —ie —k2 (1 — B(—k2))* + A2(—k?)

(2p.k — » _(Z); i e (((k2 +pHk.p + 2p2k2)>>
(4.59)

Damitfindenwir fur B(p?), wennwir insbesonder&leichung(C.42)-(C.49)ausAnhangC.1.3
beriicksichtigen:

95Vt Yno / d? K*(1—B(=k?)
P? 812 —k2 (1 — B(—k2))> + A%(—k?)

( ((pQ F R+ M2 — (P24 K2+ MZ)\/(pQ + k2M2)2 — 4p2k2 2)
o _
4p2k?

B(p*) =

(° + 12+ M?) — \/(p° + M) — dp°k?

—(a = 1) M? e

—(a—1)M? !
2\/(])2 + k2 + M?)2 — 4p2k>2

(4.60)

*Man muBbeachtengdaRim Nennervom Propagatoder Term~ aM?2 durchM?2 ersetzist.
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Fur A(p?) findenwir entsprechendyennwir Gleichung(C.50)-(C.54)oerticksichtigen:

2 A2 2 2

95Ym, Y) k“A(k
A(pQ) = A HQHRO dk’ 2(1 _ 2(2) 2(1.2
&7 0 k2(1 — B(k?))? + A2%(k?)

2 k.? M2 o 2 k.? M2 2 _4 2k-2
((3+a)p+ + V(P2 + k2 + M?)2 — 4p

4p?k?

—(a—=1)

MZ(pQ + k'2 + MZ) M2
+(a—1)—
A4p?k2\/(p* + k2 + M?)? — 4p°k? Ap*k

(4.61)

Wennwir unsdie Gleichungern(4.61)fir A(p?) unddie Gleichung(4.60)fur B(p?) im Grenzall
M? — 0 betrachtenfindetman:

B?) =LYYo /A2 i’ RQ-BFE) < PR 1)
PP Jo 1677k (1- B(R) 4 A2(k2) - \max(p®, A7) (4.62)
A(p?) _9n Y Yiino /A2 dk? (3 + ) A(K?) k?
167 k(1= B(k?))? + A2 (k) max(p?, k?)

Wie mansieht,nahertman hier im Grenzll verschwindendeMasseM, wegender gleichen
Polstruktur denmasseloseRall fur B(p?) an.Trotzdemsiehtman,damanin Gleichung(4.60)
nurim Grenzéll M — 0 dasErgebnisB(p?) = 0 derLandauEichungfindet.Im Fall M # 0
ist der Anteil der Wellenfunktionsrenormierung(p?) ausGleichung(4.60),derin derLandau
Eichungnicht verschwindetproportionali/2.

Zusammenfassung

Wie wir in diesemAbschnittgeseherhaben,ist es nicht mdglich, die einfachenErgebnissen
dermasselosepguenchedainbonv” Naherungauf denmassvenFall zu verallgemeinernDabel
wird die aul3egenvohnliche Stellungder Landau-Eichungn demmasselosefkall klar. Diesen
ZusammenhangommentierteA. CohenundH. Geogi sehrtreffendwie folgt*: “Miraculously,
thelntegralin the secondequationvanishesiponangularintegration“ ([CG89]S.9Absatz3)

*Mit ,secondequation“ist die Gleichungfir die Wellenfunktionsrenormierungg(p?) (4.12)im Fallea = 0
gemeint
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4.3 Ausblick

EineweitereVerbesserunderNaherungst die VerbesserundesAnsatzesur denVertex. Dabei
gehtmanzumFindenbessereAnséatzefur denVertex wie folgt vor.
Man driicktdenVertex I'* wie folgt aus:

ST _ uv C]“C]U Jp—— q“q”. v . _
Driicken wir denVertex ganzrechtsmit Hilfe der Ward-Takahashidentitat(1.83) aus,finden
wir:

N N 712 M TV ﬁ -1 -1
4o, ) = (9 = T ) 0.0 + 1% (570 - 57 0) (4.64)

DieserVertex erfullt nattrlichdie Ward-Takahashidentitat. Interessanist, dafmandentrans-
versalervektor { g"* — q”q—? il (p, k) durcheinenbeliebigentrans\ersalenvektorI'.(p, k) er

setzerkann,und dieserauchdie Ward-Takahashidentitaterfullt. Man muf3nur daraufachten,
dafl’diesertrans\ersaleVektorI'}.(p, k) auchdie Ward Identitat(1.84)erflllt.

Mit diesemKonstruktionsprinzigst es also moglich eine Vielzahl von verbesserteVertices
zu konstruieren Eine besonderschdneUntersuchungnit einemsolchenverbesserteivVertex

wurdevon D. C. Curtisund M. R. PenningtorfCP92 und [CP93]vorgenommenDabeiwurde
in [CP93 mit numerischeMethodergezeigtdallmit demverwendetelessereNertex Ansatz,
die kritischeKopplungunabhangigon dergewahltenEichungist.

Naturlichfuhrt die VerbesserungesVertex zu einerwesentlichkomplizierterenRechnungdie

analytischnicht zu I6senist. AusserdenbendtigtmanzuséatzlicheArgumenteauseineribege-
ordnetenTheorie,um zu entscheidemvelchentrans\ersalerivektorwir bevorzugen.



Kapitel 5

Untersuchungder Leptonenmasse

Wie bereitsim Abschnittl.1.5erwahntmuf3die Basisder Neutrinomassenzustande, v, und
v3, nichtidentischmit der Basisder Flavorzustande,, v, undv, sein.Nehmenwir an,dafl3wir
denZusammenhangwischerdenbeidenBaserdurchfolgendeeinfacheBeziehungoeschreiben
kénnert:

3
va) = 3 _Usilwi) (5.1)

Zur Zeit gibt eseine Vielzahlvon verschiedenenumerischerParametrisierungeder Massen-
matrizenU,, fur Leptonen,entspechender Kobayashi-Maskaa Matrix fur die Quarks,um

die verschiedenekrgebnissaler Neutrinoexperimentedie wir kurz in Kapitel 3 betrachteha-

ben,konsistentzu betrachtenAls Ansatzwahlenwir ein einfachedModell ausdemArtikel von

T. OhlssorundH. Snellman[OS99]bei demmanvon folgendenAnnahmerausgenht:

e Manbetrachtetdrei Flavor
e ManvernachlassigeinemoglicheC P Verletzung

= Cabbibo-Kobayashi-Maskaa Matrix derLeptonenist reell

= Esgenugereur Beschreilnng der Losungendrei Mischungswinlel 615, 853, 613 und
zwei Massenquadratd#renzenAm? und AM?2.

e KeineBerucksichtigunginesmoglichenNeutrinoloserdoppelterBeta-Zerélls

= Die Neutrinosbesitzenwie die geladener_eptoneneinen Dirac-Massenternund
keinenMajorana-MassenteriiMaj37].

*Im folgendenlauft derindex « Giberdie Flavor Zustdndeundderindex ¢ bzw. j Gberdie Masseneigenzustande
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e Die positiven ErgebnissedesLSND-Experiment§AAB 96, AAB *98] Experimentsfiir
NeutrinooszillationerzwischenElektronneutrinaund Myonneutrinobzw. derenAntiteil-
chenwerdennicht bertcksichtigt.

e Estritt keinmel3bareMSW Effekt [MS86, Wol78] in der Sonneoderder Erdeauf.

¢ MaximaleMischungzwischendenMasseneigenzustandenundwv,, maximaleMischung
zwischendenMasseneigenzustandenundr; undkeineMischungzwischendenMasse-
neigenzustandem unduvs.

e ZurBeschreibbngdeskamiokandeErgebnissefiir hochenggetischeatmospharischeu-
trinosverwenderwir denAnsatzdaRAM? = m2 — m3 ~ 1eV? ist.

e Die zweiteMassenquadratdérenzAm? = m3 — m? legenwir nicht fest.

Wir erhaltenalsofolgendeCabbibo-Kobayashi-Maskaa Matrix fir Leptonen:

VO
u=|-t 1\ 52)

1 1
2

Betrachterwir jetzt die Lésungdie wir in dermasselosequenchedainbav Naherungm Ab-
schnitt4.1.2gefunderhabern:

Mayn _ = /oGt
4A (5.3)

)‘Q(g) ~ g%IYHLYHRO

Wie wir mit unsereiSchreibweisandeutenhangtdie effektive Kopplung)\ (g) vonderFamilie
(Parametel) unddavon ab,ob essichbei denTeilchenum Neutrinosodergeladend.eptoner
handelt(iIndex ® € {v, }).

Wir werdenjetzt versuchemit Hilfe der bekannterMassender geladenen.eptonen[PDG98]
ein Massenschemtiir die NeutrinosentsprechendufzubauenDabeisind die Ergebnisseab-
hangigvon der Massenskala\ die wir wahlen.Da wir jedochnur an qualitatven Ergebnissen
interesiertsind ist diesnicht weiter von grof3erBedeutungDie folgendeTabelle5.1 zeigteine
mdoglicheLosungfir die geladenereptonen.

Um eineL6sungfur die Neutrinoszu findengehenwir jetzt wie folgt vor:

*Wie wir geseheraben besitzeralle Lésungemualitatv dasgleicheVerhalten sodaf3die Ergebnisseinfach
zu Ubertragersind.Im Prinzipentsprichtdie 1/4A¢ (g) — 1 im wesentlicherder effektivenKopplungin der Nahe-
rungendesintegralsin Abschnitt4.1.1.Die Division durch4A bietetsichan,um die Rechnungzu vereinfachen.

tAls Index fiir die Geledenern.eptonerverwenderwir ein Leerzeichen.

IDie Rechnungemvurden,wegender Rundungsfehlgimmer mit genauereertendurchgefiihrt.
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Lepton| Masse Dy 4 (g) — 1| Mg)
e 0,5 MeV 1-10720 0,068 | 0,2512
1 106 MeV | 2,1-1078 0,077 | 0,2515
T 1777 MeV | 3,6-10"17 0,083 | 0,2517

Tabelle5.1: Geladend.eptonenmasskir A ~ 102 MeV

e Wir wahlendenMassezustanth; = 1eV.

= DerzweiteMassenzustanoh, muf3sehrviel kleineralsms sein,damitdie Differenz
AM? = 1eV ist.

e Wir berechnemlenWertdereffektivenKopplung), (3), derzur Massems = 1 eV gehort.

e Wir nehmeran,dal3die VerhaltnissalereffektivenKopplungemurvondenGenerationen
abhangenundnichtdason, ob essichum geladend-ermioneroderNeutrinoshandelt.

A() _ A(9)

Q) AG)

e Wir ermittelndasVerhéltniszwischendenGenerationetir die geladenerLeptonenaus
derTabelle5.1undberechnemamitdie WertederKopplungerfur die Neutrinosderande-

ren Generationemit der festgelgteneffektiven Kopplung, (3) fir denMassenzustand
ms.

(5.4)

FolgendeTabelle5.2 gibt die ErgebnissalieserRechenschritteviedet

Lepton | Masse Tdun a0,(9) =1 | M(9)
V3 1 eV 2.10 % 0,053 | 0,2507
Vs 2-10% eV [4,6-10 2 0,044 | 0,2505
2 5-10731 eV | 9,9-10757 0,024 | 0,2502

Tabelle5.2: Neutrinomassefiir A ~ 102° MeV

Die absolutenWerte besitzennatirlich keine Bedeutung.Damit man ein Geflhl fir die Ab-
hangigleit von A bekommt, habenwir in der folgendenTabelle5.3 die Rechnungmit einem
groRererMasseerhaltnis nocheinmaldurchgefiuhrt.

*In etwa derBereichderPlanckMasseMpjanck
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Lepton| Masse Ddun dAe(g9) — 1 | Ao(9)
e 0,5 MeV 1-1072 0,053 | 0,2507
7 106 MeV | 2,1-10"% 0,058 | 0,2508
T 1777 MeV | 3,6-107% 0,061 | 0.2509
V3 1 eV 21032 0,043 | 0,2505
Vs 2-107* eV | 7,7-107% 0,039 | 0,2504
121 3-1072%0 eV | 6,5-10746 0,030 | 0,2502

Tabelle5.3: Leptonenmasseiiir A ~ 102 MeV

Wir habergezeigtwie mandurchdie Wechselirkung mit einemweiterenEichbosoreinedyna-
mischeMassefir die Leptonenfindenkann.Wennmanjetzt von der AnnahmeausgehtdalRdie
Verhéltnisseder Massenzwischenden Familien fir Neutrinosund geladeneriLeptonengleich
sind,ist esmoglichrealistischeMasserfur die Neutrinoszu finden.



Kapitel 6
Reslmee

Wir habenim Teil | ,Beschreilung der Grundlagen“das StandardModell um eine abelsche
Eichgruppeerweitert.Im Teil 1l ,DynamischeMassengenerierunfr die Leptonen“habenwir
gezeigt,wie manmit Hilfe derdynamischerMassengenerierundylasseflr Leptonenerhalten
kann.Die absolutenZzahlenwertesind nicht wichtig, sondernnur die grundséatzlichevidglich-
keit dasProblemzu I6sen.Die einzigeEinschrankungdie wir fanden,ist in der,masselosen
guenchedaainbonv* NaherungdasAuftretenderkritischenKopplunge..

Man sieht,daldmanim Vemgleich zur EinfihrungdesHiggs Bosonim Standardviodell nichts
gewinnt. Auch der Prozessder dynamischerMassengenerierungn der in dieserArbeit be-
schriebeneiVeise fuhrt dazu,dalRjedeMassedurcheineneigenerParametebeschriebemvird.
Diesliegt darin begriindet,dafdwie wir in Abschnitt1.2 gesehernabendie Kopplungerrelatv
zueinandem diesemModell keinerBeschrankunginterliegen.

Esist abernochzu bertcksichtigendaRwir nicht die kompletteTheorieentwickelt haben.So
habenwir die Fragewelche Teilchendie Rolle der Namhu-GoldstoneBosoneniibernehmen
unbeantwrtet gelasenMoglich ware, daldwie beim Higgs-Mechanismu2.1.2, die Namhu-
GoldstoneBosonenvom physikalischenTeil des Spektrumsabkoppeln,oderwie im Fall des
Namhu-Jona-LasinidModells 2.1.4,BifermionenFelderdieseRolle libernehmen.

Bei demVersuchdie Theorieauf Quarkszu verallgemeinerniretenwegender starken Wechsel-
wirkung unddem,confinement”,weitereProblemeauf. DieseProblemdiihrendazu,dallin den
meistenArbeitendie Quarkswie die Leptonenbehandeliverdenund nur die Kopplungdurch
eine laufende”Kopplungerstetztwird.

Die LosungderDyson-SchwingeGleichungfir die BosonerfihrtwegenderLeptonen-Schleifen
(Loops)zu erheblicherProblemengdadie Kopplungemichtasymptotischirei sind.Selbstwenn
esmdoglich wére, diesesGleichungfir die Bosonenzu l6sen,habenwir in Abschnitt4.2 an-
gedeutetzu welchenProblemenein Massenternfir dasEichbosonin der Dyson-Schwinger
GleichungderLeptonenfuhrt.

Die wichtigsteFrage,die in der Zukunft beantvortetwerdenmuf3,ist, welcherVertex die Natur
ambestemapproximiertWie wir in Abschnitt4.3 gesehemaben)egt die Ward-Takahashlden-
titat dentrans\ersalenAnteil desVertexesnicht fest. DiesenAnteil desVertexes mufd manmit
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Hilfe anderefUberlegungenfestiegen.In diesemZusammenhangtehtauchdie Frage wasdie
LandauEichungin der,massenlosenquenchedainbonv* Naherungauszeichnet.

Zum AbschlulRdieserArbeit kannmansagendalResunsgelungenist, zu zeigen,wie der Pro-
zelRderdynamischemMassengenerierung einereinfachenErweiterungdesStandardModells
einzufuhrenst. Dabeihabenwir Massefur die Leptonenjnsbesonderdie Neutrinosgefunden.
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Anhang A

Allgemeine Notationen und Konventionen

In dieserArbeit verwenderwir dasnaturlicheEinheitensystermit 7 = ¢ = 1. Die Umrechnung
aufdasexperimenteligebrauchlicheregs—Systenerfolgt wie folgt:

1 MeV = 1.602 - 10 %erg
1 MeV™' = 197.328 - 10~ ¥cm (A.1)
1MeV ! = 6.582-107%%5

A.1 VerwendeteSymbole

TabelleA.1: Notationenund Konventionen

Symbol

Bedeutung

EuleKonstante
TermederOrdnungx

entspricht

a,b,c,--- € {1,2,3}
750 7% U
750 7% U
T1, T2, T3

Vi

€ {0,1,2,3}
€{1,2,3,4}

Vs

romischelndizes

griechischdndizesin Minkowski Metrik
bzw. in euklidischeMetrik
Pauli—Matrizen

Dirac y—Matrizen
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Symbol Bedeutung
0= 9,0* D’Alembert Operator
Oy LN
V=(Z, 2, ) Divergenz
f h.c. Hermiteschkonjugiert
€uvep Total antisymmetrischefensor
Tr(...) Spur
max(...,...) Maximum
[oo,.-] Kommutator
{..,...} Antikommutator

Matrix, die ausUntermatrizehaufgebautst

MetrischerTensor(Minkowski Raum)

A.2 RelativistischeNotation

A.2.1 Dirac-Algebra im Mink owski Raum
Kommutatoren:
s Wl = YV + Y Vu = 290
O = 50 (A2)
{757} =0

*Die DimensionderUntermatrizermufRnicht gleichsein
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Kontraktionen

Ty =4
Y55 = 1
Yu #YV = —2a
Yu & Y* = 4ab

dkd=2dkq—q" K

Projektionsoperatoren
1 1 1
(1 =y)=(1 =) ==(1—
2( 75)2( ) 2( )

1 1
—(1 — —(1 =0
2( ’75)2( +7s)

Berechnundgspuren
Tr(a) = 4a
Tr(d) =0
Tr(vuv) = 49
Tr(o,) =0
Tr(ds do- -+ fons1) =0

Tr(dy do -+ don) = » (—1)*arar Tr(dy - -+ ghon)

EinespezielleUmrechnung:

2p.(p—k)k.(p— k) -

p—k)’pk=20p"—pk)(kp— k) — (p” — 2p.k + k)
(P*k.p — p*k* — (p.k)* + k*k.p) — (* + KD)p.k + 2(k.p)?
(P> + k*)p.k — (0> + E*)p.k — 2p°k>

>+ k*)p.k — 2p°k?

Il
() [\D/—\

—

A.2.2 Pauli Matrizen

[TZ’,T]'] = 2i€ijk:7—k:
Tr; =0; detr; =1

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A.7)

(A.8)
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Darstellung:

A.2.3 Gell-Mann Matrizen

[)‘aa Ab] - 2ifabcAc

(A.9)
TrA,=0; detA, =1
Darstellung:
01 0) (0 —i 0 10 0 00 1
M=1100, d=]i 0 0], 3=(0 -1 0|, M=[00 0],
00 0 \0 0 0 0 0 0) 10 0
00 —i) (00 0 00 0) 10 0
1
A5 = , Ag = 11, A= —i], As=—F4 1
s=10 0 0 s=0 0 r= 00 <ifs A=—zlo1 0
i 0 0) \0 1 0 0i 0) 00 —2

A.3 Feynman-Regeln

Die Herleitungder Propagatoreerfolgtin Kapitel 1.3 mit Methodender Pfadintegralquantisie-
rung.

Fermion

#(1-B(*)+A(p?)
) pa-mryrr e

Fermionpropagator  iS(p) = 5. ;505 2(p) = A(P®)+ #PB(?) —
(

Fermionpropagator  iS(p) = ﬁ(—l)% —_——
(frei)



A.4. RECHENREGELN GRASSMANNALGEBRA 81

U(1) Eichboson

EichbosorPropagator D, = —5- iy (gw, + (o — 1)#{%2)) A~

Eichboson Propagator iD,, = — 5 <gw, + (o — 1)k2'“_“fj”w2> ARAAARA
(massv, quenched)
Eichboson Propagator iD,, = —3- - (g,“, + (- 1)’“‘,;’5") o~~~
(masselosguenched)
U(1) Eichboson- Fermion Vertex
Vertex il %)
Vertex (,rainbow Nahe- i(27)%y, o
rung®)

A.4 RechenrgelnGrassmannalgebra

Esqgilt fir zwei GrassmarvariablenC;, C;:

f(Cl, 02) = ag + 0,101 + CLQCQ + 61,30102 (All)
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Differentationvon links:

oL f(Cy, C
f(afllﬂ =aj + a302
ot f(Cy, C
or or
= (016—01 + 8—0101>f(01’ Cs) = f(Cy, Cy)

L L L
o, OV Jo ol
ac; ac;’ aC;

Integraldefinition(dC; seiGrassmarwvariable)

/dCiCizl /dCi=0

Integrationund DifferentatiorfiilhrenzumgleichenErgebniss

aLf(Cla CZ)

/dolf(cla 02) = 801

(A.12)
(A.13)
(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

BeidenhieranggebenermRechenrgelnhandeltessichum VerallgemeinerunderRechenrgein

fur Grasmanwariablenauf grasmannwertigéelder

{C(2),Cly)} =0

oVEC(x)
acw) 6(z —y)

/ dC(z) = 0 / dC(2)C(z) = 1

FireineMatrix A undzweigrasmannwertig€eldera unda gilt:

/ dado e = det A

A.5 Ward-Takahashildentitat

Furdie allgemeineHerleitungsieheKapitel 1.3.4.
i(p, — k,)T* =iS7'(p) —iS~" (k)

Rainbav Naherungl'* = i(27)4y#

P— K=AQPp") - A(K*) + (1 - B(p*) ¥— (1 - B(k)) K

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)
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A.6 Wick Rotation

Bei der Definition der Lagrangedichtem Minkowski-Raumwird ein Term ~ —ie addiert,um
die Singularitdtender Propagatorervon der reelenAchseins komplexe zu verschieben.Zur
Berechnungvon Integralenist es notwendigdie Integrale von dem Minkowski-Raumin den
Euklidischen-RauniiberzufihrenDabeiwerdendie Komponentenm Euklidischenim Allge-
meinenvon 1-4 durchgezahlt.

Man fihrt eine Drehungin der komplexen Ebene,die keine Singularitatendes Propagators
schneidetyie folgt durch[Wic54]:

¢° —iqauigisch

4" —Geukidisch

¢ — - qguklidisch
d*q —id* Geuxidisch

(A.24)

Die Integrationim Euklidischen-Raunerfolgt einfachiiberdenR*.

A.7 Fierz ldentitat

Betrachterwir eineorthogonaleMatrix-BasisB# im RaumM dern x n Matrizen M mit Ska-
larproduktTr(M; Ms). Esgilt also:

Tr(BAB%) = 1464¢ (A.25)
Aus derVollstandigleitsrelatiorfolgt dann:

1 .
Z <ﬁ) BA Bi =66 mit{m,n,i,k} € {1,2,...,n} (A.26)
A

Also findetmanfur M, L € M

1
My Ly = Z <Z_A) (MB*L)m B}, (A.27)
A

DieseGleichungist die allgemeineFierz ldentitét.
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Anhang B

NebenrechnungenKapitel 2

B.1 NebenrechnungGoldstoneModell

In dieserNebenrechnungereinfachenwir denAusdruckfir dasPotentialV_ in denVariablen
¢1 und¢,. Beachten? = “—;

2

Vo(prp0) = =5 (e +0)" +¢3) +

5 ((go% +v)° +go§)2 (B.1)
+

Mit Hilfe einerquadratischeirganzungerhaltenwir:

A 2 2
Voo =5 (A 40+ -0) =) ®.2
A 2 2 2 4
=1 ((gol + @5 + 20(/)1) Y ) (B.3)
A
= 7 (91 + 20705 + 4ot + 5 + 401} + 40°p] — v
A 2
= 7 (£ +03)" + 4001(63 + 03) + 407} —0*)
A A
=7 (01 +¢5)" + 01 (6] + 03) + WPt — To!
Wennwir jetzt wiedero durch\% ausdriclken,erhalterwir:
Ve(ors ) = 6% + () 2 () — B4
’ VA 4 ZD)
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B.2 Nebenrechnungabelschediggs Modell
Die AbleitungenD,,¢'(z) D*¢(x) werdendurchdie neuenFelderp(z) unda(z) ausgedriickt.

(8,6(x))10(2) =%au (plz) @)’ %aﬂ (plz) @) (8.5)

=2 () Bup(x) + pla) (~i) e ) B,0(2))
() 9,p(z) + p(z) (i) ) 9 a(x))

:% (Oup(z) = ip(z)duc(x)) (8" p(2) +ip(2)0" o(2))

(0,0(2))!6(x) =3 0,p(2)3" p(z) + 1 p*(2)D(x)¥a(z) (.6)

(D, 6(2)) D 6(2) = —= (8, — igA,) p() =)

—
tQD
)
—
8
(o)
=
)
—
8
~—
I
hS
N
&
2
Q
—~
&
(o)
=
2
&

(Oucr(z) + gAu) (0"a(z) + gA"))  (B.8)

Jetztdrickenwir nochdasPotentialV (¢(z), #(z)) durchp’(z) aus.Beachtedaso? = “A—Z und
p'(z)p(z) — vist.

V() =2 (4 (@) + o) = 2/ (2) +0)* ®.9)
)+ g (@) + Lot
- % (@) + 10" (@) + 6% (@) + 40" (a) + )
2 3 4 3 4
=@ + D) + 55 - 20" @)~ VAud (@) — o0 () - T @) - 4
4
V(0 (2)) =2 @) — ) VA @) - (B.10)
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NebenrechnungenKapitel 4

C.1 Umformung Integral

Wir werdenunsim folgendemmit allgemeinereuklidischenntegralender Form

/ d'k f(p?, k? k)—/oo dr” kQ/ﬂdGSinQ(G)f( ’ k* pkcos®) (C.1)

(27T)4 p I ’p‘ - 0 (27_‘_)3 0 p I ﬂp "
R4

beschéaftigenZuerstbetrachtenvir dasreineWinkelintegral folgenderspeziellereinfacher~orm

mit z,y € Ny:

g . 5 o g (—2pk cos ©)% sin?(O)
= 2

/0 dO sin”(0) f (p*, k*, pk cos ©) /0 do® 7+ K2 — 2ph cos(©))7 (C.2)
Die allgemeing~orm derIntegraleist alsowie folgt zu beschreibeifin unserentall ista > |b|):

) [ (beos(®))" sin?(©)
I (a,b) -—/0 d® (a + bcos(©))v

mita = p? + k* undb = —2pk

(C.3)

Bei dieserWahlist ¢ > [b|. Man kannjetzt fur z, y Rekursionsformelfinden.Wie mansofort
siehtgilt fur y > 0 beifestemx:

1
Iy i(a,b) = — gaalj(a, b) (C.4)

Zur ReduktiondesGradesr im NennerkannmanfolgendenTrick verwenden:

bcos(©) = (a+ bcos(0)) —a (C.5)
A
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DerAnteil A dervorigenGleichungentsprichgenawdemNennerderintegralevomTyp 7 (a, b)
ausGleichung(C.3). Mit diesemTrick kdnnenwir Integralemit z > 0 im Nennerimmer auf
eineFormabhangigvonx — 1 bringen.

- (™, (bcos(©))"sin*(O)

Iy(a,b) = /0 O heos(0))

™ ((a+bcos(O)) — a)(beos(©))* ! sin*(O)

= /0 40 (a + bcos(©)) (6
™, (bcos(©))* ! sin*(O) ™ _a(bcos(©))* !sin?(O)
_/0 O heos(@))v] _/0 O hoos(@))y

Man kannalsofolgendeRekursionsformeiir x, y > 0 ablesen:

2(a,b) = 1.7V — aI{®= (C.7)

FurunsereRechnungemgenigtes,wegender BeziehungerfC.4) und (C.7), die Werteder Inte-
gralel{(a,b) undI?(a, b) zuberechnenkurdasintegral I3 (a, b) findetman:

1%a,b) = / dO sin?(O) :g (C.8)
0
Die BerechnungdesIntegrals I?(a, b) ist komplizierter Die Winkelintegration fiihrt man am

besterwie folgt ins Komplexe Uber:

O~ t=¢e®
@y
do
d@zidt

it

Die Integrationsgrenzegeheniberin die IntegrationtiberdenEinheitskreis
| =21
0 2
C
Die Funktionenm Zahlerund Nennerdriicktmanwie folgt aus:
1 1
in(@)=—(t— -
sin(O©) 21( t)
1 1
O)=—(t+-
cos(©) 5 ( + t)

1 1
a+bcos(®) =a+ 51) <t+ ¥>

1 1, 1
=~ (ta+ =bt* + b
t<a+2 +2>
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Wir erhaltenalsoflr unserintegral:

-mmsz%@J@mﬁ_:%flﬁ (22— 3

a+ bcos(O) it 1(ta+ 3bt* + 3b)

C
: o1y (C.9)
= —fdt%
8 ta+§bt2+§b

C

Mit Hilfe desCauchyintegralsatzes ¢ d¢ f(¢ Zl | Res[f(z), t;] findetman:

ifﬁ—ﬁiii— QmEZMs—ﬁt;L—t] (C.10)
8 ta + $bt% + b 8 ta+ 2417 '
(&
wobeidie Summeliberalle Residuert; im Einheitskreigyebildetwird. FolgendeSingularitaten
derFunktionsindfir unsereRechnungnteressant:
to=0

—a+ Va2 — b2 (C.11)

t1o= b

Wennwir beachtendal

a=p>+k*>0; b=—2pk <0

b 2
a? b2
——1= - = <
V5 —1=Abs (5)/1- 5 < Abs(3)
findetmart:
aF Va2 —b?
ho=—""7"—"" (C.13)

0=t <t <1<t<t

Wenn man sich den Integrationswe in der komple<en Ebenein Abbildung C.1 auf Seite 90
ansiehterkenntman,daRnur die Polstellenbei t; = Y2~ undt, = 0 innerhalbdesEin-
heitskreidiegen.Man findetalsofir die Residuen:

(t—1) a
Res | e = 1

e[ (t— 12 ]_4 P
ta+ Sbt? + 1b’1 -

(C.14)

*Man muf3beachtengdafl3b < 0 ist!
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Im

Re
Abbildung C.1: ResiduunderFunktion
unddamitfur dasintegral
i sin?(0) a—+va*—b?
= A
/0 d®a + bcos(©) 4 b? (C.15)
bzw. durchp, k ausgedriickt:
g sin?(©) 1
= A
/0 Cl@p2 + k% — 2pk cos(©) ™9 max(p?, k?) (€.16)

Zusammenrdssendhaberwir alsofolgendeRechenrgelnbzw. speziellenNertefir die Integrale
gefunden:

*Wir drickenaucha, b wiederdurchk, p aus.
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T 1 T
Iy (a,b) = —gaafy (a,b)

I?(a,b) = I7{(a,b) —al} '(a,b)

y—

Ra,b) = I = / dOsin?(0) =
0

N[N

I(a,b) =

/”de sin?(©) _7Ta—\/a2—b2
0 a+bcos(©) b?
/” ] sin?(©) 1
=T
0 p? + k? — 2pk cos(©) 2 max(p?, k?)

(C.14)

C.1.1 SpezielleRechnungmasselosefall

Man findet alsofolgendeWinkelintegratiort ausGleichung(4.9) von Seite54, wennmanp, k
durcha = p? + k? undb = —2pk ersetzt:

(p—k)? (p — k)2

—/0 d@% (—bcos(@) = a—i—O;)c_oi(@) <_§b cos(0O) + %)) (C.15)

=~ 1@t + (0= D2 (@) ~ (o~ 1)L Ba,b)

Bo(a,b) = /0 " g0 S°(0) <2p.k _a-l (K +p*)kp+ 2p2k2)))

Mit Hilfe derUberlegungenausAbschnittC.1unddenRechenrgeln(C.14)findetman:

1 1 2a 1
0 _ _ 0
Iy(a,b) = — (b_2 - §m> = mﬂ (a,b) (C.16)
I1(a,b) = I)(a,b) — al}(a,b) (C.17)
a
I,(a,b) = I}(a,b) — al3(a,b) = I} (a,b) — mf?(% b) (C.18)

*Die wir mit Ze (a, b) bezeichnen
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Man erhaltalso:
__q0 0 a0 a 0
Fo(a,t) =~ B(a.0) +arda ) + (0= D (1ad) - —=rton)
b 0

—(a—1) (mﬂ (a, b))
=~ 1%a,b 1)21%(a, b D= poa
=—1Iy(a,b) + (a+ )5 1(a,b) — (o — )m 1(a,b)

2 _ 2 _ K2 _ 2 _ K2
- (_1 +(a+1)— Lo/ e 1 > ' )>
1

7r a® — av/a® — b2 ava? — b2 — (a® — b?) (€.19)
=— -1+ (a+1) —(a=1)

2 b? b?

s b?

a’ — ava? — b? a’ — ava? — b?

+ (14« 2 —1-a) 2 >
T 2a2 —ava? -0 .
2 iz

wennmanjetzt die Winkelintegration%e (a, b) wiederdurchp, £ ausdrickterhaltman:
2 2
PBo(a,b) iga (2%(1)2 + k* — Abs(p® — k%)) — 1)
P (C.20)

m (p* + k?)
SNy i |
2 \max(p?, k?)

C.1.2 SpezielleRechnungmassver Fall

Im MassvenFall &ndermsichdie Rechenrgelnbzw. speziellenVertefir die Integrale,wennwir
alle SchritteausdemAbschnittC.1 wiederholern wie folgt:

. A (bcos(©))* sin?(O)
I3 (a+ M?,b) ._/0 10, A+ beon(©))F (C.21)

*Zum bessereVerstandnisschreiberwir die Formelnfir a + M?2. Wir driickenaucha, b wiederdurchk, p
aus.
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€T ]' T
Iy+1(a+M2ab) = —gaaly(a‘i‘MQab)
IZ(a+M?b) = IT"[(a+ M?b)— (a+ M>*)I;" (a+ M?,b)
a+M2%b) = 13:/ d@sinQ(G):g
0
T 2@) a+M2_\/(a+M2)2_b2
I°%a+ M2, b :/d@ sin”( -
t(a+ M%) 0 a+ M?+ bcos(O) 4 b?
=~ T
4p2k?

(C.22)

Man findetalsofolgendeWinkelintegrationt ausGleichung(4.49)von Seite63, wennmanp, k
durcha = p? + k? undb = —2pk ersetzt:

sin?(0©) a—1

BY (a,b) :/OW do TENAEESTE (Qp.k " kPt all (((K* +p*)k.p+ 2p2k2))>

g sin?(©)
_/0 d®a + M? + bcos(©) (—bcos(@)

B a—1 —ab (6)_‘_@
a+aM?+bcos(©) \ 2 o8 2

BeiderweiterenBerechnungnufdmanbeachtengdal3wir im GegensatzudenNebenrechnungen
im masselosehall C.1.1im massvenFall folgendePolstellerhaben:

(C.23)

t():O
ve  —(a+ M?) £ /(a+ M?)? - P
tip = b (C.24)
jaM? _ —(a+ aM?) £ \/(a + aM?)? — 2
12 =
b

mit denPolstellendefiniertwie folgt:

1. 1

ib( M2+ (a+ M)ty + b=0
X 2 (C.25)
5b(t‘f‘fz&ﬂ)2 + (a+ aM?)ed” b=0

*Die wir mit BY (a, b) bezeichnen



94 ANHANG C. NEBENRECHNUNGEN KAPITEL 4

Die Uberlegungenzur Lageder Polstellengeltenentsprechendemmasselosefall, und somit
misserwir t,, tM” und t2™” beachtenZum vereinfachender Nennerbenutzerwir folgende
Beziehungen:

1 1
5b(t{”z)2 + (a+ aM?) M + Sb=(a- 1) M2
]_ 2 2 1 2 (C26)
5b(tf‘M )2+ (a4 M) M + 5= —(a — 1) M?*eM

Unter Berucksichtigungder Definition (C.21) und mit Hilfe unsererRechenrgeln (C.22) und
BeziehungC.26)fur die Nennerfindetman:

@g(a, b) = — I (a+ M?b)

(a — 1)% 1 2 (o — 1)% 1 2
PEETE {\/{211 (a+ M=,b) + (o — M2 I (a+ aM*,b) (C.27)
2 2
(@ —1)° (o — 1)%

- 22MZI?(CL+M27b)_
(o —1)M?t
1

BY (a,b) = — If(a+ M?,b) + (a+ M*)I{(a + M?,b)

R 2 a 2y 70 2
+2M2t{‘42[°(a+M ,b) — 2M%W(MLM )I%(a + M2, b)
; 2 ¢ 2\ 70 2 C.28
_Wfo(a—i-a]\/[ ,b)—i—W(a—i-aM )Il(a—i-aM ,b) ( )
b? 1 10 M2 b 70 Y
_2M2 t{Mg 1((1;"‘ s )_t‘l)‘MQ l(a—{—a , )
M = a a 0 2\ 70 2
Be (a,b) = — (1— 20T + 2M2t§“M2>I° + (@ + M*)I)(a + M?,b)
a [a+M?* ) a+aM? )
SEIE ( T F(a+M ,b)—it%ﬂ/p I(a+ aM*,b) (C.29)
b? 1, ) 1, \
T oM?2 t{uzll(a*‘M ab)—tlllMﬂl(a—{-aM ,b)

Driickenwir die IntegraleI? auchdurcht” bzw. t4™” aus:

7Ta—l—onQ—\/aQ—bQ oV .

:WcH—MQ—\/a?—b?: t{”z

I?(a + M?)b)

I(a+ aM?b) = B L



C.1. UMFORMUNG INTEGRAL 95

Somitfindenwir:

+ M?
v _ (1o a T _a M
P (a.b) ( 2M2t{”2+2M2t?M2 T 0
; ) ) (C.31)
o a [ a+M n at+oaM™\ b (_z_i_z)
a2\ T b 22\ b b
" a a T _a+ M,
=(1- -
‘@9 (a’ﬂ b) ( 2M2t{\42 + 2M2t(11M2> 2 m b t].
T a M?  oM?
_(O‘_l)§W<_T+ b ) (C.32)
T wa [ 1 1 a+ M? ,p ZT @
2+4M2<t{‘42 th) e T
b
PM(a. b __T_ _1219 T
o (a,b) 9 (a )2b+4M2 a+M2—\/(a+M2)2—b2
B b (C.33)
a+aM?—/(a+aM?)? —b?
a+ M?*a+ M?—\/(a+ M?)? — b2
T b
2 1.2
T Tp°+k
o~ — — — —1)2=
;e 2k
_HTpQ—i-k2 2pk
AM?2 p2+k2+M2— \/(p2+k2+M2)2—4p2/€2
- (C.34)
p
p2+k2+aM2—\/(p2+k2+aM2)2—4p2k2)

p2 + k24 M2 — \/(pz 4 k2 +M2)2 — Ap2k2
4p?k?

+ 7 (p* + k> + M?)
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Betrachtenwir die Winkelintegration A (p?)

Betrachterwir jetzt Gleichung(4.52):

M . " 2 1 (p_k)2
o' (a,0) '_/o AOsin (6)(p—lc)2+M2 <4+(&_1)(p—k)2+04M2>

m sin?(0) a + bcos(h)
_/0 d®a+M2+bcos(0) (4+(a_1)a+aM2+bcos(0))

(C.35)

Die Definitionenund Rechenrgeln entsprecheigleichung(C.21)-(C.26) Bei derweiterenBe-
rechnungmiisserwir fiir denFall « # 0 die drei Polstellent,, t¥*, undt2™” beriicksichtigeh
Wir erhalten:

a
A3 (a,b) =410 (a + M?,b) + (a — 1) ((a BENYE I(a+ M?b)
a 0 2
T e DEeT Ii(a+aM?,b) (C.36)

1

+ I (a+ M?,b) +
(CM—]_)M2t{w2 1(0/ )

1 2

A3 (a,b) =410 (a + M?,b) + — ———=1(a+ aM?,b)

IO(a+M2 b) (C.37)

1 1
23" (a,b) =410 (a + M?,b) + ( ey aM2) L
M2t M2t (C.38)

1
v+ M20) + S li(a +aM?,b)

1 1

*Im Fall o = 0 ist die Singularitfittf‘fy2 eine hebbareSingularitat. Am Endeder Rechnunggebenwir das
Ergebnisfir a = 0 an.
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Bericksichtigemwir Gleichung(C.22)und(C.30)umdie Integraleauszudrtickn,findenwir:

M? 1 1
AN (a,b) = — 4x 2 +( _ >g+%_

; C.39
b M2geM* M (C.39)

T
b

b
 M2(a+aM? — \/(a+ aM?)? — b2)>

2 2 2 2 2 22 2.2
M PR M= /(PP + K+ M?)? — 4p?k
g (a,b) =4Am 1k

2pk
+2 Y

2 (MQ(p2 + k2 + M2 — \/(p® + k* + M?)? — 4p*k?)

(C.40)

2pk
M?(p? + k2 + aM? — \/(p* + k? + aM?)? — 4p21<:2)>
Betrachterwir jetztnochdenFall o = 0:

A (a,b)],_, =31%(a+ M?,b)

a+ M?*—\/(a+ M?2)? — b2
b2 (C.41)
P2+ K2+ M? — /(0% + k® + M?)? — 4p°k?
Y0
4p2k?

a=0

=37

=3



98 ANHANG C. NEBENRECHNUNGEN KAPITEL 4

C.1.3 Landau ahnliche Eichung
Bei derLandauahnlichenEichungsimuliertmandie Polstrukturder masseloseifiheorie.

m <2 e)
B (a,b z/ oS0
@((L, ) 0 (p_ k)2 + M2

) (C.42)
a p—
2p.k — K + p*)k.p + 2p°k”
<p (p—k)2+M2((( +p) p+2p )))
g sin?(0)
= [ do —bcos(©
/0 a+M2+bcos(®)< cos(©) (C.43)
— o=l —ab cos(©) + ® |
a+ M?+bcos(©) \ 2 2
Mit Hilfe unsereRechenrgeln(C.26)findetman:
1 1 2 M?
Blat w2 0) = (55— 5 20t
v Reylas Ay - (c.44)
. :
= I%(a+ M?b
V(o + M2)2 =2 i )
I (a+ M?b) = IY(a + M?b) — (a + M*)I)(a + M?b) (C.45)
L(a+ M?,b) = I}(a+ M?,b) — (a + M*)I3(a + M?,b)
a+ M? (C.46)

= I%(a + M?*b) — ID(a+ M?b)

Via+ M2z —p !

Man erhéltalso:
B5(a,b) = — I§(a+ M?,b) + (a+ M?) I (a + M?,b)

+ (a - 1)% (I?(a'i' M2= b) - \/(a+ MQ)Q — bzli)(a—i_ MZJ))) (C.47)

—(a—1) <2mlo(a b))

Wennwir jetztdie Gleichungwie folgt erganzenfindenwir:

#o(a,b) = —I§(a+ M?*b)+ (a+ M?*)I)(a+ M?,b)
~(a=1) (Gy (e, b) ;
+(a— 1)t (IO(a+ M?2b) — V#ﬁ[{)(a + M2,b)> (C.48)

—(a—1)M (I?(a—}-MQ,b) - \/%Il(a—i-Mz b)) }II
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Der Teil I derGleichungentsprichtgenauGleichung(C.19)der Rechnungm masseloseiieil,
nur daRwir a durcha + M? ersetzemussenWir kdnnenalsoeinfachunserErgebnistiberneh-
men.Betrachterwir jetztnochdenzusatzlicherTeil I1:

M2
(I{’(a+M2,b) - ot I(a+ M? b)) =

V0a+ M2z —p!
_ (a+M2 ~ V@t M= (a+M*)(a+ M — \/la+ M) —b2)> _
b2 b2y/(a + M2)2 — 2
_ (2(a + M2)\/(a+ M2)Z — 1% — 2(a + M?)? + b2>
b2/(a+ M?)? — 2

i (a+M?) —/la+ M?)2 -2 1
b2 2¢/(a + M?)% — 12

Damitfindenwir:

BE(a.5) =na ((a +M?)? — (a+ M?)\/la+ M2P =17 2)

b2

(o 1) (M%) (a+M?) =+ M2 -0 1

b? 2¢/(a + M?)? — 2

2 2 2\2 _ 2 2 2 2 2A12\2 _ 2.2
B (a,b) =ra (* + K2+ M?)? — (p* + K> + M?)\/(p” + M) — 4’k

4p?k?

(e~ 1)M27T(p2+k2+M2) _ \/(p2+k2M2)2 — 4p2k? (C.49)
4p?k?
1

+ (a—1)M?m

2\/(1)2 + k2M?2)2 — 4p2k?
Untersuchenvir jetztdie Massenfunktiony:

L " sin®(©) (»—k)°
o = [ 052 (14 00525 )

sin?(©) a+ bcos(©)
/ ea—i—Mz—i-b(:os(@) <4+(a_1)a+M2+bcos(@))

(C.50)
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Mit denRechenrgeln(C.44)erhaltenwir:

Ay (a,b) =4I (a + M?,b) + (o — 1)aly(a + M?,b) + (o — 1)1y (a + M2, b)
=41%(a + M?,b) + (o — Dald(a + M?,b) + (o — 1) I (a + M?,b)
— (0= 1)(a+ M) (a+ M?,b)

=(3+a)I{(a+ M?,b) + (o — ))M*IY(a + M?,b) (C.51)
M2
=@+ R (a+ M 8) — (o = 1) e R a M )
M? — M2)2 — 2
—(3+ )L \/(b;“f )
—(a—1)7 M? a+ M?—\/(a+ M?2)2 — b2 (C.52)
\/(a + M2)2 — 2 b2
2 _ 2\2 _ p2 2 9
() =3+ ayr M e MWy Mt M)
b 62\/(a+ M2)2 — 2 (C.53)
M2
L PR M = (PP B+ M?)? - 4p2R?
Ay (a,b) =am prege: .
M?(p* + k* + M?) M2 (C.54)
—(@=1)z + (- 1)r—
4p°R> /(P + B2 + M?)? — 4p°R? 17k
C.2 Berechnungmassve Naherung
d'k A(K?) 1
2\ _ _ 9,2
A(P") = = 395 Yu, Yige, / (2m)4 k2 + A2(k2) (p — k)2 + M2 (C.55)

Ersetzenwir jetztim Integral A(k?) durch A(p?) undwertendie Gleichungam Punktp? = m?
aus,dannerhaltenwir:

d*k 1 1
=—3¢5Yn,Y / C.56
m 391 ¥, Yt ™ (2m)* k2 +m? (p — k)% + M? ( )
Wennwir jetzteineFeynmanParameterisierundurchfihrenemibt sich:
3¢5 Yy, Y, /d4k /ld L (C.57)
m=— m i (07 .
Gt o™ [ omyd [ Y= am)? + (1 — a2)m? + aM2)?
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Tauscherwir jetzt die Integrationsreihenfolgend ersetzerdie Integrationswariablek — &' =
k—am

d4k’ 1
- _ 3gHYHLYHR®m/ da/ T (L af)m? 5 adl)? (C.58)

Druckenwir dasintegraljetztdurcheinedimensionslosintegrationslonstante: = ’CM' ausfinden
wir:

d4k 1
= — 395 Y, Yap,m / do / e Y VT (C.59)

Wertenwir daslntegralmit Hilfe derdimensionaleiRegularisierungC.2.1ausundbeachtendald
dersinguléareTerm~ 47 fir w — 4 durcheinengeeigneteriKompensationsterrou beseitigen
ist. Wir findenalso,wennwir insbesonder&leichung(C.72)berucksichtigen:

39%]'YHLYHR® ! m2
~—= = Y 1 1— — C.60
m ()2 m/o dalog | ( a)M2+a ( )

Die « Integrationkannzwar ausgefuhriverdenfihrtaberzueinemundbersichtlichenkrgebnis.

C.2.1 DimensionaleRegularisierung®

Beginnenwir mit einigenFormelnzur Vorbereitung:

e Oberflachenelelememt einemRaumder Dimensionw mit Hypersphére,,_;:

ﬂ

/ i =27 (C.61)
Suct )

(3

e Variablensubstitutiom 1-dimensionaleintegral:

[ee) B+w—1 1 o0 B+w—1
1 :/ dC] g Na 2 a/ dq q2
0 (q? +m?) (m2)* J (L +1)

2
'S , dr . q
q—T= m2 ; d_q = QW (C62)
) Btw _
1 r2

o I=—— | dar—
2 (m2)e=H Jo  (r+1)

*DiesesKapitel entsprichtdemAnhangB.3.2der Diplomarbeit{Gre94
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e Beta—FunktiorfAS72):

ot ['(z) I'(y)
= = C.63
B(z,y) /dt A+ T(z+y) (C.63)
Fureinallgemeineuklidischelntegral gilt:
[ d¥g ¢
L i [ a7 C.65
e Jo M U@ (C.69)
cel 1 27 o gt
= dg ———— C.66
ere T(3) e (C.69)
Btw
ce2 1 2 1 /OO gz !
= m ™ » dg C.67
@3 @) 2y Sy g De (€.67)
C.63 1 1 B+ w B+ w
83 B a— C.68
(4m)2 I‘(%) (mz)afﬁ% ( 2 @ 2 ) ( )

Wir bendtigenfir unsereRechnunghur denSpezialall 5 = 0, « = 2. Fir diesenSpezialall
findetman:

10,2) :(47r)§11“(g) (mz;—‘; B(%, 2- g) (C.69)
o )
T (@Am)E (m2)> 5 T(Y) r(z) (C.70)
:(471)“5 (mQ;Q_‘S F(Q - %) (C.71)

Diesesintegral besitztjetzt einenPol im Grenzall w — 4. Wennwir daslIntegral in einer
Laurent—Reih&im denPolbeiw = 4 entwickeln findenwir:

10,2) = — (i —C+In(4r) —In m2) +0(4—w) (C.72)

C.3 HypergeometrischeDiffer entialgleichung

Wir betrachterfolgendehypegeometrisch®ifferentialgleichungusKapitel 4.1
PA(p° + m?)0%nAP?) 4 2(p° + m?) 9,2 A(p®) + AA(p®) = 0 (C.73)



C.3. HYPERGEOMETRISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNG 103

Mit Nebenbedingungen:
lim ((p*)?9,2A(p%)) =0 (C.74)
p2—0

A(N?) + A0 A(p?)] oy = 0 (C.75)

Zuerstbringenwir die Gleichungaufdiein derLiteratur[AS72] bzw. [Bat53] Ubliche Standard-
form.

2(1 = 2)2w(2) + (c — (1 + a + b)2)0,w(2) + abw(z) = 0 (C.76)

Dazusetzenwir z := —Tfl—i, A(—m?z) = A(z) undberiicksichtigendaRd,: = —m?d, ist. Wir
erhaltenalso:

2(1 = 2)?A(2) + (2 — 22)0,A(2) + MA(2) = 0 (C.77)

Wennmandiesmit der Standardfornder hypegeometrischeDifferentialgleichundC.76)ver-

gleicht,findetman:
1 /1 1 /1

Die AllgemeineL6sungder Gleichung(C.73)ist durchfolgendeFunktiongegeben:

1 1 1 1 p?
2 = — _ _ _ .2.
A(p®) =consty o F; (2 + 4/ 1 A, 5 \/ 1 A; ,——m2>

b= yT-A -4 i—A)
-1 0

(C.79)

2

+ consty G5 < _

m2

Bei der Funktion,F, (a, b; c; d) handeltessichum die hypegeometrisch&unktionundbei G29
um die Meijer G Funktiort. Wennmansich jetzt die Nebenbedingungn IR (C.74)betrachtet,
findetman,wennmandie Losung A (p*) ausGleichung(C.79)betrachtetdaBconst, = 0 istf,
dagsf(...) ~ O(.z) ist,und

N O M
v 2o

*Fur die Definition der Funktionensiehe[Bat53
tSiehe[AS72] Gleichung(15.5.18)bzw. (15.5.19)fiir eineDarstellungder Lésungerder Differentialgleichung
in derNahevon Null.




104 ANHANG C. NEBENRECHNUNGEN KAPITEL 4

Die Konstanteconst; legenwir durchdie Bedingungfest,daBA(p? = m?) = m seinsoll. Wir
erhaltenalso,wennwir die FunktionF () wie folgt definieren:

deos (my/E — A
F(A) =2F (;JF\/;’;\/i;Q;l):W@_Q\/}lf(A) <41+2) 1—>\>

4

(C.80)

Somiterhaltenwir:

m

e (C.81)

const; = my =

Bis jetzt habenwir noch nicht ausgeschlossedal A(p?) einenkonstantermAnteil (mg)? ent-
halt. Die Bedingungim UV (C.75)flhrt zu einer Relationzwischenm, my, und A. Um diese
Bedingungzufinden,betrachterwir die asymptotisch&orm dieserGleichung:

( (w) 2 _wT_l (—w) 2 ——(‘”jl)

INw : T(—w .

i <m (57) r(52)r(32) (57) ) far A >
1

In 2 2(21n2—1)) fiir A =

=

(C.82)

=

o=

Wennwir die Naherungein die UV Bedingung C.75)einsetzerindenwir in denverschiedenen
Fallen:

(a) A < Acrit. = i

r ANY!
mozmAF(w_H)(C;)(wT%) (E) (C.83)

2
DieseBeziehungzeigt, dal3bei endlichemCut-Off A, wenndie Massem, = 0 ist, auch
die physikalischeMassegleich Null ist. Es tritt alsokeine spontaneSymmetriebrechung
in diesemFall auf.ab
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(B) A= Aciit. = i

—1
mo =~ A <ln A +2In2 — 1) (A> (C.84)

™ m m

Wie im zuwor behandelterfall, tritt keine spontaneSymmetriebrechungei endlichem
Cut-Off A auf,wenndie Massemn, = 0 ist.

(C) A > Agrit. = i

~ L

m (2cthZ2\2 [ _ A (1 +iw)
moy =~ mAK ( = 2 ) sSin ((U In R + arg @) (C85)
Wennwir jetztdenchiralenGrenzwerimit my, = 0 betrachtenfindenwir folgendeBezie-

hung:
- A I'(1 + i)

sin | wIn +arg——= ] =0 C.86
( o T <1+%>> 5

DieseGleichungbesitztalsoeineunendlicheAnzahlnichttrivialer Losungenln derNahe
derkritischenKopplunga — o, < 1, sinddiesedurch

mn

mig ~ 4N e™ % neN (C.87)

n—

zubeschreiben.
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