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Zusammenfassung

In dervorliegendenArbeit zeigenwir, wie manMassefür die Leptonen,insbesonderedie Neu-
trinoserzeugenkann.Dazuerweiternwir dasStandardModell derElementarteilchenphysikum
eineweitereabelscheEichgruppe.DieseErweiterungerlaubtunsdie EinführungeinesHiggs
BosonszurGenerierungderMassezuvermeiden.
Wir zeigen,daßausderForderungderAnomalifreiheitderTheoriekeineEinschränkungenfür
die HyperladungenderzusätzlichenabelschenEichgruppefolgen.
Die Masseder Leptonenwerdenwir durchdie sogenanntedynamischeMassengenerierunger-
zeugen.Dabeizeigenwir, daßobwohl kein Massentermfür die Leptonenin derLagrangedichte
existiert, man doch eineMassefindenkann.Zur Untersuchung,ob dynamischeMassengene-
rierungauftritt, verwendenwir die Dyson-SchwingerGleichungfür die Leptonen.Dabeierhält
maneinSystemgekoppelterIntegralgleichungen,daswir mit Hilfe vonverschiedenenNäherun-
genzu lösenversuchen.Als Anhaltspunkt,obunsereNäherungensinnvoll sind,fordernwir, daß
die Ward-TakahashiIdentitätenerfüllt werden.Alle Lösungendie wir findensindauchmit der
AnnahmeverschwindenderLeptonenmasseverträglich.
In der „massenlosenquenchedrainbow“ Näherung,in der wir den Vertex durch den nackten
Vertex ersetztundin demBosonenpropagatordieAnzahlderLeptonenflavor gleichNull gesetzt
haben,gelingteszu zeigen,daßdie Wellenfunktionsrenormierungin derLandau-Eichungver-
schwindet.In zwei Näherungenfür die gefundeneIntegralgleichunggelingt esunszu zeigen,
daßeineMassefür dieLeptonenauftritt. Die ersteNäherungbenutztdieWard-TakahashiIdenti-
tätundlöstdasIntegraldirekt.Bei derzweitenLösunsmethodeführenwir die Integralgleichung
in eineDifferentialgleichungüber, diewir mit derMethodederBifurkationsanalyseanalysieren.
Wir findeneinekritischeKopplung,sodaßnur für Kopplungendie größersindalsdie kritische
KopplungmaneinedynamischeMassengenerierungfindet.
In der „massive quenchedrainbow“ Näherung,in der wir denVertex durchdennacktenVer-
tex ersetztund in demmassivenBosonenpropagatordie AnzahlderNeutrinoflavor gleichNull
gesetzthaben,zeigenwir dieProblemeauf,dieeineErweiterungaufdiesesModell aufwirft. Ins-
besonderedasProblem,daßdie Wellenfunktionsrenormierungin keinerEichungverschwindet
wird diskutiert.Eine in derLiteraturüblicheVerallgemeinerungdieserNäherung,die „Landau
ähnliche“Eichung,wird auchdiskutiert.
Danachdeutenwir an,wie manunsereErgebnisseausder„ quenchedrainbow“ Näherungver-
wendenkannundeineMassenhierarchiefür die NeutrinosausdenMassenverhältnissenderge-
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ladenenLeptonenberechnenkann.



Abstract

We show in this thesisa way to generateleptonmassesparticularywith regardto neutrinos.To
generatemassweextendtheStandardModelof elementartyparticlephysicsby afurtherabelian
gaugegroup. This extensionpermitsus to avoid the introductionof a Higgs-Bosonto generate
mass.
The requirementof an anomalyfree theoryplacesno restrictionsfor the hyperchargesof the
additionalabeliangroup.
Theleptonmassis generatedby theso-calleddynamicmassgeneration.Althoughnomassterm
is presentin theLagrangian,it is possibleto find amass.For theinvestigationwhetherdynamic
generationof massoccurswe usetheDyson-Schwingerequationfor the leptons.Onereceives
a systemof coupledintegral equationswhich we try to solve by differentapproximations.We
requirethattheWard-Takahashiidentitiesarefulfilled asareferencewhetherourapproximations
aremeaningfulor not. All solutionsarecompatiblewith vanishingleptonmass.
In the“quenchedrainbow” approximationwe replacethevertex by thenakedvertex andsetin
thebosonpropagatorthenumberof leptonflavorsequalzero.We succeedshowing thata mass
for theleptonsoccurs.Thefirst approximationusestheWard-Takahashiidentity andsolvesthe
integraldirectly. In thesecondapproximationwetransfertheintegralequationinto adifferential
equation.It is analyzedby themethodof bifurcationanalysis.Only for thosecouplingsthatare
largerthanthecritical couplingonefindsadynamicmassgeneration.
In the “massive quenchedrainbow” approximationwe replacethe vertex by the naked vertex
andsetin themassive bosonpropagatorthenumberof leptonflavorsequalzero. We point out
theproblemswhich resultin this extension.In particularwe discusstheproblemthat thewave
function renormalizationdoesnot disappearin any gauge. A commongeneralizationof this
approximationcalledin theliteraturethe“Landaulikegauge”will alsobediscussed.
Wesuggesthow onecanuseourresultsfrom the“quenchedrainbow” approximationto generate
a hierachicalmasspatternfor theneutrinosfrom themassratiosof thechargedleptons.
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Einleitung

DasGSW-StandardModell [Wei80, Sal80,Gla80] beschreibtsehrgut alle experimentellbeob-
achtetenEffektederHochenergiephysik[PDG98].ZurZeitgibtesnurwenigeindirekteundnicht
von einemzweitenunabhängigenExperimentbestätigteHinweiseauf Abweichungenvon den
VorhersagendesStandard-Modells.ZumBeispielexistierteinHinweisauf fehlendenImpulsbei/#021 StößenanderHadron-Elektron-Ring-Anlage(HERA) [Hai99] amDeutschenElektronen-
SynchotronDESY in Hamburg. AndereHinweisekommenausder LeptonenPhysik,nämlich
derHinweisauf einevon Null verschiedeneMassefür Neutrinos,auf die wir in Kapitel 3 näher
eingehen.
DasinteressanteandemHinweisaufdieNeutrinomasseist, daßgeradedieErklärungderMasse,
bzw. derMassenverhältnissederElementarteilcheneineSchwächedesStandardModellsist. Da
eswegenderEichinvarianzunterder $%! ��('�3� $%! ��&4� � � ! ��"+� Gruppenicht möglichist, einen
explizitenMassenterm,in dasModell einzuführen,mußmaneinen„Trick“ anwenden,umeinen
skalarenTermin derLagrangedichtezuerzeugen,derin derFormeinemMassentermentspricht.
Eine Methodedieszu erreichenist die spontaneSymmetriebrechung,die wir in Kapitel 2 in
Grundzügenbetrachten.Im StandardModell wird derSkalareTerm,deralsMassenterminter-
pretiertwird, durchWechselwirkungmit einemweiterenTeilchen,demHiggs-Boson,daßeinen
von Null verschiedenVakuumswerterhält,erzeugt.Dabei tritt dasProblemauf, dasmanjede
MasseeinesFermionsdurcheineneigenenParameterbeschreibt.
In dieserArbeit werdenwir einenanderenMechanismusbetrachten,nämlichdie dynamische
Generierungder Leptonenmasse.Zum erstenMal gelangesJ. Schwinger[Sch62a,Sch62b]in
einem

&
-dim. Modell zuzeigen,daßmanaufdieseWeiseeineMassegenerierenkann.Dasinter-

essanteandiesemMechanismusist, dasessichum einennichtpertubativenEffekt handelt.Aus
diesemGrundhatmandieberechtigteHoffnung,daßmaneinegeringereAnzahlvonParametern,
im VergleichzumStandardModell zur Beschreibungbenötigtundmandie Größenunterschiede
derMassendergeladenenLeptonenundNeutrinoserklärenkann.
Einen historischenÜberblick kann man sich mit Hilfe der Artikelsammlung[FJ82], die von
E. Farhi undR. Jackiwzusammengestelltwurde,verschaffen.Für eineEinführungin denallge-
meinenThemenkomplex bietetsichdasLehrbuch„DynamicalSymmetryBreakingin Quantum
Field Theory“ [Mir93] von A. Miransky an.
In dieserArbeit werdenwir versuchenzu zeigen,wie mandurchWechselwirkung mit einem
weiteren ! �
"+� Eichboson,daswir „von Hand“ in die Theorieeinführen,eine Massefür die



14 Einleitung

Leptonenerzeugenkann.Mit Hilfe der Dyson-SchwingerGleichung5 untersuchenwir, ob es
gelingteinenvonNull verschiedeneLösungderGleichungfür die Fermionenzufinden.

Die Arbeit gliedert sichwie folgt:6 Im erstenTeil werdenwir versuchendie Grundlagender Theorie,soweit diesefür das
VerständnissderArbeit notwendigsindzusammenzustellen.

– Zuerstbetrachtenwir in Kapitel 1 unserModellsystemundwendendenApparatder
Feldtheoriedaraufan.

– Im Kapitel 2 betrachtenwir dasPhänomenderSymmetriebrechungin derFeldtheo-
rie.Dabeiwerdenwir zumbesserenVerständnisdesHauptteilseinigeModellsysteme
vorstellen.

– DasletzteKapitel3 stelltäußerstknappdieaktuellenexperimentellenFaktenbzg.der
Neutrinoszusammen.Dabeibeschränkenwir unsaufdie „Oszillationsexperimente“.6 Im zweitenTeil dieserArbeit, demHauptteil,werdenwir versuchendieDyson-Schwinger

Gleichungzu lösenundzuzeigenwie esmöglichist, mit Hilfe derLösungeinMassenver-
hältnisfür die Neutrinoszuerhalten.

– Zuerstwerdenwir im Kapitel 4 Lösungender Dyson-SchwingerGleichungin ver-
schiedenenNäherungensuchen.

– In Kapitel 5 werdenwir in einemModell die Neutrinomassenabschätzen.

– Die ErgebnissederArbeit fassenwir in Kapitel 6 zusammen.6 DerAnhanggliedertsichim wesentlichenin zweiTeile:

– Im AnhangA werdendie in der Arbeit verwendetenNotationenundKonventionen
zusammengefasst.

– Der AnhangB enthältNebenrechnungenzu Kapitel 2 und im AnhangC sind die
Nebenrechnungenzu Kapitel 4 zusammengefasst.Ausserdemwird in AbschnittC.1
eineRekursionsformelfür denhier verwendetenspeziellenIntegraltyphergeleitet.

7
Die wir in Kapitel 1.3.6näherbetrachten.
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Kapitel 1

Modellsystem8:9 ;=<?>�@BADCEADFHG 8I9 ;�JK>�L G 9 ;NMO> G 9 ;PMQ>%R
In diesemKapitelbetrachtenwir zuerstim Abschnitt1.1dieEichgruppedesModellsystemsdie-
serArbeit. In Abschnitt1.2 untersuchenwir diesesModell auf Anomalien,bzw. ob die Bedin-
gungderAnomaliefreiheitzur EinschränkungderParameterderEichgruppeführt. In Abschnitt
1.3 leitenwir die im HauptteilbenötigtenFeynman-RegelnderTheoriefür dieFermionen,! ��"#�
EichbosonenunddenEichboson–FermionVertex her. Ausserdemwerdenwir in Abschnitt1.3.6
die Dyson-SchwingerGleichungherleiten,die wir im HauptteilderArbeit zur Abschätzungder
Leptonenmassebenutzenwollen.

1.1 Erweitertes Standardmodell

Als Ausgangspunktfür unsereUntersuchungenwählenwir dasStandardModell mit der Eich-
gruppe$%! ��()� 	������� � $%! ��&'� � � ! �
"+� , diewir im folgendenbetrachtenwollen.DieseEichgruppe
wollenwir umeineweitereEichgruppe! ��"#�
 erweitern.
Zuerstbetrachtenwir die Leptonenunddanachdie notwendigenEichbosonen.Da wir im Rah-
mendieserArbeit nurdieLeptonenuntersuchenwerden,betrachtenwir dieQuarksnuramRan-
de.Eine ausführlichereund vollständigeDarstellungder Herleitungder Theorie,kannmanin
StandardliteraturüberQuantenfeldtheorie[Wei95,Wei96] finden.

1.1.1 FermionendesStandardmodells

In Tabelle1.1 auf Seite18 habenwir die Zuordnungder Fermionenzu denim folgendenver-
wendetenchiralenProjektionen-�S T , -US V , WXS T , W+S V zusammengestellt.FürdieBetrachtungendieses
Kapitelsist esvollkommenausreichend,nureineGenerationderFermionenzubetrachten5 . Wir7

UnserModell besitztalsokeinehorizontaleSymmetriezwischendenverschiedenenGenerationen
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�Y��������	*������Z���Y���������[�������������������
 

Leptonen Quarks\
lepton

\
quark/ ]+^ _ ` ersteGenerationa ]#b c d zweiteGeneratione ]+f g h dritteGenerationi j�k l-Um T -Um V i j�k l-[n T -[n V i j�k lWXm T WXm V i j�k lWon T W�n V chiraleProjektionen

Tabelle1.1:FermionendesStandardmodells

benutzenfolgendeKombinationenderFermionenumdasTransformationsverhaltenzubeschrei-
ben5 :

\ �*pq�Urts \vu �wpq�\yx �*pq��z \
lepton

�*pq�Ur|{}}~ -Um�T-�n
T-�m�V-[n
V
����� \

quark
�wpq�Ur {}}~ WXm�TW�n
TW+m�VWon
V

����� (1.1)

- � �*pq�Ur s -�m�T-[n
T z (1.2)

1.1.2 Lokale ���#��� Transformation\ �*pq�U�K�����4������� \ �*pq�
(1.3)

Wennwir die InvarianzdesFeldesunterder lokalen ! ��"+� auchin derLagrangedichteerreichen
wollen,müssenwir einEichfeld � �*pq� einführen.ManfindetalsgeeichteLagrangedichtefür die
Leptonen:� � � m � �wpq�Ur�� "� � � bo� �wpq� � bo� �*pq����� \ lepton

�*pq����������  � �¡�£¢  � � �wpq�
¤¥� \ lepton
�wpq�� bo� �wpq�Ur¦  b � � �wpq�§�¨  � � b �wpq� (1.4)7

Wenndie Verallgemeinerungfür Quarksoffensichtlichist, wird wie im Fall der ©�ª�«¬ undder ®�©�ª�¯�¬*° nur der
Fall derLeptonenbetrachtet



1.1. ERWEITER TES STANDARDMODELL 19

WobeidieMatrix
¤

derHyperladungim StandardModell für dieLeptoneneinerGenerationdie
folgendeGestalthat5 :

¤±r {}}~�² � ³ ³ ³³ ² � ³ ³³ ³ ² m�V ³³ ³ ³ ² n
V
� ��� (1.5)

1.1.3 Lokale ´P���¶µU��· Transformation- � �*pq�U� ! �*pq� - � �wpq�-Um�V �*pq�U� -Um�V �*pq�-�n
V �*pq�U� -�n
V �*pq�! �wpq�3¸ $%! ��&'� (1.6)

Die $¹! ��&'� Transformationwirkt alsonuraufdie linkshändigenLeptonen.Um dieEichinvarianz
der LagrangeDichte zu erhalten,müssenwir genausoviele Eichfelder º¼»� �wpq� einführen,wie
die Gruppe$%! ��&'� Erzeugendebesitzt.Eine fundamentaleDarstellungder $¹! ��&'� ist durchdie
Pauli-Matrizen(SieheSeite79 AnhangA.2.2) e m , e n und eo½ gegeben.Man findet als geeichte
LagrangeDichte:
� ¾ � � n � T �wpq��r¿� "&ÁÀ�Â#Ã�Ä �EÅ �*pq� Ä Å�� �*pq��ÆÇ� \

lepton
�*pq����� � ��  � �¡�£¢ Ä »� �*pq��È » � \ lepton

�wpq�Ä � �wpq��r º »� �*pq� e »& É ¸ËÊÌ"4Í¶&ÇÍE(ÇÎÄ �EÅ �wpq��ry  � Ä Å �*pq�=�Ï  Å Ä � �wpq���¡��¢ Ã Ä � �*pq�¶Í Ä Å �*pq�
ÆÈ » r s mn e » ³³ ³ z (1.7)

Im weiterenVerlaufderHerleitungdesStandardmodellsist esjetztüblichdieKomponentender
Eichfelder, wie folgt zusammenzufassen:ºÑÐ� r "Ò &ÔÓ Ä m��Õ � Ä n�+Ö× � r "Ò ¢¦�¡¢  Ó ¢ Ä ½� �¨¢  � � ÖØ � r "Ò ¢¦�¡¢  Ó ¢  Ä ½� �¨¢ � � Ö (1.8)

7
Im folgendenKapitel 1.2 in Gleichung(1.22)werdendieexplizitenParameterangegegeben
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�Y��������	*������Z���Y���������[�������������������
 

Für unsereweiterenBetrachtungensinddieseÜberlegungennicht relevant,undwerdendeshalb
nicht weiterausgeführt.In denmeistenBüchern(z.B. [Nac86])wird jetzt die MassedurchEin-
führungeinesHiggs Bosonerzeugt.Wir verfolgenin dieserArbeit einenanderenAnsatzzur
Massengenerierungund werdendaherdenHiggs Mechanismusnur in demFall desabelschen
HiggsBosonsin Abschnitt2.1.2betrachten.

1.1.4 Lokale ´P���EÙ%��Ú
Û�Ü�Û�Ý Transformation- quark
�*pq�U� ! �*pq� - quark

�*pq�- lepton
�*pq�U� - lepton

�*pq�! �wpq��¸ $%! ��()� (1.9)

Die $%! ��()� 	������� Transformationenwirken also nur auf die Quarks.Um die Eichinvarianzder
LagrangedichtezugewährleistenmußmanachtEichbosonenÞß»� �wpq� einführen.Bei denMatrizenà » handeltessichumdieGell-MannMatrizenvonSeite80Gleichung(A.9), derfundamentalen
DarstellungderGruppe$¹! ��()� .� ¾ � � ½ �âáäãwå ãwæ �wpq��r¿� "& À�ÂZÃèç �EÅ �wpq� ç Å�� �wpq�
Æ�� \ �wpq�
�£� � ��  � �¡��¢4é ç »� �*pq��ê » � \ �wpq�ç � �wpq��r Þ »� �*pq� à »& É ¸�ÊÌ"'Í¶&ÇÍZë�ëZëoÍíìÇÎç �¶Å �wpq��ry  � ç Å �wpq�[�¡  Å ç � �*pq���¡�£¢ Ã�ç � �*pq��Í ç Å �*pq��Æê » rOs ³ ³³ mn à » z

(1.10)

1.1.5 ����î[��ï Erweiterung desStandardmodells

DasStandardModell $¹! ��()� 	*������ � $%! ��&'� � � ! �
"+� erweiternwir jetzt um eineweitere ! �
"+�
 
Gruppemit Eichbosonð , dimensionsloserKopplung

¢4ñ
und„Massenladung“

¤Ôñ
.

Zusätzliche! ��"+� Gruppentretenin vielenErweiterungendesStandardmodells5 , wie zumBei-
spiel „grand unified Theories“basierendauf $§ò �
" ³ �Ô� $%! ��ó'�ô� !  ��
"+�Ô� ëZëZë

, auf. Dabei
schränktein Teil der Modelle natürlichdie möglichenParameterstarkein. DieseVielzahl ver-
schiedenerModelle,die zu weiteren !  ��
"+� -Gruppenführen,kannmanalsHinweisdeuten,daß
esvernünftigist, daßStandardModell entsprechendzuerweitern.Dawir unsnichteindeutigauf
ein übergeordnetesModell festlegenwollen, nehmenwir keineEinschränkungder Parameter
vor.
Für eineaktuelleZusammenstellungder Grenzender Massenfür Eichbosonenweiterer ! ��"+�
Gruppen,siehedie aktuelleZusammenstellungder PhysicalData Group [PDG98]. Mögliche7

EineAuflistungeinigerModelleenthältderArtikel [EL99]
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Effekteweiterer !  ��
"+� GruppenanzukünftigenBeschleunigern,insbesondereLEP2,werdenin
Artikel [MPL 0 97] und[LR97] diskutiert.
Im Gegensatzzum Fall vorhermuß

¤Ôñ
nicht diagonalsein.DiesenichtdiagonaleGestaltder

Wechselwirkung führt natürlichzur MischungverschiedenerLeptonenflavor. DasTransformati-
onsverhaltenfür Leptonen5 unterder !  ���"+� -Gruppedefinierenwir wie folgt:- lepton

�*pq�U�õ�÷ö �ø�4�ù���â��ú - lepton (1.11)

Um dieInvarianzderLagrangedichtezuerreichengehenwir entsprechendwie in Abschnitt1.1.2
vor. Wir führenein weiteresEichbosonð �*pq� einunderhaltenfolgendeLagrangedichteû :� � � m ��ü �wpq��r¿� "� ��ý bo� �*pq�íý bo� �wpq���� \ lepton

�wpq�
��� � ��  � �Ï��¢4ñBý � �wpq�
¤Ôñ%� \ lepton
�wpq�ý bo� �wpq��ry  b ý � �*pq�[�¡  � ý b �*pq� (1.12)

Bei unserenBetrachtungenwerdenwir auchdie Möglichkeit einesMassentermsfür dasBo-
son ð , derForm

�vþ n ð b �*pq� ð b �*pq� in derLagrangedichte,in Betrachtziehen.Da die Skalader
Symmetriebrechungfür die Gruppe! �
"+�
 bei höherenEnergienliegenkann,alsfür die anderen
SymmetriendesStandardModells,scheinteinesolcheAnnahmenichtunvernünftigzusein.

1.1.6 Lagrangedichtedeserweiterten Standardmodells

Wir fassenjetzt die Gleichungen(1.4), (1.7) und(1.12)für die Lagrangedichteohnedie Terme
für die Quarkswie folgt zusammen:� �*pq�ÿr � "& À Â#Ã Ä �¶Å �wpq� Ä Å�� �wpq�
Æ�� "� � � b�� �*pq� � bo� �wpq��� "� ��ý bo� �*pq�íý bo� �wpq��[� þ n ð b �*pq� ð b �*pq�� \

lepton
�*pq�
�£� � ��  � �¡�£¢ Ä »� �wpq��È » �¡�£¢  � � �*pq��¤��¡�£¢'ñ�ý � �*pq�
¤Ôñ¹� \ lepton

�*pq�
(1.13)

1.2 Anomalien deserweiterten Standardmodells

Die dargestelltenErgebnisseentsprechendem Buch von S. Weinberg „The QuantumTheory
of FieldsVolumeII ModernApplications“S. 383ff.[Wei96]. Im Gegensatzzu derDarstellung7

Die Transformationunterder ©�ª*«í¬ � Gruppefür dieQuarkswerdenentsprechenddefiniert.�
Wie bereitsgesagtist dieKopplungskonstante��� dimensionslos.
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von Weinberg, wollenwir in dieserArbeit dieExistenzvon rechtshändigenNeutrinosnichtaus-
schließen.Die Anomali ist proportionalzu folgendemtotal symmetrieschenFaktor � ���
	 . Für
die geeichtenStrömemußalsogelten[GJ82]:

� ���
	�� "&ÁÀ�Â Ã Ê� � Í� � Î� 	 Æqr ³
(1.14)

Dabeisinddie
 � die DarstellungenderEichgruppeauf denFermionenbzw. Antifermionenfel-

dern.
Wir betrachtenzuerstdieGruppe$%! ��()� � $%! ��&'� � ! �
"+� , alsodieEichgruppedesStandardMo-
dells.Die Parameter² (sieheGleichung(1.5))derabelschenGruppe! ��"+� , diewir im folgenden
benötigen,werdenwie in Tabelle1.2aufgelistetbezeichnet.

Quarks Ó��� Ö � : a Leptonen Ó ���^ Ö � : d_�� : b ]Ç^ V : e`�� : c /�� : f

Tabelle1.2:ZuordnungderVariablena-f zudenFermionenbzw. Antifermionen

Da die Gruppe $%! ��&'� nur reellebzw. pseudoreelleDarstellungenbesitzt,tritt keineAnomali
auf. Die einzigennicht trivialenBedingungenfür die Anomaliefreiheitder Theoriewerdenim
folgendenaufgezählt5 :
���������=� �Y�������=�Ï������� � ½�� ½ ² r & É � h � c r ³

(1.15)���������=� �Y�������=�Ï������� ���� ��� u ^���� é ² r�( É � ` r ³
(1.16)�������=�Ï�������[�¡������� � ² ½ r! É ½ � ( h ½ � ( c ½ � & ` ½ � / ½ �#" ½ r ³
(1.17)7

DabeiwerdendieGruppenzudenendie Darstellungengehörenaufgelistet.



1.2. ANOMALIEN DES ERWEITER TEN STANDARDMODELLS 23$&%('�)+*-,�.�/ � $&%('0)1*2,�.�/ �¡�������� ² r! É � ( h � ( c � & ` � / �3" r ³
(1.18)

Die Bedingungen(1.15)bis (1.18)für die AnomaliefreiheitderTheoriekönnendurchfolgende
Parameterwahl5 erfüllt werden:É Í c Í h r �Á& É � c Í ` r �N( É Í / r¼& É � c Í4" r � É � c (1.19)

oder c Í4"�Í h r � c Í / r �5"�Í É r ` r ³
(1.20)

Damit mandie LadungenderTeilchenim StandardModell richtig beschreibtist esnotwendig,
denParameter/ für dasrechtshändigeNeutrinogleichNull zu setzen.Man erhältalsofolgende
ZuordnungderParameterim StandardModell:É h r � � É Í c r¼& É Í ` r �Á( É Í / r ³ Í6"Ôr7 É (1.21)É r � " h r � &( Í c r � "( Í ` r¼� "'Í / r ³ Í4" r � "

(1.22)

Wennwir unserModell um eineweitereabelscheGruppe ! �
"+�
 mit Parametern²  erweitern,
müssenwir folgendeBedingungenerfüllen (Die Zuordnungder ParameterÉ  �8"  

erfolgt ent-
sprechendder Zuordnungder ParameterÉ �7"

auf Seite22). Zusätzlichzu denBedingungen
(1.15)–(1.18)erhältmannochzwei weitereBedingungen,die die Gruppe ! �
"+� mit derGruppe! ��"+�  koppeln.

�Y�������§� ���������=�¡�������
 � ½�� ½ ²  r¼& É  � h  � c  r ³
(1.23)�Y�������§� ���������=�¡�������  ��9� �
� u ^���� é ²  r ( É  � `  r ³
(1.24)7

Dabeisinddie Parameterlinks die freienParameter, alsobei Gleichung(1.19)die Parameter: und ; , bzw. bei
Gleichung(1.20)die Parameter; und < .
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 �������
 ��Ï�������� Ç�¡�����Ç�� � ²  ½ r= É  ½ � ( h  ½ � ( c  ½ � & `  ½ � /  ½ �3"  ½ r ³

(1.25)

$&%>'0)1*2,�.�/ � $&%('0)1*2,�.�/ �¡�������
 � ²  r= É  � ( h  � ( c  � & `  � /  �3"  r ³
(1.26)�������=�Ï�������
 ��Ï�������� � ²�²  n r= ÉÌÉ  n � ( h¶h  n � ( c�c  n � & `Ì`  n � /#/  n �#"?"  n r ³
(1.27)�������=�Ï�������[�¡�������
 � ² n ²  r= É n É  n � ( h n h  n � ( c n c  � & ` n `  � / n /  �3" n "  r ³
(1.28)

Mit derspeziellenParamterwahlausGleichung(1.22)erhältmanfür dieGleichungen(1.27)und
(1.28)folgendeBedingungen:� ²�²  n r � É  n � & h  n � c  n � `  n �@"  n r ³

(1.29)� ² n ²  r É  � ì h  � & c  � ( `  �# 0"  r ³
(1.30)

DieseBedingungenwerdendurchfolgendeLösungenerfüllt:É  Í c  h  r �Á& É  � c  Í `  r �Á( É  Í /  r¼& É  � c  Í4" r � É  � c  (1.31)c  h  r /  r �5"  r � c  Í É  r `  r ³
(1.32)

Man siehtzwar, daßwegen / r ³
die Kopplung /  der rechtshändigenNeutrinosnur in Glei-

chung(1.25)und (1.26)vorkommen,aberestrotzdemLösungender Gleichungenmit /  BAr ³
gibt. Im folgendenwerdenwir nur nochdie Lösung(1.31)betrachten.
Die Zuordnungder $%! ��()� , $%! ��&'� , ! ��"#� bzw. ! ��"+�  Hyperladungenist in der Tabelle1.3 auf
Seite25 zusammengefaßt.
Zum beserenVerständnishabenwir dasVerhaltender Hyperladungen! ��"+�  � r & �DC» bzw.! ��"+�� ^ r � � C» derLeptonenin Grafik1.1aufderSeite25 dargestellt.
Wie manderGrafik entnehmenkann,gibt esvier Bereiche(I–IV) in denenjeweils andereVer-
hältnissezwischen ! ��"+�� � und ! ��"#�
 ^ auftreten.Da wir nur relative Aussagentreffen können,
siehtman,daßwir keineEinschränkungfür die Parameterfinden.Selbstdie Möglichkeit von
sehrgroßenbzw. sehrkleinenVerhältnissenist nochvorhanden.
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Fermions $%! ��('� $%! ��&'� ! �
"+� ! �
"+�  E E ñÓ � � Ö � ( & � mF É  _ 5� ( " n½ �Á& É  Ì� c  ` 5� ( " � m½ c  Ó ���^ Ö � " & mn & É  Ì� c  ] 5^ � " " ³ & É  Ì� c  / 5� " " � " � É  ÷� c  
Tabelle1.3:Zuordnungder ! ��"+� bzw. ! ��"+�� Hyperladungen

I

� �
II

G �
III

G �
IV

G � ! �
"+�
 ^! ��"+�� �

� � m � ü H� � m ��ü �

Abbildung1.1:QualitativesVerhaltenderParameter! ��"+�� � und ! ��"#�
 ^ undQualitativesVerhalten
desQuotienten

� � m � ü H� � m �âü �
1.3 Pfadintegral-Quantisierung und FeynmanRegeln

In diesemKapitel beschränkenwir unsauf die Herleitungderfür dieseArbeit notwendigenBe-
ziehungen.Es genügtalsodenFall einesFermionenspinors- , eines ! ��"+� Eichbosons

Ø b und
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desVertexeszwischen- und
Ø b

zu betrachten.Zum besserenVerständnissbehandelnwir auch
nochdenFall einesskalarenFeldes.Für eineallgemeineEinführungempfiehltsich dasBuch
von L. H. Ryder[Ryd96].Die FeynmanRegelnsindim AnhangA.3 auf Seite80 zusammenge-
stellt.Wichtig in diesemAbschnittsindausserdemdie HerleitungderWard-TakahashiIdentität
in Abschnitt1.3.4undderDyson-SchwingerGleichungin 1.3.6.

1.3.1 Feynman-Regelnfür ein fr eiesskalaresFeld I
Wir betrachtenein skalaresFeld,daßaneinenäußerenStrom J koppelt5 .� é�K » u »9L �*pq�Ur "& Ó   b , �*pq��  b , �wpq�[�NM n , n �*pq� Ö � , �wpq� J �*pq��� �&PO , n �*pq� (1.33)

Damit findenwir folgendeserzeugendesFunktionalû :Q�R Ã J Æqr "SUTWV , �wpq�2� ��X ��Y � ��Z[ �-\^]4_ ����� \ ] _ ����� ö �a` [ ö �cbw� _ [ ����� � 0 _ �����ed¶�ù��� � (1.34)

Esgilt, wenndie Oberflächentermeim Unendlichenverschwinden:

T `gf p�  b , �*pq��  b , �*pq�Ur � T `gf p , �wpq��h , �wpq� (1.35)

Damit findenwir also:QiR Ã J Æ�r "SUTDV , �*pq�2� ö � X ��Y � ��Z[ _ �ù��� ��j 0 �k` [ ö �cbw� �9_ ����� ö _ �����ed¶�ù��� � (1.36)

Wennwir jetzt , �wpq� als ,  w�*pq��� , R �*pq� schreiben,und , R �wpq� die Gleichung��h �@M n �¨� O � , R �*pq�Ur J �*pq� (1.37)

erfüllt, findetmanfolgendeLösungfür , R �wpq� :, R �*pq�Ur � T ` f ²mlon �*p � ² � J � ² � (1.38)

mit demFeynmanPropagatorlon �wpq� definiertwie folgt:��h �@M n �¨� O � lon �*pq�Ur �qp f �wpq� (1.39)7
DerTerm rtsvu ist zumverschiebenderPolevon derreellenAchsenotwendig�
DiesesFunktionalist einfachdieVakuumzuVakuumÜbergangsamplitudewyx>z|{~} x>z9��{��P�
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Wie mansiehtbesitztderFeynmanPropagatorfolgendeFourierDarstellung:

l�n �*pq�Ur "��&>� � f T ` f
� � ö � K �� n �NM n �¡� O (1.40)

bzw. folgendeImpulsdarstellung

lon � � �§r "��&>� � f "� n �NM n �Ï� O (1.41)

Wir findenalsofür denExponentenvon unseremerzeugendenFunktional(1.36)

T ` f p�� "& , �wpq����h �@M n �¨� O � , �*pq�[� , �*pq� J �wpq��� _���_ ü 0 _���)��� ���X�
T `gf p�� "& ,  �*pq�o��h �@M n �¨� O � ,  �*pq��� ,  �*pq����h ��M n �¨� O � , R �wpq�� "&Y, R �wpq����h ��M n �¨� O � , R �wpq�[� ,  �wpq� J � , R �wpq� J �*pq�9� (1.42)

r�� "&�T `gf p � ,  �*pq����h ��M n �¨� O � ,  �*pq��� , R �*pq� J �*pq�^� (1.43)

Wennwir jetzt
S r�� V ,  w�*pq�2����� Ã � �n ,  *�*pq�o��h¼��M n � � O � ,  *�wpq�
Æ wählen,findenwir alserzeu-

gendesFunktional
QiR Ã J Æ : QPR Ã J Æqr¿� ö��[ X � � ��� d¶�ù�������Ç��� ö � �adE� � � (1.44)

Die Funktion
QPR Ã J Æ ist daserzeugendeFunktionalfür die GreenFunktionendesfreienskalaren

Teilchens, . Betrachtetman
QPR Ã J Æ im Impulsraum,findetman:Q�R Ã J Æ�r � �[ � n|� � Y X ��Y K? �¡v¢(£|¤  �¡e£|¤£ [ ¢�¥ [�¦ � § (1.45)

Die n-PunktFunktionene sindwie folgt definiert:e �*p m Íp n Í�ëZëZë�Í�pm¨)�§rB© ³iª  � , �wp m ��Í , �*p n �¶ÍZëZëZëoÍ , �wpm¨)�9� ª�³¬«r "� ¨   ¨ QPR Ã J Æ  J �*p m ��  J �wp n � ëZëZë�  J �wpm¨��i d�® R (1.46)

Für denPropagator5 findenwir in Impulsdarstellung:e � 1 Í � �Ur�� l�n � 1 � � ��r ���&>� � f "� 1 � � � n �¯M n �Ï� O (1.47)7
Auchzwei-PunktFunktiongenannt
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1.3.2 Feynman-Regelnfür ein fr eiesSpinor Feld °� ¾4±4² ¨ � L �*pq�Ur�� - �wpq��A   - �*pq�§�¯M - �wpq� - �*pq��� ³Y�wpq� - �*pq��� - �*pq��³Y�wpq���¡� O - �*pq� - �wpq� (1.48)

Dabeiist - einSpinorfeld,
³

Quelltermfür - und
³

Quelltermfür - . Bei
³

und
³

handeltessich
umgrassmannwertigeFelder, derenRechenregelnin AnhangA.4 zusammengestelltsind.Setzen
wir jetzt: ´ � - Í - � � - �*pq�o�*�µA   �¿�¶M �Ë� O �� - �*pq��� ³ �wpq� - �*pq��� - �*pq��³Y�wpq� (1.49)

DasMinimum von

´
findetmanbei:- min

�*pq�Ur � T `0f ² ³�� ² � $ �wp � ² �- min
�*pq�Ur � T `0f ² $ �*p � ² �9³ � ² � (1.50)

mit: $ �*pq�Ur �*�µA   �¿�¶M �Ë� O �� ö m�w�µA   ���¶M��¨� O ��� $ �*pq�Ur!p f �wpq� (1.51)

Wennman(1.51)mit Gleichung(1.39)für dasskalareTeilchenvergleicht,findetmanfolgende
Lösungfür die Funktion $ �wpq� :$ �*pq�Ur �*�µA  D��MÔ� lon �wpq� (1.52)

bzw. in Impulsdarstellung:$ � � �Ur "��&>� � f A � ��M� n �¯M n �¡� O (1.53)

Setzenwir: ´
min
�*pq�Ur ´ � - min

Í - min

�Ur � T `gf ² ³q�wpq� $ �*p � ² ��³Y� ² � (1.54)

Damit könnenwir

´ �wpq�
wie folgt ausdrücken:´ �*pq��r ´

min
�*pq��� � - �*pq�=� - min

�wpq����w�µA   �¿�¶M �Ë� O ����� - �wpq�§� - min
�wpq��

(1.55)
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undfindenfür daserzeugendeFunktional:QPR Ã ³�Í ³)Æqr "SUT V - V - � ��X ��Y � �-· min
�ù��� 0 � ¸2�ù��� ö ¸ min

�ù���£� �ù�º¹\ ö �a` ö �cbw�ä�w�a¸Ç�ù��� ö ¸
min
�ù���£� �

(1.56)r "S ��� X � Y � ·
min TWV - V - � � X � Y � � ¸2�ù��� ö ¸ min

����� � � �»¹\ ö �k` ö �cbw�ä�w�v¸Ç�ù��� ö ¸
min
�ù���ä�

(1.57)

Mit Hilfe derRechenregel (A.21) vonSeite82findetman:QPR Ã ³�Í ³)Æqr "S �Xö � X � Y � � Y � ¼ � � � ¾ �ù� ö � � ¼ �����0½ ��¾X�*�µA   ���-M �¨� O �� (1.58)

Wählenwir jetzt
½ ��¾X�*�µA   ���-M �¨� O ��Ur S

, findenwir für daserzeugendeFunktional:QPR Ã ³�Í ³)Æqr � ö ��X ��Y � ��Y�� ¼ � � � ¾ �ù� ö � � ¼ �����
(1.59)

Wir findennun für denfreien PropagatordesSpinor - Feldes,in Analogiemit der Gleichung
(1.47): e �*p�Í ² �§r �N  n QiR Ã ³qÍ ³ÌÆ &³ �*pq��  ³�� ² �  ¼ ® ¼ ® R r¿� $ �wp � ² � (1.60)

1.3.3 Feynman-Regelnfür ein � �#��� Eichfeld�
¿ ² C¶À � � é � ¨¦r � "�+Á b�� Á bo�ÃÂ mit Á bo� r   b Ø � �Ï  � Ø b (1.61)

Als erzeugendesFunktionalfindetman× Ã J Æ�r T V Ø b � � X � Y �Z� ö ZY n ] H n ] H 0 d ]4Ä ] 0 �cb Ä�]�Ä ] � (1.62)

Wennwir unsjetzt dieVariationderLagrangeDichtebetrachten,findenwir:  b Á b�� rQ�w¢ bo� h �Ï  b   � � Ø b (1.63)

NachderpartiellenIntegrationerhältman,wennmankeineOberflächentermeberücksichtigt:
�
¿ ² C-À � � é � ¨¦r "& Ø b �*¢ b�� h��¡  b   � � Ø � (1.64)

Im Gegensatzzu denvorherbetrachtetenFällenbesitztderOperator
¢ bo� h �   b   � jedochkein

Inverses.DiesesProblemliegt darinbegründet,daßdie Felder
Ø b nocheineEichfreiheit

Ø b �
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 Ø b �   bÃÅ besitzen,unddie Integrationüberalle Felder
Ø b erfolgt, alsoauchsolcheFelder

Ø b
die sich nur durch eine Eichtransformationunterscheiden.Um diesesProblemzu beseitigen,
muß man eine bestimmteEichungfestlegen.Addierenwir zu der Lagrangedichte

�
¿ ² C-À � � é � ¨nochfolgenden,die EichungfixierendenTerm

�
Æ n r � mn � ��  b Ø b � n , mit einemfestenÇ , dann

findenwir:
� r "& Ø b �wpq�Ps�¢ b�� h � s "Ç � " z   b   � z Ø � �wpq� (1.65)

Definierenwir jetzt: � bo� �*pq�Ur s2¢ bo� h �Ks "Ç � " z   b   � z ö ms�¢ bo� h � s "Ç � " z   b   � z � bo� �wpq��r7p f �wpq� (1.66)

Wennmanwiedermit derGleichung(1.39)für dasskalareTeilchenvergleicht,findetmanfol-
gendeLösung5 für denPropagator� bo� �*pq� :� b�� �*pq�Ur � s ¢ bo� � � Ç � "+� � b � �� n z lon �*pq�  `È® R (1.67)

Wennwir jetzt die Herleitungderzwei PunktFunktionähnlichwie im Abschnitt1.3.1vorneh-
menû , findenwir für daserzeugendeFunktional:Q Ã J b Æqr�� �[ X � Y � � Y � d ] � � �ºÉ ] H ��� ö � �ed H �ù��� (1.68)

unddenPropagator:e bo� �*p�Í ² �§r¿� � b�� �wp � ² � (1.69)

bzw. in ImpulsdarstellungÊ :e bo� � 1 Í � �Ur¿� � b�� � 1 � � �r �P���&>� � f "� 1 � � � n �¨� O s ¢ b�� � � Ç � "+� "� 1 � � � n z (1.70)

Wennwir die gleicheHerleitungfür ein massivesFeld
Ø b durchführen,alsomit zusätzlichem

Massenterm
�Áþ n Ø b �*pq� Ø b �*pq� , findenwir für denPropagatorin Impulsdarstellung:emËb�� � 1 Í � �§r¿� � Ëb�� � 1 � � �r �P���&>� � f "� 1 � � � n � þ n �¨� O s ¢ bo� � � Ç � "#� "� 1 � � � n � Ç þ n z (1.71)7

Im GegensatzzumskalarenTeilchenhabenwir hier dieMasseÌÍx gesetzt.�
Wir verzichtenaufdieEinführungderFaddeev-Popov Geister, dadieseim Fall derQEDnurzueinerKonstanten

führen(Die StrukturkonstantenderEichgruppe©�ª*«í¬ sindNull).Î
TermederOrdnung Ï¹ªºu�¬ werdenin derKlammervernachlässigt.



1.3. PFADINTEGRAL-Q UANTISIER UNG UND FEYNMAN REGELN 31

1.3.4 Ward-TakahashiIdentität

Betrachtenwir alsWechselwirkendesSystemdieQED,mit einemmasselosenEichboson
Ø b �wpq�

undeinemmassivenSpinor - �*pq� .�
eff
�*pq�Ur�� "�+Á bo� �*pq� Á bo� �wpq�[� "& Ç ��  b Ø b �wpq�� n � J b �*pq� Ø b �*pq��Ï� - �*pq��� b ��  b �Ï� / Ø b �wpq�� - �wpq�§�NM - �*pq� - �wpq��� ³ �*pq� - �*pq��� - �wpq�9³ �*pq� (1.72)

Für daserzeugendeFunktional
Q Ã J Í�³qÍ ³ÌÆ findenwir also:Q Ã J ÍÐ³�Í ³)Æqr S TDV Ø b V - V - � ² X � �ÐÑ eff (1.73)

Die Lagrangedichte

�
eff ist, wenn wir die Eichfixierung mn � ��  b Ø b �*pq�� n und die QuelltermeJ b �wpq� Ø b �wpq� , ³ - und - ³ nicht berücksichtigen,invariantunter der folgendenEichtransforma-

tion: Ø b �*pq�U� Ø b �*pq���   bÒÅ �wpq�- �*pq�U� - �wpq�[�¨� /�Å �wpq� -- �*pq�U� - �wpq���¡� /�Å �*pq� - (1.74)

DaserzeugendeFunktional
Q Ã J Í�³qÍ ³)Æ ist nicht invariantunterdieserTransformation,esseidenn,

wir fordern,daß: � �Ç hß  b    J b �¡  b J b � / s ³    ³ �Ó³   m³ z � Q Ã J ÍÐ³qÍ ³ÌÆqr ³
(1.75)

ist, wobeiwir die Felder- , - und
Ø b wie folgt ausgedrückthaben:- �wpq��� " �    ³ Í - �wpq�U� " �   m³ Í Ø b �wpq��� " �    J b

Wennwir jetzt
Q r � �eÔ

setzen,könnenwir dieseGleichungauchmit derFunktion º � J ÍÐ³qÍ ³��
schreiben. � h Ç   b   º � J ÍÐ³�Í ³��  J b ���w  b J b ��� / s ³   º � J ÍÐ³qÍ ³��  ³ �N³   º � J ÍÐ³�Í ³Ç� m³ z r ³

(1.76)

Drückenwir dieseGleichungjetztdurchdieVertexfunktionÕ � - Í - Í Ø b ��r º � J ÍÐ³�Í ³Ç�[� T `0f p�� ³ - � - ³y� J b Ø b � (1.77)
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ausundbeachten:  Õ � - Í - Í Ø b �  Ø b �*pq� r � J b �wpq�   º � J ÍÐ³�Í ³2�  J b �*pq� r Ø b �*pq�  Õ � - Í - Í Ø b �  - �wpq� r � ³ �*pq�   º � J ÍÐ³�Í ³2�  ³��wpq� r - �*pq� (1.78)  Õ � - Í - Í Ø b �  - �*pq� r �Ö³ �*pq�   º � J ÍÐ³�Í ³2� m³ �*pq� r - �*pq�
Wir findenalsofür Gleichung(1.76):� h Ç   b Ø b �*pq���¡�   b   Õ � - Í - Í Ø b �  Ø b �*pq� �¡� / - �wpq�   Õ � - Í - Í Ø b �  - �wpq� ��� / - �*pq�   Õ � - Í - Í Ø b �  - �*pq� r ³

(1.79)

Wennwir dieseGleichungnach - �*p m � und - � ² m � differenzieren5 und - r - r Ø b r ³
setzen

erhaltenwir:�3�w  b�   ½ Õ � - Í - Í Ø b �  - �wp m ��  - � ² m ��  Ø b �wpq�  ¸0®×¸0® Ä ] ® R r¿� / p2�wp � ² m �   n Õ � - Í - Í Ø b �  - �wp m ��  - � ² m �  ¸0®×¸0® Ä ] ® R�¼� / p2�wp �¨p m �   n Õ � - Í - Í Ø b �  - �*p m ��  - � ² m �  ¸�®×¸0® Ä ] ® R
(1.80)

Wir finden also, daß die Ableitung des einteilchen-irreduziblenElektronen-PhotonenVertex
gleich dem Inversender Elektronenpropagatorenist. Drücken wir dieseBeziehungenim Im-
pulsraumausû ,T ` p ` p m ` ² m���&>� � f � ½ � ö �è� ö K � Z 0 ± � Z ö x ���   ½ Õ � - Í - Í Ø b �  - �wp m ��  - � ² m ��  Ø b �wpq�  ¸�®×¸0® Ä ] ® R r�
��&(� � f pÇ� 1 � � � W �ÒØÕ b � 1 Í � Í W �§r �
��&>� � f p2� 1 � � � W � Õ b � 1 Í � � (1.81)

T ` p m ` ² m���&>� � f � n � ö ��� ö K � Z 0 ± � Z �   n Õ � - Í - Í Ø b �  - �wp m ��  - � ² m �  ¸0®×¸g® Ä ] ® R r¿�
��&(� � f p2� 1 � � � $  ö m � 1 � (1.82)

findenwir die Ward-TakahashiIdentitätÊ :� 1 � � � b Õ b � 1 Í � � r $  ö m � 1 �[� $  ö m � � �
(1.83)7

Zur BerechnungmußmandieRechenregelnfür grasmannwertigeFelderausdemAnhangA.4 berücksichtigen.�
Dabeinutzenwir aus,daßwegendenauftretendenÙ DistributionenmandieAbhängigkeit voneinerImpulsva-

riablenin Ú und ® �ºÛ0Ü vernachlässigenkann.Î
DerexakteinversePropagatorwird mit ® � Û�Ü bezeichnetumihn vomfreienPropagator® Û0Ü ausAbschnitt1.3.2

zuunterscheiden



1.3. PFADINTEGRAL-Q UANTISIER UNG UND FEYNMAN REGELN 33

Wennwir denGrenzwertW b r 1 b � � b � ³
bilden,findenwir die WardIdentität:  $  ö m � 1 �  1 b r Õ b � 1 Í 1 �

(1.84)

1.3.5 Vertexfunktion

Zur Herleitungder Vertexfunktion
� Õ b für die masseloseQED in Impulsdarstellungbeginnen

wir mit Gleichung(1.81).Nähernwir jetzt nochdenFermionPropagator$  ö m durchdenfreien
Propagator$ ö m (1.60)findenwir� 1 � � � b � Õ b � 1 Í � �§r¿�
��&(� � f �*� b 12b �¯MÔ�=�Ë�
��&>� � f �*� b � b �NMÔ� (1.85)r?Ý � Õ b � 1 Í � �§r¿�
��&(� � f � b (1.86)

Wir findenalsofür die Vertexfunktion in der sogenannten„rainbow“ NäherungdenAusdruck�
��&>� � f � b .
1.3.6 Dyson-SchwingerGleichung

Betrachtenwir nundie effektive Lagrangedichteder masselosenQED ausAbschnitt1.3.4und
ignorierenalle Terme Þ O :�

eff �*pq�Ur¿� "� Á bo� �wpq� Á b�� �wpq�=� "& Ç ��  b Ø b �wpq�� n � J b �*pq� Ø b �*pq��¡� - �*pq��� b ��  b �¡� / Ø b �wpq�� - �wpq�§�ÓM - �*pq� - �wpq��� ³ �*pq� - �wpq� � - �wpq�9³ �*pq� (1.87)

Wennwir denWechselwirkungstermabspalten,findenwir für dasgenerierendeFunktional
Q QED:Q QED Ã ³qÍ ³�Í J b Æqr TWV Ø b V - V - ��� ^ X � Y � ¸2�ù����	 ] Ä ] �ù���ß¸������/ ��X ��Y � ��� ö ZY n ] H n ] H 0 d ] ����� Ä ] ����� ö Z[�à � \ ] Ä ] �ù���£� [ � 0 � ¸2�ù���v	 ] \ ] ¸������ ö ` ¸�������¸Ç�ù��� 0 ¼ ������¸Ç�ù��� 0 ¸��ù��� ¼ �ù��� � (1.88)

Wennwir in dererstenExpotentialfunktionim Exponentdie Felder - �wpq� , - �*pq� und
Ø b �*pq� wie

folgt durchAbleitungenersetzen- �*pq�U� " �    ³Y�*pq� Í - �*pq�U� " �   &³ �*pq� Í Ø b �*pq�U� " �    J b �*pq�
undIntegrationundDifferentationtauschen,findetman:Q QED Ã ³�Í ³�Í J b Æqr¿� � ^ X �9Y � ��Z�!áá9â ¡cã�¤ � 	 ]åä Z �æáá   ] ¡cã�¤-ç ��Z�!áá â ¡cã�¤ � TWV Ø b V - V -� ��X ��Y � ��� ö ZY n ] H n ] H 0 d ] �ù��� Ä ] �ù��� ö Z[�à � \ ] Ä ] �ù���ä� [ � 0 � ¸2�ù����	 ] \^] ¸Ç�ù��� ö ` ¸��ù���ß¸������ 0 ¼ �ù���ß¸������ 0 ¸��ù��� ¼ ����� � (1.89)
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Wie manleicht erkennt,enthältdasIntegral,daswir im folgendenmit
Q QEDR Ã ³�Í ³�Í J b Æ bezeichnen

wollen, nur die Beiträgeder freien Theoriefür Spinorenbzw. Eichbosonen.Setzenwir unsere
Lösungen(1.59)von Seite29 für Spinorenund(1.68)von Seite30 für Eichbosonenein,finden
wir: Q QED Ã ³�Í ³qÍ J b Æqr�� � ^ X � Y � ��Z�!áá9â ¡cã�¤ � 	 ]�ä Z �æáá   ] ¡cã�¤ ç ��Z�7áá â ¡cã�¤ ��Xö � X � Y � � Y � ¼ � � � ¾ �ù� ö � � ¼ ����� ö��[ X � Y � � Y � d ] � � �»É ] H �ù� ö � �ad H ����� (1.90)

Dasfreie erzeugendeFunktional
Q QEDR Ã ³qÍ ³�Í J b Æ erfüllt jetzt folgendeBeziehungen:�*��A   �NMÔ� " �    ³Y�*pq� Q QEDR Ã ³qÍ ³�Í J b Ær �*��A   �NMÔ� �3�� T ` f p  $ �*p  �¨pq�9³ �*p  � Q QEDR Ã ³�Í ³�Í J b Æqr �Ö³Y�wpq� Q QEDR Ã ³�Í ³�Í J b Æ (1.91)

� s ¢ bo� h � s "Ç � " z   b   � z " �    J b �*pq� Q QEDR Ã ³qÍ ³�Í J b Ær � s ¢ b�� h � s "Ç � " z   b   � z �3�&+�ÖT `0f p  � b�� �wp  �Ëpq� J b �*p  � Q QEDR Ã ³qÍ ³�Í J b Ær¼� J b �*pq� Q QEDR Ã ³qÍ ³qÍ J b Æ (1.92)

Wennwir jetzt in Gleichung(1.90)die Expotentialfunktionauf die linke Seiteziehen,die Glei-
chungmit demOperator

�*�£� b   b �7MÔ� m � \\ ¼ � � � �è³ �*pq�
multiplizieren,und die Gleichung(1.91)

berücksichtigen,erhaltenwir:s��*��A   �¯MÔ� " �    ³��*pq� �@³Y�wpq� z � ö � ^ X � Y � ��Z�8áá9â ¡cã�¤ � 	 ]�ä Z �æáá   ] ¡cã�¤ ç ��Z�!áá â ¡cã�¤ � Q QED Ã ³�Í ³�Í J b Æqr ³
(1.93)

Somitfindenwir, wennwir die ExpotentialfunktionandemOperatorvorbeiziehenunddie Re-
chenregelnfür grassmanwertigeFelderausdemAnhangA.4 berücksichtigen:svs��*�µA   �¯MÔ��� / � b s �ß"�    J b �*pq� zvz " �    ³Y�*pq� ��³ �*pq� z Q QED Ã ³�Í ³�Í J b Æqr ³

(1.94)

bzw. wennwir Gleichung(1.90)mit demOperator
�'� Ó ¢ bo� h � Ó m� � " Ö   b   � Ö m � \\ d H ����� � J b �*pq� �

multiplizieren:s � s ¢ bo� h � s "Ç � " z   b   � z " �    J � �wpq� � J b �*pq� z� ö � ^ X � Y � � Z � áá9â ¡cã�¤ � 	 ]�ä Z � áá   ] ¡éã�¤ ç � Z � áá â ¡cã�¤ � Q QED Ã ³�Í ³�Í J b Æqr ³ (1.95)
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Somitfindenwir:sÁs ¢ bo� h � s "Ç � " z   b   � z " �    J � �*pq�� / s " �   m³Y�wpq� z � b s " �    ³ �*pq� z � J b �wpq� z Q QED Ã ³�Í ³�Í J b Æqr ³ (1.96)

Zur weiterenBetrachtungder Theoriekann man jetzt auchdieseGleichungenbenutzen.Wir
interessierenunsim folgendeninsbesonderefür dieGleichung(1.94).Bildenwir jetztdieAblei-
tungnach m � \\ ¼ � � � undsetzendieäußerenStrömegleichNull, erhaltenwir:s �w�µA   �NMÔ� " �   m³ � ² �

" �    ³ �*pq� � / � b " �   m³ � ² �
" �    J b �*pq� " �    ³��*pq� � " �   m³Y�wpq� ³ �*pq� zQ QED Ã ³�Í ³�Í J b Æ  Ä ] ® ¼ ® ¼ ® R r ³ (1.97)

Wennmanbeachtet,daß
\\ ¼ � � � ³ �*pq��r!p2�wpB� ² �)�ê³Y�wpq� \\ ¼ � � � ist unddurch

Q QED Ã ³qÍ ³�Í J b Æ dividieren,
findetman:���*��A   �¯MÔ� $ �wp � ² ���Ë� / n T `gf4ë'`gf p  `gf ²  � b � bo� �*p�Í ë � $ �*p �Ëp  � Õ � � ë Íp  Í ²  � $ � ² � ²  ��3�2p f �*p � ² �=r ³ (1.98)

Wennwir die
p f �*p � ² � Distributionwie folgt interpretieren�*�µA   �NM���ìy�*p � ² ��� $ �*p � ² �§r=p f �*p � ² � (1.99)

Findenwir alsoim Impulsraum:�íìy� 1 � r �P� / n T ` f � � b $ � � � Õ b � 1 Í � � � b�� � 1 � � �
(1.100)

$ ö m ö m r $ ö mR ö m �¨� / n
Abbildung1.2:Dyson-SchwingerGleichung
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Die Gleichungist in Grafik 1.2 dargestellt.Man sieht,daßin dieserGleichungmehrereunbe-
kannteFunktionen,nämlichdervolle Fermionen-Propagator, dervolle Bosonen-Propagatorund
die volle Vertex-Funktion,auftreten.Die unbekannteFunktiondesBoson-Propagatorsbzw. des
Vertex erfüllt aucheineDyson-SchwingerGleichungen,die wir im Prinzipnutzenkönnten,um
die Funktionenzu bestimmen.Leider benötigenwir zur LösungdieserGleichungdie Lösung
derGleichungfür denFermionenpropagator. Daherkonstruierenwir im Prinzipeineunendliche
MengegekoppelterGleichungen.
DieseForm derGleichungenist nicht zu lösen.Daherist esnötig diebeteiligtenFunktionenge-
eignetzunähern.EineüblicheNäherung,die sogenannte„rainbow“ Näherung,ist esdenVertex� Õ b � 1 Í � � durchdennacktenVertex

�
��&>� � f � b zu ersetzen.Da dieseNäherungim Allgemeinen
die Ward Identitätenverletzt,ist esnotwendig,in dieserNäherungweitereEinschränkungenin
Kauf zunehmen.Wir werdenunsim HauptteilderArbeit nähermit diesemProblembefassen.



Kapitel 2

Symmetriebrechung

Im Allgemeinensprichtmanvon spontanerSymmetriebrechung,wenndie SymmetriederWir-
kunghöherist, alsdie SymmetriedesGrundzustandes.Wir werdenim folgendendiesesPhäno-
menin derQuantenfeldtheorienäherbetrachten.

F

Abbildung2.1:GespannterdünnerStock

Betrachtenwir jedochzuerstdasfolgendeeinfachephysikalischeBeispielî in Grafik 2.1.Dabei
handeltessich um einenrundenStab,der vertikal auf einemTisch steht.Übenwir von oben
eineKraft ï auf denStabaus,passiertsolangedie Kraft klein ist, nichts.Übersteigtdie Kraft
einenkritischenWertwird sichderStab,wie in derGrafikangedeutetverbiegen,undwilkürlich
eineEbenesenkrechtzumTischauswählen.Die symmetrischeKonfigurationwird alsoinstabil,
wenndie Kraft ï einenkritischenWertüberschreitet.ð

DasBeispielstammtausdemBuchvon L. H. RyderQuantumFieldTheory[Ryd96]
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Ein weiteresBeispiel für die Wichtigkeit der spontanenSymmetriebrechungsiehtman in Ef-
fektender Festkörpertheorie,wie zum Beispielder Supraleitung.Wennmandie BCS-Theorie
von J. Bardeen,L. N. Cooperund J. R. Schieffer[BCS57], insbesonderein der Formulierung
von N. N. Bogoliubov [Bug58a,Bug58b],für die Supraleitungbetrachtet,siehtman,daßdurch
PhononenvermittelteWechselwirkungzwischenElektroneneinkorreliertesPaarElektronenmit
entgegengesetztemImpulsundSpinin derNähederFermi-Kanteentsteht,wenndieTemperatur
kleiner als einekritischeTemperaturist. Eine wichtige Eigenschaftist, daßeineEnergielücke
zwischendemSupraleitendenGrundzustandunddemangeregtenZustandentstehen.
DieseEigenschaftenderSupraleitungregtezumBeispielY. Nambu [Nam60], bzw. mit J. Jona-
Lasiniozusammen[NJL61] an,eszuversuchen,eindynamischesModell derElementarteilchen
Physikzu entwerfen,indemmandie Energielücke mit derMassevon Elementarteilchenidenti-
fiziert. DieseAnalogiehatjedochihreProblemeundwir werdendieseAnalogiein dieserArbeit
nichtweiterausführen,undeinenmehrformalenZugangzudemEffekt derSymmetriebrechung
in derQuantenFeldTheoriewählen.

2.1 GoldstoneTheorem

DasfolgendeTheoremwurdevon J. Goldstone[Gol61] vorgeschlagen,und von J. Goldstone,
A. SalamundS.Weinberg [GSW62]bewiesen.

Theorem 2.1(GoldstoneTheorem)
Die folgendenVorraussetzungenseienerfüllt:

(i) Die betrachteteTheoriesei Poincaréinvariant,dasheißtLorentz invariantund invariant
unterlinearenVerschiebungen

(ii) EsexistiereeinzueinerLie Gruppeñ gehörendererhaltenerStrom ò�ó mit ô ó ò�óöõ=÷
(iii) Die Symmetrievon øúùüûyý0þ�ÿåò�ó�� ��� ÿ�� seispontangebochen,dasheißt,esgelte,daßder

KommutatorderLadungmit lokalenFeldern�	� nicht verschwindetî .
�� ÷��� �2ø������ � ÿ�����é÷��qõ � ÷�����	� � ÿ���é÷����õ7÷
DannexistierteinmasselosesTeilchen,dasNambu-GoldstoneTeilchen,im SpektrumderTheo-
rie, dasandenStrom ò�ó koppelt.

EinigeBemerkungen:
DasNambu-GoldstoneTheoremmachtdie Aussage,daßein masselosesTeilchenexistiert, sagt
abernichtsdarüberaus,ob dasTeilchenim physikalischenSpektrumderTheorieauftritt.ð

Oft drücktmandiesenSachverhalteinfachaus,daß �! "$#&%' " ist. Dabeitritt jedochdasProblemauf, daßdie
Wirkung von � auf dasVakuumnicht „wohldefiniert“ ist.
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(a) (�)
*+ * ,!-/.,!-/.

(b) (10
Abbildung2.2:VerschiedenePotentialformen

Wenndie ursprünglicheSymmetriegruppeñ derTheorievom Vakuumbis auf die Untergruppe2
spontangebrochenwird, entsprichtdie Anzahl der Nambu-GoldstoneTeilchengeradeder

DimensiondesQuotientenraums354763ñ98 2 õ:354;6�ñ 
 354;6 2
.

2.1.1 GoldstoneModell<
goldstone õ=ôgó=��> � ÿ��9ô ó � � ÿ�� 
@? � � � ÿ�������> � ÿ��A� (2.1)

mit Potential(SieheauchGrafik2.2 für dieFälle ?	B bzw. ?DC )?	E � � � ÿ��F���	> � ÿ��A� õHGJI KL �	> � ÿ��M� � ÿ��ON P Q � ��> � ÿ��M� � ÿ��A� K mit I K � P � ÷ (2.2)

DasSystembesitztfolgendeglobale R ��S � Symmetrie:� � ÿ��9TVU/WYXZ� � ÿ��F[\��> � ÿ��]TVU C WYXZ�	> � ÿ�� (2.3)

Wie mansieht,ist die Lagrangedichtemit demPotential?�E invariantunterdieserglobalenPha-
sentransformation.WennmandasPotentialnäherbetrachtet,siehtman,daßim Fall ?�B nur ein
Minimum bei ÿ õ ÷ und im Fall ?DC ein Sattelpunktbei ÿ õ ÷ undein entartetesMinimum beiL � > �Óõ_^a`kõ ócbd auftritt. Im Fall ?eC ist dasVakuumalsobei ÿÓõ ÷ nicht stabil.Nur in diesem
Fall, denwir im folgendennäheruntersuchen,tritt spontaneSymmetriebrechungauf.
Wennwir jetzt � õ fg K � � f N:�h� K � schreibenundalsGrundzustandfolgendesspezielleVakuum
auswählen � f õH^ � K õ!÷ (2.4)
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undfolgendeneueFelder i f � ÿ�� õj� f � ÿ�� 
 ^ i Kk� ÿ�� õH� Kk� ÿ�� (2.5)

einführen,findenwir unterBeachtungderNebenrechnungenausAnhangB.1 insbesondereder
Gleichungen(B.3) und(B.4) dieLagrangedichte:<

goldstone õ SL � ôgó i f � ÿ��9ô ó i f � ÿ��lN#ôgó i Km� ÿ��9ô ó i Km� ÿ��A� 
 P Qon	p i K f � ÿ��lN i KK � ÿ��lN L i f � ÿ��M^rq K 
 ^tsFuõ SL p ôgó i f � ÿ��^ô ó i f � ÿ�� 
 L I K i K f � ÿ��Mq&N SL ôgó i Kk� ÿ��9ô ó i Kk� ÿ��
 Iv P i f � ÿ�� � i K f � ÿ��ON i KK � ÿ��A� 
 P Qwp i K f � ÿ��lN i KK � ÿ�� q K NxI sQ P (2.6)

Wir findenalsoin dieserTheorieein massivesFeld i f mit Masse
v L I undein masselosesFeldi K , dasNambu GoldstoneTeilchen.

2.1.2 AbelschesHiggs-Modell

Wir untersuchennur denFall desabelschenHiggs-Modell.Bei diesemModell handeltessich
einfachum dasgeeichteGoldstoneModell ausAbschnitt2.1.1.Die Lagrangedichteist gegeben
durch: <

higgs õ 
 SQ ï ó/y�ï ó/y N �{z ó9� � ÿ��A��> z ó � � ÿ�� 
@? � � � ÿ�������> � ÿ��A�| ót� � ÿ�� õ=ô	� � ÿ��ON}�;~��Öót� � ÿ���[ � | ót� � ÿ��A� > õ7ô	� > � ÿ�� 
 �7~��qót� > � ÿ�� (2.7)

mit demPotentialî? � � � ÿ��F���	> � ÿ��M� õ 
 I KL ��> � ÿ��M� � ÿ��lN P Q � ��> � ÿ��A� � ÿ��A� K mit I K � P � ÷ (2.8)

Die Lagrangedichteist invariantunterfolgenderlokalen R ��S � Transformation:� � ÿ��]TVU/WYXt���F�r� � ÿ��F[��	> � ÿ���T U C WYXt���F�=��> � ÿ��z ó9� � ÿ��9T U WYXt���F� z ó]� � ÿ��F[ z ó]� > � ÿ��9T U C WYXt���F� z ó9� > � ÿ���Öó � ÿ��]TV�qó � ÿ�� 
 ~ C f ôgót� � ÿ�� (2.9)

DasMinimum ist wie zuvor durch
L � > �Óõ_^�`võ ó bd gegeben.Wir ersetzenjetzt die komplexen

Felder � und � > wie folgt: ��õ Sv L	� � ÿ���U W������F� � > õ Sv L�� � ÿ���U C W������F� (2.10)ð
Wir betrachtennurdenFall mit demnegativenVorzeichen,derzurSymmetriebrechungführt.
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Die neuenFelder� � ÿ�� , � � ÿ�� verhaltensichunterderlokalen R ��S � Transformationwie folgt:

� � ÿ��]T � � ÿ���[�� � ÿ��]T � � ÿ��lN�� � ÿ�� (2.11)

Esgilt offensichtlichfür dasPotential:? � ����� > �9� ? � � � õ 
 I KL � K � ÿ��lN P Q � s � ÿ�� (2.12)

Wennwir jetztdenGrundzustand,dasVakuum,wie folgt wählen� õj^�[���õ=÷ (2.13)

undfolgendesverschobeneFeldeinführen�=� � ÿ��µõ � � ÿ�� 
 ^ (2.14)

findenwir folgendeLagrangedichte,wennmandie NebenrechnungenausAnhangB.2, insbe-
sondere(B.8) und(B.10),berücksichtigtund � � ÿ�� durch � � � ÿ�� ersetzt:<

higgs õ 
 SQ ï ó/y�ï ó�y N SL � �=� � ÿ��ON:^1� K � ô0ót� � ÿ��lN}~��qót� � ô ó � � ÿ��lN}~�� ó �N SL ôgó �=� � ÿ��9ô ó �=� � ÿ���N I KL � �=� � ÿ��ON�^�� K 
 P Q � �=� � ÿ��ON�^���s (2.15)

Wennwir jetztdieEichfreiheit(2.11)ausnützen,und � � ÿ�� õ7÷ (unitäreEichung)wählen,finden
wir: <

higgs õ 
 SQ ï ó/y�ï ó�y N SL ~ K ^ K �qóm� ó N}~�^ �=� � ÿ����qó�� ó N SL ~ K �=� K � ÿ����Öót� óN SL ôgó �=� � ÿ��9ô ó �=� � ÿ�� 
 L I K �=� K � ÿ��ON P Q �=� s � ÿ��ON v P I �=� þ � ÿ��lN I sQ P (2.16)

Wir finden in diesemModell nachder Symmetriebrechungzwei massive Felder, nämlichein
massivesPhoton�Öó mit Masse fg K ~�^ undein skalaresFeld � � � ÿ�� mit Masse

v L I . DasNambu-
GoldstoneBoson ist ausder Lagrangedichteverschwunden.Dies ist kein Widerspruchzum
GoldstoneTheorem[2.1], da durch die Wahl der Eichung � � ÿ��@õ ÷ alle Spurender R ��S �
SymmetrieausderLagrangedichteverschwundensind,unddamitdasTheoremnicht mehran-
wendbarist. Eine genauereUntersuchungdesProblemszeigt,daßin allgemeinerEichungdas
Nambu-GoldstoneTeilchenvomphysikalischenTeil desSpektrumsabkoppelt.
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2.1.3 Lineares � Modell

Betrachtenwir nochmaldasGoldstoneModell 2.1.1mit zusätzlicherR�� ��S � � R�� ��S � invarianter
Wechselwirkungmit einemFermion:<

sigma õ SL � ôgór� f � ÿ��9ô ó � f � ÿ��lN#ôgó=� Kk� ÿ��^ô ó � Kk� ÿ��M� 
}? � � f ��� K �N}� � � ÿ�����óÒô ó � � ÿ�� 
 v L ~ � � f � ÿ�� � � ÿ���� � ÿ�� 
 � Kk� ÿ�� � � ÿ����;����� � ÿ��A� (2.17)

mit Potential: ? � � f ��� K �µõ 
 I KL � � K f N�� KK �lN P Q � � K f N:� KK � K mit I K � P �3÷ (2.18)

WegendergefordertenInvarianzunterder R�� ��S � � R � ��S � Transformation,müssendieFelder� f
und � K wie folgt transformieren:� f � ÿ��9¡ 
 � � ÿ���� � ÿ�� � Kk� ÿ��9¡ � � ÿ����;����� � ÿ�� (2.19)

Eshandeltsichbei � f � ÿ�� umeinskalaresundbei � Kk� ÿ�� umeinpseudoskalaresFeld.Wählenwir
dasVakuum � f õj^ und � K õ=÷ undführenfolgendeneueFelderein:¢ � ÿ�� õH� f � ÿ�� 
 ^ £ � ÿ�� õH� K�� ÿ�� (2.20)

findenwir folgendeLagrangedichte:<
sigma õ SL � ôgó ¢ � ÿ��9ô ó ¢ � ÿ�� 
 L I K ¢ K � ÿ��A�lN SL ô0ó=£ � ÿ��9ô ó £ � ÿ�� 
 Iv P ¢ � ÿ�� � ¢ K � ÿ��lN:£ K � ÿ��A�
 P Q � ¢ K � ÿ��lN:£ K � ÿ��M� K NxI sL P N}� � � ÿ�����óÒô ó � � ÿ��
 v L ~ p � ¢ � ÿ��lN�^�� � � ÿ���� � ÿ�� 
 £ � ÿ�� � � ÿ����7���¤� � ÿ�� q (2.21)

<
sigma õ SL � ôgó ¢ � ÿ��9ô ó ¢ � ÿ�� 
 L I K ¢ K � ÿ��A�lN � � ÿ�� � �;�åóÒô ó 
 v L ~�^���� � ÿ��N SL ôgó1£ � ÿ��9ô ó £ � ÿ�� 
 Iv P ¢ � ÿ�� � ¢ K � ÿ��ON:£ K � ÿ��A� 
 P Q � ¢ K � ÿ��lN:£ K � ÿ��M� K N I sL P
 v L ~ � ¢ � ÿ�� � � ÿ���� � ÿ�� 
 £ � ÿ�� � � ÿ����;���¤� � ÿ��A� (2.22)

Wennwir dasErgebnisbetrachten,sehenwir, daßwir ein massivesFeld ¢ � ÿ�� mit Masse
v L I ,

ein massivesFermion� � ÿ�� mit Masse
v L ~�^ , undein masselosesFeld £ � ÿ�� .

Wir werdenkurz andeuten,wie mandiesesModell in ¥ Dimensionenverallgemeinernkann.
Wir führendasBosonenFeldalskomplexe ¥ � ¥ Matrix ein:¦ � ÿ���õ Sv L�§ � ¢ � ÿ��lN¨�h£���© � N@ª b C f«¬� � f n ¢ ¬  � ÿ��lN}�h£ ¬  u © ¬ ¯® (2.23)
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Dabei sind die Matrizen © ¬ die fundamentalenDarstellungender Flavor R � ¥°� Gruppe,mit±�² � © ¬ ©O³��qõ L � ¬ ³ . DasFermionenfeldträgtaucheinenFlavor Index �{´ � mit ´�µ·¶1S � L �c¸c¸�¸F��¥w¹ .
Die allgemeineR � � ¥°� � R�� � ¥°� invarianteLagrangedichteist durchfolgendenAusdruckgege-
ben: < ª»º=ªsigma õ SL ± ² � ôgó ¦ > ô ó ¦ � 
 P ¥Q ¼ ± ² � ¦ > ¦H¦ > ¦ �ON �¥ ±�² � ¦ > ¦ �M½ K
 I KL ±�² � ¦ > ¦ �ON �9�7��óÒô ó � 
 v L ~ � � � ¦ �¾��N � � ¦ >�� �5� (2.24)

Führtmandie Rechnungweiter, findetman,daßdie R � � ¥¿� � R¾� � ¥¿� Symmetriezur R�À � ¥°�µõR � B � � ¥°� Symmetriegebrochenwird. Eswerden¥ K massiveSkalare,¥ massiveFermionen� ¬
und ¥ K pseudoskalareNambu GoldstoneTeilchenauftreten.

2.1.4 Nambu-Jona-Lasinio Modell

Die LagrangedichtedesNambu-Jona-LasinioModellssiehtwie folgt aus:<
NJL
� ÿ�� õ � � ÿ����7� ó ô0ó�� � ÿ��lN�ÁÂ� � � ª b C f« ¬ � �ÄÃ ¼ � � ÿ�� © ¬L � � ÿ��M½ K NÅ¼ � � ÿ�� © ¬L �7����� � ÿ���½ K1Æ (2.25)

Dabeisind die © ¬ die fundamentalenDarstellungender Flavor R � ¥°� Gruppeder Fermionen,
mit der Normierung

± ² © ¬ © ³ õ L � ¬ ³ . DasFermionenfeldträgt einenFlavor Index �Ç´ � mit ´¨µ¶1S � L �c¸c¸c¸F�¤¥w¹ undeinenColor Index È mit È µ}¶1S � L �c¸c¸�¸/�¤¥ÊÉA¹ . Dabeiwerdendie Fermionender
fundamentalenDarstellungderColorGruppeËZR � ¥ÊÉ�� zugeordnet.Soweit nichtzumVerständnis
notwendig,werdendie Flavor- undColor-Indicesunterdrückt.
Fürdie © ¬ Matrizenfindenwir mit Hilfe derFierzIdentität(SieheAnhangA.7) Ì ª b C f¬ � � fK © ¬ ³ ©OÉhÍ�õ� ¬ Í/� ³ É : <

NJL
� ÿ��µõ � � ÿ����;� ó ôgót� � ÿ��ON L Á � � � � ¬� � ÿ���� ³� � ÿ�� � ³� � ÿ���� ¬� � ÿ�� (2.26)

Die LagrangeDichteist invariantunter R � � ¥¿� � R¾� � ¥¿� Transformationen.Wir führenjetztein¥ � ¥ dimensionalesHilfsfeld î ¦ ein:<
NJL
� ÿ�� õ � � ÿ����7� ó ôgó�� � ÿ�� 
 � � � ÿ�� ¦ �¾� � ÿ�� 
 � � � ÿ�� ¦ > �¾� � ÿ�� 
 SL Á � � � ±�² � ¦ > ¦ � (2.27)

Mit folgenderEuler-LagrangeGleichungfür dasFeldM:¦ ¬ ³ õ 
 L ÁÂ� � � � ¬ � � ÿ���� ³� � ÿ��F[ ¦ >¬ ³ õ 
 L Á�� � � � ³� � ÿ���� ¬� � ÿ�� (2.28)ð
Esexistiert keinkinetischerTerm( ÎÐÏ=Ñ ) in derLagrangedichtefür diesesFeld
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Wie man sieht, ist diesesModell äquivalentzu dem ¥ -dimensionalenlinearen ¢ Modell aus
Abschnitt2.1.3,nur mit demUnterschied,daßkein kinetischerTermfür dasFeld

¦
in derLa-

grangedichteexistiert.Wir könnendieKonstanten
P

mit ÷ , ~ mit fg K und I K mit fÒ�Ó�ÔhÕ identifizieren.

Damit muß Á � � � �8÷ sein,damiteineSymmetriebrechungauftritt. Da kein kinetischerTermfür
dasBosonenfeld

¦
bzw.

¦ > in derLagrangedichteexistiert,übernimmtdas„BifermionenFeld“� ¬ � � ÿ���� ³� � ÿ�� bzw. � ³� � ÿ���� ¬� � ÿ�� die Rolle derTeilchen¢ ¬ bzw. £ ¬ ausdem ¢ Modell.
Betrachtenwir diesesModell noch unter einemweiterenAspekt.Die Lagrangedichte(2.27)
reproduziertmit derNebenbedingung(2.28)genaudie ursprünglicheLagrangedichte(2.25).
Wennwir die Bewegungsgleichungen�7� ó ôgó=� � ÿ��lNN Á � � �L ª b C f« ¬ � � p � � ÿ���© ¬ � � ÿ�� q © ¬ � � ÿ��ON Á � � �L ª b C f« ¬ � � p � � ÿ����Ö© ¬ ���¤� � ÿ�� q �Ö© ¬ ����� � ÿ�� õ!÷ (2.29)

betrachten,unddie zusammengesetztenOperatorenwie folgt vereinfachenî :Á � � �L � � � ÿ���© � � � ÿ��M��© � 
 T Á � � �¥ � ÷	 � � ÿ���� � ÿ��ké÷��qù 
Ø×
dyn� � � ÿ���© ¬ � � ÿ��M� õ=÷ Ù ´ �õ7÷� � � ÿ����7© ¬ ����� � ÿ��M� õ=÷ (2.30)

vereinfachtsichGleichung(2.29)zuderfreienDiracGleichung:�7� ó ôgót� � ÿ�� 
o× dyn � � ÿ�� õ7÷ (2.31)

In dieserGleichungist × dyn kein freier Parameter, sondernmußausder Definition (2.30)be-
stimmtwerden.×

dyn õ 
 Á � � �¥ � ÷� � � ÿ�� � � ÿ��k ÷���õ Á � � �¥ Ú 476�FÛ � ±�² � ÷� Ü � � ÿ���� � ÿ��k ÷��õ·� Á � � �¥ Ú 4;6�FÛ � ± ² ËDÝhÞàß�á ¬ � ÿ�� (2.32)

Dabeiist ËDÝhÞàß�á ¬ � ÿ�� õ S� Lmâ � sZã ý s�ä U C W å�� �ä N × dynä K 
¨× Kdyn N¨�çæ (2.33)

derFermionenPropagator. Somitfindenwir >×
dyn õ Á � � � ¥èÉ� Lmâ � s ã�é b� ý=s ä eukl

×
dynä Keukl N × Kdyn

(2.34)ð
Beachte,daßê�ë '¨ì1íî&ï=ðñ�ò ist; dieverwendeteNäherungist eigentlichnur im Fall ó»ô	õ÷ö korrekt.ø
Wir schreibendenPropagatorù1úhû�ü�ýlþkÿ�� � euklidischundführeneinenCut-Off � í ein
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NachderWinkelintegrationergibt sich:

õ Á � � � ¥èÉQ â K ã é b� ý K ä eukl
ä Keukl

×
dynä Keukl N × K

dyn

(2.35)

Die Integrationkannausgeführtwerden,undmanfindet:

×
dyn õ Á � � � ¥èÉQ â K ��� K ×

dyn

Ä× þdyn Ú�� � � K N × Kdyn× K

dyn 	
	 (2.36)

DurchumformenerhältmanfolgendeGleichung:

×
dyn ¼ Á � � � ¥èÉ � KQ â K 
 S ½ õ Á � � � ¥èÉQ â K × þdyn Ú�� � K N × K

dyn× K
dyn

(2.37)

DieseGleichungbesitztimmerdietrivialeLösung× dyn õ=÷ , aberwenn
Ò ÓYÔhÕ ª� é bs�� b � S ist,existiert

auchnocheineLösungmit × dyn � ÷ . Diesführt zueinerspontanenSymmetriebrechungvonder
chiralen R � � ¥¿� � R�� � ¥¿� Gruppezur R � B �oõèR�À � ¥°� VektorGruppe.

2.1.5 Zusammenfassung

Wir untersuchtenin diesemKapiteldasPhänomenderSymmetriebrechung.Ziel waresMassen-
termefür die Teilchenzufinden.
Zuersterwähntenwir in 2.1dasGoldstoneTheorem.DiesesTheoremsagtunsim wesentlichen,
daßwenneineSymmetriegebrochenist,masseloseTeilchen,diesogenanntenNambu-Goldstone
Teilchenauftretenmüssen.Im folgendenbetrachtetenwir dieMassengenerierungin verschiede-
nenModellenundzeigtenauf,welcheTeilchendie Rolle derNambu-GoldstoneTeilchenüber-
nehmen.
Wennwir dasGoldstoneModell 2.1.1betrachten,siehtman,daßmanvor der Symmetriebre-
chungzwei Tachyonen-Zuständeîè� f und � K und nachder Symmetriebrechungein massives
Boson i f undeinmasselosesBoson i K findet.
Im Fall desHiggsModell 2.1.2beginnenwir mit zwei Tachyonen-Zuständen� f , � K undeinem
masselosenPhoton�qó . NachderSymmetriebrechungfindenwir ein massivesBoson � undein
massivesPhoton�qó . In diesemFall verschwindetdasNambu-GoldsteinTeilchenausdemphy-
sikalischenSpektrumdesModells.
Im linearen¢ Modell 2.1.3betrachtenwir zumerstenMal denFall derMassengenerierungfür
Fermionen.Dazuaddiertenwir einenWechselwirkungsterm,der skalareFelder, pseudoskalare
FelderundFermionenR�� � ¥¿� � R�� � ¥°� invariantkoppelt.Am EndederRechnungfindetmanð

Tachyonen-ZuständesindZuständemit negativemMassenquadrat



46 KAPITEL 2. SYMMETRIEBRECHUNG¥ massive Fermionen� ¬ , ¥ K massive Skalare ¢ ¬ und ¥ K pseudoskalareNambu-Goldstone
Teilchen £ ¬ .
Als einenVertreterfür Modelle mit dynamischerMassengenerierunghabenwir dasNambu-
Jona-LasinioModell gewählt.Zumeinenhabenwir in diesemModell gesehen,daßesbeigeeig-
neterParameterwahl zudemlinearen¢ Modell äquivalentist. DaaberkeinkinetischerTermfür
dieeingeführtenHilfsfelderin derLagrangedichteexistierthabendie„Bifermionen“ �]� dieRol-
le dermassivenFelder¢ unddie „Bifermionen“ �9�7����� dieRollederNambu GoldstoneTeilchen
übernommen.
In diesemModell zeigtenwir auchnochAnsatzweise,wie mandie Massenäherungsweisebe-
rechnenkann.Dabeihabenwir eineBedingunggefunden,daßerstabeinerkritischenKopplung
eineMassengenerierungstattfindet.



Kapitel 3

Experimenteller StatusNeutrinos

Die Neutrinostretenin der Natur häufigauf, sind aberwegenihreskleinenWechselwirkungs-
querschnittsnursehrschwernachzuweisen.Daherlistenwir zuerstin Abschnitt3.1die Quellen
für Neutrinosauf. Danachwerdenwir einengrobenÜberblicküberdenexperimentellenStand
in Abschnitt3.2geben.

3.1 Quellenvon Neutrinos

1. SolarNeutrinos
Bei denSolarNeutrinoshandeltessich um Neutrinos,mit einerEnergie bis zu einigen� U�� , diebeiderKernfusionin Sternenentstehen.Bei unsererSonneentstehendieNeutri-
nosim wesentlichendurchfolgendeReaktion,beiderzweiProtonenzueinemDeuterium
Kernverschmelzenunddabeiein Positronundein Neutrinofreisetzen:ä N ä T K�� N�� B N���� (3.1)

2. „KünstlicheNeutrinos“
Bei den„künstlichenNeutrinos“handeltessich um vom MenschenerzeugteNeutrinos.
DabeiunterscheidetmanzwischenNeutrinosausKernreaktoren,die dort als „Abf allpro-
dukt“ mit Energien um

Q � U�� entstehen,und Hochenergie-Neutrinostrahlen,die in Be-
schleunigerndurchBeschußvonTargetsmit Energien � S ÷g÷�� U�� erzeugtwerden.

3. NeutrinoSchauer
Bei demAbbremsenkosmischerStrahlungin denoberstenSchichtenderAtmosphäreent-
stehenals FolgeprodukteauchNeutrinos,die manauchals „atmosphärischeNeutrinos“
bezeichnet

4. „NatürlicheRadioaktivität“
Bei dem � Zerfall radioaktiverKerne,insbesonderein derErdkrusteentstehenNeutrinos.
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5. NeutrinosausSupernovaExplosionen

6. NeutrinoHintergrundalsFolgedesUrknalls
Übliche Modelle desUrknalls sageneinenHintergrundflußvon etwa  ! g÷ NeutrinosproÉçá bÝ vorraus.

3.2 Nachweisvon Neutrinos

FüreineZusammenstellungdesaktuellenexperimentellenStandsderForschungempfehlensich
die KonferenzTagungsberichte[Loc96] und [Neu99]. Eine Vielzahl von Experimentenzum
Nachweisvon Neutrinossind sogenannteOszillationsexperimente.Dabeiversuchtmanin Ab-
hängigkeit vomAbstandvonderQuelledieAbnahmeeinesNeutrinoFlavors,bzw. dasAuftreten
einesneuenNeutrinoFlavorsnachzuweisen.DabeikannmangrobdieModellezurBeschreibung
mit reinerVakuumOszillationenundModellemit resonantemÜbergangin Materie,demsoge-
nanntenMSW Effekt [MS86,Wol78], unterscheiden.Die folgendeGrafik3.1zeigtqualitativ die
Empfindlichkeit verschiedenerOszillationsexperimente,für ein zwei Flavor Modellî in Abhän-
gigkeit vonderQuellebzw. demEffekt.

S ÷ f S S ÷ C K S ÷ C s S ÷ C#" S ÷ C#$ S ÷ C f �
Beschleuniger

Reaktor

Atmosphärisch

MSW (Solar)

Solar%'&
í ÿ�(*) �

Abbildung3.1:NachweisGrenzenOszillationsExperimente

In diesenExperimentenbestimmtmanabernicht die Neutrinomassen× f und × K selbstson-
dern nur die Differenzder Massenquadrate+ × K õ × KK 
 × K f . Zur Zeit existierennur zwei
experimentelleHinweiseauf Neutrino Oszillationen.Die LSND (Large Scintilator Neutrino
Detector)GruppeamLAMPF (LosAlamosMesonPhysicsFacility) Beschleunigerin LosAla-
mos[AAB

B
96,AAB

B
98] hat ��ó T �,� bzw. ��óÊT �-� NeutrinoOszillationenbeobachtet.Zu die-

serBeobachtungist zu sagen,daßparallelzur erstenBeobachtung1995[AAB
B

95] im gleichen
JournaleineVeröffentlichungvon J. E. Hill [Hil95] erschien,der keinenHinweis für Neutrino
Oszillationenin denDatenfindet.Der andereHinweis für eine ��ówT �/. Neutrino-Oszillation
[FHI

B
98] ist der„Super-KamiokandeCollaboration“für atmosphärischeNeutrinosgelungen> .

Alle anderenexperimentellenErgebnissefür Neutrinomassen[PDG98] sind negativ, daßheißt
eskönnennur obereSchrankenfür dieNeutrinomasseangegebenwerden.ð

Nur ElektronundMyon Neutrino,bzw. Antineutrinowerdenberücksichtigt.ø
Im GegensatzzumLSND ExperimenterwartetmandieBestätigungdiesesHinweisesaufOszillationfür atmo-

sphärischeNeutrinosdurchweitereExperimente.
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Kapitel 4

Massengenerierung

Im folgendenTeil derArbeit werdenwir die Dyson-SchwingerGleichungin verschiedenenNä-
herungenbetrachten.Dabeiwerdenwir nur die Wechselwirkung zwischenLeptonenund dem
zusätzlichenR ��S � � Eichboson0 berücksichtigenî . Wie bereitsgesagtwerdenzur Lösungder
Dyson-SchwingerGleichungder Leptonen,die Lösungder Dyson-SchwingerGleichungdes
Eichbosonsund desVertex benötigt,zu derenLösungmandie Lösungder Dyson-Schwinger
Gleichungfür die Leptonenbenötigt.Um Ergebnissezu erhaltenmußmandiesesgekoppelte
Gleichungssystemalsonähern.
Die ersteNäherungdie wir durchführenwerden,ist die ErsetzungdesVertex durchdensoge-
nannten„nacktenVertex“. DieseNäherungwird auchals „rainbow Näherung“bezeichnet.Wir
ersetzenalsodenVertex �21?ó durch � � Lmâ � s �åó . Wir betrachtenalsoin dieserNäherungeinenrein
vektoriellenVertex > .
Die einfachsteweitereNäherung,die sogenannte„quenchedNäherung“bestehtdarin,die An-
zahlderLeptonen-Flavor in demexaktemBosonen-PropagatorgleichNull zusetzen.Mit diesen
beidenNäherungengelingtesdieDyson-SchwingerGleichungenfür dasLeptonin derLandau-
Eichunganalytischzu lösen.
Zuerstwerdenwir in Abschnitt4.1denFall einesmassenlosenweiterenEichbosonsmit „nack-
temVertex“ betrachten.Danachwerdenwir versuchendie „quenchedNäherung“für dasEich-
boson,durchdie EinführungeinesMassentermszu verbessern.Die Ideedie dahinterstehtist,
daßwie bereitsgesagt,auchdasEichbosoneineDyson-SchwingerGleichungerfüllt. DieseGlei-
chungsolltenatürlicheineLösungzulassen,die zu einemMassentermfür dasEichbosonführt.
DiesenFall einesmassivenEichbosonsmit „nacktemVertex“ betrachtenwir in Abschnitt4.2.
Da in dermassivenNäherungProblemeauftreten,betrachtenwir nocheineungewöhnlicheEi-
chung,die sogenannte„Landau-ähnliche“Eichung,in Abschnitt4.2.1,mit dermanhofft, diese
Problemezu lösen.
Wie mandiesenBemerkungenentnehmenkann,müssenwir zur LösungderDyson-Schwingerð

Die Rechnungfür das 3&ÿ54 � Eichboson6 würdegenaugleich durchzuführensein.Am Endeder Rechnung
werdenwir Bedingungenfinden,die dazuführen,daßwir diesesEichbosonnicht berücksichtigenmüssen.ø

Also derVertex ist nurproportional7 Ñ .



52 KAPITEL 4. MASSENGENERIERUNG

GleichungenNäherungenvornehmen.Um einevernünftigeNäherungzu erhalten,werdenwir
unsereParameter, bzw. Bedingungenso wählen,daßdie Ward-TakahashiIdentitäten1.3.4er-
füllt sind.Dabeiwerdenwir auchErgebnisseerhalten,die zur Auszeichnungeinerbestimmten
Eichungführen.

4.1 Massenlose„quenched rainbow“ Näherung


 ì � ä � õ 
 �;~ K8�9 8;: 9 8;<�=
Abbildung4.1:Dyson-SchwingerGleichung(massenlosquenchedrainbow)

Man findet folgendeDyson-SchwingerGleichung(SieheauchGrafik 4.1) in der massenlosen
quenchedrainbow Näherungfür daszusätzlicheabelscheEichboson0 . Am EndederRechnung
wird mansehen,warumwir dasandereabelscheEichboson> nichtberücksichtigthaben.î :


 ì � ä � õ 
 ã ý=s�? 
 �� Lkâ � s ~ K8'9 8;: 9 8;<�=� ä 
 ?5� K 
 �çæ ¼�~Òó/y]N � � 
 S � � ä 
 ?5��ó � ä 
 ?���y� ä 
 ?5� K ½� ó �� Lmâ � s � 
 S � � ? ��S 
 > � 
 ? K �A�lN}� � 
 ? K �
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N@� K � 
 ? K � � � Lmâ ��s�� y (4.1)

mit
ì � ä �µõ·� � ä K �AN �ä > � ä K �ì � ä � õ 
 �7~ K8 9 8�: 9 8�<-= ã ý s ?� Lmâ � s S� ä 
 ?�� K 
 �çæ S
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N}� K � 
 ? K �� ó ¼5~>ó�yZN � � 
 S � � ä 
 ?5��ó � ä 
 ?5��y� ä 
 ?5� K ½ p � ? p S 
 > � 
 ? K � q N}� � 
 ? K � q � y (4.2)

ð
DerPlatzhalter@ bei ACBEDGF stehtstellvertretendfür dasElektronoderdasElektron-Neutrino
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Man erhältalso,unterBerücksichtungderDirac-Algebra(A.3) von Seite79:ì � ä � õ 
 �;~ K8�9 8�: 9 8�<�= ã ý s ?� Lkâ � s S� ä 
 ?5� K 
 �çæ S
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �M� K N@� K � 
 ? K �¼ 
 L � ? p S 
 > � 
 ? K �Mq»N Q � � 
 ? K �N � 
 S� ä 
 ?5� K n	p S 
 > � 
 ? K � q p L � �ä 
 � ?5�H?�¸ � ä 
 ?5� 
 � ä 
 ?5� K � ? qN � �ä 
 � ?5� � �ä 
 � ?���� � 
 ? K � u ½ (4.3)

Um jetztdieTerme¡j� � 
 ä K � und ¡I> � 
 ä K � abzulesen,bildenwir dieSpurvonGleichung(4.3)
bzw. dieSpurvon �ä malGleichung(4.3).Wir erhaltenfolgendesErgebnisfür dieMassenfunktion� � 
 ä K � :± ²EJ � � 
 ä K �AN �ä > � 
 ä K ��Kqõ Q � � 
 ä K �õ 
 Q �;~ K8 9 8;: 9 8;<�= ã ý s ?� Lkâ � s S� ä 
 ?5� K 
 �çæ �  $N@�¾��� � 
 ? K �
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �M� K N@� K � 
 ? K � (4.4)

� � 
 ä K � õ 
 �7~ K8 9 8 : 9 8 <-= ã ý s ?� Lmâ � s S� ä 
 ?�� K 
 �çæ �  $N������ � 
 ? K �
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N}� K � 
 ? K � (4.5)

undfür dieWellenfunktionsrenormierung> � 
 ä K � , wennwir dieUmrechnungausAnhang(A.7)
berücksichtigen:± ² J �ä � � 
 ä K �AN �ä �ä > � 
 ä K � K õ Q ä K > � 
 ä K �õ 
 Q �;~ K8L9 8;: 9 8;<�= ã ý s ?� Lkâ � s S� ä 
 ?5� K 
 �çæ S
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �M� K N@� K � 
 ? K �¼ 
 L ä ¸M? p S 
 > � 
 ? K ��qN � 
 S� ä 
 ?5� K n	p S 
 > � 
 ? K � q p L ä ¸ � ä 
 ?5�N?	¸ � ä 
 ?�� 
 � ä 
 ?5� K ä ¸M? qmu ½ (4.6)

> � 
 ä K � õ � ~ K8'9 8;: 9 8;<�=ä K ã ý s ?� Lmâ � s S� ä 
 ?5� K 
 �Öæ ��S 
 > � 
 ? K �M�
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N@� K � 
 ? K �¼ L ä ¸O? 
 � 
 S� ä 
 ?5� K p � ? K N ä K �N?	¸ ä N L ä K ? K q ½ (4.7)
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Man sieht,daßdie Gleichungenfür � � 
 ä K � und > � 
 ä K � gekoppeltsind.Als Leitfadenfür die
weitereUntersuchungziehtmandie Ward-TakahashiIdentität(SieheauchAbschnitt1.3.4von
Seite31) in Betracht.Manerhältin unserspeziellenFall derquenchedrainbow Näherung(Siehe
Gleichung(A.23)ausdemAnhang):�ä 
 � ? õ � � 
 ä K � 
 � � 
 ? K �lN p S 
 > � 
 ä K � q �ä 
 p S 
 > � 
 ? K � q � ? (4.8)

Man erkenntsofort,daßderAnteil derWardIdentität ¡ � ó erfüllt ist, wenn > � 
 ä K � õ=÷ ist.
Aus diesemGrunduntersuchenwir, unterwelchenBedingungenî esmöglich ist, die Wellen-
funktionsrenormierung> � 
 ä K �3õ ÷ zu wählen.Eine direkte Folge der rainbow Näherung,
die einenrein vektoriellenVertex verwendet,ist, daßdie Ward-TakahashiIdentitätnur im Fall� � 
 ä K � õQPSR �T*U zuerfüllenist.
Für die folgendenRechnungenwerdenwir eineWick Rotation(Gleichung(A.24) auf Seite83)
durchführen.Man findetfolgendeEuklidischeForm> derGleichung(4.6):> � ä K � õ ~ K8�9 8�: 9 8�<-=ä K ã ý s ?� Lmâ � s S� ä 
 ?�� K ��S 
 > � ? K �A�? K ��S 
 > � ? K �A� K N}� K � ? K �¼ L ä ¸M? 
 � 
 S� ä 
 ?5� K p � ? K N ä K �N?�¸ ä N L ä K ? K q ½ (4.9)

õ ~ K8�9 8�: 9 8�<-=ä K ãWV� ý#? K� Lmâ � þ ? K ��S 
 > � ? K �A�? K ��S 
 > � ? K �A� K N@� K � ? K �
ã �� ý�� T 4 � K � � �� ä 
 ?�� K ¼ L ä ¸M? 
 � 
 S� ä 
 ?5� K p � ? K N ä K �N?�¸ ä 
 L ä K ? K q�½ (4.10)

Zur AuswertungderGleichunggenügtesdieWinkelintegrationzubetrachten.AllgemeineÜber-
legungenzur Winkelintegrationin 4 dimensionalereuklidischerMetrik, findetmanim Anhang
C.1aufSeite87.NachderWinkelintegrationentsprechenddenAusführungenim AnhangC.1.1
Gleichung(C.15)-(C.20)undEinführungeinesCut-Off für dieImpulsintegrationfindetman,daß> � ä K � õ ~ K8�9 8 : 9 8 <-=ä K ã�é b� ý#? KS/X â K ? K ��S 
 > � ? K �A�? K ��S 
 > � ? K �M� K N@� K � ? K � � ¼ � ä K N�? K �6ZY-[ � ä K �\? K � 
 S ½ (4.11)

ist. > � ä K � õ � ~ K8�9 8 : 9 8 <�=ä K ã é b� ý#? KS/X â K ? K ��S 
 > � ? K �M�? K ��S 
 > � ? K �A� K N@� K � ? K � ¼ � ä K N�? K �6ZY-[ � ä K �\? K � 
 S ½
(4.12)ð

Dabeidenkenwir anspezielleGrenzfällefür ] í oderspezielleEichungen̂ .ø
Zur Vereinfachungder Schreibweisewurde daraufverzichtet _ durch _�`#a�bdc etc.zuersetzen.Alle folgende

Gleichungensindbis zumnächstenKapitel euklidisch.
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Betrachtenwir jetzt die Massenfunktion� � ä K � ausGleichung(4.5)undführenaucheineWick-
Rotationdurch:� � ä K � õ 
 �  $N�����~ K8'9 8;: 9 8;<�= ã�é b� ý#? K� Lkâ � þ ? K � � ? K �? K ��S 
 > � ? K �A� K N}� K � ? K �ã �� ý�� T 4 � K � � � S� ä 
 ?5� K (4.13)

Mit Hilfe derRechenregeln(C.14)von Seite91findetman:

� � ä K � õ 
 �  $N�����~ K8 9 8;: 9 8;<�= ã é b� ý#? K� Lkâ � þ ? K � � ? K �? K ��S 
 > � ? K �A� K N}� K � ? K � âL 6ZY-[ � ä K �\? K � (4.14)

� � ä K � õ 
 �  ØN@�¾��~ K8�9 8�: 9 8�<�=SGX â K ã�é b� ý#? K ? K6ZY-[ � ä K �\? K � � � ? K �? K ��S 
 > � ? K �M� K N@� K � ? K �
(4.15)

Mansiehtin Gleichung(4.12),daß> � ä K ��¡H� ist,alsoim Fall derLandau-Eichung( � õ7÷ ) man
einenTeil der Ward Identitätî (4.8) mit > � ä K �öõ ÷ erfüllt. Ausserdemsiehtmanin Gleichung
(4.15),daßmit dieserWahl desEichparameters� � ä K � nicht automatischauchgleich Null ist.
In derLandau-Eichungsinddanndie Gleichungen(4.12)für die Wellenfunktionsrenormierung> � ä K � undGleichung(4.15)für dieMassenfunktion� � ä K � entkoppelt.Wir findenalsofolgendes
Gleichungssystem:> � ä K � õ ÷� � ä K � õ 
  �~ K8 9 8�: 9 8�<�=S/X â K ã�é b� ý#? K ? K6eY-[ � ä K �\? K � � � ? K �? K N@� K � ? K �

In Landau-Eichung� � õ=÷r�
(4.16)

DasverschwindenderWellenfunktionsrenormierung> � ä K ��Ù ä K tritt nur in derLandau-Eichung
auf.EineErklärung,welcheEigenschaftdie Landau-EichunggegnüberdenanderenEichungen
auszeichnet,ist nichtbekannt.Dawir jedochsehrweitgehendeNäherungenvorgenommenhaben
umzurGleichung(4.16)zugelangen,scheintesnichtunwahrscheinlich,daßbeidieserProzedur,
die Eichinvarianzverletztwird. Leider sind analytischeRechnungennur an dementkoppeltem
Systemmöglich.ð

Manmußbeachten,daßdie WardIdentitätim Minkowski Raumformuliert ist.
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Zur weiterenAnalysederGleichungwerdenwir zwei verschiedeneWegeeinschlagen.Bei der
erstenMethode,die entsprechenddemNambu-Jona-LasinioModell ausAbschnitt2.1.4durch-
geführtwird, betrachtetmanin Gleichung(4.16)die Funktion � � ä K � am Punkt ä K õ × K . An
diesemPunktist natürlich � � ä K õ × K � õ × . Außerdemersetztmandie Funktion � � ? K � im In-
tegral auchdurch � � ä K õ × K � õ × . BegründenkannmandieNäherungdamit,daßin derNähe
derSingularitätä K õ × K desPropagatorsdieBeiträgedesIntegralsamgrößtenseinsollten.
Die andereMethodederAnalyseführt die Integralgleichungin eineDifferentialgleichungüber.
Die Differentialgleichungkann entwederdurch numerischeVerfahrenoder mit Hilfe der Bi-
furkationsanalyse[Atk91] gelöstwerden.Dabeiersetzenwir die exakteDifferentialgleichung
durcheinelinearisierteVersionderGleichung.DieselinearisierteGleichungnähertdiekorrekte
Gleichungin derNähedesPhasenübergangserstaunlichgutan.

4.1.1 Näherung Integralgleichung

Zur Berechnunggehenwir ähnlich vor, wie in Gleichung(2.34)-(2.37)aus Abschnitt 2.1.4
(Nambu-Jona-LasinioModell). Als Ausgangspunktwählenwir Gleichung(4.16).

� � ä K � õ 
  �~ K8'9 8;: 9 8;<�=S/X â K ã}é b� ýf? K ? K6eY�[ � ä K �\? K � � � ? K �? K N}� K � ? K � (4.17)

Setzenwir jetzt � � ? K � õ � � ä K � undbetrachtendie GleichungamPunktä K T × K
× õ 
  �~ K8'9 8;: 9 8;<�=S/X â K ã é b� ýf? K ? K6eY�[ � × K �\? K � ×? K N × K (4.18)

Da

� K � × K ist, könnenwir dasIntegralwie folgt umschreiben:

× õ 
  �~ K8'9 8 : 9 8 <�=S/X â K � ã á¾b� ý#? K ? K× K ×? K N × K N ã�é bá b ý#? K ×? K N × K 	 (4.19)

Die Integrationkannausgeführtwerden,undmanerhält:× õ 
  �~ K8'9 8;: 9 8;<�=S/X â K ¼ S× K ¼ × þ 
Ä× þ Ú�� ¼ × K N × K× K ½ ½ NN × ¼ Ú�� ¼ � K N × K× K ½ 
 Ú�� ¼ × K N × K× K ½ ½Ø½ (4.20)

× õ 
  �~ K8'9 8;: 9 8;<�=S/X â K × ¼ S 
 L Ú�� L N Ú�� ¼ � K N × K× K ½ ½ (4.21)
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× ¼ S N  �~ K8'9 8;: 9 8;<�=S/X â K ��S 
 L Ú�� L �M½!õ 
  �~ K8'9 8;: 9 8;<�=g�â K × Ú�� ¼ � K N × K× K ½ (4.22)

Setzenwir jetzt hBù 
 þ ß bikj i : j i <�=$ � b undbeachten,daß
LClnmDL � S ist, findenwir:× ��S Noh � L Ú�� L 
 S �A� õph × Ú�� ¼ � K N × K× K ½ (4.23)

DieseGleichungbesitztoffensichtlichimmerdie triviale Lösung × õ�÷ . Aber esexistiert auch
nochfolgendeLösungfür × �õ=÷ und h¿�õ7÷ :S N�h � L Ú�� L 
 S �h õ Ú�� ¼ � K N × K× K ½� K N × K× K õq� K sr K C f U�tu× K õ � K S� K sr K C f U tu 
 S
Die physikalischeForderung,daßdie MassederLeptonensehrviel kleineralsderCut-Off ist,
also ÷ � × KZv � K

ist, führt zu einerEinschränkungfür denParameterh . Wie mansich ein-
fachüberlegenkann,ist dieseBedingungim Fall h � ÷ nicht zu erfüllen.Da wir jedochkeine
Einschränkungfür unsereParameterwahl 9 8;: 9 8;<�= in Kapitel 1.2 gefundenhaben,könnenwir
fordern,daß9 8�: 9 8�<�= � ÷ ist unddamit h �3÷ . DadieMasse× K � � K

seinmuß,findenwir als
obereSchranke für denParameterhxw ff C sr K �I �¸y .

× K õ � K� K sr K C f U tu 
 S× K{z � C K sr K B f � K U C tu für ÷ � h v S
(4.24)

4.1.2 NäherungDiffer entialgleichung

Zur anderenAuswertungsetzenwir î P `kõ 
 þ ßMbi j i : j i <�=f " � b undführendieIntegralgleichung(4.16)
für � � ä K � in eineDifferentialgleichungüber. Dazuschreibenwir zuerstdieGleichungfür � � ä K � ,
da

� K � ä K ist, wie folgt um:

� � ä K � õ P ã å b� ý#? K ? Kä K � � ? K �? K N}� � ? K � N P ã é bå b ýf? K � � ? K �? K N@� K � ? K � (4.25)ð
Die Konstante| ist natürlichidentischmit derKonstanten} ausdervorigenRechnung.Die Konstantenwerden

trotzdemunterschiedlichbenannt,dadieKonstantenunterschiedlicheBedingungenerfüllenmüssen.
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Wennwir die Ableitungvon � � ä K � nachä K bilden,findenwir:

ô å b � � ä K � õ P 
 S� ä K � K ã å b� ý#? K ? K � K � ? K �? K N@� K � ? K � N P ? Kä K � � ? K �? K N}� K � ? K ��~~~~ � b � å b
 P � � ? K �? K N}� K � ? K � ~~~~ � b � å b (4.26)

õ 
 P� ä K � K ã å b� ý#? K ? K � � ? K �? K N@� K � ? K �
Multiplizierenwir jetztmit � ä K � K , findenwir:

� ä K � K ô å b � � ä K � õ 
 P ã å b� ý#? K ? K � � ? K �? K N}� K � ? K � (4.27)

WennmandieGleichung(4.27)nocheinmalnachä K ableitet,findenwir:� ä K � K ô Kå b � � ä K �lN L ä K ô å b � � ä K � õ 
 P ? K � � ? K �? K N@� K � ? K � ~~~~ � b � å b (4.28)

ä K ô Kå b � � ä K �lN L ô å b � � ä K �lN P � � ä K �ä K N@� K � ä K � õ7÷ (4.29)

Wennwir die Randbedingungenbetrachten,findenwir im IR (ä K T ÷ ) ausGleichung(4.27)
folgendeDifferentialgleichung:

Ú 476å b Û � p � ä K � K ô å b � � ä K �Mq5õ7÷ (4.30)

Für die Bedingungim UV (ä K T � K
) zu findenbetrachtenwir ä K mal Gleichung(4.25) und

differenzierennachä K :
ô å b � ä K � � ä K �A� õ P ô å b ã å b� ý#? K ? K � � ? K �? K N}� K � ? K � N P ô å b � ä K ã é bå b ý#? K � � ? K �? K N@� K � ? K � 	 (4.31)

(4.32)

� � ä K �lN ä K ô å b � � ä K �µõ P ? K � � ? K �? K N@� K � ? K � ~~~~ � b � å bN P ã}é bå b ý#? K � � ? K �? K N@� � ? K � 
 P ä K � � ? K �? K N@� K � ? K � ~~~~ � b � å b (4.33)
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� � ä K �lN ä K ô å b � � ä K � 
 P ã@é bå b ýf? K � � ? K �? K N@� K � ? K � õ7÷ (4.34)

Wennwir jetztdenGrenzwertä K T � bilden,findetman:

Ú 476å b Û é b p �
� ä K �ON ä K ô å b � � ä K � 
 P ã@é bå b ý#? K � � ? K �? K N}� K � ? K � 	 õ (4.35)õ � � � K �lN � K ô å b � � ä K � ~~ å b � é b õ7÷ (4.36)

Wir erhaltenalsofolgendeDifferentialgleichungmit denNebenbedingungenim IR undUV:

ä K ô Kå b � � ä K �lN L ô å b � � ä K �lN P � � ä K �ä K N@� K � ä K � õ ÷
Ú 4;6å b Û � p � ä K � K ô å b � � ä K ��q õ ÷� � � K �lN � K ô å b � � ä K � ~~ å b � é b õ ÷

(4.37)

Wie mansieht,ist die triviale Lösung � � ä K �Öõ ÷ Ù ä K durchdie Randbedingungennicht aus-
geschlossen.NumerischeLösungendieserGleichungsind in demArtikel von R. Fukudaund
T. Kugo[FK76] unddemArtikel von B. G. Dragović, D. P. Mavlo undA. T. Philippov [DP78]
zufinden.EineausführlichereBeschreibungdernumerischenLösungderGleichungkannin der
Doktorarbeitvon P. Maris [Mar93] gefundenwerden.
Führenwir jetzt die Bifurkationsanalysedurch.Wir ersetzenim Nennervon Gleichung(4.37)� K � ä K � durch × K �õ=÷ . Somitfindetmanfolgendequasi-lineareDifferentialgleichung:ä K � ä K N × K �9ô Kå b � � ä K ��N L � ä K N × K �^ô å b � � ä K �lN P � � ä K � õ!÷ (4.38)

Bei dieserGleichunghandeltessichum einehypergeometrischeDifferentialgleichung,die wir
im AnhangC.3 näheruntersuchen.WegendenNebenbedingungenim IR ausGleichung(4.37)
findetmanfolgendeLösung:� � ä K �× õ K�� f � SL NI� SQ 
 P � SL 
 � SQ 
 P [ L [ 
 ä K× K 	 (4.39)

Wie manim AnhangC.3sieht,insbesondereGleichung(C.82)-(C.87),ist dieBedingungim UV
nur für WertederKopplung

P É]� fs , bei endlichemCut-Off zuerfüllen.
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DerFall
m õ S führt in Gleichung(C.87)zueinemstabilenVakuum.Wir findenalsoin derNähe

derkritischenKopplung: ×
dyn

z Q � U C�� ��
mit: �� ù v Q P 
 S

(4.40)

DiesesErgebnishabenwir durchunsereNäherungdesNennersä K N � � ä K � vonDifferentialglei-
chung(4.37)durchä K N × K , alsoderBifurkationsnäherung,erhaltenî . Wir habenim Prinzipzur
HerleitungdenLeptonenpropagatordurchfolgendenPropagatorersetzt:Ë bifur ¡ �ä N@� � ä �ä K N × Kdyn

(4.41)

DieserLeptonenpropagatorbesitztnatürlicheinenPol bei ä K õ 
$× K
dyn, denmanmit derMasse

identifiziert.

Zusammenfassung

Wie wir sehenhabenwir in beidenNäherungenmit Gleichung(4.24)und (4.40)ein qualitativ
ähnlichesErgebnisgefunden.Die Näherungdurchdie Differentialgleichungliefert unszusätz-
lich einekritischeKopplung

P É . DiesekritischeKopplungführt dazu,daßdasandereR ��S � Eich-
boson> keinenBeitragzuderMasseliefert,dadieKopplungkleinerwie diekritischeKopplung
ist. Die kritischeKopplungist ein Effekt, denmanauchbei rein numerischenNäherungender
Dyson-SchwingerGleichungfindet.

4.2 Massive „quenched rainbow“ Näherung


 ì � ä � õ 
 �;~ K8�9 8 : 9 8 <�=
Abbildung4.2:Dyson-SchwingerGleichung(massiv quenchedrainbow)

Versuchenwir jetzt,wie bereitsim Vorspanngesagt,durchEinführungeinerMassefür dasBoson0 die Näherungzuverbessern.EsbestehtauchdieHoffnung,daßesdurchdieseMassegelingt,
einedemProblemeigeneMassenskalaeinzuführen.ð

In der Berechnunghabenwir die äussereMasse

&
ë ' " gesetzt.Die dynamischerzeugteMasse

&
dyn ist in

diesemFall identischmit derphysikalischenMasse

&
.
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Die Dyson-SchwingerGleichung(SieheauchGrafik4.2)hatin dermassivenquenchedrainbow
NäherungfolgendeFormî :


 ì � ä ��õ 
 ã ý=s�? 
 �� Lmâ � s ~ K8'9 8;: 9 8;<�=� ä 
 ?�� K 
 ¦ K 
 �Öæ ¼ ~>ó/y]N � � 
 S � � ä 
 ?���ó � ä 
 ?5��y� ä 
 ?5� K 
 � ¦ K ½� ó �� Lmâ � s � 
 S � � ? ��S 
 > � 
 ? K �M�lN@� � 
 ? K �
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N}� K � 
 ? K � � � Lmâ ��sA� y (4.42)

mit
ì � ä � õ·� � ä K �MN �ä > � ä K �ì � ä � õ 
 � ã ý s ?� Lmâ � s ~ K8'9 8;: 9 8;<�=� ä 
 ?5� K 
 ¦ K 
 �Öæ S
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N}� K � 
 ? K �� ó ¼ ~Òó/y]N � � 
 S � � ä 
 ?5��ó � ä 
 ?���y� ä 
 ?5� K 
 � ¦ K ½ p � ? p S 
 > � 
 ? K �Mq»N@� � 
 ? K �Mql� y (4.43)

Man erhältalso,unterBerücksichtungderUmformungen(A.3) von Seite79:

ì � ä � õ 
 � ã ý s ?� Lmâ � s ~ K8'9 8;: 9 8;<�=� ä 
 ?5� K 
 ¦ K 
 �Öæ S
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N}� K � 
 ? K �¼ 
 L � ? p S 
 > � 
 ? K ��q&N Q � � 
 ? K �N � 
 S� ä 
 ?�� K 
 � ¦ K n	p S 
 > � 
 ? K � q p L � �ä 
 � ?5�N?	¸ � ä 
 ?�� 
 � ä 
 ?5� K � ? qN � �ä 
 � ?5� � �ä 
 � ?5��� � 
 ? K � u ½ (4.44)

Um jetzt die Terme ¡ � � 
 ä K � und ¡�> � 
 ä K � abzulesen,bilden wir die Spurvon Gleichung
(4.44)bzw. die Spurvon � ä mal Gleichung(4.44).Wir erhalten,entsprechendzu derRechnung

ð
DerPlatzhalter@ bei ACBEDGF stehtstellvertretendfür dasElektronoderdasElektron-Neutrino
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ausdemletztenAbschnitt4.1,folgendesErgebnisfür die Massenfunktion� � 
 ä K � :± ²J � � 
 ä K �AN �ä > � 
 ä K ��KÖõ Q � � 
 ä K �õ 
 Q �;~ K8�9 8;: 9 8;<�= ã ý s ?� Lkâ � s � � 
 ? K �
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N}� K � 
 ? K �S� ä 
 ?5� K 
 ¦ K 
 �çæ ¼ S N � � 
 S � � ä 
 ?5� K� ä 
 ?5� K 
 � ¦ K ½ (4.45)

� � 
 ä K � õ 
 �7~ K8L9 8�: 9 8�<�= ã ý s ?� Lmâ � s � � 
 ? K �
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �M� K N@� K � 
 ? K �S� ä 
 ?5� K 
 ¦ K 
 �çæ ¼ Q N � � 
 S � � ä 
 ?5� K� ä 
 ?5� K 
 � ¦ K ½ (4.46)

undfür die Wellenfunktionsrenormierung> � 
 ä K � , wennwir die Gleichung(A.7) ausdemAn-
hangberücksichtigen:± ² J �ä � � 
 ä K �AN �ä �ä > � 
 ä K � K õ Q ä K > � 
 ä K �õ 
 Q ~ K8'9 8;: 9 8;<�= � ã ý s ?� Lmâ � s S� ä 
 ?5� K 
 ¦ K 
 �çæ S
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N}� K � 
 ? K �¼ 
 L ä ¸M? p S 
 > � 
 ? K ��qN � 
 S� ä 
 ?5� K 
 � ¦ K n	p S 
 > � 
 ? K �Mq p L ä ¸ � ä 
 ?5�N?	¸ � ä 
 ?5� 
 � ä 
 ?5� K ä ¸O?�qku ½ (4.47)

> � 
 ä K � õ � ~ K8L9 8 : 9 8 <-=ä K ã ý s ?� Lmâ � s S� ä 
 ?5� K 
 ¦ K 
 �Öæ ��S 
 > � 
 ? K �A�
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N}� K � 
 ? K �¼ L ä ¸M? 
 � 
 S� ä 
 ?�� K 
 � ¦ K n	p � ? K N ä K �H?�¸ ä N L ä K ? K qmu ½
(4.48)

Die Gleichungenfür � � 
 ä K � und > � 
 ä K � sind genauwie im masselosenFall gekoppelt.Die
Form derWard Identitätändertsich im VergleichzummasselosenFall (4.8) nicht. Aus diesem
Grund untersuchenwir, ob es eine Bedingunggibt, entsprechendder Landau-Eichungin der
massenlosenquenchedrainbow Näherung,in derdie Wellenfunktionsrenormierung> � 
 ä K �!T÷ geht.
Für die folgendenRechnungenwerdenwir eineWick Rotation(Gleichung(A.24) auf Seite83)
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durchführen.Man findetfolgendeEuklidischeFormî derGleichung(4.48):> � ä K � õ ~ K8'9 8 : 9 8 <�=ä K ã ý s ?� Lmâ � s ��S 
 > � ? K �M�? K ��S 
 > � ? K �M� K N@� K � ? K �S� ä 
 ?�� K N ¦ K ¼ L ä ¸O? 
 � 
 S� ä 
 ?5� K N�� ¦ K n�p � ? K N ä K �N?	¸ ä 
 L ä K ? K qku ½ (4.49)

õ ~ K8'9 8;: 9 8;<�=ä K ã�V� ýf? K� Lmâ � þ ? K ��S 
 > � ? K �A�? K ��S 
 > � ? K �A� K N}� K � ? K �
ã �� ý�� T 4 � K � � �� ä 
 ?5� K N ¦ K ¼ L ä ¸M? 
 � 
 S� ä 
 ?�� K N�� ¦ K p � ? K N ä K �H?�¸ ä 
 L ä K ? K q ½ (4.50)

Wennwir die NebenrechnungausdemAnhangC.1.2berücksichtigen,insbesondereGleichung
(C.34),findenwir:> � ä K � õ ~ K8'9 8;: 9 8;<�=ä K ãWV� ý#? Kg�â K ? K ��S 
 > � ? K �A�? K ��S 
 > � ? K �A� K N}� K � ? K �¼ 
 SL 
 � � 
 S � K SL ä K N�? KL ä ?N ä K N�? KQ ¦ K � L ä ?ä K N�? K N ¦ K 
q� � ä K N�? K N ¦ K � K 
 Q ä K ? K
 L ä ?ä K N�? K N�� ¦ K 
 � � ä K N�? K N@� ¦ K � K 
 Q ä K ? K 	N � ä K N�? K N ¦ K � K 
 � ä K N�? K N ¦ K � � � ä K N�? K N ¦ K � K 
 Q ä K ? KQ ä K ? K 	

(4.51)

Wie mansieht,führt in diesemFall die Wahl derLandauEichungnicht zumgewünschtenZiel> � ä K � õ=÷ . Man sieht,daßauchkeineandereEichungzudiesemZiel führt. Betrachtenwir jetzt
die Massenfunktion� � ä K � ausGleichung(4.46):� � ä K � õ 
 ~ K8'9 8�: 9 8�<-= ã é b� ý#? K� Lmâ � þ ? K � � ? K �? K ��S 
 > � ? K �A� K N@� K � ? K �

ã �� ý�� T 4 � K � �Ê� S� ä 
 ?5� K N ¦ K ¼ Q N � � 
 S � � ä 
 ?5� K� ä 
 ?5� K N�� ¦ K ½ (4.52)

ð
Zur Vereinfachungder Schreibweisewurde daraufverzichtet _ durch _�`#a�bdc etc.zuersetzen.Alle folgende

GleichungensindbiszumnächstenKapitel euklidisch.
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Berücksichtigenwir jetzt die Nebenrechnungen(C.35)-(C.40)von Seite96, findenwir für den
Fall � �õ=÷ :

� � ä K � õ ~ K8�9 8�: 9 8�<-= ã�é b� ý#? Kg�â K ? K � � ? K �? K ��S 
 > � ? K �A� K N}� K � ? K �� Q ä K N�? K N ¦ K 
 � � ä K N�? K N ¦ K � K 
 Q ä K ? KQ ä K ? K
N � L ä ?¦ K � ä K N�? K N ¦ K 
 � � ä K N�? K N ¦ K � K 
 Q ä K ? K �
 L ä ?¦ K � ä K N�? K N�� ¦ K 
 � � ä K N�? K N�� ¦ K � K 
 Q ä K ? K � 	�	

(4.53)

undim Fall � õ7÷ , wennwir Gleichung(C.41)berücksichtigen:

� � ä K � ~~ X � � õ  �~ K8 9 8;: 9 8;<�= ã@é b� ýf? Kg�â K ? K � � ? K �? K ��S 
 > � ? K �M� K N@� K � ? K �ä K N�? K N ¦ K 
 � � ä K N�? K N ¦ K � K 
 Q ä K ? KQ ä K ? K
(4.54)

Im GegensatzzummasselosenFall aus4.1siehtman,daßwir im massivenFall keineEichung�
findenkönnenfür die > � ä K � Null wird. Esist alsonichtmöglichdieGleichungenzuentkoppeln.
Um weitereAussagentreffen zu können,nimmt manüblicherweisean,daßesin der Landau-
Eichung� õ7÷ einvernünftigerAnsatzist mit > � ä K � õ=÷ dieRechnungzubeginnen.DerGrund
für dieseAnnahmeliegt in der Tatsachebegründet,daßim Grenzwertä K T � in niedrigster
Ordnungdie Wellenfunktions-Renormierung> � ä K � in derLandau-Eichungverschwindet.
WegenderunterschiedlichenPolstrukturdesmasselosenunddesmassivenFalls,kannmanden
masselosenFall nicht als Grenzfall desmassiven Falls Ú 4;6�� b Û � für alle Werte � betrachten.
Betrachtenwir denGrenzfall

¦ K T ÷ für Gleichung(4.51)undGleichung(4.53):> � ä K � õ ~ K8�9 8�: 9 8�<-=ä K ãWV� ýf? KS/X â K ��S 
 > � ? K �A�? K ��S 
 > � ? K �M� K N@� K � ? K �¼ ä K N�? K6ZY-[ � ä K �\? K � 
 S 
 � � 
 S � K ä K N�? K� Q ä ?5� ½� � ä K � õ 
 ~ K8'9 8 : 9 8 <�= ã é b� ý#? KQ â K � � ? K �? K ��S 
 > � ? K �A� K N}� K � ? K � ? K6ZY-[ � ä K �\? K � (4.55)
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Man sieht,obwohl derAusdruckin Gleichung(4.55)für � � ä K � im Fall verschwindenderMas-
sen

¦
nicht mehrvon derEichungabhängt,daßmanim wesentlichendasErgebnis(4.15)des

masselosenFalls wieder findet. Nur unterscheidetsich der Ausdruckfür > � ä K � in Gleichung
(4.55) wesentlichvon dem AusdruckdesmasselosenFalls (4.12). Es ist also nicht möglich,
einenGrenzfall für > � ä K � im Ú 4;6 � b Û � für � �õ S zu finden,derdemmasselosenFall entspricht.
Es ist schwerzu begründen,daßman > � ä K �Öõ ÷ Ù ä K , wie im masselosenFall in derLandau
Eichung �úõ ÷ , setzenkann.Wie bereitsgesagt,darf man dieseAnnahmenur im Grenzfallä K T � verwenden.
Die Vermutungliegt nahe,daßdasProblemdarinbegründetliegt, daßmanim Grenzfall

¦ T ÷
für die Wellenfunktionsrenormierung> � ä K � und die Massenfunktion� � ä K � nicht den masse-
losenFall wiederfindet.Um diesesProblemdesGrenzfalls zu lösen,habenT. Maskawa und
H. Nakajima[MN74, MN75] folgendenPropagatorfür dasmassiveEichbosonvorgeschlagen:

� | ó/yqõ 
 �Lmâ S? K 
 ¦ K N}�Öæ ¼�~Òó/yZN � � 
 S � ?gó�?=y? K 
 ¦ K ½ (4.56)

Diese„ungewöhnlicheEichung“ bezeichnetmanin der Literatur im Fall � õD÷ als „Landau-
ähnliche“ Eichung.Wie man sieht besitztdiese„Landau-ähnliche“Eichungdie gleichePol-
strukturwie diemasseloseTheorie.DieserAnsatzlöst jedochdasgrundsätzlicheProblemnicht,
wie wir im nächstenAbschnitt4.2.1sehenwerden.
Ein weiteresProblemist, daßdieRechenmethodenausdemAbschnitt4.1.1und4.1.2scheitern,
da beideMethodenwesentlichvon der Annahmeabhängen,daßwir den Integralkern in eine
Summevon Integralkernenfür ä K � ? K bzw. für ä K ��? K zerlegenkönnen.DieseEigenschaft
hängtengmit derDarstellungderWurzel � � ä K N�? K � K 
 Q ä K ? K als ��� T � ä K 
 ? K � zusammen.
Es ist möglicheineLösungzu Gleichung(4.54)für die Massenfunktion� � ä K � zu finden,wenn
wir fordern,daß > � ä K ��õ ÷ ist. Es ist zwar möglich die Gleichung(4.54) direkt zu integrie-
ren, jedochführt dieszu keinemeinfachenErgebnis.In AnhangC.2 zeigenwir einenweiteren
Lösungsweg mit Hilfe der dimensionalenRegularisierung,die wir schonin der Diplomarbeit
[Gre94] verwendethaben.Leider führt die letzte Integrationauchzu einemmehrals unüber-
sichtlichemErgebnis.
In der Literatur ist esüblich in der LandauEichungmit der Annahmevon > � ä K � õ ÷ in dem
„massiven quenchedrainbow“ Modell zu rechnen.Im Gegensatzzu unsererDarstellungbe-
trachtetJ. Hošek[Hoš87] auchdie BeiträgedesanderenR ��S � Eichbosons> und fordert eine
zusätzlicheBedingungfür die Kopplungen.DieseBedingungzwischendenKopplungenführt
dazu,daßderDivergenzgradderIntegralgleichungfür die Massenfunktionsichändertundman
ein ähnlichesErgebnis,wie in der massenlosen„quenchedrainbow“ Näherung(4.24) findet.
In diesemModell ist esnicht möglich für geladeneLeptonenund Neutrinosmit demgleichen
MechanismuseineMassezuerzeugen,dadie Neutrinosnichtmit demEichboson> koppeln.
In denArbeitenvon H. Pagels[Pag79,Pag80]wird dasasymptotischeVerhaltenderLösungen
untersucht.Für unsereBetrachtungenhelfenunsdieseasymptotischeBetrachtungnichtweiter.
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4.2.1 Massive„Landau-ähnliche quenchedrainbow“ Näherung

Wie bereitsgesagtversuchtmanmit dem„Landau-ähnlichen“Propagator, ausGleichung(4.56),
die PolstrukturdermasselosenTheoriezu „immitieren“ î .
 ì � ä � õ 
 ã ý=s�? 
 �� Lmâ � s ~ K8�9 8 : 9 8 <�=� ä 
 ?5� K 
 ¦ K 
 �çæ ¼5~>ó�yZN � � 
 S � � ä 
 ?5��ó � ä 
 ?���y� ä 
 ?�� K 
 ¦ K ½� ó �� Lkâ � s � 
 S � � ? ��S 
 > � 
 ? K �A�lN}� � 
 ? K �
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �M� K N@� K � 
 ? K � � � Lmâ � s � y (4.57)

mit
ì � ä � õ � � ä K �AN �ä > � ä K �

Wennwir alleSchrittedesmassivenFallswiederholenerhaltenwir folgendesZwischenergebnis:

� � 
 ä K � õ 
 �7~ K8 9 8;: 9 8;<�= ã ý s ?� Lmâ � s � � 
 ? K �
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N}� K � 
 ? K �S� ä 
 ?�� K 
 ¦ K 
 �Öæ ¼ Q N � � 
 S � � ä 
 ?5� K� ä 
 ?5� K 
 ¦ K ½ (4.58)> � 
 ä K � õ � ~ K8L9 8�: 9 8�<-=ä K ã ý s ?� Lmâ � s S� ä 
 ?5� K 
 ¦ K 
 �Öæ ��S 
 > � 
 ? K �A�
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N}� K � 
 ? K �¼ L ä ¸M? 
 � 
 S� ä 
 ?5� K 
 ¦ K n�p � ? K N ä K �N?	¸ ä N L ä K ? K qku ½
(4.59)

Damit findenwir für > � ä K � , wennwir insbesondereGleichung(C.42)-(C.49)ausAnhangC.1.3
berücksichtigen:> � ä K � õ ~ K8'9 8;: 9 8;<�=ä K ã é b� ýf? Kg�â K ? K ��S 
 > � 
 ? K �A�
 ? K ��S 
 > � 
 ? K �A� K N}� K � 
 ? K �� � � � ä K N�? K N ¦ K � K 
 � ä K N�? K N ¦ K � � � ä K N�? K ¦ K � K 
 Q ä K ? KQ ä K ? K 
 L 	
 � � 
 S � ¦ K � ä K N�? K N ¦ K � 
 � � ä K N�? K ¦ K � K 
 Q ä K ? KQ ä K ? K
 � � 
 S � ¦ K SL � � ä K N�? K N ¦ K � K 
 Q ä K ? K 	

(4.60)ð
Manmußbeachten,daßim Nennervom PropagatorderTerm Î�^,� í durch � í ersetztist.
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Für � � ä K � findenwir entsprechend,wennwir Gleichung(C.50)-(C.54)berücksichtigen:

� � ä K � õ ~ K8L9 8�: 9 8;<�=gmâ K ã�é b� ý#? K ? K � � ? K �? K ��S 
 > � ? K �A� K N}� K � ? K �� �  $N���� ä K N�? K N ¦ K 
 � � ä K N�? K N ¦ K � K 
 Q ä K ? KQ ä K ? K
 � � 
 S � ¦ K � ä K N�? K N ¦ K �Q ä K ? K � � ä K N�? K N ¦ K � K 
 Q ä K ? K N � � 
 S � ¦ KQ ä K ? K 	
(4.61)

Wennwir unsdieGleichungen(4.61)für � � ä K � unddieGleichung(4.60)für > � ä K � im Grenzfall¦ K T ÷ betrachten,findetman:> � ä K �µõ ~ K8'9 8;: 9 8;<�=ä K ã�é b� ý#? KS/X â K ? K ��S 
 > � ? K �A�? K ��S 
 > � ? K �A� K N@� K � ? K � � ¼ ä K N�? K6ZY-[ � ä K ��? K � 
 S ½
� � ä K �µõ ~ K8'9 8 : 9 8 <�=S/X â K ã é b� ý#? K �  ØN@�¾��� � ? K �? K ��S 
 > � ? K �A� K N}� K � ? K � ? K6ZY-[ � ä K �\? K � (4.62)

Wie mansieht,nähertmanhier im Grenzfall verschwindenderMasse
¦

, wegender gleichen
Polstruktur, denmasselosenFall für > � ä K � an.Trotzdemsiehtman,daßmanin Gleichung(4.60)
nur im Grenzfall

¦ T ÷ dasErgebnis> � ä K ��õú÷ derLandauEichungfindet. Im Fall
¦ �õú÷

ist derAnteil derWellenfunktionsrenormierung> � ä K � ausGleichung(4.60),der in derLandau
Eichungnicht verschwindet,proportional

¦ K
.

Zusammenfassung

Wie wir in diesemAbschnitt gesehenhaben,ist esnicht möglich, die einfachenErgebnissen
dermasselosen„quenchedrainbow“ NäherungaufdenmassivenFall zuverallgemeinern.Dabei
wird die außergewöhnlicheStellungder Landau-Eichungin demmasselosenFall klar. Diesen
ZusammenhangkommentierteA. CohenundH. Georgi sehrtreffendwie folgt î : “Miraculously,
theIntegral in thesecondequationvanishesuponangularintegration“ ([CG89]S.9Absatz3)

ð
Mit „secondequation“ist die Gleichungfür die Wellenfunktionsrenormierung6$ÿ�] í � (4.12) im Falle ^ ' "

gemeint
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4.3 Ausblick

EineweitereVerbesserungderNäherungist dieVerbesserungdesAnsatzesfür denVertex. Dabei
gehtmanzumFindenbessererAnsätzefür denVertex wie folgt vor.
Man drücktdenVertex 1 ó wie folgt aus:�21 ó � ä �\?5� õ ¼�~ ó�y 
�� ó � y� K ½¿��1 y � ä �\?5�lN � ó � y� K ��1 y � ä �\?��F� mit � õ ä 
 ? (4.63)

Drücken wir denVertex ganzrechtsmit Hilfe der Ward-TakahashiIdentität (1.83)aus,finden
wir: �21 ó � ä �\?5� õ ¼�~ ó�y 
 � ó � y� K ½¿��1 y � ä �\?5�lN¨� � ó� K p Ë C f� � ?�� 
 Ë C f� � ä ��q (4.64)

DieserVertex erfüllt natürlichdie Ward-TakahashiIdentität.Interessantist, daßmandentrans-
versalenVektor n ~ ó�y 
I�������� b u ��1 y � ä �\?5� durcheinenbeliebigentransversalenVektor 1 ó� � ä ��?5� er-

setzenkann,unddieserauchdie Ward-TakahashiIdentitäterfüllt. Man mußnur daraufachten,
daßdiesertransversaleVektor 1 ó� � ä �\?5� auchdie WardIdentität(1.84)erfüllt.
Mit diesemKonstruktionsprinzipist es also möglich eine Vielzahl von verbessertenVertices
zu konstruieren.Eine besondersschöneUntersuchungmit einemsolchenverbessertenVertex
wurdevon D. C. CurtisundM. R. Pennington[CP92] und[CP93]vorgenommen.Dabeiwurde
in [CP93] mit numerischenMethodengezeigt,daßmit demverwendetenbesserenVertex Ansatz,
die kritischeKopplungunabhängigvondergewähltenEichungist.
Natürlichführt die VerbesserungdesVertex zu einerwesentlichkomplizierterenRechnung,die
analytischnicht zu lösenist. AusserdembenötigtmanzusätzlicheArgumente,auseinerüberge-
ordnetenTheorie,um zuentscheidenwelchentransversalenVektorwir bevorzugen.
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Untersuchungder Leptonenmasse

Wie bereitsim Abschnitt1.1.5erwähnt,mußdie BasisderNeutrinomassenzustände� f , � K und� þ , nicht identischmit derBasisderFlavorzustände�-� , �(ó und �/. sein.Nehmenwir an,daßwir
denZusammenhangzwischendenbeidenBasendurchfolgendeeinfacheBeziehungbeschreiben
könnenî :

�� X#  õ þ« Þ�� f R îX Þ  �kÞ   (5.1)

Zur Zeit gibt eseineVielzahlvon verschiedenennumerischenParametrisierungenderMassen-
matrizen R X ¬ für Leptonen,entspechendder Kobayashi-Maskawa Matrix für die Quarks,um
die verschiedenenErgebnissederNeutrinoexperimente,die wir kurz in Kapitel 3 betrachtetha-
ben,konsistentzu betrachten.Als Ansatzwählenwir ein einfachesModell ausdemArtikel von
T. OhlssonundH. Snellman[OS99],beidemmanvon folgendenAnnahmenausgeht:¡ Man betrachtetdreiFlavor¡ Man vernachlässigteinemögliche 0£¢ Verletzung¤ Cabbibo-Kobayashi-MaskawaMatrix derLeptonenist reell¤ Esgenügenzur BeschreibungderLösungendrei Mischungswinkel � f K , � K þ , � f þ und

zweiMassenquadratdifferenzen+ × K und + ¦ K
.¡ KeineBerücksichtigungeinesmöglichenNeutrinolosendoppeltenBeta-Zerfalls¤ Die Neutrinosbesitzenwie die geladenenLeptoneneinenDirac-Massentermund

keinenMajorana-Massenterm[Maj37].ð
Im folgendenläuft derIndex ^ überdieFlavor ZuständeundderIndex ¥ bzw. ¦ überdieMasseneigenzustände



70 KAPITEL 5. UNTERSUCHUNG DER LEPTONENMASSE¡ Die positivenErgebnissedesLSND-Experiments[AAB
B

96, AAB
B

98] Experimentsfür
NeutrinooszillationenzwischenElektronneutrinoundMyonneutrinobzw. derenAntiteil-
chenwerdennichtberücksichtigt.¡ Estritt keinmeßbarerMSW Effekt [MS86,Wol78] in derSonneoderderErdeauf.¡ MaximaleMischungzwischendenMasseneigenzuständen� f und � K , maximaleMischung
zwischendenMasseneigenzuständen� K und � þ undkeineMischungzwischendenMasse-
neigenzuständen� f und � þ .¡ ZurBeschreibungdesKamiokandeErgebnissesfür hochenergetischeatmosphärischeNeu-
trinosverwendenwir denAnsatzdaß+ ¦ K õ × Kþ 
¨× KK z S U�� K ist.¡ Die zweiteMassenquadratdifferenz+ × K õ × KK 
¨× K f legenwir nicht fest.

Wir erhaltenalsofolgendeCabbibo-Kobayashi-MaskawaMatrix für Leptonen:§ õ ¨©©©ª « fK « fK ÷
 fK fK « fKfK 
 fK « fK
¬S® (5.2)

Betrachtenwir jetzt die Lösungdie wir in dermasselosenquenchedrainbow Näherungim Ab-
schnitt4.1.2gefundenhabenî : × Í�¯H°Q � õp� C �g ±n² = Ós³ Õ�´ tPkµ � ~���¡ ~ K8�9 8;: 9 8;<�= (5.3)

Wie wir mit unsererSchreibweiseandeuten,hängtdieeffektiveKopplung
Pkµ � ~�� vonderFamilie

(Parameter~ ) unddavon ab,ob essichbei denTeilchenum NeutrinosodergeladeneLeptonen>
handelt(Index ¶ µ ¶ ���»¹ ).
Wir werdenjetzt versuchenmit Hilfe derbekanntenMassendergeladenenLeptonen[PDG98]
ein Massenschemafür die Neutrinosentsprechendaufzubauen.Dabeisind die Ergebnisseab-
hängigvon der Massenskala

�
die wir wählen.Da wir jedochnur an qualitativenErgebnissen

interesiertsind ist diesnicht weitervon großerBedeutung.Die folgendeTabelle5.1 zeigteine
möglicheLösungfür die geladenenLeptonen· .
Um eineLösungfür die Neutrinoszufindengehenwir jetzt wie folgt vor:ð

Wie wir gesehenhaben,besitzenalle Lösungenqualitativ dasgleicheVerhalten,sodaßdie Ergebnisseeinfach
zu übertragensind.Im Prinzipentsprichtdie ¸ ¹S|�ºlÿ¼» �,½ 4 im wesentlichendereffektivenKopplungin derNähe-
rungendesIntegralsin Abschnitt4.1.1.Die Division durch ¹S� bietetsichan,um dieRechnungzuvereinfachen.ø

Als Index für dieGeledenenLeptonenverwendenwir ein Leerzeichen.¾
Die Rechnungenwurden,wegenderRundungsfehler, immermit genauerenWertendurchgeführt.
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Lepton Masse
áÀ¿�ÁdÂs é � Q P � ~�� 
 S P � ~5�� ÷��\Ã � U�� SÅÄrS ÷ C K�� ÷��6÷ X g ÷�� L Ã S LI S ÷ X � U�� L � SÅÄrS ÷ C f $ ÷��6÷ÇÆ!Æ ÷�� L Ã S ÃÈ S Æ!Æ!Æ � U��  �� XÉÄrS ÷ C fËÊ ÷��6÷ g  ÷�� L Ã S Æ

Tabelle5.1:GeladeneLeptonenmassefür

� z S ÷ K�� � U��¡ Wir wählendenMassezustand× þ õ S U�� .¤ DerzweiteMassenzustand× K mußsehrviel kleinerals × þ sein,damitdieDifferenz+ ¦ K õ S U�� ist.¡ Wir berechnendenWertdereffektivenKopplung
P y �  r� , derzurMasse× þ õ S U�� gehört.¡ Wir nehmenan,daßdieVerhältnissedereffektivenKopplungennurvondenGenerationen

abhängen,undnichtdavon,obessichumgeladeneFermionenoderNeutrinoshandelt.P �5Ì �P � ò�� õ P y �5Ì �P y � ò�� (5.4)¡ Wir ermittelndasVerhältniszwischendenGenerationenfür die geladenenLeptonenaus
derTabelle5.1undberechnendamitdieWertederKopplungenfür dieNeutrinosderande-
renGenerationenmit der festgelegteneffektivenKopplung

P y �  =� für denMassenzustand× þ .
FolgendeTabelle5.2gibt dieErgebnissedieserRechenschrittewieder.

Lepton Masse
áÀ¿�ÁdÂs é � Q P y � ~5� 
 S P y � ~��� þ S U�� L Ä=S ÷ C K " ÷��6÷ÇÃ� ÷�� L ÃÃ÷ÇÆ� K L ÄrS ÷ C#" U�� Q � XÍÄ=S ÷ C þ K ÷��6÷ Q=Q ÷�� L ÃÃ÷ÇÃ� f Ã ÄrS ÷ C þ f U�� Î���Î Ä=S ÷ C � Ê ÷��6÷ L Q ÷�� L ÃÃ÷ L

Tabelle5.2:Neutrinomassenfür

� z S ÷ K�� � U��
Die absolutenWerte besitzennatürlich keine Bedeutung.Damit man ein Gefühl für die Ab-
hängigkeit von

�
bekommt, habenwir in der folgendenTabelle5.3 die Rechnungmit einem

größerenMasseverhältnisî nocheinmaldurchgeführt.ð
In etwaderBereichderPlanckMasse� Planck
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Lepton Masse ÏÀÐËÑdÒÓ�Ô Õ ÖØ×kÙÛÚnÜ,ÝßÞáà ×âÙãÚ�ÜÝä å,æ\ç èêé�ë àíìÇà å#î#ï�ð å,æ�å!ç�ñ åfæ\ò!ç�åÇóô à å!õ èêé�ë ò#æ àÅìÇà å#î#ï Ó å,æ�å!ç�ö åfæ\ò!ç�å!ö÷ à ó!ó!ó èêé�ë ñfæ�õ ìÇà å#î#ï�ø å,æ�å�õ à å,ùOò!ç�å!úû ø à é�ë ò ìÇà å#î#ø�ï å,æ�å Ö ñ åfæ\ò!ç�åÇçû ï ò ì!à åØî Ó é�ë ó#æ\ó ìÇà å#î#ø�ü å,æ�å�ñ!ú åfæ\ò!ç�å Öû!ý ñ ìÇà å î#ï�þ é�ë õfæ\ç ìÇà å î Ó ð å,æ�å�ñ!å åfæ\ò!ç�åÇò
Tabelle5.3:Leptonenmassenfür ÿ�� à å�ï�ð�èêé�ë

Wir habengezeigt,wie mandurchdieWechselwirkungmit einemweiterenEichbosoneinedyna-
mischeMassefür dieLeptonenfindenkann.Wennmanjetzt von derAnnahmeausgeht,daßdie
Verhältnisseder MassenzwischendenFamilien für Neutrinosund geladenenLeptonengleich
sind,ist esmöglichrealistischeMassenfür die Neutrinoszufinden.
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Resümee

Wir habenim Teil I „Beschreibung der Grundlagen“dasStandardModell um eine abelsche
Eichgruppeerweitert.Im Teil II „DynamischeMassengenerierungfür die Leptonen“habenwir
gezeigt,wie manmit Hilfe derdynamischenMassengenerierung,Massefür Leptonenerhalten
kann.Die absolutenZahlenwertesind nicht wichtig, sondernnur die grundsätzlicheMöglich-
keit dasProblemzu lösen.Die einzigeEinschränkung,die wir fanden,ist in der „masselosen
quenchedrainbow“ Näherung,dasAuftretenderkritischenKopplung��� .
Man sieht,daßmanim Vergleich zur EinführungdesHiggs Bosonim StandardModell nichts
gewinnt. Auch der Prozessder dynamischenMassengenerierung,in der in dieserArbeit be-
schriebenenWeise,führt dazu,daßjedeMassedurcheineneigenenParameterbeschriebenwird.
Dies liegt darinbegründet,daßwie wir in Abschnitt1.2gesehenhaben,die Kopplungenrelativ
zueinanderin diesemModell keinerBeschränkungunterliegen.
Es ist abernochzu berücksichtigen,daßwir nicht die kompletteTheorieentwickelt haben.So
habenwir die FragewelcheTeilchendie Rolle der Nambu-GoldstoneBosonenübernehmen
unbeantwortet gelasen.Möglich wäre, daßwie beim Higgs-Mechanismus2.1.2, die Nambu-
GoldstoneBosonenvom physikalischenTeil desSpektrumsabkoppeln,oderwie im Fall des
Nambu-Jona-LasinioModells2.1.4,BifermionenFelderdieseRolleübernehmen.
Bei demVersuchdieTheorieaufQuarkszuverallgemeinern,tretenwegenderstarkenWechsel-
wirkungunddem„confinement“,weitereProblemeauf.DieseProblemeführendazu,daßin den
meistenArbeitendie Quarkswie die Leptonenbehandeltwerdenund nur die Kopplungdurch
eine„laufende“Kopplungerstetztwird.
DieLösungderDyson-SchwingerGleichungfür dieBosonenführtwegenderLeptonen-Schleifen
(Loops)zuerheblichenProblemen,dadieKopplungennichtasymptotischfrei sind.Selbstwenn
esmöglich wäre,diesesGleichungfür die Bosonenzu lösen,habenwir in Abschnitt 4.2 an-
gedeutet,zu welchenProblemenein Massentermfür dasEichbosonin der Dyson-Schwinger
GleichungderLeptonenführt.
Die wichtigsteFrage,die in derZukunft beantwortetwerdenmuß,ist, welcherVertex die Natur
ambestenapproximiert.Wie wir in Abschnitt4.3gesehenhaben,legt dieWard-TakahashiIden-
tität dentransversalenAnteil desVertexesnicht fest.DiesenAnteil desVertexesmußmanmit
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Hilfe andererÜberlegungenfestlegen.In diesemZusammenhangstehtauchdie Frage,wasdie
LandauEichungin der„massenlosenquenchedrainbow“ Näherungauszeichnet.
Zum AbschlußdieserArbeit kannmansagen,daßesunsgelungenist, zu zeigen,wie derPro-
zeßderdynamischenMassengenerierungin einereinfachenErweiterungdesStandardModells
einzuführenist. Dabeihabenwir Massefür die Leptonen,insbesonderedie Neutrinosgefunden.
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Anhang A

AllgemeineNotationenund Konventionen

In dieserArbeit verwendenwir dasnatürlicheEinheitensystemmit
���	�
� à . Die Umrechnung

auf dasexperimentellgebräuchlicherecgs–Systemerfolgtwie folgt:à èêé�ë�� à ùyõ!åÇò ìÇà å î#ð ä� Üà èêé�ë î ý � à úÇó#ùOñÇòCö ì!à å î ý ø ���à èêé�ë î ý �Iõ,ùOç�öÇò ìÇà å î#ï�ï�� (A.1)

A.1 VerwendeteSymbole

TabelleA.1: NotationenundKonventionen

Symbol Bedeutung�
Euler–Konstante� Ú���Ý TermederOrdnung�� entspricht�Eæ��/æ � æ ì/ì/ì����Øà æ�òfæ�ñ�� römischeIndizesôÛæ\û#æ �æGùSùGù ��� å,æ à æ\òfæ�ñ�� griechischeIndizesin Minkowski MetrikôÛæ\û#æ �æGùSùGù ���Øà æ\ò#æ�ñ,æ Ö � bzw. in euklidischerMetrik÷ ý�æ ÷ ï æ ÷ ø Pauli–Matrizen!#" ! ü Dirac ! –Matrizen
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Symbol Bedeutung$ �&% " % " D’AlembertOperator%('*) ++ ',)-. � Ú ++�/�0 æ ++�/ ) æ ++�/�1 Ý Divergenz2
h.c. Hermiteschkonjugiert3 "*4 576 TotalantisymmetrischerTensor8:9 Ú ùGùSù Ý Spur;=<?> Ú ùGùGù�æGùGùGù Ý Maximum@ ùSùGùSæGùSùGùBA Kommutator� ùGùGù�æGùGùGù,� AntikommutatorCD ùGùGù ùGùSùùGùGù ùGùSù EF

Matrix, die ausUntermatrizenG aufgebautistÜ "*4 � Ü "H4 � CD à åå ÞJI
EF

MetrischerTensor(Minkowski Raum)

A.2 RelativistischeNotation

A.2.1 Dirac-Algebra im Mink owski Raum

Kommutatoren: � !#"#æ !K4?� � !#"?!K4MLN!K4*!#" � ò Ü "*4O "H4 �QPò @ !#"#æ !K4*A� ! ü æ !#"#� � å (A.2)

R
Die DimensionderUntermatrizenmußnicht gleichsein
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Kontraktionen !#"S! " � Ö! ü ! ü � à!#"UT�V! " � Þ òW�!#"UT�XT��! " � Ö �#�ùSùGùTYZT[\TY � ò]TYW[�ù^Y Þ Y ï T [
(A.3)

Projektionsoperatorenàò Ú à Þ ! ü Ý àò Ú*àÅÞ ! ü Ý � àò Ú*àíÞ ! ü Ýàò Ú*àíÞ ! ü Ý àò Ú*à LN! ü Ý � å (A.4)

(A.5)

BerechnungSpuren 8�9 Ú � Ý � Ö �8�9 Ú T � Ý � å8�9 Ú !K"?!K4 Ý � Ö�Ü "*48�9 Ú O "H4 Ý � å8�9 Ú T �,ýJT� ï ì/ì/ì T � ï`_(a ý Ý � å8�9 Ú T �,ýJT� ï ì/ì/ì T � ï`_ Ý � _b c�d ï Ú*Þ à�Ý c �,ýB� c 8:9 Ú T � ï ì/ì/ì T � ï`_ Ý (A.6)

EinespezielleUmrechnung:ò,e ù Ú e Þ [ Ý [�ù Ú e Þ [ ÝÛÞQÚ e Þ [ Ý ï e ùf[ � ò Ú e ï Þ e ùf[ Ý�Ú [�ù e Þ [ ï Ý�Þ Ú e ï Þ ò�e ùg[hLi[ ï Ý� ò Ú e ï [�ù e Þ e ï [ ï ÞQÚ e ùg[ Ý ï Li[ ï [�ù e ÝÛÞQÚ e ï Li[ ï Ý e ùg[hLWò Ú [�ù e Ý ï� ò Ú e ï Lj[ ï Ý e ùf[ ÞQÚ e ï Lj[ ï Ý e ùf[ Þ ò�e ï [ ï� Ú e ï Li[ ï Ý e ùg[ Þ ò,e ï [ ï (A.7)

A.2.2 Pauli Matrizen @ ÷,k æ ÷ l A � ò P 3Bkml c ÷ c8:9 ÷,k � åon pé*q ÷,k � à (A.8)
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Darstellung: ÷ ý � CD å àà å EF æ ÷ ï � CD å Þ PP å EF æ ÷ ø � CD à åå Þ à EF
A.2.3 Gell-Mann Matrizen @ ×sr æ ×ut A � ò P�v rwt � × �8�9 ×sr � åon p,é*q ×ur � à (A.9)

Darstellung:

× ý � CxxxD å à åà å åå å å
EHyyyF æ × ï � CxxxD å Þ P åP å åå å å

EHyyyF æ × ø � CxxxD à å åå Þ£à åå å å
EHyyyF æ × Ó � CxxxD å å àå å åà å å

EHyyyF æ
× ü � CxxxD å å Þ På å åP å å

EHyyyF æ × ð � CxxxD å å åå å àå à å
EHyyyF æ ×{z � CxxxD å å åå å Þ På P å

EHyyyF æ ×u| � à} ñ CxxxD à å åå à åå å Þ ò
EHyyyF

A.3 Feynman-Regeln

Die HerleitungderPropagatorenerfolgt in Kapitel 1.3mit MethodenderPfadintegralquantisie-
rung.

Fermion

Fermionpropagator P�~ Ú e Ý � �ï`� ý�' î��o� ',� n � Ú e Ý��&��Ú eEï Ý L�Tes� Ú eï ÝP�~ Ú e Ý � �ï`� Ú Þ£à/Ý �' Ú ý î���� ' ) � Ý a��{� ' ) �î ' ) � ý î���� ' ) ��� ) a�� ) � ' ) � î ���
Fermionpropagator
(frei)

P�~ Ú e Ý � �ï`� Ú Þ£à/Ý �' a Ïî ' ) a Ï ) î ���
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EichbosonPropagator P�� "*4 � Þ �ï`� ýc ) îK�s� c )�� a ����� Ü "H4ML Ú � ÞWà/Ý cw�*cB�c ) îK�(�s� c )��B�
Eichboson Propagator
(massiv, quenched)

P�� "*4 � Þ �ï`� ýc ) î�� ) a �m� � Ü "*4�L Ú � Þáà�Ý c � c �c ) îK�?� )��
Eichboson Propagator
(masselos,quenched)

P�� "*4 � Þ �ï`� ýc ) a ���
� Ü "*4ML Ú � Þáà/Ý cw�,cB�c )��  
� Ú*à�Ý Eichboson- Fermion Vertex

Vertex P�¡ " ¢
Vertex („rainbow Nähe-
rung“)

P Ú òS£ Ý Ó !#" ¤

A.4 RechenregelnGrassmannalgebra

Esgilt für zweiGrassmannvariablen¥ k æ ¥ l :
� ¥ k æ ¥ l � � ¥ k ¥ l L ¥ l ¥ k � å§¦ ¥ ïk � å (A.10)v Ú ¥ ý\æ ¥ ï Ý � � þ L��ý ¥ ý¨L�� ï ¥ ï L�� ø ¥ ý ¥ ï (A.11)
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Differentationvon links: %u© v Ú ¥ ý\æ ¥ ï Ý% ¥ ý � �ýªLi� ø ¥ ï (A.12)% © v Ú ¥ ý\æ ¥ ï Ý% ¥ ï � � ï Þ � ø ¥ ý (A.13)¦ « ¥ ý %u©% ¥ ý L %u©% ¥ ý ¥ ý7¬ v Ú ¥ ý�æ ¥ ï Ý � v Ú ¥ ý�æ ¥ ï Ý (A.14) ¥ k æ % ©% ¥ l¨® � à  % ©% ¥ k æ % ©% ¥ l�® � å (A.15)

Integraldefinition( ¯#¥ k seiGrassmannvariable)° ¯#¥ k ¥ k � à ° ¯#¥ k � å (A.16)

IntegrationundDifferentationführenzumgleichenErgebniss° ¯#¥ ý v Ú ¥ ý\æ ¥ ï Ý � %s© v Ú ¥ ý�æ ¥ ï Ý% ¥ ý (A.17)

Bei denhierangegebenenRechenregelnhandeltessichumVerallgemeinerungderRechenregeln
für GrasmannvariablenaufgrasmannwertigeFelder.� ¥ Ú���Ý æ ¥ Ú²±,Ý � � å (A.18)% ©K³ ´ ¥ Ú���Ý% ¥ Ú�±Ý �&µ Ú��ZÞ¶±,Ý (A.19)° ¯#¥ Ú���Ý � å ° ¯#¥ Ú���Ý ¥ Ú���Ý � à (A.20)

Für eineMatrix � undzweigrasmannwertigeFelder� und � gilt:° ¯ ��¯#� é î �(��� � p,é*q � (A.21)

A.5 Ward-TakahashiIdentität

Für dieallgemeineHerleitungsieheKapitel 1.3.4.P Ú e�" Þ [W" Ý ¡ " � P�~ î ý Ú e Ý�Þ P�~ î ý Ú [ Ý (A.22)

Rainbow NäherungP�¡ " � P Ú òS£ Ý Ó ! "Te Þ T [ � �
Ú e ï Ý�Þ¶��Ú [ ï Ý L Ú*àíÞ � Ú e ï ÝHÝ Te Þ Ú à Þ � Ú [ ï ÝHÝ T [ (A.23)



A.6. WICK ROTATION 83

A.6 Wick Rotation

Bei der Definition der Lagrangedichteim Minkowski-Raumwird ein Term · Þ P 3 addiert,um
die Singularitätender Propagatorenvon der reelenAchseins komplexe zu verschieben..Zur
Berechnungvon Integralenist es notwendigdie Integrale von dem Minkowski-Raumin den
Euklidischen-Raumüberzuführen.Dabeiwerdendie Komponentenim Euklidischenim Allge-
meinenvon à - Ö durchgezählt.
Man führt eine Drehungin der komplexen Ebene,die keine Singularitätendes Propagators
schneidet,wie folgt durch[Wic54]: Y þ¹¸ P Y ÓeuklidischY k ¸ Y k

euklidischY ï¹¸ Þ Y ï
euklidisch¯ Ó Y ¸ P ¯ Ó Y euklidisch

(A.24)

Die Integrationim Euklidischen-Raumerfolgt einfachüberden º Ó .
A.7 Fierz Identität

Betrachtenwir eineorthogonaleMatrix-Basis �»� im Raum ¼ der ½�¾¿½ Matrizen À mit Ska-
larprodukt

8�9 Ú À ý À ï Ý . Esgilt also:8�9 Ú � � �ÂÁ Ý �ÄÃ � µ � Á (A.25)

Aus derVollständigkeitsrelationfolgt dann:b � « àÃ � ¬ � �Ï _ � �k c �Äµ Ï c µ _ k mit � � æ ½ æ Ì æ�[{� ���Øà æ�òfæGùGùGù�æ ½ � (A.26)

Also findetmanfür À æ�Å � ¼À Ï c Å _�Æ � b � « àÃ � ¬ Ú À � � Å Ý Ï Æ � �_ c (A.27)

DieseGleichungist die allgemeineFierzIdentität.
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Anhang B

NebenrechnungenKapitel 2

B.1 NebenrechnungGoldstoneModell

In dieserNebenrechnungvereinfachenwir denAusdruckfür dasPotentialÇ î in denVariablenÈ ý und
È ï . BeachteÉ ï � " )ÊÇ î ÚÌË ý\æ Ë ï Ý � Þ ô ïò �{Í Ë ï ý L ÉVÎ ï L Ë ïï � L × Ö �sÍ Ë ï ý L É#Î ï L Ë ïï � ï (B.1)� × Ö « Þ ò É ï �{Í Ë ï ý L ÉVÎ ï L Ë ïï � L �{Í Ë ï ý L É#Î ï L Ë ïï � ï ¬

Mit Hilfe einerquadratischenErgänzungerhaltenwir:Ç î ÚÌË ý\æ Ë ï Ý � × Ö « �{Í Ë ï ý L É Î ï L Ë ïï Þ É ï � ï Þ É Ó ¬ (B.2)� × Ö �sÍ Ë ï ý L Ë ïï L�ò É Ë ý Î ï Þ É Ó � (B.3)� × Ö Í Ë Ó ý L�ò Ë ï ý Ë ïï L Ö É Ë ø ý L Ë Ó ï L Ö É Ë ý Ë ïï L Ö É ï Ë ï ý Þ É Ó Î� × Ö �sÍ Ë ï ý L Ë ïï Î ï L Ö É Ë ý ÚÌË ï ý L Ë ïï Ý L Ö É ï Ë ï ý Þ É Ó �� × Ö Í Ë ï ý L Ë ïï Î ï L × É Ë ý ÚÌË ï ý L Ë ïï Ý L × É ï Ë ï ý Þ × Ö É Ó
Wennwir jetztwieder É durch

"Ï Ê ausdrücken,erhaltenwir:

Ç î ÚÌË ý\æ Ë ï Ý � ô ï Ë ï ý L ô} × Ë ý Ú�Ë ï ý L Ë ïï Ý L × Ö Í Ë ï ý L Ë ïï Î ï Þ ô ÓÖØ× (B.4)
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B.2 NebenrechnungabelschesHiggs Modell

Die Ableitungen� " È 2 Ú���Ý � " È Ú���Ý werdendurchdieneuenFelder Ð Ú���Ý und � Ú���Ý ausgedrückt.Ú % " È Ú���ÝNÝ 2 % " È Ú���Ý � à} ò % " Í Ð Ú���Ý é � �W� / � Î 2 à} ò % " Í Ð Ú���Ý é � �W� / � Î (B.5)� àò Í é î � �W� / � % " Ð Ú���Ý L Ð Ú���ÝSÚ Þ P Ý é î � �W� / � % " � Ú���Ý ÎÍ é � �W� / � % " Ð Ú���Ý L Ð Ú���ÝSÚ P Ý é � �W� / � % " � Ú���Ý Î� àò Ú % " Ð Ú���ÝÛÞ P Ð Ú���Ý % " � Ú���ÝNÝ Ú % " Ð Ú���Ý L P Ð Ú���Ý % " � Ú���ÝNÝÚ % " È Ú���ÝNÝ 2 % " È Ú���Ý � àò % " Ð Ú���Ý % " Ð Ú���Ý L àò Ð ï Ú���Ý % " � Ú���Ý % " � Ú���Ý (B.6)ÚÌÑ " È Ú���ÝNÝ 2 Ñ " È Ú���Ý � à} ò Í Ú % " Þ Ì Ü�� " Ý Ð Ú���Ý é î � � / Î à} ò Í Ú % " L Ì ÜK� " Ý Ð Ú���Ý é � � / Î (B.7)� àò Í % " Í Ð Ú���Ý é î � � / Î % " Í Ð Ú���Ý é � � / Î L % " Í Ð Ú���Ý é î � � / Î P ÜK� " Ð Ú���Ý é � � /Þ P ÜK� " Ð Ú���Ý é î � � / % " Í Ð Ú���Ý é � � / Î Þ P ÜK� " Ð Ú���Ý é î � � / P ÜK� " Ð Ú���Ý é � � / Î� àò Í % " Ð Ú���Ý % " Ð Ú���ÝÛÞ Ð ï Ú���Ý % " � Ú���Ý % " � Ú���ÝL P Ü�� " Ð Ú���Ý Ú % " Ð Ú���Ý L P Ð Ú���Ý % " � Ú���ÝNÝÞ P ÜK� " Ð Ú���Ý Ú % " Ð Ú���Ý L P Ð Ú���Ý % " � Ú���ÝHÝ L Ü ï Ð ï Ú���Ýw� " � " Î� àò Í % " Ð Ú���Ý % " Ð Ú���Ý L Ð ï Ú���Ý % " � Ú���Ý % " � Ú���ÝL ò Ü Ð ï Ú���Ýw� " % " � Ú���Ý L Ü ï Ð ï Ú���Ý7� " � " ÎÚÌÑ " È Ú���ÝNÝ 2 Ñ " È Ú���Ý � àò Í % " Ð Ú���Ý % " Ð Ú���Ý L Ð ï Ú���Ý Ú % " � Ú���Ý L ÜK� " Ý Ú % " � Ú���Ý L Ü�� " Ý Î (B.8)

Jetztdrückenwir nochdasPotentialÇ Ú È Ú���Ý æ È 2 Ú���ÝNÝ durch ÐÓÒ Ú���Ý aus.Beachtedas É ï � " )Ê undÐÓÒ Ú���Ý Ð Ú���ÝÛÞ É ist.Ç Ú Ð Ò Ú���ÝHÝ � ô ïò Ú Ð Ò Ú���Ý L É Ý ï Þ × Ö Ú Ð Ò Ú���Ý L É Ý Ó (B.9)� ô ïò Ð Ò ï Ú���Ý L ô ï ÉÓÐ Ò Ú���Ý L ô ïò É ïÞ × Ö � Ð Ò Ó Ú���Ý L Ö ÉVÐ Ò ø Ú���Ý L�õ É ï Ð Ò ï Ú���Ý L Ö É ø Ð Ò Ú���Ý L É Ó �� ô ïò Ð Ò ï Ú���Ý L ô ø} × Ð Ò Ú���Ý L ô Óò × Þ × Ö Ð Ò Ó Ú���Ý�Þ } × ô Ð Ò ø Ú���Ý�Þ ñò ô ï Ð Ò ï Ú���Ý�Þ ô ø} × Ð Ò Ú���ÝÛÞ ô ÓÖØ×Ç Ú Ð Ò Ú���ÝHÝ � òCô ï Ð Ò ï Ú���ÝãÞ × Ö Ð Ò Ó Ú���ÝÛÞ } × ô Ð Ò ø Ú���Ý�Þ ô ÓÖØ× (B.10)



Anhang C

NebenrechnungenKapitel 4

C.1 Umformung Integral

Wir werdenunsim folgendenmit allgemeineneuklidischenIntegralenderForm°ÔHÕ ¯ Ó [Ú ò?£ Ý Ó v Ú e ï æ�[ ï æ�e ùf[ Ý � °iÖþ ¯ [fïÚ òS£ Ý ø [ ï ° �þ ¯K×\ØBÙÛÚ ï Ú × Ý v Ú e ï æ�[ ï æ�e{[¹ÜHÝ Ø{× Ý (C.1)

beschäftigen.Zuerstbetrachtenwir dasreineWinkelintegral folgenderspeziellereinfacherForm
mit � æ ±��ßÞ þ :° �þ ¯K×\Ø Ù�Ú ï Ú × Ý v Ú e ï æ�[ ï æ�e{[¹ÜHÝ Ø{× Ýáà � ° �þ ¯K× Ú*Þ ò,e{[¹ÜHÝ Øâ× Ý / ØBÙÛÚ ï Ú × ÝÚ e ï Li[ ï Þ ò,e{[¹ÜHÝ Ø Ú × ÝHÝ7ã (C.2)

Die allgemeineFormderIntegraleist alsowie folgt zubeschreiben(In unseremFall ist �=äæå �Óå ):ç /ã Ú �âæè� Ý¹à � ° �þ ¯K× Ú �{ÜHÝ Ø Ú × ÝNÝ / Ø Ù�Ú ï Ú × ÝÚ �JLi�{ÜHÝ Ø Ú × ÝNÝ ã (C.3)

mit � � e ï Lj[ ï und � � Þ ò,e{[
Bei dieserWahl ist �éäêå �Vå . Man kannjetzt für � æ ± Rekursionsformelnfinden.Wie mansofort
siehtgilt für ±�ë å bei festem� :ç /ã a ý Ú �Eæ�� Ý � Þ à± % r ç /ã Ú �Eæ�� Ý (C.4)

Zur ReduktiondesGrades� im NennerkannmanfolgendenTrick verwenden:�âÜ*Ý Ø Ú × Ý � Ú �JL��âÜHÝ Ø Ú × ÝNÝì íHî ï� Þ � (C.5)
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DerAnteil � dervorigenGleichungentsprichtgenaudemNennerderIntegralevomTyp
ç /ã Ú �âæè� Ý

ausGleichung(C.3). Mit diesemTrick könnenwir Integralemit �Äë å im Nennerimmer auf
eineForm abhängigvon �eÞWà bringen.ç /ã Ú �Eæ�� Ý � ° �þ ¯�× Ú �âÜHÝ Ø Ú × ÝHÝ / Ø Ù�Ú ï Ú × ÝÚ �JL��âÜHÝ Ø Ú × ÝNÝ�ã� ° �þ ¯�× ÚHÚ �JL��âÜ*Ý Ø Ú × ÝHÝßÞ � ÝSÚ �{ÜHÝ Ø Ú × ÝNÝ / î ý Ø ÙÛÚ ï Ú × ÝÚ �ðL��âÜ*Ý Ø Ú × ÝHÝ7ã� ° �þ ¯�× Ú �âÜHÝ Ø Ú × ÝHÝ / î ý Ø Ù�Ú ï Ú × ÝÚ �JL��âÜHÝ Ø Ú × ÝNÝ ã î ý Þ ° �þ ¯�× � Ú �{ÜHÝ Ø Ú × ÝNÝ / î ý Ø Ù�Ú ï Ú × ÝÚ �JL��âÜHÝ Ø Ú × ÝNÝ ã (C.6)

Man kannalsofolgendeRekursionsformelfür � æ ±�ë å ablesen:ç /ã Ú �Eæ�� Ý � ç � / î ý �ã î ý Þ � ç � / î ý �ã (C.7)

Für unsereRechnungengenügtes,wegenderBeziehungen(C.4)und(C.7),die WertederInte-
grale

ç þþ Ú �Eæ�� Ý und
ç þý Ú �Eæ�� Ý zuberechnen.FürdasIntegral

ç þþ Ú �Eæ�� Ý findetman:ç þþ Ú �âæè� Ý � ° �þ ¯K×\ØBÙÛÚ ï Ú × Ý � £ ò (C.8)

Die BerechnungdesIntegrals
ç þý Ú �âæè� Ý ist komplizierter. Die Winkelintegration führt man am

bestenwie folgt insKomplexeüber:×�ñóò � é �õô¯Óò¯K× � P ò¯K× � àP ò ¯Óò
Die Integrationsgrenzengehenüberin die IntegrationüberdenEinheitskreis° �þ � àòhöÁ
Die Funktionenim ZählerundNennerdrücktmanwie folgt aus:Ø Ù�Ú Ú × Ý � àò P « ò Þ à ò ¬ÜHÝ Ø Ú × Ý � àò « ò L à ò ¬�ðL��âÜHÝ Ø Ú × Ý � �JL àò � « ò L à ò ¬� à ò « ò �ðL àò � ò ï L àò � ¬
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Wir erhaltenalsofür unserIntegral:ç þý Ú �Eæ�� Ý � ° �þ ¯K× Ø Ù�Ú ï Ú × Ý�÷L��âÜ*Ý Ø Ú × Ý � àòðöÁ àP ò ¯Óò Ú ýï � Ý ï Ú ò Þ ý ø Ý ïý ø Ú ò �JL ýï � ò ï L ýï � Ý�QPö§öÁ ¯Vò Ú ò Þ ý ø Ý ïò �÷L ýï � ò ï L ýï � (C.9)

Mit Hilfe desCauchyIntegralsatzes
ýï`� �Óù ¯#ú v Ú ú Ý �&û ck d ýoü é Ø @ v ÚÌý!Ý æ ò k A findetman:PöhöÁ ¯Vò Ú ò Þ ý ø Ý ïò �÷L ýï � ò ï L ýï � � Pö Ú òS£ P Ý cb k d ý ü é Øÿþ Ú ò Þ ý ø Ý ïò �ðL ýï � ò ï L ýï � æ ò k�� (C.10)

wobeidie Summeüberalle Residuenò k im Einheitskreisgebildetwird. FolgendeSingularitäten
derFunktionsindfür unsereRechnunginteressant:ò þ � åò ý ³ ï � Þ ��� } � ï Þ � ï� (C.11)

Wennwir beachten,daß� � e ï Lj[ ï ë åon � � Þ ò,es[��áå¦ �JL��JäQå ¦ �� ä Þ à ¦ ��ï� ï�� à� � ï� ï Þáà �
	�� Ø � � � � � àíÞ � ï� ï�� 	� Ø � � � � (C.12)

findetmanG : ò ý ³ ï � ��� } � ï Þ � ïÞ �å � ò þ � ò ý � à � ò � ò ï (C.13)

Wenn man sich den Integrationsweg in der komplexen Ebenein Abbildung C.1 auf Seite90
ansieht,erkenntman,daßnur die Polstellenbei ò ý � r î Ï r ) î t )î t und ò þ � å innerhalbdesEin-
heitskreisliegen.Manfindetalsofür dieResiduen:ü é Ø�� Ú ò Þ ý ø Ý ïò �JL ýï � ò ï L ýï � æ ò þ�� � Þ Ö �� ïü é Ø�� Ú ò Þ ý ø Ý ïò �JL ýï � ò ï L ýï � æ ò ý � � Ö } � ï Þ � ï� ï (C.14)

R
Manmußbeachten,daß ����� ist!
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ò ò ïò ý Re

Im

ò þ
¥

AbbildungC.1:ResiduumderFunktion

unddamitfür dasIntegral

° �þ ¯K× Ø Ù�Ú ï Ú × Ý�JL��âÜ*Ý Ø Ú × Ý � £ � Þ } � ï Þ � ï� ï (C.15)

bzw. durche , [ ausgedrückt:

° �þ ¯K× ØBÙÛÚ ï Ú × Ýe ï Lj[ ï Þ ò,e{[áÜ*Ý Ø Ú × Ý � £ àò ; <S> Ú e ï æ�[ ï Ý (C.16)

Zusammenfassendhabenwir alsofolgendeRechenregelnbzw. speziellenWertefür dieIntegraleG
gefunden:

R
Wir drückenauch� , � wiederdurch � , � aus.



C.1. UMFORMUNG INTEGRAL 91

ç /ã a ý Ú �Eæ�� Ý � Þ à± % r ç /ã Ú �âæè� Ýç /ã Ú �Eæ�� Ý � ç / î ýã î ý Ú �Eæ�� ÝÛÞ � ç / î ýã Ú �Eæ�� Ýç þþ Ú �Eæ�� Ý � ç þþ � ° �þ ¯�×éØ Ù�Ú ï Ú × Ý � £ òç þý Ú �Eæ�� Ý � ° �þ ¯K× ØBÙÛÚ ï Ú × Ý�÷Li�{ÜHÝ Ø Ú × Ý � £ � Þ } � ï Þ � ï� ï� ° �þ ¯K× ØBÙÛÚ ï Ú × Ýe ï Li[ ï Þ ò,e{[¹ÜHÝ Ø Ú × Ý � £ àò ; <S> Ú e ï æ�[ ï Ý
(C.14)

C.1.1 SpezielleRechnungmasseloserFall

Man findet alsofolgendeWinkelintegrationG ausGleichung(4.9) von Seite54, wennman e æ�[
durch � � eEï:Lj[#ï und � � Þ ò,e{[ ersetzt:� ô Ú �Eæ�� Ý � ° �þ ¯K× Ø Ù�Ú ï Ú × ÝÚ e Þ [ Ý ï «âò,e ùf[ Þ � ÞWàÚ e Þ [ Ý ï Í?Í Ú [ ï L e ï Ý [�ù e»L�ò,e ï [ ï Î?Î ¬� ° �þ ¯K× Ø ÙÛÚ ï Ú × Ý�JLi�{ÜHÝ Ø Ú × Ý « Þ �âÜ*Ý Ø Ú × Ý�Þ � Þáà�JLi�âÜ*Ý Ø Ú × Ý « Þ �K�ò ÜHÝ Ø Ú × Ý L ��ïò ¬÷¬� Þ ç ýý Ú �Eæ�� Ý L Ú � Þ�à�Ý � ò ç ýï Ú �Eæ�� ÝÛÞQÚ � Þáà�Ý ��ïò ç þï Ú �Eæ�� Ý (C.15)

Mit Hilfe derÜberlegungenausAbschnittC.1unddenRechenregeln(C.14)findetman:ç þï Ú �Eæ�� Ý � Þ « à� ï Þ àò òW�� ï } � ï Þ � ï ¬ � à} � ï Þ � ï ç þý Ú �Eæ�� Ý (C.16)ç ýý Ú �Eæ�� Ý � ç þþ Ú �âæè� Ý�Þ � ç þý Ú �âæè� Ý (C.17)ç ýï Ú �Eæ�� Ý � ç þý Ú �âæè� Ý�Þ � ç þï Ú �âæè� Ý � ç þý Ú �Eæ�� ÝãÞ �} � ï Þ � ï ç þý Ú �âæè� Ý (C.18)

R
Die wir mit ���! "�$#%�'& bezeichnen
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Man erhältalso:� ô Ú �Eæ�� Ý � Þ ç þþ Ú �Eæ�� Ý L�� ç þý Ú �Eæ�� Ý L Ú � Þáà�Ý � ò « ç þý Ú �Eæ�� Ý�Þ �} � ï Þ � ï ç þý Ú �Eæ�� Ý ¬Þ Ú � ÞWà�Ý « �ò } � ï Þ � ï ç þý Ú �Eæ�� Ý ¬� Þ ç þþ Ú �Eæ�� Ý L Ú � L à�Ý � ò ç þý Ú �Eæ�� Ý�Þ Ú � Þáà�Ý � ï Þ � ïò } � ï Þ � ï ç þý Ú �Eæ�� Ý� £ ò « Þ à L Ú � L à�Ý �Çï Þ � } � ï Þ � ï� ï Þ Ú � Þáà/Ý } � ï Þ � ï Ú � Þ } � ï Þ � ï Ý� ï ¬� £ ò « Þ à L Ú � L à�Ý �Çï Þ � } � ï Þ � ï� ï Þ Ú � Þáà/Ý � } � ï Þ � ï Þ Ú �Øï Þ ��ï Ý� ï ¬� £ ò « Þ à L Ú*àíÞ � Ý � ï� ïL Ú*à L � Ý �Çï Þ � } � ï Þ � ï� ï ÞQÚ*àíÞ � Ý �Çï Þ � } � ï Þ � ï� ï ¬� £ ò � «�ò �Øï Þ � } � ï Þ � ï� ï Þáà ¬
(C.19)

wennmanjetzt die Winkelintegration
� ô Ú �âæè� Ý wiederdurche , [ ausdrückt,erhältman:� ô Ú �âæè� Ý � £ ò � «�ò Ú e ï Lj[ ï ÝÖ e ï [ ï Ú e ï Li[ ï Þ 	�� Ø Ú e ï Þ [ ï ÝHÝ�Þáà ¬� £ ò � « Ú eï Li[fï Ý; <S> Ú e ï æ�[ ï Ý Þ�à ¬ (C.20)

C.1.2 SpezielleRechnungmassiver Fall

Im MassivenFall ändernsichdieRechenregelnbzw. speziellenWertefür dieIntegrale,wennwir
alle SchritteausdemAbschnittC.1wiederholenG wie folgt:ç /ã Ú �JL À ï æ�� Ýáà � ° �þ ¯K× Ú �{ÜHÝ Ø Ú × ÝNÝ / Ø ÙÛÚ ï Ú × ÝÚ �JL À ï L��âÜ*Ý Ø Ú × ÝHÝ7ã (C.21)R

Zum besserenVerständnissschreibenwir die Formelnfür �)(�*,+ . Wir drückenauch � , � wiederdurch � , �
aus.



C.1. UMFORMUNG INTEGRAL 93ç /ã a ý Ú �JL À ï æ�� Ý � Þ à± % r ç /ã Ú �ðL À ï æè� Ýç /ã Ú �JL À ï æ�� Ý � ç / î ýã î ý Ú �JL À ï æ�� ÝÛÞQÚ �ðL À ï Ý ç / î ýã Ú �JL À ï æ�� Ýç þþ Ú �JL À ï æ�� Ý � ç þþ � ° �þ ¯K×éØ ÙÛÚ ï Ú × Ý � £ òç þý Ú �JL À ï æ�� Ý � ° �þ ¯K× Ø Ù�Ú ï Ú × Ý�÷L À ï Li�{ÜHÝ Ø Ú × Ý � £ �÷L À ï ÞqÕ Ú �÷L À ï Ý ï Þ � ï� ï� £ eEï:Lj[fï L À ï ÞqÕ Ú e ï Li[ ï L À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ïÖ e ï [ ï
(C.22)

Man findetalsofolgendeWinkelintegrationG ausGleichung(4.49)von Seite63,wennman e æ�[
durch � � eEï:Lj[#ï und � � Þ ò,e{[ ersetzt:� �ô Ú �Eæ�� Ý � ° �þ ¯K× Ø ÙÛÚ ï Ú × ÝÚ e Þ [ Ý ï L À ï « ò,e ùf[ Þ � ÞáàÚ e Þ [ Ý ï L � À ï Í?Í Ú [ ï L e ï Ý [�ù e»L�ò,e ï [ ï Î(Î ¬� ° �þ ¯K× ØBÙÛÚ ï Ú × Ý�JL À ï L��âÜ*Ý Ø Ú × Ý « Þ �âÜHÝ Ø Ú × ÝÞ � Þ�à�ðL � À ï Li�{ÜHÝ Ø Ú × Ý « Þ �#�ò ÜHÝ Ø Ú × Ý L ��ïò ¬ ¬ (C.23)

Bei derweiterenBerechnungmußmanbeachten,daßwir im GegensatzzudenNebenrechnungen
im masselosenFall C.1.1im massivenFall folgendePolstellenhaben:ò þ � åò � )ý ³ ï � Þ
Ú �ðL À ï Ý � Õ Ú �ðL À ï Ý ï Þ � ï�ò �?� )ý ³ ï � Þ
Ú �ðL � À ï Ý � Õ Ú �JL � À ï Ý ï Þ � ï� (C.24)

mit denPolstellendefiniertwie folgt:àò � Ú ò � )ý ³ ï Ý ï L Ú �JL À ï Ý ò � )ý ³ ï L àò � � åàò � Ú ò �?� )ý ³ ï Ý ï L Ú �JL � À ï Ý ò �?� )ý ³ ï L àò � � å (C.25)

R
Die wir mit �.-�  /�0#1�2& bezeichnen
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Die Überlegungenzur LagederPolstellengeltenentsprechenddemmasselosenFall, undsomit
müssenwir ò þ , ò � )ý und ò �?� )ý beachten.Zum vereinfachender Nennerbenutzenwir folgende
Beziehungen: àò � Ú ò � )ý Ý ï L Ú �JL � À ï Ý ò � )ý L àò � � Ú � Þ�à�Ý À ï ò � )ýàò � Ú ò �?� )ý Ý ï L Ú �JL À ï Ý ò �?� )ý L àò � � Þ�Ú � Þáà�Ý À ï ò �?� )ý (C.26)

Unter Berücksichtigungder Definition (C.21) und mit Hilfe unsererRechenregeln (C.22) und
Beziehung(C.26)für dieNenner, findetman:� �ô Ú �Eæ�� Ý � Þ ç ýý Ú �ðL À ï æ�� ÝL Ú � Þáà�Ý r ïÚ � Þáà�Ý À ï ò � )ý ç ýý Ú �JL À ï æ�� Ý L Ú � Þ�à�Ý r ïÞ
Ú � ÞWà�Ý À ï ò �?� )ý ç ýý Ú �÷L � À ï æ�� ÝÞ Ú � Þáà�Ý t )ïÚ � ÞWà�Ý À ï ò � )ý ç þý Ú �JL À ï æ�� Ý�Þ Ú � Þáà�Ý t )ïÞ�Ú � Þáà�Ý À ï ò �?� )ý ç þý Ú �JL � À ï æ�� Ý (C.27)

� �ô Ú �Eæ�� Ý � Þ ç þþ Ú �ðL À ï æ�� Ý L Ú �÷L À ï Ý ç þý Ú �JL À ï æ�� ÝL �ò À ï ò � )ý ç þþ Ú �JL À ï æ�� Ý�Þ �ò À ï ò � )ý Ú �JL À ï Ý ç þý Ú �JL À ï æ�� ÝÞ �ò À ï ò �?� )ý ç þþ Ú �JL � À ï æ�� Ý L �ò À ï ò �?� )ý Ú �JL � À ï Ý ç þý Ú �ðL � À ï æè� ÝÞ � ïò À ï « àò � )ý ç þý Ú �÷L À ï æ�� Ý�Þ àò �?� )ý ç þý Ú �JL � À ï æ�� Ý ¬ (C.28)

� �ô Ú �Eæ�� Ý � Þ « àíÞ �ò À ï ò � )ý L �ò À ï ò �?� )ý ¬ ç þþ L Ú �ðL À ï Ý ç þý Ú �JL À ï æ�� ÝÞ �ò À ï « �JL À ïò � )ý ç þý Ú �JL À ï æ�� ÝÛÞ �JL � À ïò �?� )ý ç þý Ú �JL � À ï æ�� Ý ¬Þ ��ïò À ï « àò � )ý ç þý Ú �÷L À ï æ�� Ý�Þ àò �?� )ý ç þý Ú �JL � À ï æ�� Ý ¬ (C.29)

Drückenwir die Integrale
ç þý auchdurch ò � )ý bzw. ò �?� )ý aus:ç þý Ú �JL À ï æ�� Ý � £ �JL À ï Þ } � ï Þ � ï� ï � Þ £ ò � )ý �ç þý Ú �JL � À ï æ�� Ý � £ �JL � À ï Þ } � ï Þ � ï� ï � Þ £ ò �?� )ý � (C.30)
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Somitfindenwir:

� �ô Ú �Eæ�� Ý � Þ « àíÞ �ò À ï ò � )ý L �ò À ï ò �?� )ý ¬ £ ò Þ £ �JL À ï� ò � )ýÞ �ò À ï « Þ £ �÷L À ï� LN£ �÷L � À ï� ¬ Þ ��ïò À ï � Þ £ � L £ � � (C.31)

� �ô Ú �Eæ�� Ý � « àíÞ �ò À ï ò � )ý L �ò À ï ò �?� )ý ¬ £ ò Þ £ �JL À ï� ò � )ýÞ Ú � Þáà�Ý £ ò �À ï « Þ À ï� L � À ï� ¬� Þ £ ò L £¨�Ö À ï « àò � )ý Þ àò �?� )ý ¬ Þ £ �JL À ï� ò � )ý ÞQÚ � Þáà�Ý ï £ ò � � (C.32)

� �ô Ú �Eæ�� Ý � Þ £ ò ÞQÚ � Þáà/Ý ï £ ò � � L £¨�Ö À ï43 ��ðL À ï ÞpÕ Ú �ðL À ï Ý ï Þ � ïÞ ��ðL � À ï ÞpÕ Ú �JL � À ï Ý ï Þ � ï65LN£ �JL À ï� �ðL À ï ÞpÕ Ú �ðL À ï Ý ï Þ � ï�
(C.33)

� Þ £ ò ÞQÚ � Þáà/Ý ï £ ò e ï Li[ ïò�e{[LN£ e ï Lj[ ïÖ À ï 3 ò,es[e ï Lj[ ï L À ï ÞpÕ Ú e ï Lj[ ï L À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ïÞ ò,e{[e ï Lj[ ï L � À ï ÞpÕ Ú e ï Lj[ ï L � À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ï 5LN£ Í e ï Lj[ ï L À ï Î e ï Li[ ï L À ï Þ Õ Ú e ï Li[ ï L À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ïÖ e ï [ ï
(C.34)
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Betrachten wir die Winkelintegration 7 Ú98;:�Ý
Betrachtenwir jetztGleichung(4.52):< �ô Ú �Eæ�� Ý¹à � ° �þ ¯K×\Ø Ù�Ú ï Ú × Ý àÚ e Þ [ Ý ï L À ï « Ö L Ú � Þáà�Ý Ú e Þ [ Ý ïÚ e Þ [ Ý ï L � À ï ¬� ° �þ ¯K× ØBÙÛÚ ï Ú × Ý�JL À ï L��âÜ*Ý Ø Ú>=�Ý « Ö L Ú � ÞWà�Ý �JL��âÜHÝ Ø Ú>=�Ý�JL � À ï Li�âÜ*Ý Ø Ú9=!Ý ¬ (C.35)

Die DefinitionenundRechenregelnentsprechenGleichung(C.21)-(C.26).Bei derweiterenBe-
rechnungmüssenwir für denFall � T� å die drei Polstellenò þ , ò � )ý , und ò �?� )ý berücksichtigenG .
Wir erhalten:< �ô Ú �Eæ�� Ý � Ö ç þý Ú �ðL À ï æ�� Ý L Ú � Þáà/Ý « �Ú � Þáà�Ý À ï ò � )ý ç þý Ú �JL À ï æ�� ÝL �Þ�Ú � Þáà�Ý À ï ò �?� )ý ç þý Ú �JL � À ï æ�� ÝL àÚ � Þáà�Ý À ï ò � )ý ç ýý Ú �JL À ï æè� Ý L àÞ
Ú � Þáà�Ý À ï ò �?� )ý ç ýý Ú �÷L � À ï æ�� Ý ¬ (C.36)

< �ô Ú �Eæ�� Ý � Ö ç þý Ú �ðL À ï æ�� Ý L �À ï ò � )ý ç þý Ú �ðL À ï æ�� Ý�Þ �À ï ò �?� )ý ç þý Ú �JL � À ï æ�� ÝL àÀ ï ò � )ý ç þþ Ú �JL À ï æ�� Ý�Þ �JL À ïÀ ï ò � )ý ç þý Ú �JL À ï æ�� ÝÞ àÀ ï ò �?� )ý ç þþ Ú �÷L � À ï æ�� Ý L �ðL À ïÀ ï ò �?� )ý ç þý Ú �JL � À ï æ�� Ý (C.37)

< �ô Ú �Eæ�� Ý � Ö ç þý Ú �ðL À ï æ�� Ý L « àÀ ï ò � )ý Þ àÀ ï ò �?� )ý ¬ ç þþÞ àò � )ý ç þý Ú �÷L À ï æ�� Ý L àò �?� )ý ç þý Ú �ðL � À ï æ�� Ý (C.38)

R
Im Fall ?A@B� ist die Singularität C9DE-GFH1I + eine hebbareSingularität.Am Endeder Rechnunggebenwir das

Ergebnisfür ?.@J� an.
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Berücksichtigenwir Gleichung(C.22)und(C.30)umdie Integraleauszudrücken,findenwir:

< �ô Ú �Eæ�� Ý � Þ Ö £ ò � )ý � L « àÀ ï ò �?� )ý Þ àÀ ï ò � )ý ¬ £ ò L £ � Þ £ � (C.39)

� £ �JL À ï ÞpÕ Ú �ðL À ï Ý ï Þ � ï� ï Þ £ ò 3 �À ï Ú �JL À ï ÞqÕ Ú �÷L À ï Ý ï Þ � ï ÝÞ �À ï Ú �JL � À ï ÞpÕ Ú �÷L � À ï Ý ï Þ � ï Ý 5
< �ô Ú �Eæ�� Ý � Ö £ eEï:Li[fï:L À ï ÞqÕ Ú e ï Lj[ ï L À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ïÖ e ï [ ïL £ ò 3 ò,e{[À ï Ú e ï Li[ ï L À ï Þ Õ Ú e ï Li[ ï L À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ï ÝÞ ò,es[À ï Ú e ï Li[ ï L � À ï ÞpÕ Ú e ï Lj[ ï L � À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ï Ý 5 (C.40)

Betrachtenwir jetztnochdenFall � � å :
< �ô Ú �Eæ�� ÝLKK � d þ � ñ ç þý Ú �ðL À ï æ�� Ý� ñS£ �JL À ï Þ Õ Ú �JL À ï Ý ï Þ � ï� ï� ñS£ e ï Lj[ ï L À ï Þ Õ Ú e ï Lj[ ï L À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ïÖ e ï [ ï (C.41)
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C.1.3 Landau ähnliche Eichung

Bei derLandauähnlichenEichungsimuliertmandie PolstrukturdermasselosenTheorie.� ©ô Ú �âæè� Ý � ° �þ ¯K× ØBÙÛÚ ï Ú × ÝÚ e Þ [ Ý ï L À ï«�ò,e ùf[ Þ � ÞWàÚ e Þ [ Ý ï L À ï Í?Í Ú [ ï Lée ï Ý [�ù eÂL�ò,e ï [ ï Î?Î ¬ (C.42)

� ° �þ ¯K× Ø Ù�Ú ï Ú × Ý�÷L À ï Li�{ÜHÝ Ø Ú × Ý « Þ �{ÜHÝ Ø Ú × ÝÞ � Þáà�JL À ï Li�{ÜHÝ Ø Ú × Ý « Þ �#�ò ÜHÝ Ø Ú × Ý L �\ïò ¬÷¬ (C.43)

Mit Hilfe unsererRechenregeln(C.26)findetman:ç þï Ú �÷L À ï æ�� Ý � Þ 3 à� ï Þ àò ò Ú �JL À ï Ý� ï Õ Ú �ðL À ï Ý ï Þ � ï 5� àÕ Ú �JL À ï Ý ï Þ � ï ç þý Ú �JL À ï æ�� Ý (C.44)

ç ýý Ú �÷L À ï æ�� Ý � ç þþ Ú �JL À ï æ�� ÝãÞáÚ �ðL À ï Ý ç þý Ú �JL À ï æ�� Ý (C.45)ç ýï Ú �÷L À ï æ�� Ý � ç þý Ú �JL À ï æ�� ÝãÞáÚ �ðL À ï Ý ç þï Ú �JL À ï æ�� Ý� ç þý Ú �JL À ï æ�� ÝãÞ �JL À ïÕ Ú �JL À ï Ý ï Þ � ï ç þý Ú �÷L À ï æ�� Ý (C.46)

Man erhältalso:� ©ô Ú �Eæ�� Ý � Þ ç þþ Ú �÷L À ï æè� Ý L Ú �JL À ï Ý ç þý Ú �ðL À ï æ�� ÝL Ú � ÞWà�Ý � ò 3 ç þý Ú �JL À ï æ�� ÝãÞ �JL À ïÕ Ú �JL À ï Ý ï Þ � ï ç þý Ú �÷L À ï æ�� Ý 5Þ Ú � Þáà�Ý « �ò } � ï Þ � ï ç þý Ú �âæè� Ý ¬ (C.47)

Wennwir jetztdie Gleichungwie folgt ergänzen,findenwir:� ©ô Ú �Eæ�� Ý � Þ ç þþ Ú �÷L À ï/æ�� Ý L Ú �ðL À ï Ý ç þý Ú �JL À ï-æè� ÝÞ�Ú � Þáà/Ý � tï Ï r ) î t ) ç þý Ú �Eæ�� Ý �L Ú � Þáà�Ý r au� )ï « ç þý Ú �÷L À ï æè� Ý�Þ r au� )} � r au� ) � ) î t ) ç þý Ú �ðL À ï æ�� Ý ¬ MONNNPNNNQ ç
Þ�Ú � Þáà�Ý � )ï « ç þý Ú �JL À ï/æ�� Ý�Þ r au� )} � r au� ) � ) î t ) ç þý Ú �JL À ï/æ�� Ý ¬ ® ç#ç (C.48)
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Der Teil
ç

derGleichungentsprichtgenauGleichung(C.19)derRechnungim masselosenTeil,
nur daßwir � durch �÷L À ï ersetzenmüssen.Wir könnenalsoeinfachunserErgebnisüberneh-
men.Betrachtenwir jetztnochdenzusätzlichenTeil

ç#ç
:

3 ç þý Ú �JL À ï æè� Ý�Þ �ðL À ïÕ Ú �JL À ï Ý ï Þ � ï ç þý Ú �÷L À ï æ�� Ý 5 �
£ 3 �JL À ï Þ Õ Ú �JL À ï Ý ï Þ � ï� ï Þ Ú �ðL À ï ÝSÚ �JL À ï ÞpÕ Ú �JL À ï Ý ï Þ � ï Ý� ï Õ Ú �÷L À ï Ý ï Þ � ï 5 �

£ 3 ò Ú �JL À ï Ý Õ Ú �ðL À ï Ý ï Þ � ï Þ ò Ú �JL À ï Ý ï Li� ï� ï Õ Ú �÷L À ï Ý ï Þ � ï 5òS£ 3 Ú �JL À ï Ý�Þ Õ Ú �÷L À ï Ý ï Þ � ï� ï Þ àò Õ Ú �ðL À ï Ý ï Þ � ï65
Damit findenwir:� ©ô Ú �Eæ�� Ý � £ � 3 Ú �JL À ï Ý ï ÞQÚ �JL À ï Ý Õ Ú �ðL À ï Ý ï Þ � ï� ï Þ ò 5ÞáÚ � Þáà�Ý�Ú À ï £ Ý 3 Ú �÷L À ï ÝÛÞ Õ Ú �JL À ï Ý ï Þ � ï� ï Þ àò Õ Ú �ðL À ï Ý ï Þ � ï65� ©ô Ú �Eæ�� Ý � £ � 3 Ú e ï Lj[ ï L À ï Ý ï ÞQÚ e ï Lj[ ï L À ï Ý/Õ Ú e ï Lj[ ï À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ïÖ e ï [ ï Þ ò 5ÞáÚ � Þáà�Ý À ï £ Ú e ï Li[ ï L À ï Ý�ÞpÕ Ú e ï Lj[ ï À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ïÖ e ï [ ïL Ú � ÞWà/Ý À ï £ àò Õ Ú e ï Lj[ ï À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ï (C.49)

Untersuchenwir jetztdie Massenfunktion� :< ©ô Ú �Eæ�� Ý � ° �þ ¯K× ØBÙÛÚ ï Ú × ÝÚ e Þ [ Ý ï L À ï « Ö L Ú � Þ�à�Ý Ú e Þ [ Ý ïÚ e Þ [ Ý ï L À ï ¬� ° �þ ¯K× ØBÙÛÚ ï Ú × Ý�JL À ï L��âÜHÝ Ø Ú × Ý « Ö L Ú � Þáà�Ý �÷Li�{ÜHÝ Ø Ú × Ý�JL À ï L��âÜ*Ý Ø Ú × Ý ¬ (C.50)
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Mit denRechenregeln(C.44)erhaltenwir:< ©ô Ú �Eæ�� Ý � Ö ç þý Ú �÷L À ï æ�� Ý L Ú � ÞWà�Ý � ç þï Ú �ðL À ï æ�� Ý L Ú � Þáà�Ý ç ýï Ú �JL À ï æ�� Ý� Ö ç þý Ú �÷L À ï æ�� Ý L Ú � ÞWà�Ý � ç þï Ú �ðL À ï æ�� Ý L Ú � Þáà�Ý ç þý Ú �JL À ï æ�� ÝÞ Ú � ÞWà�Ý�Ú �JL À ï Ý ç þï Ú �JL À ï æ�� Ý� Ú ñÿL � Ý ç þý Ú �JL À ï æ�� Ý L Ú � Þáà/Ý À ï ç þï Ú �JL À ï æè� Ý� Ú ñÿL � Ý ç þý Ú �JL À ï æ�� ÝãÞáÚ � Þáà�Ý À ïÕ Ú �÷L À ï Ý ï Þ � ï ç þý Ú �÷L À ï æè� Ý (C.51)

� Ú ñÿL � Ý £ �÷L À ï Þ Õ Ú �ðL À ï Ý ï Þ � ï� ïÞ Ú � ÞWà�Ý £ À ïÕ Ú �JL À ï Ý ï Þ � ï �÷L À ï ÞqÕ Ú �÷L À ï Ý ï Þ � ï� ï (C.52)< ©ô Ú �Eæ�� Ý � Ú ñÿL � Ý £ �÷L À ï Þ Õ Ú �ðL À ï Ý ï Þ � ï� ï Þ Ú � Þáà�Ý £ À ï Ú �÷L À ï Ý� ï Õ Ú �JL À ï Ý ï Þ � ïL Ú � Þáà�Ý £ À ï� ï (C.53)< ©ô Ú �âæè� Ý � � £ eï Li[fï L À ï ÞpÕ Ú e ï Li[ ï L À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ïÖ e ï [ ïÞ Ú � ÞWà�Ý £ À ï Ú eEï:Lj[fï L À ï ÝÖ e ï [ ï Õ Ú e ï Lj[ ï L À ï Ý ï Þ Ö e ï [ ï L Ú � Þáà/Ý £ À ïÖ e ï [ ï (C.54)

C.2 BerechnungmassiveNäherung

��Ú e ï Ý � Þ ñ Ü ïRTS RVU S RVWYX ° ¯ Ó [Ú òS£ Ý Ó ��Ú [fï Ý[ ï L � ï Ú [ ï Ý àÚ e Þ [ Ý ï L À ï (C.55)

Ersetzenwir jetzt im Integral ��Ú [ ï Ý durch ��Ú e ï Ý undwertendie GleichungamPunkt e ï � � ï
aus,dannerhaltenwir:� � Þ ñ Ü ïRTS R U S R WYX � ° ¯ Ó [Ú òS£ Ý Ó à[ ï L � ï àÚ e Þ [ Ý ï L À ï (C.56)

Wennwir jetzteineFeynmanParameterisierungdurchführen,ergibt sich:� � Þ ñ Ü ïRTS R U S R WYX � ° ¯ Ó [Ú òS£ Ý Ó ° ýþ ¯#� àÚNÚ [ Þ � � Ý ï L Ú*àíÞ � ï Ý � ï L � À ï Ý ï (C.57)
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Tauschenwir jetzt die Integrationsreihenfolgeundersetzendie Integrationsvariable [ ¸ [ Ò �[ Þ � �
� � Þ ñ Ü ïRTS RZU S RZWYX � ° ýþ ¯#� ° ¯ Ó [ ÒÚ òS£ Ý Ó àÚ [ Ò ï L Ú à Þ � ï Ý � ï L � À ï Ý ï (C.58)

Drückenwir dasIntegraljetztdurcheinedimensionsloseIntegrationskonstante[ � c\[� ausfinden
wir: � � Þ ñ Ü ïRTS RZU S RZWYX � ° ýþ ¯#� ° ¯ Ó [Ú òS£ Ý Ó àÚ [ ï L Ú*àíÞ � ï Ý � ï L � À ï Ý ï (C.59)

Wertenwir dasIntegralmit Hilfe derdimensionalenRegularisierungC.2.1ausundbeachten,daß
dersinguläreTerm · ýÓ î6] für ^ ¸ Ö durcheinengeeignetenKompensationstermzu beseitigen
ist. Wir findenalso,wennwir insbesondereGleichung(C.72)berücksichtigen:� � ñ Ü ïR S RVU S RVWLXÚ5Ö £ Ý ï � ° ýþ ¯K�`_ Ýba=« Ú àíÞ � ï Ý � ïÀ ï L � ¬ (C.60)

Die � Integrationkannzwarausgeführtwerden,führt aberzueinemunübersichtlichemErgebnis.

C.2.1 DimensionaleRegularisierungc
Beginnenwir mit einigenFormelnzur Vorbereitung:d Oberflächenelelementin einemRaumderDimension̂ mit Hypersphäre~ ]#î ý :°fehgji 0 ¯lk � òð£ g )¡ Ú ] ï Ý (C.61)d Variablensubstitutionin 1–dimensionalenIntegral:ç � ° Öþ ¯ Y YLm�an]#î ýÚ Y ï L � ï Ý � � àÚ � ï Ý � ° Öþ ¯ Y YLm�an]#î ýÚpo )Ï ) L à�Ý �Y Þ ¸  � YCï� ï n ¯ ¯ Y � ò Y� ïq ¸ ç � àò Ú � ï Ý ��î!rts g) ° Öþ ¯  urvs g) î ýÚ �L à�Ý � (C.62)

R
DiesesKapitel entsprichtdemAnhangB.3.2derDiplomarbeit[Gre94]



102 ANHANG C. NEBENRECHNUNGEN KAPITEL 4d Beta–Funktion[AS72]: w Ú�� æ ±Ý � ° ¯Óò ò / î ýÚ*à L ò Ý / a ã � ¡ Ú���Ý ¡ Ú²±,Ý¡ Ú�� L ±,Ý (C.63)

Für einallgemeineseuklidischeIntegralgilt:ç Ú9x æ � Ý � ° ¯ ]KYÚ ò?£ Ý ] YYmÚ Y ï L � ï Ý � (C.64)� àÚ òS£ Ý ] ° eygji 0 ¯lk °iÖþ ¯ Y YLm�an]Øî ýÚ Y ï L � ï Ý � (C.65)Á{z ð ý� àÚ òS£ Ý ] òð£ g )¡ Ú ] ï Ý ° Öþ ¯ Y Y m(an]Øî ýÚ Y ï L � ï Ý � (C.66)Á{z ð�ï� àÚ5Ö £ Ý g ) ò¡ Ú ] ï Ý àò Ú � ï Ý ��î!rts g) °jÖþ ¯ Y Y rvs g) î ýÚ Y�L à/Ý � (C.67)Á{z ð�ø� àÚ5Ö £ Ý g ) ¡ Ú ] ï Ý àÚ � ï Ý ��î rvs g) w � x L ^ò æ � Þ x L ^ò � (C.68)

Wir benötigenfür unsereRechnungnur denSpezialfall x � å , � � ò . Für diesenSpezialfall
findetman: ç Ú å,æ\ò Ý � àÚnÖ £ Ý g ) ¡ Ú ] ï Ý àÚ � ï Ý ïNî g ) w � ^ ò æ\ò Þ ^ ò � (C.69)� àÚnÖ £ Ý g ) àÚ � ï Ý ïNî g ) à¡ Ú ] ï Ý ¡ � ] ï � ¡ � ò Þ ] ï �¡ � ò � (C.70)� àÚnÖ £ Ý g ) àÚ � ï Ý ïNî g ) ¡ � ò Þ ^ ò � (C.71)

DiesesIntegral besitzt jetzt einenPol im Grenzfall ^ ¸ Ö . Wenn wir das Integral in einer
Laurent–Reiheum denPol bei ^ � Ö entwickelnfindenwir:ç Ú åfæ\ò Ý � àÚnÖ £ Ý ï � òÖ Þ ^ Þ � L _�Ú ÚnÖ £ Ý�Þ _�Ú � ï � L � ÚnÖÍÞ ^ Ý (C.72)

C.3 HypergeometrischeDiffer entialgleichung

Wir betrachtenfolgendehypergeometrischeDifferentialgleichungausKapitel 4.1e ï Ú e ï L � ï Ý % ï',) �
Ú e ï Ý L�ò Ú e ï L � ï Ý %(' ) ��Ú e ï Ý L ×u��Ú e ï Ý � å (C.73)
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Mit Nebenbedingungen: _ÛÙ ;' )1| þ Í Ú e ï Ý ï %?',) �
Ú e ï Ý Î � å (C.74)�
Ú ÿ ï Ý L ÿ ï %?',) �
Ú e ï Ý KK ' ) d Ô ) � å (C.75)

Zuerstbringenwir dieGleichungaufdie in derLiteratur[AS72] bzw. [Bat53]üblicheStandard-
form. ýEÚ*à Þ¶ýÇÝ % ï} ^ Ú²ýÇÝ L Ú � ÞQÚ*à L��JLi� ÝwýÇÝ % } ^ ÚÌýÇÝ L��K� ^ Ú²ýÇÝ � å (C.76)

Dazusetzenwir ýUà � Þ ' )Ï ) , ��Ú Þ � ï ý!Ý � ~��ÚÌý!Ý undberücksichtigen,daß
% ',) � Þ � ï % } ist. Wir

erhaltenalso: ýÚ*àíÞNýÇÝ % ï} ~��Ú²ýÇÝ L Ú ò Þ ò ýÇÝ % } ~��Ú²ýÇÝ L × ~��Ú²ýÇÝ � å (C.77)

Wennmandiesmit derStandardformderhypergeometrischenDifferentialgleichung(C.76)ver-
gleicht,findetman: ��� òKn � � àò L � àÖ Þo× n � � àò Þ � àÖ Þo× (C.78)

Die AllgemeineLösungderGleichung(C.73)ist durchfolgendeFunktiongegeben:�
Ú e ï Ý � ÜHÝ ÚoØ qSý ï\� ý 3 àò L � àÖ Þo× æ àò Þ � àÖ Þo× n�ò�n Þ e ï� ï 5L�ÜHÝ Ú�Ø q ïV� ïï þï 3 Þ eEï� ï KKKKK Þ ýï Þ�� ýÓ Þo× Þ ýï L � ýÓ�Þ ×Þ£à å 5 (C.79)

Bei derFunktion ïv� ý Ú �Eæ��(n � n ¯ Ý handeltessichum die hypergeometrischeFunktionundbei � ïï þï
um die Meijer G FunktionG . Wennmansich jetzt die Nebenbedingungim IR (C.74)betrachtet,
findetman,wennmandie Lösung ��Ú e ï Ý ausGleichung(C.79)betrachtet,daß Ü*Ý Ú�Ø q ï � å ist

2
,

da � ïï þï Ú ùGùGù Ý · � Ú ý' ) Ý ist, und_ÛÙ ;',) | þ 3 Ú e ï Ý ï %(' ) ï\� ý 3 àò L � àÖ Þo× æ àò Þ � àÖ Þo× n\ò�n Þ eï� ï 5�5_ÛÙ ;' ) | þ 3 Ú e ï Ý ï ïv� ý 3 ñ ò L � àÖ Þ × æ ñ ò Þ � àÖ Þ × n�ñon Þ eï� ï 5�5 � åR
FürdieDefinition derFunktionensiehe[Bat53]�
Siehe[AS72] Gleichung(15.5.18)bzw. (15.5.19)für eineDarstellungderLösungenderDifferentialgleichung

in derNähevon Null.
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Die KonstanteÜHÝ ÚoØ qSý legenwir durchdie Bedingungfest,daß ��Ú eEï � � ï Ý � �
seinsoll. Wir

erhaltenalso,wennwir dieFunktion � ÚË×�Ý wie folgt definieren:

� Ú�×kÝ � ï\� ý 3 àò L � àÖ Þo× æ àò Þ � àÖ Þo× n\ò�n Þ à 5 � Ö ÜHÝ Ø � £ � ýÓ Þo× �£ � àíÞ ò � ýÓ Þ × � � à L�ò � ýÓ Þo× �
mit Werten:� « àÖ ¬ � Ö£ � à ùOò!ó�n � « àò ¬ � à¡ Í øï Þ �ï Î ¡ Í øï L �ï Î � à ùOõ�å

(C.80)

Somiterhaltenwir:ÜHÝ Ú�Ø q�ý � � Ê � �� Ú�×kÝ (C.81)

Bis jetzt habenwir nochnicht ausgeschlossen,daß ��Ú eEï Ý einenkonstantenAnteil Ú � þ Ý ï ent-
hält. Die Bedingungim UV (C.75) führt zu einerRelationzwischen

�
,
� þ , und × . Um diese

Bedingungzufinden,betrachtenwir die asymptotischeForm dieserGleichung:

� Ú e ï Ý �' )1� Ï )J�NNNNNN� NNNNNN�
� Ê 3 � ��] �� � g s 0) � � � g s 1) � � ' )Ï )(� î gji 0) � ��î6] �� � 0 i�g) � � � 1 i�g) � � ' )Ï )(� î�� g s 0/�) 5 für × ë ýÓï Ï��� � ' )Ï )(� î 0) � _�Ú ' )Ï ) L�ò Ú ò _ÛÚ ò Þáà�Ý � für × � ýÓ� Ê � |Y�����;�L�g)�{�]#�9�] ) a ý � � 0) � ' )Ï ) � î 0) Ø ÙÛÚ � �] ï _ÛÚ ' )Ï ) L ~^ Ú ò _�Ú ò Þáà�Ý � für × � ýÓ (C.82)

mit: ^ � } àíÞ ÖÇ× ~^ � } ÖÇ×ZÞáà
Wennwir dieNäherungenin dieUV Bedingung(C.75)einsetzenfindenwir in denverschiedenen
Fällen:

(a) × � × crit.
� ýÓ

� þ � � Ê ¡ Ú ^ Ý¡ Í ]Óa ýï Î ¡ Í ]Waøï Î « ÿ� ¬ ]Øî ý (C.83)

DieseBeziehungzeigt,daßbei endlichemCut-Off ÿ , wenndie Masse
� þ � å ist, auch

die physikalischeMassegleichNull ist. Es tritt alsokeinespontaneSymmetriebrechung
in diesemFall auf.ab
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(b) × � × crit.
� ýÓ

� þ � Ö � Ê£ « _�Ú ÿ� L�ò _�Ú ò Þáà ¬ « ÿ� ¬ î ý (C.84)

Wie im zuvor behandeltenFall, tritt keine spontaneSymmetriebrechungbei endlichem
Cut-Off ÿ auf,wenndie Masse

� þ � å ist.

(c) × ëW× crit.
� ýÓ

� þ � � Ê � ÿ « ò Ü,qv� �{�]ï£ ~^ ¬ 0) ØBÙÛÚ 3 ~^�_ÛÚ ÿ� Li< 9 a ¡ Ú à L P ~^ Ý¡ ï Í ý a � �]ï Î 5 (C.85)

Wennwir jetztdenchiralenGrenzwertmit
� þ � å betrachten,findenwir folgendeBezie-

hung:

ØBÙÛÚ 3 ~^�_�Ú ÿ�
dyn

L�< 9 a ¡ Ú*à L P ~^ Ý¡ ï Í ý a � �]ï Î 5 � å (C.86)

DieseGleichungbesitztalsoeineunendlicheAnzahlnichttrivialerLösungen.In derNähe
derkritischenKopplung� Þ �¨��� à , sinddiesedurch� �^_ �

dyn � Ö ÿ é î � Ò�g ½ �ßÞ (C.87)

zubeschreiben.
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