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1. Didaktisch-methodische Grundiberlequngen

Die Idee, dass Fragestellungen der Standortplanung den Mathematikunterricht in der
Schule bereichern, dort behandelt und gelést werden kénnen, fuhrte im Oktober 1997
zu einer Veranstaltung, die vom SIL an der Universitat Kaiserslautern durchgefuhrt
wurde. Die von Prof. Hamacher und seinen Mitarbeitern auf dieser Veranstatung
vorgestellten Beispiele, die einen Einblick in das Arbeitsgebiet seiner Arbeitsgruppe
"Optimierung” an der Universitat Kaiserslautern, Fachbereich Mathematik geben,
werden in den folgenden Kapiteln vorgestellit.

Standortplanung beschaftigt sich mit den Madglichkeiten, mit Hilfe mathematischer
Modelle giinstige Standorte im Sinne der Fragestellung von Wirtschaft und Verwaltung
zu ermitteln. So ist z. B. ein gunstiger Standort fir das Zentrallager einer Firma dann
gefunden, wenn die Summe der Transport- und Lagerkosten minimiert und wenn das
Lager optimal ausgelastet wird. Sucht andererseits die Verwaltung den Standort fir eine
neue Feuerwache oder ein Krankenhaus, so ist ein zu bericksichtigendes Kriterium fur
den optimalen Ort, dass der langste Anfahrtsweg einen gewissen Wert nicht
Uberschreitet.

Die in dieser Veréffentlichung vorgestellten Standortprobleme gehéren zu der Gruppe
der sogenannten planaren Problemen, weil die gegebenen Standorte durch zwei
Koordinaten festgelegt werden, d.h. das Problem in der Ebene behandelt wird.
AuBerdem wird die Suche auf diejenigen nach einem optimalen neuen Standort
beschrankt.

Einfache  Standortprobleme  kénnen  effektivn.  mit  Dreieckskonstruktionen,
Entfernungsberechnungen in  Koordinatensystemen und den Methoden der
Differentialrechnung geldst werden. Auf diese Weise basiert der obige Themenbereich
primar auf Inhalten aus dem Mathematikunterricht der Mittel- und Oberstufe und kann
aus diesem Grund gut im Zusammenhang mit dem entsprechenden Schulstoff im
Mathematikunterricht behandelt werden.

Diese Einschatzung bezuglich der Einsetzbarkeit solch anwendungsbezogener
Fragestellungen im Schulunterricht wurde ebenfalls mehrheitlich von den an der
Fortbildung teilnehmenden Lehrerinnen und Lehrer geteilt, nachdem sich diese
zunachst von einem solchen unkonventionellen Ansatz tUberrascht gezeigt hatten.

Eine Einbeziehung der Standortplanung in die Schulmathematik ist jedoch nicht nur aus
fachlich Uberlegungen problemlos mdglich, sie bietet dartiber hinaus auch eine Vielzahl
didaktisch-methodischer Vorteile. So spricht fir diesen Ansatz neben der starker
motivierenden, da praxisbezogenen Herangehensweise und der an vielen Stellen
maoglichen Wiederholung und Vertiefung von bereits gelehrtem Stoff, insbesondere die
Chance, den Erwerb der vielfach geforderten Sozial- und Handlungskompetenzen
durch eine entsprechende methodische Unterrichtsgestaltung zu ermdglichen.

Daruber hinaus stellt die Standortplanung auch eine der ansonsten seltenen Mdglichkeit
dar, den Anspruch des Mathematiklehrplans  hinsichtlich  der  Trias
Anwendungsrelevanz, Interdisziplinaritat und mathematische Modellierung einzuldsen.



So fordert beispielsweise der Lehrplan fiir die gymnasiale Oberstufe explizit: "Eine
weitere Aufgabe des Mathematikunterrichts ist es, Schilerinnen und Schilern den
Prozess des Mathematisierens nahe zu bringen. Wo sich mathematische Mittel
anbieten, ein Sachproblem zu strukturieren, wesentliche Aspekte eines komplexen
Sachverhalts in einem Modell darzustellen und eine LOdsung zu suchen, kdénnen
Wechselbeziehungen zwischen Theorie und Praxis erfahren werden. (...) Schuilerinnen
und Schiler (...) sollen Beziehungen zwischen einem aulRermathematischen
Sachverhalt und der Mathematik herstellen, das Problem mit mathematischen Mitteln
bearbeiten, gefundene L&sungen interpretieren und kritisch beurteilen. Dabei sollen
auch Grenzen der fachspezifischen Verfahren und Grenzen der Mathematisierung
erkannt werden."*

Aus den oben genannten Uberlegungen heraus bildete sich eine Arbeitsgruppe, die zu
bestimmten Standortproblemen die hier vorgestellten Unterrichtsreihen entwickelte und
sie in verschiedenen Klassenstufen erprobte. Die hierbei erzielten Ergebnisse sind in
dieser Schrift dokumentiert und wurden absichtlich nur mit einem geringen
Stundenansatz geplant, damit sie leichter in dem vom Lehrplan gegebenen
padagogischen Freiraum eingesetzt werden kénnen.

Fur den Unterricht wurden Beispiele ausgewahlt, die - ausgehend von der Erfah-
rungswelt der Jugendlichen - aufzeigen, wie mit Hilfe der Mathematik Probleme in
Wirtschaft, Gesellschaft und Wissenschaft\Technik gelost werden kénnen. Es sollte sich
dabei um typische Modellierungsaufgaben aus der Standortplanung handeln, die mit
mathematischen Methoden gel6st werden kénnen, die entweder dem Kenntnisstand der
Schiler entsprechen oder aber als Erweiterung bekannter Sachverhalte leicht
eingefuhrt werden kdnnen.

Von den Auftragen, die die Arbeitsgruppe "Optimierung” an der Universitat Kaisers-
lautern fir die Wirtschaft bearbeitet hatte, wurden deshalb die im Folgenden
beschriebenen drei typischen Aufgabenstellungen ausgewéhlt und im Mathematik-
unterricht an Gymnasien erprobt.

. Das Zentrallagerproblem (siehe 2.1) steht fiir einen Aufgabentyp, bei dem die Summe
der Entfernungen von gegebenen Standorten - wie z. B. Auslieferungslagern - zu dem
zu errichtenden Ort — z. B. dem Zentrallager - minimiert werden muss. Er begegnet uns
in verschiedenen Variationen:

= Wo muss die zentrale Gepackausgabe bei einem Flughafen gebaut werden, damit
die Passagiere von den verschiedenen Flugsteigen aus moglichst wenig laufen
mussen?

= Wo sollte der Spielplatz in einem Wohngebiet angelegt werden, damit dieser fur die
Kinder aus den umliegenden Wohnblocks durch mdglichst kurze Wege attraktiv ist?

! Lehrplan Mathematik, Grund- und Leistungsfach Jahrgangsstufen 11 bis 13 der gymnasialen Oberstufe
(Mainzer Studienstufe), 1998, Seite 7. Sowie "Problemldésendes Verhalten" und "Mathematisierung von
Sachproblemen” im Lehrplan Mathematik (Klasse 7-9/10), Hauptschule, Realschule, Gymnasium 1984,
Seite 11-13



Dieses Problem lasst sich auf verschiedene Arten l6sen, wodurch die Bearbeitung
dieses Themas auch in verschiedenen Klassenstufen moglich wird:

= Bei drei gegebenen Standorten durch die Konstruktion eines ausgezeichneten
Punktes (Fermat-Punkt) mittels besonderer Linien im Dreieck (Simson-Linien).

= Durch die Minimierung der Entfernungssumme mit Methoden der Differential-
rechnung.

Will man ein solches Standortproblem (STOP) in der Mittelstufe behandeln, so bietet
sich dazu das 8. oder 9. Schuljahr an. Die genaue Wahl des Schuljahrs wird davon
abhéngen, inwieweit man einen der Beweise zur Existenz und den Eigenschaften des
Fermat-Punktes erarbeiten méchte (vergl. 6.1). Bendtigt werden in diesem Fall neben
den Kongruenzsatzen entweder noch der Satz vom Sehnenviereck mit seiner
Umkehrung (im 1.Beweis) oder die Eigenschaften der Drehung als
Kongruenzabbildung (im 2. Beweis). Ein solchen mathematisch exakten Nachweis des
Fermat-Punktes kann jedoch aus gewichtigen padagogischen oder zeitlichen Grinden
auch ausgespart werden, ohne dass hierdurch zu starke EinbufRen hinsichtlich der
Qualitdt der Unterrichtsreihe zu beflrchten waren. Fiur eine zeichnerische L6sung
missen mit den entsprechenden Punkten - im Koordinatensystem oder direkt auf einer
Landkarte - Konstruktionen durchgefuihrt werden, wobei die géngigen
Grundkonstruktionen eingelbt bzw. wiederholt werden kénnen. Das Ergebnis kann fir
drei Standorte auch an einem Modell experimentell ermittelt werden.

In einem Oberstufenkurs kann man dieses STOP mittels Differentialrechnung lI6sen. Die
Aufgabenstellung bietet die Moglichkeit, Funktionen mit zwei Variablen einzuftihren.
Hieran lasst sich zeigen, dass eine Losung, wie die Schuler es bei Funktionen mit einer
Variablen gewohnt sind, nur bei "geschickt gewahlter" Entfernung mdglich ist: Nur bei
der Verwendung des Quadrates der Entfernung erhalt man eine Zielfunktion, die sich so
in zwei Summanden aufspalten lasst, dass jeder nur von einer Variablen abhangt. In
diesem Fall kann man das Extremum auf dem tblichen Wege bestimmen.

Das mathematische Modell kann dartber hinaus auch erweitert werden, um so eine
grolRere Realitatsndhe zu erzielen: Werden die Auslieferungslager verschieden haufig
angefahren, so versieht man die Entfernungen vom Zentrallager zu diesen mit
entsprechenden Faktoren @ewichtete Entfernung). Fur den allgemeinen Fall bei n
gegebenen Orten mit unterschiedlichen Gewichten und quadratischer Entfernung lasst
sich auf diese Weise eine Formel fur die Koordinaten des besten Standortes herleiten
(vergl. 5.1 und 5.2).

. Weil bei der Modellbildung die Berechnung der Entfernung zweier Punkte oft eine
entscheidende Rolle spielt, wurden in der Lehrerfortbildung auch verschiedene Metriken
vorgestellt. Neben der in der Schule verwendeten euklidischen Entfernung ist es
manchmal auch sinnvoll, das Quadrat dieses Abstandes oder anders definierte
Entfernungen zu betrachten. Am Beispiel der Produktion von Halbleiterplatinen (2.2),
die von Robotern bestiickt werden, wurde gezeigt, dass die zurtickgelegten Wege je
nach Bewegungsart des Roboters unterschiedlich berechnet werden missen. Wenn
sich das motorgetriebene Werkzeug nur parallel zu den Koordinatenachsen bewegen
kann und wenn diese Bewegungen langs der Achsen nacheinander ausgefihrt werden,




ist die Entfernung eines Punktes P(x1,%2) vom Ursprung durch die sogenannte /;-Norm
gekennzeichnet: /1(OP) = Ixql + Ixal .

Eine anschauliche Bedeutung gewinnt diese Art der Entfernungsmessung, wenn man
Weglangen entlang der Stral3en in einer der schachbrettartig angelegten Innenstadt wie
beispielsweise Mannheim berechnet.

Da Schiler (und Lehrer) mit einer solchen Abstandsberechnung in der Geometrie im
allgemeinen nicht vertraut sind, sind sie Uber die Losungsmengen zu den Frage-
stellungen, welche Punkte der Ebene eine konstante Entfernung zu einem oder zwei
gegebenen festen Punkten haben, verblufft. Die im Unterricht mit den Ublichen - in der
euklidischen Geometrie benutzten - Definitionen ermittelten Lésungsmengen sind
"geknickte Mittelsenkrechten” und "eckige Kreise".

Auch dieses Unterrichtsbeispiel lasst sich noch weiter ausbauen: Gibt man die Be-
dingungen fir die Koordinaten aller Punkte an, die von einem festen Punkt eine be-
stimmte Entfernung nicht Uberschreiten, fihrt man sodann bei den erhaltenen Unglei-
chungen alle Fallunterscheidungen vollstdndig durch und betrachtet anschlieRend die
Funktionsgraphen zu den entsprechenden Lésungsmengen, so kann man diese
Aufgaben auch gut im 9.Schuljahr im Themenbereich lineare Gleichungen und
Ungleichungen behandeln.

. Fur die Uberlegungen zur Planung eines Feuerwehrhauses (siehe 2.3) soll die maxi-
male Entfernung des gesuchten Standortes zu den gegebenen Orten mdglichst gering
gewahlt werden. Das Problem lasst sich mit Hilfe des Umkreises zu dem aus den drei
gegeben Orten gebildeten Dreieck I6sen. Auch fur mehr als drei Orte kann man so
verfahren, wenn man dabei alle Kombinationen mit drei Orten durchspielt und die
gunstigste Lésung auswahlt.

Da man bei diesem Vorgehen zwischen spitz- und stumpfwinkligen Dreiecken unter-
scheiden muss und bei dem rechtwinkligen Dreieck der Satz des Thales zur Anwen-
dung kommt, bietet es sich an, diese Unterrichtsreihe im 8. Schuljahr durchzufiihren,
wobei sie sich insbesondere fir die Einfuhrung dieses Satzes geeignet erscheint.
AuRerdem findet sich hier neben dem Einuben von Konstruktionen und
Konstruktionsbeschreibungen auch eine Mdglichkeit, einen Algorithmus zu formulieren.

Alle vorgestellten Unterrichtsreihen sind vom Umfang her auf ca. 5 bis 8 Stunden be-
grenzt und sollten auch nicht mehr Zeit in Anspruch nehmen. Hierdurch wird die
Erarbeitung des regularen Schulstoffs zum einen nicht zu stark beschnitten,
andererseits liefert die Beschaftigung mit einem solch anwendungsbezogenen Problem
wie der Standortplanung aber bereits neue Motivation fur den Ublichen Stoffkanon. Dies
Begrenzung bedeutet fir den planenden Lehrer jedoch auch, dass er sich bei der
Durchfihrung der Reihe auf einige Schwerpunkte beschrdnken muss, an denen der
Gegenstandsbereich sodann exemplarisch deutlich wird. Demgemald erheben die hier
aufgefuihrten Unterrichtsreihnen auch keinen Anspruch auf Vollstandigkeit, sondern
wollen vielmehr Anregungen und Hinweise geben, wie die in den Abschnitten 3 bis 5
dargestellten mathematischen Inhalte in verschiedenen Klassenstufen umgesetzt
werden kdnnen.



Um den Prozess der Modellierung?, bei dem ein Problem auf eine mathematische
Fragestellung abgebildet und dort gelost wird, zu vervollstandigen, darf eine
abschlieRende Betrachtung der gefundenen Losung und ihre kritische Wiurdigung
keinesfalls unterbleiben. Nicht immer genlgt eine nach mathematischen Methoden
ermittelte Losung den Anforderungen, wie man an folgendem Beispiel erkennen kann:
Ermittelt man analog zur Standortsuche des Zentrallagers den Ort fur eine Mulldeponie,
so erhalt man moglicherweise eine solche mitten in der Stadt, da hier eventuell die
Summe der Transportwege minimal wird!

Die Reaktion der Schulerinnen und Schiler auf die bereits durchgefuhrten
Unterrichtsreihen war durchweg positiv. Sie zeigten sich sehr motiviert und waren
bereit, auch tGber mehrere Stunden hinweg neue Sachverhalte zu erarbeiten, die vom
mathematischen Sachverhalt her nicht einfach waren. Haufig gelang es auch, gerade
solche Schulerinnen und Schiler anzusprechen, die sich sonst im Unterricht nicht so
stark beteiligten. Fir sie war es interessant, zu erleben, welche Probleme mit
Mathematik gelést werden konmnen und das Mathematik keinesfalls nur zum
Selbstzweck betrieben wird.

Die Erh6hung der Motivation erklart sich aul3er durch realitdtsnahe Aufgabenstellung
sicher auch dadurch, dass die eingesetzten Unterrichtsmethoden die Diskussion der
Schuler untereinander Uber das zu modellierende Problem geférdert haben. Gerade
durch die gewahlte Methodik des selbstandigen Arbeitens in Kleingruppen wird es
moglich, die heute allseits geforderten Handlungs- Kommunikations- und
Sozialkompetenzen effektiv zu fordern. So erfiillt etwa die Vorstellung der erarbeitete
Losungen durch die einzelnen Gruppen einen doppelten Zweck: Einmal wird die
Diskussion in einem erweiterten Kreis als in der Arbeitsgruppe mdglich, zum anderen
schult diese die Schilerinnen und Schiler hinsichtlich ihrer F&ahigkeit zur
Informationsverarbeitung und -prasentation. Die Ruckmeldungen aus der Klasse
beeinflussen dann wiederum positiv die Motivation.

Da die Schulerinnen und Schuler die entscheidenden ldeen selbst einbringen sollen,
muss der Unterrichtende sich zurtickhalten und sollte nur dann weiterfiihrende Impulse
setzen, wenn wesentliche Aspekte zur Problemlésung fehlen oder mathematische
Methoden benétigt werden, die neu sind. Auf diese Weise versucht der Lehrer nicht
langer Lernprozesse zu erzeugen, er initiiert und ermoglicht sie vielmehr. Hierzu nimmt
er sich bewuf3t zurtick und begleitet den Unterricht nun stéarker aus einer Position des
Beraters heraus.

Daruber hinaus ist in diesem Zusammenhang sowohl hinsichtlich der Schilermotivation
als auch bezuglich der angesprochenen Schlisselqualifikationen auf den Einsatz des
Computer als mathematisches Hilfsmittel zu verweisen. So bietet etwa der Einsatz
entsprechender Software die Mdglichkeiten zum Experimentieren, eine Methode zum
Entwickeln von Ldsungen, die von Schilern bevorzugt wird. Gleichzeitig erwerben die
Schulerinnen und Schuler hierbei auch eine gréf3ere Routine im Umgang mit dem PC.

2 vgl. hierzu "Problemlésen mit mathematischen Methoden - Modellbildung" Lehrplan Mathematik,
Grund- und Leistungsfach Jahrgangsstufen 11 bis 13 der Studienstufe, 1998, Seite 18 ff



2. Was bedeutet Standortplanung?- Einige einfuhrende Beispiele

2.1 Das Zentrallagerproblem

Beim Zentrallagerproblem (warehouseproblem) soll zu bereits vorhandenen Ausliefe-
rungslagern ein Zentrallager so gebaut werden, dass die Gesamtentfernung zwischen
dem Zentrallager und den einzelnen Auslieferungslager moglichst klein ist.

Fur die Problemlésung werden die Auslieferungslager Exm(ani,am2) und das zu bauende
Zentrallager X(x, x2) durch Punkte in der Ebene dargestellt. Als Gesamtentfernung wird
die Summe der Einzelentfernungen zwischen dem Zentrallager und den einzelnen
Auslieferungslagern gewahlt. Als Entfernung bietet sich die Euklidische Entfernung

— _ 2 . 2 _ : . D2 :
d(Exm, X) = \/(am1 xl) + (am2 x2) £2(Exm,X) an, wobei /7, IR® ® IR eine
Metrik ist.

Wenn man in diesem Modell noch die Haufigkeiten der Fahrten zwischen dem Zentral-

lager und unterschiedlichen Auslieferungslagern beriicksichtigen mdchte, missen die
Entfernungen ihrer Haufigkeit entsprechend gewichtet werden.

Zahlenbeispiel fiir die Wahl eines Zentrallagers 3.

In einem Industriebetrieb existieren drei Auslieferungslager, die auf einer Landkarte mit
den Koordinaten E; (1/2), E2 (7/3) und E3; (4/5) festgelegt werden kodnnen. Die
Betriebsfihrung mochte nun ein Zentrallager an einem neuen Standort bauen und zwar
so, dass die Gesamtentfernung (also die Summe aller Entfernungen zwischen dem
Auslieferungslager und dem Zentrallager) moglichst klein ist.

1. Modell: fur einfache Entfernung mit Zentrallager X(x, %)

élgz(EXm,X)Z\/(l- Xl)2+(2_ X2)2 +\/(7_ X1)2 +(3_ X2)2 +\/(4_ X1)2+(5- X2)2

Wabhlt man z. B. X; (4/2), so erhélt man durch Einsetzen die Gesamtentfernung zu den
Auslieferungslagern zu Jo+0 + J9+1+/0+9 =6+ 10 »9,2.

Wahlt man dagegen X, (4/5), so erhélt man J9+9+J9+4+/0+0 =/18+13 » 7,8.

Wenn in der Aufgabe keine weiteren Einschrankungen genannt werden, wird man also
den Standort X, (4/5) dem ersteren vorziehen.

% aus: Horst W. Hamacher: Mathematische Ldsungsverfahren fir planare Standortprobleme, Vieweg

Verlag Braunschweig/Wiesbaden 1995



2. Modell fur gewichtete Entfernung

Weil3 man z. B. durch Datenerfassung, dass man von dem zu errichtenden Zentrallager
funfmal bzw. dreimal haufiger zu den Auslieferungslager E; bzw. E, fahrt als zu Es, so
ist ein realistisches Modell fir die Entfernungen dadurch gegeben, dass man die
einfache Entfernung zwischen E; und X mit dem Faktor w; = 5 und die zwischen E;
und X mit w, = 3 multipliziert. Also ergibt sich damit eine gewichtete Entfernung:

A w,0,(Ex,, X) =
m=L

53/(1- x)2 +(2- %)% +3%/(7- %)2 +(3- x,)2 +/(4- )2+ (5- x,)2

Pruft man nun fir die gewichtete Entfernung die beiden oben untersuchten Standorte,
so erhalt man far

X, (4/2) 5%/9+0 + 3%/9+1 + 1x/0+9 = 18 + 3%/10» 27,5
X, (4/5) 5%/9+9 + 3%/9+1 + 1%/0+1 = 15%/2+ 3%/13» 32,0

In diesem Beispiel ware also X, (4/2) gunstiger als der zweite Ort flr das Zentrallager.

Nach diesen einfachen Beispielen erhalt man ein Verstandnis dafir, dass die Frage,
wie man den bestmdglichen Standort finden kann, noch genauer tiberlegt werden muss.

3. Modell

Auch fir die Angabe der Entfernungen misste man die Modelle noch verbessern. Die
Euklidische Entfernung ist nur dann sinnvoll anzunehmen, wenn man sich zwischen
dem Zentral- und dem Auslieferungslager direkt bewegen kann. Fur Hubschrauber,
Fahrzeuge in der Wiste und eventuell Boote in gentgend tiefen Gewassern trifft das
zu, nicht aber fir unser Problem. Also sollte man fir jeden méglichen Standort X (x1/X2)
die Entfernung zu den entsprechenden Auslieferungslagern d(Ex,,X) aus einem
(Straf3en-) Netzwerk ablesen kdnnen (z. B. Entfernungstabellen wie in Stral3enatlanten).

Bei einer Modellbildung muss also Uberprift werden, welche mathematische Definition
man bei der Entfernungsmodellierung sinnvollerweise zugrunde legt.

2.2 Produktion von Halbleiterplatinen:

Ein anderes Beispiel zur Frage der zu verwendenden Metrik ist die Produktion von
Halbleiterplatten mit Hilfe von Robotern:

Beim Zusammenbau einer Halbleiterplatte werden M Teile, die zu N verschiedenen
Sorten (Transistoren, Speicherelemente usw.) gehoren - wobei sinnvollerweise N £ M
ist - auf vorher festgelegten Einbauplatzen Ex,, (m =1, ..., M) eingebaut. Man will nun
Behalter aufstellen, in denen die verschiedenen Bauteilsorten gelagert sind. Bei der
Wahl der Standorte Xy, ..., Xy fUr diese Behélter ist zu beachten, dass

1. ein Sicherheitsabstand zwischen Behalter und Platine vorhanden ist



2. die Gesamtzeit fir den Einbau minimal ist.

Fur das Modell setzen wir voraus, dass die Einbaureihenfolge festgelegt ist. (Das ist
eventuell ein eigenes Optimierungsproblem.) Fiir die weitere Uberlegung ist es wichtig
zu wissen, wie sich der Roboterarm bewegt, da hiervon die Berechnung der
zuruckgelegten Wege abhangt.

a) Zweilineare Motoren, die ein gleichzeitiges Bewegen in beiden Koordinatenrich-
tungen erlauben:
Der nachste Arbeitsgang kann erst begonnen werden, wenn beide Motoren stehen.
Deshalb gilt folgende "Entfernung" zwischen einem Einbauplatz Exmy, (ami,am2) und
dem Standort X (x,%2) fur einen der Behalter:
d (EXm, X) = max{lam - x|, lame - X1}
Man bezeichnet d (Exm, X) auch mit /y (EXy, X)

b) Hat der Roboterarm nur einen Motor, miissen die Bewegungen langs der
Koordinatenachsen nacheinander ausgefuhrt werden und fur die "Entfernung”
zwischen Einbauplatz und Vorratsbehalter gilt:
d(EXn, X)=lam: - Xl + [amz - Xl = 41 (EXn, X)

Zahlenbeispiele fir die Produktion von Halbleiterplatten:

Aus zwei Behaltern (N = 2), die runde bzw. eckige Teile (M = 2) enthalten, sollen auf
der Platine an vier festen Stellen Ex, ..., Exs ( M = 4) Teile eingebaut werden. Der
Sicherheitsabstand ist durch ein Viereck um die Platine herum dargestellt:

X1 ist ein moglicher Standort fur den Behalter mit runden Teilen
X> ist ein moglicher Standort fir den Behalter mit eckigen Teilen

Von jeder Sorte werden zwei Teile eingebaut.

Abbildung la: Halbleiterplatine (inneres Viereck) mit festen Einbauplatzen flr vier
Teile, die zu zwei Sorten gehoren.*

* Aus: Horst W. Hamacher: Mathematische Lésungsverfahren fur planare Standortprobleme, Vieweg
Braunschweig/Wiesbaden 1995, Seite 5



10

Abbildung 1b: Robotertour bei gegebener Einbaureihenfolge (1, 2, 3, 4)

Die Robotertour fur die Einbaureihenfolge (1, 2, 3, 4) mit X; als Anfangs- und Endpunkt
hat eine von X1 abhé&ngige Lange:

f(X1) = 2 xd(Exq, X1) + 1 xd(Exp, X1) + 0 xd(EXs, X1) + 1 xd(Exs, X1)

2 xd(Exq, X1) bedeutet: Ein rundes Teil aus dem bei X; platzierten Behalter wird in Ex
eingebaut und der Roboter lauft zuriick zu X .

0 xd(Exs, X1) bedeutet: Es wird kein rundes Teil bei Ex; eingebaut.

Da der Roboterarm aber nach dem Einbau bei Exs wieder zum Behalter bei X zu-
rucklauft, entsteht der Summand 1 xd (Exy, X1).

Genauso wird der Weg fir den Teil der Robotertour berechnet, die den Behélter flr die
eckigen Teile ansteuert, der bei X, platziert wurde.

f(Xz) =0 ><d(Ex1, Xz) +1 ><CI(EXz, Xz) + 2’d(EX3, Xz) +1 ><CI(EX4, Xz)

Bestimmt man das Minimum der Funktionen f(X1) und f(X>), so ergeben diese die Orte,
an denen die Behalter fur die runden bzw. eckigen Teile aufgestellt werden sollten,
damit die zurlickgelegten Wege mdoglichst gering sind. Allerdings kénnen die Behalter
nicht Uberall stehen, da die Auswahl fur die Behalterstandorte eingeschrankt ist. So gibt
es Restriktionen fur den Standort, der eventuell aus einem Teilbereich der gegebenen
Ebene gewahlt werden muss.

2.3 Planung eines Feuerwehrhauses

Bei der Planung eines Feuerwehrhauses geht man von der Frage aus, wo es gebaut
werden muss, damit im Falle eines Brandes die Anfahrtzeit der Feuerwehr eine
bestimmte Zeit nicht Uberschreitet. So mdchte man z. B. zu drei Industriebetrieben Ex,
Exp, Exs eine gemeinsame Werksfeuerwehr am Ort so bauen, dass jeder Betrieb in
hdchstens 10 min erreicht wird. Es muss also fir den Standort X des Feuerwehrhauses
gelten:
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l2(Exm, X) £ s furm =1, 2, 3. Dabei ist s die Wegstrecke, die in 10 min zuriickgelegt
werden kann.

Noch besser ware es, wenn die Feuerwehr so schnell wie mdglich am Brandort ist, also
ein r gefunden wird, fur das gilt: /5 (Ex., X) £ r mit r moglichst klein fur m = 1, 2, 3. (Mit

¢ 7 ist hier wieder der Euklidische Abstand gemeint)

Es ist gunstig, bei der Suche nach einem Verfahren fur die Ermittlung von X die Auf-
gabe vom Ergebnis her zu betrachten: Ist der Standort X des Feuerwehrhauses bereits
bekannt, gilt 7, (Exm, X) £ r fur alle m. Also liegen dann die Industriebetriebe Ex;, Exy,
Exs innerhalb eines Kreises um X mit dem Radius r oder auf seinem Rand. Gesucht ist
also der Mittelpunkt eines Kreises, der mit mdglichst kleinem Radius die gegebenen
Standort Gberdeckt.

3. Geometrische L6sungen zu ausgesuchten Standortproblemen

Erfreulicherweise lassen sich einige der angesprochenen Beispiele bereits mit ein-
fachen Konstruktionen I6sen, die von dem Geometrieunterricht in den Klassen 7 - 9 her
bekannt sind.

3.1 Losung des Zentrallagerproblems durch Konstruktion des Fermat-Punktes

Wir erinnern uns: Zu drei gegebenen Standorten Exy, (bestehende Auslieferungslager),
die nicht auf einer Geraden liegen, soll ein neuer Standort X fur ein Zentrallager so
bestimmt werden, dass die (gewichtete) Summe der Entfernungen minimal wird. Das
geometrische Verfahren besteht fur den Fall gleicher Gewichte aus folgenden Schritten
(vergl. Abbildung 2):

1. Schritt:  Zeichne das Dreieck A,B,C ( A=Ex;, B=EX;, C= EX3)

2. Schritt: Errichte auf jeder Seite des Dreiecks ein gleichseitiges Dreieck

3. Schritt: ~ Verbinde jeweils den neu entstandenen Punkt im gleichseitigen Dreieck
mit dem Eckpunkt des Dreiecks A,B,C , welcher nicht zu diesem gleich-
seitigen Dreieck gehért. (Simson-Linien ).

® Benannt nach Robert Simson, englischer Mathematiker 1687 — 1768.
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4. Schritt:  Die Simson-Linien schneiden sich in einem Punkt, dem optimalen Stand-
punkt, dem Fermat-Punkt F.

C*

Abbildung 2: Konstruktion des Fermat-Punktes mit Hilfe der Simson-Linien

Durch geometrische Verfahren lafl3t sich das Zentrallagerproblem auch bei gewichteten
Entfernungen und bei vier gegebenen Standorten noch gut I6ésen. In allen anderen
Fallen kommen Iterationsverfahren zur Anwendung.

Anmerkung:

Es handelt sich bei dem obigen Verfahren um einen Spezialfall einer sog. Torricelli®
Konfiguration, bei der auf jede Dreiecksseite eines beliebigen Grunddreiecks DABC
untereinander gleichsinnig ahnliche Aufsatzdreiecke DABC*, DBCA*, D ACB* konstruiert
werden (vgl. Abbildung 3).

Fur diese Figuren gelten folgende Sachverhalte:

Die ,Diagonalen® AA*, BB*, und CC* dieser Figur schneiden sich in einem Punkt,
dem Torricelli-Punkt T. An diesem Schnittpunkt finden sich die Winkel a‘, b‘, g der
Aufsatzdreiecke wieder und die Langen der "Diagonalen” AA*, BB*, CC* dieser
Figur verhalten sich wie die Hohen der Aufsatzdreiecke.

Im obigen Sonderfall mit gleichseitigen Aufsatzdreiecken @‘ = b* = g = 60°) sind die
"Diagonalstrecken” AA *, BB * ,CC* gleich lang und schlie3en Winkel von 60° ein.

Evangelista Torricelli (1608 - 1647)
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Fir diesen Spezialfall gilt:

Wenn das Dreieck keinen Winkel Uber 120° enthalt, schneiden sich die
Verbindungslinien der Eckpunkte mit den Spitzen der aufgesetzten Dreiecke innerhalb
des Dreiecks. Die Summe der Abstande eines Punktes P von den Ecken A, B, C wird
genau dann zum Minimum, wenn P im "Diagonalenschnittpunkt® T liegt. Die
Entfernungssumme  entspricht sodann der ,Diagonalstrecken®. Da diese
Extremalaufgabe von P. De Fermat’ gestellt wurde, wird T auch Fermat-Punkt F
genannt (vgl. Abbildung 2). In der englischsprachigen Literatur wird sie dem um 1750
an der Universitat Glasgow lehrenden Robert Simson zugeschrieben®.

Fir den Fall, dass ein Winkel 120° betragt, fallt der Fermat-Punkt mit dem Scheitelpunkt
dieses Winkels zusammen. Bei Winkeln, die gréRer sind, liegt der Schnittpunkt der
Simson-Linien aul3erhalb des Dreiecks und ist nicht der Punkt fir die minimale
Entferungssumme. Das laf3t sich auch gut mit einer dynamischen Geometriesoftware
zeigen, wenn man einen Eckpunkt des Dreiecks entsprechend bewegt.

Abbildung 3:
Torricelli-Konfiguration
mit a (= 40°,

b(=65°

g=75°

Pierre de Fermat (1601 - 1665) hat diese Aufgabe in seinen "Abhandlungen Gber Maxima und Minima"
1643/44 gestellt.

8 vgl. Homepage ,History of mathematics archive* der Universitat St. Andrews, Schottland.

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians (unter Torricelli, Simson, Fermat)
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3.2 Planung eines Feuerwehrhauses

Das Standortproblem (STOP) lautet: Zu existierenden Betrieben soll ein Feuerwehrhaus
so gebaut werden, dass die maximale Entfernung zwischen den Betrieben und dem
Feuerwehrhaus mdglichst klein ist.

Es wird ein planares Modell mit euklidischer Entfernung benutzt.

Hat man mit X einen Ort fir die Feuerwehr gefunden, derart dass die Entfernung zu
allen Betrieben Ex; < s ist und jeder in weniger als der gegebenen Zeit (z.B. 10 min)
angefahren werden kann, dann enthalt der Kreis® um X alle gegebenen Standorte.

3.2.1 Problem fir 2 Standorte: Ex;, Exy :
Der gesuchte Ort X ist die Mitte der Strecke Ex, Ex,, -

3.2.2. Problem fir 3 Standorte Ex;, Ex, Ex3:

a) Exi, Exz, Exs bilden ein spitzwinkliges Dreieck. Dann ist der Umkreis des DEXx; Ex;
Exs der Kkleinste Kreis, der die gegebenen Standorte enthalt und der
Umkreismittelpunkt ist der gesuchte Ort fir das Feuerwehrhaus.

b) Ist D Ex; Ex, Exs stumpfwinklig, dann gibt es eine bessere LOsung als den

Umkreismittelpunkt: der Mittelpunkt der l&angsten Dreiecksseite ist der optimale Ort
fur das Feuerwehrhaus.

3.2.3 Verfahren fur mehr als drei Standorte:

Gesucht ist also der kleinste Kreis (d.h. der Kreis mit dem kleinsten Radius), der alle
gegebenen Standorte Exy, Uberdeckt. Er enthdlt mindestens 2 Standorte auf seinem
Rand.

Verfahren zur LO6sunq:

1. Zeichne alle Umkreise von Tripeln der Standorte (Exi, Ex;, Ex) mitit j, it k,j* Kk fur
allei,j,k=1,...,. M

2. Zeichne alle Kreise um den Mittelpunkt der Strecken ExEx;, die durch Ex; bzw. EX;
gehen.
3. Streiche alle Kreise, die nicht alle Standorte Uberdecken.

4. VVon den verbliebenen Kreisen wahle den mit dem kleinsten Radius aus.

Numerisches Beispiel mit 4 Standorten:

Exi (0[3), Ex2 (5]8), Exs (9]0), Exa (9]3)

Teilaufgaben

1. Zeichne die Punkte in ein Koordinatensystem!

° Gemeint ist damit das Gebiet des Kreisinneren vereinigt mit dem Rand
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2. Wie viele Paare und wie viele Tripel gibt es?

3. Zeichne alle Umkreise durch drei der gegebenen Standorte!

4. Gibt es zulassige Kreise, die nur durch 2 Standorte bestimmt werden?
5. Welcher Kreis ist der beste?

6. Was passiert, wenn Ex; (10/3) bzw. Exs (11/8) betrachtet wird?

Die L6sung (Abbildung 4) wurde fir Tripel ermittelt:

DE, E, E;: Umkreis k; hat den Radiusr, » 4,6 L.E.
DE, E;, E,: Umkreis k; hat den Radiusr, » 5L.E.
DE, E; E,: Umkreis k 3 hat den Radiusr; » 4,7 L.E.
DE, E; E,: Umkreis k4 hat den Radiusr, » 7 L.E.

(es handelt sich um ein stumpfwinkliges Dreieck)
ki ={P| [PM|£ 1}

k 1 enthalt alle 4 Punkte

k 2 enthélt nicht E;

k 3 enthalt nicht E,

k 4 enthalt alle 4 Punkte, aberr, > 1,

Verandert man E4 zu E4 (10/3), so ist k1 immer noch der optimaler Kreis, da alle
existierenden Standorte auf seinem Rand liegen. Fur E,(11/8) ist D E; E, E,
stumpfwinklig und k 3 wird optimaler Kreis, weil auch bei geanderter Lage von E, r;<r,
gilt.

Dabei bleibt die Frage unbeantwortet, ob ein optimaler Kreis stets eindeutig bestimmt
werden kann.
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Abbildung 4:

Suche des optimalen Standortes
fur ein Feuerwehrhaus bei vier
gegebenen Betrieben
(numerisches Beispiel)

3.4 Restriktive Standortprobleme

Bei vielen Aufgabenstellungen gibt es zusatzliche Einschrankungen fir die
Standortwabhl.

Beispiele fur Restriktionen:

1. Platinenproblem:

Um die Platine herum muss ein gewisser Sicherheitsabstand eingehalten werden, wo
keine Behélter aufgestellt werden konnen. (Ahnliches wird auch bei der FlieRband-
produktion gefordert.)

2. Feuerwehrhaus:

Ein Naturschutzgebiet steht fiur die Plazierung des Feuerwehrhauses nicht zur
Verfligung.

Im mathematischen Modell werden die Restriktionen so ausgedriickt, dass das Innere
eines Polygons R ausgeschlossen wird. Auf seinem Rand R kénnen dagegen Anlagen

plaziert werden.

Losungsansatz:

1. Lose das unrestriktive Problem (d.h. bestimme alle optimalen Standorte ohne Riick-
sicht auf das Gebiet R.)

2. Falls in (1) ein Standort ermittelt wird, der zulassig ist, ist das Verfahren beendet.

3. Sonst: vergroRere den Zielfunktionswert solange, bis ein Standort X* mit diesem
Zielfunktionswert gefunden wird, der zulassig ist.
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Beim Feuerwehrproblem erhalt man den optimalen Standort, indem man die Kreise um
die Betriebe vergrofRert, bis ein Schnittgebiet entsteht, das innerhalb des verbotenen
Gebietes liegt und den Rand beruhrt.

Beispiel: Ermittlung des optimalen Standortes bei einem Modell mit Restriktionen
(Feuerwehr, Abbildung 5).

Mittelsenkrechte

auf Ex2Exs', . ,
Exa Mittelsenkrechte .-
- auf ExEx2 '
Mittelsenkréchte
auf Ex1Ex4 Mittelsenkrechte

I,."auf ExsExa

Exs

Ex2

Abbildung 5: Ermittlung des optimalen Standortes bei einem Modell mit Restriktionen.

Beispielsweise ist der Standort fir ein Feuerwehrhaus zu den Betrieben Ex.,..,Exs gesucht, wobei das
Gebiet innerhalb des Flnfecks P1,P,P3,P4,Ps ein unzulassiges Gebiet ist. Als Losung wird der Mittelpunkt
desjenigen Kreises gesucht, der die gegebenen Standorte der Industriebetriebe (hier 4) Uberdeckt. Als
Kreismittelpunkt kommen die Schnittpunkte der Mittelsenkrechten von TEXJ mit dem Rand des

unzuldssigen Gebietes in Frage (hier heiBen sie Ai und B;), sowie die Projektionen der Betriebe
(Eckpunkte) Ex« auf den Rand des unzulassigen Gebietes ( hier nur L, und L., die anderen liegen nicht
auf den Seiten des Flnfecks).

Fur alle Kreise, die einen grof3eren als den minimalen Radius aufweisen gilt, dass ihr
Durchschnitt ein "Rundstick” ist, dessen "Ecken" durch Schnittpunkte zweier Kreise
und dessen Rander von zwei Kreisbdgen gebildet werden (vgl. Abbildung 6).

Dabei kdnnen folgende Félle auftreten:

a) Eine "Ecke" des "Rundstticks" berthrt zuerst die Grenzlinie zum verbotenen Gebiet.
b) Der Rand des Polygons, das die Restriktion beschreibt, wird Tangente an den
Kreisbogen.
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Daraus ergibt sich als Vorschrift zur Ermittlung des Standortes:

a) Betrachte alle Schnittpunkte zwischen den Mittelsenkrechten zu EXEx;, it j,

I,j=1, ..., Mund dem Rand YR der Restriktionen.

b) Betrachte alle diejenigen Punkte auf dem Rand {R, in denen das Geradenstuck des

Restriktionspolygons Tangente fur einen Kreis um Exy, wird fur m = 1, ..., M. (Das
bedeutet, dass alle existierenden Projektionen der Ex,, m = 1, ..., M auf den Rand

IR betrachtet werden)

Der beste Kandidat aus a) und b) ist optimaler Standort fiir das Problem.

Zahlenbeispiel

Ex1(5¥D), Ex»(15%), Exs(745) sind gegebene Standorte. Die Restriktion wird
beschrieben durch einen Polygonzug mit den Ecken Py(6¥5), P2(8%:14), P3(10%:14),

P4(14v27) (vgl. Abbildung 6).

Mittelsenkrechte

Mittelsenkrech-’ie
auf Exe Exs

Zui Prejektion
'VonEx auf P1 P2

Abbildung 6 : Zum Algorithmus, wie man den optimalen Standort bei Restriktionen
ermittelt: X; sind die Projektionen von Ex; auf den Rand, B; sind die Schnittpunkte der

Mittelsenkrechten der Dreiecksseiten mit dem Rand des verbotenen Gebiets.

Ermittlung des Standortes gemal Losungsansatz:

1. Ohne Restriktion: Der Mittelpunkt M des Dreiecksumkreises von D Ex; Ex; Exz wird

bestimmt.
2. Erliegt im unzulédssigen Gebiet R. Suche einen zulassigen Standort.
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3a) Betrachte die Schnittpunkte zwischen den Mittelsenkrechten der Dreieckseiten
und dem Rand {R. Von allen B; ware Bs der beste Kandidat als Schnittpunkt

zwischen PP, und der Mittelsenkrechten auf Ex Ex, .
3b) Zeichne die Projektionen fir Ex;, Exp, Exs auf R ein: X1, Xz, X3

Far X, ergibt sich der Kreis mit dem kleinsten Radius, da das "Rundstlck" A;, Az, As bei
X2 den Polygonzug berthrt. (Der Kreis um Bs hat einen etwas groReren Radius !)

Losung: X, (6,8¥8,7), r» 98

4. Eckige Kreise und geknickte Mittelsenkrechten als
Modellwerkzeuge

Wenn man sich in einem Koordinatensystem langs der Achsen bewegt (Beispiel
Roboterarm) oder in einem rechtwinklig angelegten StralRennetz Wege zurticklegt, dann
eignet sich die Euklidische Entfernung nicht zur Modellierung des Problems.

Eine bessere Metrik fur dieses Modell ist die sog. /,-Norm, die wie folgt definiert ist:
7 R%® R (x1yx2) ® Y Yar YoY% Dies steht fiir die Entfernung des Punktes X (x; Xo)
vom Ursprung. Ausfihrlich beschrieben bedeutet das:

l. Quadrant x;3 0OUxXx 3 0® 7, (X1, %) = X1 + X
Il. Quadrant x;< OUX2 3 0® 7, (X1, %) = -X1 + X
lll. Quadrant x;< 0UXxo< 0® 7, (X1, %) = -X1 - X
IV. Quadrantx;> OUx;< 0® /7, (X1, %) = X1 - X

Die in der euklidischen Geometrie haufig benutzten geometrischen Orte Kreis (um ei-
nen gegebenen Mittelpunkt mit festgelegtem Radius) und Mittelsenkrechte (zu einer
gegebenen Strecke) sehen mit dieser Metrik etwas ungewohnt aus, aber es liegt ihnen
die gleiche Definition zugrunde.

So entsteht firr den Einheitskreis K(0,1): = {(x1, x2) 1 IR?| ¢ 1(x, %) = 1} folgendes Bild
im Koordinatensystem (Abbildung 7):

Abbildung 7:
Einheitskreis in der zur 7,-Norm
gehorenden Metrik

x2-Achse
1
Durch Fallunterscheidung erhéalt man:
fur den l. Quadranten: X+ X =1
fir den ll. Quadranten: -x+Xx=1 3 -Achse

fur den lll. Quadranten: -x-x =1
far den IV.Quadranten: X-X =1
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Beispiel:

In Manhattan gibt es zwei Postamter Ex; und Ex,. Die Post mdchte feststellen, flr
welchen Haushalt welches Postamt am né&chsten ist, d. h. Manhattan in zwei Bezirke
aufteilen, die den Postamtern zugeordnet werden.

Fur die Trennungslinie zwischen den Bezirken muss die Menge aller Punkte bestimmt
werden, die bezuglich der 7,-Norm die gleiche Entfernung von Exi(a;;,a:,) und von

Exo(az,az) haben (Bestimmung der Mittelsenkrechten).

IB; = {XT IR?| /,(X-Ex1) = (,(X-Ex)}
= {(Xl, Xz) T |R2 |1/2(1 -a¥et+ Yo - a1ve= Y - axYe+ Yoo - 8.22%
Weil die Wege in einer solchen Metrik davon abh&ngen, ob sie zu den Koordinaten-
achsen parallel verlaufen, unterscheiden sich die Graphen der Mittelsenkrechten
betrachtlich voneinander je nachdem, ob die Lage der Postamter auf dem Stadtplan
durch Punkt dargestellt wird, die in nur einer oder in beiden Koordinaten verschieden
sind.

Zahlenbeispiel a: Ex;(0YD), Ex; (4¥D), d.h. eine Koordinate ist gleich

xz-Achse

Gebiet 2

Ermitteln der
Mittelsenkrechten
fir Zahlenbeispiel a

Abbildung 8: Gebiet 1 |

Eli E2
xi1-Achse

Gebiet 5

Bei der Bedingung |x1 - O] + |x2 - O] = |X1 - 4] + |[x2 - O] fir die Punkte X(xiIx2), die die

Mittelsenkrechte bilden, missen Fallunterscheidungen durchgefihrt werden, die zu 6
Gebieten im IR? fiihren:

Gebiet2: 0Ex £4Ux3 0
Bedingung fur Mittelsenkrechte: (x; - 0) + (%2 - 0) =- (x1 - 4) + (%2 - 0)
U Xi+x=-X+x+4
U x=2Ux3 0 beliebig
|L2 = {(Xl, Xz}) T |R2 T X =2 U Xo 3 0}
Der Graph ist eine Parallele zur x%-Achse mit Abstand 2 im 1. Quadranten.
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Gebiet5:0£x1£4UX2<0
Bedingung: (- 0) - (x2-0) = - (X - 4) - (% -0) U <0
U X-X=-X+4-%
U X1=2 U X3 0
ILs = {(x1, %) T IR?Y%; = 2 U x,< 0}
Der Graph ist eine Parallele zur % -Achse mit Abstand 2 im 4. Quadranten.

Gebiet1: 0<x; Ux: 3 0
Bedingung: - (1 -0)+ (% -0)=-(x-4)+(x +0), %30
U -Xx+x=-x+4+x
0 0=4 U Xo 3 0
Ly ={}
Fur die Gebiete 3, 4, 6 gibt es - wie bei Gebiet 1 - keine Zahlenpaare fir die Losung,
also auch keine Punkte der Ebene, welche die Bedingungen erflillen. Es entsteht eine
Mittelsenkrechte wie im Fall des euklidischen Abstands.

Zahlenbeispiel b: Ex; (0¥D), Ex, (4¥2) beide Koordinaten sind verschieden

Fiar den Ansatz 7, (X, Exi) = ¢,(X, Exo) bzw. [x1 - O] + [x2 - O] = [x1 - 4] + |x2 - 2]
missen jetzt 9 Gebiete unterschieden werden:

D

Abbildung 9: Mittelsenkrechte,
die den Einzugsbereich zweier
Postamter Ex, und EXx, trennt, fur
Zahlenbeispiel b

E2

Gebiet 6
El

Gebiet1: x; <0Ux, >2

Dort gibt es keine Losung, d. h. die Mittelsenkrechte verlauft nicht durch dieses Gebiet.

Gebiet 2: 0 £X1£4UX2> 2
Bedingung: (- 0) + (%2 - 0) =- (¢ - 4) + (%2 - 2)
U X1+t Xo=-X+ X +2
U 2x=2
U x=1Ux >2 beliebig
Ly = {(x1, X2) T IR%2x; =1U x> 2}.
Der Graph ist eine Parallele zur %-Achse mit Abstand 1 fir Punkte mit

Ordinaten groRRer als 2.
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Gebiet3:x;>4U x; >2 b keine Losung
Gebiet4: x; <0UO £ x; £2 P keine Losung

Gebiet5: 0 £ x £E4UOQE xp £2
Bedingung: (x1- 0) + (- 0) = - (x1- 4) - (2 - 2)

ILs = {(x2, X2)] R%*¥2x=-x +3U0EX £4U0Ex £2}
Der Graph ist eine Gerade mit Steigung - 1 durch (0|3)
Gebiet6: x;>4UOQ£Ex £2 b keine Lsung
Gebiet 7: x, <0U x;<0 b keine Lésung
Gebiet8: 0 £ x, £ 4Ux2 <0
Bedingung: (% -0)- (% -0)=- (X -4)- (X -2)
0 X1 -Xo=-X1-X+6
U 2% =6
U X1 =3 U X2 <0
ILg = {(x2, %) IR%Ax; =3 U x,<0}.
Der Graph ist eine Parallele zur x%-Achse im Abstand 3.

Gebiet 9: x1 >4Ux <0 P keine Lésung



Zahlenbeispiel c:
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Ex; (0/0), Ex; (4/4), beide Koordinaten sind verschieden.

[l
6 * + + + +
Gebiet 1 : )
E 5 Gebiet2 Gebiet 3
Abbildung 10: E2
e R RREEED SRR SR e
Mittelsenkrechte fir
Zahlenbeispiel c. +  + o+ 13 + 4 + 4
In den Gebieten 1 und 9
sind alle Punkte in der + + + 12 * + + +
Lésungsmenge enthalten. Gebiet 4 Gebiet 5 Gebiet 6
+ + + 11 + + +
1 1 A El 1
-3 2 -1 1 2 3
+ + + -1+ + +
Gebiet 7 Gebiet 8 Gebiet 9
+ + 1-2 + + +

Es gibt Losungen in Gebiet 1, Gebiet 5, Gebiet 9

Gebiet1: x; <0Ux, >4

Bedingung:

U
U

Ly = {(x1, %)l IR?Y%x; <0Ux, >4}

~(a-0)+0e-0)=-(x-4)+0e-4)
-XitXe =Xt 4+ (%-4)

OZOUX2>4

Das ganze Gebiet gehort zur Lésungsmenge.

Gebiet5:0 £ x1 £ AUOE % £ 4
Bedingung: (X -0) + (X2 -0) =- (X - 4) - (X - 4)

U
U
U

ILs = {(x2, %) T IR¥2x,=-%+4, 0£Xx.£ 4UOE x, £ 4}

X1+ X=-X1+4-%+4

2X+2% =8

Xo=-%X+4

Der Graph ist eine Gerade im Gebiet 5 mit Steigung - 1 und dem
X2 - Achsenabschnitt 4.
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Gebiet 9: x; > 4UX2 <0

Bedingung: (% - 0) - (% - 0) = (% - 4) - (X% - 4)
U X-%=Xx-4-%+4
U 0=0

Lo = {(x1, %) IR?%x;> 4 U xp < 0}

Das ganze Gebiet gehért zur Lésungsmenge.

Fur die Gbrigen Gebiete gibt es keine Zahlenpaare, die die zugehdrigen Bedingungen
erfullen.

Verallgemeinerung der Ergebnisse:
Fall 1:a;,=ax» Uap ! as Die Mittelsenkrechte besteht aus einer
vertikalen Geraden.

Fall 2:a;1=ax Uap ! ax Die Mittelsenkrechte besteht aus einer
horizontalen Geraden.

Fall 3: a1l an U arpl ax
Fall 3a) YA 1 - axVe> Va0 - axls

Die Mittelsenkrechte setzt sich aus zwei vertikalen Halbgeraden zusammen,
die durch diagonale Geradensegmente verbunden sind.

Fall 3b) YA 1 - ann¥e< YA - axls

Die Mittelsenkrechte setzt sich aus zwei horizontalen Halbgeraden zusammen,
die durch diagonale Geradensegmente verbunden sind.

Fall 3C) YAaj1 - anYe=YAa,, - arls

Die Mittelsenkrechte besteht aus zwei Quadranten und einem diagonalen
Geradensegment.
Fall 4: (entartet) a1 =az Uas =axn
Die Mittelsenkrechte ist die gesamte Ebene.
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5. LOosung von Standortproblemen durch Kurvendiskussion
differenzierbarer Funktionen

5.1 Zentrallagerproblem mit ¢3 - Entfernung
Zahlenbeispiel Ex; (1¥4) Ex, (1¥4) Exs (2Y4) Ex, (4Y4) Exs (4Y4)

Die Anzahl der Fahrten pro Woche zu den Auslieferungslagern Ex; sollen w; betragen,
deshalb werden in der Berechnung folgende Gewichte beriicksichtigt: w, = 2, w, = 1,
ws =1, w, =2, ws = 4. Ohne weitere Information nehmen wir fur die Entfernung die
Euklidische Entfernung an (¢, — Metrik, vergl. Ausfihrungen in 2.1). Die Losung der
Aufgabe besteht also darin, die Summe der gewichteten Entfernungen zu minimieren:

d(EX ., X) = /@, - X,)* +(a,, - X,)? =¢_(Ex,,X)

S =8 W@, %) +@, - x,)

Zunachst betrachten wir die Summe der quadratischen Entfernungen und minimieren
diese.’® Wir untersuchen deshalb:

f(X) = éM Wm( (- X1)* +(@m; - X3)° )

m=1
Fur das Zahlenbeispiel ergibt sich:
FX) = 24(1- x,)2 + (- x,)?) +14(L- x,)? +(4- x,)?)
F14(2- %))+ (1- x,)?) +24(4- x,)? +(1- x,)?)
+4(4- x,) +(4- x,)")
f(X)= 3x1- x,)? +142- x,)* +64- X,)?+5X1- X,)* +5X4- X,)°
f(X) =1 (%) +f (%)
Die Summe kann in die Summe zweier Funktionen zerlegt werden, die jeweils nur von
einer Variablen x; bzw. x abhangen.
Um f (X) zu minimieren, miassen f; (x;) und f, (%) minimiert werden. Es gentigt, dass qilt:
fi(x)=0Uf"(x)>0
Fur das Zahlenbeispiel ergibt sich also:
fL(x)=10x%—-58x +103b f,;'(x)=20x%—-58 U " (x)=20>0
f,(%) =10 %> =50 %+ 85 b f,' (%) =20%—50 U f," (%) =20>0
fi'(%)=0P =29 ; f,'(x)=0bP x,=25

% pie zugehorige quadratische Funktion liefert nicht die gleichen Lésungen, weil wegen des Quad-
rierens des Abstandes weiter entfernte Punkte starker gewichtet werden. Andererseits ist [S (X)]2 auf
IR differenzierbar, wohingegen bei S (X) die Ableitung in X; und x, nicht definiert ist.
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Damit wurde ermittelt: Das Zentrallager liegt bei X* (2,9%2,5), d.h. die Entfernung zum
1. Standort Ex, (1 |1) betragt d (Ex;, X) = 4/19% +15% » 2,42 L.E.

Lost man das Problem mit Parametern, so ergibt sich eine explizite Formel, mit der der
optimale Standort ausgerechnet werden kann. Vorher sollte man allerdings nochmals
ein konkretes Beispiel durchrechnen, deshalb hier noch eine weitere Ubungsaufgabe:

Gegeben sind:

Exi (1,5%48), Ex (18,6%21), Exs (22,5%45), Exs (19,2¥8), Exs (0¥D)
wi=4, wp,=8, w3=6, wg=4, ws=5

Berechnen Sie den optimalen Standort mit 7% — Entfernung!

Losung: f (X) = 4 x(1,5 —x)? + 8 (18,6 —x)? + 6 X(22,5 — xq)? + 4 x(19,2 — x)?
+5 %0 — x1)° + 4 X(18 — %) + 8 X(21 — %)* + 6 x(15 — x)?
+4X3 %) +5 X0 -x)°

mitfy (x) =0 0 8x(1,5—x) X- 1) + 16 (18,6 — x) (- 1) + 12 X(22,5 — x) X(- 1)
+ 8 %(19,2 — x1) X(- 1) + 10 X(0 — x1) X(- 1) = 0

undfy' () =0 U 8 X(18 — %) X(- 1) + 16 X(21 — x,) X(- 1) + 12 X(15 — %)) X(- 1)
+8 X(3 - %) X(- 1) + 10 X(0 — x) X(- 1)

Daraus folgt die Losung  X* (13,58 ¥212,67).

Man erkennt hieran auch, wie sich die allgemeine L6sung ergibt:

't
fx) = a w, ((aml‘ X1)2 +(@m - Xz)z)
m=1
Y , & 2
=A Wp(@n - X)" + A (@me - X2)7 =1(xg) + ()
m=1 m=1

M M M
fll(xl): é W, >Q>(am1' Xl) >(' 1):2>é WXy - ZXé W m@m

m=1 m=1 m=1

M
f,"(x) =24 W, >0, weil alle Gewichte positiv sind.

m=1

p f1 (x1) hat ein Minimum fUr positive Gewichte, dessen x;-Wert sich aus

M
o
w_a

m~ml

-

m=.

f1(x) =0 errechnet: x =
w

m

Qo=

=1

3



Analog leitet sich aus f2' (x2)= 0 der Wert flr x her: x =
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M

o

a Wmamz
— m=1

w

m
1

7 Qo=

Setzen wir in diese Formel die Werte der Ubungsaufgabe ein, so erkennen wir:

X1 = Wl >e'11 +W2 >e'21 +W3 >e'31 +W4 >e'41 +W5 >e'51

W, +W, +W, +W, + W,

_ 4:15+8:186+6:225+4:192+5:0 _ 366,6
4+8+6+4+5

=1357

Wl ><a'12 +W2 >a22 +W3 >a32 +W4 ><a'42 +W5 >e'52

Xo =
W, +w, +w,; +w, +w;,
_ 4:18+8:21+6:15+4:3+5:0 _ 342

=12,6
A+8+6+4+5 27

Bisher wurde das Quadrat der euklidischen Entfernung betrachtet. Was passiert, wenn
die "normale” euklidische Entfernung benutzt wird?

Gesucht ist das Minimum von

M
FOO= A W (@1 - X1)2 +(@ma - Xa)? -
m=1

Dabei treten folgende "Erschwernisse" auf:

1.

f(x) lasst sich nicht als Summe zweier Funktionen schreiben, bei der jede nur von
einer Variablen abhangt.

Man muss patrtielle Ableitungen nach x bzw. x; bilden:
_=éM Wm (ami- Xi)><_1)
T ma T (@ - %)+ @ - X)?

Die partiellen Ableitungen existieren in den gegebenen Standorten Exm, m=1,.., M
nicht.

, 1=1,2

Man kann mit Hilfe eines Tests feststellen, ob einer der existierenden Standorte
optimal ist. Wenn dies nicht der Fall ist, muss ein Iterationsverfahren benutzt wer-
den.
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5.2 Beispiele, bei denen f (x) nur stickweise differenzierbar ist:
Zentrallagerproblem mit /¢, -Entfernung

In vielen Fallen ist die ¢,- oder ¢3-Metrik kein geeignetes Werkzeug fir die
Entfernungsmodellierung.

So ist z. B. fur die Entfernung im StraRennetz von Manhattan oder Mannheim, bei der
Bewegung des Roboterarms und bei Entfernungen zwischen zwei Platzen in einem
Hochregallager die Rechteckentfernung geeigneter (vgl. Abschnitt 4).

Da ein Kreis in dieser Metrik "eckig" ist und von Geraden gebildet wird, gilt dasselbe ftr
die Punkte gleicher Entfernung von einem festen Punkt: Sie liegen auf einem "eckigen
Kreis" um den festen Punkt (a1, amz) und erfillen die Bedingung

Yam - Xi¥e+ YA - Xo¥e=r
Fur das Zahlenbeispiel a,,; = 4, an, = 2 und r = 3 besteht der Kreis

IL = {(x1, %) Y2v4 - x1%2 + ¥2 - X¥%.= 3} aus den Geradenstlcken
Xo=-%+3firx£e£4 U £2 und X=X -5 fiurx;>4Ux £ 2
Xo=-%+9firx>4 Uxx>2 und X=X +1 firxE4Ux > 2

D. h. die Summe der Entfernungen in Richtung der Koordinatenachsen zu jedem Punkt
auf dem "Kreis" betragt 3 L.E.

Benutzen wir die 731 - Norm nun flr unser Standortproblem (Zentrallagerproblem aus

Kapitel 4), dann ergibt sich fur die Funktion, deren Minimum gesucht wird:

M
fX)=a w,(Yam - X%+ Yam - %%

m=1

M M
=Q W, Y8m - X%t 8 W, Yam - X%YE f (%) + b (%)

m=1 m=1

Die Funktion von zwei Variablen lasst sich wieder als Summe zweier Funktionen mit
jeweils einer Variablen schreiben, die wir getrennt untersuchen.

Als Zahlenbeispiel fur die Standorte und Gewichte werden wieder die Werte aus 5.1
gewahlt:

Ex; (1]11),Ex (1]4),Ex (2]1), Exx (4| 1), Ex (4 | 4) mit den Gewichten w =2,
w,=1,w;=1,ws=2undws =4

Dann ergibt sich:
fL(x) =2 1-x| +1x| 1-x| +1x| 2-x| +2x| 4-% | +44 4-x|

=3x%| 1-x| +| 2-%| +6x| 4-x|
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Durch den Betrag muss man nun eine Fallunterscheidung durchfiihren und es ergeben
sich abschnittsweise definierte Funktionen, die mit "Knick" ineinander tUbergehen, also
stetig aber nicht Gberall differenzierbar sind.

Fallunterscheidung fur f,(x,):

1. Fall x £1: fi(x) =3 %x(L-x)+(2-%)+6x%x4-%)=29-10x%
2. Fall 1EXE2: fi(X%)=3%X(Xx1-1)+(2-%)+6%X4-x%)=23-4x%
3. Fall 2EXEL (%) =3 X(X-1)+(x-2)+6%X4-%)=19-2x%

4. Fall X 3 4: fi(x) =3 x(x,—1)+ (X1 -2)+ 6 X% -4)=-29+10 %

Zeichnet man nun fi(x,), so kann man folgendes beobachten (vgl. Abbildung 11):

1. fi(x) ist stickweise linear. Der Graph ist auf den verschiedenen Intervallen eine
Gerade.

2. f, hat "Knickpunkte", in denen die Funktion stetig aber nicht differenzierbar ist.

3. Das Minimum liegt in dem Knickpunkt, bei dem ein Vorzeichenwechsel in der
Steigung stattfindet.

4. Die x; - Koordinate des optimalen Standortes ist x = 4.

fo(X2)

o 7 f1(X1)

Abbildung 11: Stuckweise differenzierbare Funktionen f;(x;) und fy(x,)

Fallunterscheidung fiir fo(x,) = 24L- X,| +1344 - X,| +1AL- X,|+2X1- x,|+444 - X, |
= 5X1- X,| +5%44- X,
1. Fall x, £1 f(%) = 5%1- X,)+5%4-Xx,) =25-10%

2.Fall 1£x, £ 4 fax) =-5X1- x,)+5X4-x,) =15
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3. Fall 4 <x, fa(%) =-5%1- X,)- 5X4-X,)=-25+10x%

Aus der Zeichnung fur f,(x,) kann man ablesen (Abbildung 11):

f,(x,) ist linear, denn der Graph ist auf den verschiedenen Intervallen eine Gerade.

f, hat "Knickpunkte", in denen die Funktion stetig aber nicht differenzierbar ist.
Mindestens ein Minimum liegt an einem solchen Knickpunkt.

Die x -Koordinate des optimalen Standortes liegt in dem Intervall [1; 4], d. h. alle
Punkte der Strecke AB mit A (411),B (4] 4) sind Minima fur f,(x,).

PN R

Die Minima sind die einzigen Punkte, an denen eine waagerechte Gerade "unterhalb
der Funktion" gezeichnet werden kann, die die Funktion schneidet. (Entsprechend der
achsenparallelen Tangente im Minimum einer mindestens zweimal differenzierbaren
Funktion.) Das Kriterium flr ein Minimum ist hier der Wechsel der Steigung der
Funktion vom negativen zum positiven Wert.

Die allgemeine Fragestellung lautet: Wie findet man das Minimum der Funktion

M
gx)=a Wpla, - X, d.h. wie findet man den "Knickpunkt’, an dem der Vorzeichen-
m=1

wechsel in der Steigung der stlickweise linearen Funktion auftritt?

Wir nehmen an, dass in g(x) gleiche Terme schon zusammengefasst sind und deshalb
gilt: a; < @, <.. < a, (nEM). Nun betrachten wir die Funktion auf dem Intervall |, a4.].
Furm > g+1gilt [a,, - X =(a,, - X), fir mE£q gilt |a,, - X =x- a,,, also lasst sich g(x) als
Summe dieser beiden Terme schreiben:

J % 3 '3 3 3
g(X):a Wm(X_ am)+ a. Wm(am - X): (a. W - a. W, ) X +( a W.an, - a. Wmam)

m=1 m=qg+1 m=1 m=qg+1 m=qg+1 m=1

=C,X+b,; g(x)ist somit eine lineare Funktion.

Es gilt jetzt, das a, zu bestimmen, an dem die Steigung von g(x) das Vorzeichen

wechselt.
'Y %

Die Steigung "links von a . " (also fur x<a ) heiltg™ (a,)=a W, - a Wn
m=1 m=q

q M
die Steigung "rechts von a " (also fir x> a ) heiBtg* (a4)=q Wy - Q W, -

m=1 m=g+1

Gesuchtist das a , fur das gilt: g_(aq)EOU g'(a,)® 0.

Wenden wir diese Uberlegungen auf das oben angegebene Beispiel
fi(x)=34 1-x| +| 2-x | +64 4-x | an, so erhalten wir:

0 3
Steigung linksvona; : g~ (1) = é W, - é_ w,, = - 10,
m=1 m=1
3 S
rechtsvona,:g"(1)=gqw,- aQw, =3-7=-4.

m=1 m=2
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Steigung links von a,: g~ (2) = g*(1)=- 4,
2 3
rechtsvona,:g* (2=  w,, - Q w, =4-6=-2.

m=1 m=3

Steigung links von a;: g~ (4) =g*(2) = - 2,

3 3
rechts von a;:g* (4)=3 w,, - g w,, = 10,

m=1 m=4
also liegt der Vorzeichenwechsel in der Steigung bei a; = 4 (siehe Abbildung 11).

Durch die Anderung des oberen Summationsindex wird beim Ubergang von a, auf ag.,
jedes Mal zweimal das Gewicht w, hinzugefugt, da es im additiven Term neu auftritt und
in der zu subtrahierenden Summe wegfallt. (Vgl. Beispiel, wo ws+w,+w; = 10 und daher
g (1)=-10, -10+2x3=-4=9g (2) usw.)

Anders ausgedruckt wird das kleinste q gesucht, fir das gilt: g (q)3 0, wo also der

9 M 9
Vorzeichenwechsel auftritt.  w,, 3 g w,, |+ q w,
m=1 m=q+1 m=1
3 ¥ _ 3 s LY .
2> Wn *a Wy |2 P aw, * SxXaw, (*)
m=1 m=1 m=1 2 m=1

Wenn die Ungleichung (*) mit dem GroR3er-Zeichen erfillt ist, dann ist a, der eindeutige
3

Minimierer. (Vgl. Losung von f(x,): Der Medianwert ist 5 und é w,, = 10, also ist &

m=1

eindeutiger Minimierer der Funktion.)

Ist die Ungleichung (*) dagegen mit dem Gleichheitszeichen erfillt, so minimieren alle
Werte zwischen a, und ag; die Funktion. (Vgl. f,(x): der Medianwert ist 5 und

5
aw,=5)

m=1
Insgesamt kbnnen also vier Félle auftreten:

1. Fall: Die Losung fur x, und x; ist eindeutig, dann ist die optimale Losung des STOP
durch einen Punkt P(x,X%,) gegeben.

2. Fall: Die LOsung ist fur x eindeutig und fur % mehrdeutig, dann ergibt sich als
Graph der Losungsmenge eine Strecke, die parallel zur x-Achse verlauft.

3. Fall: Die Losung ist fur x mehrdeutig und fir x, eindeutig, dann ergibt sich als
Graph der Losungsmenge eine Strecke, die parallel zur x,-Achse verlauft.

4. Fall: Die Losung ist fir x und fur x, mehrdeutig, dann ergibt sich als Graph der
Losungsmenge eine durch ein Rechteck begrenzte Teilmenge im IRx R.



32

6. Anhang

6.1 Beweise zum Fermat-Punkt

Fur den Fall, daf3 fur die Unterrichtseinheit ,Standortplanung” ausreichend Zeit zur
Verfligung steht oder deren Umsetzung in einer besonders leistungsfahige Klasse
beabsichtigt wird, sollen an dieser Stelle zwei Mdglichkeiten vorgestellt werden wie sich
der Fermat-Punkt formal beweisen lasst.

6.1.1 1.Beweis zum Fermat-Punkt

In diesem Beweis werden folgende Eigenschaften des Fermat-Punktes nachgewiesen:

der gesuchte Punkt l&asst sich mit Hilfe der Aufsatzdreiecke finden, d.h. die
"Diagonalen"” schneiden sich in einem Punkt

nur dieser Punkt besitzt die minimale Abstandssumme zu den Eckpunkten
Der Beweis benutzt den Satz vom Sehnenviereck und gilt nur fir Dreiecke mit
Winkeln<120°.

Voraussetzung:

1. DABC ist ein beliebiges Dreieck, mit Winkeln kleiner als 120°

2. Uber den Dreiecksseiten sind die gleichseitigen Dreiecke konstruiert: DBCG,
DACD, DABE

3. Es werden die Strecken CE, AG und BD eingezeichnet (vergl. Abbildung 12a).

Behauptung:
1. CE, AG und BD haben einen gemeinsamen Schnittpunkt Q.

2. |AQ +[BQ| + [cqQ| < [AR + [BR| + [CR fur R beliebig innerhalb des Dreiecks ABC
mit Rt Q. (Dann ist Q der Punkt mit minimaler Abstandssumme zu den Ecken des
Dreiecks, also der Fermatpunkt)

Beweis der Behauptung 1:

Der Beweis ist recht aufwendig und konstruiert zuerst den Fermatpunkt auf eine andere
Weise, namlich als Schnittpunkt der Umkreise um die Aufsatzdreiecke (Teil ), um dann
zu zeigen, dass dieser Punkt auf den "Diagonalenstrecken” (Teil 1) liegt.

Wenn man diesen Beweis im Unterricht durchfiihren moéchte, sollten Teile davon schon
vorher behandelt worden sein.

Teil I: Zu den gleichseitigen Dreiecken konstruiert man die Umkreise mit den
entsprechenden Mittelpunkten (Abbildung 12a):
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Zu dem gleichseitigen Aufsatzdreieck D ACD gehort der Umkreismittelpunkt K, zu
D BCG der Umkreismittelpunkt L und zu D ABE der Umkreismittelpunkt M.

Abbildung 12a:

Figur zum 1. Beweis der Behauptung 1

Die Umkreise von D ADC und D ABE schneiden sich im Punkt A und einem weiteren
Punkt P.

Betrachten wir nun das Viereck DAPC. Es ist ein Sehnenviereck im Kreis mit Mittel-
punkt K und dem ? ADC = 60°. Da im Sehnenviereck die Summe zweier gegen-

Uberliegender Winkel 180° betragt, lasst sich hieraus auf? CPA = 120° schliel3en.

Auch APBE ist ein Sehnenviereck und deshalb kann man ebenso von ? BEA = 60°
(nach Voraussetzung) auf? APB = 120°schliel3en.

Weil? APB+? CPA+? BPC = 360°ermittelt man fur? BPC = 120°.

Da auch die Umkehrung des Satzes vom Sehnenviereck gilt (nur dasjenige Viereck
besitzt einen Umkreis, bei dem die Summe gegeniberliegender Winkel 180° betragt),
folgt mit der Voraussetzung? CGB = 60° und der Tatsache ? BPC = 120°, dass BQCG

ein Sehnenviereck im Kreis um L ist. Von den beiden Schnittpunkten der Umkreise um
D ADC und D CGB, namlich C und Q, fallt der Punkt Q mit P zusammen. (D. h., auch

der dritte Umkreis verlauft durch diesen Punkt.)

Ergebnis Teil I: Die Umkreise um die aufgesetzten gleichseitigen Dreiecke schneiden
sich in einem Punkt.

Nun fehlt noch der Nachweis, dass dieser Punkt auch der Schnittpunkt der Strecken
AG, BD, CE ist, dass also gilt: PI AG und PI BD sowie Pl CE.
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Teil 1l: Verbindet man P mit den Punkten A, B, C, D, E und G (vgl. Abbildung 12b), so
sind folgende Winkelgréf3en gleich:? DPA =? CPD = ? GPC= ? BPG = ? EPB =

? APE = 60° (Beweis siehe unten). Damit folgt, dass die Punkte A, P, G sowie D, P, B
und C, P, E auf einer Geraden liegen.

E

Abbildung 12b : Figur zum 1. Beweis, Teil Il

Beweis fur ? DPA=? CPD=? GPC=? BPG=? EPB=? APE=60°

Nach Konstruktion der gleichseitigen Aufsatzdreiecke (Abbildung 12b) lasst sich die
Deckungsgleichheit folgender Dreiecke mit Hilfe des Kongruenzsatzes sws beweisen:
DCAE(CDDAB

1. Ubereinstimmende Seiten sind [AC|= |AD|, da D ACD nach Konstruktion gleichseitig

ist.

2. Ubereinstimmende Seiten sind |AB| = |HE| da D ABE nach Konstruktion gleichseitig
ist.
3. In ihren MalRen stimmen die Winkel ? EAC und? BAD Uberein, denn es gilt:

? EAC=? BAC+? EAB=? BAC +60°=? BAC +? CAD=? BAD.
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Aus der Kongruenz der Dreiecke folgt nun die Ubereinstimmung von ? ADB und
? ACE =d. Nun lasst sich? CPD ausdriicken als
? CPD =180°- (60°+d) - (60°- d)= 60°.

Fur die tGbrigen Winkel kann man den Beweis mit anderen Dreiecken wiederholen oder
mit Hilfe der oben ermittelten Ergebnisse aus der Betrachtung des Sehnenvierecks

(siehe Abbildung 12a) mit Hilfe von ? CPA = 120° folgern, dass ? DPA =60°.

Als Scheitelwinkel sind auch ? EPB = ? BPG = 60°, womit aus ? APB = 120° folgt,
dass ? APE=? APB - ? EPB = 120° - 60° = 60°, sowie aus ? BPC = 120° folgt
? GPC=? BPC-? BPG =120°-60°=60°.

Somit ist die Behauptung 1 bewiesen, dass AG, CE und BD sich in einem Punkt P

schneiden. Dieser Punkt ist der Schnittpunkt der Umkreise der aufgesetzten gleich-
seitigen Dreiecke des Dreiecks ABC oder der Schnittpunkt der Verbindungsstrecken
AG, BD,CE. Ebenfalls gezeigt wurde, dass sich diese Verbindungsstrecken in Win-

keln von 120° schneiden: ? APB=? BPC=? CPA =120°.

Beweis der Behauptung 2:

Wir beweisen zunachst den Hilfssatz, der fur gleichseitige Dreiecke gilt:

Die Summe der Abstande irgendeines Punktes aus dem Inneren eines gleichseitigen
Dreiecks von den Seiten des Dreiecks ist konstant (Abbildung 13).

Diesen interessanten und verbliffenden Sachverhalt kann man auch schon an anderer
Stelle im Unterricht beweisen.

Beweis des Hilfssatzes:

Konstruktion:

a) Wahle einen Punkt P aus dem Inneren des gleichseitigen Dreiecks ABC und falle
auf alle Seiten das Lot. Die Lotful3punkte heien R, Q, S und mit ihnen gilt:
PR ~ AB,PQ” BC und PS~ AC.

b) Errichte auBerdem die Mittelsenkrechte (= Hohe) auf AB mit FuRpunkt D; es gilt
deshalb AB ~ CD.

c) Zeichne die Parallele zu AB durch P, die CD in G, AC in E und BC in F schneidet !
Dann gilt nach Konstruktion |PR| = |GD|.

d) Der FuRBpunkt der Senkrechten zu BC durch E sei T. Das entstandene Dreieck CEF
ist gleichseitig (Strahlensatzfigur mit D ABC oder Begrindung mit Stuferwinkeln da

ABIIEF) und hat als Hohe CG bzw. ET. Da alle Hohen im gleichseitigen Dreieck
gleich lang sind, gilt |CG| = |ET|.
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e) Zeichne eine Parallele zu CB durch P, die AC in Hund ET in N schneidet.
NT| = |PQ|

f) Da das Dreieck EHP gleichseitig ist (Begrindung wie d), sind auch in diesem die
Hoéhen wieder gleich lang: |SP| = |EN

Abbildung 13:

Figur zum Beweis des Hilfssatzes
fur gleichseitige Dreiecke:

Die Abstandssumme

irgendeines Punktes innerhalb
des Dreiecks von den

Seiten ist konstant. p

Also gilt: |P_S| + |PQ| = |EN| + |NT| (nach e, f)

= [ET| = [cG (nach d).

Da |PT'!| = |G_D| (nach c) folgt: Der Abstand des Punktes von den Seiten betragt:

|P_S| + |PQ| + |PR| = |CG1 + |GD| = |CD|. Er ist also fir jedes gleichseitige Dreieck ABC

eine Konstante, die Lange der H6he im gleichseitigen Dreieck.

Fiur den Beweis von Behauptung 2 missen wir ein gleichseitiges Dreieck benutzen, um
den Hilfssatz anzuwenden. Andererseits benétigen wir aber nicht die Abstande zu den
Seiten, sondern die Summe der Entfernungen zu den Eckpunkten des gegebenen
Dreiecks. Das lasst sich durch die folgende Konstruktion in einer Figur vereinen:

Weil im Beweis zur Behauptung 1 als Ergebnis ermittelt worden war, dass die Ver-
bindungslinien des Fermat-Punktes mit den Ecken des Dreiecks Winkel von 120°
einschliel3en, ist in der folgenden Konstruktion M Fermatpunkt fur das Dreieck ABC
(Abbildung 14):

a) Im Dreieck ABC (kein Winkel grof3er als 120°) sei M der Punkt innerhalb des
Dreiecks, fur den gilt: ? CMA =? AMB =? BMC =120°

b) Zeichne jeweils in A, B, C die Senkrechten zu AM, BM, CM, die sich in P, Q, R
schneiden.

c) DPQR ist gleichseitig, weil folgende Uberlegungen gelten:
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1.) Far ? CQB ergibt sich 60°, denn im Viereck CMBQ sind nach Konstruktion
? MCQ und? MBQ rechte Winkel und? CMB ist nach Ausgangsfigur 120°.

2)? ARC = 60°, da fur die Winkel im Viereck CRAM nach Konstruktion auch
? MAR =90° =? RCM und nach Ausgangsfigur ist? CMA = 120°.

3.) Aus der Winkelsumme im Dreieck ergibt sich fir ? BPA ebenfalls 60°.

d) D seiein anderer Punktim Dreieck ABC, |D_A| |D_B| und |D_C| seine Entfernungen zu
den Eckpunkten.

\n . o /

O

Abbildung 14: Figur zu 1. Beweis, Teil 2

Zu zeigen bleibt: Die Summe der Abstdnde von M zu den Eckpunkten ist kleiner als
diejenige von D zu den Eckpunkten:

[MA| + |MB| + [MC| < |DA| + DB + |DC]

Beweis: |MA| + |MB| + |MC| = |DE| + |D_F| + D_G| nach Hilfssatz, wobei DE, DF, DG
die Lote auf die Seiten des Dreiecks PQR sind.

Wenn man die Lote aber durch die Verbindungen zu den Punkten ABC ersetzt, liegt
nicht mehr die kiirzeste Verbindung vor, denn es gilt

|D_E| + |D_|:| + |DG| < |DA| + |DB| + |DC|
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also auch |MA| + |MB| + |MC| < |DA| + |DB| + |DC| qed.

Die Konstruktion fir den Fermat-Punkt liefert nur dann einen Punkt innerhalb des
Dreiecks, wenn kein Winkel 120° oder mehr betragt. Im Fall von r ACB = 120° fallt der
Fermat-Punkt mit dem Punkt C zusammen. Ist ein Winkel grof3er als 120°, liegt der
Schnittpunkt der Konstruktionslinien auf3erhalb des Dreiecks und der Scheitelpunkt
dieses Winkels besitzt minimale Abstandssumme von den Eckpunkten.

6.1.2 2.Beweis zum Fermat-Punkt

Gegeben ist ein Dreieck ABC, bei dem kein Winkel gro3er als 120° ist. Gesucht ist der
Punkt P, fur den die Abstandssumme zu den Eckpunkten minimal ist.}* Im Folgenden
wird nur der Fall betrachtet, dass alle Winkel des Dreiecks kleiner als 120° sind. Die
Beweisdurchfuihrung ist kiirzer als im 1. Beweis; sie beruht auf der Grundidee, dass von
allen Streckenziigen mit gleichen Endpunkten die gerade Linie die kiirzeste Verbindung
ist und benutzt durch Drehung entstandene kongruente Dreiecke.'? Durch die Drehung
werden die Abstande von P zu den Dreiecksecken zu einem Streckenzug
zusammengefugt. Die Summe der Entfernungen von P zu den Eckpunkten des
Dreiecks ist genau dann minimal, wenn der durch Kongruenzabbildungen hergestellte
Streckenzug auf einer Geraden liegt.

Voraussetzung:
1. P seiein beliebiger Punkt im Inneren des Dreiecks ABC.

2. D liegt auBerhalo von D ABC und D ADC ist gleichseitig, es gilt also
|AC|=[AD|=|pC| und? CAD=? DCA=? ADC = 60°.

Behauptung:

Wenn P der Punkt mit der minimalen Abstandssumme ist, dann liegt P auf BD und es
gilt: |BD| = |PA| + |PB| + |PC| .

Beweis:

1. Wahle P im Inneren des Dreiecks und drehe D APC um A um 60° (Abbildung 15),
wobei C auf D abgebildet wird. Der Bildpunkt zu P sei P' und |CP| = DP'|.

2. D APP'ist gleichseitig, da? PAP' = 60° und |A_P| :|ﬁ| wegen der durchgefiihrten
Drehung b W: |P_P|

Die Beweisidee stammt von dem Mathematikhistoriker Joseph Ehrenfried Hofmann aus dem Jahre
1929

Dieser Beweis findet sich auch in einer alten Ausgabe des Lambacher-Schweizer: Geometrie 1, 1983 ,
Klett-Verlag, Stuttgart, ISBN 3-12-730500-1, Seite 104-105. Hier gibt es auch eine Anwendung dazu, in
der drei Orte einen gemeinsamen Wasserturm bauen wollen.
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3. Fur die Summe der Lange der Strecken gilt:

|AP| +[BP|+|CP| = |AP'|+|BP|+PP'| (nach 1. und 2.)

= |PP'| +[BP|+|DP'| (nach 2.)

= |BP|+|PP'|+|P'D|3 BD|

(= trifft genau dann zu, wenn P und P' auf BD liegen.)

Abbildung 15: Konstruktion zu dem 2. Beweis des Fermat-Punktes

Die Summe |PP'| +|BP|+|DP'| ist minimal, wenn B,P,P' und D auf einer Geraden liegen

und es folgt |AP| +|BP| +|CP| = |BD|, wobei nur dies die kiirzeste Verbindung ist.

Umgekehrt gilt: Wenn P und P' auf Iﬁliegen, dann mussen die Winkel, die zwischen
den Stecken PA, PB und PC entstehen, stets 120° sein, was hier nun noch bewiesen
wird:

Voraussetzung: Zeichnung und Konstruktion von P' wie oben (vgl. Abbildung 15).
Die Punkte P, P', B, D liegen auf einer Geraden:

Behauptung:? CPA=? APB =? BPC=120°
Beweis: 1. D APP'ist gleichseitig (vgl. Punkt 2 im obigen Beweis) und? P'PA = 60°.

Also gilt: ? APB = 180° -? P'PA =180° - 60° = 120°.
2. ? CPA=? DP'A(Punkt1 Beweis oben)

Also gilt: ? CPA=? DP'A=180°-? AP'P=180°-60°=120°
3. Esfolgt:? BPC =360°-120° - 120° = 120° ged.



