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Zusammenfassung

Die Bestimmung des Erdgravitationspotentials aus den Mefdaten des Forschungssatelliten CHAMP wird als
Operatorgleichung (vgl. [Freeden 1999]) formuliert (SST-Problem). Dieser Ansatz geht davon aus, daf ein
geometrischer Orbit des Satelliten CHAMP vorliegt. Mittels numerischer Differentiation unter Einsatz eines
geeigneten Denoising Verfahrens (vgl. [Fengler 2001]) kann dann aus dem geometrischen Orbit der Gradi-
ent des Potentials ldngs der Bahn bestimmt werden. Damit sind insbesondere die Radialableitung (und der
Fliachengradient) auf einem Punktgitter auf der Bahn bekannt. In einem erdfesten System stellt sich dies
als eine nahezu vollstindige Uberdeckung der Erde (bis auf Polar Gaps) mit einem ziemlich dichten Daten-
gitter auf Flughohe des Satelliten dar. Die Lésung der SST-Operatorgleichung (Bestimmung des Potentials
auf der Erdoberfliche aus Kenntnis der Radialableitung auf einem Datengitter auf Flugh6he) ist ein soge-
nanntes inverses schlecht gestelltes Problem, das mit einer geeigneten Regularisierungstechnik gelost werden
muf. Im vorliegenden Fall wurde eine solche Regularisierung mit Hilfe von nicht-bandlimitierten Regularisie-
rungsskalierungsfunktionen und Regularisierungswavelets umgesetzt. Diese sind stark ortslokalisierend und
fithren daher auf ein Potentialmodell, welches eine Linearkombination stark ortslokalisierender Funktionen
ist. Ein solches Modell kann als Lokalmodell auch aus nur lokalen Daten berechnet werden und bietet da-
her gegeniiber Kugelfunktionsmodellen wie EGM96 erhebliche Vorteile. Die Diskretisierung und numerische
Umsetzung der Berechnung eines solchen Modells erfolgt mit Splines, die hier ebenfalls Linearkombinationen
stark ortslokalisierender Funktionen sind. Die grofien linearen Gleichungssysteme, die zur Berechnung der
glittenden (oder interpolierenden) Splines gelost werden miissen, kénnen auf schnelle und effiziente Weise mit
dem Schwarzschen alternierenden Algorithmus (siehe [Baumann 2001], [Gutting 2002], [Hesse 2002]) oder
mit schnellen Summationsverfahren (Fast Multipole Methods) (vgl. [Glockner 2001], [Michel 2001]) gelost
werden. Eine Kombination des Schwarzschen alternierenden Algorithmus mit solchen schnellen Summations-
verfahren ermoglicht eine weitere erhebliche Beschleunigung beim Lésen dieser Gleichungssysteme. Zur Be-
stimmung von Gléttungsparametern (Spline- Smoothing) und Regularisierungsparametern kann die L-Curve
Method zum Einsatz kommen. Die numerischen Studien in den Arbeiten [Baumann 2001], [Fengler 2001],
[Glockner 2001], [Gutting 2002], [Hesse 2002] und [Michel 2001] zeigen die Signifikanz und die vielverspre-
chenden Moglichkeiten der untersuchten Zugéinge zur Verarbeitung von Daten des Satelliten CHAMP.
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1 Einleitung

Immer haufiger werden moderne Satelliten zur Vermessung geodétischer und geophysikalischer Parameter
der Erde eingesetzt. Der deutsche Forschungssatellit CHAMP, zum Beispiel, wird primér zur Untersuchung
des Erdgravitationsfeldes, des Erdmagnetfeldes, der Erdatmosphére und daraus ableitbarer physikalischer
Groflen des Erdkorpers genutzt. Der immense Datenfluss solcher Satellitenmissionen macht eine dezidierte, an
die Datensituation angepasste mathematische Auswertung der Daten und Modellierung der entsprechenden
physikalischen Felder notwendig.

Da die gesuchten physikalisch relevanten Felder im Allgemeinen Funktionen des Ortes sind, wollen wir
zundchst annehmen, daf3 diese Funktionen Elemente eines linearen Vektorraums sind. Ein linearer Vektor-
raum ist ein Raum, der alle moglichen Kombinationen, die man durch skalare Multiplikation und Linearkom-
bination der Elemente bilden kann, enthélt. Setzen wir voraus dafl es einen physikalischen Zusammenhang
zwischen den vom Satelliten gesammelten Messwerten und der gesuchten physikalischen Eigenschaft gibt,
so weist dieser Zusammenhang einer Funktion (eben der physikalischen Eigenschaft) eine bestimmte Zahl
(den Messwert) zu. Eine solche Relation bezeichnet man als Funktional. Ein reelles Funktional liefert ei-
ne Abbildung von einem Funktionenraum auf den Raum der reellen Zahlen. Wir fassen im Folgenden also
die Messwerte des Satelliten als durch Funktionale, die auf dem Vektorraum der Modelle definiert sind,
gegeben auf. Ist der Zusammenhang zwischen Messwerten und physikalischer Eigenschaft linear (wie z.B.
in der Gravitation bei Benutzung des Stérpotentials i.a. voraussetzbar), so spricht man von einem linea-
ren Funktional. Ein bekanntes lineares Funktional ist das innere Produkt (Skalarprodukt) zweier Elemente
eines Vektorraums. Das innere Produkt erméglicht die Definition eines besonderen linearen Vektorraums,
des Hilbertraums: Ein Hilbertraum ist ein linearer vollstdndiger Vektorraum, der mit einem inneren Pro-
dukt ausgestattet ist. Hilbertrdume haben eine mathematische Struktur die, aus Sicht der mathematischen
Modellierung von (georelevanten) Funktionen, besonders praktikabel ist. So ist in einem Hilbertraum das
innere Produkt zu einem festen Element ein lineares, beschrinktes Funktional. Umgekehrt lésst sich jedes
beschriankte, lineare Funktional als inneres Produkt schreiben. Weiterhin kann jedes Element aus einem
Hilbertraum (bei bekannter Basis) eindeutig als Linearkombination aller Basisfunktionen des Hilbertraums
dargestellt werden (Fourierreihe).

Der letztgenannte Aspekt fithrt auf ein Standardverfahren zur Approximation und Modellierung speziell geo-
relevanter Felder, ndmlich die Kugelfunktionsanalyse skalarer oder vektorieller Funktionen bzw. Daten (z.B.
Gravitationspotential, Schwerefeld, Erdmagnetfeld, etc.) in Hilbertriumen, wie etwa dem Raum der Poten-
tiale mit quadratintegrabler Einschrankung auf Referenzflichen. Die klassische Orthogonalentwicklung nach
Kugelfunktionen lasst sich mathematisch einordnen in die Kategorie der Fouriermethoden mit polynomialen
skalaren oder vektoriellen Ansatz- oder Testfunktionen. Genauer gesagt werden die zu untersuchende Funkti-
on bzw. die entsprechenden Daten als Elemente eines separablen Hilbertraumes mit bekannter polynomialer
Basis angesehen und kénnen somit nach den entsprechenden Basisfunktionen entwickelt werden. Es ist cha-
rakteristisch fiir diese Verfahren, dass, wihrend die polynomialen Ansatzfunktionen keinerlei Lokalisation im
Ortsbereich aufzeigen, sie sich im Raum der Fouriertransformierten (Spektral- oder Frequenzbereich genannt)
immer genau einem Koeffizienten (Frequenz) zuordnen lassen; man spricht hierbei von idealer Frequenzlo-
kalisation. Eine Konsequenz der nicht vorhandenen Ortslokalisation bei gleichzeitiger idealer Frequenzloka-
lisation ist die Tatsache, dass regionale Anderungen der zu analysierenden Funktion im Ortsbereich sich auf
den kompletten Satz der Fourierkoeffizienten auswirken und somit die Darstellung global, d.h. im gesamten
Ortsbereich, veréandern. Die ideale Frequenzlokalisation allerdings erweist sich héufig bei der physikalischen
Interpretation als vorteilhaft (z.B. Multipolmomente, Frequenzen von Elementarwellen etc.). Unter diesen
Gesichtspunkten wiren also Ansatzfunktionen mit idealer Frequenz- und Ortslokalisation wiinschenswert.
Dies allerdings ist aufgrund von Unschiirferelationen (vgl. z.B. [Freeden und Windheuser 1997]), welche Zu-
sammenhénge zwischen Frequenz- und Ortslokalisation herstellen, ausgeschlossen. Extreme Testfunktionen
im Sinne der Unschérferelationen sind z.B. die skalaren und vektoriellen Kugelfunktionen (keine Ortslokali-
sation, ideale Frequenzlokalisation) einerseits, als auch die Dirac Funktionale (ideale Orts-, keine Frequenzlo-
kalisation) andererseits. In der theoretischen Physik treten verwandte Probleme z.B. bei der Behandlung von
nicht monochromatischen elektromagnetischen Wellen bzw. bei der quantenmechanischen Beschreibung von
freien Teilchen auf. Dort sind ebene Wellen einer festen Frequenz (ideale Frequenzlokalisation, keine Ortslo-
kalisation) zwar Losungen fundamentaler Differentialgleichungen, entsprechen aber nicht der physikalischen
Realitdt. Man behilft sich damit, dass man ebene Wellen unterschiedlicher Frequenzen zu Wellenpaketen
zusammenschniirt, d.h. gewichtet iiberlagert. Als Resultat erhilt man Wellenpakete, die, im Gegensatz zur
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ebenen Welle, im Ortsbereich eine gewisse Lokalisation aufweisen, dafiir aber ihre ideale Lokalisation im
Frequenzbereich verloren haben (d.h. nicht mehr monochromatisch sind).

Auf dhnliche Art und Weise kann man, durch geschickte Uberlagerung von Kugelfunktionen zu verschiede-
nen Frequenzen, so genannte Kernfunktionen/Kerne erzeugen, die auf Grund der so verringerten Frequenz-
lokalisation eine erhéhte rdumliche Lokalisation aufweisen. Diese Kerne kénnen so konstruiert werden dass
sie verschiedenste Frequenzbénder iiberdecken und somit alle intermedidren Stufen der Frequenz- und Orts-
lokalisation aufweisen. Die Breite der entsprechenden Frequenzbidnder und somit auch die Schérfe der Lo-
kalisation im Ortsbereich werden durch einen Parameter, die so genannte Skala, kontrolliert. Die konkrete
Form der Frequenzbénder wird durch eine zum Kern gehorende, im Allgemeinen skalenabhéngige Funktion
- die Erzeugende des Kerns - festgelegt (die Erzeugende entspricht der Gewichtsfunktion beim Schniiren
von Wellenpaketen). Kann man die Kerne als Uberlagerung von endlich vielen polynomialen Testfunktio-
nen darstellen, so spricht man von bandlimitierten Kernen. Nicht bandlimitierte Kernfunktionen sind sol-
che, die aus der Uberlagerung unendlich vieler polynomialer Testfunktionen hervorgehen. Es zeigt sich, im
Sinne der Unschirferelation (vgl. [Freeden und Windheuser 1997]), dass die bandlimitierten Kernfunktio-
nen geringere Ortslokalisation aufweisen als die nicht-bandlimitierten. Dies liegt begriindet in der héheren
Lokalisation der bandlimitierten Kerne im Spektralbereich (endliches Frequenzband) im Vergleich zu der
der nicht-bandlimitierten Kerne (unendliches Frequenzband). Dies fiihrt zu folgender Charakterisierung von
Ansatzfunktionen: Fourier Methoden mit polynomialen Testfunktionen, z.B. Kugelfunktionen, sind der ka-
nonische Ausgangspunkt zur Approximation von niederfrequenten Phinomenen (globale Approximationen),
withrend bandlimitierte Kerne fiir den Ubergang von langwelligen zu kurzwelligen Phinomenen (globale bis
regionale Modelle) verwendet werden kénnen. Wegen ihrer sehr guten Ortslokalisation konnen die nicht band-
limitierten Kerne zur Approximation von kurzwelligen Effekten (lokale Modellierung) herangezogen werden.
Tabelle 1 illustriert den Sachverhalt. Durch die Verwendung von Kernen variierender Skala — Multiskalentech-
ntk — kann man nun Modellierungsansétze verwenden, die der entsprechenden Daten- bzw. physikalischen
Situation in ihrem Lokalisationsverhalten angepasst sind.

Ideale Frequenzlokalisation Keine Frequenzlokalisation
Keine Ortslokalisation Ideale Ortslokalisation
Kugelfunktionen Kerne Dirac Funktionale
N\
bandlimitiert nicht-bandlimitiert

Tabelle 1: Veranschaulichung des Unschérfeprinzips.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich auf mathematischer Seite mit so genannten Wavelet- Techniken, d.h.
mit Multiskalenverfahren, welche auf speziellen Kernen - den so genannten Skalierungsfunktionen und den
dazu korrespondierenden Wawvelets - basieren. Die Erzeugenden der Skalierungsfunktionen weisen typischer-
weise die Charakteristika von Tiefpassfiltern auf, d.h. polynomiale Basisfunktionen zu niedrigen Frequenzen
werden voll, Basisfunktionen zu héheren Frequenzen werden nur geschwécht oder gar nicht zur Konstruktion
der Skalierungsfunktionen herangezogen. Im Gegensatz dazu weisen die Erzeugenden der Wavelets typische
Bandpasseigenschaften auf, so dass polynomiale Basisfunktionen zu niedrigen bzw. hohen Frequenzen nur
geschwiicht oder gar nicht bei der Uberlagerung zu Wavelets beriicksichtigt werden. Man kann dies so in-
terpretieren, dass die Skalierungsfunktionen Approximationen des Dirac-Funktionals darstellen, wobei mit
steigender Skala die Approximation immer weiter verbessert wird. Die Wavelets der jeweiligen Skala bilden,
in diesem Sinne, gerade die jeweils fehlenden Details die man zur entsprechenden Skalierungsfunktion hinzu
nehmen muss um die néchst bessere Approximationsstufe zu erreichen. Dies hat zur Folge, dass Wavelet-
Techniken eine Multiresolution des Hilbertraums der zu untersuchenden Funktionen ermdoglichen. D.h., der
entsprechende Hilbertraum wird zerlegt in eine Folge von verschachtelten, approximierenden Teilrdumen,
den Skalenrdumen. In jedem Skalenraum wird mittels der Skalierungsfunktionen eine Approximation der
zu untersuchenden Funktionen (Daten) zu einer bestimmten Skala (und somit Auflésung) berechnet. Mit
wachsender Skala verbessert sich die Approximation (die Auflésung), und die Information von kleineren
Skalen bleibt dabei erhalten. Die Differenz zweier aufeinander folgender Approximationen, d.h. die Informa-
tion, die von einem Skalenraum zum néchst hoheren hinzu kommt, wird Detailinformation genannt und ist
den Detailrdumen zu finden. Die Wavelets bilden Basisfunktionen in diesen Detailrdumen, und somit kann



1. Einleitung 5

jede Funktion des Hilbertraumes (Daten) als Linearkombination von Skalierungsfunktionen und Wavelets
dargestellt werden (Multiskalen-Approximation). Folglich wird es moglich, komplizierte Funktionen wie das
Gravitationspotential der Erde in einzelne Teilstiicke verschiedenster Auflésung zu zerlegen und diese ein-
zeln zu analysieren. Damit kann die Genauigkeit der Approximation in Bereichen, in denen die Daten nur
wenig Struktur aufweisen, niedriger, in Bereichen mit komplizierteren Merkmalen hoher gewéhlt werden.
Dies ermoglicht eine Dekorrelation der Daten, d.h., obwohl die zu untersuchende Funktion im Allgemeinen
sowohl im Orts- als auch im Frequenzbereich Korrelationen aufweist, geniigen zur effizienten Darstellung
wichtiger Strukturen oft nur Teile der gesamten, in den kompletten Daten enthaltenen Informationen. Diese
in der Arbeitsgruppe Geomathematik, Universitéit Kaiserslautern, entwickelte Philosophie ist in Tabelle 2
nochmals illustriert.

Approx. Methode | Fourier Splines/Wavelets Wavelets
orthogonale Approximation nicht notwendig orthogonale Approximation
Approx. Struktur bandlimitiert /nicht—bandlimitiert
Kugelfunktionen (Polynome) Kerne
zooming-out zooming-in
Lokalisation zunehmende Frequenz-, abnehmende Frequenz-
Lokalisation
abnehmende Orts-, zunehmende Orts-
zunehmende Korrelation abnehmende Korrelation
Daten Struktur schwach stark
homogen heterogen
Lineare Gleichungssysteme Lineare Gleichungssysteme/Numerische Integration
Auflosung lang mittel kurz
Wellenliinge

Tabelle 2: Multiskalen-Philosophie der AG Geomathematik.

Die Bestimmung des Gravitationspotentials der Erde aus den Mefidaten des Forschungssatelliten CHAMP
143t sich als inverses Problem in Form einer Operatorgleichung formulieren (vgl. z.B. [Freeden et al. 1999]).
Genauer gesagt gehen wir in dem von uns verfolgten Ansatz davon aus, daf§ aus den Mefidaten des Sa-
telliten CHAMP die Bahn des Satelliten (geometrischer Orbit) hochgenau bestimmt werden kann. Mittels
numerischer Differentiation kann aus dem geometrischen Orbit dann der Gradient des Gravitationspoten-
tials und damit insbesondere auch die Radialableitung des Potentials bestimmt werden. Die Kenntnis der
Radialableitung dient als Ausgangspunkt fiir die Formulierung der Operatorgleichung des Mefiprinzips high-
low SST (high-low Satellite-to Satellite Tracking) (vgl. [Freeden et al. 1999] und [Freeden et al. 2002]). Die
Bestimmung des Potentials aus der Kenntnis der Radialableitung auf der Satellitenbahn ist ein sogenann-
tes ,,exponentiell schlecht gestelltes Problem, das mit Hilfe geeigneter Regularisierungstechniken behandelt
werden mufl. Ein solcher Regularisierungsansatz kann in Form einer Multiskalenanalyse realisiert werden
(vgl. [Freeden 1999]).

Ausgehend von der Operatorgleichung zur Beschreibung von high-low SST (vgl. [Freeden et al. 1999)), wer-
den wir einen Regularisierungsansatz mit Multiskalentechnik vorstellen und numerische Ergebnisse zeigen,
die auf detaillierten Simulationen von CHAMP-Daten basieren. Dabei spielt neben der Wahl eines geeig-
neten Regularisierungsverfahrens und einer numerisch realisierbaren Parameterwahlstrategie eine geeignete
Diskretisierung der Operatorgleichung, die mit Daten auf einer realen Satellitenbahn umgehen kann, eine
ebenso grofie Rolle wie deren effiziente numerische Umsetzung mittels schneller Summationsverfahren und
Gebietszerlegungsmethoden. Der ganze Ansatz arbeitet mit Lokalstrukturen (Skalierungsfunktionen, Wave-
lets, und Splines), die sich auf Grund ihrer stark ortslokalisierenden Natur hervorragend zur hochauflésenden
Rekonstruktion lokaler Phéanomene aus (nur) lokalem Datenmaterial eignen. Es sei an dieser Stelle erwéhnt
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dass, aus Griinden der Ubersichtlichkeit und der besseren Zugénglichkeit fiir den Leser, die mathematische
Behandlung im Folgenden stark verkiirzt und vereinfacht dargestellt wird.

2 Modellierung, Simulationen und Ergebnisse

2.1 High-low SST — Der Ansatz iiber die Radialableitung

Bei high-low SST (high-low Satellite-to-Satellite Tracking), welches im Folgenden kurz als SST bezeichnet
wird, umléuft ein tieffliegender Satellit wie CHAMP die Erde auf einem nahezu kreisférmigen und pola-
ren Orbit. Durch die Anomalien des Erdgravitationspotentials bewegt der Satellit sich nicht auf einer genau
kreisférmigen oder elliptischen Bahn, sondern seine reale Bahn spiegelt die Anomalien des Gravitationspoten-
tials im Auflenraum der Erde wieder. Ein LEO (Low Earth Orbiter) wie CHAMP empfiangt mit Hilfe eines
GPS-Receivers die Daten der GPS-Satelliten und kann aus diesen seinen Abstand zu den GPS-Satelliten
bestimmen. Nichtgravitative Einfliisse, die die Bahn des Satelliten mitbestimmen, werden mit Hilfe eines
Akzelerometers gemessen und kénnen spéiter beim Preprocessing der Daten herausgerechnet werden. Des-
gleichen miissen die gravitativen Einfliisse anderer Planeten aus den Mefldaten herausgerechnet werden. Der
hier verfolgte Ansatz (vgl. [Freeden 1999]) geht davon aus, daff aus den Mefidaten von CHAMP die Bahn des
Satelliten (geometrischer Orbit) berechnet worden ist. Diese Annahme ist durchaus realistisch. Wenngleich
solche Daten nicht vom GFZ-Potsdam bereitgestellt werden, ist es der Gruppe von Herrn Prof. M. Rothacher
am IAPG (Institut fiir Astronomische und Physikalische Geodiisie) an der TU Miinchen gelungen, aus den
MeBdaten von CHAMP den geometrischen Orbit zu bestimmen. Aus dem geometrischen Orbit kann nun mit
Hilfe zweifacher numerischer Differentiation der Gradient des Potentials und damit insbesondere auch die
Radialableitung des Potentials bestimmt werden (vgl. [Fengler 2001]), und diese Daten kénnen mit Hilfe der
Gradiometermessungen von den nicht-gravitativen Einfliissen bereinigt werden. Der hier verfolgte Ansatz
geht davon aus, dal die erste Radialableitung des Gravitationspotentials auf einem Punktegitter auf der
Bahn des Satelliten bekannt ist. In einem erdfesten Koordinatensystem bedeutet das, dafl eine relativ dichte
Uberdeckung iiber der Erde auf Bahnhohe vorliegt (mit Ausnahme sogenannter Polar Gaps, Datenliicken
iiber den Polen die bei einer nicht vollstéindig polaren Bahn des Satelliten auftreten).

Der Ansatz zur Formulierung des SST-Problems in Form einer skalaren isotropen Operatorgleichung AF = G
wurde in den vergangenen Jahren in der AG Geomathematik entwickelt (siche die Monographie [Freeden 1999]
sowie [Freeden et al. 1999]) und wurde dort und auch in der Gruppe von Herrn Prof. Grafarend (siehe
[Austen et al. 2002], [Schiifer 2001]) weiter untersucht. Dieser Amnsatz erlaubt die Behandlung des SST-
Problems und des SGG-Problems in einem einheitlichen integrierten Konzept (vgl. auch
[Freeden und Schneider 1998]). Dies bedeutet, daff alle Methoden, die in diesem Rahmen fiir SST oder re-
spektive Satellite Gravity Gradiometry (SGG) entwickelt wurden, mit minimalen Anpassungen auch fiir das
jeweils andere Szenario anwendbar sind. Der Zugang iiber die Radialableitung wird hier noch einmal kurz
zusammengefafit, da er zur Darstellung der erzielten Ergebnisse erforderlich ist.

Der Formulierung von SST und SGG als (kompakte) Pseudodifferentialoperatorgleichungen liegt die in Ab-
bildung 1 skizzierte Geometrie zu Grunde. Wie in Abbildung 1 angedeutet, wird die reale Erdoberfliche als
C2%-regulire Fliche Y angenommen, und der Massenschwerpunkt liegt im Ursprung des Euklidischen Raumes
R3. Es liegt eine sogenannte Bjerhammarsphére Qg := {z € R?||z| = R} unterhalb der Erdoberfliche, und
eine weitere Sphére Q. := {z € R?||z| = v} liegt unterhalb der Satellitenbahn. Das Gravitationspotential V'

der Erde ist eine Funktion im Raum Pot(o)(E%"t) der im Aussenraum der Erde harmonischen Funktionen F'
endlicher Energie, d.h. mit AF\? =0 und |F(z)] = O(Jz| 1) fiir |z| — oo (wobei X der abgeschlossene
Auflenraum der Erde ist). Geméfl des Runge-Walsh Approximationssatzes (vgl. [Freeden 1980]) kann ein
Potential in Pot(” (£¢*) durch Funktionen, die sogar auf Q% := {z € R? | |z| > R} harmonisch sind appro-
ximiert werden. Daher ist es moglich SST und SGG durch Pseudodifferentialoperatoren, die auf geeigneten
Hilbertrdumen von Funktionen, welche harmonisch auf dem Auflenraum einer Sphére sind, zu beschreiben.
Dies bietet auf Grund der einfacheren Topologie solcher Réume erhebliche Vorteile und gestattet es, die
einfache Geometrie der Sphére zu nutzen. Dies fithrt auf eine Operatorgleichung der folgenden Form:
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Abbildung 1: Xy ist die Erdoberfliche, (g ist eine Bjerhammarsphdre fiir Xg, und €1 ist eine Sphdre
dicht unterhalb der Satellitenbahn.

H{ A} QFY) — H({An} ¢; Q)

oo 2n+1 oo 2n+1 » (1)
F=3) 3 FiHou(Rs) — AF =3 > An) B H5(0:0)
n=0 k=1 n=0 k=1

Dabei sind H({An}; Q%") und H({An}; ¢; Q) Hilbertrdume von Funktionen, die auf dem abgeschlossenen
AufBlenraum der Sphiren Qp und €., wohldefiniert sind und im Falle von H({A,}; Q%) auf Q%" harmo-

nisch sind. Der Hilbertraum H({Ay}; ¢; ) enthélt alle Bilder von H({A,}; Q%) unter der Abbildung
A. Die Folge {A,} ermoglicht es uns, den entsprechenden Raum so zu gestalten, dafl er fiir Funktionen
bzw. Daten auf der Erdoberfliche bzw. dem Satellitenorbit die notwendige mathematische Struktur hat. Der
Raum H({An}; ¢; Q) besitzt eine Struktur, welche geeignet ist, um erste (SST, ¢ = 1) bzw. zweite (SGG,
¢ = 2) Radialableitungen harmonischer Funktionen zu beschreiben. Die {H, x(R;-) tneng; k=1,... 2n+1 und

{Hﬁg,{,('y; Y} neNo: k=1....2n+1 sind jeweils ein L2-vollstéindiges Orthonormalsystem. Der Operator A ist ein
sogenannter isotroper Pseudodifferentialoperator und wird durch sein Symbol {A”(n)},en, charakterisiert:
Es ist fiir SST und SGG gegeben durch

(n+1) (R\" L )
AN(n) = 8] (?) . forneNp; k=1,...,2n+1 fiir SST
W(%) forn €No; k=1,....,2n+1 fiir SGG.

Die kompthert aussehende Pseudodifferentialoperatorgleichung (1) bildet die harmonische Funktion F auf
(-1)2 2 — |Qext eingeschréinkt auf Q< ab (wobei ¢ = 1 fiir SST und ¢ = 2 fiir SGG). Das Symbol {A" () }nen,

wird durch den Term (R/)™ bestimmt. Eine leichte Umformung zeigt, dafi die Operatorgleichung (1) ein
inverses schlecht-gestelltes Problem ist: Der Operator A ist injektiv und kompakt, besitzt die singuldren
Werte {A"(n)}nen, und hat eine unstetige Inverse A~1 : im(A) — H({4,}; Q%*), die durch

oo 2n+1 oo 2n+1
ATIG =3 ST (AN TG Hen(Ry ) fie G=Y0 N G HY) ()
n=0 k=1 n=0 k=1

gegeben ist. Die Unstetigkeit der Inversen A~! sowie die Tatsache, da8 A i.a. nicht surjektiv ist, bewirken, dafl
AF = G erstens nicht fiir alle (verrauschten) rechten Seiten G € H({A.,}; ¢; W) lésbar ist und dafl zudem
Meffehler (in der rechten Seite G) beliebig verstirkt werden konnen. Daher ist es notig, die Operatorgleichung
mit Hilfe eines Regularisierungsverfahrens zu losen. Hinzu kommt, dafl keine (verrauschte) rechte Seite G von

AF = G vorliegt sondern lediglich ein Satz MeBdaten {(yY,G(yN))|i=1,..., N} mit G(y) = o ‘gg” ) +e;,
i=1,...,N, wobei €1,...,eyx die MeBfehler sind.
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2.2 Regularisierung und Parameterwahlstrategie

Die Prinzipien und die Notwendigkeit einer Regularisierung fiir inverse Probleme, hier insbesondere fiir das
SST-Problem und das SGG-Problem, sind weitlaufig bekannt und motiviert, weshalb hier nicht weiter darauf
eingegangen wird. Es scheint nicht moglich die beiden gewiihlten Zuginge, die im einzelnen in Abschnitt 2.5
und Abschnitt 2.6 beschrieben sind, so als Projektionsverfahren zu interpretieren, daf§ die aus der Litera-
tur bekannten nicht-heuristischen Parameterwahlstrategien (fiir Projektionsverfahren) angewendet werden
konnen. Vielmehr ist es so, dafl die Diskretisierung der Operatorgleichung mit Hilfe von Splines (vgl. auch
Abschnitte 2.3 und 2.5) dazu fiithrt, da§ nur sogenannte empirische Parameterwahlstrategien wie z.B. die
L-Curve Method angewendet werden kénnen. Dies liegt daran, dal es notig ist die rechte Seite der Opera-
torgleichung, d.h. die erste bzw. zweite Radialableitung des Potentials auf Hohe der Satellitenbahn, durch
einen Spline zu approximieren, der aus den diskreten Mefidaten auf der Satellitenbahn berechnet wird. Selbst
wenn der Fehler dieser Mefidaten genau bekannt wire, ist es nicht méglich den Fehler des approximierenden
Splines quantitativ zu kontrollieren. Daher kann auch die in [Freeden und Pereverzev 2001] vorgeschlagene
Parameterwahlstrategie nicht angewendet werden. Die L-Curve Method (siehe [Engl et al. 1996]) erfordert
dagegen keinerlei Informationen iiber die Fehlerbehaftetheit der MeBdaten und kann deshalb problemlos
benutzt werden (vgl. [Baumann 2001], [Glockner 2001}, [Hesse 2002], und [Michel 2001]). Es mu8 allerdings
beachtet werden, dafl die L-Curve Method auch fehlschlagen kann und dazu tendiert eine etwas zu glatte
Losung zu bestimmen. Abbildung 2 zeigt eine typische L-Curve, wie sie in den angesprochenen Problemen
auftritt.

Abbildung 2: Beispiel einer L-Curve zur Bestimmung des Gliattungsparameters. Geplottet ist die Norm des
Residuums (x-Achse) gegen die Norm der Losung (y-Achse).

Die Regularisierungsstrategien, die hier verwendet wurden basieren alle auf einer Filterung der singuldren
Werte der Operatorgleichung (vgl. auch den Arbeitsbericht vom Januar 2001) und kénnen mit Hilfe einer
sogenannten Regularisierungsskalierungsfunktion {@;eg }jen, und des zugehérigen Regularisierungswavelets
{ W%} jen, realisiert werden. Genauer bedeutet das Folgendes: {®*};cn, ist eine Familie von Produktker-

nen, @3 : Q3 x Qe — R mit der Eigenschaft, daf§ die Operatoren

(BjG)(x) = @5 (x,) #py g a, y iy G @ € QFT, (2)

eine Regularisierung { R;}jen, bilden: D.h. {R,};en, ist eine Familie stetiger Operatoren, die die Inverse A~*
punktweise approximieren und zusétzlich auf einer Filterung der singuldren Werte von A basieren. Dabei
beschreibt die sogenannte Faltung G, 1 ({An b5 G2 das innere Produkt in H({A,};q; Q) zwischen

den Funktionen G; und G3. Zum Beispiel kann {@;eg} eine Tikhonov Regularisierungsskalierungsfunkti-
on sein, die nicht bandlimitiert ist und auf eine Tikhonov Regularisierung fiithrt. Die in [Baumann 2001],
[Fengler 2001], [Glockner 2001], [Hesse 2002] betrachteten nicht bandlimitierten Regularisierungsskalierungs-
funktionen sind alle Familien von Produktkernen, die fiir relevante Parameter j so stark ortslokalisierend sind,
daf} sie numerisch als lokal-kompakt betrachtet werden kénnen. Daher kénnen Approximationen (R;G)(x)
der Losung F' der Operatorgleichung AF = G fiir z aus einem bestimmten Lokalgebiet auf der Erdoberfléche
auch aus nur lokalen Daten berechnet werden. Die Familie der Approximationen {R;G}jen,, die durch (2)
gegeben ist kann als eine Familie von Tiefpaflfilterungen der Losung F' von AF = G betrachtet werden. In
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Analogie zu Euklidischen und harmonischen Wavelets kann zu {®**} ey, ein zugehoriges Regularisierungs-

wavelet {W;*®};en, mittels W)™ := &1 — @I definiert werden, welches mittels

(T;G)(x) := V™ (x, ) FH(( A0} ) G, e Q%

eine Familie von bandpafigefilterten Anteilen (Details) von F' mit AF = G beschreibt. Es gilt die folgende
Multiskalenrekonstruktion von F:

J—1
Fx) ~ (R/G)(x) = (RpG)(x)+ Y (T;G)(x)
j=Jo
J—1
0@ ) *pya, ) G > V) *p({An )5 O (3)
j=J
Basisapproximation I Details

Fiir detailliertere Informationen iiber Regularisierungsskalierungsfunktionen und die zugehérigen Regularisie-
rungswavelets sei auf das Buch [Freeden 1999] sowie auf die numerischen Reaslisationen in [Baumann 2001],
[Freeden 1999], [Glockner 2001], [Hesse 2002] verwiesen.

0.8 T T T T T 10%°
0.6 E 10}
0.4 100
0.2F 4
10° b
0
10°

-3 -2 -1 0 1 2 3 0 100 200 300 400 500 600 700 800

Abbildung 3: Links: Beispiel einer Tikhonov Regularisierungsskalierungsfunktion im Ortsraum. Rechts: Sym-
bol des inversen SST-Operators (gepunktet) und verschiedene Tikhonov-Filterungen desselben im Frequenz-
raum.

Die rechte Seite der Abbildung 3 illustriert den Regularisierungsprozess. Wihrend der inverse SST-Operator
unbeschrankt ist (d.h. sein Symbol (gepunktet) mit wachsemdem n iiber alle Grenzen wéchst) wird durch
die Tikhonov-Filterung kiinstlich, ~“durch Herunterziehen der Werte“ fiir wachsendes n, Konvergenz her-
beigefithrt. Man erkennt deutlich wie der Tikhonov-Filter, je nach Wahl des Regularisierungsparameters,
dem wirklichen Verlauf des Symbols unterschiedlich lange folgt um dann, ab einem bestimmten Grad, das
Anwachsen des Symbols zu unterdriicken.

Die eigentlich schwierige Aufgabe ist die Diskretisierung der Faltungen in (3) mit Hilfe der gemessenen ver-
rauschten Daten und die Entscheidung, wann die Regularisierung zu stoppen ist. Dabei ist zu beachten, daf3
zum einen diese Faltungen nur in einem Sonderfall £2({,)-Integrale sind und zum anderen die verrausch-
ten Mefdaten {(y~,G(yN))|i=1,...,N} in Punkten {y |i = 1,..., N} auf der realen Satellitenbahn in
Auflenraum Q%"t und nicht auf der Sphére €2, gegeben sind.

2.3 Splines

In den Hilbertraumen H({A,}; Q%") und H({An}; ¢; 2**) konnen Splines bzgl. eines Systems von N linear
unabhéngigen beschriankten linearen Funktionalen, welche die Messungen beschreiben, eingefiihrt werden.
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Genauer seien z.B. £V, ..., L% die beschrinkten linearen Funktionale, welche in H({A,}; ¢; Qg"t) die MeB3-

daten beschreiben, also z.B. LY : H({An}; ; Q%) — R, G — G(y}Y). Dann wird der Splineraum definiert
als
SH({An};q;@)(E{V, oo LYY :=span{LY |i=1,...,N},

wobei LY gerade der Repriisentant des beschriinkten linearen Funktionals £V ist, i € {1,..., N}, gemi8
des Rieszschen Darstellungssatzes. Das Spline-Interpolationsproblem bzgl. dleser MeBfunktionale kann damit
wie folgt formuliert werden: Finde den eindeutig bestimmten Spline S = 27 LaN LN mit

1
Lys = Za (Lis LY )py(ga, iy = LR G (4)

wobei () (A, }05) das Skalarproduct in H({ A, }; Q) ist. Das Spline- Interpolationsproblem ist eindeu-

tig losbar, und das lineare Gleichungssystem (4), welches zur Bestimmung der Spline-Koeffizienten gelost
werden muf}, besitzt eine positiv definite symmetrische Matrix.

Der Spline-Interpolationsoperator ist der eindeutig bestimmte Orthogonalprojektor auf den endlich-dimen-
sionalen Splineraum Sy, }.ﬁ)(ﬁff ..., LN). Das bedeutet, da8 im Falle unverrauschter Daten einer
n}i0

Funktion G ein interpolierender Spline auch eine gute Approximation von G ist. Sind die Daten allerdings
verrauscht so mufl ein sogenannter gldttender Spline S berechnet werden, der nicht die Interpolationsbe-
dingung sondern nur LN S, ~ LNG fiir i = 1,..., N erfiillt und dafiir glatter ist. Genauer minimiert ein
glattender Spline S mit Glattungsparameter A das Funktional

plad, .. Z (ENS = LNG) + NSy gy (5)
=1

wobei S = ZZ 1 aN LN d.h. der Glattungsparameter gewichtet zwischen Glattheit und Wiedergabe der ge-

messenen Daten. Das sogenannte Spline-Smoothingproblem, einen Spline zu finden, der das Funktional (5)

minimiert, ist wie das Spline-Interpolationsproblem eindeutig losbar. Es fithrt auf ein lineares Gleichungssy-

stem, dessen Matrix die Matrix des entsprechenden Spline-Interpolationsproblem ist, zu der das A-fache der

Einheitsmatrix addiert worden ist. Auch diese Matrix ist positiv definit und symmetrisch.

Die Systemmatrix des linearen Gleichungssystems eines Spline- Interpolations- oder Spline Smoothingpro-
blems ist in der Regel vollbesetzt und bedarf daher fiir grofle Datenmengen eines schnellen und effizienten
Gleichungslosers. Dies kann entweder mit dem Schwarzschen alternierenden Algorithmus, einer Gebiets-
zerlegungsmethode, oder mittels sogenannter schneller Summationsverfahren (z.B. FMM = Fast Multipole
Methods) erfolgen. Beide Herangehensweisen wurden fiir diesen Typ von Splines weiter entwickelt und mit
Erfolg numerisch eingesetzt. Sie werden in den nachfolgenden Abschnitten 2.4 und 2.7 beschrieben. Vorher
soll der Einsatz von Splines genauer erldutert werden.

Da ein Spline S = Ziil o)) LY gefaltet mit einer Funktion H € H({A,};q; Q') automatisch eine Diskre-
tisierung liefert, namlich

(S H) H({A, }Qext) *S* H({An }Qext) <ZO€NL ) H({An }Qext H = ZQN,CNH (6)

i=1

sind Splines optimal zur Diskretisierung von Faltungen geeignet, wie sie z. B. in einer Multiskalenrekonstruk-
tion (3) auftreten.

Die bis hierher genannten Fakten iiber Splines sind wohl bekannt (siehe z.B. [Freeden 1999] fiir eine ausfiihr-
liche Erkldrung dieser Aspekte), und wurden nur kurz erkldrt, um den nétigen Hintergrund zum Verstédndnis
der entwickelten Ansiitze zur Losung des SST-Problems (und des SGG-Problems) zu geben.

In den beiden Abschnitten 2.5 und 2.6 wird die erste oder zweite Radialableitung des Potentials bzw. das
Potential selber durch einen glittenden Spline (bzgl. der Mefifunktionale) beschrieben, der aus den Mefidaten
auf der Satellitenbahn in einem geeigneten Hilbertraum H({A, }; ¢; QX%) bzw. H({ A, }; Q5") berechnet wird.
Geeignet bedeutet hier folgendes: Die Folge { A, }nen,, welche die Topologie des Hilbertraumes kennzeichnet
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wird so gewihlt, da8 zum einen die Repriisentanten LYY der MeBfunktionale und auch die Eintrige der Ma-
trizen der zu losenden linearen Gleichungssysteme eine geschlossene Darstellung haben (d.h. als elementare
Funktionen und nicht nur in einer Reihendarstellung verfiigbar sind), die sich numerisch leicht berechnen
l48t. Zum anderen wird die Folge {4, }nen, in Abhiingigkeit von der gegebenen Dichte des Gitters der MeS-
daten gewihlt. Genauer bedeutet das folgendes: Die Reprisentanten der Mefifunktionale sind in der Klasse
der betrachteten Rdume Funktionen die sehr stark ortslokalisierend sind; diese Ortslokalisation muf} im rich-
tigen Verhiltnis zur Gitterdichte stehen. Wiahrend eine moglichst starke Ortslokalisation die Kondition der
Matrix des linearen Gleichungssystems zur Bestimmung der Spline-Koeffizienten verbessert, fiithrt eine zu
starke Ortslokalisation dazu, dafl ein Spline nur noch ein Kollektion von Spitzen ist und die Meflgitterpunkte
wiederspiegelt und damit eine schlechte Approximation darstellt.

Bei der Berechnung eines glittenden Splines ist die interessantere Frage die Wahl des Glédttungsparame-
ters A. Fiir die Wahl des Glattungsparameters wurden hier zwei Parameterwahlstrategien entwickelt, die
beide darauf basieren, dafl das Funktional (5) so umgeschrieben werden kann, dafl es eine analoge Struktur
zum bekannten Tikhonov Funktional hat. Das Funktional (5) kann sogar als das Tikhonov Funktional eines
gutgestellten Problems interpretiert werden, und der Glattungsparameter A spielt dabei die Rolle des Regu-
larisierungsparameters. In [Hesse 2002] werden zwei Parameterwahlstrategien vorgeschlagen, die jeweils ana-
log zu Morozovs Diskrepanz-Prinzip bzw. zur L-Curve Method sind (siehe [Kirsch 1996], [Engl et al. 1996]).
Beide Strategien werden in [Baumann 2001], [Gutting 2002], [Hesse 2002] numerisch getestet. In den vor-
genommenen numerischen Tests fithrte die von Morozovs Diskrepanz-Prinzip inspirierte Strategie zu einem
etwas zu grofen Glidttungsparameter, wogegen die L-Curve Method (vgl. Abb. 2) hervorragende Ergebnisse
lieferte.

2.4 Der Schwarzsche alternierende Algorithmus — eine Gebietszerlegungsme-
thode

Bei dem im vorigen Abschnitt erlduterten Spline-Interpolations- und Spline Smoothingproblem treten grofie
lineare Gleichungssysteme mit vollbesetzten positiv definiten symmetrischen Matrizen auf. Um solche Glei-
chungssysteme zu 16sen, sind effiziente und schnelle Gleichungsloser erforderlich. Ein Weg solche Systeme
fiir gewisse Typen von Splines zu 16sen ist ein iteratives Verfahren, z.B. das CG-Verfahren oder GMRES,
in Kombination mit sogenannten schnellen Summationsverfahren, die fiir gewisse Klassen von Splines in
[Glockner 2001] entwickelt und in [Glockner 2001], [Michel 2001] numerisch getestet wurden. Diese werden
in Abschnitt 2.7 genauer beschrieben werden. Eine andere Herangehensweise stellt der Schwarzsche alternie-
rende Algorithmus dar. Bei der multiplikativen Variante des Schwarzschen alternierenden Algorithmus, die
in [Baumann 2001], [Gutting 2002], [Hesse 2002] zur Lésung solcher Gleichungssysteme verwendet wird, han-
delt es sich um ein Verfahren, dafl zur Losung eines beliebigen linearen Gleichungssystems mit einer positiv
definiten symmetrischen Matrix verwendet werden kann. Dabei spielt es keine Rolle, welche Anwendung auf
das lineare Gleichungssystem gefiihrt hat. Das Verfahren hat die Standardstruktur eines iterativen Algorith-
mus, nimlich z,, 11 = 2, + A~ (y — Az,,), wobei Ax = y geldst werden soll und A eine Approximation von A
ist, so daf3 Az = (y — Az,,) leicht zu l6sen ist. In diesem Fall wechselt A allerdings dauernd. Genauer wird die
Matrix A des grofien Gleichungssystems Az = y (nach eventuellem Permutieren von Zeilen und Spalten von
A) in (iiberlappende) Blockmatrizen lings der Diagonale aufgesplittet. Die Matrizen A entsprechen diesen
kleineren Blockmatrizen, eingebettet in den gréfleren Raum des urspriinglichen linearen Gleichungssystems.
In jedem Iterationsschritt muf} also jedes dieser kleineren linearen Gleichungssystem einmal gelGst werden.
Auf Grund der geringeren Grofle der kleineren Gleichungssysteme kann in einem Preprocessing Step z.B.
eine Cholesky Faktorisierung dieser Matrizen berechnet und im Arbeitsspeicher gehalten werden, so daf} die
kleinen Systeme in jedem Iterationsschritt mit der zugehotrigen Riickersetzungsroutine schnell und effizient
gelost werden konnen. Den grofiten numerischen Aufwand bei diesen Verfahren erfordert der Update des
Residuums y — Az, weil dazu in einem Iterationsschritt nacheinander aller Eintréige der grolen Matrix A
gebraucht werden. Da bei dem hier interessanten Anwendungen die Matrixeintrige als elementare Funktio-
nen (die von dem MeBpunkttupeln abhéingen) leicht berechenbar sind, kénnen diese wihrend des Updates
ausgerechnet werden. Durch eine Verwendung der in Abschnitt 2.7 beschriebenen Summationsverfahren kann
dieser Update noch erheblich beschleunigt werden.

Zur Iustration der Effizienz des Schwarzschen alternierenden Algorithmus seien folgende Zahlen genannt:
Ein lineares Gleichungssystem von einem Spline-Interpolationsproblem mit ca. 10.000 Unbekanten, wel-
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ches bei direktem Losen mit Cholesky 2,5 Stunden dauert, kann bei geeigneter Wahl der Parameter im
Schwarzschen alternierenden Algorithmus in 18 min gelést werden (vgl. [Baumann 2001], [Hesse 2002]). Die
verwendete multiplikative Variante des Schwarzschen alternierenden Algorithmus bewirkt nicht nur eine er-
hebliche Reduzierung der Rechenzeit sondern auch des Speicherbedarfs. Einen fundamentalen Einflufl auf
die Konvergenz des Algorithmus hat der Uberlapp der Blockmatrizen auf der Diagonale der urspriinglichen
Matrix. Dies wird in [Baumann 2001, Gutting 2002, Hesse 2002] und [Freeden und Hesse 2002] ausfiihrlich
untersucht. In unserem Fall entspricht jeder Eintrag der Matrix A einem Tupel (y;¥,}) von Mefdatenpunk-
ten, daher entspricht das Splitten der urspriinglichen grofien Matrix einem Aufteilen des MeBpunktesystems
in (iiberlappende) Teilsysteme. Einer solchen Aufteilung der Mefipunkte kann natiirlich eine geometrische
Aufteilung des Gebietes zu Grunde liegen, in dem die Messungen vorgenommen wurden — daher wird der
Schwarzsche alternierende Algorithmus auch als ein Gebietszerlegungsverfahren bezeichnet.

Die Idee des Schwarzschen alternierenden Algorithmus geht auf die Publikation [Schwarz 1890] aus dem Jahr
1890 zuriick und wurde seither von vielen Autoren untersucht. Das Interesse am Schwarzschen alternieren-
den Algorithmus hat sich seit 1985 durch die Verfiigbarkeit moderner, schneller und paralleler Computer
verstirkt. Grundsétzlich kénnen die verschiedenen Varianten des Schwarzschen alternierenden Algorithmus
in zwei Klassen unterteilt werden: multiplikative Varianten, wie die in [Baumann 2001], [Gutting 2002],
[Hesse 2002] verwendete, und additive Varianten. Die additiven Varianten eignen sich besonders zur Imple-
mentierung auf Parallelrechnern, da hier die Teilsysteme parallel auf verschiedenen Rechnern geltst werden
koénnen und der Update nicht sukzessive (wie im multiplikativen Fall) sondern einmal am Ende des Iterati-
onsschritts erfolgt. Solch eine additive Variante auf Parallelrechnern bietet noch eine weitere Moglichkeit den
Algorithmus zu beschleunigen. Die Verwendung des Schwarzschen alternierenden Algorithmus zur Losung
der linearen Gleichungssysteme des Spline-Interpolations- und Spline-Smooothingroblems wurde von der
Anwendung entsprechender Algorithmen zur Losung des radialen Basisfunktionen Interpolationsproblems
in [Beatson et al. 2000] inspiriert. Dabei ist allerdings zu beachten, dafl es sich bei den in unseren Studien
verwendeten Splines keineswegs um radiale Basisfunktionen handelt. Beide Interpolationsprobleme kénnen
aber auf eine analoge Weise mit Hilfe von Projektionsoperatoren formuliert werden. Der Konvergenzbeweis
der verwendeten multiplikativen Variante des Schwarzschen alternierenden Algorithmus basiert auf einem
Resultat von Halperin (siehe [Halperin 1962]) iiber das Produkt von Interpolationsoperatoren, kann aber in
unserem Fall auch relativ elementar mit Hilfe von einfachen funktionalanalytischen Mitteln gegeben werden
(vgl. [Hesse 2002]).

2.5 Losung der Operatorgleichung mittels Regularisierung

Wie in Abschnitt 2.2 beschrieben (vgl. auch [Freeden et al. 1999]), wird die Operatorgleichung AF = G
des SST-Problems bzw. des SGG-Problems mit Hilfe einer Regularisierungsskalierungsfunktion {@;eg}jeNo
und des zugehorigen Regularisierungswavelets {\I/;eg}jeNO gelost. Die regularisierte Losung (3) wird nun

diskretisiert, indem die rechte Seite G durch einen glidttenden Spline Sy = Zil aN LY beziiglich der Mef-
funktionale £ : H({An}; ¢;Q5°) — R, H — LY := H(y}), mit Repréisentanten LY, i € {1,..., N}, ersetat
wird. Der Raum H({A,};q; Q") in der Formulierung der Operatorgleichung wird dabei in Abhéngigkeit
von der Mefidatendichte gew#hlt (wie in Abschnitt 2.3 beschrieben). Der Spline wird mit dem Schwarz-
schen alternierenden Algorithmus berechnet, und der Glattungsparameter A kann mit den in Abschnitt 2.3
erwihnten Kriterien bestimmt werden. Ersetzen von G in (3) durch den Spline S) fithrt zu der diskretisierten
regularisierten Losung

N N J-1 N
F(z) =y o) @5 (z,y)) = D ol o @ yl) + D D ol UiE(z,y)), e OFF, (7
i=1 i=1 j=Jo i=1

die eine Linearkombination von stark ortslokalisierenden Funktionen ist. Es ist zu beachten, dafl zur numeri-
schen Berechnung die Reihenentwicklungen der Kerne ®*® und W® in (7) bei einem geniigend hohen Grad
abgebrochen werden miissen, da die zur Regularisierung in Frage kommenden Regularisierungsskalierungs-
funktionen keine bekannte Darstellung als elementare Funktionen haben. Der Regularisierungsparameter J
kann mit der L-Curve Method bestimmt werden.

Numerische Tests des Verfahrens wurden fiir eine lokale Rekonstruktion eines gewissen Frequenzbereichs von
EGM96 aus SGG-Daten durchgefiihrt. Dabei wurden simulierte verrauschte SGG-Daten auf einem Reuter
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Gitter auf einer Sphére in etwa 250 km Hohe iiber der Erde erzeugt und verrauscht. Abbildung 4 zeigt den
Anteil von EGM96 fiir die Grade n = 36,...,200 im linken Bild und im rechten Bild das entsprechende
SGG-Signal (zweite Radialableitung in ca. 250 km Hohe) auf dem Lokalbereich tiber Siiddamerika.

Abbildung 5 zeigt das (mit Hilfe der Tikhonov-Regularisierungsskalierungsfunktion) aus den simulierten
verrauschten SGG-Daten in 15768 Gitterpunkten rekonstruierte Potential im rechten Bild und den Fehler
der Rekonstruktion im linken Bild. Dabei mufite wegen Oszillationseffekten am Rand, sogenannten Gibbs’
Phénomenen, ein gewisser Randbereich bei der lokalen Rekonstruktion weggeschnitten werden. Der mittlere
absolute Fehler der in Abbildung 5 dargestellten Rekonstruktion betrigt 1,53 m?s™2. Fiir weitere Details
wird auf [Baumann 2001] und [Hesse 2002] verwiesen.

x107"°

100

-100

60'S A ~ 60'S

Abbildung 4: Das Gravitationspotential mit den Anteilen von EGM96 der Grade n = 36, . ..,200 in m?s2
(linkes Bild) und das SGG-Signal dieses Potentials (zweite Radialableitung) in ca. 250 km Flughéhe in s>
(rechtes Bild).
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Abbildung 5: Die Rekonstruktion des Gravitationspotentials mit den Anteilen von EGM96 der Grade
n = 36,...,200 in m?>s~2 (linkes Bild) und der Fehler dieser Rekonstruktion (rechtes Bild).
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2.6 Approximation des Potentials mit Smoothing Splines

Der zweite Ansatz zur Losung des SST-Problems (und des SGG-Problems) nutzt die glidttenden Eigen-
schaften glidttender Splines zum Kompensieren der Schlechtgestelltheit des SST-Problems und des SGG-
Problems. Der Ausgangspunkt ist das in Abschnitt 2.1 erwéhnte Runge-Walsh Prinzip (vgl. [Freeden 1980]
und [Freeden 1999]) , welches es gestattet das Erdgravitationspotential V € Pot(®) (3% durch ein Potential
in einem Hilbertraum H({An};QT}%‘t) zu beschreiben (vgl. auch Abbildung 6).

Abbildung 6: Xg ist die Erdoberfliche, und Qg ist eine Bjerhammarsphdre fiir Xg.

Das Potential kann in diesem Hilbertraum durch einen glidttenden Spline bzgl. der SST-Meffunktionale
i N i
LY H{AL 08 = R, F— LNF = 9FWwi) approximiert werden. Der Raum H{An}; Q%) wird so

gewdhlt, dafl einerseits die Représentanten L; Eler Meffunktionale Efv ,i €{1,..., N}, (und die Eintréige der
Matrix des linearen Gleichungssystems zur Berechnung des Splines) als elementare Funktionen darstellbar
sind und dafl andererseits die Ortslokalisation dieser Représentanten and die Mefldatendichte angepaft ist.
Das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der Spline-Koeffizienten wird mit dem Schwarzschen alternie-
renden Algorithmus gelost und ein geeigneter Gléattungsparameter kann mit der L-Curve Method bestimmt
werden. Aus theoretischer Hinsicht ist es nicht vorhersagbar, ob der so berechnete Spline bereits eine gu-
te Approximation darstellt oder noch mit einer Skalierungsfunktion zusétzlich geglidttet werden mufl, um
die Schlechtgestelltheit des SST-Problems vollstéindig zu kompensieren. In den numerischen Studien haben
die gléttenden und entrauschenden Eigenschaften des glattenden Splines die Schlechtgestelltheit des SST-
Problems bereits vollstindig kompensiert. Abbildung 7 zeigt links das Gravitationspotential, welches Anteile
von EGM96 der Grade n = 5,...,80 beinhaltet, und in der Mitte den glidttenden Spline der dieses Potential
approximiert und rechts den Fehler dieser Approximation. In dieser Simulation wurden verrauschte SST-
Daten auf einem “gleichverteilten“ Reuter Gitter (d.h. die Datendichte ist global, also auch in Aquatorniihe
und Polniihe, ungefihr gleich) von 28568 Punkten (vgl. [Glockner 2001]), projiziert auf ein Rotationsellipsoid
betrachtet. Der mittlere Fehler der Approximation betrigt 3,0763 m?s~2.
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Abbildung 7: Das Gravitationspotential mit Anteilen von EGM96 der Graden =5, ...,80 (linkes Bild), der
gldttende Spline, berechnet aus 28568 verrauschten simulierten SST-Daten (mittleres Bild) und der Fehler
dieses Splines (rechtes Bild) in m?s=2.

Um eine Multiskalenrekonstruktion des Potentials zu bekommen, kann der gldttende Spline Sy, = va 1 aN LN

mit einer beliebigen Skalierungsfunktion {®;},en, fiir H({Ay}; Q5") und dem zugehorigen Wavelet {U;};en,
gefaltet werden. Eine Skalierungsfunktion {®;},cn, ist eine Familie von Produktkernen, die eine approxima-
H({An};ﬂTg‘t)F = F(z) fur alle FF € H({A,}; Q%"). Das zugehorige
lineare Wavelet ist durch ¥; := ®;, 1 — ®; definiert. Das bedeutet, dafl eine Skalierungsfunktion als eine Fa-
milie von Tiefpafifiltern und das zugehorige Wavelet als eine Familie von Bandpaffiltern interpretiert werden
kann. Eine Multiskalenrekonstruktion von V ist dann gegeben durch die Summe

tive Identitét erzeugt, d.h. lim;_, o ®;(z,-)*

J-1
Vi) ~ @) sy, S = 2l S,y St 2 W) Sy, S
Jj=Jo
N o J—1 N
= Z Na (I)Joxyz +Zzaza xyz)' (8)
i=1 J=Jo i=1
:PJOV(Z) :T]V(Z)

Abbildung 8: Multiskalenrekonstruktion des Gravitationspotentials mit Anteilen von EGM96 der Grade
n =>5,...,80. Obere Reihe: die Approximationen PV, P3V, P,V , PsV, und untere Reihe: die zugehdrigen
Details TV, T3V, T,V, TsV in m?s—2.
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Abbildung 9: Multiskalenrekonstruktion des Gravitationspotentials mit Anteilen von EGM96 der Grade
n =>5,...,80. Obere Reihe: die Approximationen PV, P,V , PV, PyV, und untere Reihe: die zugehdrigen
Details TgV, T7V, TV in m?s2.

Um eine moglichst leicht zu berechnende Multiskalenzerlegung zu bekommen, wird die Abel-Poisson Ska-
lierungsfunktion gewéhlt deren Kerne ®; eine geschlossene Darstellung besitzen. Dies ermdglicht die Re-
konstruktion der Potentials auf jeder beliebigen Skala mit genau demselben Aufwand auszuwerten wie den
Spline Sy ; dieser geringe Rechenaufwand macht die Verwendung eines Pyramidenschemas nicht erforderlich.
Abbildungen 8 und 9 zeigen eine Multiskalenrekonstruktion des im linken Bild in Abbildung 7 dargestellten
Potentials. Es gilt die Beziehung P;,V = P;V +T;V.

2.7 Schnelle Summationsverfahren — Fast Multipole Methods

Bei geeigneter Wahl der Hilbertrdume bei der Formulierung der Operatorgleichung (1) kann neben dem
Schwarzschen alternierenden Algorithmus auch eine Variante der Fast Multipole Method zur Losung der
auftretenden linearen Gleichungssysteme benutzt werden. Fiir eine detaillierte Beschreibung, die den Rahmen
dieses Berichts sprengen wiirde, sei auf [Freeden 1999] und [Glockner 2001] und die darin reichlich enthaltenen
Zitatstellen verwiesen. Hier sollen nur kurz die Ideen, die hinter der Methode stecken, erldutert werden.

Der Nachteil der Methode soll zunéchst nicht verschwiegen werden. Es ist eine sehr genaue analytische
Kenntnis des zugrundeliegenden Kernes notwendig und dieser muss bestimmte Eigenschaften vorweisen. So
ist es nicht verwunderlich, daf} die FMM bisher nur fiir wenige Kerne formuliert werden konnte, wie z.B.
die Fundamentallosungen der Laplace- sowie der Helmholtzgleichungen. Dies scheint zunéchst eine grofle
Einschridnkung zu sein. Es wurde aber in [Glockner 2001] gezeigt, dafl eine grofie Klasse von Kernen zur
Verfiigung steht, die eine Anwendung der FMM mdoglich macht.

Wenden wir uns nun der Beschreibung der FMM zu. Wie wir im folgenden Kapitel erkennen werden, besteht
unsere Aufgabe darin einen schnellen Algorithmus zu entwickeln der ein lineares Gleichungssystem Ka = b
effizient 16st, wobei die Eintriage der Systemmatrix durch den Kern

1

k(z,y) = m

bzw. durch (radiale) Ableitungen desselben, also (y - V,)"k(z,y) gegeben sind. Wir beschrénken uns hier
auf den Singularitdtenkern, andere Kerne sind jedoch ebenfalls einsetzbar (siche [Glockner 2001]).

Die FMM wurde urspriinglich entwickelt um Summationen der Form Zf\le i i fiir eine grofie Anzahl

lzi—y

von Punkten y effizient zu berechnen. Dazu wurde der ortslokalisierende Charakter des Kernes k(z,y) aus-
genutzt, d.h. die Eigenschaft, dal der grofite Anteil der Energie in einem kleinen Bereich um den Aufpunkt
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y konzentriert ist. Der Beitrag derjenigen x; die nahe bei y, im sogenannten Nahfeld, liegen wird expli-
zit berechnet, wihrend der Anteil von weit entfernten, also im Fernfeld liegenden Punkten x; schnell und
approximativ hinzugefiigt wird.

Zunéchst ist dazu das gesamte Berechnungsgebiet in einen Wiirfel einzubetten, der dann hierarchisch in
jeweils acht neue Wiirfel unterteilt wird. In jedem Unterteilungsschritt werden die Punkte in die Wiirfel
einsortiert. Die Unterteilung wird adaptiv durchgefiihrt, d.h. eine weitere Unterteilung wird nur dann vor-
genommen wenn noch eine bestimmte Mindestanzahl von Punkten im Wiirfel enthalten ist. Auf der Basis
dieser hierarchischen Unterteilung des Gebietes kann fiir jeden Wiirfel Nah- und Fernfeld bestimmt werden.
Abbildung 10 illustriert eine solche Unterteilung graphisch.

Abbildung 10: Hierarchische Unterteilung des Berechnungsgebietes (links), adaptive Unterteilung (Mitte)
sowie Nah- und Fernfeld (rechts).

Zur Approximation des Fernfeldes wird die bekannte Entwicklung des Kernes k(z,y) benutzt, d.h.

= 3 oot )

wobei Y, , die Laplaceschen Kugelflachenfunktionen bezeichnen. Anstelle des Ursprungs wird die Entwick-
lung aber nun beziiglich der Zentren xy bzw. yg der durch die Unterteilung des Berechnungsgebietes ent-
standenen Wiirfel vorgenommen. Da die Entwicklung nur fiir das Fernfeld notwendig ist, und somit x¢ und
yo weit genug entfernt liegen, kann die Konvergenz der Reihen garantiert und die Reihen schon nach einem
sehr kleinen Entwicklungsgrad abgebrochen werden, ohne dadurch einen grofien Fehler zu erzeugen. Mathe-
matisch ist der Fehler nur in einer Umgebung von (zg, yo) kontrollierbar, so daf verschiedene Entwicklungen
fiir verschiedene (xq,yo) notwendig werden um eine globale Entwicklung fiir das Fernfeld zu erhalten. Fiir
die Ableitungen (y - V,)"k(z, y) erhilt man indirekt eine Entwicklung durch Anwendung von (y - V,)™ auf
die Entwicklung fiir k(z,y).

Fiir eine algorithmische Darstellung des gesamten Algorithmus sind noch eine Reihe mathematischer Tools,
insbesondere die Translations- und Konversionstheoreme fiir Kugelfunktionen, notwendig auf deren Darstel-
lung wir aber der Ubersichtlichkeit wegen verzichten. Der Vorteil des Algorithmus besteht darin, da8 ein
grofler Teil in einem a-priori Schritt, also einmal fiir alle Berechnungspunkte, durchgefiihrt werden kann. Da-
zu gehort insbesondere die Ermittlung der sogenannten Fernfeldkoeffizienten fiir die verschiedenen Wiirfel,
die die Information des Fernfeldes des entsprechenden Wiirfels enthalten. Letztendlich erhéilt man einen Al-
gorithmus der eine Matrix-Vektor-Multiplikation in O(N) Operationen und mit O(N) Speicheranforderung
durchfiihrt.

Sind die Eintrige der Systemmatrix eines linearen Gleichungssystems aus dem Kern k(x, y) bzw. Ableitungen
(y-Vy)"k(z,y) entstanden, so la8t sich der Algorithmus in einen iterativen Gleichungsléser zur Beschleuni-
gung der Matrix-Vektor-Multiplikationen einbauen. Dies wurde sowohl theoretisch als auch praktisch, d.h.
numerisch in [Glockner 2001] und [Michel 2001] untersucht. Die beiden genannten Arbeiten enthalten alle
notwendigen Details fiir das Verstéindnis der Methode sowie Verweise auf andere Gebiete in denen die FMM
bereits erfolgreich eingesetzt wurde. Auf die Anwendbarkeit und Effizienz der Methode in der Gravitations-
feldmodellierung wird im néchsten Kapitel dieses Berichts niher eingegangen.
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2.8 Simulationen mit der Fast Multipole Method

Im vorliegenden Kapitel werden zwei Strategien zur Gravitationsfeldmodellierung aus kinematischen Orbit-
daten vorgestellt wie sie, basierend auf den Verfahren in [Freeden 1999], in [Fengler 2001], [Glockner 2001]
und [Michel 2001] vorgeschlagen und ausgiebig getestet wurden. Das Kapitel untergliedert sich in drei Teile:
erstens das Daten-Preprocessing, das fiir beide Methoden identisch ist, gefolgt von der ersten Methode, bei
der ein mit der Fast Multipole Method (FMM) beschleunigter Loser eingesetzt wird um die mit harmoni-
schen Splines diskretisierte Operatorgleichung direkt zu 16sen. Die zweite Methode ist eine Zweischrittlosung.
Zunichst werden die Mewerte in Orbithéhe mit Hilfe eines harmonischen Splines auf einer Sphiire inter-
poliert, wobei zur Bestimmung des Splines wiederum die FMM eingesetzt wird. Anschliefend wird die not-
wendige Downward Continuation und die Regularisierung durch Faltungen des Splines mit der sogenannten
Tikhonov Regularisierungsskalierungsfunktion und der zugehérigen Wavelets erreicht.

Daten Preprocessing

Wir gehen in unseren Zugéingen immer davon aus, daf§ ein kinematischer Orbit des tiefliegenden Satelliten
(z.B. CHAMP) vorliegt. Fiir die nun folgenden Betrachtungen wurde hierzu die Satellitenmission detailliert
simuliert. Der Orbit wurde mit dem Softwarepaket MOVSAT aus einem kiinstlichen Erdgravitationsfeld
(EGM96) durch Integration der Bewegungsgleichungen generiert. Man erhélt nun einen Satz z(t;), i =
1,..., N von diskreten Ephemeriden, die mit einem korrelierten Rauschen mit Standardabweichung o = 1m
und Korrelationsfaktor p = 0.8 {iberlagert wurden. Eine genaue Beschreibung der Vorgehensweise findet man
in [Fengler 2001].

Uber das Newtonsche Bewegungsgesetz #(t) = VV (2(t)) wird nun der Zusammenhang zwischen der Bahn
des Satelliten und dem Gravitationspotential der Erde etabliert, wobei V das Gravitationspotential be-
zeichnet. Es ist also eine zweimalige numerische Differentiation der diskret vorliegenden Bahn des Satelliten
durchzufiihren. Numerisches Differenzieren verrauschter Daten muss mit Vorsicht behandelt werden, denn
dies ist an sich schon ein schlecht gestelltes Problem. Daher wird ein Denoising der Daten vorgeschaltet.
Verschiedene Denoising-Verfahren wie z.B. approximierende Splines und Wavelet-Varianten wurden in der
Diplomarbeit [Fengler 2001] getestet, wobei sich das Translationsinvariante Wavelet Denoising mit Hard-
Thresholding als duflerst effektiv erwies. Man betrachtet die diskreten Ephemeriden als Zeitreihe, berechnet

die diskrete Wavelettransformation
T=D Corioh + D > diktj
keZ j>jo k€L

und wendet das Thresholding-Verfahren darauf an.

Nun kann die numerische Differentiation der entrauschten Daten durchgefiihrt werden. Mehrere Verfahren
stehen zur Losung dieser Aufgabe zur Verfiigung, so z.B. Methoden basierend auf der Taylor-Formel, der
sogenannte Newton-Gregory Zugang, Spline-Techniken oder die Filterung einer Fourier-Entwicklung. Alle
diese Verfahren sind wiederum in [Fengler 2001] beschrieben und werden speziell fiir die vorliegende Aufgabe
getestet und verglichen. Dabei stellt sich heraus, dafl die Newton-Gregory Mehrpunktformeln, die auf einer
Newton-Interpolation der Daten aufbauen, eine geeigneten Zugang bieten. Zur Approximation der zweiten
Ableitung wird dabei eine gewisse Anzahl von benachbarten Datenpunkten herangezogen. Nimmt man z.B.
drei, fiinf oder sieben Bahnpunkte, so lauten die zugehorigen Formeln

B1) ~ g (altin) — 20(t) + 2(tis)
1‘(tL) ~ 24—2152 (—2$(ti_2) + 3233(251'_1) - 601‘(%) + 321‘(ti+1) - 2$(ti+2))
l‘(tl) ~ W(Q%(tl_g) — 27:17(151_2) + 2701’(751_1) — 49058(tz) + 270$(t1+1) — 2758(&4,.2) + 21’(t1+3))

Aus dem riesigen Pool an Daten die eine moderne Satellitenmission innerhalb weniger Wochen liefert, wird
nun eine gewisse Menge selektiert. Dies erfolgt unter der Annahme daf eine gleichférmige Verteilung der
Daten das spiiter zu losende lineare Gleichungssystem stabilisiert. Abbildung 11 zeigt ein entsprechendes,
auf einer Sphére gleichférmig verteiltes Punktgitter. Zu jedem vorgegebenem Gitterpunkt wird derjenige
MeBpunkt mit dem kleinsten euklidischen Abstand zur Auswertung herangezogen.
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Abbildung 11:
Die Daten zur Modellierung werden mdoglichst gleichformig ausgewdhlt.

Das bisher dargestellte Preprocessing der Daten ist fiir die beiden im folgenden beschriebenen Algorithmen
identisch.

Diskretisierung der Operatorgleichung mit harmonischen Splines

In diesem Abschnitt priisentieren wir eine Méglichkeit die Operatorgleichung (1) geeignet mit harmonischen
Splines zu diskretisieren, skizzieren kurz dafl die auftretenden Gleichungssysteme mit einem - wie im Un-
terkapitel 2.7 angedeutet - FMM beschleunigten iterativen Loser gelost werden kdonnen und prisentieren
Ergebnisse von Simulationen fiir die CHAMP-Mission.

Zuniichst einmal werden die Raume H = H({4,}; Q%) und K = H({4,}; ¢; Q") aus Gleichung (1) spezifi-
ziert, wobei fiir die CHAMP-Mission im folgenden ¢ = 1 gesetzt wird. Es werden hierfiir spezielle reproduzie-
rende Hilbertriume benutzt, wobei die Existenz eines reproduzierenden Kernes es erlaubt die Gleichungssy-
steme ohne grofien numerischen Aufwand aufzustellen (vgl. [Freeden 1999], [Glockner 2001]). Fiir die Folge
{A, }nen,, die die Rdume bestimmt, sei nun

Ay =(n+1/2Y2h % 0<h<1

gewidhlt. Die reproduzierenden Kerne K (-,-) von H und Kx(-,-) von K lauten dann

oo 2n+1

1 R
K’H(m7y) = Z Z A—QYnI?k(x)YnI?k(y)V x,y € Q(}e%(t7
n=0 k=1 "

oo 2n+1

1 r r Oext
K)C(l'vy) = Z Z Az n,k'(x) n,k‘(y)7 z7y€Q7C"Xt7

n=0 k=1 n
wobei {1 /A%Yn}?k} und {1 /A%ank} vollstandige Orthonormalsysteme in H bzw. K bezeichnen. Die diskreten

Mefdaten (also die rechte Seite) werden als ein Satz linear unabhingiger stetiger linearer Funktionale £,
i=1,...,N auf dem Raum X angenommen, d.h. in einem Reproraum koénnen sie wie folgt mit Hilfe des
Reprokernes dargestellt werden (siehe [Davis 1975]):

LiG(2) = (LLKxc(2,),G) . = (@ (VV)(@)s_peys =1,....N.

Wir erkennen also, dafl die Funktionale nichts anderes als radiale Ableitungen des Potentials V' an diskreten
Ephemeriden beschreiben, welche aus den Bahndaten mit Hilfe des Preprocessings bestimmt werden kénnen.

Fiir eine vollstdndige Diskretisierung miissen wir nun noch endlich-dimensionale Ansatzrdume, in unserem
Fall harmonische Splinerdume, wihlen. Wir wihlen also als Ansatz- bzw. Testraum

Ky = span (E;K;g(x, Yoo, LN Ky (i, )) ,

Hy = span(A*ﬁ;K,C(x,-),...,A*E;VK,C(QC,-)),
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wobeil mit A* der zu A adjungierte Operator gemeint ist. Das gesuchte Potential V' wird nun durch eine

Funktion V aus Hy der Form
N

VN = ZaiA*ﬁiKK(.’L‘, ) € Hy
i=1
approximiert bzw. représentiert. Das Projektionsverfahren ist eine duale Least-Squares Methode (vgl.
[Engl et al. 1996]). Die Bestimmung der unbekannten Koeffizienten a; erfolgt iiber die stabilisierten Galerkin-
Gleichungen

(K+7Ta=b
mit
Kij = (A*‘C.ZLKIC('ra)aA*L;KIC(xv))Hv
b = (K;KK(‘r?)?G))C:i;Z:U’L—’—gL

Die Modifikation der rechten Seite soll andeuten, dafl die Daten mit einem Rauschen ¢ versehen sind. Einen
groflen Einflu} auf die Losung und die Stabilitét (Kondition) des Gleichungssystems hat der Regularisierungs-
parameter . Bestimmt wird er im vorliegenden Fall mit der L-curve Methode, die z.B. in [Engl et al. 1996]
beschrieben ist (fiir die vorliegende Anwendung siehe auch [Glockner 2001] und [Michel 2001]).

Wenden wir nun auf eine Variable des Kernes die sogenannte Kelvin-Transformation y* = h%y an, so
erhalten wir nach einigen trickreichen Umformungen (fiir die detaillierte Ausfithrung sei auf [Glockner 2001]

verwiesen )
1 ) 1
g (e ()
=g (09 (5

1 1
2(y* - *
T2 Vy)<x—yﬂ>*|x—yﬂ)

Vergleichen wir nun die Eintréige der Systemmatrix aus der letzten Gleichung mit den Ausfithrungen in Ka-
pitel 2.7, so erkennen wir, dafl das vorliegende lineare Gleichungssystem mit dem FMM beschleunigten Loser
behandelbar ist. Ausfiihrliche Testrechnungen, die die Anwendbarkeit und die Performance der Methode in
der Gravitationsfeldmodellierung beweisen, findet man wiederum in [Glockner 2001] und [Michel 2001].

(zi,x3)

Zum Abschlufl dieses Abschnitts sollen jedoch einige Beispiele angegeben werden. Das Missionsszenario stellt
sich wie folgt dar. Das gesamte Datenmaterial bestand aus einem 90 Tage CHAMP-Orbit (generiert mit
MOVSAT) mit einer Sampling-Rate von 0.2 Hz. Als Gravitationsfeld diente ein EGM96-Feld vollstéindig bis
Grad und Ordnung 90 bzw. 128. Auf diese Daten wurde, wie im Abschnitt iiber das Preprocessing berichtet,
ein korreliertes Rauschen aufgebracht, die Daten wurden anschliessend mit dem TI-Denoising entrauscht
und schlieflich mit einer 7-Punkt Newton-Gregory Formel zweimal numerisch differenziert um den Gradien-
ten zu erhalten. Aus dem Gesamtdatenpool wurde jeweils ein bestimmter gleichférmig verteilter Datensatz
ausgewiihlt. Die Ergebnisse dieser Simulationen sind in folgender Tabelle und Abbildungen zusammengefasst.

Grad | Unbekannte 5y Max. Fehler | Mittlerer Fehler Rmse
90 9152 101 ] 21.92 m?/s? 3.09 m?/s? 3.97 m?/s?
128 17370 10714 | 64.53 m?/s? 3.19 m?/s? 5.05 m?/s?




2. Modellierung, Simulationen und Ergebnisse 21

T

L 1 1
-600 -400 200 0 200 400 600 2 4 8 8 1 12 “ 16 1 20
m?s?

Fehlerplot

I I
-600 -400 -200 0 200 8 10 12 14
s més?

Rekonstruiertes Potential, Grad 3-128 Fehlerplot

Mit geringfiigigen Modifikatioen (vgl. [Glockner 2001]) kann die Methode auch auf die GOCE-Mission ange-
wendet werden. Um dies zu demonstrieren fligen wir noch zwei weitere Simulationsergebnisse ein, und zwar
ein globales und ein lokales. Wiederum liegt der Rechnung ein 90 Tage Orbit zugrunde, dieses Mal jedoch mit
den GOCE-Orbitparametern. Die zweiten Radialableitungen werden als direkte Messungen angesehen und
mit einem weiflen Rauschen gestort. Auf ein Denoising wird in diesem Fall verzichtet. Beim lokalen Beispiel
ist zu beachten dafl das Datenfenster etwas grofler als das Rekonstruktionsfenster gewihlt werden muss um
unerwiinschte Effekte an den Réndern zu vermeiden. Die Ergebnisse sind im folgenden zusammengefasst.

Problem | Unbekannte vy Max. Fehler | Mean Fehler Rmse
global 40980 10710 [ 19.44 m?/s? | 1.05 m?/s* | 1.5 m?/s?
local 7688 107121 10.19 m?/s? | 1.55 m?/s* | 2.02 m?/s?
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Kombinierte Lésung aus Spline-Interpolation und Wavelet-Regularisierung

Nun wenden wir uns einer letzten Modellierungsstrategie zu, die im Anschlufl an das Daten-Preprocessing
aus zwei weiteren Schritten besteht. Zunéchst werden die entrauschten und selektierten Mefldaten auf Or-
bitniveau auf eine mittlere Orbitsphére mit einem harmonischen Spline interpoliert. Dann wird dieser Spline
gefaltet mit einer Tikhonov Regularisierungsskalierungsfunktion. Diese Faltung, die auf eine numerische
Integration iiber die Sphére fiihrt, ermoglicht die “downward continuation“ sowie die Regularisierung des
schlecht gestellten Problems. Durch den ortslokalisierenden Charakter der Skalierungsfunktionen werden
lokale Rekonstruktionen und die Bestimmung lokaler Regularisierungsparameter moglich.

Wir gehen wiederum davon aus, daf entlang des Orbits ein Satz (z- V.V (7)) |y=z,), ¢ = 1,...,N von
radialen Ableitungen des gesuchten Potentials gegeben ist. Diese Daten approximieren wir nun mit einem
interpolierenden harmonischen Spline

N
S(x) = ZaiKH(x,xi)7 x € Qert
i=1

wobei Kp(-, ) den Reprokern in einem geeigneten Reproraum 7 und r den Radius einer innerhalb des Orbits
liegenden Kugel bezeichnen. Die Koeffizienten des Splines sind eindeutig durch das lineare Gleichungssystem

N
S(x) = aiKy(zj,3:) = (¥ ViV (@) loma(tyyy J=1,....N
=1
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bestimmt. Ist der Raum H wie im vorherigen Abschnitt, d.h. durch die Folge A, = (n+ 1/2)1/2 h="/2]
0 < h < 1, bestimmt, so 148t sich auch in diesem Fall der FMM beschleunigte iterative Loser anwenden.

Ist der Spline S(z) bestimmt, so werden downward continuation und Regularisierung durch die Faltung

V(y) = /Q B (2,y)S(x)dw, (@), y e n

r

von S mit dem Tikhonov-Kern

o, (x )—i—Q”“@A(n)P r Y
R A T A NI

durchgefiihrt, wobei das Symbol des Kernes mit Hilfe der singuldren Werte des Operators o, gegeben ist
durch

on
5(n) = m,
n+1
opn = <E> (n+1).
T

vs bezeichnet dabei den Regularisierungsparameter. Das Integral muss nun noch diskretisiert werden. Dies
geschieht ohne Losen eines weiteren Gleichungssystems mit sogenannten Tensor-Produkt Quadraturformeln
(siehe z.B. [Driscoll und Healy 1994]). Wir erhalten aus diesen Formeln die Integrationsgewichte wy zu den
zugehorigen Stiitzstellen xj, so dafl

N,
V) = [ 0sa)S@iee) = 3w (oS
™ k=1

.’L'keﬂr7k:].,...7N]7yEQR.

Zum Abschlufl werden einige numerische Tests mit dieser Methode illustriert. Die Missionsszenarien entspre-
chen weitgehend den bereits beschriebenen, jedoch ist die CHAMP-Bahn durch ein EGM96-Feld vollstandig
bis Grad und Ordnung 200 generiert. Rekonstruiert wird nur bis zum Grad 90 bzw. 128, was durch Ab-
schneiden des Tikhonov-Kernes beim entsprechenden Grad erreicht werden kann.

Rekonstruktion des Potentials, Fehlerplot
Grad 3-90

Fiir das globale Beispiel ergibt sich ein mittlerer absoluter Fehler von 9.23 m?/s? bei v = 0.000001. Im
abschlieSenden lokalen Beispiel rekonstruieren wir in Siidamerika bis zum Grad 128. Dabei sind wiederum
die Randeffekte zu beachten, weshalb es verschiedene Fenster gibt, die im linken Teil der folgenden Abbildung
dargestellt sind. Das rote Fenster dient als Datenfenster, mit dem der Spline berechnet wird, das griine Fenster
dient zur Faltung, d.h nur in diesem Fenster wird der Spline ausgewertet. Schliellich stellt das blaue Fenster
das Gebiet dar, in dem rekonstruiert wird (vgl. die beiden anderen Bilder). Bei einem v = 0.05 ergibt sich
ein mittlerer absoluter Fehler von 4.9 m?/s2.
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Fenster Rek. Potential Grad 36-128 Fehler-Plot,

Eine ausfiihrlichere Beschreibung des Algorithmus und umfangreiche Testrechnungen findet der Leser in den
Arbeiten [Glockner 2001] und [Fengler 2001].

2.9 Diskussion der Ergebnisse und Ausblick

Die theoretischen Untersuchungen und numerischen Tests machen deutlich, daf die hier vorgestellte Herange-
hensweise an die satellitengestiitze Erdvermessung im Falle des Graviationspotentials sehr vielversprechend
ist. Insbesondere bieten sowohl schnelle Summationsverfahren als auch der Schwarzsche Algorithmus eine
schnelle und effiziente Moglichkeit grole Mengen von Daten auf einem realen Satellitenorbit zu verarbeiten.
Eine deutliche Beschleunigung der untersuchten Vorgehensweisen kann erreicht werden, wenn bei der Losung
der Gleichungssysteme eines Spline-Interpolations- oder Spline-Smoothingproblems eine additive Variante
des Schwarzschen alternierenden Algorithmus mit einer Fast Multipole Method kombiniert wird.
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