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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt Algorithmen zur nichtlinearen statischen und dy-
namischen Analyse von rotationssymmetrischen Schalenstrukturen aus Stahlbeton.
Hierzu werden die Grundlagen eines zweiaxialen Stahlbetonmodells beschrieben, das
die Erfassung von Vorschadigungen erlaubt. Dieses Modell findet Berticksichtigung in-
nerhalb einer geometrisch und physikalisch nichtlinearen Flachentragwerkstheorie, die
im Rahmen einer inkrementell iterativen FE-Formulierung fir ein doppelt gekrimmtes
Schalenringelement unter Herleitung samtlicher Elementbeitrdge umgesetzt wird. So-
mit wird ein wichtiger Beitrag zur allgemeinen Theorie und Numerik von Ringelementen
geleistet. Ferner wird zur Losung des nichtlinearen Bewegungsdifferentialgleichungs-
systems die Anpassung von bekannten Zeitintegrationsverfahren an das Ringelement-
konzept vorgeflhrt; ein weiterer wesentlicher neuartiger Aspekt besteht dartiber hinaus
in der Verwendung modaler Losungsverfahren mit Bericksichtigung von Nichtlinea-
ritaten bei inkrementell iterativer Bestimmung der Beteiligungsfaktoren. Im Mittelpunkt
der baupraktischen Anwendung der vorgestellten Elemente und Algorithmen steht die
Auslegung von Rotationsschalen gegen Erdbebeneinwirkungen. Hierbei werden insbe-
sondere an ausgewahlten Beispielen des konstruktiven Ingenieurbaus wie am Spezial-
fall eines Naturzugkuhlturms nichtlineare dynamische Effekte aufgezeigt und erlautert
sowie deren Konsequenzen auf die Tragwerksauslegung erortert.

Summary

In this thesis, algorithms for non-linear static and dynamic analysis of RC shells of
revolution are presented. Therefore, the basics of a constitutive model for reinforced
concrete are described, which allows the consideration of damage effects as well as
history variables. This model is introduced into a non-linear shell theory, from which a
double curved finite shell ring element is derived. Thus, an important contribution to
general theory and numerics of ring elements is given. Further, for solving the non-
linear differential equations of motion an adaptation of incremental time integration
schemes to ring elements is presented. Another significant new aspect is given by the
formulation of modal superposition algorithms with inclusion of non-linear structural
behaviour where participation factors are computed in linearised integration steps. The
presented elements and algorithms are applied to analysis of shells of revolution un-
der seismic ground acceleration. Here, non-linear dynamic effects are presented and
explained for selected examples with discussion of consequences on required reinfor-
cement amounts.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Allgemeines

Die Berechnung und Dimensionierung diinnwandiger, schlanker Flachentragwerke aus
Stahlbeton, von denen Rotationsschalen einen Sonderfall hinsichtlich ihrer Geometrie
darstellen, kann auch heute noch als eine der Konigsdisziplinen des konstruktiven In-
genieurbaus angesehen werden und bietet immer noch vielféaltigen Anlass zu umfang-
reichen Studien und Forschungsaktivitaten.

Die Berechnungsverfahren der klassischen Baustatik in der ersten Halfte des letz-
ten Jahrhunderts waren im Wesentlichen auf die Anwendung grafischer Methoden,
das KraftgroRenverfahren oder iterative Momentenausgleichsverfahren bei Stabtrag-
werken und die analytische Lésung der Differentialgleichungen in Spezialfallen allge-
meiner Flachentragwerke beschrankt. Das Werk ,Theorie und Berechnung rotations-
symmetrischer Bauwerke* von MARKUS [85] aus dem Ungarischen behandelt neben
der statisch bestimmten Membrantheorie der Rotationsschalen auch die Biegestorun-
gen an deren Randern. Dieses Werk beinhaltet eine umfangreiche Tabellensammlung
analytischer Losungen fur den Kraftgrof3en- und Verformungszustand ausgewahlter
Geometrien von Rotationsschalen unter der wesentlichen Voraussetzung linearer kine-
matischer Beziehungen und linear elastischen Werkstoffverhaltens und machte nach
dessen Ubersetzung und Veréffentlichung im deutschsprachigen Raum im Jahr 1967
[85] dieses Themengebiet einem weiten Ingenieurkreis fir den praktischen Gebrauch
zuganglich.

Mit der Erfindung der digitalen Rechenmaschine durch den deutschen Bauingenieur
ZUSE (Rechenanlage Z3 im Jahr 1941) [107] und der damit verbundenen Schaffung
einer Moglichkeit zur automatisierten Losung grol3er algebraischer Gleichungssyste-
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me wurde der Weg fur die Entwicklung komplexer numerischer Berechnungsverfah-
ren geebnet, deren Entwicklung bis in die heutige Zeit anhalt. Differenzenverfahren
wurden dabei durch die Methode der Finiten Elemente aufgrund deren universellen
Einsatzmdoglichkeiten wie z.B. der Erfassung unterschiedlicher Teilstrukturen in einem
Gesamtmodell weitestgehend verdréngt. Die Differentialgleichungen des strukturme-
chanischen Problems (wobei die Anwendung der FE-Methode auch auf andere Pro-
blemstellungen beispielsweise aus der Warmeleitung, Fluiddynamik oder Elektrodyna-
mik moglich ist) werden nach Uberfiihrung in ein Variationsproblem fiir ein Teilgebiet
der Struktur, ein ,Finites Element’, formuliert und durch die Einfihrung von Lésungs-
ansatzen mit Ansatzfreiwerten innerhalb eines Elements algebraisiert (Anwendung
des RITZ-GALERKIN Verfahrens auf ein Teilgebiet). Die Bertucksichtigung von Nichtli-
nearitaten im Gleichgewicht und in der Kinematik (geometrische Nichtlinearitat) sowie
im Werkstoffgesetz (physikalische Nichtlinearitat) erfordert eine zuséatzliche Linearisie-
rung der Problemstellung im Rahmen einer inkrementell iterativen Betrachtungsweise,
die auf ein Residuum (Abweichung zwischen Soll- und Istzustand) und einen Tangen-
tenoperator (Richtungsableitungen des Residuums) fuhrt, um das Problem wieder auf
ein fir den Computer Iosbares linearisiertes algebraisches Gleichungssystem zuriick-
zufuhren.

1.2 Motivation und Zielsetzung

Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zur Theorie, Numerik und Anwendung nicht-
linearer Algorithmen zur statischen und dynamischen Analyse schlanker Rotations-
schalen aus Stahlbeton leisten. Zu deren Modellierung und numerischen Simulation
werden effiziente und robuste numerische Hilfsmittel bendtigt. Hierfir werden im Rah-
men dieser Arbeit Schalenringelemente eingesetzt, die sich fir den linear elastischen
Fall bereits als aul3erst leistungsfahig hinsichtlich Diskretisierungsaufwand, Rechenzeit
und Genauigkeit erwiesen haben. Die Entwicklung von Schalenringelementen stammt
ursprunglich aus der Luft- und Raumfahrttechnik; dort wurden sie zur Berechnung von
Tragerraketen eingesetzt. Im deutschsprachigen Raum ist in diesem Zusammenhang
die grundlegende Arbeit von LEIMBACH [82] zu nennen. Weiterentwicklungen die-
ses Konzepts erfolgten durch ECKSTEIN et al. [42] sowie durch WUNDERLICH und
RENSCH [133], [104] bzw. WUNDERLICH et al. [132]. Insbesondere letztere zeig-
ten Ansatze auf, wie Schalenringelemente zur nichtlinearen statischen Berechnung
von Stahlschalen unter Verwendung von J2-Plastizitatsmodellen umformuliert werden
konnen, ohne jedoch eine tangentiale Beziehung zu verwenden. Nichtlinearen Effek-
ten wurde dabei mit einem ,Pseudo-Lastvektor* Rechnung getragen, was bei star-
kem nichtlinearen Werkstoffverhalten allerdings zu Konvergenzproblemen fiihrte. Eine
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ausfuhrlichere Zusammenstellung bezlglich des Stands der Forschung und der Ent-
wicklung von Ringelementen ist Abschnitt 5.1.1 zu entnehmen.

Die Anfange der Berlcksichtigung nichtlinearer Stahlbetoneigenschaften in vorhan-
denen herkdmmlichen Dreieck- und Viereckschalenelementen liegen ca. 10-15 Jahre
zuruck und sind eng mit den Namen KOMPFNER [74], ZAHLTEN [134] und GROTE
[58] verbunden. Ringelemente wurden zu diesem Zweck jedoch nicht in Betracht ge-
zogen, da es offensichtlich an einem Konzept fehlte, geometrische und physikalische
Nichtlinearitaten in einer inkrementell iterativen Betrachtungsweise fuir diese zu formu-
lieren. Bei linearen Berechnungen mit Ringelementen wird vom Superpositionsprinzip
Gebrauch gemacht; die Beitrage der einzelnen Fourierglieder werden unabhéngig von-
einander bestimmt und im Anschluss daran zur Gesamtlosung Uberlagert. Dies mag
ein weiterer Grund gewesen sein, Ringelemente fir die physikalisch nichtlineare Be-
rechnung von Stahlbetonrotationsschalen nicht weiter zu verwenden.

Der Modellierung des nichtlinearen Werkstoffverhaltens des Stahlbetons kommt eine
besondere Bedeutung zu. Durch die geringe Zugfestigkeit des Betons setzt das Rei-
Ren bereits bei relativ geringen Beanspruchungen ein, so dass diese Steifigkeitsmin-
derungen infolge ReiRens zu einer Anderung der Steifigkeitsverhaltnisse und damit zu
einer Umlagerung der Beanspruchungen innerhalb des Tragwerks fiuhren. Fir stati-
sche Vorgange sind diese Effekte hinreichend bekannt [58], [88], [129]. Der Klarung
des physikalisch nichtlinearen Verhaltens grol3er Stahlbetonrotationsschalen unter dy-
namischen Lasten ist in der Vergangenheit jedoch kaum Beachtung geschenkt wor-
den. Dies mag wohl unter anderem auch daran gelegen haben, dass keine effizienten
und geeigneten numerischen Werkzeuge zur Verfigung gestanden haben. Der nume-
rische Aufwand einer nichtlinear dynamischen Erdbebenberechnung z.B. kann als ca.
100 — 200 mal so hoch wie derjenige einer statischen Berechnung angesehen werden,
vergleicht man die Anzahl der Zeitschritte mit der Anzahl der Lastschritte. Einen we-
sentlichen Anteil an der Gesamtrechenzeit besitzt die Auswertung der Materialgesetze
des Werkstoffs Stahlbeton. Diese erfolgt fur eine mit 40 Ringelementen modellierten
Rotationsschale ca. 70000 mal pro Gleichgewichtsiteration (37 Integrationspunkte auf
dem halben Umfang unter Ausnutzung der Symmetrie, 3 Integrationskreise in Meri-
dianrichtung, ca. 16 Fasern in Dickenrichtung). Daran wird deutlich, dass im Rahmen
der entwickelten Algorithmen der effizienten numerischen Modellierung des Werkstoffs
Stahlbeton eine besondere Bedeutung zukommt. Hierzu wird aufbauend auf den Ar-
beiten von GROTE [58] und RAHM [101] ein explizites Stoffgesetz verwendet, das die
wesentlichen Nichtlinearitaten im Zug- und im Druckbereich erfasst und eine Abspei-
cherung und Beriicksichtigung der Dehnungsgeschichte bei der Spannungsberech-
nung unter Zugrundelegung eines ebenen Spannungszustands erlaubt.

Ein wesentliches Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, unter Verwendung der Fini-
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ten Elemente Methode numerische Hilfsmittel zur nichtlinearen dynamischen Analyse
und Simulation von Rotationsschalen aus Stahlbeton in einer praxisgerechten Form zu
entwickeln und anzuwenden. Dazu wird die lineare Formulierung der im Programmsys-
tem ROSHE [130] vorliegenden Ringelemente in eine inkrementell iterative Formulie-
rung Uberfuhrt und die fur nichtlineare Berechnungen erforderlichen Elementbeitrage
bereitgestellt. Dies erfolgt in der vorliegenden Arbeit im Speziellen am Beispiel eines
doppelt gekrimmten Schalenringelements, wobei die Vorgehensweise vom Prinzip her
auf beliebige andere Strukturringelemente Ubertragbar ist.

Hiermit soll die Moglichkeit geschaffen werden, nichtlinear dynamische Berechnungen
groRRerer Rotationsschalen aus Stahlbeton, wobei die Elementformulierung natirlich
vom Werkstoff unabhangig gehalten ist, mit vertretbarem Aufwand durchfiihren zu
konnen und dabei die wesentlichen globalen nichtlinear dynamischen Effekte und Pha-
nomene wirklichkeitsnaher, als dies mit linearen Verfahren maglich ist, erfassen zu
konnen. Bei nichtlinear dynamischen Problemstellungen wird der Einsatz von Ring-
elementen sehr effektiv, da die vorhandene Kopplung der inkrementellen Zuwéachse
in den einzelnen Fouriertermen durch Dampfungs- und Tragheitsanteile deutlich redu-
ziert wird und somit nicht mehr zum Tragen kommt, wie an spaterer Stelle ausfuhrlich
erlautert werden wird. In diesem Zusammenhang werden im Rahmen dieser Arbeit di-
rekte Zeitintegrationsalgorithmen an die Ringelementformulierung angepasst und nu-
merisch umgesetzt.

Ein weiterer neuartiger Aspekt dieser Arbeit besteht in der Umsetzung und Verwen-
dung inkrementell iterativ formulierter modaler Berechnungsverfahren in Verbindung
mit Ringelementen zur nichtlinearen dynamischen Strukturberechnung. Die modale
Analyse, die ein klassisches lineares Verfahren darstellt, ist bereits von KHUDADA und
GESCHWINDNER (Berechnung von Stahlrahmen) [70] sowie von BUCHER (Berech-
nung von Stol3einwirkungen auf Betonwdrfelproben) [17] auf nichtlineare Problemstel-
lungen erfolgreich angepasst und angewendet worden. Die im Rahmen dieser Arbeit
verwendete nichtlineare Formulierung fuhrt ebenfalls zu einer Reduktion des nume-
rischen Aufwands. Die nichtlineare Losung im Zeitbereich wird aus einer Kombinati-
on der Eigenformen des linearen Eigenschwingproblems, das als Ergebnis die Eigen-
schwingformen nach Umfangswellen sortiert liefert, reprasentiert, so dass eine Re-
duktion der Anzahl der Systemfreiheitsgrade auf die Zahl der beteiligten Schwingfor-
men erfolgt. Die Beteiligungsfaktoren konnen jedoch nun aufgrund der Ungdltigkeit des
Superpositionsprinzips nicht mehr unabhangig voneinander bestimmt werden. Statt-
dessen kommt wiederum eine inkrementell iterative Formulierung zum Einsatz. Insbe-
sondere zur Abbildung des globalen Strukturverhaltens kann mit dieser Methode eine
deutliche Verringerung der Systemfreiheitsgrade und damit Verringerung des numeri-
schen Aufwands erreicht werden.
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1.3 Einfahrungsbeispiel zur nichtlinearen Dynamik

Die Analyse und das Verstandnis dynamischer Vorgange sind im Vergleich zu sta-
tischen Betrachtungen in der Regel um ein Vielfaches schwieriger. Um einen ers-
ten Einblick in nichtlineare dynamische Vorgange zu erhalten, soll im Rahmen einer
Einfihrung das folgende Anwendungsbeispiel betrachtet werden:

Es wird der im Bild 1.1 dargestellte Einmassenschwinger unter einer harmonischen Si-
nusanregung untersucht, wobei die Systemeigenschaften k (Steifigkeit), ¢ (Dampfung)
und m (Masse) bekannt sind. Der Bewegungsvorgang wird durch Gleichung (1.1) be-
schrieben. Diese gilt sowohl fir ein lineares als auch fir ein nichtlineares Federgesetz,
da in Gleichung (1.1) nur die Federkraft f(t) auftaucht und noch keine Aussage zu deren
Berechnung gemacht worden ist.

f(t) +c-a(t)+ m-i(t) = po-sin(2t) (1.1)

Die statische Losung (Vernachlassigung der Dampfungs- und Tragheitsterme, d.h.
u(t) = 0; u(t) = 0) fur das System ist trivial: Die Federkraft muss aus Gleichgewichts-
grinden immer gleich der einwirkenden Kraft sein: f(t) = p(t) = py-sin (§2t); da es sich
um ein statisch bestimmtes Problem handelt, kobnnen auch keine Umlagerungen infol-
ge nichtlinearen Federverhaltens eintreten.

Bei einer Zugrundelegung eines linearen Federgesetzes wird die Federkraft f(t) in Glei-
chung (1.1) durch das Produkt k - u(t) ersetzt. Damit kann nach den bekannten Regeln

Einmassenschwinger Federgesetz mit isotroper und
ko = 10 KN/m o kinematischer Verfestigung
M ' p(®) f [kIA\l ] lineares Gesetz
M .
1IN m=5t i
Cc=0,25+/2 ts (€ = 5%) 20 T o kim
Belastungszeitverlauf Entlastung/
p(t) [kN] . Wiederbelastung
T p(t) = po-sin(Q-t) po=10kN
10
ko = 10 kN/m
ANVANFENE b

IAVARVAR®

Bild 1.1 System, Belastung und Federgesetz des Einmassenschwingers
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der Analysis die inhomogene, gewdhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung nach dem
Zeitverlauf der Verformung geldst werden, wobei sich daraus die analytische Losung
fur die Federkraft f(t) nach Gleichung (1.2) angeben lasst [26].

f(t) = [A-cos(wp t) + B -sin(wpt)] - o wt
[1 — 772} -sin(Qt) —2&n - cos(Qt)

. 1.2
o [1— 72 +[2&n)° (-2
oA 2&n B — 23
AT 1 -2 +[2€0)° T ViTE

oo, 284P-1 2 9

TR e T w

A und B stellen darin Integrationskonstanten dar, die an die speziellen Anfangsbedin-
gungen anzupassen sind. Fir den Spezialfall u(t=0) = 0 und u(t=0) = 0 sind diese
ebenso angegeben. Die Losung besteht aus zwei Anteilen. Der erste Anteil reprasen-
tiert den Einschwingvorgang, der mit der Zeit aufgrund der Dampfung exponentiell ab-
klingt. Nach einiger Zeit folgt die Bewegung somit der Anregung: Es stellt sich im stati-
onaren Zustand, der durch den zweiten Anteil in Gleichung (1.2) beschrieben wird, eine
harmonische Schwingung mit gleicher Frequenz wie die Anregung ein, deren Phasen-
winkel allerdings gegeniber demjenigen der Anregung verschoben ist. Die Amplitude
der Antwortschwingung der Federkraft (und somit auch der dynamische Lastfaktor) im
stationaren Zustand ist durch Gleichung (1.3) gegeben.

Po
\/[1 — P+ 260

max f =

(1.3)

Folgende Eigenschaften sind an der Losung fir die maximale Federkraft (1.3) im stati-
onaren Zustand zu erkennen:

e Grenzfall n — 0:
Die Anregungsfrequenz ist sehr klein, bezogen auf die Eigenfrequenz des Sys-
tems. Aus diesem Grund werden Tragheits- und Dampfungskrafte nicht relevant,
die LOsung fiur die Federkraft im Grenzfall lautet f(t) = p, - Sin (€2 t). Somit ist die
maximale Federkraft gleich der statischen Losung.
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e Resonanzfall n = 1:
Die Frequenz der Anregung ist gleich der Eigenfrequenz des Systems. Die Pha-
senverschiebung ist Null; dem System wird somit kontinuierlich Schwingungs-
energie zugefihrt, so dass es im schlimmsten Fall bei einem ungedampften Sys-
tem zur Resonanzkatastrophe kommt. Dies bedeutet, dass die Losung fur max f
gegen Unendlich strebt, bei gedampften Systemen besitzt sie hier ihren endli-
chen Maximalwert.

e Grenzfall n — oc:
Die Anregungsfrequenz ist sehr grol3, bezogen auf die Eigenfrequenz des Sys-
tems. Das System kann der Anregung nicht folgen. Die Phasendifferenz strebt
gegen 7« (Anregung und Antwortschwingung sind bei gleicher Frequenz um eine
halbe Periode versetzt), die Amplitude der Antwortschwingung konvergiert streng
monoton gegen Null.

Man erkennt schon an der linearen dynamischen Losung dieses einfachen Problems,
dass die dynamische Antwort auf die Lastanregung durch ein komplexes Zusammen-
spiel aus Federkraft, Dampfungskraft und Tragheitskraft beschrieben wird, wobei im
statischen Fall allein die Federkraft der einwirkenden Kraft das Gleichgewicht halten
muss. In Abhangigkeit der Abstimmung n = £ treten unterschiedliche Ph&anomene,
charakterisiert durch die drei beschriebenen Sonderfélle, auf.

Gleichung (1.1) lasst sich unter Verwendung eines linearen Werkstoffgesetzes allge-
mein l6sen, wie gerade gezeigt worden ist. Mit den im Bild 1.1 angegebenen speziellen
Systemeigenschaften (ko = 10 kN/m, m = 5t, £ = 5%, p, = 10 kN, Q = - \/Ko/m, nicht-
lineares Federgesetz mit isotroper und kinematischer Verfestigung k, = 2 kN/m) sollen
nun die nichtlineare Losung der linearen LOsung gegenuber gestellt und die nichtli-
nearen Effekte aufgezeigt werden. Die Bestimmung der maximalen Federkraft erfolgt
zunachst fur beliebige Abstimmungen 7, fur die Zeitverlaufe der Bewegungsgrofen
wird eine spezielle Abstimmung n = 0,85 herausgegriffen.

Im oberen Drittel von Bild 1.2 ist die maximal auftretende Federkraft nach linearer
und nichtlinearer dynamischer Berechnung in Abhangigkeit der Abstimmung n (Anre-
gungsfrequenz bezogen auf die lineare Eigenfrequenz) aufgetragen. Fur den linearen
Fall sind die drei beschriebenen Grenzfalle (n — 0, n = 1, n — o0) gut zu erkennen.
Im Fall = 1 betragt die maximale Federkraft 100 kN (dynamische Uberhéhung um
den Faktor 10). Im Wesentlichen stimmt die berechnete Kurve gut mit der LOsung nach
Gleichung (1.3) Uberein, mit dem geringfuigigen Unterschied, dass Gleichung (1.3) den
Einschwingvorgang nicht berticksichtigt. Die Losung fir die Federkraft im Zeitbereich
fur » = 0,85 im mittleren Drittel des Bildes 1.2 bestatigt dies; die maximal auftreten-
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maximale Federkraft f [kN]
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Bild 1.2 Resonanzdiagramm und Federkraftverlauf ftr » = 0,85
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Federweg u [m] firn = 0,85

\nichtlinear
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Bild 1.3 Bewegungsgrofien fur die Abstimmung n = 0,85
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de lineare Federkraft betragt 45,1 kN, wohingegen Gleichung (1.3) einen Maximalwert
von 34,5 kN liefert, der mit der berechneten Amplitude der stationaren Schwingung fur
t > 40 s ubereinstimmt. Der Einschwingvorgang ist allerdings von untergeordnetem
Interesse und dauert umso kirzer, je grof3er das Frequenzverhaltnis 7 ist (Gleichung
(1.2) zeigt den Einfluss von n auf die Konstanten A und B).

Die nichtlineare Losung fiur die maximale Federkraft im Bild 1.2 weicht von der linearen
Losung lediglich im Bereich 0,57 < n < 1,38 ab, in dem die Fliel3grenze von 20 kN
Uberschritten wird. Die maximale Federkraft von 22,7 KN nach nichtlinearer Berech-
nung wird bei n = 0,85 erreicht und liegt somit deutlich unterhalb des Maximalwerts der
linearen Losung. Nach Flie3beginn ist die weitere Laststeigerung nur noch geringfugig.
Am Zeitverlauf der Federkraft ist zu erkennen, dass zunachst die lineare und nichtli-
neare Losung bis zum erstmaligen Erreichen der Fliel3grenze beit = 4,2 s den selben
Pfad durchlaufen. Nach diesem Zeitpunkt stellt sich eine periodische Schwingung mit
der berechneten Amplitude ein. Diese ist allerdings nicht harmonisch, da immer wie-
der nach erfolgter Entlastung oder Wiederbelastung gegensinnige plastische Bereiche
durchlaufen werden. Im unteren Drittel des Bildes 1.2 ist auch die zugehorige Hystere-
seschleife dargestellt, indem die Wertepaare bestehend aus Federkraft und zugehori-
gem Federweg fiir samtliche Zeitpunkte des Bewegungsvorgangs aufgetragen werden.
Es erfolgt zunachst eine Belastung bis 15,5 kN, danach wird elastisch entlastet, bis die
Streckgrenze zum ersten Mal bei -20 kN erreicht wird. Von diesem Punkt an wird die
Hystereseschleife zyklisch durchlaufen, wobei immer gegensinnige Entlastungen aus
dem aktuellen Verfestigungsbereich erfolgen. Die Flache unter der Hystereseschleife
beschreibt die geleistete Dissipationsarbeit. Der Vollstandigkeit halber sind im Bild 1.3
noch die zugehorigen Verformungs-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsverlaufe
angegeben. Auch hier zeigt sich, dass zum einen der stationare Zustand bei Beruck-
sichtigung des nichtlinearen Federverhaltens wesentlich schneller als nach linearer
Losung erreicht wird und sich zum anderen im stationdren Zustand eine periodische,
aber nicht harmonische Schwingung einstellt. Durch einfaches Einsetzen der gefunde-
nen BewegungsgrofRen und Federkraft in Gleichung (1.1) kann gezeigt werden, dass
beide Bewegungsvorgange (lineare und nichtlineare Losung) das dynamische Gleich-
gewicht zu jedem Zeitpunkt erftllen.

Als wichtigste Erkenntnis bleibt festzuhalten, das durch die elastisch-plastische Eigen-
schaft des Werkstoffgesetzes der Feder das dynamische Verhalten des Einmassen-
schwingers entscheidend beeinflusst wird: Gegenluber dem linearen Fall tritt kein aus-
gepragter Resonanzbereich mehr auf. Nach Erreichen der Fliel3grenze erfolgt ledig-
lich noch eine geringfligige Laststeigerung, weiterhin treten beim Bewegungsvorgang
gegensinnige plastische Verformungen durch wiederholtes Durchlaufen der Hystere-
seschleife auf. Daraus kann schon an dieser Stelle eine wichtige Regel abgeleitet
werden: Je friher das FlieBen im Verhaltnis zur maximal erreichten Federkraft nach
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statischer Losung erreicht wird, desto grofRer muss die plastische Verformbarkeit der
Feder sein. Liegt die Flie3grenze hoher als die maximal auftretende lineare Federkraft,
ist theoretisch kein plastisches Verformungsvermagen erforderlich.

An diesem einfachen Beispiel mit einfihrendem Charakter werden demnach schon
wesentliche nichtlineare dynamische Phanomene deutlich. Es hat bereits eindrucks-
voll gezeigt, welch drastische Auswirkungen die Nichtlinearitat im Stoffgesetz auf das
dynamische Verhalten eines Einmassenschwingers hat. Bei komplexen Systemen tre-
ten noch weitere nichtlineare Effekte auf wie z.B. Beanspruchungsumlagerungen bei
statisch unbestimmten Systemen oder Auswirkungen der geometrischen Nichtlinearitat
(z.B. Theorie II. Ordnung). Im Rahmen dieser Arbeit sollen daher effiziente und robuste
numerische Algorithmen entwickelt werden. Diese ermdglichen ermoglichen es, Rota-
tionsschalen unter dynamischen Einwirkungen nichtlinear zu untersuchen und deren
Beanspruchungszustand zuverlassig zu berechnen, um eine sichere und gleichzeitig
wirtschaftliche Tragwerksauslegung im Rahmen des Sicherheitskonzepts der aktuellen
europaischen Normengeneration der Eurocodes unter Beriicksichtigung nichtlinearer
Effekte zu gewahrleisten. Am Beispiel von Erdbebenbeanspruchungen wird dies im
Kapitel 7 dieser Arbeit aufgezeigt werden.

1.4 Gliederung der vorliegenden Arbeit

Zur Verwirklichung der zuvor genannten und beschriebenen Zielsetzungen und Aufga-
benstellung der vorliegenden Arbeit soll in den weiteren Kapiteln die folgende Vorge-
hensweise verfolgt werden:

Im Kapitel 2 erfolgt zunéchst eine Ubersicht iiber die Grundgleichungen einer nicht-
linearen Theorie (grofRe Verformungen und grof3e Verzerrungen) des dreidimensio-
nalen Kontinuums in LAGRANGEscher Betrachtungsweise. Es werden wichtige kon-
tinuumsmechanische Grundgréf3en wie Verzerrungs- und Spannungsmalle definiert.
Die Zusammenhange samtlicher Grundgrof3en und deren Kopplungen untereinander
werden anschaulich fur allgemeine dynamische Vorgange unter Beriicksichtigung von
Tragheitskraften sowie inneren und aulReren Dampfungskraften dargelegt.

Eine besondere Bedeutung im Rahmen dieser Arbeit kommt der wirklichkeitsnahen
Stahlbetonmodellierung zu. Im Kapitel 3 wird die zweiaxiale numerische Modellierung
des Verbundwerkstoffes Stahlbetons behandelt, wobei eine Aufteilung in die drei we-
sentlichen Komponenten Betondruckverhalten, Bewehrungsstahl und Nachrissverhal-
ten (Tension Stiffening) vorgenommen wird. Dieses Modell wird durch eine explizite
Formulierung basierend auf der nichtlinearen Elastizitatstheorie mit Erweiterungen zur
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Bertcksichtigung der Spannungs- und Dehnungsvorgeschichten im Druck- und Zug-
bereich beschrieben. Ferner finden sich in diesem Kapitel Hinweise zur Dampfung.

Die im Kapitel 2 erlauterten kontinuumsmechanischen Grundlagen werden im Kapi-
tel 4 zur Formulierung der Grundgleichungen einer nichtlinearen Flachentragwerks-
theorie Ubertragen. Dabei werden einige Annahmen und Einschrankungen z.B. hin-
sichtlich der Geometrie, Grol3e der Verformungen und Querschnittskinematik getrof-
fen, die im Abschnitt 4.1 zusammengestellt sind. Abschliel3end wird das Prinzip der
virtuellen Verschiebungen angewendet, um eine integrale Gleichgewichtsaussage zu
erhalten, auf der aufbauend eine numerische Weggrol3enformulierungen fir Rotations-
schalen erfolgen kann.

Auf der Grundlage der beschriebenen Flachentragwerkstheorie und Materialgesetze
fur Stahlbeton erfolgt im Kapitel 5 die vollstandige Herleitung eines doppelt gekrimm-
ten Schalenringelements mit Angabe samtlicher Elementbeitrage, dessen Implemen-
tierung im Programmsystem ROSHE [130] vorgenommen worden ist. Die inkrementell
iterative Formulierung und Umsetzung des Ringelementkonzepts, die im Ubrigen auch
auf andere Strukturringelemente erweiterbar ist, stellt eine der wesentlichen neuen
Aspekte im Rahmen dieser Arbeit dar. Die Verwendung dieses Elementkonzepts be-
sitzt gerade bei dynamischen Berechnungen einige entscheidende Vorteile gegentuber
herkdmmlichen Schalenelementen. Dieses Kapitel wird mit Ergebnissen von Konver-
genzstudien und statischen Vergleichsberechnungen zum Austesten der geschaffenen
Elementerweiterungen abgerundet.

Zur nichtlinearen dynamischen Strukturberechnung sind geeignete Zeitintegrationsver-
fahren erforderlich. Im Kapitel 6 werden diese erlautert und an die speziellen Eigen-
schaften von Ringelementen angepasst. Eine weitere Mdoglichkeit zur dynamischen
Berechnung bietet das Verfahren der modalen Analyse, die eine klassische lineare
Vorgehensweise darstellt. In diesem Kapitel erfolgt als weiterer neuartiger Aspekt eine
Adaption dieses Verfahrens im Rahmen einer inkrementell iterativen Vorgehensweise
fur Ringelemente, so dass Nichtlinearitaten bei der Berechnung bertcksichtigt werden
konnen. Vergleichsrechnungen mit beiden Verfahren werden an einem Referenzbei-
spiel durchgefuhrt.

Die Anwendung und Demonstration der Leistungsfahigkeit der geschaffenen und wei-
ter entwickelten numerischen Werkzeuge geschieht im Kapitel 7. Hierbei handelt es
sich um zwei praxisnahe Problemstellungen von Rotationsschalen aus dem konstrukti-
ven Ingenieurbau (zylindrischer Behalter mit Bodenplatte auf elastischer Bettung sowie
Naturzugkihlturm). Es wird ein Beitrag zur Klarung des dynamischen Strukturverhal-
tens dieser Systeme unter horizontalen Erdbebenbeschleunigungen geleistet. Insbe-
sondere werden hier baupraktische Aspekte wie Fragen der SchnittgroRenumlagerung,
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Auswirkungen des Abhebens von der Bodenfuge und Bewehrungsdimensionierung be-
handelt.

Eine Zusammenfassung mit abschlie3ender Beurteilung der aufgezeigten Vorgehens-
weisen und erzielten Ergebnisse sowie ein weiterfiuhrender Ausblick mit zukinftigen
Fragestellungen und Forschungsmaglichkeiten findet sich im Kapitel 8 und schlief3t
die vorliegende Arbeit ab.
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Kapitel 2

Grundlagen der Kontinuumsmechanik

2.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel sollen in einer einfuhrenden Darstellung die grundlegenden Zu-
sammenhange der Kontinuumsmechanik erlautert werden. Ziel ist es, die Zustands-
grolRen deformierbarer fester Korper zu definieren und deren Verknipfungen in den
Grundgleichungen aufzuzeigen. Diese Grundgleichungen fuhren auf das allgemeine
Anfangs-Randwertproblem der Kontinuumsmechanik [2]: Fir einen beliebigen Korper
ist dessen Bewegung (Abfolge von Konfigurationen) gesucht, aus der sich die restli-
chen ZustandsgrofRen bestimmen lassen. Der Korper unterliegt zusatzlich bestimmten
Rand- und Anfangsbedingungen, die durch die gesuchte Losung der Bewegung be-
friedigt werden missen. So sind auf einem Teil der Korperflache Verformungsrandbe-
dingungen (DIRICHLET Randbedingungen) in Form von Auflagerbedingungen vorge-
geben; auf der verbleibenden Oberflache missen im Allgemeinen Spannungsrandbe-
dingungen (NEUMANN Randbedingungen) befriedigt werden, wie z.B. Gleichgewicht
des Spannungsvektors in Richtung der Korperoberflache mit einem dort eventuell ein-
wirkenden Druck oder auch mit einer Bettung oder &ufReren Dampfung. Im Gegen-
satz zu diesen Randbedingungen ist unter Anfangsbedingungen der vorgeschriebene
Zustand dieses Korpers zu einem bestimmten Anfangszeitpunkt zu verstehen (in der
Regel Verformungs- und Geschwindigkeitszustand zum Zeitpunkt Null).

Eine systematische Einteilung mechanischer Problemstellungen, wie sie in [77] vorge-
nommen wird, zeigt Bild 2.1. Die Mechanik wird demnach in ihre drei Hauptgebiete
Fluidmechanik, Aero- und Gasdynamik sowie in die Mechanik fester Korper unter-
teilt, von denen nur letztere im Rahmen der vorliegenden Arbeit von Interesse sein
soll. Des Weiteren findet eine Unterteilung der Mechanik fester Korper in Kinematik
und Dynamik statt. Die Kinematik umschreibt die Lehre von den Verformungen und
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Mechanik

Aero- und Gas-

Mechanik fester

Fluidmechanik I

Korper dynamik
Kinematik I Dynamik
Kinetik I Statik I
Zeitabhangige Kraft- und Ruhezustéande als zeitun-
Verformungszustande abhangige Sonderfalle

Bild 2.1 Unterteilung mechanischer Problemstellungen

der Verformungsvertraglichkeit, ohne dabei weiter auf Ursachen einzugehen. Auf der
anderen Seite steht die Dynamik als Uberbegriff fiir Kinetik und Statik. Die Aufgabe
der Kinetik ist es, den Zusammenhang zwischen zeitabhangigen Kraft- und Verfor-
mungszustanden bewegter Korper (sowohl deformierbare, aber auch starre Korper als
Sonderfall) herzustellen, wohingegen die Statik als Sonderfall diese Ziele fur ruhen-
de Korper verfolgt. Es sei an dieser Stelle noch darauf hingewiesen, dass der Begriff
Dynamik haufig entgegen seiner urspringlichen Bedeutung gleichbedeutend mit dem
Begriff Kinetik benutzt wird, obwohl der Oberbegriff Dynamik ja auch alle statischen
Problemstellungen als Sonderfalle beinhaltet. Wie im allgemeinen Ingenieursprachge-
brauch wird auch in vorliegender Arbeit von diesem Begriff zweckentfremdet Gebrauch
gemacht.

Die im Rahmen dieses Abrisses in allgemeiner Form aufgezeigten Prinzipien und
Grundgleichungen der Mechanik eines 3D-Kontinuums werden sich zum Teil spater
im Kapitel 4 im Rahmen der dort aufgezeigten Flachentragwerkstheorie flr Rotati-
onsschalen in modifizierter Form wiederholen, doch werden hierbei flachentragwerks-
spezifische Annahmen und Approximationen eingehen wie z.B. die idealisierte Trag-
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werksbeschreibung Uber die Mittelflache, auf die samtliche mechanischen Grdlien der
an spaterer Stelle im Kapitel 4 eingefuhrten Flachentragwerkstheorie bezogen werden.
Bei einigen Herleitungen in dieser Arbeit werden die Grundlagen des Tensorkalkuls
in allgemeinen krummlinigen Koordinaten als bekannt vorausgesetzt, welche in [72]
nachzuvollziehen sind; als weiterfiihrende Literatur zu diesem Themengebiet sind [13]
und [30] zu nennen.

2.2 Kinematik des Kontinuums

2.2.1 Deformationsabbildung und Deformationsgradient

Als Platzierung wird die Zuordnung eines beliebigen materiellen Punktes eines Kor-
pers zu dessen Koordinaten im Raum bezeichnet, wobei alle materiellen Punkte des
Korpers zusammengefasst eine Konfiguration bilden. Die Abfolge von Platzierungen
stellt die Bewegung des Korpers dar. Zum Zeitpunkt t = 0 befindet sich der Korper in
seiner Referenzkonfiguration; eine Konfiguration zu einem beliebigen Zeitpunktt > 0 ist
eine Momentankonfiguration des Korpers. Die Ortsvektoren zu einzelnen Korperpunk-
ten lassen sich in raumfesten Koordinaten nach Gleichung (2.1) fir die Referenzkonfi-
guration sowie nach Gleichung (2.2) fur eine bestimmte Momentankonfiguration eines
Zeitpunktes angeben, wobei nach der EINSTEINschen Summenkonvention [30] tber
gleiche Indizes summiert werden muss. Durch Differentiation der Ortsvektoren in Rich-
tung der Koordinatenlinien des Korpers erhalt man die kovarianten (oder natirlichen)
Basisvektoren der lokalen Vektorbasis fur die Referenzkonfigurationen (2.3) sowie fur
beliebige Momentankonfigurationen (2.4), wobei die Richtungen dieser Basisvektoren
im Allgemeinen nicht orthogonal sind und keine Einheitsvektoren vorliegen. Samtliche
geometrischen Beziehungen kdnnen Bild 2.2 entnommen werden.

F=x & (2.1)
r=xe (2.2)
3 = ﬂ (2.3)
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Referenzkonfiguration

Zeitpunktt =0 92 Nichtlineare Deformations-
abbildung
(0] (0]
o '\‘f—w_( (0=
>
62

Momentankonfiguration
Zeitpunkt t

€1

Bild 2.2 Geometrisch nichtlineare Deformationsabbildung

or
3 = 8_9_' (2.4)
Weiterhin wird eine duale Vektorbasis definiert, die so genannte kontravariante Vektor-
basis. Diese kontravarianten Basisvektoren werden nach Gleichung (2.5) gebildet und
sind mit den kovarianten Basisvektoren lber die Beziehung (2.6) verknupft. Demnach
steht z.B. der kontravariante Basisvektor a3 in einem beliebigen Punkt des Korpers
senkrecht auf der Ebene, die in demselben Punkt durch die kovarianten Basisvek-
toren a, und a, aufgespannt wird. Dariber hinaus fiihren gemafR Gleichung (2.7) die
Skalarprodukte zwischen einzelnen kovarianten Basisvektoren zu den kovarianten Me-
trikkoeffizienten a;;, sowie zwischen einzelnen kontravarianten Basisvektoren zu den
kontravarianten Metrikkoeffizienten all.

.00

a = ar (2.5)
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cal = ¢ (2.6)

- a; al=a'. 3 (2.7)

Der Differenzvektor des Ortsvektors eines materiellen Punktes zu einem bestimmten
Zeitpunkt in der Momentankonfiguration und des Ortsvektors zu demselben Punkt in
der Referenzkonfiguration ist als Verschiebungsvektor u fir diesen Zeitpunkt definiert
(2.8). Der mathematische Zusammenhang zwischen der Referenzkonfiguration und
den Momentankonfigurationen wird Uber eine im Allgemeinen nichtlineare Deformati-
onsabbildung x(r,t) (2.9) hergestellt.

u(t) = r(t) — 7 (2.8)

r(t) = x(ft) (2.9)

Durch Gradientenbildung eines Ortsvektors in der Momentankonfiguration r nach dem
Ortsvektor desselben Punktes in der Referenzkonfiguration r entsteht der Deformati-
onsgradient F in gekrimmten Koordinaten nach (2.10), oder fir den Sonderfall karte-
sischer Koordinaten nach (2.11).

ox(t,t) ar or 06 i
E—Ti—a—i—%(@ai—éi@é (2.10)
ox! :
F= 75 & ® € (2.11)

Ebenso gebrauchlich ist die Darstellung des Deformationsgradienten mit Hilfe des Ver-
schiebungsgradienten unter Ausnutzen von Beziehung (2.8), was letztendlich auf die
Gleichung (2.13) fihrt.

(2.12)
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oF 068 Ou 0 . OJu -
—_ —_ _ o. oJ —_ oJ
891®8E+ ; ® =4+ -Q3a (2.13)

F= 861 = oOF H;

Beim Betrachten von Gleichung (2.10) wird deutlich, dass der Deformationsgradient ein
Zweifeldtensor ist, denn der erste Basisvektor der Dyade liegt in der Momentankonfigu-
ration, wohingegen der zweite auf die Referenzkonfiguration bezogen ist. Differentielle
Linienelemente der Referenzkonfiguration werden in eine bestimmte Momentankon-
figuration zu einem Zeitpunkt t Gber den Deformationsgradienten mit einer linearen
Abbildungsvorschrift projiziert (2.14).

(2.14)

Die Determinante des Deformationsgradienten lasst sich nach Gleichung (2.15) be-
stimmen. Sie muss ungleich Null sein, da die Existenz der Umkehrabbildung F~* gefor-
dert wird, und weiterhin aus den positiven reellen Zahlen stammen; ansonsten wirde
eine Selbstdurchdringung des Korpers vorliegen. Die Determinante von F stellt das
Verhaltnis des Volumens eines differentiellen Korperteilchens in der Momentankonfi-
guration bezogen auf das Volumen in der Referenzkonfiguration dar und ist unter der
Bezeichnung JACOBI Determinante in der Literatur zu finden.

(2.15)

Der Deformationsgradient selbst kann als Verzerrungsmalfd nicht fungieren, denn er
enthalt Anteile aus Starrkdrperbewegungen (Rotationen). Aus diesem Grund werden
im nachsten Abschnitt geeignete Verzerrungsmal3e definiert, die diese Starrkorperver-
formungen eliminieren. Eine weitere wesentliche Eigenschaft des Deformationsgradi-
enten ist seine Unsymmetrie, wie an Gleichung (2.10) unschwer zu erkennen ist.

Grundsatzlich kdnnen alle Betrachtungen und mechanische GrofRen entweder auf die
Basisvektoren der Referenzkonfiguration oder der Momentankonfiguration bezogen
werden. Ein Bezug dieser Groflen auf die Referenzkonfiguration wird LAGRANGE-
sche Betrachtungsweise genannt, ein Bezug auf die Momentankonfiguration EULER-
sche Betrachtungsweise. Die Betrachtungsweise nach LAGRANGE hat gegentuiber der
EULERschen Betrachtungsweise den Vorteil, dass die Basisvektoren im Vorfeld be-
kannt sind und sich zeitlich nicht andern, was die Bildung von Ableitungen erheblich
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vereinfacht, so dass diese Betrachtungsweise in der Kontinuumsmechanik bevorzugt
zum Einsatz kommt. Die EULERsche Betrachtungsweise findet vor allem Anwendung
in der Fluidmechanik, jedoch ist sie auch bei einigen Werkstoffen, deren Verhalten
mit Hilfe von Spannungs- und Verzerrungstensoren in der Momentankonfiguration be-
schrieben wird, anzuwenden. Eine weitere gangige Betrachtungsweise ist die upda-
ted LAGRANGEsche Betrachtungsweise mit Bezug zum zuletzt aufgefundenen Ver-
formungszustand.

2.2.2 \Verzerrungsmalle

Als Mal fur die Verzerrungen in einem Korper wird die Langenanderung von Linienele-
menten zwischen Referenz- und Momentankonfiguration herangezogen. Dazu werden
die Quadrate der Langen vor und nach der Deformation und deren Differenz betrach-
tet (2.16), die sich mit den kovarianten MetrikgrofRen beschreiben lasst. Der Verzer-
rungstensor nach GREEN-LAGRANGE wird genau mit Hilfe dieser Langenanderun-
gen nach Gleichung (2.17) definiert. Eine wichtige Eigenschaft dieses Verzerrungs-
tensors ist, dass sich seine Basisvektoren auf die Referenzkonfiguration beziehen,
weiterhin ist seine Symmetrie erkennbar. Eine alternative Darstellung des GREEN-
LAGRANGEschen Verzerrungstensors in Abhangigkeit des Verschiebungsgradienten
zeigt die Beziehung (2.18), wie sie z.B. in [93] hergeleitet wird.

ds® — d&* = df'a; - d6 a; — d6' §; - A6’ §; = (ay — &;) - d6'd6’ (2.16)
ds? —d&2 =2.dP-e-df

e = -[aj — & 8@ (2.17)

T T
L)) () ()

Gleichung (2.18) lasst eine sehr anschauliche Aufspaltung der einzelnen Anteile im
Verzerrungstensor erkennen: Er ist linear vom symmetrischen Verschiebungsgradien-
ten sowie von einem im Verschiebungsgradienten quadratischen Term abhangig, aller-
dings sind die Verschiebungen im Allgemeinen nichtlinear vom Ortsvektor r abhangig.
Die Beziehung (2.18) gilt allgemein flr grol3e Verzerrungen und grof3e Deformationen.
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Es kdnnen aufRerdem eine Reihe weiterer Verzerrungstensoren definiert werden, die
zum Teil nicht auf die Referenzkonfiguration bezogen sind. So entsteht z.B. der AL-
MANSI Verzerrungstensor aus einem Push-forward des GREEN-LAGRANGEschen
Verzerrungstensors aus der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration. Da-
zu mussen streng genommen nur die Basisvektoren der Dyade in der Referenzkon-
figuration aus Gleichung (2.17) durch die Basisvektoren der Momentankonfiguration
bei gleich bleibenden Tensorkomponenten ausgetauscht werden. Einzelheiten hierzu
sind jedoch in [2], [86] oder [93] nachzulesen. Diese Fragen werden relevant bei der
Behandlung groRRer Verzerrungen, wo strikt zwischen der LAGRANGEschen und EU-
LERschen Betrachtungsweise unterschieden werden muss.

2.3 Spannungsmale

2.3.1 CAUCHY Spannungen

Im Bild 2.3 ist ein Korper dargestellt, der durch Anwendung des Schnittprinzips beliebig
in zwei Teile getrennt wird, so dass ein Feld von Spannungsvektoren tim Korperinneren
freigelegt wird, die ihre Ursache in Einwirkungen haben, die an dieser Stelle nicht von
naherem Interesse sein sollen. Fihrt man nun bei der Betrachtung den Grenziibergang
auf ein differentielles Flachenelement nach Gleichung (2.19) durch, so wirkt in diesem
infinitesimal kleinen Flachenelement der Spannungsvektor t. Die CAUCHY Spannung
ist demnach eine differentielle Kraft, die auf einem differentiellen Flachenelement im
Inneren eines Korpers in seiner aktuellen Konfiguration, der Momentankonfiguration,
wirkt. Die Flache A ist als vektorielle GroRe gekennzeichnet, da sie durch ihren Be-
trag und die Orientierung ihres Normalenvektors definiert ist. Sie ist somit eine wahre
Spannung, da sie auf die Schnittflache der aktuellen Konfiguration bezogen ist.

I[>
o

_dt (2.19)

AA—0 d

I+
l
§.
|

>
1>
1>

Der so definierte Spannungsvektor t ist nach dem Postulat von CAUCHY (2.20) nur
vom Ortsvektor r, der Zeit t und der Orientierung der Tangentialflache mit Normalen-
vektor n an die im Allgemeinen nicht ebene Schnittflache abhangig.

t =t(r,t,n) (2.20)
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€1

Bild 2.3 Schnittprinzip und Spannungsvektor

Bild 2.4 zeigt ein aus einem Korper herausgeschnittenes Element. Es kann durch An-
schreiben der Gleichgewichtsbedingungen und einige mathematische Umformungen
unter Beachtung des Flachensatzes gezeigt werden, dass der Spannungsvektor, der
in einer beliebig orientierten Schnittflache wirkt, gleich der Uberschiebung des Vektors
der Flachennormalen n mit der Transponierten des CAUCHY Spannungstensors ist
(2.21). Diese Beziehung ist in der Literatur als CAUCHY Theorem zu finden.

Der CAUCHY Spannungstensor als Tensor zweiter Stufe besitzt demnach 9 Kompo-
nenten, wie aus Bild 2.4 hervorgeht. Der erste Index gibt dabei die Schnittflache (darge-
stellt durch ihren Normalenvektor) an, in der die Spannungskomponente wirkt, wohin-
gegen der zweite Index die Wirkungsrichtung der betrachteten Spannungskomponen-
te bezeichnet. Mit diesen 9 Komponenten ist der Spannungszustand im Inneren eines
Korpers ausreichend beschrieben, wobei der Spannungsvektor in eine beliebig orien-
tierte Raumrichtung nun Gber das CAUCHY Theorem (2.21) berechnet werden kann.
Wie bei der Herleitung der Bilanzgleichungen gezeigt werden wird, ist der CAUCHY
Spannungstensor aufgrund der Erfullung der Drehimpulsbilanz symmetrisch, so dass
die 9 Komponenten unter Ausnutzen der Symmetrieeigenschaften auf 6 unabhangige
Komponenten reduziert werden. Als wichtigste Erkenntnis ist festzuhalten, dass die
CAUCHY Spannungen wahre Spannungen im Inneren eines Korpers darstellen, die
sich auf die aktuelle Geometrie und damit auf die verformte Momentankonfiguration
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Kraftegleichgewicht:
t|A*[+/Al =0

Flachensatz:

3
ZAHA:Ak @ +AM=0

tz=0"a

Bild 2.4 Gleichgewicht am herausgeschnittenen Element

zur aktuellen Zeit beziehen. Die Basisvektoren der Dyade des CAUCHY Spannungs-
tensors sind die kovarianten Basisvektoren in der Momentankonfiguration, wie den Be-
ziehungen im Bild 2.4 zu entnehmen ist.

2.3.2 PIOLA-KIRCHHOFF Spannungen 1. Art

Die Unterschiede zwischen der LAGRANGEschen und EULERschen Betrachtungs-
weise sind im Abschnitt 2.2.1 in knapper Form diskutiert worden. Bei der Aufstellung
von Arbeitsausdriicken mussen energiekonforme Grof3en verwendet werden. Aus die-
sem Grund ist es wiunschenswert, den CAUCHY Spannungstensor aus der Momen-
tankonfiguration in die Referenzkonfiguration zu transformieren, was auf den 1. und 2.
PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor fuhrt. Startpunkt der folgenden Herleitung ist
die NANSON Formel, die Flachenelemente von der Referenzkonfiguration (ﬁd,&) in die
Momentankonfiguration (n dA) transformiert (2.22).

ndA=1J-FT.AdA (2.22)

Durch Anwenden des CAUCHY Theorems (2.21) zur Darstellung eines beliebigen dif-
ferentiellen Kraftvektors, der unabhangig von der betrachteten Konfiguration durch sei-
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nen Betrag und Richtung definiert ist, und anschliel3ender Substitution des Normalen-
vektors in der Momentankonfiguration mit Hilfe der NANSON Formel (2.22) lasst sich
ein neuer Spannungstensor nach Gleichung (2.23) definieren, der Nennspannungs-
tensor II, dessen Transponierte II" als 1. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor in
der Literatur zu finden ist.

—o'-J-FT.AdA

—_—
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=l (dya)-(fdwa)=J o8 (223

Anhand der Darstellung nach Gleichung (2.23) werden zwei wichtige Eigenschaften

des 1. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensors deutlich: Erstens ist er wie der Defor-

mationsgradient ein Zweifeldtensor, die Basisvektoren der Dyade beziehen sich auf un-

terschiedliche Konfigurationen, zweitens ist er im Gegensatz zum CAUCHY Spannungs-
tensor unsymmetrisch.

2.3.3 PIOLA-KIRCHHOFF Spannungen 2. Art

Um die storende Eigenschaft der Unsymmetrie im 1. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungs-
tensor zu beseitigen und beide Basisvektoren auf die Referenzkonfiguration zu be-
ziehen, wird durch eine Transformation mit Hilfe des Deformationsgradienten der 2.
PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor X definiert (2.24).

Yy=N-F'=J.Flg.F'=x" (2.24)

Die unerwiinschten Eigenschaften des 1. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensors tre-
ten nach dieser Transformation im 2. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor nicht mehr
auf. Die physikalische Bedeutung des 2. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensors geht
allerdings verloren, er ist als reine Rechengrof3e anzusehen und I&sst sich als Pull-back
des Cauchy Spannungstensors aus der Momentankonfiguration in die Referenzkonfi-
guration multipliziert mit der JACOBI Determinante deuten. Deswegen wird er auch
vielfach als Pseudo-Spannungstensor bezeichnet. Eine wesentliche Eigenschaft des
2. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensors liegt darin, dass er energiekonjugiert zum
GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensor ist, durch doppelte Kontraktion dieser
beiden Tensoren konnen konsistente Arbeitsausdriicke gebildet werden.
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2.3.4 Spektralzerlegung, Invarianten und Oktaederdarstellung

In diesem Abschnitt werden am Beispiel des CAUCHY Spannungstensors die spek-
trale Zerlegung von Tensoren 2. Stufe und deren physikalische Bedeutung aufgezeigt,
weiterhin die Berechnung und Bedeutung der Invarianten, sowie die Darstellungen der
Spannungen in der Oktaederebene.

Zunachst wird das Eigenwertproblem des CAUCHY Spannungstensors (2.25) gelost.
Gesucht sind diejenigen Richtungsvektoren, die Uber den Spannungstensor in einen
Spannungsvektor abgebildet werden, der gerade ein Vielfaches der Richtung ist, also
kolinear zu dem Richtungsvektor verlauft. Daraus ergeben sich im allgemeinen Fall 3
Hauptrichtungen n,, zu denen 3 Eigenwerte, die Hauptspannungen o), gehoren.

o-ng=0@-ngy = (e—04-L)-ne=0 (2.25)

Die Bildung der Determinante zur Losung des Eigenwertproblems fihrt auf das cha-
rakteristische Polynom (2.26) zur Bestimmung der Hauptspannungen o, in diesem
Polynom treten die Invarianten des Spannungstensors als Koeffizienten auf:

(06)° =27 - (04))* + I3 -0 — I =0 (2.26)

mit;

If:trg:g:I:a(1)+a(2)—|—a(3) (227)

1
Tz = 5l(tr a)’ —tr(a)’] = o) - 02 + 02 - 03) + 03 - o) (2.28)

Ig =detg = 0@1) " 0(2) " 0(3) (2.29)

Wie der Name schon sagt, sind diese Invarianten (2.27)-(2.29) wie auch die Eigen-
werte und Richtungen unabhangig von der Darstellung des Tensors in beliebigen Ko-
ordinatensystemen. Ferner kann der Tensor nun in einem neuen Basissystem, das
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durch seine drei Eigenrichtungen gebildet wird, mit Hilfe der Spektraldarstellung (2.30)
ausgedrickt werden:

3
o= Z a(iy Ny @ N (2.30)

Ne)

Aquisektrix n

—0@) N2
@ =@ Ne)

Aquisektrix: og) = 0(2) = 0(3)

Oktaeder-Normalspannung:

o]

1
To = 5[0 + T +05)]

Oktaeder-Schubspannung:

)P+ (05 + (0l )

1
Toet = ﬁ\/(c(l)

TN

Bild 2.5 Hauptspannungszustand in der Oktaederebene

Dartber hinaus lasst sich der Spannungstensor in einen Kugeltensor, der einen hydro-
statischen Spannungszustand beschreibt, und einen Deviator als Restanteil zerlegen.
Der hydrostatische Druck betragt ein Drittel der ersten Invarianten (also gleich dem Mit-
telwert der Hauptspannungen), und der deviatorische Restanteil wird aus der Differenz
des Spannungstensors und seinem hydrostatischen Anteil gebildet. Ahnliche Uberle-
gungen gelten fur Verzerrungen, sie lassen sich ebenso in volumetrische (Volumen
andernde) und deviatorische (Gestalt andernde) Anteile aufspalten, nur dass hierbei
der volumetrische Anteil nicht mit dem Faktor ein Drittel behaftet ist. Im Bild 2.5 ist
ein Spannungszustand, der durch seine drei Hauptspannungen und Hauptrichtungen
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definiert ist, abgebildet. Es wird nun mit Hilfe des CAUCHY Theorems der Spannungs-
vektor fur die gegebene Oktaederflache bestimmt, welche durch ihren Normalenvek-
tor, die Aquisektrix, festgelegt ist. Die Aquisektrix beschreibt im Hauptspannungsraum
die Menge aller hydrostatischen Spannungszustande o1y = o) = o). Das Ergebnis
der Abbildung des Richtungsvektors der Aquisektrix mit dem Spannungstensor ist ein
Spannungsvektor, der zunachst beliebig im Raum orientiert ist. Eine Zerlegung dieses
Vektors liefert einen Normalspannungsanteil senkrecht zur Oktaederebene, der den
hydrostatischen Anteil bildet, sowie einen Schubspannungsanteil in der Oktaederebe-
ne, der die deviatorische Komponente des Spannungszustands beschreibt. Die Glei-
chungen (2.31) und (2.32) geben die Beziehungen zu deren Bestimmung an.

Ooct —

1 1
3 (G +ogtog) =317 (2.31)

1 2 o
T = =[O+ (0 + (02 = -5 T (2:32)
2.4 Bilanzsatze

2.4.1 Massebilanz

Die Masse als Erhaltungsgrof3e ist eine charakteristische Eigenschaft eines Korpers.
Bei fehlendem Masseaustausch tiber dessen Oberflache und fehlendem Masseverlust
bzw. Massezuwachs im Inneren bleibt dessen Gesamtmasse fiir alle Zeiten konstant.
Durch sie werden Gravitationskrafte (Krafte zwischen zwei Massen) sowie Tragheits-
krafte hervorgerufen. Gleichung (2.33) beschreibt die Massenerhaltung in lokaler Form
durch Ubergang von der integralen GroRe auf eine punktweise Aussage; dabei wird die
Beziehung zwischen der Massendichte in der Referenzkonfiguration und einer Momen-
tankonfiguration hergestellt, wobei die JACOBI Determinante J nach Gleichung (2.15)
als Verhaltnis eines Volumenteilchens in einer Momentankonfiguration zur Referenz-
konfiguration eingeht.

m:/pdvz/p-Jd\7:/5d\7<:>0:/[ﬁ—p-J]d\7
\Y; v v \Y,

(2.33)
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—
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Beziehung (2.33) stellt also die Bilanz der Masse zwischen der Referenzkonfiguration
und einer Momentankonfiguration zu einem beliebigen Zeitpunkt t dar. Weiterhin muss
die materielle Zeitableitung der Kérpermasse verschwinden, wenn die oben aufgefihr-
ten Voraussetzungen (keine Massenzufuhr oder Abnahme) eingehalten sind. Die Be-
trachtung der zeitlichen Unveréanderlichkeit eines differentiellen Massenelements fuhrt
auf die zweite lokale Form der Massenerhaltung, die in Gleichung (2.34) in der EU-
LERschen Darstellungsweise (Divergenzbildung in raumlichen Koordinaten) angege-
ben ist.

(dm) = (p-dV) = (p-J)dV =0

(dm)=[p-J+p-J]dV

dp(r.t) | Op(r,t) Or _Or -
o o -a%—p([,t)-dw— -JdV =

dp(r, t)
ot

ar
ot

+ div[p(r,t) - =] =0 (2.34)

Der Massenerhaltungssatz nach (2.34) beschreibt die Stetigkeit der Massenverteilung
fr ein Kontinuum und ist allgemein fur den geometrisch nichtlinearen Fall giltig. Ein
materieller Punkt kann demnach sein Volumen und seine Dichte bei einer Deformati-
on andern, seine Masse jedoch ist eine Erhaltungsgrof3e. Liegen kleine Verzerrungen
vor (keine Volumenanderungen, J = 1), vereinfacht sich diese Beziehung erheblich zu
p = p =const.

2.4.2 Impuls- und Drehimpulserhaltung

Als Gesamtimpulsvektor eines Korpers ist das Integral Uber das Produkt der diffe-
rentiellen Masseteilchen mit ihren Geschwindigkeitsvektoren definiert. Die zeitliche
Anderung des Impulsvektors (sowohl Betrag als auch Richtung) entspricht der Sum-
me aller einwirkenden Krafte, die in Volumenkrafte und Oberflachenkrafte zu unter-
teilen sind. Zu den Oberflachenkraften zahlen z.B. alle einwirkenden Driicke, aber
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auch Bettungs- und aulRere Dampfungskrafte (wie Luft- oder Fluidreibung), sie stehen
Uber das CAUCHY Theorem mit der Projektion des Spannungstensors in Richtung der
Oberflachennormalen im Gleichgewicht. Gleichung (2.35) beschreibt die Impulsbilanz
bezuglich der Referenzkonfiguration (LAGRANGEsche Darstellungsweise).

Volum;nkrafte
+ 74 O7(E,t) - A(E) dA (2.35)
A

g

Oberflachenkrafte

Die Umwandlung des Integralausdrucks tber die Oberflachenkrafte aus (2.35) in ein
Volumenintegral mit Hilfe des GAUSSschen Integralsatzes [115] und Ubergang von
der integralen auf eine lokale Betrachtung der Impulserhaltung fihrt zu der Bewe-
gungsgleichung (2.36) in LAGRANGEscher Formulierung. Der tensoriellen Beziehung
entsprechen jeweils 3 Gleichungen in Komponentenform, die die LAGRANGEschen
Bewegungsgleichungen eines materiellen Punktes in die 3 Raumrichtungen darstel-
len.

DIVI+p-b=p-— (2.36)

Neben dem Impulsvektor wird weiterhin der Drehimpulsvektor bezuglich eines orts-
festen Punkts definiert, der sich aus dem Vektorprodukt des Ortsvektors zu einem
materiellen Korperpunkt und dessen Impulsvektor ergibt. Die zeitliche Anderung des
Gesamtdrehimpulses bezlglich eines gewahlten Referenzpunkts ist gleich dem Ge-
samtmoment aller einwirkenden Krafte (Volumen- und Oberflachenkrafte) beziglich
dieses Punkts. Als Bezugspunkt ist in Gleichung (2.37), die die Impulsbilanz in LA-
GRANGEscher Darstellung wiedergibt, der Ursprung des globalen ortsfesten Koordi-
natensystems gewahlt worden, was jedoch keine Einschrankung beziglich einer be-
liebigen Wahl darstellen soll.
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P
Volumenkrafte

(F,t) x (0T, 1) - A(E) dA  (2.37)

+
f>°\@\
|=

Oberflachenkrafte

Wie in der Standardliteratur (z.B. [2]) gezeigt wird, kann die Drehimpulsbilanz mit Hilfe
einiger mathematischer Umformungen auf die Symmetrieaussage fur den 2. PIOLA-
KIRCHHOFF Spannungstensor reduziert werden. Gleichung (2.37) ist somit aquivalent
mit der Beziehung (2.38).

F-N=N0"-F' «— xY=xT (2.38)

Die Herleitung der Impulsbilanz und der Drehimpulsbilanz bezogen auf die Momentan-
konfiguration erfolgt analog, worauf an dieser Stelle nicht naher eingegangen wird. Die
Impulsbilanz mit Bezug zur Momentankonfiguration fuhrt zur 1. Bewegungsgleichung
nach EULER, die das dynamische Kraftegleichgewicht in der aktuellen Konfiguration
darstellt, wohingegen der Drehimpulssatz auf die 2. Bewegungsgleichung nach EU-
LER fuhrt, aus der die Symmetrie des CAUCHY Spannungstensors ¢ = ¢' hergeleitet
werden kann, was bei den Ausfihrungen des Abschnitts 2.3 stillschweigend vorausge-
setzt worden ist.

2.5 Zusammenfassende Betrachtung des Systems der
Grundgleichungen

In diesem Kapitel sind in einfuhrender Form die Grundgleichungen der geometrisch
nichtlinearen Kontinuumsmechanik dargestellt worden, als Standardliteratur hierzu sei
[2] genannt, fortgeschrittene Abhandlungen kdnnen [86] und [93] entnommen werden.
Die Zusammenhange zwischen auf3eren Verformungen und den Verzerrungen sind
aufgezeigt worden, sowie die Definition der Spannungsmalf3e und ihre Verknupfun-
gen in den Gleichgewichtsbeziehungen, die aus der Impulsbilanz abgeleitet werden
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konnen. Die Problematik groRer Deformationen und grol3er Verzerrungen erfordert ei-
ne differenzierte Betrachtungsweise zwischen Referenzkonfiguration und Momentan-
konfiguration. Die mechanischen Gleichungen konnen sowohl in der Referenzkonfigu-
ration (LAGRANGEsche Formulierung) als auch in der Momentankonfiguration (EU-
LERsche Formulierung) angeschrieben werden, wobei erstere Vereinfachungen mit
sich bringt, auf die bereits hingewiesen worden ist. Mechanische Zustandsgréf3en kon-
nen mit Hilfe spezieller Transformationsbeziehungen, Pull-back und Push-forward, zwi-
schen den Konfigurationen transformiert werden, ein Beispiel daflr ist die Transformati-
on vom CAUCHY Spannungstensor (wahre Spannungen) zum 2. PIOLA-KIRCHHOFF
Spannungstensor. Die allgemeine Behandlung von konstitutiven Beziehungen sollte an
dieser Stelle nicht interessieren, da gesondert auf die speziell im Rahmen dieser Arbeit
verwendeten Werkstoffgesetze im Kapitel 3 eingegangen wird.

Abschlieend ist im Bild 2.6 eine zusammenfassende Darstellung der Struktur der
Grundgleichungen in LAGRANGEscher Formulierung gegeben, die die Beziehungen
zwischen den mechanischen Variablen herstellen. Zur Losung dieser Grundgleichun-
gen nach den unbekannten Weggrof3en und deren Zeitableitungen werden im Rahmen
dieser Arbeit FE-WeggroRenmodelle zusammen mit Losungsverfahren fur den Zeitbe-
reich hergeleitet und angewendet. Die Bewegungsgleichungen fir die 3 Raumrichtun-
gen ergeben sich nach den Ausfiihrungen dieses Kapitels aus der Impulsbilanz; for-
mal auf das gleiche Ergebnis flhrt ebenso die Berticksichtigung der Massentragheits-
krafte nach dem Prinzip von D’ALEMBERT als Korperkrafte in den Gleichgewichtsbe-
ziehungen. Diese Betrachtungsweise ist im Bild 2.6 verwendet worden, um die Kopp-
lung zwischen den Gleichgewichtsbeziehungen und den Verformungen (bzw. deren
Zeitableitungen) zu verdeutlichen. Dartber hinaus sind im Bild 2.6 Oberflachenkrafte
eingetragen, zu denen auch aufiere Dampfungskrafte und Bettungskrafte gezahlt wer-
den konnen, die naturlich mit den Verformungen verkntpft sind; diese Oberflachen-
krafte stehen als NEUMANN Randbedingungen im Gleichgewicht mit der Projektion
des Spannungstensors in Richtung der Oberflachennormalen.
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Kapitel 3

Modellierung des Verbundwerkstoffes
Stahlbeton

3.1 Allgemeine Vorbemerkungen

Gemal den Ausfiihrungen des Kapitel 2 wird bei der Behandlung mechanischer Pro-
blemstellungen zwischen drei verschiedenen Arten von Grundgleichungen unterschie-
den — den Gleichgewichtsbeziehungen, den kinematischen Beziehungen und den kon-
stitutiven Beziehungen (Werkstoffgesetze). Letztere stellen nach Bild 2.6 den Zusam-
menhang zwischen den inneren mechanischen Variablen, namlich den inneren Weg-
groRen (Verzerrungen) und den inneren KraftgroRen (Spannungen bzw. nach Quer-
schnittsintegration Spannungsresultierenden), her. In diesem Kapitel wird auf die Mo-
dellierung des Verbundwerkstoffes Stahlbeton im Rahmen der im Kapitel 4 vorgestell-
ten Flachentragwerksapproximation, die einen zweiaxialen Spannungszustand voraus-
setzt, eingegangen. Trotz der Tatsache, dass auf Mesoebene ein heterogener Werk-
stoff bestehend aus Zuschlagskornern, Zementleim und Bewehrungsstaben vorliegt,
der zudem noch im Allgemeinen von Rissen durchsetzt ist, kommt als Rechenmodell
ein makroskopisch homogenes Werkstoffmodell zum Einsatz. Die Beschreibung des
Riss- und Nachrissverhaltens des Betons nimmt dabei eine zentrale Rolle ein. Die
Uberschreitung der Zugfestigkeit des Betons, die etwa ein Zehntel seiner Druckfestig-
keit betragt, erfolgt bereits im Allgemeinen auf Gebrauchslastniveau. Dadurch entsteht
eine Diskontinuitat in Form eines diskreten Risses, der streng genommen durch eine
Anpassung des vorhanden Modells (z.B. neue Diskretisierung) zu bertcksichtigen ist;
diese Vorgehensweise ist in der Literatur als diskretes Rissmodell zu finden [64]. Bei
numerischen Simulationen von komplexen Strukturen ist dieses Verfahren jedoch prak-
tisch nicht mit vertretbarem Aufwand einzusetzen, da jeder neu entstehende diskrete
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Riss bei dieser Vorgehensweise ein ,Remeshing“ zur Folge hat und somit die Anzahl
der Elemente und Freiheitsgrade ins Unermessliche ansteigt. Stattdessen kommt im
Rahmen dieser Arbeit eine vielfach bewahrte verschmierte Rissmodellierung zum Ein-
satz, die die Verbundeigenschaften zwischen Beton und Bewehrungsstahl mit Hilfe
einer integralen Betrachtung (mittlere Dehnungen, mittlere Spannungen, mittlere Riss-
abstande) beschreibt. Die wesentlichen nichtlinearen Eigenschaften des Werkstoffs
Stahlbeton fur kurzzeitige Beanspruchungen infolge dynamischer Einwirkungen sind
im Folgenden kurz zusammengefasst, wobei auf eine Betrachtung von Langzeiteffek-
ten im Rahmen dieser Arbeit verzichtet wird:

e Nichtlinearitat zwischen Dehnungen und Spannungen
e Druckversagen

e Festigkeitssteigerung bei zwei- oder dreiaxialem Druck sowie bei hohen Dehnge-
schwindigkeiten

e Elasto-plastisches Verhalten des Bewehrungsstahls mit BAUSCHINGER Effekt
e Bewehrungsreil3en
e Bildung von Rissen bei Uberschreitung der Zugfestigkeit

¢ Mitwirkung des Betons auf Zug zwischen den Rissen (Tension Stiffening)

Die genannten nichtlinearen Werkstoffeigenschaften kdnnen somit den drei Kompo-
nenten Beton, Bewehrungsstahl und Verbundwirkung zwischen Beton und Beweh-
rungsstahl zugewiesen werden. Die Behandlung dieser Einzelbeitrdge und deren Zu-
sammenfuhrung in einem Werkstoffmodell fir Stahlbeton werden in den weiteren Ab-
schnitten dieses Kapitels aufgezeigt.

3.2 Zusammenhang Spannungen — Schnittgrof3en

Im Bild 3.1 sind die verschiedenen Stufen einer Multi-Level Simulation nach [76] dar-
gestellt. Ein reales Tragwerk oder Bauteil wird zunéchst durch eine Idealisierung in ein
numerisches Rechenmodell Uiberfiihrt, wobei entsprechende Uberlegungen beziiglich
der Tragwerksgeometrie wie z.B. Idealisierung als Balken (1D), Scheibe/ Platte/ Scha-
le (2D) oder Kontinuum (3D) erforderlich sind. Bei einer Diskretisierung mit der FE-
Methode, wie sie im Rahmen dieser Arbeit fir rotationssymmetrische Strukturen be-
handelt wird, wird das idealisierte Tragwerk in einzelne Elemente (in diesem Fall Ring-
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elemente) unterteilt, die an Knoten auf der Meridiankurve §* = 0° miteinander ver-
knipft sind. Generell sind bei der Formulierung von Finiten Elementen Arbeitsintegrale
Uber das Elementvolumen zu berechnen, was im Allgemeinen nur numerisch durch-
gefuhrt werden kann. Im Rahmen einer Flachentragwerkstheorie geschieht dies Uber
eine Auswertung von einzelnen Integrationspunkten mit gewichteter Summation tber
die Elementflache, wobei alle mechanischen Zustandsvariablen auf die Mittelflache
bezogen sind. In jedem einzelnen Flachenintegrationspunkt wird zusatzlich eine Inte-
gration Uber die Querschnittshohe durchgefiihrt. Somit werden aus dem Verzerrungs-
zustand der Mittelflache arbeitskonforme Spannungsresultierende (Schnittgrof3en) ge-
wonnen. Ein Stahlbetonquerschnitt wird demnach in einzelne Betonschichten und Be-
wehrungslagen unterteilt. Fur jede Schicht wird aus der Querschnittskinematik der zu-
gehorige Dehnungszustand ermittelt, mit dem wiederum der ebene Spannungszustand
unter Auswerten des Werkstoffgesetzes (evtl. unter Beriicksichtigung der Spannungs-
vorgeschichte bei nicht elastischen Werkstoffen) ermittelt wird.

h/2
dnnd
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Die Spannungen aus allen Schichten eines Flachenintegrationspunkts werden mit ei-
nem numerischen Integrationsverfahren zu Schnittgrof3en aufintegriert. Fir eine ortho-
gonale Metrik lassen sich nach Gleichung (3.1) die physikalischen Komponenten des
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Dehnungskrafttensors einfihren, wobei in den Gleichungen (3.2) und (3.3) die analy-
tische Integration durch eine numerische Schichtenintegration ersetzt worden ist und
sich somit durch Summation Utber alle Betonschichten und Bewehrungslagen die ent-
sprechenden Anteile ergeben. Analog werden nach Gleichung (3.4) die physikalischen
Komponenten des Momententensors eingefiihrt, wobei wiederum eine numerische In-
tegration Uber alle Betonschichten und Bewehrungslagen nach Gleichung (3.5) und
(3.6) erfolgt. Die Auswertung des Werkstoffgesetzes in einer Schicht eines Integrati-
onspunkts eines Finiten Elements stellt somit nach Bild 3.1 die unterste Stufe einer
Multi-Level Simulation eines Tragwerks dar.

3.3 Stoffgesetze fur Beton

3.3.1 Uberblick

Nachfolgende Aufzéhlung gibt einen Uberblick tiber die verschiedenen Theoriestufen
zur Formulierung der Spannungs-Dehnungsbeziehung des unbewehrten Betons [113]:

lineare oder nichtlineare Elastizitatstheorie

Plastizitatstheorie

plastische Bruchtheorie

endochrone Theorie

Der vierstufige Elastizitatstensor besitzt im allgemeinen raumlichen Fall 81 Komponen-
ten. Durch Ausnutzen der grof3en und kleinen Symmetrien, die in der zweifachen Ab-
leitung der Verzerrungsenergiedichtefunktion (bei hyperelastischen Werkstoffen) nach
dem Verzerrungstensor sowie in der Symmetrie des Verzerrungstensors selbst be-
grandet liegen, konnen diese 81 Komponenten auf 21 unabhangige Komponenten flr
den Fall der allgemeinen Anisotropie reduziert werden (9 Komponenten fir Orthotropie,
5 Komponenten flr transversale Isotropie) [2]. Bei einem isotropen elastischen Werk-
stoff wie ungerissenem Beton reduzieren sich die 21 Komponenten des allgemeinen
anisotropen vierstufigen Verzerrungstensors auf 2 unabhangige Materialparameter wie
z.B. Elastizitatsmodul und Querkontraktionszahl respektive Kompressionsmodul und
Schubmodul. Fur den Fall der linearen Elastizitat sind diese Werkstoffparameter kon-
stant, fur den Fall der nichtlinearen Elastizitat hAngen sie vom aktuellen Verzerrungszu-
stand ab. Nach der Elastizitatstheorie besteht somit ein eindeutiger, pfadunabhangiger
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Zusammenhang zwischen Verzerrungstensor und Spannungstensor; Belastung, Ent-
lastung und Wiederbelastung erfolgen allesamt auf dem selben Weg.

Die Plastizitatstheorie ist die sinngemaRe Ubertragung des Materialverhaltens, das
bei metallischen Werkstoffen beobachtet werden kann, auf Beton. Der elastische Be-
reich wird durch eine Flie3funktion (doppelt gekrimmte, zigarrenformige Flache um
die Aquisektrix im dreidimensionalen Hauptspannungsraum) abgegrenzt. Fiir Span-
nungszustande innerhalb dieses Bereiches herrscht linear elastisches Verhalten, bei
Zustanden auf der Flie3flache liegt plastisches Verhalten mit Verfestigung und entspre-
chenden Zuwachsen in den plastischen Verzerrungen vor. Probleme bereitet dabei die
Erfassung des Nachbruchverhaltens (Strain-Softening), fir dessen Beschreibung die
plastische Bruchtheorie herangezogen wird.

Die endochrone Theorie nach VALANIS [118] und deren Umsetzung fur Beton nach
BAZANT [9] beschreibt das inelastische Materialverhalten im Gegensatz zur Plasti-
zitatstheorie ohne Flie3flache und ohne rein elastisches Verhalten. Sie stellt eine be-
sondere Form der Viskoplastizitat dar; die plastischen Verzerrungsinkremente und die
Spannungsinkremente sind nun nicht mehr ausschliel3lich vom aktuellen Verzerrungs-
und Spannungszustand, sondern daruber hinaus noch von den Verzerrungsraten selbst
abhéangig. Dies fuhrt zu einer Nichtlinearitat im Inkrement [74], [113]. Auch die Anzahl
der bendtigten Materialparameter und die damit verbundene aufwendige Kalibrierung
an Versuchen lasst diese Theoriestufe fur die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten
numerischen Simulationen als nicht praktikabel und auch nicht erforderlich erschei-
nen.

Spezielle dehnratenabhangige Betonstoffgesetze sind bei hochdynamischen Bean-
spruchungen wie z.B. Anpralllasten oder Geschosseindringungen zu verwenden. Hier-

Einwirkungsart m?i(g.k(c;e (iats[ﬂl\g/]in- Dauer [s] Dehnrate [1/s] max.[I\S/lp;)aar]nung

Statische Last 0 10° 10° 20

Schlag mit Pressluft- 5 510° / Schlag 1 150

Fahrzeugcrash 20 5.10° 300 500

Bombenpenetration 300 10° 10* 500

Geschosseindringung 2000 10° 10° 5000
Tabelle 3.1 Uberblick tiber GroRenordnung von Dehnraten
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zu sind insbesondere die Veroffentlichungen von EIBL und Mitarbeitern zu nennen [44],
[45], [135]. Die wesentlichste Eigenschaft des Betons unter hohen Dehngeschwindig-
keiten ist dessen Festigkeitssteigerung. Die physikalische Begriindung dieses Effekts
ist in der Tragheit beim Vorgang der Mikrorissbildung zu suchen, die eine kurzzeitige
Festigkeitssteigerung zur Folge hat. Bei einer sehr kurzen Belastungsdauer und so-
mit hohen Dehngeschwindigkeiten treten im Gegensatz zu einer statischen Belastung
mit gleicher Intensitat nur geringfiigige Mikrorissschadigungen und somit Schadensak-
kumulationen auf, was z.B. mit Schallemissionsmessungen wahrend des Belastungs-
vorgangs nachgewiesen werden kann. Die Festigkeit ist dariber hinaus nicht nur von
der aktuellen Dehngeschwindigkeit, sondern auch von deren Vorgeschichte aus dem
Belastungsvorgang abhangig, da die Zeitpunkte der maximalen Verzerrung und der
maximalen Verzerrungsgeschwindigkeit im Allgemeinen nicht zusammenfallen.

Tabelle 3.1 gibt einen Uberblick iber die GréRenordnung von Dehnraten verschiedener
Belastungsprozesse nach [105], im Bild 3.2 ist die zugehdrige Festigkeitserndhung in
Abhangigkeit der Dehnrate aufgetragen. Eine nennenswerte Festigkeitssteigerung auf
das Doppelte der statischen Druckfestigkeit ist ab Dehnraten von 100 1/s zu erkennen,
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Bild 3.2 Druckfestigkeit in Abhangigkeit der Dehnrate
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wobei jedoch die grofR3e Streuung der Versuchsergebnisse aufféllt. Diese Stoffgesetze
werden vorrangig zur Simulation von lokalen Effekten wie z.B. das Eindringen von Pro-
jektilen in Stahlbetonkdrper benétigt und finden im Rahmen dieser Arbeit keine Beriick-
sichtigung. Bei zyklischen Beanspruchungen erfolgt eine Schadigung des Betons auf
Mikrorissebene, so dass keine Festigkeitssteigerung eintritt. Von statischer Belastung
kann gemal Tabelle 3.1 und Bild 3.2 gesprochen werden, wenn Dehnraten kleiner als
10 vorliegen. Hierbei erfolgt die Lastaufbringung derart langsam, dass Tragheits- und
Dampfungsterme vernachlassigt werden konnen.

Grundsatzlich ist bei der Verwendung von Stoffgesetzen im Rahmen von nichtlinearen
FE-Analysen die rechnerische Effizienz im Verhaltnis zu den Ergebnissen in Frage zu
stellen, so dass im Allgemeinen maoglichst einfache Materialgesetze zum Einsatz kom-
men sollten [113], [49]. Bei den im Rahmen dieser Arbeit durchgeflihrten numerischen
Untersuchungen sind die wesentlichen Ursachen des nichtlinearen Verhaltens im Rei-
3en des Betons, in der Mitwirkung des Betons auf Zug zwischen den Rissen sowie im
FlieRen des Bewehrungsstahls zu suchen. Das nichtlineare Druckverhalten ist — wenn
Uberhaupt — in lokalen Zonen nur von untergeordneter Bedeutung und hat auf das
globale Strukturverhalten keinen nennenswerten Einfluss. Aus diesem Grund kommt
fur den ungerissenen bzw. druckbeanspruchten Beton ein finites Stoffgesetz auf der
Basis der nichtlinearen Elastizitatstheorie mit einer orthotropen elasto-plastischen Er-
weiterung zur Berucksichtigung von plastischen Druckvorschadigungen zum Einsatz.

3.3.2 Zweiaxiales Werkstoffverhalten von Beton

In den derzeit giltigen Vorschriften des Stahlbetonbaus [33], [37] finden sich aus-
schliel3lich Angaben zu einaxialen, nichtlinear elastischen Stoffgesetzen fiir Beton. Zur
Modellierung des Verhaltens von Flachentragwerken, insbesondere auch unter dyna-
mischen Beanspruchungen, sind diese normativen Vorgaben jedoch unzureichend, so
dass auf weiterfuhrende Versuchsergebnisse und Vero6ffentlichungen zurtickgegriffen
werden muss. Die Grundlage fur das in dieser Arbeit verwendete zweiaxiale elasto-
plastische Werkstoffmodell bilden die experimentellen Arbeiten von KUPFER/ HILS-
DORF/ RUSCH [80]. Deren Versuche liefern Kurvenscharen von Spannungsdehnungs-
beziehungen, die im Bild 3.3 dargestellt sind, wobei als Scharparameter das Haupt-
spannungsverhéltnis o(1)/o() variabel ist. Durch Auftragen der beiden Spannungen
o(1) und o,y im Versagenszustand ergibt sich die zweiaxiale Versagenskurve im Haupt-
spannungsraum, die symmetrisch zur ersten Winkelhalbierenden verlauft. Fir zwei-
axialen Druck ist eine Festigkeitserhdhung gegentber der einaxialen Druckfestigkeit
um ca. 20% zu erkennen, deren Ursache in der Behinderung der Mikrorissbildung im
Geflige durch den einwirkenden Querdruck begriindet liegt. Grundsatzlich erfolgt ei-
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ne Unterteilung der Bereiche des Hauptspannungsraums in Druckversagensbereiche,
Zugversagensbereiche und ungeschadigte Bereiche mit isotropem Werkstoffverhalten.
Eine feinere Einteilung der genannten Bereiche flihrt zu folgenden 8 Unterbereichen:
Die Bereiche 1 und 2 beschreiben den ungeschadigten Beton. Er ist weder gerissen,
noch liegt Druckversagen vor. Sein Verhalten ist linear elastisch (Bereich 1) bzw. nicht-
linear elastisch (Bereich 2). Im Bereich 3 liegt ein Zugversagen in beide Richtungen
vor, in den Bereichen 4 — 6 nur in einer Richtung. Das Verhalten des Betons nach dem
Reil3en ist orthotrop, in der gerissenen Richtung wirkt der Beton auf Zug zwischen den
Rissen begrenzt mit. In den Bereichen 7 und 8 findet eine Gefiligezerstérung durch
Betondruckbruch statt, so dass keine Spannungen mehr tbertragen werden kénnen
und samtliche Steifigkeitswerte zu Null werden.

In den folgenden Abschnitten wird die Modellierung der Bereiche 1 und 2 des un-
geschéadigten Betons erlautert. Die Behandlung der Bereiche 3 — 6 nach Uberschreiten
der Zugfestigkeit erfolgt im Abschnitt 3.5 mit der Beschreibung der Werkstoffgesetze
fur den Verbund zwischen Beton und Betonstahl.

3.3.3 Zweiaxiale Stoffgesetze fir den ungeschadigten Beton

Im Bereich 1 des Werkstoffmodells aus Bild 3.3 liegt linear elastisches, isotropes Ver-
halten des ungeschadigten Betons vor. Nach der Transformation des Dehnungstensors
auf seine Hauptrichtungen beschreibt Gleichung (3.7) das zugehorige Werkstoffgesetz
in Hauptrichtung mit den Ursprungselastizitatskonstanten E., und . Die Hauptspan-
nungen sind kolinear zu den Hauptdehnungen und werden nach der Auswertung des
Werkstoffgesetzes wieder auf die urspringliche Koordinatenrichtung zurticktransfor-
miert. Gleichung (3.7) gilt sowohl fur die Auswertung der aktuellen Spannungen wie
auch der Spannungsinkremente.

o) Eco I vo| |eq

= (3.7)
7(2) 1-v% (v 1 E(2)

Eine Umsetzung der Versuchsergebnisse von KUPFER/ HILSDORF/ RUSCH [80] in
ein mathematisches Modell fihrten CEDOLIN/ MULAS [22], [43] durch. Deren isotro-
pes Stoffgesetz zur Modellierung des nichtlinear elastischen Bereichs 2 stellt einen
expliziten Zusammenhang zwischen dem aktuellen Dehnungszustand und zugehori-
gen Spannungszustand her. Uber empirische Beziehungen wird zundchst aus den Ei-
genwerten (1) und £y des flachenhaften Verzerrungszustands die zugehorige Trans-
versaldehnung <3y in der Art bestimmt, dass nach Auswerten des Werkstoffgesetzes



3.3 Stoffgesetze fur Beton 45

ein ebener Spannungszustand vorliegt. Mit diesen drei Hauptdehnungen erfolgt ei-
ne Berechnung der Oktaederdehnung und Oktaedergleitung nach Kapitel 2, die ein
Mal3 fur den volumetrischen und deviatorischen Anteil des Dehnungstensors darstel-
len. In Abhangigkeit dieser beiden Verzerrungsgrofien geben CEDOLIN/ MULAS empi-
rische Beziehungen zur Bestimmung des Sekantenkompressionsmoduls und des Se-
kantenschubmoduls, die in dazugehorige Sekantenwerte des Elastizitatsmoduls E
und der Querdehnzahl s umgerechnet werden kdnnen. Mit diesen Sekantengrof3en
ergibt sich die nichtlineare isotrope Elastizitdtsbeziehung fur den Bereich 2 in volliger
Analogie zu Gleichung (3.7). Zur Bestimmung der Spannungsinkremente aus den Ver-
zerrungsinkrementen mussen die tangentialen Werte des Kompressionsmoduls und
des Schubmoduls verwendet werden. Diese werden durch Differentiation der Sekan-
tengrofRen nach dem aktuellen Verzerrungszustand gewonnen [22], [58].

3.3.4 Orthotrope elasto-plastische Stoffgesetzerweiterung

Die Berucksichtigung von plastischen Vordehnungen im Druckbereich erfolgt mit den
von RAHM [101] durchgefiihrten Erweiterungen des nichtlinear elastischen Betonstoff-
gesetzes nach CEDOLIN/ MULAS [22]. Diese Erweiterung basiert auf einer orthotro-
pen Berlcksichtigung der Vorschadigung: Aus dem Dehnungstensor ¢ .,s- eines Ma-
terialpunkts werden dessen Eigenwerte ¢(,) bestimmt. Die zugehdrigen Hauptrichtun-

—O(a) A ..
Druck JEw /) Ees

< -fe 9

letzter Zustand: @

Druckvordehnung: P, Punkt  (b)
neuer Zustand: @ @ oder @
Uberpritfen &) < "&(a) /N 4O
nein — T~ ja /o
elastische Weiterbelastung @
Ent-/ Belastun Zustand
Zustand @ Update VDS(a) Eenri= I:(D (E o+ [1-KD] [Ee _ﬁq)
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bzw @ v s(a) € o

Bild 3.4 Elasto-plastisches Betonwerkstoffgesetz fur den Druckbereich
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gen sind gegentiber dem urspringlichen Koordinatensystem im Allgemeinen gedreht.
Die in Koordinatenrichtung abgespeicherten Druckvordehnungen “Pe_ 5., die dieser
Punkt bereits erfahren hat, werden nun auf die zuvor berechneten Hauptrichtungen
des Dehnungstensors ¢.,4- transformiert, so dass sich die Vorschadigungen in den
beiden betrachteten orthogonalen Richtungen ergeben. Fir jede Hauptrichtung des
Dehnungstensors ¢.,3- erfolgt eine Auswertung der Werkstoffgesetze, wie im Bild 3.4
dargestellt ist.

€(a) > €(a) : elastische Ent-/ Wiederbelastung, orthotropes

Gesetz bezuglich der Hauptrichtungen

Ela) < "Ds(a) . Weiterbelastung, plastische Zuwachse, isotropes

Gesetz nach Cedolin, Update "Ds(a) = €(a)

Zunachst wird entschieden, ob die aktuelle Druckdehnung ¢, im Verlauf der Deh-
nungsgeschichte bereits schon einmal Gberschritten worden ist. Ist dies nicht der Fall,
liegt eine Ent- bzw. Wiederbelastung auf der durch die Parameter *P¢ ) und xP definier-
ten Geraden vor, ansonsten erfolgt eine Weiterbelastung auf dem urspriinglichen Ge-
setz, wobei in diesem Fall ein Update der Vordehnung YP¢, durch die aktuelle Haupt-
dehnung ¢, erfolgt, die wiederum auf die urspriingliche Koordinatenrichtung zurtick
transformiert wird. Fur P = 0 liegt eine Ent- oder Belastung mit der Ursprungssteifig-
keit Eco, fur kP = 1 mit der Sekantensteifigkeit Es vor. Nachdem aus den Dehnungen in
beiden Hauptrichtungen die Hauptspannungen o) und o) ausgewertet worden sind,
erfolgt deren Riicktransformation in die Komponenten des Spannungstensors o <®%>
bezogen auf das urspriingliche Koordinatensystem.

3.4 Stoffgesetze fur Stahl

3.4.1 Allgemeines

Die wesentlichen charakteristischen Eigenschaften elasto-plastischer Werkstoffe wie
Stahl kdnnen mit den folgenden Stichpunkten kurz umschrieben werden.

e Linear elastisches Verhalten bis zum FlieRen

e Verfestigung nach Uberschreitung der Streckgrenze
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e BAUSCHINGER Effekt

Die Formulierung der konstitutiven Gesetze elasto-plastischer Werkstoffe fiir den allge-
meinen dreidimensionalen Spannungszustand ist in [111], [23] beschrieben. Im Rah-
men eines dehnungsbasierten Vorgehens werden aus den aktuellen Gesamtdehnun-
gen, den plastischen Vordehnungen und den Dehnungsinkrementen der neue Span-
nungszustand und die Zuwachse der plastischen Dehnungen berechnet. Man spricht
hierbei von einem ,Return-Mapping“-Algorithmus: Der gesuchte Spannungszustand
wird zunachst elastisch abgeschatzt; falls sich dieser aulR3erhalb der Flie3flache be-
findet und somit unzulassig ist, erfolgt eine Ruickprojektion auf die Flie3flache mit einer
Zunahme der plastischen Verzerrungen. Zur Beschreibung der Flie3flache als skalar-
wertige Funktion der Invarianten des Spannungstensors liegen verschiedene Festig-
keitshypothesen vor, die auf das Konzept der Vergleichsspannung fuhren. Fir den ein-
axialen Spannungszustand in einem Bewehrungsstahl lasst sich ein plastisches Werk-
stoffgesetz mit isotroper und kinematischer Verfestigung sehr leicht beschreiben, wie
im Folgenden gezeigt wird.

3.4.2 Einaxiales elasto-plastisches Gesetz fur Betonstahl

Die Ausbildung der Stahleinlagen von Flachentragwerken erfolgt im Allgemeinen mit
orthogonalen Bewehrungsnetzen. Zur Modellierung des Werkstoffverhaltens des Be-
tonstahls kommen aus diesem Grund einaxiale Werkstoffgesetze in Richtung der Be-
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Bild 3.5 Einaxiales elasto-plastisches Werkstoffgesetz fur Betonstahl
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wehrungsstabe zum Einsatz. Der Dehnungstensor ¢.,5- eines Materialpunkts wird
auf die Richtung der eingelegten Bewehrungsstabe transformiert. In Richtung der Be-
wehrungsstabe erfolgt eine Auswertung der einaxialen Werkstoffgesetze, wobei die
Spannungen im Anschluss daran wieder auf die urspriingliche Koordinatenrichtung
zurlickgedreht werden.

Fur zyklische Beanspruchungen ist das in Versuchen beobachtete Verhalten des Be-
wehrungsstahls in [64], [99] zu finden. Zu dessen idealisierter Beschreibung im Rah-
men dieser Arbeit wird eine bilineare Vereinfachung des Stahlwerkstoffgesetzes ver-
wendet, wie sie im Bild 3.5 dargestellt ist. Bis zum Erreichen der Streckgrenze f liegt
linear elastisches Verhalten vor. Nach dem Uberschreiten der FlieRdehnung ist wei-
terhin eine Spannungssteigerung im Verfestigungsbereich, gekennzeichnet durch den
Verfestigungsmodul Eg,, zu beobachten. Eine Entlastung aus dem Verfestigungsbe-
reich heraus erfolgt mit dem Ursprungselastizitatsmodul Esg. Das FlieRen setzt nun
jedoch bereits bei einer geringeren Streckgrenze ein (BAUSCHINGER Effekt). Die-
ser Effekt ist jedoch bei Bewehrungsstahl von untergeordneter Bedeutung, da im All-
gemeinen keine gegensinnigen plastischen Verzerrungen zu erwarten sind; bei einer
Stauchung des Betonstahls in den plastischen Druckbereich ist der umgebende Beton
bereits zerstort [99].

Das im Bild 3.5 dargestellte Werkstoffgesetz gilt fir den reinen Betonstahl ohne Ver-
bund. Die Modellierung der Verbundwirkungen geschieht Gber aquivalente Betonspan-
nungen, wie im folgenden Abschnitt dieses Kapitels erlautert wird.

3.5 Modellierung des Verbunds — Tension Stiffening

3.5.1 Phanomenologische Beschreibung

Die Mitwirkung des Betons auf Zug zwischen den Rissen soll zun&chst phdnomeno-
logisch erlautert werden. Dazu wird das Werkstoffgesetz des im Bild 3.6 dargestellten
Stahlbetonzugstabs naher betrachtet, das im CEB-FIP Model Code 90 [21] zu finden ist
und ebenso die Grundlage der neuen DIN 1045 [33] bildet. Da von einem verschmier-
ten Rissmodell ausgegangen wird, wird die Stahlspannung im Riss in Abh&ngigkeit
einer mittleren Stabdehnung als integrale Grof3e tUber gerissene und ungerissene Be-
reiche betrachtet. Zunachst liegt bis zum Erreichen der Betonzugfestigkeit lineares Ver-
halten vor. Beton und Bewehrungsstahl liegen im Verbund und erfahren somit gleiche
Dehnungen Uber die gesamte Stablange. Die Rissnormalkraft beim erstmaligen Errei-
chen der Zugfestigkeit berechnet sich nach Gleichung (3.8).
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Bild 3.6 Spannungsdehnungslinie eines Stahlbetonzugstabs
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Da die Zugfestigkeit einer stochastischen Streuung unterliegt, entsteht ein diskreter
Riss an derjenigen Stelle mit der geringsten Querschnittszugtragfahigkeit. Im Riss
selbst werden die Betonspannungen zu Null, und die Stahlspannung springt dort von
osnn auf og,. Die Grof3e der Stahlspannung im Riss lasst sich aus einer Gleichge-
wichtsbetrachtung zwischen einem gerissenen und ungerissenen Querschnitt nach
Gleichung (3.9) bestimmen.

Es
Nr:fct'[Ac_As]+fct'—O'As
EcO
As EsO
A1 S 20 ) afy - A 3.8
t [+AC [Eco I] t (3.8)
Nr Ac EsO Ac
sr2 = =Tct |7 — — 1| fy - — 3.9
Osr2 : t [As+[EcO 1] t A, (3.9)

Durch Verbundwirkungen in unmittelbarer Umgebung des Risses werden die Spannun-
gen aus dem Stahl in den Beton zurtick geleitet, so dass in einem Abstand, der gleich
der Krafteinleitungslange ist, die Betonspannung wieder die Zugfestigkeit erreicht und
die Stahlspannung auf den Wert o5y = it - Eso/Eco abgefallen ist. Im Augenblick des
Reil3ens stellt sich direkt eine Erstrissbreite ein. Bei einer sehr geringen Lasterh6hung
entsteht nun ein Folgeriss durch Uberschreiten der Zugfestigkeit in einem Nachbar-
guerschnitt. Der Abstand zu einem bereits vorhandenen Riss ist dabei grof3er als die
Krafteinleitungslange selbst, da erst in diesem Abstand die Zugfestigkeit im Beton wie-
der erreicht wird. Dieser Vorgang der erneuten Rissbildung wiederholt sich so oft, bis
sich das Erstrissbild vollstandig eingestellt hat. Dieses zeichnet sich durch einen Riss-
abstand zwischen der einfachen und der doppelten Krafteinleitungslange aus, man
spricht vom abgeschlossenen Erstrissbild. Der leichte Anstieg der Spannungsdeh-
nungslinie im Bereich der Erstrisshildung ist Folge der streuenden Zugfestigkeit. In
Fallen, in denen die im Querschnitt vorhandene Bewehrung die erforderliche Mindest-
bewehrung unterschreitet, ist das dargestellte Werkstoffgesetz nattrlich ungultig, da
der Stahl mit dem Reil3en des Betons direkt ins Fliel3en gerat oder schlimmstenfalls
versagt. Die Risslast des Betonquerschnitts kann dann vom Bewehrungsstahl nicht
aufgenommen werden; daher ist in diesem Spezialfall die Bezeichnung ,Stahlbeton*
eigentlich unangebracht, da die eingelegte Bewehrung ihrer Aufgabe nicht nachkom-
men kann und somit wirkungslos ist.
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Wird nun die Zugkraft Gber den Bereich der abgeschlossenen Erstrissbildung hinaus
weiter gesteigert, so vergrofRern sich die Rissbreiten und es kommt ggf. zur Bildung
von Zwischenrissen, wenn zwischen zwei Rissen des abgeschlossenen Erstrissbilds
die Zugfestigkeit im Beton nochmals erreicht wird. Diese Phase wird als sukzessive
Rissbildung bezeichnet. Die Spannungsdehnungslinie des Betonzugstabs verlauft dort
parallel zu derjenigen des nackten Stahlstabs ohne umgebenden Beton. Diese kon-
stante Dehnungsminderung Ac ist auf das Mitwirken des Betons zwischen den Rissen
— Tension Stiffening — zurtickzufiihren. Bei gleicher Stahlspannung im Riss verhalt sich
der einbetonierte Stab somit deutlich steifer. Aus diesem Grund wird auch das Stahl-
flieBen im Riss bei einer mittleren Dehnung erreicht, die geringer als die FlieRdehnung
des nackten Stahlstabs ist.

Je starker der Mitwirkungseffekt des Betons auf Zug zwischen den Rissen ausfallt,
desto geringere Rissbreiten entstehen, die von der mittleren Stahldehnung abhangen,
und desto geringere Bauteilverformungen stellen sich ein. Im Gegensatz dazu ist im
Grenzzustand der Tragfahigkeit jedoch eher eine schlechte Verbundwirkung und somit
schwache Mitwirkung des Betons auf Zug zwischen den Rissen erwinscht; nur so ist
eine ausreichende Duktilitat gewahrleistet. Bei einer starken Mitwirkung des Betons
entstehen die plastischen Stahldehnungen in sehr begrenzten lokalen Bereichen und
nicht Uber die gesamte Stablange, wie es idealerweise sein sollte; es tritt somit ein
Versagen des einbetonierten Zugstabs bei einer mittleren Dehnung auf, die deutlich
geringer als die Bruchdehnung des nackten Bewehrungsstabs ist [46]. Um diese ne-
gativen Eigenschaften der Verbundwirkungen im Grenzzustand der Tragfahigkeit zu
kompensieren, ist der Verwendung hochduktiler Bewehrungsstahle, die eine ausrei-
chende plastische Verformbarkeit aufweisen, im Stahlbetonbau Vorzug zu geben.

3.5.2 Konzept der aquivalenten Betonspannungen

Die Mitwirkung des Betons auf Zug zwischen den Rissen ist am Beispiel eines Stahl-
betonzugstabs durch Vergleich mit einem nackten Bewehrungsstab erlautert worden.
Gegenuber dessen Werkstoffverhalten fihrt die Beriicksichtigung der versteifenden
Mitwirkung des Betons zwischen den Rissen zu einem modifizierten Werkstoffgesetz
fur den Bewehrungsstahl. Bei der numerischen Umsetzung im Rahmen einer Quer-
schnittsdiskretisierung in einzelne Schichten wird zweckmaRigerweise eine Umrech-
nung des Tension Stiffening Effekts in ein Werkstoffgesetz auf Betonseite vorgenom-
men, was in den folgenden Vorteilen begriindet liegt:

e Die zwischen den Rissen entstehenden Betonzugspannungen werden tatsachlich
dem Beton zugewiesen (und nicht im Rahmen einer modifizierten Stahlkennlinie
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berlcksichtigt).

e Es wird eine klare Trennung zwischen den Werkstoffgesetzen fur den Betonstahl
und fir den Verbund erreicht.

e Durch die Einfuhrung einer Mitwirkungszonenhdhe heg, in der die Tension Stif-
fening Gesetze nach dem Reil3en als aquivalente Betonspannungen ausgewer-
tet werden, werden die Konvergenzeigenschaften verbessert, da ein kompletter
Schichtenausfall der Betonfasern liber die gesamte Zugzonenhthe beim Reil3en
auf diese Art vermieden wird.

e Die Ubertragung auf ein orthotropes zweiaxiales Werkstoffmodell fiir Flachen-
tragwerke mit Berticksichtigung von Ent- und Wiederbelastungsgesetzen ist mit
dieser Vorgehensweise leicht mdglich.

Wie bereits erlautert, erfahrt bei einer vorgegebenen Stahlspannung im Riss der nack-
te Bewehrungsstab grof3ere Dehnungen als ein im Verbund mit Beton liegender Be-
wehrungsstab. Dieser Effekt lasst sich jedoch auch von einer anderen Seite her be-
schreiben: Bei gleicher mittlerer Dehnung besitzt der nackte Bewehrungsstab eine
geringere Spannung als der Stahlbetonstab im Riss. Daher liegt es nahe, dem Be-
ton eine aquivalente mittlere Spannung zuzuweisen, die genau diesem Effekt Rech-
nung tragt. Der Umrechnungsvorgang ist im Bild 3.7 beschrieben. Die effektive Hohe
der Mitwirkungszone, in der die aquivalenten mittleren Betonspannungen nach dem
Reil3en wirken, berechnet sich aus einer Gleichgewichtsbetrachtung unmittelbar nach
dem Reil3en gemalR Gleichung (3.10), wonach die Differenzzugkraft zwischen nack-
tem Betonstahl und im Verbund liegenden Betonstahl dem Beton zugewiesen wird.
Fir jeden weiteren charakteristischen Punkt des Werkstoffgesetzes des im Verbund
liegenden Bewehrungsstabs wird gemald Gleichung (3.11) Uber die festgelegte effekti-
ve Wirkungsflache die zugehdrige aquivalente Betonspannung bestimmt.

b- heff : fct = As . [Uer - Usrl] ~ As * Ogr2

As : [Usr2 - Usrl] N As * Ogr2

b - fg ~ b-fy

heff = (3.10)

TST
15T _ D0og” - As

— 3.11
C b . heff ( )
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Bild 3.7 Bestimmung der mittleren Betonspannungen aus Verbundwirkung

Mit den Gleichungen (3.10) und (3.11) konnen fur alle markanten Punkte des im Bild
3.7 dargestellten Werkstoffgesetzes die aus dem Verbund herrihrenden Differenz-
stahlspannungen Ac/ST in aquivalente Betonspannungen o/ST umgerechnet werden,
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die in der effektiven Wirkungszone mit der Hohe he auftreten. Die Mitwirkung des Be-
tons auf Zug zwischen den Rissen nach Eintreten des Stahlflie3ens wird vernachlassigt,
wie weiterhin Bild 3.7 zu entnehmen ist.

Eine zentrale Bedeutung bei der Festlegung des Tension Stiffening Gesetzes kommt
der Stahlspannung im diskreten Riss og, unter der Erstrisslast zu. Diese ist abhangig
vom Beanspruchungszustand im Querschnitt unmittelbar vor dem Reif3en; die gesam-
te Betonzugkraft im ungerissenen Zustand wird nach dem Reil3en auf den Beweh-
rungsstahl umgesetzt. So berechnet sich die Erstrissspannung fiir einen symmetrisch
bewehrten Querschnitt (Bewehrungsmenge As pro Seite) unter zentrischem Zug nach
Gleichung (3.12) und fur einen Querschnitt unter reiner Biegung bei einem abgeschatz-
ten inneren Hebelarm von 0,85-facher Querschnittshohe nach Gleichung (3.13), wobei
sich daraus sofort die zugehorigen effektiven Mitwirkungshdhen hey des Betons erge-
ben.

Zentrischer Zug: 0gp - As & fr - b - h/2

Osr2 = ‘ — heff ~ AR c = A (312)

Osr2 = ‘ — heff ~ = = - (313)

Die Bestimmung der Erstrissspannung os, und der zugehdrigen Mitwirkungshohe heg
ist nur in Sonderfallen bei statisch bestimmten Tragwerken direkt moglich. Fur ein
gegebenes M/N-Verhéltnis wird diejenige Kombination M,/N, bei konstanter Exzen-
trizitat herangezogen, die den Querschnitt gerade zum Reil3en bringt. Im Allgemei-
nen mussen die Werkstoffgesetze bei dieser Vorgehensweise jedoch bereits vor der
Schnittgréfenberechnung bekannt sein, da die Schnittgro3en von der Steifigkeitsver-
teilung im Tragwerk abhangen und die Spannungsauswertung und Integration zu Re-
sultierenden nur mit Kenntnis der Werkstoffgesetze maoglich ist. Daher wird die in [101]
vorgeschlagene Vorgehensweise verwendet, bei der die Mitwirkungshohe hgs und die
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zugehdrige Erstrissspannung o, aus der aktuellen Druckzonenhéhe x und somit aus
dem aktuellen Verzerrungszustand des Querschnitts nach Gleichung (3.14) und (3.15)
abgeschatzt werden.

< g (3.14)

(3.15)

Eine Gegeniberstellung dieser Vorgehensweise mit der Ermittlung der Erstrissspan-
nung aus dem gegebenen SchnittgroRenzustand ist in [101] durchgeflhrt worden und
zeigt lediglich geringe Abweichungen bei Beanspruchungszustanden mit sehr kleiner
Zugkraftausmitte. Aus den bereits erlauterten Griinden stellt die Bestimmung der Erst-
rissspannung tber den SchnittgroRenzustand kein alternatives Verfahren dar und lasst
sich im Gegensatz zur Abschatzung lUber den Verzerrungszustand des Querschnitts
nur bei statisch bestimmten Tragwerken anwenden.

3.5.3 Entlastungsgesetz fur den Beton im Zugbereich

Im Bild 3.8 ist das einaxiale Werkstoffgesetz fur Beton im Zugbereich mit Ent- und
Wiederbelastungspfaden dargestellt. Bis zum Erreichen seiner Zugfestigkeit verhalt
sich Beton linear elastisch. Nach deren Uberschreitung kdnnen in den diskreten Ris-
sen keine Zugspannungen mehr Ubertragen werden; das Mitwirken des Betons auf
Zug zwischen den Rissen aufgrund von Verbundwirkungen fihrt dennoch zu mittle-
ren Betonspannungen gemal Bild 3.8, was bereits in den vorangehenden Abschnitten
erlautert worden ist.

Die Entlastung aus dem gerissenen Bereich erfolgt als elastisches Schlie3en der Ris-
se, die Wiederbelastung findet bis zur zuvor erreichten maximalen Zugdehnung Y4¢ auf
dem gleichen Pfad statt. Die Rauhigkeit der Rissufer beim SchlieRen der Risse bewirkt
eine Verzahnung, so dass bei diesem Vorgang geringe bleibende Dehnungen beste-
hen bleiben. Bedingt durch das Zusammenpressen der Rissufer verschwinden diese
beim Ubergang in den Druckbereich jedoch wieder.

Diesem Sachverhalt wird bei der Formulierung des Werkstoffgesetzes durch den Ent-
lastungsparameter x“ Rechnung getragen, der im Allgemeinen Werte zwischen 0,95
und 1,00 annimmt. Der Entlastungsmodul bei einem rein elastischen Schliel3en der
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Ent- und Wiederbelastung

AL

Bild 3.8 Entlastungsgesetz fur den Zugbereich des Betons

Risse ist gleich dem Sekantenelastizitditsmodul E.s, somit betragt der Entlastungspa-
rameter x“ = 1,00. Dieser Sonderfall entspricht dem Entlastungsgesetz nach DOU-
GILL [40], [23], welches von einer idealen Rissverzahnung der beiden Rissufer beim
SchlieRen der Risse ausgeht und aufgrund seiner Einfachheit fir baupraktisch relevan-
te Problemstellungen wie der nichtlinearen dynamischen Untersuchung von Stahlbe-
tonscheiben in [68] vorteilhaft zum Einsatz kommt.

3.5.4 Zweiaxiales Werkstoffgesetz fur den Verbund

Die bisher aufgezeigten Werkstoffgesetze fir das Mitwirken des Betons auf Zug zwi-
schen den Rissen gelten lediglich fur den einaxialen Fall. Zur Formulierung eines zwei-
axialen Werkstoffgesetzes, wie es fir ebene Beanspruchungszustande in Flachen-
tragwerken bendétigt wird, werden einige Zusatziberlegungen erforderlich: Im Rah-
men dieser Arbeit kommt ein orthotropes Werkstoffmodell in Hauptdehnungsrichtung
zur Beschreibung der zweiaxialen Mitwirkung des Betons auf Zug zum Einsatz. Aus
dem gegebenen Dehnungszustand ¢.,s- einer Schicht werden zunachst die Haupt-
dehnungen ¢(,) durch Losen des zugehdrigen Eigenwertproblems bestimmt. Deren
Richtung ist gegeniiber dem urspriinglichen Koordinatensystem um den Winkel ¢ ge-
dreht. Weiterhin wird eine in diesen Hauptrichtungen wirkende effektive Bewehrung
as(q) bestimmt, die sich durch eine Transformation der in Koordinatenrichtung einge-



3.5 Modellierung des Verbunds — Tension Stiffening 57

legten Bewehrungsmenge des orthogonalen Bewehrungsnetzes gemal Gleichungen
(3.16) und (3.17) ergibt [94].

as(1) = as1 - cos® ¢ + ag - sin’ @ (3.16)

as(2) = as1 - sin® o + ag - Cos2 (3.17)

Nach der Transformation der beiden Bewehrungsgrade lassen sich fir die gerissenen
Hauptrichtungen sehr leicht die beschriebenen einaxialen Verbundgesetze aufstellen
und unabhangig voneinander auswerten, wobei zwischen Ent- und Wiederbelastung
sowie einer Weiterbelastung auf dem urspriinglichen Gesetz in Analogie zu den be-
reits vorgestellten Gesetzen fur den Druckbereich unterschieden werden muss. Diese
Auswertung flihrt zu den Spannungen o, in den beiden Hauptdehnungsrichtungen,
die wiederum auf die urspriinglichen Koordinatenrichtungen zuriick transformiert wer-
den. Eine Rucktransformation erfolgt ebenso fiir die Vorschadigungsdehnungen Y4z (,),
fur die bei Uberschreitung ein Update erfolgt.

E(a) < "Zs(a) . elastische Ent-/ Wiederbelastung (k% ~ 1,00)

(Offnen bzw. SchlieBen der Risse)

E(a) > "Zs(a) : Weiterbelastung, Update "Zs(a) = €(a)

(Anwachsen der Rissbreiten)

Eine weitere Problematik bei der Formulierung der zweiaxialen Werkstoffgesetze fir
den Verbund besteht in der Bestimmung einer zweiaxialen mittleren Mitwirkungszonen-
hohe des Betons. Hierfir wird ebenso auf das von RAHM entwickelte Naherungsver-
fahren zurtickgegriffen, dessen Gliltigkeit durch Versuchsnachrechnungen an zweiach-
sig gespannten Platten verifiziert worden ist. Es werden hierbei die Druckzonenhdhe
und aus dieser wiederum die effektiven Mitwirkungszonenhohen in den Hauptrichtun-
gen der Querschnittsseite mit der maximalen Zugdehnung bestimmt; im Anschluss
daran erfolgt eine gewichtete Mittelung der beiden Ergebnisse aus den orthogonalen
Hauptrichtungen zu einer mittleren Mitwirkungshohe hg¢. Nahere Einzelheiten dieses
Verfahrens kdnnen [101] enthommen werden.
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3.6 Einordnung des verwendeten Werkstoffmodells

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein verschmiertes Rissmodell eingesetzt. Dies hat zur
Folge, dass lediglich Aussagen bezuglich gerissener Bereiche, Risstiefen, mittlerer
Rissabstande und Rissbreiten gemacht werden kdnnen. Einzelne diskrete Risse kon-
nen mit diesem Modell nicht abgebildet werden. Weiterhin wird von einem ,rotating
crack’ Modell ausgegangen. Im Gegensatz zum ,fixed crack® Modell, bei dem sich die
Richtung eines Risses nach dessen Auftreten nicht mehr andert, wird beim ,rotating
crack* Modell angenommen, dass sich ein Riss bei Uberschreiten der Zugfestigkeit
immer senkrecht zu der aktuellen Hauptdehnungsrichtung einstellt, die sich im Allge-
meinen wahrend der Berechnung andert, was an Scheibenversuchen beobachtet wor-
den ist [119]. Diese Veranderlichkeit der Hauptdehnungsrichtung und damit Rissrich-
tung ist bei einer Biegebeanspruchung zusatzlich Gber die Querschnittshdhe gegeben.
AuRerdem wird durch Anwendung eines ,rotating crack® Modells im Gegensatz zum
Jixed crack® Modell die problematische Ermittlung eines SchublUbertragungskoeffizi-
enten vermieden [29]. Ferner bleibt auch auf den Ent- und Wiederbelastungspfaden
durch die Transformation der Vorschadigungen auf die aktuellen Hauptrichtungen des
Dehnungstensors die Koaxialitdt zwischen Hauptdehnungen und Hauptspannungen
erhalten, was die grundlegende Annahme des ,rotating crack’ Modells ausmacht.

Im Ubrigen unterliegt das vorgestellte Werkstoffmodell fiir Beton mit Beriicksichtigung
von plastischen Vordehnungen einer finiten Formulierung; die gegenuber einer in-
finiten Formulierung entstehenden Fehler sind bei gewohnlichen Anwendungsfallen

verschmiertes Rissmodell Lrotating crack" Modell

= -
A —

P erissener Bereich
Rissrichtung J Rissrichtung andert sich

 infolge Lastéanderung
S  Uber die Bauteilhthe
“ &> fo/Eeo (Biegebeanspruchung)

A

k.

Kolinearitat von Hauptdehnun-
gen und Hauptspannungen

\
/X:' ey > fulEco und £2)> fo/Eco

Bild 3.9 Verschmierte Rissmodellierung mit veranderlicher Rissrichtung
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verschwindend gering [49], zumal in den im Rahmen dieser Arbeit untersuchten An-
wendungsbeispielen kein ausgepragtes zweiaxiales Druckverhalten des Betons auf-
tritt. Hystereseschleifen werden bei Ent- und Wiederbelastungsprozessen des Betons
gemal’ Bild 3.4 vernachlassigt; stattdessen erfolgt eine Entlastung mit der Ursprungs-
steifigkeit, was bei stark bewehrten Betondruckzonen (symmetrische Bewehrungsan-
ordnung) eine ausreichende Naherung darstellt [113]. Die Dissipation wird mit ver-
einfachten Ansatzen nach Abschnitt 3.7 erfasst. Die wesentlichste Eigenschaft des
nichtlinearen Materialverhaltens von Stahlbeton besteht im Aufreil3en bei geringen Be-
anspruchungen. Aus diesem Grund wird der Modellierung des zweiaxialen Riss- und
Nachrissverhaltens mit Ent- und Wiederbelastung im Rahmen eines ,rotating crack"
Modells besondere Bedeutung zugemessen. Zu dessen Beschreibung wird auf das
von RAHM [101] weiter entwickelte orthotrope Werkstoffmodell fir den Nachrissbe-
reich zurickgegriffen, bei dem eine konsistente Umrechnung der einaxialen Werkstoff-
gesetze von Stahlbetonzugstaben auf &quivalente mittlere Betonzugspannungen nach
dem Reil3en unter wirklichkeitsnaher Erfassung der Erstrissspannungen in den ortho-
tropen Hauptrichtungen erfolgt.

3.7 Ubersicht tiber die Dampfungsarten

3.7.1 Allgemeines

Streng genommen ist gemaR der Ubersicht nach Bild 3.10, die [18] entnommen worden
ist, die Behandlung der Dampfung im Kapitel der Werkstoffgesetze nicht ganz korrekt,
da die Materialdampfung als innere Dampfung nur einen Teilaspekt aller Erscheinungs-
formen von Dampfung darstellt. Prinzipiell muss zwischen innerer und auf3erer Damp-
fung unterschieden werden: Als Materialdampfung von Stahlbeton sind insbesondere
die Reibung in den Mikrorissen sowie Plastifizierungseffekte anzufihren. Die Struk-
turdampfung lasst sich nicht eindeutig der inneren oder auf3eren Dampfung zuordnen.
Als Beispiel fur diese ist die Reibung zwischen Beton und Bewehrungsstaben sowie
die Reibung in den inneren und &uReren Rissen des Betons zu nennen. AuRere Damp-
fungseffekte werden z.B. durch Reibung in Auflagern, durch den Baugrund oder auch
diskrete Dampferelemente hervorgerufen. Ein wesentlicher Unterschied zwischen der
inneren und auReren Dampfung besteht in deren unterschiedlichen Erfassung im Rah-
men von strukturmechanischen Problemstellungen und deren numerischen Behand-
lung, wie in den folgenden Abschnitten erlautert wird.

Innere Dampfungseffekte entstehen in erster Linie durch Energiedissipation des Ma-
terials infolge innerer Reibung oder Hystereseschleifen bei Ent- und Wiederbelastung.
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Dampfungsarten
innere Dampfung aulRere Dampfung I
Materialdampfung I Strukturddmpfung Systemdampfung
* Reibung in Mikrorissen * Reibung zwischen Be- * Reibung in Auflagern
« Plastifizierungseffekte ton und Bewehrung * Baugrunddampfung
* Reibung in inneren * diskrete Dampfer
und aulReren Rissen * Reibung in umgeben-
den Medien
Bild 3.10 Uberblick tiber die verschiedenen Dampfungsarten

Sie werden innerhalb des Systems der Grundgleichungen nach Bild 2.6 bei den kon-
stitutiven Beziehungen berucksichtigt. Im Fall von viskoser Dampfung liefert somit das
Werkstoffgesetz aus den aktuellen Dehnungen und Dehnungsgeschwindigkeiten die
Spannungen. Dies hat ebenso Auswirkungen bei der numerischen Umsetzung im Rah-
men eines inkrementell iterativen FE-Konzeptes (siehe Kapitel 5): Die innere Damp-
fung geht direkt Uber die Auswertung des Werkstoffgesetzes in die inneren Knoten-
krafte ein und kann im allgemeinen Fall nicht als Einzelbeitrag bestimmt werden. Ferner
ergibt sich formal durch Differentiation der aktuellen Spannungen nach den aktuellen
Verzerrungsgeschwindigkeiten ein tangentialer Materialoperator, der zum Aufbau der
tangentialen Dampfungsmatrix aus innerer Dampfung bendtigt wird, die die linearisier-
te Anderung der inneren Knotenkréfte infolge Geschwindigkeitsinkrementen angibt. In
der Literatur konnte jedoch keine Veroffentlichung gefunden werden, die solch ein ge-
schlossenes und dennoch flr grof3ere Simulationen praktikabel anwendbares Damp-
fungsmodell fur Stahlbeton bereitstellt. Die beschriebenen Ausfiihrungen zum Anteil
der inneren Dampfung und die Herleitung der entsprechenden Elementmatrizen im
Kapitel 5 sind somit aufgrund fehlender geeigneter Materialmodelle fur Stahlbeton zur
Bericksichtigung innerer Dissipation im Rahmen dieser Arbeit eher von formaler Seite
aus zu betrachten.

Die Ursachen der aufReren Dampfungseffekte sind im Wesentlichen in der Reibung
der Struktur in einem umgebenden Medium (z.B. STOKESsche Flussigkeitsreibung
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oder Luftreibung) oder in diskreten Dampferelementen, zu denen auch der Baugrund
gerechnet werden kann, zu suchen. Die auf die Oberflache der Struktur wirkenden
auReren Dampfungskrafte, deren Grol3e im Allgemeinen vereinfachend proportional
zur Bewegungsgeschwindigkeit angesetzt wird, sind nach Bild 2.6 unter den Span-
nungsrandbedingungen einzuordnen. Im Rahmen einer numerischen Umsetzung mit-
tels einer inkrementell iterativen FE-Formulierung gehen die aul3eren Dampfungskrafte
des aktuellen Geschwindigkeitszustands in den Vektor der auReren Dampfungskrafte
ein. Dessen partielle Ableitungen nach den Geschwindigkeiten fuhrt zur Dampfungs-
matrix infolge aul3erer Dampfung, die somit die Veranderung der auf3eren Dampfungs-
krafte infolge Geschwindigkeitsinkrementen ausdrtickt (siehe Kapitel 5). Auch fir die
aulRere Dampfung ist es, abgesehen von diskreten Dampferelementen mit bekannten
Dampfungseigenschaften, im Allgemeinen sehr schwer, die Eingangsparameter der
viskosen Dampfungsmatrix anzugeben.

3.7.2 LEHRsches Dampfungsmal}

Da die Angabe geeigneter Dampfungsparameter, die zum Aufbau des Vektors der in-
neren Knotenkrafte (innere Dampfung) und des Vektors der auf3eren Dampfungskrafte
sowie der Dampfungsmatrizen infolge innerer und aulRerer Tragwerksdissipation erfor-
derlich sind, im Allgemeinen nicht moglich ist, muss auf vereinfachte, ingenieurmafi-
ge Ansatze zur Erfassung der Dampfung zuriickgegriffen werden. Dazu werden vis-
kose Dampfungsansatze herangezogen. Die Dampfung wird in den allermeisten An-
wendungsfallen als Fraktilwert der kritischen Dampfung (LEHRsches Dampfungsmarf
[83]) eines Einmassenschwingers bertcksichtigt. Dieses Dampfungsmald beinhaltet
zugleich innere und aulRRere Dampfungseffekte und kann sehr leicht in Ausschwing-
versuchen ermittelt werden. Die kritische Dampfung cyi; eines Einmassenschwingers
mit der Masse m, Steifigkeit k, Eigenkreisfrequenz w = \/% und der homogenen
Bewegungsdifferentialgleichung (3.18) berechnet sich nach Gleichung (3.19).

k-v+c-v+m-v=20 (3.18)

Ckrit = 2vVm-k (319)

Ab diesem kritischen Dampfungswert findet keine Schwingung mehr statt; das Sys-
tem kehrt bei einer Auslenkung direkt in seine statische Ruhelage zuriick (aperiodi-
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Konstruktionsart Emax
Stahlbetonbalken 6,2 %
Stahlbetonrahmen 4,6 %
Stahlbetonrippendecken 4,5 %
Stahlbetonplattenbalkendecken 6,2 %
Stahlbetonpilzdecken 8,9 %
Stahlbetonfertigteildecken vor Fugenverguss 1,9%
Stahlbetonfertigteildecken nach Fugenverguss 4,5 %
Stahlbetongeschossbau 4,1 %
Spannbetonbriicken 2,5%
Stahlbetonskelettbau mit Mauerwerksausfachung 2,4 %
Tabelle 3.2 LEHRsche Dampfungsmalie fur Stahlbetontragwerke nach [123]

sche Bewegung flr ¢ > cy; aperiodischer Grenzfall fir ¢ = cy). FUr Dampfungen, die
geringer als die kritische Dampfung sind, erfolgt bei einer Auslenkung hingegen eine
Schwingung (gedampfte Schwingung fir ¢ < cy;; ungedampfte Schwingung fur ¢ = 0).
Im Ubrigen besitzt die Differentialgleichung (3.18) fiir die verschiedenen Dampfungs-
bereiche ein unterschiedliches Losungsverhalten. Das LEHRsche Dampfungsmal3 be-
schreibt somit gemald Gleichung (3.20) das Verhaltnis aus vorhandener zu kritischer
Dampfung.

C
= oder c=2&fwm 3.20
g 2v/m -k g (3.20)

Dieses Dampfungsmal? lasst sich experimentell relativ einfach im Ausschwingversuch
bestimmen. Dazu wird ein Tragwerk ausgelenkt und seine freie gedampfte Schwin-
gung aufgezeichnet. Aus dem Amplitudenverhaltnis zweier aufeinander folgender Pe-
rioden ergibt sich das logarithmische Dampfungsdekrement und somit durch einige
Umformungen auch das LEHRsche Dampfungsmal3, welches fir baupraktisch rele-
vante Falle zwischen 0% und 10% der kritischen Dampfung liegt. WERNER [123]
gibt eine umfangreiche Sammlung von Dampfungsmalfien fur die verschiedensten Kon-
struktionsarten an, von denen ein Auszug fur einige Stahlbetonsysteme in Tabelle 3.2
wiedergegeben ist, die sich allesamt in dem erwdhnten Intervall bewegen. Aus den
angegebenen Werten geht hervor, dass gerissene Stahlbetontragwerke eine deutlich
starkere Dissipation aufgrund der Reibung in den Rissen besitzen als ungeschadigte.
Die Werte nach Tabelle 3.2 sind allerdings reine Dampfungswerte des Stahlbetons;
Dampfungseinfliisse des Bodens sind hierbei noch nicht enthalten.
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Ferner seien an dieser Stelle noch die Aussagen der Vorschriften bezlglich anzuset-
zender Dampfungsmale speziell fur die dynamische Berechnung von Rotationsscha-
len aus Stahlbeton zusammengestellt. Teil 3 des Eurocode 8 [39], der insbesondere fiir
die Auslegung von Turmen, Masten und Schornsteinen gegen Erdbeben gilt, erlaubt
die Verwendung einer pauschalen Dampfung von 5%, falls keine genaueren Werte
vorliegen. Nach KTA 2201 [79] Teil 3, die die Auslegung von Kernkraftwerken gegen
seismische Einwirkungen regelt, darf das Dampfungsmal’ fur Stahlbetonbauteile mit
7% angenommen werden. Dieser Wert ist im Einklang mit den Angaben der entspre-
chenden amerikanischen Vorschrift (Regulatory Guide 1.61 [117]). Die derzeitig gultige
Fassung der BTR [120] sieht fir Kihlturmschalen aus Stahlbeton lediglich einen Wert
von 2% vor, der allerdings in deren Neufassung, die sich im Augenblick in Bearbeitung
befindet, auf 5% angehoben werden soll. Das pauschale Dampfungsmalf’ von 5% flr
diese Art von Rotationsschalentragwerken ist auch in diversen numerischen Untersu-
chungen in der Literatur zu finden [3], [20].

Die Berucksichtigung der Dissipation Uber das LEHRsche Dampfungsmal3 hat wie be-
reits erlautert zum einen den Vorteil, dass dieser Fraktilwert der kritischen Dampfung in
Versuchen relativ einfach bestimmt werden kann und sich fir baupraktische Problem-
stellungen in klar definierten Schranken bewegt. Zum anderen besteht ein weiterer
Vorteil darin, dass das LEHRsche Dampfungsmald einen direkten Eingangsparame-
ter fur die dynamische Berechnung nach dem Verfahren der modalen Analyse (sie-
he Kapitel 6) darstellt. Bei diesem Verfahren wird die Dampfung fir jede aquivalente
Einmassenschwingergleichung des entkoppelten Schwingungsdifferentialgleichungs-
systems als LEHRsches Dampfungsmald beriicksichtigt, so dass der Aufbau einer
allgemeinen viskosen Systemdampfungsmatrix nicht erforderlich wird. Verschiedene
Eigenformen konnen dariber hinaus leicht mit unterschiedlichen Dampfungsmal3en
behaftet werden. So partizipieren oftmals niedere Eigenformen an der Gesamtschwin-
gung, bei denen sich das Gesamttragwerk als Starrkorper auf elastischer Stiitzung
(Boden, Stutzenfachwerk) bewegt. Nach EC 8 Teil 3 [39] ergeben sich fir die Energie-
dissipation im Boden Dampfungsmalie in der GroRenordnung von 10% bis 20%, die
fur solche Eigenformen unter Umstanden bei genauer Kenntnis der Dampfungsverhalt-
nisse des Baugrunds angesetzt werden kdnnen.

3.7.3 RAYLEIGH Dampfung

Fur die Losung dynamischer Problemstellungen mit direkten Zeitintegrationsverfahren
(d.h. ohne modale Entkopplung) ist die Kenntnis einer viskosen Dampfungsmatrix C
erforderlich. Der D&mpfungsansatz nach RAYLEIGH [6], [89] stellt die Dampfungsma-
trix als Linearkombination aus Massenmatrix und Steifigkeitsmatrix gemaf Gleichung



64 Modellierung des Verbundwerkstoffes Stahlbeton

(3.21) dar.

C=am-M+ax-K (3.21)

Zur Festlegung der RAYLEIGH Dampfungsparameter ay und ax werden demnach
zwei Bestimmungsgleichungen bendtigt. Diese kdnnen aus den LEHRschen Damp-
fungsmalfien fur zwei Tragwerkseigenschwingformen unter Ausnutzen der Beziehung
(3.20) gewonnen werden. Somit ergibt sich das gesuchte Gleichungssystem (3.22),
aus dem die Parameter oy und ax ermittelt werden kdénnen.

am +ak - (1w)?=2-1€ - w
(3.22)

am + ak - (w)? =25 - pw

Falls modale Dampfungsmalfie fur mehr als zwei Eigenformen vorliegen, ist das Glei-
chungssystem (3.22) Uberbestimmt. Moglichkeiten bestehen dann in der Festlegung
einer Ausgleichsgeraden, wie von BATHE [6] gezeigt wird, oder in der Verwendung ei-
nes vollstandigen modalen Dampfungsansatzes nach [89]. Die Abschéatzung der RAY-
LEIGH Dampfungsparameter ay und ok Uber die ersten beiden maf3igebenden Trag-
werkseigenfrequenzen nach Gleichung (3.22) liefert fur die durchgefuhrten numeri-
schen Untersuchungen im Kapitel 7 jedoch ausreichend genaue Ergebnisse. Bei der
Berechnung von Strukturen mit bereichsweise stark unterschiedlichen Eigenschaften
(z.B. starke Dampfung des Bodens oder Anordnung von diskreten Dampferelementen)
wird es jedoch zweckmalig sein, den verschiedenen Tragwerksbereichen unterschied-
liche RAYLEIGH Dampfungsparameter zuzuordnen. Dies fuhrt zu einer nichtproportio-
nalen Dampfung. Bei einer Rickrechnung von dieser nichtproportionalen Dampfungs-
matrix auf LEHRsche Dampfungsmalfe (modale Dampfungsmal3e von generalisier-
ten Einmassenschwingergleichungen), wird die modale Entkopplung gemaf Gleichung
(6.33) jedoch nicht gelingen und stellt somit nur eine Naherung dar [6]. AbschlieRend
soll zu den Ausfiuhrungen zur Dampfung noch das Zitat von OTTL aus [98] wiederge-
geben werden, das die Problematik der Dampfungsbestimmung sehr gut zusammen-
fassend umschreibt: ,Eine umfassende und trotzdem fir den Praktiker anwendbare
mathematische Beschreibung der Dampfung gibt es derzeit nur fur die lineare Visko-
elastizitat.”
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3.8 Anwendungsbeispiel

3.8.1 System und Belastung

Im Rahmen eines einfachen Anwendungsbeispiels soll die programmtechnische Um-
setzung der vorgestellten Werkstoffgesetze und dabei insbesondere die Modellierung
des Nachrissbereiches des Betons tberpruft werden. Besonderer Wert wird dabei dar-
auf gelegt, dass die Ergebnisse und die sich einstellenden nichtlinearen Effekte mit-
tels vereinfachten Betrachtungen und Abschatzungen uberprift werden kdnnen. Das
System ist mit seinen Materialkennwerten im Bild 3.11 dargestellt. Es wird eine am
FuR membrangelagerte Kreiszylinderschale mit der Hohe H = 10 m, dem Radius R =
5 m und der Schalenwanddicke h = 0,2 m untersucht. Senkrecht zur Schalenmittel-
flache wird schlagartig eine Belastung von p<3> = 100 kN/m? aufgebracht. Die stati-
sche Losung fur die Ringkraft ergibt sich aus der Kesselformel zu n<''> = 500 kN/m;
bei der linearen dynamischen Losung fur den gegebenen Belastungszeitverlauf tritt ei-
ne dynamische Uberhthung um das Doppelte gegeniiber der statischen Lésung auf,

e« e et - . _
Geometrie: Material:
R=5m Eco= 310* MN/m?
H=10m p =2,50t/ms
h=0,20m f. =25 MN/m?

(Membranlage-  f, =2,6 MN/m?

rung am FuB) Eso= 210° MN/m?
f, =500 MN/m?

Belastung: as1= 25 cm?/m

p=>=100 kN/m*> & =0

(stoRartig)
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|
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— Tension Stiffening Gesetz:

[MN/m?] n<*> = 557 kN/m (Rissnormalkraft)
2,604 Os1 = 2,6 MN/m? -20/3 = 17,3 MN/m?
Os2 =0,56 / 25-10™ = 224 MN/m?
g1 =2,6/310*=8,67-102 %o
€2 =224 /2:10°=1,12 %o
\ e [% Ae =0,4-(1,12 - 8,67-10) = 0,41 %o
AN\ B e 131,120,412 1,05 %
€smy = 2,50 — 0,41 = 2,09 %o

0,09 1,05 2,09 2,50
o =1,03 MN/m?

1,03+

Bild 3.11 System und Belastung der untersuchten Kreiszylinderschale
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so dass beim ungedampften Schwingungsvorgang eine maximale Ringzugkraft von
n<1> = 1000 kN/m erreicht wird. Die gewahlte Ringbewehrung von as; = 25 cm?/m
reicht aus, um diese maximale Ringzugkraft aufzunehmen, ohne dabei ins Fliel3en zu
geraten. Weiterhin reif3t der Beton in Ringrichtung auf, da die Rissnormalkraft von 557
kN/m geringfugig grof3er als die statische Losung ist und durch die auftretenden Ring-
krafte der linearen dynamischen Losung deutlich Gberschritten wird. Durch das Reif3en
treten einige interessante nichtlineare Effekte auf, die nun im Folgenden diskutiert und
erlautert werden.

3.8.2 Eigenfrequenzen des ungeschadigten Systems

Die einzige Bewegungsmaoglichkeit des beschriebenen Systems mit der Membranlage-
rung am unteren Schalenrand unter dem rotationssymmetrischen Innendruck besteht
in einer radialen Dehnschwingung, bei der die Schale sich periodisch aufweitet und
wieder zusammenzieht. Alle Punkte der Schalenmittelflache erfahren gleiche Radial-
verformungen, es liegt somit keine Veranderlichkeit in Ring- und Meridianrichtung vor.
Mit der Kenntnis dieser Eigenschwingform kdnnen nach der RAYLEIGHschen Methode
[26] die zugehdrige generalisierte Masse und Steifigkeit geman Gleichung (3.23) und
(3.24) berechnet werden, aus denen sich wiederum die Eigenfrequenz bzw. Periode
des Systems nach Gleichung (3.25) bestimmt.

Eh
k== -27RH (3.23)
m=ph-27RH (3.24)

1 [ k 1 | E 1 1
27 m 27 R2-p ° S f %009 ( :

Die wesentliche EinflussgroRe auf die Eigenfrequenz der ungedampften Schwingung
stellt der Elastizitatsmodul dar; die restlichen Grofen aus Gleichung (3.25) sind flr
das betrachtete System konstant. Durch eine Verminderung der Steifigkeit wie z.B.
durch das Reifl3en des Betons wird sich die Eigenfrequenz verringern, was im nachs-
ten Abschnitt an den Antwortschwingungen unter Berticksichtigung der physikalischen
Nichtlinearitat gezeigt wird.
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3.8.3 Zeitverlaufe der Antwortgrof3en

Im Bild 3.12 sind die Schwingungsantworten der Kreiszylinderschale auf den stol3ar-
tig aufgebrachten Innendruck dargestellt. Die lineare dynamische LAdsung firr die Ra-
dialverformung v_3.. ist eine harmonische Schwingung um die statische Losung von
p<®> . R?/(E - h) = 0,42 mm, so dass sich ein Maximalausschlag von 0,84 mm ge-
rade als das Zweifache der statischen Ldsung einstellt. Die Radialgeschwindigkeiten
und Radialbeschleunigungen lassen sich aus der ersten bzw. der zweiten Zeitablei-
tung des Verformungsverlaufs bestimmen. Die zugehdrige maximale Ringdehnung der
linearen Losung betragt somit a.1;~ = 0,168 %o und Uberschreitet die Rissdehnung
von 0,087 %o deutlich.

Aus diesem Grund werden weiterfihrende Untersuchungen durchgefuhrt, die das Auf-
reilBen des Betons bericksichtigen. Der Verbund zwischen Beton und Bewehrungs-
stahl nach dem Reil3en wird Uber aquivalente mittlere Betonzugspannungen gemafi
dem Tension Stiffening Gesetz aus Bild 3.11 modelliert. Dabei wird zum einen ein nicht-
linear elastisches Gesetz verwendet, bei dem Belastung, Entlastung und Wiederbelas-
tung alle auf dem gleichen Pfad erfolgen; im Vergleich hierzu wird zum anderen eine
Ent- bzw. Wiederbelastung direkt zum Ursprung gemal des Gesetzes nach DOUGILL
beriicksichtigt, um das Offnen und SchlieRen der Risse abzubilden. Das ReilRen der
ungeschadigten Kreiszylinderschale erfolgt erstmals zum Zeitpunkt t = 0,0024 s, wie
insbesondere an den Knicken der nichtlinear berechneten Beschleunigungsverlaufe
aus Bild 3.12 und der Ringkrafte aus Bild 3.13 hervorgeht. Bis zum Erreichen der Riss-
schnittgrol3e verlaufen alle drei Losungen gleich. Das Reil3en selbst ist mit einem star-
ken Steifigkeitsabfall verbunden, so dass die Rickstellkrafte, die der Bewegung ent-
gegen wirken, reduziert werden. Gegenuber der linearen dynamischen Losung treten
deshalb deutlich grof3ere Radialverformungen mit dem Maximalwert von 1,6 mm auf.
Nach dem Reil3en verlaufen die beiden nichtlinearen Losungen bis zum ersten Maxi-
mum auf einem gemeinsamen Pfad weiter. Ab dem Zeitpunkt t = 0,01 s erfolgt eine Ent-
lastung. Die Losung nach der nichtlinearen Elastizitatstheorie schwingt auf demselben
Pfad wie bei der Belastung zurlck, bis zum Zeitpunkt t = 0,02 s der Ausgangszustand
erreicht ist und eine neue Periode beginnt. Mit dem Erreichen der Maximalverformung
bei t = 0,01 s entfernen sich nun mit dem ersten Entlastungsvorgang die beiden nicht-
linearen Losungen voneinander, da sie einen unterschiedlichen Ent- und Wiederbe-
lastungspfad durchlaufen. Unter Berticksichtigung der maximal erreichten Vordehnung
von Y4 = 1,6/5000 = 0,32 %o findet jetzt die Ent- und Wiederbelastung als Sekante auf
einem Pfad direkt zum Ursprung statt, wie im Tension Stiffening Gesetz im Bild 3.11
eingetragen ist. Ab diesem Zeitpunkt erfolgt bei der Ent- und Wiederbelastung wieder
eine harmonische Schwingung um die statische Losung v_.3- = 0,42 mm, allerdings mit
grolRerer Periode bedingt durch den Steifigkeitsabfall. Die Entlastungssteifigkeit kann
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Radialverformung v<z> [m]
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Bild 3.12 Bewegungsgrolen der Schale in Radialrichtung
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gemal Gleichung (3.26) aus der maximal erreichten Vordehnung errechnet werden,
aus der sich wiederum die Periodendauer der harmonischen Schwingung des vor-
geschadigten Systems geméaR Gleichung (3.27) ergibt. Dieser Wert stimmt im Ubrigen
sehr gut mit der Periodenlange Uberein, die den Bildern 3.12 und 3.13 entnommen wer-
den kann. Die Periodenlange nimmt durch den Steifigkeitsabfall gegeniiber derjenigen
des ungeschadigten Systems somit um ca. 78% zu.

2,60 — 1,03
TST ) ) 2
— 1,03 .[1,05 — 0,32] = 2,22 MN
7c 03+ 705 —0,00 L 32 =2, fm
o, =200-0,32=64MN/m?
TST.h_ .
=2 - az}; 5% _ 9350, MN/m?=0,31-Eq  (3.26)
1 [0,935-107 1 1
27 52.25 L0 ¢ = 0,016s (3.27)

Weiterhin sind im Bild 3.13 die Verlaufe der Ringkraft n<!> (iber der Zeit aufgetragen.
Bis zur Rissnormalkraft von 557 kKN/m zum Zeitpunkt t = 0,0024 s verlaufen alle drei

Ringkraft n“*> [kN/m
1000 9 - [ ] <
3 T=0009s
."..Entlastung . ;
ReiBen_:: _': T=0016s : :: #i
3 ~ - . o - :. .
. SN . < . . .
500 k.= .02, dimimimm FANPE S S M H ._..-:._._._._‘.f..\.\_._._-.. ______

. . 4 . 3 . ~ - .
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: entlastung)
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0 W L . % : %
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04
Zeit [s]
Bild 3.13 Zeitverlaufe der Ringzugkrafte n<1>
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dargestellten Losungen identisch. Die lineare dynamische Losung schwingt um die sta-
tische Losung von 500 kKN/m und erreicht maximale Ausschlage von 1000 kN/m. Das
Aufreil3en fuhrt wie bereits erlautert zu einem Steifigkeitsverlust und zu dem Knick im
Normalkraftverlauf bei Erreichen der Risslast. Beide nichtlineare Losungen verlaufen
nun gemeinsam bis zum Erreichen der maximalen Normalkraft von 603 kN/m wei-
ter. Beim Entlastungsvorgang lauft die nichtlinear elastische Losung auf dem gleichen
Pfad wieder zurtick, und der Vorgang wiederholt sich nach der Zeit t = 0,02 s. Bei ei-
ner Bertcksichtigung der Dehnungsvorgeschichte mit Ent- und Wiederbelastung als
Sekantenpfad zum Ursprung stellt sich ab dem Zeitpunkt t = 0,01 s eine harmoni-
sche Schwingung um die statische Losung von 500 kN/m mit der Periodendauer von
T = 0,016 s, dem Maximalausschlag von 603 kN/m und somit einer Schwingungs-
amplitude von 103 kN/m ein. Dynamisches Gleichgewicht ist flr jede der gezeigten
Losungen erflllt und kann nach Gleichung (3.28) im gesamten Zeitbereich fur samtli-
che Wertepaare V_3. und n<'> tberpriift werden.

<11>

R

<3 n

< = p-h g +

(3.28)

Zusammenfassend sollen nochmals die wichtigsten Erkenntnisse dieses Anwendungs-
beispiels festgehalten werden:

e Die Extrema der linearen dynamischen Losung fir die Verformungen und die
Ringkrafte sind fur diesen speziellen Belastungszeitverlauf gleich der doppelten
statischen Losung.

e Durch das Reifl3en wird der Bewegungsvorgang erheblich gestort und die maxi-
malen Ringkrafte reduzieren sich um ca. 40%. Dieser nichtlineare Effekt kann bei
einer iterativen Bewehrungsdimensionierung ausgenutzt werden.

e Die nichtlineare elastische Losung wie auch die nichtlineare Losung mit Beriick-
sichtigung der Dehnungsvorgeschichte (Sekantenentlastung zum Ursprung) lie-
fern die gleichen maximalen Ringkrafte.

e Erst mit Beginn der ersten Entlastung laufen die beiden nichtlinearen Losungen
auseinander, wobei sich bei der Losung mit Beriicksichtigung der Dehnungsvor-
geschichte wieder eine harmonische Schwingung um die statische Losung, aller-
dings im Vergleich zur linearen Losung mit deutlich geringerer Amplitude, einstellt
(linear: An<!'> = 4500 kN/m; nichtlinear mit Sekantenentlastung: An<> =4103
kN/m).

Die erlauterten nichtlinearen Effekte, insbesondere die Reduktion der Ringkrafte im
dynamischen Fall, hangen sehr stark vom Zeitpunkt des Reil3ens und damit von der
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GrolRe der Zugfestigkeit ab. Bei der statischen Ldsung tritt eine vergleichbare Re-
duktion fur dieses System infolge Reil3ens nicht ein, da die Membranldsung statisch
bestimmt ist und aufgrund der Rotationssymmetrie auch keine Umlagerungsmaglich-
keiten vorhanden sind. Im dynamischen Fall spielen in der Gleichgewichtsbeziehung
gemal Gleichung (3.28) jedoch neben den Ringkraften auch Tragheitskrafte (und im
Allgemeinen auch Dampfungskrafte) eine Rolle, die im Wechselspiel miteinander ste-
hen. Zur Klarung des Effekts der Reduktion der Ringkrafte im nichtlinear dynamischen
Fall und der Abhangigkeit von der Zugfestigkeit soll weiterhin ein stark vereinfachtes
Modell fiir das vorgestellte Anwendungsbeispiel im nachsten Abschnitt betrachtet wer-
den.

3.8.4 \Vereinfachte Uberpriifung der nichtlinearen Effekte

Zur Verifizierung der erlauterten nichtlinearen Effekte, die bei dem Anwendungsbei-
spiel der Kreiszylinderschale im Abschnitt 3.8 durch das Reif3en des Stahlbetons auf-
getreten sind, soll der im Bild 3.14 dargestellte Einmassenschwinger betrachtet wer-
den. Dessen Systemeigenschaften lassen sich durch seine Masse m = 5 t und seine
Ursprungsfedersteifigkeit ko = 10 kN/m beschreiben. Es liegt ein elasto-plastisches
Werkstoffgesetz vor; nach Uberschreiten der Federkraft Py, die im Folgenden varia-
bel gehalten wird, erfolgt ein Ubergang in den Verfestigungsbereich mit der Steifigkeit
ky = 1 kN/m. Auf das System wird eine Kraft von P = 10 kN stoRartig aufgebracht,
so dass sich fiir den linear elastischen Fall wieder eine dynamische Uberhéhung vom
Zweifachen gegenuber der statischen Losung fur die Federkraft ergibt. Aus diesen An-
gaben lassen sich fur die beiden Grenzfalle P, > 20 kN und Py = 0 kN die zugehdrigen
Eigenperioden nach Gleichung (3.29) und (3.30) errechnen.

Po > 20 kN : T=271-4/0,5=4,445 (3.29)
Po=0kN : T=2r-vV5 =14,05s (3.30)

Mittels inkrementell iterativer dynamischer Berechnung (siehe Kapitel 6) werden wie-
derum die Verformung, Geschwindigkeit und Beschleunigung der Masse sowie die Fe-
derkraft im Zeitverlauf als Antwort auf die stolRartige Lastaufbringung berechnet. Im
Bild 3.14 sind die Zeitverlaufe der Federkraft in Abhangigkeit der Grofie P, dargestellt,
die restlichen BewegungsgrofRen sollen im Folgenden nicht weiter von Interesse sein.
Mit dieser Untersuchung soll herausgefunden werden, wie sich die GroRe Py (Fliel3-
grenze der Feder) auf die nichtlineare Losung und insbesondere auf die maximal in
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der Feder hervorgerufene Kraft auswirkt. Daher ist der FlieBbeginn von Py = 20 kN in
Schritten von APy = 5 kN bis auf Po = 0 kKN verandert worden. Als Federgesetz sind
dabei drei verschiedene Varianten untersucht worden:

a) ein von der Vorgeschichte unabhangiges, nichtlinear elastisches Federgesetz,
bei dem sowohl die Erstbelastung als auch alle Ent- und Wiederbelastungen auf
dem gleichen urspringlichen Pfad erfolgen,

b) ein nichtlineares Federgesetz mit Berticksichtigung der Belastungsvorgeschich-
te, bei dem eine Ent- und Wiederbelastung auf einem Sekantenpfad direkt zum
Ursprung erfolgt,

c) ein nichtlineares Federgesetz mit Berticksichtigung der Belastungsvorgeschichte,
bei dem eine Ent- und Wiederbelastung auf einem Pfad parallel zur Ursprungs-
steifigkeit mit bleibenden plastischen Anteilen erfolgt, wie es bei metallischen
Werkstoffen der Fall ist.

Fir den Fall P, = 20 kN ist die dynamische Losung trivial. Aufgrund der Hohe der
FlieRlast Py wird der Flie3Bbereich nie durchlaufen, deswegen wirkt sich die Art der
Entlastung auf die Losung auch nicht aus. Der Verlauf der Federkraft beschreibt eine
harmonische Schwingung um die statische Losung von 10 kN mit der doppelten Ampli-
tude, so dass als maximale Federkraft der doppelte Wert von 20 kN erreicht wird. Die
Schwingung findet dabei mit einer Periodendauer von T = 4,44 s gemald Gleichung
(3.29) statt.

Ein ahnlicher Sonderfall liegt fur den unteren Grenzwert von Py = 0 kN vor. Hier wird
sofort der Verfestigungsbereich durchlaufen; die Belastung sowie alle Ent- und Wieder-
belastungen erfolgen auf diesem Pfad mit der Verfestigungssteifigkeit k, = 1 kN/m. Des-
wegen sind auch hier keine Unterschiede in den Losungen mit unterschiedlichen Ent-
lastungsansatzen zu finden. Es stellt sich wiederum eine harmonische Schwingung um
die statische LOsung ein, wobei ein Maximalwert vom Doppelten der statischen Losung
erreicht wird. Aufgrund der reduzierten Steifigkeit verlangert sich jedoch die Perioden-
dauer einer Schwingung deutlich. Diese kann nach Gleichung (3.30) zu T = 14,05 s
berechnet werden.

Bei einer Wahl von Py = 15 kN laufen die Losungen fiir die drei beschriebenen Varian-
ten zunachst alle auf dem linear elastischen Pfad bis zu dieser Flie3last. Von diesem
Punkt an beginnt die Verfestigung; die drei Losungen durchlaufen alle den gleichen
Verfestigungspfad und erreichen die maximale Losung fur die Federkraft von 15,7 kN
zum Zeitpunkt t = 2,6 s. Ab diesem Zeitpunkt findet eine Entlastung statt, die nun far
die drei betrachteten Varianten auf unterschiedlichem Wege erfolgt. Bei dem nichtlinear
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Bild 3.14 Einmassenschwinger mit elasto-plastischem Verhalten
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elastischen Gesetz ohne Berticksichtigung der Vorgeschichte wird der gleiche Pfad wie
bei der Belastung durchlaufen, was an der Symmetrie des Federkraftverlaufs ersicht-
lich ist. Zum Zeitpunkt t = 5,2 s wird wieder die Ausgangslage erreicht, und der Vorgang
beginnt von Neuem. Bei einer Sekantenentlastung direkt zum Ursprung hin stellt sich
mit Erreichen der maximalen Federkraft ab t = 2,6 s eine harmonische Schwingung um
die statische Losung ein. Die Sekantenentlastungssteifigkeit berechnet sich aus dem
Quotient von maximaler Kraft und zugehorigem Weg zu kent = 15,7/2,2 = 7,13 kKN/m,
aus der sich die Periodenlange der Schwingung zu T = 5,26 s ergibt. Analog erfolgt im
Fall der plastischen Entlastung mit der Ursprungssteifigkeit ab diesem Punkt ebenso
eine harmonische Schwingung, diesmal allerdings mit der Periodenlange T = 4,44 s.

Geht das Werkstoffgesetz der Feder schon bei einer Federkraft von Py = 10 kN in
den Verfestigungsbereich tber, so wird bis zum Erreichen dieser Last in der Feder
(t = 1,12 s) der linear elastische Pfad durchlaufen. Nach Uberschreiten der FlieRgren-
ze erfolgt bis zum Zeitpunkt t = 4,62 s und dem Erreichen der maximalen Federkraft von
13,2 kN eine Verfestigung. Ab hier laufen die drei dargestellten Lésungen wieder aus-
einander: Die elastische Entlastung erfolgt auf demselben Pfad wie die Belastung, ab
einer Zeit von 9,24 s beginnt der geschilderte Vorgang von Neuem. Die Entlastung zum
Ursprung hin fir den Fall b) erfolgt mit einer Sekantensteifigkeit von keyt = 3,14 KN/m
(=13,2/4,2 ), die zugehdrige Periodendauer berechnet sich demnach zu T = 7,93 s.
Es stellt sich eine harmonische Schwingung um die statische LOsung fur die Feder-
kraft mit der Amplitude von 3,2 kN ein. Ahnlich ist der Fall auch bei plastischer Ent-
und Wiederbelastung mit der Ursprungssteifigkeit. Fir diese stellt sich eine harmoni-
sche Schwingung nach dem Zeitpunkt t = 4,62 s um die statische Losung mit der glei-
chen Amplitude ein, allerdings mit der Periodendauer des ungeschadigten Systems
von T =4,44 s.

Wird die elastische Grenzlast der Feder weiter auf 5 kN reduziert, so wird diese Grenz-
last im Schwingungsvorgang bei einer Zeit von t = 0,75 s erreicht. Ab diesem Zeitpunkt
wird der Verfestigungspfad zum ersten Mal durchlaufen, der zur Zeit t = 6,64 s mit
der maximalen Federkraft von 15,7 KN endet. Von dort an erfolgt eine Entlastung. Bei
Verwendung eines elastischen Werkstoffgesetzes ohne Bertcksichtigung der Vorge-
schichte wird der gleiche Pfad wie bei der Belastung durchlaufen; der Ausgangszu-
stand stellt sich zur Zeit t = 13,28 s ein, ab dem sich der gleiche Vorgang elastisch
wiederholt. Die Ursprungsentlastung erfolgt mit einer Sekantensteifigkeit von ke =
15,7/11,2 = 1,40 kN/m. Folglich liegt ab dem Zeitpunkt t = 6,64 s eine harmonische
Schwingung um die statische Losung mit der Amplitude 5,7 kN und der Periodendauer
T = 11,87 s vor. Die plastische Entlastung mit der Ursprungsvariante c) erfolgt eben-
S0 zum Zeitpunkt t = 6,64 s mit dem ersten Erreichen der maximalen Federkraft und
endet zum Zeitpunkt t = 8,36 s bei der Federkraft 5,7 kN. Im Anschluss daran wird
der gegensinnige Verfestigungsbereich bis zum Zeitpunkt t = 8,96 s durchlaufen, ab
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dem wieder eine elastische Belastung erfolgt und sich eine harmonische Schwingung
um die statische Losung mit der Schwingungsamplitude von 4,5 kN und Periodendau-
er T = 4,44 s einstellt. Es fallt auf, dass fur den Fall der plastischen Entlastung die
Schwingungsamplitude geringer ausfallt als fir den Fall der Sekantenentlastung, da
nochmals der gegensinnige plastische Bereich durchlaufen wird. Der Maximalwert der
Federkraft, der zum Zeitpunkt t = 6,64 s am Ende der ersten Belastungsphase bereits
erreicht wird, ist jedoch fur alle drei Varianten des nichtlinearen Stoffgesetzes gleich.

Die wesentlichen Ergebnisse und Erkenntnisse dieses Anwendungsbeispiels werden
im Folgenden nochmals kurz zusammengefasst. Sie kénnen im Ubrigen direkt auf das
Beispiel der Kreiszylinderschale aus Abschnitt 3.8 Gibertragen werden, da diese eben-
so als Einmassenschwinger betrachtet werden kann und durch das Reil3en des Stahl-
betons ein ahnlicher Effekt der Steifigkeitsreduktion wie bei dem gewahlten elasto-
plastischen Werkstoffgesetz dieses Abschnitts vorliegt.

e Die Grenzfalle fir die FlieRRlasten Py > 20 KN und Py = 0 kN werden in dem
betrachteten Anwendungsbeispiel richtig erfasst und kdnnen mittels Handrech-
nung verifiziert werden. Fir diese erfolgt eine harmonische Schwingung um die
statische Losung mit deren Amplitude, allerdings mit unterschiedlicher Perioden-
dauer in Abhangigkeit der Steifigkeit, so dass sich die maximale Federkraft als
Zweifaches der statischen Losung einstellt.

e Die minimale Antwort der Federkraft von 13,2 kN in der nichtlinearen Losung lie-
fert das Werkstoffgesetz mit der Fliel3grenze von Py = 10 kN, die dynamische
Uberhdhung betragt daher nur das 1,32 fache der statischen Losung. Die Fe-
derkraftreduktion infolge nichtlinearen Verhaltens ergibt sich aus dem Quotient
aus nichtlinearer dynamischer Losung und linearer dynamischer Losung zu 0,66
(=13,2/20,0). Fur FlieRgrenzen von Py = 5 kN oder Py = 15 kN liegen gleiche Ma-
ximalwerte der Federkréfte vor, es stellt sich eine dynamische Uberhdhung von
1,57 und eine Federkraftreduktion von 0,79 ( = 15,7/20 ) gegenuber der linearen
dynamischen Ldsung ein. Fur Fliel3grenzen von Py > 20 kN oder Py = 0 kN wird
der Maximalwert der linearen Losung erreicht; somit liegt ein dynamischer Last-
faktor von 2,00 ohne Reduktion vor. Die Grof3e der dynamischen Antwort der Fe-
derkraft bei nichtlinearem Federgesetz ist somit maf3geblich vom Zeitpunkt des
Ubergangs in den Verfestigungsbereich (oder Zeitpunkt des ReiRens) gekenn-
zeichnet. Ein Minimum der Lésung flur die Federkraft wird fur eine FlieRgrenze
von Py = 10 kN gefunden, die gleich der statischen Losung des Problems ist.

e Alle drei Stoffgesetzvarianten — a) nichtlinear elastisches Stoffgesetz, b) nicht-
lineares Stoffgesetz mit Ent- und Wiederbelastung auf dem Sekantenpfad zum
Ursprung sowie c) nichtlineares Stoffgesetz mit plastischer Ent- und Wiederbe-
lastung — liefern fur die gleiche Fliel3grenze Py den gleichen Maximalwert der
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Federkraft. Mit der ersten Entlastung laufen die Losungen gemalf3 der Definition
des Werkstoffgesetzes auseinander.

¢ Die Varianten b) mit Sekantenentlastung und c) mit plastischer Entlastung liefern
ab der ersten Entlastung harmonische Schwingungen um die statische Losung
(Sonderfall fur Py = 5 kN, dort beginnt im Fall ¢) die harmonische Schwingung
aufgrund gegensinniger plastischer Verfestigung wie bereits erlautert spater).

e Falls die maximal von der Feder aufnehmbare Kraft kleiner als die statische
Losung ist, kann keine Schwingung mehr erfolgen und kein statischer Zustand
als Grenzwert einer gedampften Schwingung aufgefunden werden.
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Kapitel 4

Grundgleichungen einer nichtlinearen
Flachentragwerkstheorie

4.1 Annahmen und Voraussetzungen

Im Hinblick auf eine spatere numerische Umsetzung und eine Uberfiihrung in ein
Finite-Elemente Konzept, basierend auf inkrementellen Losungsalgorithmen, sollen in
diesem Kapitel die Grundlagen einer nichtlinearen Flachentragwerkstheorie zusam-
mengestellt werden. Dies erfolgt mit Hilfe einer tensoriellen Indexschreibweise, die auf
den Darstellungen nach BASAR und KRATZIG [5] basiert. Diese Grundlagen werden
an spaterer Stelle bei der Herleitung eines finiten Schalenringelements bendtigt wer-
den, das auf der Forschungsarbeit von ECKSTEIN et al. [42] aufbaut und im Rahmen
der vorliegenden Arbeit um die nichtlinearen Elementmatrizen mit Implementierung
im Programmsystem ROSHE [130] erweitert worden ist. Ahnliche Stadien wurden bei
der Entwicklung der Elementfamilie NACS (Nonlinear Arbitrary Curved Shell Elements)
durchlaufen, die von HARTE [61] und ECKSTEIN [41] entwickelt und von GROTE [58]
im Programmsystem ROSHES3 [128] um die physikalische Nichtlinearitat erweitert wor-
den ist.

Nachfolgend aufgefihrte Annahmen werden bei der Herleitung der geometrisch und
physikalisch nichtlinearen Schalentheorie getroffen:

e Es werden nur Schalenmittelflachen mit orthogonalen Basisvektoren betrachtet.

e Die KIRCHHOFF-LOVE Hypothese [84] ist gultig. Nach der Deformation steht
der Schalendirektor weiterhin senkrecht auf der Schalenmittelflache, Schubver-
zerrungen werden somit vernachlassigt.
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e Die Abmessung der Schalenwanddicke ist klein gegenuber den charakteristi-
schen Abmessungen der Schale (Dunne-Hypothese).

e Es wird ein ebener Spannungszustand vorausgesetzt, somit treten per Definition
keine Normalspannungen in Dickenrichtung der Schale auf.

e Die Dehnungen werden als linear verteilt iber die Schalenwanddicke angesehen.
Temperaturdehnungen sowie Dehnungen aus dem Langzeitverhalten des Betons
(Schwinden, Kriechen, hygrische Effekte) bleiben unberticksichtigt.

e Samtliche Belastungen sind konservativ, demnach also nicht von den Verfor-
mungen abhangig. Dynamische Lasten werden Uber skalare Last-Zeitfunktionen
berlcksichtigt.

e Die Formulierungen und Herleitungen sind unabhangig von spezifischen Werk-
stoffgesetzen, kleine Verzerrungen vorausgesetzt. Als Werkstoffgesetze werden
die im Kapitel 3 vorgestellten Stoffgesetze fur Stahlbeton eingesetzt, wahlwei-
se nichtlinear elastisch oder nichtlinear mit Berlicksichtigung der Dehnungsge-
schichte im Rahmen eines orthotropen Vorschadigungsmodells.

e Es werden nur kleine Rotationen zugelassen. Nichtlineare Verzerrungsanteile fin-
den sich lediglich im Verzerrungstensor der Schalenmittelflache. Die Verzerrun-
gen werden ebenfalls als klein vorausgesetzt (JACOBI Determinante J = 1).

e Die Anderung der Metrik bei der Verformung in Bezug auf die SchnittgroRen wird
vernachlassigt, so dass die Unterscheidung zwischen CAUCHY Spannungen
und PIOLA-KIRCHHOFF Spannungen entféllt und diese gleichgesetzt werden
koénnen [58], [66].

4.2 Differentialgeometrie

Bild 4.1 enthalt die Darstellung eines Schalenausschnittes in einer beliebigen Konfigu-
ration. Die Geometrie des Schalentragwerks wird Uber seine Mittelflache beschrieben,
die durch die krummlinigen Kurven der Flachenkoordinaten 0 aufgespannt wird. Der
Ortsvektor r* zu einem beliebigen Punkt P* innerhalb des Schalenraums setzt sich aus
dem Anteil des Ortsvektors zur Schalenmittelflache r und einem Anteil senkrecht zur
Schalenmittelflache (bei Vernachlassigung von Schubverzerrungen) gemalf? Gleichung
(4.1) zusammen. Die kovarianten Basisvektoren der Schalenmittelflache werden, wie
im Kapitel 2 gezeigt, durch Differentiation des Ortsvektors zur Mittelflache nach den
Koordinatenlinien gebildet (4.2); der dritte Basisvektor ist nun nicht mehr unabhangig,
sondern steht senkrecht auf der Mittelflache und ist auf die Lange 1 normiert (4.3). Die
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€1

Bild 4.1 Beschreibung des Schalenraums

kovarianten Komponenten des Metriktensors (4.4) werden aus den Skalarprodukten
der kovarianten Basisvektoren in der Flache bestimmt, wobei aufgrund der Vorausset-
zung von Flachen mit orthogonalen Basisvektoren die gemischten Anteile verschwin-
den. Analog den Ausfiihrungen des Kapitels 2 wird eine duale (kontravariante) Vektor-
basis gebildet. Deren Basisvektoren sind nun allerdings kolinear zu den kovarianten
Basisvektoren aufgrund der Voraussetzung einer orthogonalen Metrik und unterschei-
den sich von diesen nur in ihnrem Betrag, wie anhand von Gleichung (4.5) deutlich wird.
Wie bereits bekannt berechnen sich die kontravarianten Metrikkoeffizienten nach Glei-
chung (4.6), dartber hinaus wird die Determinante des Metriktensors definiert (4.7).

r=r(0") + 62 (—h/2 < 6> < h/2) (4.1)

(4.2)

[%)
I
|=
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I
I

Ortsvektor zur Schalenmittelflache

I = R(6%)-[cosB’ e1 + sinb" e5] + 6° €3

Basisvektoren

-R sinB' e; + RcosB' e,
R,»cos8" e; + R, sind" e, + €3
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R,, cos®" e; + R, sind" e, + &3
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Tafel 4.1 Differentialgeometrie einer Rotationsschale




4.2 Differentialgeometrie 81

a’ = — = ———= = a, (4.3)
a; X éz\ a1l - A
aj1 ai gy O
aaﬂ :ga-g o _ (4.4)
do1 4d22 0 32 32
2 = 40\ ‘2, gl _ gl 2y gz _ 22 ‘2, (4.5)
11 .12 1 .1 1
NS L 0 = | 0 (4.6)
= = 321 522 0 32 . 32 1
- - an
a = ajp + 42 (47)

Bei Ableitung von vektoriellen und tensoriellen Gré3en in Richtung der gekrimmten
Flachenkoordinaten muss beriicksichtigt werden, dass sich die Basisvektoren mit dem
Abschreiten der Flache in Richtung und Lange im Allgemeinen andern. Die partiel-
len Ableitungen der Basisvektoren nach den Flachenkoordinaten sind mit Gleichung
(4.8) und (4.9) definiert; durch Multiplizieren dieser Beziehungen mit einem kontra-
varianten Basisvektor verschwinden aufgrund der Orthogonalitatsbeziehung (2.6) alle
Anteile bis auf den des korrespondierenden kovarianten Basisvektors, so dass dar-
aus die kovarianten (4.10) und gemischtvarianten Krimmungsgrof3en (4.11) sowie die
Christoffelsymbole (4.12) fir die betrachtete Geometrie der Schalenmittelflache herge-
leitet werden konnen. Fir rotationssymmetrische Geometrien, die im Rahmen dieser
Arbeit ausschlie3lich behandelt werden, konnen die differentialgeometrischen Grof3en
in Abhangigkeit der Gleichung der Meridiankurve und ihrer Ableitungen dargestellt wer-
den. Da auf diese Grof3en bei einigen Herleitungen zurtickgegriffen werden muss, sind
sie in Tafel 4.1 zusammengestellt.

a,5="hs ay+bag-a; (4.8)

A3 = —bé CH) (4.9)
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bi1 bio a;;-a®> 0
e[ o o0
21 D22 dop-4a
a b% b% a”-bn 0
a [bl b3 B 0 a®2 . b (4.11)
2 b 22
o ri\l r%z . §1,1'§)‘ §12'§A (4.12)
A Al la,,-at a,,-a '
21 122 d31°2" 3dz2-2
rio— rh r%z 0 41,2 a'
AL L | la, -alt 0
21 122 dz1-2

Die Wurzel aus dem Verhaltnis der Metrikdeterminanten in einem beliebigen Punkt
P* im Schalenraum und seiner orthogonalen Projektion P auf die Schalenmittelflache
gemal’ Bild 4.2 wird nach Gleichung (4.13) berechnet und als Shifter bezeichnet. Diese
Grol3e wird z.B. bei der Integration von Spannungen zu Schnittgrof3en benotigt, um die
Uber die Schalendicke veranderliche Metrik zu berticksichtigen.

a*
p=1/ =1-0[bi+b3]+(6°) [b - b} (4.13)

4.3 Verformungszustand des Flachentragwerks

Der Verschiebungsvektor u* eines beliebigen Punktes eines Flachentragwerks setzt
sich nach Gleichung (4.14) zusammen aus dem Verschiebungsvektor u der Schalen-
mittelflache und einem Differenzvektor w des Schalendirektors vor und nach der De-
formation, wie den geometrischen Beziehungen nach Bild 4.2 zu entnehmen ist.
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92

Momentankonfiguration

=[r+6%as] -[F+6°a;]
=[r-r] +6° [as - &

=u +08°w

Bild 4.2 Verformungszustand des Flachentragwerks

u=u+6w (4.14)

Durch partielle Ableitung der Komponenten des Verschiebungsvektors der Schalenmit-
telflache nach den Flachenkoordinaten (4.15) werden die beiden Verschiebungsgradi-
enten ¢,s5 (4.16) und g3, (4.17) gebildet, in Analogie aus der partiellen Ableitung der
Komponenten des Differenzvektors der Schalendirektoren (4.18) dazu die Verschie-
bungsgradienten v,s (4.19) und 3, (4.20) [58]. Diese werden bei der Definition der
Verzerrungsmale im nachsten Abschnitt bendtigt, enthalten allerdings noch Anteile
von Starrkorperverformungen.

ug = [Ua|g —uzbag]-a" +[us s+ UAbg] -a’ (4.15)
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Pap = Ualg — Uz bag (4.16)
P30 = U3q + U\b) (4.17)
W 5 = [Walg — Wabag] - 2% + [ws 5 + wybj] - a° (4.18)
Vap = Walg — W3 bag (4.19)
V30 = W34 + Wyb) (4.20)

Unter der Voraussetzung der Gultigkeit der KIRCHHOFF-LOVE Hypothese verschwin-
det der Schubverzerrungswinkel v, so dass der Schalendirektor der Momentankonfi-
guration mit dem Normalenvektor a; zusammenfallt. Die Unterdriickung der Schubver-
zerrung v flhrt weiterhin auf die wichtige Beziehung (4.21) fur den Differenzvektor der
Schalennormalen, der dadurch nicht mehr als unabhéngige Variable anzusehen ist,
sondern durch Verschiebungsableitungen ausgedriickt werden kann. Diese Beziehung
ist allerdings lediglich bei einer Annahme von kleinen Rotationen guiltig, wie sie in den
Voraussetzungen der gewdahlten Flachentragwerkstheoriestufe gefordert worden sind;
daruber hinaus verschwindet die Komponente w3 bei Einhaltung dieser Forderung.

2 ; 0: Wqo = _[U3,a + uy bé}] (421)

Schlie3lich werden noch die physikalischen Beziehungen der Verschiebungsvektoren
in (4.22) und (4.23) angegeben, da diese fur eine physikalische Interpretation noch auf
Einheitsvektoren bezogen werden muissen .

Uca> = Va* - U, Uc3> = U3 (4-22)

Wegs = Va%® - w, W.3s = 0 (kleine Rotationen) (4.23)
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4.4 Kinematische Beziehungen

In Analogie zur Herleitung des Verzerrungstensors nach GREEN-LAGRANGE fiur das
Kontinuum im Kapitel 2 wird fir das Flachentragwerk der flachenhafte Verzerrungs-
tensor ¢,4 als Differenz der MetrikgroRen vor und nach der Deformation gemaR Glei-
chung (4.24) nach BASAR und KRATZIG [5] definiert, woraus sich nach einigen Umfor-
mungen und Vernachlassigung der quadratischen §3-Anteile die Darstellung nach Glei-
chung (4.25) ergibt. Querschubverzerrungen ¢,3 und Dehnungen in Dickenrichtung 33
werden durch diesen Verzerrungstensor nicht erfasst, wobei letztere Annahme im Wi-
derspruch mit der Annahme des ebenen Spannungszustandes steht. Bei der Auswer-
tung der zweiaxialen Stoffgesetze ergibt sich jedoch sofort automatisch die Verzerrung
£33 aus der Bedingung o33 = 0, die vorliegende Inkonsistenz wird dabei in Kauf ge-
nommen. Dreidimensionale Schalentheorien [14] beseitigen diese Inkonsistenz, daflr
werden allerdings entsprechende Stoffgesetze erforderlich.

Bei der Herleitung samtlicher kinematischer Beziehungen ist der Schubverzerrungs-
winkel v bereits zu Null gesetzt. Die flachenhaften Verzerrungen ¢, in einer beliebigen
Schicht gemal (4.25) setzen sich somit aus dem 1. Verzerrungstensor der Mittelflache
aop (4.26) (Anderung der Metrik bei der Deformation) und dem 2. Verzerrungstensor
der Mittelflache 3,5 (4.27) (Anderung der Krimmung bei der Deformation) zusammen.

1 % o xk
€aﬂ = E[aaﬁ — aaﬁ] (424)

1
= Slle+ 6 -a3]a-[r+6°-a5) 5

-3

—[F+ 6% 85] 0 [F+6°-83) ]

1 . .
= E[éa'éﬂ_éa'éﬂ]
93
+ 5[[2(1 ra35+a5-33,] —[8, 835+ 35 83,]]

93 2 . .
o 23] — i3 - 29]

A\ - g
~

vernachlassigt

~~

_|_
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Eaff = Qap + 63 - ,Bag (4.25)
1 .

Qo = 53ap — das] (4.26)

Bap = —[bas — bas] (4.27)
1 A

Qop = E[Soaﬁ + ©Ba + 05 ©A8 + P30 P35] (4.28)

1
6&,@ = §[¢aﬂ + wﬁa — Pl bg — @Ap bé

+ 2 as + @5 Yra + P30 Y35 + P38 Y3a] (4.29)

Die so eingefuhrten Verzerrungstensoren konnen mit Hilfe der bereits definierten Ver-
schiebungsgradienten ausgedriickt werden [58], wie in den Gleichungen (4.28) und
(4.29) erfolgt, wobei in dieser Darstellungsweise keine Einschrankung bezuglich der
GrofRenordnung der Verschiebung der Mittelflache u sowie des Normalendrehvektors
w gegeben ist. Deutlich erkennbar an der Gleichungsstruktur sind die Parallelen zur
Definition der Verzerrungen des Kontinuums aus Kapitel 2.

Durch Reihenentwicklung des Normalendrehvektors w, der im Verschiebungsgradient
)qp auftritt, und Abbruch nach bestimmten Reihengliedern lassen sich verschiede-
ne Approximationsstufen herleiten, wie ECKSTEIN [41] in seiner Arbeit zeigt und von
GROTE [58] in Ubersichtlicher Form dargestellt worden ist. Es wird dabei zwischen fol-
genden Theoriestufen unterschieden, deren kinematische Beziehungen Tafel 4.2 ent-
nommen werden konnen:

e Theorie endlich grof3er Rotationen (Abbruch von w nach kubischen Anteilen)

e Theorie malig grofRer Rotationen (Abbruch von w nach quadratischen Anteilen)
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Theorie endlich groRer Rotationen

1 A
aaB = E[q)qp +¢|3q + ¢u¢)\B + ¢3a¢3g]
1 A A A A
BQB ZE[LIJO(B + l‘IJBa _q))\o(bﬁ _(I))\Bb(x + (I)O(LlJ)\B + q)BqJ)\(x + ¢30(LIJ3B +¢3[3l'|J3(X]

Theorie maRig grol3er Rotationen

g =5 0up * B + 8101+ 0,05

1
Bep =5 [P Iy *+sp Lo +01a05 + 0aghl =G5[0 Iy +0, Ly +0ypds’ — 0505 — 053]

Theorie kleiner Rotationen

1 A A A
oy ZE[U" s +Ug lg —2Usbgg +U™ |, Uy |5 —U[U™ |, by +UM | by, ]

A A A A
+U3U3babm +tU; |a Us |B +U>\[U3 |a bB + U |[3 ba] +UAUpbab§]

DONNEL -
MARGUERRE

1
B = _E[Us lup +Us lpa #2[Uy |o 0F +uy | 05T +u, [og | +0g [,]1-2u3b,,b5]

lineare Theorie

1
g ZE[U" |B +U, | —2u3buB]

1
Bugp = =5 [Us lup *Us lpg +2[uy | b U, | D51+, [0 | +b3 |1 = 2usb, bg]
—_—

Naherung fur
flache Schalen

Tafel 4.2 Kinematik unterschiedlicher Theoriestufen

e Theorie kleiner Rotationen (Abbruch von w nach linearen Anteilen), wahlwei-
se mit Berlcksichtigung der vollstandigen nichtlinearen Anteile im ersten Ver-
zerrungstensor (Theoriestufe nach BASAR/ KRATZIG) oder die DONNEL-MAR-
GUERREsche Naherung (nichtlinearer Anteil im ersten Verzerrungstensor nur

3 Uslq - Us|s)
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e Lineare Theorie (beide Verzerrungstensoren sind nur linear von den Verschie-
bungen und deren Ableitungen abhangig), wobei eine Naherungsstufe fir flache
Schalen weitere Vereinfachungen bzw. Streichung vernachlassigbarer Terme im
2. Verzerrungstensor der Mittelflache mit sich fihrt.

Im Rahmen dieser Arbeit werden nur die beiden zuletzt aufgeflihrten Theoriestufen
bei der Implementierung eines Ringelements verwendet. Die Theorie kleiner Rota-
tionen stellt fur die meisten baupraktischen Anwendungen im Vergleich zu hdheren
Theoriestufen eine ausreichende Beriicksichtigung der geometrischen Nichtlinearitat,
die somit auf den ersten Verzerrungstensor der Mittelflache beschrankt wird, dar [5],
[41], [61], [126]. HOhere Theoriestufen sind durch den damit verbundenen numerischen
Aufwand und die Rechenzeit im Rahmen der verfolgten Ziele in dieser Arbeit nicht ge-
rechtfertigt. Die verwendeten kinematischen Beziehungen der Theoriestufe kleiner Ro-
tationen und deren materielle Zeitableitungen sind in den Gleichungen (4.30), (4.31),
(4.32) und (4.33) angegeben.

1
Qop = §[¢aﬁ+¢ﬁa+9@3 ©rs + P30 P35
_1 —2u3b A —uzuta b
= 2[Ua‘ﬂ+uﬂ‘a us aﬂ+u |a U/\‘ﬂ usu |a A8
—u3 u)‘|3 b/\a—|-U3U3b3 bxg + us|a usls

Uy uzla b + uxuzlg b + uyu, b) b%] (4.30)

1
Bag = 5[%[3 + Y — Pra by — ©a5 b))
1
= —5luslas + Usfga + 2[urla b3 + uxls b))

+ ux [b3]s + b3la] — 2u3bra b] (4.31)
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Gap = 5[Pap + Ppa + P Pxs + P Pa3 T P30 935 + P30 P33l
1 . ) )
:E[Ua‘ﬂ+uﬂ‘a_2u3baﬂ
+L.J/\‘au,\|3—lll3u/\‘ab)\ﬂ—L'J3U)‘|3b,\a+l:I3U3b3b)\ﬁ
: : A A A P
+U3a U3|g + Ux uzla bj + Uy us[g b + Uy u, by b
+U/\‘aU,\|3—U3l:I/\‘ab)\ﬂ—U3U)‘|3b,\a+U3U3b3b)\ﬁ

+us|q Us]g + ux U)o b 4 uy s b + ux i, b)) bf] (4.32)

. 1. . _ _
Bap = §[¢aﬁ + Y0 — Pra b — ©rs b2
1 . ) ) )

= —5lslag + Usfga + 2 [0 by + x5 b))

+ 0x [b) |5 + bjla] — 203 bra B3] (4.33)

Ferner muss bedacht werden, dass die Tensorkomponenten immer in Verbindung mit
ihren Basisvektoren zu betrachten sind, in diesem Falle die Basisvektoren der unver-
formten Metrik. Die Basisvektoren sind im Allgemeinen keine Einheitsvektoren, somit
stimmen die Tensorkomponenten nicht mit den physikalischen Verzerrungen tberein;
die physikalischen Tensorkomponenten werden daher (kleine Verzerrungen und ortho-
gonale Metrik vorausgesetzt) aus Gleichung (4.34) und (4.35) bestimmt.

Oy
Qcaps = ——ob (4.34)

Vdaa 358

Ba
B<ap> = Fﬂaﬁﬁ (4.35)
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4.5 SchnittgroRen und konstitutive Beziehungen

Uber die konstitutiven Beziehungen oder Werkstoffgesetze wird die Verkniipfung zwi-
schen den Verzerrungen und Schnittgrof3en des Flachentragwerks hergestellt; diese
sind dabei als Resultierende der Spannungsverteilung Uber den Querschnitt anzuse-
hen. Bild 4.3 zeigt einen Ausschnitt aus einem Flachentragwerk mit den positiven Wir-
kungsrichtungen der Schnittgrof3en. Die Vernachlassigung des Effekts der Veréande-
rung der Metrik auf die SchnittgroRen fuhrt dazu, dass im Folgenden nicht mehr zwi-
schen wahren CAUCHY Spannungen und PIOLA-KIRCHHOFF Spannungen unter-
schieden wird (Kapitel 2).

Die SchnittgroRen als Resultierende, Normalkrafte n®® und Biegemomente m*®, ent-

————
-~

_ 3
€21 = O21+6° B

— 3 ap
€ap _aaB+eBaB -0
h/2

n® = [ue°) 18, -6°b} 1™ (6°) de’
-h/2
h/2
m® = [u(6°)®° o** de’
-h/2
P =a,, p* n*® = /agagn®
€10 = U12+e Blz p<3> = m<C(B> = aaaaBB muB

3

p
s =.a_ s <> _ a
oa q - aua q

Bild 4.3 Physikalische Einwirkungen und Schnittgro3en
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stehen dabei durch eine Spannungsintegration tber die Querschnittshohe geman Glei-
chungen (4.36) und (4.37), welche in der Regel numerisch unter Zuhilfenahme von
Schichtendiskretisierungen ausgefuihrt wird [87], [129]. Diese Beziehungen sind allge-
mein gultig fur beliebige Werkstoffgesetze; auf eine Betrachtung der Querkrafte wird
verzichtet, da die korrespondierenden Verzerrungen im Rahmen einer Normalentheo-
rie zu Null gesetzt sind und sich die Querkrafte daher nur aus dem Gleichgewicht
berechnen lassen.

n = [ u(6%) - [67 — 63b]] - 0°N(6%) dB® = i — m*A bl (4.36)

|
NES \m:—

u(E) - (55 — 6°b3] - 62 - 0" (6%) e

Q

| |
INTE= \MI:’ NI \MI:

w(6%) - 63 - o°%(6%) d6® (4.37)

Hierbei ist ein symmetrischer Dehnungskrafttensor R’ eingefuhrt worden, der eine Re-
chengrof3e darstellt und energiekonjugiert zum 1. Verzerrungstensor der Mittelflache
ist. Der Normalkrafttensor n®® ist im Allgemeinen aufgrund der Momententerme un-
symmetrisch. Bei den Momententermen werden die Bimomente mit quadratischen
63-Anteilen vernachlassigt, was durch die Annahme von einer gegeniiber den cha-
rakteristischen Schalenabmessungen kleinen Schalendicke gerechtfertigt ist. Alterna-
tiv ist eine matrizielle Darstellung moglich, wobei die grof3en und kleinen Symme-
trien im Elastizitatstensor bei GREENscher Elastizitat (Hyperelastizitat, Existenz ei-
ner Spannungspotentialfunktion) [93] ausgenutzt werden, so dass sich die 16 Kom-
ponenten (bzw. 9 unter Ausnutzung der Symmetrie der Verzerrungen, die natirlich
unabhangig vom Materialverhalten gegeben ist) des allgemeinen flachenhaften Elas-
tizitatstensors (CAUCHYsche Elastizitat) E“’* auf 6 unabhéangige Komponenten re-
duzieren. Die SchnittgrofRen A*? und m*? finden demnach in (4.38) und (4.39) eine
alternative Darstellung, wobei die Tensorkomponenten E*** natiirlich vom Dehnungs-
zustand abhangen.
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Fur den Sonderfall der linearen isotropen Elastizitat reduziert sich die Zahl der un-
abhangigen Komponenten auf 2, so dass sich der 4-stufige Elastizitatstensor E***"
nach Gleichung (4.40) angeben lasst. Die Beziehungen zwischen den symmetrischen
Dehnkraften und dem 1. Verzerrungstensor der Mittelflache (4.41) sowie den Biegemo-
menten und dem 2. Verzerrungstensor der Mittelflache (4.42) sind dabei entkoppelt.

E-[1-v] v
afdp _ al,f3 ap. B af )\
E p—m'[a ap+apa +Ea ap] (440)
A% =h.EYM . q, (4.41)
af h3 afp

Fur linear viskoelastisches Materialverhalten werden die Beziehungen (4.41) und (4.42)
um den zweidimensionalen Viskositatstensor erweitert; die Schnittgrof3en sind jetzt von
den Verzerrungen und Verzerrungsgeschwindigkeiten abhangig [10], wobei C*** ein
vierstufiger flachenhafter Viskositatstensor ist.

A% = h . [E*"Y . ay, + C*V . 4y )] (4.43)

h3 -
m8 — o [EaﬂAp By + cabrr mp] (4.44)
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Diese Entkoppelung der Schnittgréf3en ist jedoch im nichtlinearen Fall nicht vorhanden,
da nach Gleichung (4.38) und (4.39) Spannungen aufintegriert werden, die von den
Dehnungen der betrachteten Schicht ¢,5 abhangen, wobei diese wiederum aus An-
teilen des 1. und 2. Verzerrungstensors hervorgehen (4.25). Die physikalischen Kom-
ponenten der SchnittgroRentensoren, die letztendlich unter anderem auch fur Bemes-
sungsfragen interessieren, sind ferner in den Beziehungen (4.45) und (4.46) angege-
ben.

n<P> = n. jaiiass (4.45)

m<*> =m* . Jacaags (4.46)

4.6 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen beinhaltet implizit die Gleichgewichtsbezie-
hungen in integraler oder in schwacher Form. Darauf basierend lassen sich die Ele-
mentmatrizen im Rahmen der Finiten-Elemente Methode flr reine Weggrol3enmodelle
herleiten. Samtliche Nichtlinearitaten konnen dabei berlcksichtigt werden. Das Prinzip
der virtuellen Verschiebungen formuliert eine integrale Gleichgewichtsaussage fir ein
System, welche lautet:

Befindet sich ein System im Gleichgewicht, so verschwindet die Summe aus aul3erer
und innerer virtueller Arbeit, die bei Aufbringen eines virtuellen Verschiebungszustands
geleistet wird.

0A; +0A =0 (4.47)
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Der Verformungszustand eines Systems wird also um einen gedachten, infinitesimal
kleinen und mit den Randbedingungen vertraglichen Verformungszustand geandert
(variiert); wenn dabei die geleistete Arbeit verschwindet, liegt ein Gleichgewichtszu-
stand vor. Diese Aussage wird durch Beziehung (4.47) ausgedrtickt, wobei Tragheits-
krafte und Dampfungskrafte (Auf3ere Dampfung, wie Luft- oder Fluidreibung) wie aul3e-
re Krafte behandelt werden. Die innere Materialdampfung ist dabei bereits in den
Schnittgrof3en Gber die Werkstoffgesetze berlcksichtigt.

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (4.47) kann auch direkt durch Anschrei-
ben der Gleichgewichtsbeziehungen, die mit einer virtuellen Verschiebungsfunktion
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gewichtet und Uber das Gesamtgebiet integriert werden, gewonnen werden. Diese
fihren nach einigen Umformungen auf die Arbeitsausdriicke (4.48) und (4.49). Die
EULERschen Gleichungen dieses Prinzips sind somit die Gleichgewichtsbedingun-
gen; die nattrlichen Randbedingungen werden durch die Kraftgrof3enrandbedingun-
gen (Gleichgewicht auf dem Rand der Struktur) gebildet [75]. Nach dem Einsetzen der
kinematischen Beziehungen und der Werkstoffgesetze in (4.49) enthalt das Prinzip der
virtuellen Verschiebungen als einzige unbekannte Grof3en noch den Verschiebungszu-
stand, so dass auf dessen Basis Finite Elemente mit Weggroélienapproximationen for-
muliert werden kdnnen. Zur Herleitung von gemischten Elementen, auf die im Rahmen
dieser Arbeit jedoch nicht eingegangen wird, missen erweiterte Variationsprinzipien
wie z.B. das HU-WASHIZU Funktional [136], [121] angewendet werden. Dieses sieht
eine unabhangige Variation der Verschiebungen, Verzerrungen und Spannungen vor.
Es enthalt zusatzlich neben den Gleichgewichtsbeziehungen auch die Kinematik und
das Werkstoffgesetz als EULERsche Gleichungen.

Eine explizite Darstellung der Gleichgewichtsbedingungen findet sich z.B. fir den li-
nearen Fall in [96], [97] oder fur den nichtlinearen Fall unter Bericksichtigung der
DONNEL-MARGUERREschen Anteile in [87]. Differenzenverfahren wie das Verfah-
ren der Dynamischen Relaxation [112], [96], [97], [87] formulieren das Gleichgewicht
explizit in einzelnen Ortspunkten im Gegensatz zur FE-Methode.
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Kapitel 5

Herleitung und Umsetzung eines
Schalenringelements

5.1 Allgemeines

5.1.1 Ubersicht tiber den aktuellen Stand der Forschung

Ein wesentlicher Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit besteht in der Erweiterung eines
vorhandenen, auf der Forschungsarbeit von ECKSTEIN et al. [42] basierenden finiten
Ringelements, welches nun nach der Herleitung und Implementierung der entspre-
chenden Elementmatrizen fir die statische und dynamische Berechnung von Rotati-
onsschalen unter Berlcksichtigung der geometrischen und physikalischen Nichtlinea-
ritdt (Stahlbeton) eingesetzt werden soll. Die Finite Elemente Methode unterscheidet
sich vom allgemeinen RITZ-GALERKIN Verfahren [6] dadurch, dass ein Losungsan-
satz nur Uber ein Teilgebiet der Struktur, namlich Gber ein Finites Element, gemacht
und die Gesamtstruktur anschlieRend aus einzelnen Elementen zusammengesetzt
wird. Die Behandlung von Ringelementen ist somit n&her mit der RITZschen Methode
verwandt als herkdbmmliche Finite Elemente, da nun fir die gesamte Umfangsrichtung
ein geschlossener Losungsansatz verwendet wird, wobei theoretisch beliebig viele Rei-
henglieder bertucksichtigt werden konnen und somit keine Diskretisierung der Struk-
tur in Umfangsrichtung stattfindet. Die Meridianrichtung der Rotationsschale wird wie
gewohnlich in einzelne Elemente unterteilt. Eine wesentliche Eigenschaft und ein sich
daraus ergebender Vorteil bei linearen Berechnungen mit Ringelementen ist, dass die
Steifigkeitsbeziehungen zwischen den fourierzerlegten Belastungen und den zugehari-
gen Verformungsanteilen untereinander unabhangig sind, wie bei der Herleitung der
linear elastischen Steifigkeits- und Massenmatrix noch gezeigt werden wird, wodurch
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nur die Hauptdiagonalmatrizen besetzt sind. Daher kdnnen nacheinander die System-
gleichungen fir die einzelnen Fourierglieder des Ansatzes unabhéngig geldst werden
und im Anschluss daran zur Gesamtlosung superponiert werden. Das Schalenringele-
ment ist als aulRerst leistungsfahiges Element hinsichtlich Rechenzeit und Gite der
Ergebnisse anzusehen [5].

Die Anfange der Forschungsarbeiten Uiber Ringelemente kdnnen relativ weit bis in die
Mitte der 60er Jahre zuriickverfolgt werden. Die Arbeiten von GRAFTON und STROME
[56] sowie POPQV et al. [100] sind dabei als grundlegend anzusehen, davor erfolgte
die numerische Behandlung von Rotationsschalen mit Differenzenverfahren [110]. Das
in [100] beschriebene Element ist ein konisches Schalenringelement mit konstanter
Wanddicke, es werden nur rotationssymmetrische Belastungen betrachtet. Im deutsch-
sprachigen Raum lieferte die Arbeit von LEIMBACH [82] einen wesentlichen Beitrag
zur linearen Berechnung von Rotationsschalen unter allgemeinen nicht rotationssym-
metrischen Belastungen mit finiten Ringelementen. Ebenso in der Literatur haufig zu
finden ist der Einsatz von Ringelementen bei linearen dynamischen Berechnungen,
wie bei der Ermittlung der Beanspruchungen infolge der nicht rotationssymmetrischen
horizontalen Erdbebeneinwirkung [1], [3], [55], die im linearen Fall nur Antworten (Ver-
formungen und Spannungen) in der Umfangswelle 1 hervorruft. GOULD verdoffentlich-
te 1985 ein gesamtes Buch [52] Uber die Berechnung von Rotationsschalen mit fini-
ten Ringelementen. Darin werden zwei Programmsysteme, BOSOR4 und SHORE Il
vorgestellt, deren Leistungsmerkmale die lineare statische Berechnung von Rotations-
schalen unter rotationssymmetrischen und nicht rotationssymmetrischen Belastungen,
die Eigenwertbestimmung (Beul- oder Eigenschwinganalyse) fiir Rotationsschalen un-
ter rotationssymmetrischer Belastung sowie die lineare dynamische Berechnung von
Rotationsschalen sind. Diese Leistungsmerkmale sind Stand der Technik und kdnnen
allesamt im Programmsystem ROSHE [130] wiedergefunden werden.

Es fehlt hier demnach offensichtlich ein Konzept zur nichtlinearen statischen und dy-
namischen Berechnung von Rotationsschalen unter beliebigen nicht rotationssymme-
trischen Belastungen. Als frilhe Forschungsarbeiten beziglich der physikalisch nicht-
linearen Berechnung von Rotationsschalen sind im deutschsprachigen Raum die Ar-
beiten von WUNDERLICH und RENSCH [133], [104] sowie von WUNDERLICH et al.
[132] zu nennen, die nichtlineare elasto-plastische statische Berechnungen von Stahl-
schalen mit J2-Plastizitatsmodellen [13] durchflhrten; allerdings werden die Nichtli-
nearitaten dabei lediglich tUber Pseudo-Last-Anteile [133] berlcksichtigt, als Steifig-
keitsmatrix fur die Iteration wird die linear elastische Steifigkeitsmatrix verwendet, was
zu Schwierigkeiten bzw. Nachteilen bei grol3eren Steifigkeitsdnderungen wie z.B. dem
Reil3en des Stahlbetons fuhren kann. COMBESCURE beschreibt in seinem Aufsatz
von 1985 [27] ein gegenuber WUNDERLICH um die Bertcksichtigung von Imperfek-
tionen verbessertes Ringelement. Dieses besitzt lineare Polynomansatze in Meridian-
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richtung und Fourierreihen in Umfangsrichtung. Die Gebietsintegration in Meridianrich-
tung wird dabei mit einem Integrationspunkt numerisch durchgeftihrt, in Umfangsrich-
tung werden die Stahlstoffgesetze unter Beachtung der J2-FlieBbedingung an einer
benutzerdefinierten Anzahl von Stitzstellen ausgewertet und anschlie3end in Fourier-
reihen entwickelt, die wiederum analytisch mit den korrespondierenden Termen in den
Verzerrungen integriert werden. Allerdings muss die Gute der Ergebnisse des hier-
bei verwendeten Elements kritisch hinterfragt werden, da in Meridianrichtung nur li-
neare Polynomansatze fir uq, u,, uz und w, und eine numerische Integration mit nur
einem Integrationspunkt [28] verwendet werden, ECKSTEIN aber gerade diese linea-
ren Ansatze verwirft, da sie schlechte Ergebnisse insbesondere fur Zustande in der
Umfangswelle 1 liefern [42].

Seit der Einfuhrung der physikalischen Nichtlinearitat des Stahlbetons vor ca. 10 Jah-
ren durch ZAHLTEN [134] in Bochum und GROTE [58] in Kaiserslautern in die von
HARTE [61] und ECKSTEIN [41] entwickelte Elementfamilie NACS (Dreiecks- und
Viereckschalenelemente in konvektiven Koordinaten) wurden die vorhandenen Ring-
elemente vernachlassigt und nicht weiter gepflegt, da es fir die Ringelemente an
einem Konzept zur Bericksichtigung der geometrischen und physikalischen Nichtli-
nearitaten im Rahmen einer inkrementell iterativen Vorgehensweise fehlte, obwohl die
Vorteile der Ringelemente gegentber herkdmmlichen Elementen im linearen Fall hin-
reichend bekannt waren. Die neueren Veroffentlichungen von GOULD [54], [53] sowie
personlicher Schriftverkehr mit ihm zeigen ebenso, dass beziglich der Handhabung
von Ringelementen bei nichtlinearen Problemstellungen noch Forschungsbedarf be-
steht. GOULD verfolgt ein Konzept der Strukturunterteilung in lineare und nichtlinea-
re Bereiche: Die Bereiche der Rotationsschale, denen lineares Verhalten zugewiesen
wird, werden mit Ringelementen abgebildet, flr die Diskretisierung der nichtlinearen
Bereiche verwendet er isoparametrische Schalenelemente. Die unterschiedlichen Mo-
dellierungsbereiche werden durch eine Transformation der fourierzerlegten Freiheits-
grade des Ringelements auf die Freiheitsgrade der allgemeinen Schalenelemente an
der Ubergangsstelle aneinander gekoppelt.

Gerade auch zur Untersuchung nichtlinearer dynamischer Problemstellungen in Ver-
bindung mit direkten Zeitintegrationsverfahren oder modalen Berechnungsverfahren
(siehe Kapitel 6) wird der Einsatz einer inkrementell iterativen Formulierung von Ring-
elementen sich als aul3erst vorteilhaft erweisen. Deswegen wird in der vorliegenden Ar-
beit folgende Vorgehensweise verfolgt: Es wird ein geschlossenes Konzept vorgestellt
und hergeleitet, wie die Formulierung inkrementell iterativer Lésungsalgorithmen auf
Ringelemente mit ihnren Besonderheiten im Rahmen von geometrisch und physikalisch
nichtlinearen Berechnungen (insbesondere das nichtlineare Verhalten des Stahlbetons
als Folge des Aufreil3ens ist hierbei von Interesse) Ubertragen und angewendet wer-
den kann. Das von ECKSTEIN hergeleitete und von SANAL [108] um die Massenma-
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trix erganzte Ringelement, welches im Programmsystem ROSHE [130] implementiert
ist und sich fir lineare statische und dynamische Problemstellungen sowie fir Stabi-
litatsberechnungen mit rotationssymmetrischen Grundzustanden erfolgreich bewahrt
hat, wird unter Anwendung des erarbeiteten Konzepts um die nichtlinearen Element-
matrizen (Vektor der inneren Knotenkrafte und tangentiale Steifigkeitsmatrix) erweitert,
so dass damit nichtlineare statische und dynamische Berechnungen unter Anwendung
von inkrementell iterativen Losungsalgorithmen durchgefihrt werden kénnen. Es wird
sich ferner in Vergleichsrechnungen bestatigen, dass auch bei Bertcksichtigung von
Nichtlinearitaten die Ringelemente beziglich der Gite der Ergebnisse auf3erst gute
Resultate liefern.

5.1.2 Allgemeines zum Programmsystem FEMAS, ROSHE

Samtliche numerische Umsetzungen der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten FE-
Modelle und Algorithmen sind im Programmsystem ROSHE [130], einem Spezialpro-
gramm von FEMAS (Finite Element Moduln Allgemeiner Strukturen) [11] realisiert wor-
den. FEMAS wurde am Lehrstuhl 11l des Instituts flr Konstruktiven Ingenieurbau der
Ruhr-Universitat Bochum konzipiert und umgesetzt und seit 1984 getrennt in Bochum
und Kaiserslautern weiterentwickelt. Es zeichnet sich durch seine unabhangigen Bau-
steine (Elemente, Verwaltung, mathematische Operationen oder mechanische Metho-
den) aus, die zu Spezialprogrammen fir strukturmechanische Problemstellungen (Lini-
entragwerke 2D LTRGW?2, Flachen- und Raumtragwerke FRTRGW, Verbundtragwerke
2D VTRGW?2, etc.) zusammengestellt werden konnen. Das Programmsystem ROSHE
ist ein solches Spezialprogramm, welches gezielt zur Berechnung rotationssymmetri-
scher Strukturen mit Hilfe von Ringelementen entwickelt worden ist. Es verfigt tber
unabhéangige Nachlaufprogramme, die eine Plotausgabe der Zustandsgrof3en oder ei-
ne Stahlbetonbemessung gestatten. Eine Steuerung von ROSHE und dessen Nach-
laufprogrammen kann Uber das Expertensystem DECOR vorgenommen werden, das
speziell zum automatisierten Entwurf von Naturzugkihltirmen entwickelt worden ist
[88].

Samtliche Programmquellen sind in der Programmiersprache FORTRAN erstellt, die
Datenspeicherung und der Datentransfer innerhalb FEMAS wird mit Hilfe eines ein-
dimensionalen Integerfeldes und eines eindimensionalen Realfeldes abgewickelt, die
Uber Zeiger (z.B. auf die Knotenkoordinaten oder Steifigkeitsmatrix) adressiert werden.
Diese Programmiertechnik ist nattrlich veraltet und wird immer mehr von objektorien-
tierten Programmiertechniken verdrangt, deren Vorteile in dynamischer Speicherplatz-
reservierung oder der Unterstiitzung komplexer Datenstrukturen wie Klassen (Vereini-
gung von Daten und datentypspezifischen Operationen) zu sehen sind. Dennoch wird
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der numerischen Realisierung in FEMAS/ ROSHE mit der Programmiersprache FORT-
RAN der Vorzug gegeben; die Vorteile hierfur liegen in der besonders einfachen und
ingenieurgerechten Struktur der Programmiersprache, der geringeren bendotigten CPU-
Zeit bei Berechnungen aufgrund der Verwendung primitiver Datentypen (Integer und
Real Zahlen) und nicht zuletzt durch das Vorhandensein einer umfangreichen Samm-
lung an Quellcode und Bibliotheken, die Gber Jahre hinweg entstanden ist.

5.2 Grundlegende Uberlegungen und inkrementelle Be-
trachtungsweise

5.2.1 Anforderungen an Finite Elemente

Bevor speziell auf die Formulierung der im Rahmen dieser Arbeit erweiterten Ringele-
mente eingegangen wird, sollen in knapper Form die Anforderungen an die Verschie-
bungsansatze Finiter Elemente zusammengestellt werden [5], [41], [58], [83]. Deren
Einhaltung entscheidet mafigeblich Uber die Konvergenzeigenschaften der Elemente
(Annaherung der FE-L6sung gegen die strenge Losung bei Verfeinerung der Diskreti-
sierung).

1. Die Elementverschiebungsansatze sollen konstante Verzerrungszustande repra-
sentieren konnen.

2. Die Bedingungen der Konformitat sollen durch die Verschiebungsansatze erfullt
werden kdnnen.

3. Aufgrund von Starrkorperverschiebungen durfen keine Spannungen im Element
entstehen.

Punkt 1 ist erfullt, wenn der Grad der gewahlten Polynomansatzfunktion mindestens
gleich der hochsten im Verzerrungsausdruck auftretenden Ableitung ist. Bei den vor-
liegenden Ringelementen treten im 2. Verzerrungstensor der Mittelflache 3,5 zweite
Ableitungen der Verschiebungen auf. In Meridianrichtung werden als Ansatzfunktio-
nen fur die Verschiebungen kubische Polynome verwendet, so dass dieses Kriterium
eingehalten ist. Im Rahmen von isoparametrischen Elementkonzepten (Approximation
der Geometrie und des Verformungszustandes durch die gleichen Ansatzfunktionen)
dient der Patchtest [73], [136] zur Uberpriifung der Einhaltung dieses Kriteriums. Da-
bei werden einem verzerrten Netz aus wenigen Elementen derartige Verschiebungs-
zustande aufgepragt, dass sich nach der analytischen Losung konstante Verzerrungs-
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zustande einstellen. Kann diese analytische Losung mit dem verzerrten Elementnetz
erzielt werden, so ist der Patchtest bestanden und somit eine Konvergenz der nume-
rischen Losung gegen die exakte Losung im allgemeinen Fall bei Verfeinerung eines
Elementnetzes sichergestellt, da sich konstante Verzerrungszustande darstellen las-
sen. Punkt 2 soll die Vertraglichkeit zwischen den Randern benachbarter Elemente
sicherstellen und wird durch die Verwendung vollstandiger kubischer Polynome in Me-
ridianrichtung (Stetigkeit der Verschiebungen und Verdrehungen) sowie unendlich oft
stetig differenzierbarer harmonischer Ansatze in Ringrichtung fur die Ringelemente
erreicht. Durch die Wahl von harmonischen Funktionen zur Darstellung der Verfor-
mungen in Umfangsrichtung sind Uberlappungen oder Klaffungen zwischen zwei Ele-
menten ausgeschlossen. Punkt 3 stellt die groten Probleme dar: Schalenelemente,
welche in krummlinigen konvektiven Koordinaten 6%, §2 (im Gegensatz zu isoparametri-
schen Elementen [6], [136], bei denen zuséatzlich zu den Verformungen auch die Geo-
metrie approximiert wird) formuliert sind, kdnnen dieses Kriterium haufig nicht oder nur
unter Schwierigkeiten erfillen. Die Begrindung liegt in den transzendenten Losungs-
funktionen, die durch Polynomansatze nur unzureichend angendhert werden kdnnen
[5]. Die Vorlaufer des von ECKSTEIN entwickelten und im Rahmen dieser Arbeit er-
weiterten Ringelements wiesen Schwierigkeiten in der Erfullung dieses Kriteriums auf.

Grundsatzlich lasst sich die Einhaltung des Starrkorperkriteriums tber eine Eigenwert-
analyse der Steifigkeitsmatrix Uberprtfen. Im Idealfall, falls durch die Ansatzfunktionen
alle Starrkorperverschiebungen spannungsfrei ausgedriickt werden kdnnen, missen
im allgemeinen raumlichen Falle die ersten 6 Eigenwerte der Elementsteifigkeitsmatrix
zu Null werden, wobei die zugehorigen Eigenvektoren gerade die Starrkdrperbewe-
gungen darstellen [6]. Physikalisch bedeutet dies, dass das Produkt aus Steifigkeits-
matrix und Starrkorperverformungen keine Knotenkréafte zur Folge haben darf, so dass
die zu den Starrkdrperverformungen gehdrenden Eigenwerte verschwinden. Fir ein
Ringelement mit Krimmung in Meridianrichtung sind einige ausgewahlte Eigenformen
der Steifigkeitsmatrizen aus unterschiedlichen Umfangsansatzen (Umfangswellen) im
Bild 5.1 dargestellt. Die 6 Eigenwerte im allgemeinen rdumlichen Fall reduzieren sich
aufgrund der Symmetrieebene x2 = 0: Ubrig bleiben eine Verschiebung des Ringele-
ments in vertikaler Richtung (Umfangswelle 0) sowie eine horizontale Verschiebung
(Umfangswelle 1), dartber hinaus noch zwei Eigenformen fir das Kippen um zwei ho-
rizontale Achsen (Umfangswelle 1). Antimetrische Verformungszustande werden durch
die Ansatze des vorliegenden Ringelements nicht wiedergegeben (Rotation um Verti-
kalachse, zweite Horizontalverschiebung und Rotationen um orthogonale horizonta-
le Achsen), da Symmetrie bei der Herleitung vorausgesetzt worden ist. Es fallt auf,
dass die beiden letzten Eigenwerte nicht genau zu Null werden; halt man sich aber
die GroRRenordnung der hoheren Eigenwerte mit Elementverzerrungen oder die des
hochsten Eigenwerts A2 vor Augen, die alle in der Grol3enordnung 10° bis 108 liegen,
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Umfangswelle O
Eigenvektor 1 (vertikal)
Ay =0 (A 12 = 5,8-10%)

Umfangswelle 1
Eigenvektor 2 (Drehung)
A@) = 346 (A2 = 2,9-10°)

Umfangswelle 2

)\(1) =81 ()\(12) = 2,9-108)

Eigenvektor 1 (dehnungslose Verb.)

Umfangswelle 1
Eigenvektor 1 (horizontal)
Ay =0 (Aaz = 2,9-10°)

Umfangswelle 1
Eigenvektor 3 (Drehung)
A = -408 (A(12) = 2,9-10°)

[z -115830F

R= -153644 + 51,9644 |1+
H1139896 H

Z,=20m R,=52,52 m
Zo=30m R, =49,68 m

E=3,0-10'kN/m2 v=0,2 h=0,30m

Bild 5.1 Ausgesuchte Eigenwerte der Steifigkeitsmatrizen
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so kann dies ebenso als numerisch Null angesehen werden. Weiterhin auffallig ist der
erste Eigenwert und die zugehdrige Eigenform bei einem Verschiebungsansatz in der
zweiten Umfangswelle. Dieser liegt ebenso sehr nahe bei Null und gibt einen Zustand
mit dehnungsloser Verbiegung wieder, d.h. die Verzerrungen der Mittelflache werden
zu Null, es treten nur Verkrimmungen mit korrespondierenden Biegemomenten auf.
Deshalb ist auch der zugehorige Eigenwert so gering, da die Schale auf diese Art
von Verformungen aufgrund der im Vergleich zur Dehnsteifigkeit geringen Biegesteifig-
keit sehr weich reagiert. Die zugehdrige Eigenform, die ebenso im Bild 5.1 dargestellt
ist, bestatigt dies. Dehnungslose Verbiegungszustande konnen mit Ringelementen im
Gegensatz zu herkdmmlichen 2D Schalenelementen ausgezeichnet wiedergegeben
werden, da in Ringrichtung harmonische Reihenansatze verwendet werden, so dass
die Ringverzerrungen nach der Differentiation mit gleicher Genauigkeit wie das Ver-
schiebungsfeld dargestellt werden.

Es sollen jedoch keine weiteren ausfihrlichen Untersuchungen tber die Erflllung der
Anforderungen an Finite Elemente durch die Ringelemente gemacht werden. Das im
Rahmen dieses Kapitels vorgestellte und erweiterte Ringelement mit seinen Verschie-
bungsansatzen und Freiheitsgraden wurde nach einem Vergleich mit zwei anderen
Ringelementen nach umfangreichen Testrechnungen ausgewahlt [42] und hat sich be-
reits fur den Einsatz bei linearen Berechnungen vollkommen bewahrt.

5.2.2 Grundprinzip der Ringelemente

Zunachst soll nochmals die Besonderheit von Ringelementen am Beispiel von Scha-
lenringelementen herausgestellt werden. Im Gegensatz zu herkdmmlichen Schalen-
elementen wird der gesamte Umfang mit nur einem Element abgebildet. Die Diskre-
tisierung einer Rotationsschale in Umfangsrichtung entfallt somit, lediglich die Meri-
dianrichtung muss in einzelne Ringelemente unterteilt werden. Die Verformungen in
Umfangsrichtung werden dabei Uber Fourierreinen dargestellt, die Ordnung des An-
satzes wird durch die Anzahl der Umfangswellen np,.x gesteuert, die benutzerdefiniert
vorgegeben wird. Im Vektor der Elementfreiheitsgrade des Ringelements werden so-
mit alle Fourierglieder der Freiheitsgrade abgespeichert. Auf diese Art kdnnen geman
Gleichung (5.1) die Verformungen an beliebigen Umfangsstellen bestimmt werden.

ur(61) oo | Mup - sin(nft)
u(8Y) | = "u, - cos(nfl) (5.1)

uz(61) =0 nys . cos(nf?)
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Ringelemente Dreieck- oder Viereckelemente
Diskretisierung der Meridiankurve, Diskretisierung der Meridiankurve und
keine Umfangsdiskretisierung des Umfangs
Freiheitsgrade an den Knoten der Freiheitsgrade an allen
Meridiankurve fur alle Fourierglieder Umfangsknoten
Ansatz tUber den gesamten Umfang Ansatz nur im einzelnen Element
der Rotationsschale (Dreieck- oder Viereckelement)

Bild 5.2 Ringelement und herkdbmmliche Schalenelemente

In Gleichung (5.1) ist bereits die Einschrankung eingeflossen, dass die Ebene x? = 0
eine Symmetrieebene ist. Daraus folgt, dass die symmetrischen Anteile des Verfor-
mungsvektors u, und us mit dem Faktor cos(nf') behaftet sind, wohingegen der Fak-
tor sin(nf?) die Komponente u; multipliziert. Die im Rahmen dieser Arbeit erweiterten
Ringelemente verwenden diese Einschrankung bezlglich der Symmetrieebene, an-
sonsten wirde sich die Zahl der Freiheitsgrade durch Abspeicherung der korrespon-
dierenden Anteile (Sinus Anteile der u, und uz Verformungen und Cosinus Anteile der
u; Verformungen) auf das Doppelte erhohen. Anhand von Bild 5.2 wird der Unterschied
zwischen herkdmmlichen Dreieck- oder Viereckschalenelementen und Ringelementen
nochmals herausgestellt.

5.2.3 Inkrementelle Formulierung

Die LOsung von nichtlinearen Problemstellungen erfolgt im Rahmen dieser Arbeit mit
Hilfe der Finiten Elemente Methode durch Anwendung von inkrementell iterativen Lo-
sungsalgorithmen. Gemal Bild 5.3 werden die Gesamtverformungen u dazu in einen
endlichen Anteil, die Verformungen des Grundzustands u, und in einen infinitesimal
kleinen Zuwachs, die Verformungsinkremente ﬁ zerlegt (5.2). Eine Berucksichtigung
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von Imperfektionen erfolgt im Rahmen dieser Arbeit nicht, stellt aber hinsichtlich der
aufgezeigten Formulierung keine grundsatzlichen Probleme dar. Durch eine Zwischen-
stufe zwischen Referenzkonfiguration und Grundzustand konnen diese bertcksichtigt
werden [58], [41], [66]. Eine vOllig analoge Aufspaltung in Grél3en des Grundzustands
und Inkremente erfolgt fur die diskreten Knotenfreiheitsgrade V bei der Einfihrung der
Verschiebungsansatze fir die unbekannten Feldverformungen.

=+

(5.2)

I=
I
=X
_I_

=+

Su=23 (5.3)

Der 1. Verzerrungstensor der Mittelflache (4.30) wird unter Anwendung der inkremen-
tellen Formulierung der Verschiebungen in seine linearen und nichtlinearen Anteile auf-
gespalten (5.4), der 2. Verzerrungstensor (4.31) enthalt bei einer Theorie kleiner Ro-
tationen nur lineare Anteile, so dass sich dessen Aufspaltung nach Gleichung (5.11)
ergibt. Die nachfolgenden Beziehungen sind mit Hilfe der Verschiebungsgradienten
(4.16), (4.17) und (4.19) ausgedriickt, die wahlweise mit den Verschiebungen des
Grundzustands (Kopfzeiger —) oder den inkrementellen Verschiebungen (Kopfzeiger
+) ausgewertet werden.

Grundzustand
(endlich)

Ausgangszustand
(Referenzkonfiguration)

Momentankonfiguration
(inkrementelle Anderung
€2 des Grundzustandes)

Bild 5.3 Aufspaltung der Verformungszustande
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Qo = Qag + aaﬁ + Eaﬁ (5.4)
S0 = 805 + 8 O o5 (5.5)
Qg = %[&ag + S_Oﬂa +¢2 S_Om + P35, S_Osﬂ] (5.6)
+ 1+ +

Qop = 5[%5 + Ppa

+\ = + = >0 U -+
+ @5 Pag + P30 P35 LS Pap + P30 P35 (5.7)

1. .+ +
§ Crop = 510 Pap +0 Pga

+, - + - — + — +
+ 8PN Pag+ 0 P2aP35 + P06 Pasg+ Paa 0935]  (5.8)

++ 1.+, + + o+

0as = 5[Pa Pas + PaaP3g) (5.9)
1.+, + + + + + + +

d Zraﬁ = 5[59@ Prg + 0 P30 P35 + Py 6 Prg + P3a 0 P35) (5.10)

— +

Bap = Bag + Bap (5.11)
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0fap = 5£+3aﬁ (5.12)
Bas = %[% + 50 — Pra bi— $rs b2 (5.13)
Eaﬂ - %[iag + iﬂa — P bj— ©ys b (5.14)
0 Eag = %[5 iaﬁ +0 %a — 5 Pra b} — ¢ %ﬂ b (5.15)

Der 1. Verzerrungstensor der Mittelflache lasst sich demnach in die ausschlief3lich von
den Verformungen des Grundzustands abhangigen Verzerrungsanteile a,g, in die von
den inkrementellen Verschiebungen linear abhangigen Verzerrungsanteile (JSzaﬁ sowie
in die von den inkrementellen Verschiebungen quadratisch abhéangigen Verzerrungs-
anteile +oz+a/3 aufspalten. Eine Aufspaltung des 2. Verzerrungstensors im Rahmen der

Theoriestufe kleiner Rotationen hingegen erfolgt nur in die Verzerrungsanteile Baﬂ und
+

Bagp-

Die materiellen Zeitableitungen der Verzerrungsmal3e sind in den Gleichungen (5.16)
bis (5.22) angegeben. Sie lassen sich ebenso in GrolRen des Grundzustands, in linear
von den inkrementellen Geschwindigkeiten und in quadratisch von den inkrementellen
Geschwindigkeiten abhangige Grol3en aufspalten.

- + ++
daﬂ = O'zaﬂ + O'zag + o of (5.16)
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" 1~ -
Qop = E[Soaﬁ + ¥Ba
+ ¢ ‘TDMJ + P34 9_035 +92 Vg t+ P30 ©35) (5.17)
+ 1.+ 1
Qop = E[Soaﬁ + ¥Ba
Ty - t- P T+
+ Pa (’0/\5 + P3a 9035 +<Pa (’0)\[3 + P3a (’035
"‘)\ N + N Y + - +
+ 95 Pag + P3aP3p HPE Pag + P3a Pag] (5.18)
++ 1.4, + + o+ +, + + +
X ap = E[Gﬁa Prg + P30 P38 T4 Prg T P3a P38 (5.19)
: = *
Bas = Bap + Bas (5.20)
By = s + o — Pra bA— 15 b 5.21
Bas = 2[1%5 + Yga — Pra b3— ©r5 D3] (5.21)
* 1% * + N \
Bas = §[¢a5 + Yga — Pra b3— Pr5 b4 (5.22)

Eine analoge Zerlegung wird fiir die SchnittgroRen n*” und me# gemaR der Beziehun-
gen (5.23) und (5.24) mit Hilfe einer Potenzreihenentwicklung, die nach dem linearen
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Glied abgebrochen wird, durchgefuhrt. Bei der Formulierung des Prinzips der virtuel-
len Verschiebungen sollen nur Arbeitsausdriicke, die maximal von den Verschiebungs-
oder Geschwindigkeitsinkrementen quadratisch abhangig sind, bertcksichtigt werden,
so dass die inkrementellen SchnittgrofRen nur von den in den inkrementellen Verschie-
bungen und in den inkrementellen Geschwindigkeiten linearen Verzerrungsanteilen
abhéangig sind.

ﬁaﬂ(a)\mﬁ/\ﬂ’ O.‘//\mﬁ/\P) =h a/\pvﬁ/\pa d)\paﬁ/\p)

oY - -
(a/\pa 6/\p7 Q)\p), 6/\p)' Ay

’(

_|_

aa)\p
0 i’ p N

+W/\p (&ApaﬁApa d/\paﬁ)\p)' /8/\p
A

. +
(aApa ﬁ)\pa A )\p, ﬁ/\p)' Q)p

o,

ofd - - - o 7
816./\ (a/)\paﬂ/\pa a/)\pHB/\p)' /Bx\p
p

=i+ 74 pes (5.23)

_|_

maﬁ(a/\pv 6/\/)7 d/\pa /BAp) =m aﬂ(&/\pa 6)\p7 C.Y/\pa 6)\p)

om¥ - - = +
(a/\pa 6/\p7 Q)\p), 6/\p)' Ay

aOz,\p
omv¥ _ - - +

+ aﬁ/\p (aAp7 ﬁ)\pa O[/\pa ﬁ/\p)' ﬁ)\p
om¥ _ - - - +
P C.V,\p (aApa ﬁ)\pa A )\p, ﬁ/\p)' a)p
Oom¥ _ - - *

+—— (a/\paﬁ/\paaz\mﬁ/\p)' 6)\p
aﬁ/\p

— my my mos (5.24)

Mit den aufgezeigten Zerlegungen der Verzerrungen und Schnittgrof3en in die ein-
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zelnen Anteile werden die virtuellen inneren (5.25) und aul3eren Arbeiten (5.26) in

inkrementeller Darstellung ausgedriickt. Die Variation 6( ) beziglich des bekannten
Grundzustands verschwindet, hdhere als in den Inkrementen quadratische Anteile der
inkrementellen Verzerrungen werden vernachlassigt.

— _ +
5Ai=—//[ﬁaﬂ5 op + M5 B 5] A
A
—//[ktaaﬂ Uy 6 Us +ky U3 & Us] dA
A
+ +
—//[ﬁaﬁé Qog + M6 8, 5] dA
A
+ - .+
—//[ﬁaﬂ(s og + M6 8, 5] dA
A
_ / / lkea®™ Gy 6 Gy ko U5 6 5] A
A

—//[ﬁaﬁé o 5] dA (5.25)
A
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SA, = //[pacs Uo +p38 Us +5%6 w,] dA
+ P [n“é Uo +0n36 U3 +m° 5 Jja] dC

- + - +
/[ct -2 [l + Ua] 8 Ug +Cp - [03 + 03] 8 Us] dA

A
f
- 4+ -+
_//ph.[aaﬁ-[ua+ ] 6 U5 +[ils + 13] 5 Us] dA
A
/A

SA, = //[paa Uo +p38 Us +5%6 w,] dA
A

+]{[na5 Ua +n38 Uy +m® 8 w,]dC

C

—//ph-[aaﬁ- i 6 Ug+ U3 6 Us]dA

// ua ) uﬁ +Cp- U3 5u3]dA
+ +

—//ph-[aaﬁ- i, 6 Us + s 6 Ug)dA

_|_
// ua ) uﬁ +Cp- U3 O u3] dA (5.26)

Nach diesen Vorarbeiten und Sortieren der einzelnen Terme kann das Prinzip der vir-
tuellen Arbeiten in inkrementeller Form angeschrieben werden, welches direkt auf die
Bewegungsgleichung in inkrementeller Form (5.27) fuhrt.
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0A; +0A, =0 <+—

+ + T

[Kev + Kg] : M ‘|’£ M +M M: Ea o Ei o Eca o En} (527)
—— ~

K +

—t E

mit: K, - tangentiale Steifigkeitsmatrix
Key - elastische Steifigkeitsmatrix (mit Anfangsverformungen) (5.28)
Ky - geometrische Steifigkeitsmatrix (5.29)
C - Dampfungsmatrix (innere und auf3ere Dampfung) (5.30)
M - Massenmatrix (5.31)
+
\ - Vektor der inkrementellen Knotenverformungen
T
\Y - Vektor der inkrementellen Knotengeschwindigkeiten
+
\ - Vektor der inkrementellen Knotenbeschleunigungen
P. - Vektor der aufReren Knotenkrafte (5.32)
P; - Vektor der inneren Knotenkrafte (5.33) inkl. Materialdampfung
Pea - Vektor der aul3eren Dampfungskrafte (5.34)
P - Vektor der Tragheitskrafte (5.35)
+
P - Vektor der Ungleichgewichtskrafte (Residuum)
* + + +
Koy = //[naﬂé Qop + M8 Bog] dA
A
+ + + +
+ //[kt a® u, 6 ug +kn uz 0 us] dA (5.28)
A
~ ++

K, = //[naﬁcs o ] dA (5.29)
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+ - L+
C ://[ﬁaﬁa&aﬂ+$aﬁ5ﬁaﬁ]dA
A

+ +
+ //[ct a*?u, ¢ ﬁﬁ +cp U3z 0 33] dA (5.30)
A
+ +
M = /ph - [aaﬂ Uy O % + U3 6 33] dA (5.31)
A

P, =//[pa<53a +p3 6 Us 458 W, dA

+ ?f (N% 8 Ug +n38 Us +m?§ wg] dC (5.32)
C

— _ +
P, = //[ﬁaﬁé aaﬂ + maﬂéﬁaﬁ]dA

A
+ / / kea®® Uq 6 Ug +ky Uz & Us) A (5.33)
A
P — / / cca® Gq 8 Ug +cq i3 & Us] A (5.34)
A
Em://ph-[aaﬁ i, 6 Ug+ 3 6 U3)dA (5.35)

A
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Mit Hilfe von geeigneten lIterationsverfahren, die im Abschnitt 5.5 erlautert werden,
mussen die inkrementellen Zuwéachse in den Verformungen, Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen ausgehend von einem bekannten Zustand berechnet und so lange
verbessert werden, bis ein neuer Gleichgewichtszustand aufgefunden ist. Der neue
Gleichgewichtszustand zeichnet sich dadurch aus, dass die Ungleichgewichtskrafte
auf der rechten Seite der Gleichung (5.27) gegen Null streben und somit auch die
Zuwachse in den Bewegungsgrol3en. Zur Losung dynamischer Problemstellungen sind
weiterhin besondere Zeitintegrationsverfahren erforderlich, die die Zeitableitungen der
Verschiebungen durch algebraische Ausdriicke (Differenzenquotienten) ersetzen. Auf
diese Losungsverfahren wird im Kapitel 6 eingegangen.

Nachdem nun die inkrementelle Vorgehensweise in allgemeiner Form mit den zu Be-
ginn des Kapitels 4 getroffenen Einschrankungen bezlglich der gewahlten Theorie-
stufe erlautert worden ist, werden in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels die
Herleitungen und Erweiterungen eines Ringelements, basierend auf dem Forschungs-
bericht von ECKSTEIN et al. [42], vorgefihrt.

5.3 Geometrische Beziehungen fur das Schalenringele-
ment

5.3.1 Beschreibung der Geometrie

Im Bild 5.4 ist ein doppelt gekrimmtes Schalenringelement mit seinen 8 physikali-
schen und 4 tensoriellen Freiheitsgraden (fur ein einzelnes Fourierglied) abgebildet.
Die 12 Freiheitsgrade sind fir eine gewisse Anzahl von Umfangsharmonischen (Index
n) definiert, die bei der Berechnung vom Benutzer zur Wahl der Ordnung des Ansat-
zes in Umfangsrichtung festgelegt werden muss. Zur Beschreibung der Geometrie ist
die Gleichung der Meridiankurve als Geometriefunktion erforderlich, diese liefert zu ei-
ner bestimmten Hohenkoordinate Z den zugehorigen Radius R sowie die Ableitungen
der Meridiankurve R,, , R, und R,,5,. Mit diesen GroR3en ist es moglich, die Metrik-
grolRen, KrimmungsgrofRen und Christoffelsymbole gemal Tafel 4.1 fiir die gegebene
Rotationsschalengeometrie aufzubauen. Fur das konische Ringelement wird die Meri-
diankurve elementweise als Gerade angenahert, die erste Ableitung der Meridiankurve
wird gemafR Gleichung (5.36) als Differenzenquotient berechnet und ist somit im Ele-
ment konstant, samtliche hohere Ableitungen verschwinden.
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Bild 5.4 Elementgeometrie und Elementfreiheitsgrade
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fir das konische Ringelement (5.36)

Zusatzlich zu den Knotenkoordinaten R und Z der Meridiankurve wird die Geometrie
der Meridiankurve abgespeichert. Somit konnen die Geometriegrof3en auch innerhalb
des Elements (an den Integrationspunkten) berechnet werden, was zur Aufstellung
der Elementmatrizen fur das doppelt gekrimmte Schalenringelement unerlasslich ist.
Fur das konische Ringelement sind diese Zusatzinformationen nicht erforderlich, da
samtliche Geometriegrof3en aus den Knotenkoordinaten der Meridiankurve berechnet
werden kdnnen.

5.3.2 Ansatze fur die unbekannten Feldverschiebungen

Zur Approximation der tensoriellen Elementverschiebungen in Meridianrichtung wer-
den sowohl fur die tangentialen Verschiebungskomponenten u; und u, als auch fur die
zur Schalenmittelflache normale Verschiebungskomponente usz kubische Polynoman-
satze gemacht. Diese Ansatze haben sich bereits fir lineare Berechnungen bewahrt
und sind nach Vergleichsrechnungen ausgewahlt worden [42]. Damit lassen sich die
unbekannten tensoriellen Elementverformungen gemalf Gleichung (5.37) ausdruicken.
Aufgrund der kubischen Ansatzfunktionen sind pro Fourierglied des Reihenansatzes in
Umfangsrichtung 12 Ansatzfreiwerte erforderlich.
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Nmax ui
u= "o ."0 mit U = | u, (5.37)
n=0 us
mit:
s zs 0 0 O s s 0 0
"P=10 0 ¢ zc O 0 Z2¢c Z3c
0 0 0 0 ¢ zc Z°c Zc 0O O
¢®: Matrix der Ansatzfunktionen
u: Vektor der Ansatzfreiwerte
Z: normierte Elementkoordinate Z:ZZBjZZAA
s: sin(ndt)
c: cos(nd?)
n:

Umfangswelle (gesamter Umfang)

|=>

-
J— n n n n n n n n n n n n
= [ a1 Gy (3 Q4 O O Q7 Ozs‘ Qg (10 G711 alQ]

T T T
nn nn
| o o]

5.3.3 Transformation der Freiwerte

Die im Abschnitt 5.3.2 definierten Ansatzfreiwerte missen nun mit den physikalischen
Elementfreiheitsgraden des Ringelements in Beziehung gebracht werden. Wie im Bild
5.4 dargestellt, besitzt das Ringelement 8 physikalische Freiheitsgrade pro Fourier-
glied, jeweils 4 pro Knoten, denen gegenuber stehen jedoch 12 Ansatzfreiwerte. Zur
Uberfiihrung der 12 Ansatzfreiwerte auf die 8 physikalischen Knotenfreiheitsgrade be-
stehen die nachfolgend aufgezahlten Moglichkeiten:

1. Durch die Wahl von linearen Ansatzfunktionen fiir die tangentialen Verschiebun-
gen "u; und "u, konnten die 12 Ansatzfreiwerte auf 8 Ansatzfreiwerte reduziert

werden.



118 Herleitung und Umsetzung eines Schalenringelements

2. Durch Einfihrung der Verschiebungsableitungen "u;,, und "u,,, als Freiheits-
grade an beiden Knoten konnten weitere 4 Bestimmungsgleichungen gewon-
nen werden. Diese Bestimmungsgleichungen ergeben sich aus der Erflillung
der zusatzlich geschaffenen Randbedingungen durch den Verformungsansatz an
den Elementknoten.

3. Durch Einfihren von Zusatzknoten im Elementinnern konnten weitere Element-
freiheitsgrade und somit Bedingungen fir den Verformungsansatz definiert wer-
den.

4. Mit Hilfe einer Kondensation konnten die 12 Ansatzfreiwerte auf 8 Elementfrei-
heitsgrade reduziert werden.

5. Es werden nur 8 Ansatzfreiwerte auf die physikalischen Freiheitsgrade transfor-
miert, die restlichen 4 Ansatzfreiwerte pro Element werden ohne Transformation
auf freie Platze in den globalen Systemmatrizen eingebaut.

Die Madglichkeiten 1 und 2 sind schon von ECKSTEIN et al. [42] verworfen worden,
da sie schlechte Ergebnisse lieferten. Bei Einfuhrung von zusatzlichen Verschiebungs-
ableitungen (Mdglichkeit 2) traten Schwierigkeiten an Geometrie- und Wanddickenun-
stetigkeiten auf. Moglichkeit 3 ist flr die praktische Handhabbarkeit des Elementes
nicht von Vorteil. Deshalb ist die statische Kondensation in der bisher vorliegenden
Version der Ringelemente verwendet worden. Fur lineare statische Berechnungen er-
gibt sich aus dem Kondensationsprozess eine konstante Beziehung zwischen den
Uberzahligen Freiwerten und den Elementfreiheitsgraden. Bei nichtlinearen Problem-
stellungen missten die Elementsteifigkeitsmatrizen vor der Kondensation abgespei-
chert werden, um im nachsten Schritt wieder auf die Inkremente der kondensierten
Freiwerte zurickrechnen zu kdnnen. Weiterhin mussten die tberzahligen Freiwerte
aus dem letzten Schritt auf Elementebene abgespeichert werden.

Sollen bei nichtlinear elastischem Werkstoffverhalten im Nachlauf Schnittgrof3en aus
den Verformungen fur beliebige Lastniveaus berechnet werden, misste die Abspei-
cherung der kondensierten Ansatzfreiwerte elementweise flr jeden Lastschritt erfolgen
(Mdoglichkeit 4). Zu deren Berechnung muss ferner auf Elementebene die tangentiale
Elementsteifigkeitsmatrix, die zur Kondensation verwendet worden ist, abgespeichert
werden. Noch problematischer wird der Kondensationsprozess bei dynamischen Pro-
blemstellungen. Eine Naherungslosung ware, die Tragheitsanteile bei der Kondensa-
tion zu vernachlassigen. Andernfalls misste auch auf Elementebene ein Zeitintegra-
tionsverfahren zur Berechnung der effektiven Steifigkeiten ablaufen, um die Uberzahli-
gen Freiwerte zu eliminieren.
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Bild 5.5 Einbau Elementfreiheitsgrade - Knotenfreiheitsgrade

Um all diese Schwierigkeiten zu umgehen, wird bei den im Rahmen dieser Arbeit vor-
genommenen Erweiterungen der Ringelemente auf die Moglichkeit 5 zurlickgegriffen:
Den Uberzahligen Elementansatzfreiwerten werden freie Platze in den globalen Sys-
temmatrizen zugewiesen. Die Uberzahligen Elementfreiwerte sind somit Bestandtell
der globalen Verformungs-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektoren. Deren
Berechnung erfolgt nicht bei der Kondensation auf Elementebene, sondern bei der
Losung der globalen Steifigkeitsbeziehung. Daher missen auch bei der Abspeiche-
rung der Uberzahligen Freiwerte fir den Programmnachlauf keine Sondervorkehrun-
gen getroffen werden.

Bild 5.5 zeigt den Einbau der Elementfreiheitsgrade des Ringelements in die globa-
len Systemvektoren. Die 8 physikalischen Elementfreiheitsgrade werden wie bisher
den Platzen 1 — 4 der beiden Elementknoten zugeordnet. Den restlichen 4 tensori-
ellen Elementfreiwerten werden die Platze 7 — 10 des 2. Elementknotens zugewie-
sen. Wichtig dabei ist, dass auf diese Platze 7 — 10 eines Knotens nur die tensoriel-
len Freiwerte eines einzigen Elements eingebaut werden dirfen, da keine physikali-
schen Beziehungen zwischen den Uberzahligen tensoriellen Ansatzfreiwerten zweier
Elemente bestehen. Probleme bei dieser Vorgehensweise entstehen daher lediglich
bei verzweigten Strukturen, wenn zwei Teilschalen sich vereinigen und beide Elemente
einen gemeinsamen 2. Elementknoten haben. Dieses Problem wird durch die Moglich-
keit des Koppelns von Freiheitsgraden zweier Knoten beseitigt: An Verzweigungstellen
mussen zwei koordinatengleiche Knoten definiert werden, wobei die physikalischen
Freiheitsgrade der beiden Knoten durch Koppeln gleichgesetzt werden. Somit stehen
fur jedes der an der Verzweigungsstelle angrenzenden Elemente wieder getrennte
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Speicherplatze in den globalen Systemvektoren fir die tensoriellen Freiheitsgrade zur
Verfligung.

Die Formmatrix ¢ aus Gleichung (5.38) ergibt sich aus der Erfiillung der 8 physikali-
schen Elementfreiheitsgrade als Randwerte durch die Ansatzfunktionen fir die tensori-
ellen Verschiebungen (daher reihenweise Multiplikation von ¢ mit den kontravarianten
Komponenten des Metriktensors der Knoten A und B zum Ubergang auf physikalische
GrofRen) nach Gleichung (5.38); diese Matrix ist naturlich unabhangig von der Um-
fangswelle der Ansatzfunktion in Umfangsrichtung. Wie man an der Einheitsunterma-
trix erkennt, treten die Gberzahligen tensoriellen Ansatzfreiwerte unverandert im Vektor
der Elementfreiheitsgrade wieder auf.

"v=¢0-"i (5.38)
mit:
[ "ucias "ucoas "uczas  "weoas |7
n!: [U<1B> U<2B> Uc3B> "W<oB> ]T
[ "o "arg "o "ap T
(100 000 00/00 0 0 |-/a¢
001 000 O0O0O|0O0 0 O a2’
000 010 0000 0 O 1
0 0-b3, 0 0—50 0(0 0 0 O az?
110 000 O0OO0OfL 1 0 O all
5_1001 100 00j00 1 1 \/aF
~— oo o0 011 11/00 0 O 1
0 0-bls—b30 37 a727|0 0 —bs —blp ag’
000 0O0O0 O0O|1LO0O 0 O 1
000 0O0O0 O0O|01 0 0 1
000 00O O0O|0OO0 1 0 1
000 00O0 O0CO(0O0 0 1 | -1
o, | &,

o
N
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Gleichung (5.38) wird nun nach den Ansatzfreiwerten "u aufgeldst (5.39), so dass sich
die unbekannten Elementverschiebungen pro Fourierglied des Ansatzes in Umfangs-
richtung Uber die zugehorigen 12 Elementfreiheitsgrade (8 physikalische Knotenver-
schiebungen sowie 4 tensorielle Ansatzfreiwerte) ausdrticken lassen (5.40).

G-"v (5.39)

|=>
I

mit:

G=
0o | I
[ 1 0 0 0 0 0 0 |
—1 0 0 1 0 0 O
0 0 0 0 0 0O O
A 0 —1 0 0 0 1 0 O
(@)~ =
0 0 1 0 0 0 0 O
0 -AZb, 0 -AZ 0 0 0 O
0 2AZbB2, -3 2AZ 0 AZbY 3 AZ
| 0 —AZBE, 2 —AZ 0 —AZbZ-2-AZ
Vaua  vana 1 y/apa vaue vame 1 y/axs
u=>» "-G-"v (5.40)

Mit den aufgezeigten Transformationsbeziehungen und Ansatzfunktionen ist es nun
also gelungen, die unbekannten Feldverformungen im Element mit Hilfe der 8 physika-
lischen Elementfreiheitsgrade und der zuséatzlichen 4 tensoriellen Freiwerte in Fourier-
reihendarstellung zu approximieren. Die angegebene Transformationsmatrix G bezieht
sich dabei auf eine lokale Definition der Knotenfreiheitsgrade tangential zur Schalen-
mittelflache. Die Knotenfreiheitsgrade sind jedoch alle im globalen Koordinatensystem
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definiert, so dass noch eine Rotation der lokal definierten Elementfreiheitsgrade "v auf
die globalen Freiheitsgrade "V mit Hilfe einer Transformationsmatrix T erfolgen muss

(5.41).
u= "-G-T-"V
n=0
mit:
(1 0 0 0 0 0 0 0[(0000O0
0 cosap —sinapa 0 0 O 0 0/0 0 0O
0 sinap cosap 0 0 O 0 0/0 0 0O
0 O 0 1 0 O 0 0|0 0 0O
0 O 0 0 1 O 0 0|0 0 0O
T 0O O 0 0 Ocosag —sinag 0|0 0 0 O
o 0O O 0 0 Osinag cosag 0|0 0 0 O
0 O 0 0 0 O 0 1/0 0 0 O
0 O 0 0 0 O 0 0|1 0 0O
0 O 0 0 0 O 0 0/]0 1 00
0 O 0 0 0 O 0 0/]0 0 10
_0 0 0 0 0 O 0 0/0 0 0 1
tanaa = (Ry2)a Knoten A
tanag = (R,2 )8 Knoten B

(5.41)

Nachdem nun die Verschiebungen im Element durch die diskreten Knotenfreiheitsgra-
de dargestellt worden sind, kdnnen die Ausdriicke (5.28) — (5.35) aus dem Prinzip
der virtuellen Verschiebungen in inkrementeller Form ausgewertet werden. Aus diesen
ergeben sich durch Einfihren der Verschiebungsansatze sofort die Elementmatrizen.
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5.4 Herleitung der Elementmatrizen fur das Schalen-
ringelement

5.4.1 Lineare Elementsteifigkeitsmatrix

Die lineare Elementsteifigkeitsmatrix kann aus Beziehung (5.28) gewonnen werden,
+
indem die Anfangsverformungen in den Anteilen &aﬁ und f3,5 zu Null gesetzt und die
+
inkrementellen SchnittgroRen n*# und m 5 mit Hilfe eines linearen Elastizitatstensors

(z.B. Gleichung (4.40) fur lineare Isotropie) berechnet werden. Gleichung (5.42) gibt
die Beziehung zur Berechnung der Koeffizienten der linearen Steifigkeitsmatrix an.

Konax 21
k= 87y H [ BN Gy (670
k=1
+ af mi p ntj
+ m (M) B (67V)
F ke -2 b (M) Ug (67V)
+ ko U3("V)- U3 (6°V9) 6 W - /a] (5.42)
mit: Kmax - Anzahl der Integrationspunkte in Meridianrichtung
k - Zahlindex fur Integrationspunkte in Meridianrichtung
K[...] - Auswertung der Funktion fur den Integrationspunkt k
w - Wichtungsfaktor fir numerische Integration
I ] - Zahlindizes fur Elementfreiheitsgrade 1...12
m, n - Zahlindizes fur Umfangswelle des Verschiebungsansatzes 0...Npyax
myi - inkrementelle Einheitsverschiebung, Freiheitsgrad i, Umfangswelle m
a - Metrikdeterminante

Die Integration in Meridianrichtung wird durch eine numerische Integration (GAUSS
Quadratur [73]) ersetzt, wobei die Stitzpunkte und die Wichtungsfaktoren auf das In-
tervall [0...1] transformiert werden missen. Demnach werden an den Integrations-

+
punkten k in Meridianrichtung die inkrementellen Verzerrungen &aﬁ und 3,5 und die
. N p + . .
inkrementellen SchnittgréRen n “? und m *° unter Verwendung von linearer Kinema-

tik und linearem Werkstoffgesetz sowie die tensoriellen Feldverschiebungen u, und
usz infolge Einheitsverschiebungszustanden in den Elementfreiheitsgraden berechnet.
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Damit wird der Arbeitsausdruck (5.28) fur ein Element ausgewertet, der direkt auf die
Komponenten der linear elastischen Elementsteifigkeitsmatrix k. fuhrt. Die Komponen-
te nmkeji ist somit eine inkrementelle Kraft in der Umfangswelle n am Freiheitsgrad |
infolge einer Einheitsverschiebung in der Umfangswelle m am Elementfreiheitsgrad i.
Es ist anzumerken, dass die inkrementellen Schnittgrof3en aufgrund der linearen Be-
ziehungen die gleiche Umfangsverteilung in der Umfangswelle m wie die eingepragte
inkrementelle Verschiebung mvi haben. Gleiches gilt fur die Verzerrungen infolge einer
virtuellen Verschiebung 5”\+/j, auch hier bleibt aufgrund der linearen Transformation die
Umfangswelle n erhalten.

Demnach kann der Integralausdruck Giber den Elementumfang in Gleichung (5.42) nun
weiter vereinfacht werden. Aufgrund der linearen Beziehungen haben die inkremen-

+ 4+

tellen Verzerrungen einen Verlauf in der Umfangswelle n (5?11, 5?22, B11y Bao: cOS(NG?)-
+  +

Verlauf und 512, 321, By Bo1: sin(ndt)-Verlauf), analog ist dies auf die inkrementellen

SchnittgroRen (Umfangswelle m) tGbertragbar, so dass die folgenden Integrale aus den

Produkten der harmonischen Funktionen fur die Umfangsintegration berechnet werden
mussen:

2 2r  falsm=n=0

/cos(m@l) ccos(nd) =<¢ 7 fallsm=n=#£0 (5.43)
0 0 falls m # n

2 0 falsm=n=0

/sin(m@l) -sin(n@!) =< 7 fallsm=n#£0 (5.44)
0 0 fallsm##n

Aufgrund der Beziehungen (5.43) und (5.44) werden somit alle Nebendiagonalmatri-
zen "Mk, fir m # n zu Null. Die Steifigkeitsbeziehung ist damit im linearen Fall in den
Umfangswellen entkoppelt: Ein inkrementeller Verschiebungszustand in der Umfangs-
welle m hat nur Knotenkréfte in der gleichen Umfangswelle n = m zur Folge, lediglich
die Hauptdiagonalmatrizen "k, sind belegt. Dies bedeutet, dass im linearen Fall die
Steifigkeitsbeziehungen fur jedes Glied des Umfangsansatzes nacheinander aufge-
stellt und geldst werden und im Anschluss die Gesamtldsung aus den Einzelldsungen
superponiert wird.

Die aufgezeigte Vorgehensweise zum Aufbau der linearen Steifigkeitsmatrix basiert
auf der Bildung von dyadischen Produkten, wie sie in [41], [58] und [61] ausfuhrlich
erlautert wird. Programmtechnisch erfolgt der Aufbau der linearen Elementsteifigkeits-
matrix aber nach Gleichung (5.45), da zum einen gleich die Eigenschaft, dass alle
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Nebendiagonalmatrizen verschwinden, und zum anderen der einfache, lineare Zu-
sammenhang zwischen den inkrementellen Ansatzfreiwerten und den Verzerrungen
Uber die Matrix "H, die die linearen kinematischen Beziehungen und Ansatzfunktionen
enthalt, ausgenutzt wird. Naheres hierzu ist [42] zu entnehmen.

k
max 2n:0
Mg =7-AZ-G' - K"HT-E-"H-W-+/a]-G- 5.45
k _k;[___ \ﬂ—1n7éo (5.45)

Beim Aufbau der tangentialen Steifigkeitsmatrix und des Vektors der inneren Knoten-
krafte wird jedoch vom Konzept der dyadischen Produkte, wie es an dieser Stelle
bereits fur die linear elastische Steifigkeitsmatrix erlautert worden ist, vorteilhaft Ge-
brauch gemacht. Diese Formulierungsweise lasst eine anschauliche physikalische In-
terpretation der einzelnen Eintrage als virtuelle inkrementelle Arbeiten infolge der Ver-
schiebungszustande myi und 6"V erkennen; weiterhin sind Anderungen in den ver-
wendeten Theoriestufen einfacher durchzufiihren, da Ansatzfunktionen und Kinematik
getrennt behandelt werden.

5.4.2 \Vektor der auferen Knotenkrafte

Der Vektor der aul3eren Knotenkrafte ergibt sich aus der Gleichung (5.32) durch Ein-
fuhren der Ansatze fir die virtuellen Verschiebungen (5.47). Analog zu den Verfor-
mungen (5.1) liegen die Belastungen tiber den Umfang als Fourierreihe vor (5.46) und
lassen sich ebenso tber die Ansatzfunktion "® und die Freiwerte ”9 der Belastung aus-
dricken. Flachenmomente s* wie Randkrafte werden im Rahmen dieser Darstellung
nicht beriicksichtigt, sie konnen alternativ auch als globale Knotenlasten behandelt
werden.

p= np2 :an'né (546)
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2r
max p
") =AZ. /Z (6 VJ)
o m=0

k=1

+mp% U3 (8"VF) d6* - W - v/a

2T
k[/npa_ EJLQ (5n¢J)
0

+p3 U (5™VA) d6 - W - /3] (5.47)

— AZ.

X
I 3
— x

In Gleichung (5.47) ist wiederum von den Beziehungen (5.43) und (5.44) Gebrauch
gemacht worden. Somit entfallt die Summation tber die Fourierglieder der Belastung;
es mussen lediglich Belastungs- und inkrementelle Verformungsglieder mit gleicher
Umfangswelle integriert werden. Der Eintrag r‘paj stellt eine aul3ere Knotenkraft in der
Umfangswelle n am Elementfreiheitsgrad j dar. Programmtechnisch gesehen erfolgt
der Aufbau des Vektors der aul3eren Knotenkrafte unter Verwendung der Ansatze fir
die virtuellen Verschiebungen und die Belastungen im Element in Matrixform mit Aus-
wertung des Integralausdrucks lediglich fur korrespondierende Fourierterme gemaf
Gleichung (5.48).

k
max 2 :O
"oo=m-AZ-GT-S K'OT-"0-W- /2] "B 1:7&0 (5.48)

5.4.3 Massenmatrix und Massenkrafte

Der Aufbau der Massenmatrix fir das behandelte Ringelement ist von SANAL in des-
sen Arbeit [108] ausfuhrlich beschrieben worden und wird an dieser Stelle kurz zu-
sammengefasst. Aus der virtuellen Arbeit der inkrementellen Tragheitskrafte (5.31) er-
geben sich durch Einfuhren der Ansatzfunktionen fiir die Beschleunigungen und vir-
tuellen Verschiebungen die Koeffizienten der Massenmatrix nach Gleichung (5.49) mit
der Annahme einer Uber den Umfang konstanten Dichte und Wandstarke.
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Kinax 2T
. + =+. .
"mi = AZ ) jk[ph-/aaﬁ- U, (MV)- Ug (6"VH)

iy (M0)- Uy (57VI) O -W- Va]  (5.49)

Der Eintrag ""m!" in der Massenmatrix stellt also eine inkrementelle Tragheitskraft in
der Umfangswelle n am Freiheitsgrad j infolge einer Einheitsbeschleunigung in der
Umfangswelle m am Elementfreiheitsgrad i dar. Auch hier kann der Integralausdruck
wieder vereinfacht werden; lediglich die Hauptdiagonalmatrizen ""m sind aufgrund der
Beziehungen (5.43) und (5.44) von Null verschieden. Programmtechnisch erfolgt der
Aufbau der Massenmatrix vorteilhaft nach Gleichung (5.50) unter direkter Substitution
der inkrementellen Elementbeschleunigungen und virtuellen Verschiebungen durch die
Ansatzfunktionen.

Kimax a” 00
nnm:ﬂ"AZ'gT' k[ph.ngT. 0 a220 ngw\/g}
k=1 0 01
2n=0
G. 4" (5.50)
1n+#0

Fur den Vektor der Ungleichgewichtskrafte (Residuum) werden noch die Massenkrafte
des Grundzustands bengtigt. Diese berechnen sich formal nach Gleichung (5.35), in-
dem die Feldbeschleunigungen des Grundzustands und die virtuellen Verschiebungen
Uber die Ansatzfunktionen ausgedrickt werden (5.51). Auch hier fallen wieder alle Ter-
me mit ungleicher Umfangswellenzahl heraus. Auf das gleiche Ergebnis fur den Vektor
der Massenkréafte fuhrt die Multiplikation von Massenmatrix mit den Beschleunigungen
im Grundzustand (5.52).
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k=1

kmax 27rnmaX —
"o =NAZ- Zk[p. h ./Zaaﬁ LTI ﬁﬁ (5n¢J)
0 m=0

-+ :
+Miisls (6"VI) dOT - W - /3]

Ky ) |
=7 AZ-Y Kp-h-W-ya-[a® i, Uy (6"V)
k=1
-t +. 2n=0
+"uz-uz (0"V)] ] - 5.51
3-u3 (0"V)]] {1#0 (5.51)
"p :”"m-"a_' (5.52)

5.4.4 \Vektor der inneren Knotenkrafte

Der Vektor der inneren Knotenkrafte berechnet sich geman Gleichung (5.53) durch
Einfihren der Ansatzfunktionen fir die Variation der Feldverschiebungen und Feldver-
zerrungen in (5.33). Bei der Auswertung des Integralausdrucks muss jedoch beach-
tet werden, dass die Zusammenhange zwischen den inkrementellen Verschiebungen
und den inkrementellen Verzerrungen aufgrund der Beziehung (5.4) nichtlinear sind,
weiterhin sind die Schnittgro3en nichtlinear von den Verzerrungen und Verzerrungsge-
schwindigkeiten des Grundzustands abhangig, so dass sie punktweise tber den Um-
fang ausgewertet werden mussen. Die Komponente npij stellt eine innere Knotenkraft
in der Umfangswelle n am Freiheitsgrad j dar.

kmax
, — L+ :
)= 820 Y [ 8% G (87 e (57V)
0

Fke-a® g g (67V)
t ko U3 U (3"V) dOT - W - /3] (5.53)

Zunachst mussen die Verzerrungen des Grundzustands gemal3 Gleichung (5.54) und
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(5.55) Uber den Umfang ausgewertet werden (ebenso Auswertung von Verzerrungs-
geschwindigkeiten bei Bericksichtigung von Materialddmpfung), wobei die Symme-
trieebene x? = 0 natirlich ausgenutzt werden kann; anschlieRend werden aus den Ver-
zerrungen (und evtl. Verzerrungsgeschwindigkeiten) des Grundzustands in den Um-
fangsstitzpunkten die Schnittgro3en des Grundzustands durch Auswertung der Werk-
stoffgesetze berechnet.

Nmax Nmax

N _ nl_ nl_ nl_)\ n2_ nl_ n2_
Gap =5 D ["Pap+ " Ppa+ D[P M Pxs+ " 030" 03]
n;=0 ny=0
(5.54)
. 1 Nmax I _ _ _
Bap =5 D "[Vas T Ve — $ra b)= ¥as b)) (5.55)
n1:0
&/\ C_.Y/\ :aﬂ 1
B P - P =—> nichtlineares Schichtenmodell — rl 5(91)
/B/\p /BAp m* (9 )

SIMPSON Integration Zur numerischen Auswertung des Integrals Uber den Schalen-
umfang bietet sich die SIMPSON Regel [109] an. Dafir missen zunachst die inkre-
mentellen Verzerrungen an den einzelnen Umfangsstitzpunkten nach den Gleichun-
gen (5.56) und (5.57) berechnet werden. Wie man unschwer erkennt, setzen sich die
inkrementellen Verzerrungen im 1. Verzerrungstensor 50/3 nun auch aus anderen An-
teilen als der Umfangswelle n der inkrementellen Verformung zusammen, die inkre-

+
mentellen Verzerrungen im 2. Verzerrungstensor f3,; haben weiterhin nur Anteile in
der Umfangswelle n aufgrund des linearen Zusammenhangs (Theorie kleiner Rotatio-
nen).

: 1 .+ + L —
G (6"V1) = 16" Pap +8"0pa+ Y [6700 "0

n1:0

+ — — + — +
0" P30 " P35+ PN S Prs 4+ M P30 6" P35]]  (5.56)
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+ . 1 + + + +
Bag (6"V) = S[6" oy + 0" g — 8" Pra bl — "0 b)) (5.57)

Damit geht die Beziehung (5.53) durch Ersetzen des Integralausdrucks tber den Um-
fang durch die numerische Integration nach SIMPSON mit Auswertung der einzelnen
aquidistanten Umfangsstutzstellen in Gleichung (5.58) uber. Die Anzahl der Stitz-
stellen fur den halben Umfang muss dabei ungerade sein, da immer drei Stitzwerte
benotigt werden, um in einem Intervall den Funktionsverlauf mit einem quadratischen
Polynom zu approximieren, wie es bei der SIMPSON Regel erfolgt.

max max

k I
npijngelAz.;k[ﬁ.W.E'W ] (5.58)

mit: Imax - Anzahl der SIMPSON Integrationspunkte (halber Umfang)
I - Zahlindex fur Umfangsintegrationspunkte 1. .. lnhax
'w - Wichtungsfaktor fir Umfangsstutzstelle
- fur gerade |I: 'w=4
- fir ungerade I: ~ 'wW =2
-furl =1 'w=1
-fUr | = lnax: w=1
.. - Integrand aus Gleichung (5.53) flr Umfangsstitzpunkt |
ausgewertet
A - Abstand der Umfangsstutzpunkte in Umfangsrichtung
AGt = =

Integration Uber Fourierreihen Eine alternative Methode, den Ausdruck (5.53) Uber
den Umfang auszuwerten, besteht darin, die an diskreten Stitzpunkten Uber den Um-
fang berechneten Schnittgrof3en des Grundzustands in eine Fourierreihe zu tberfihren
und mit den korrespondierenden fourierzerlegten inkrementellen Verzerrungsanteilen
zu integrieren, was unter Bertcksichtigung der Beziehungen (5.43) und (5.44) erfolgt.
Dazu wird zunachst die Zusammensetzung des 1. Verzerrungstensors der inkremen-
tellen Verzerrungen nach Gleichung (5.56) naher untersucht. Ein einzelnes Reihen-
glied der nichtlinearen Verzerrungsanteile (Umfangswelle n in der inkrementellen vir-
tuellen Verschiebung und Umfangswelle n; in der Verschiebung des Grundzustands)
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aus Gleichung (5.56) besteht demnach aus den Anteilen, wie sie in Gleichung (5.59)
angegeben sind:

bap (67, M), dap (673, M) : cos(nl) - cos(n;6)

sin(nd') - sin(n;6")

(5.59)

bp (673, MV), dray (67, ™) ¢ sin(nfl) - cos(ny6?)

cos(nf?) - sin(n;6')

Mit Hilfe der Additionstheoreme konnen die in (5.59) auftretenden Produkte aus trigo-
nometrischen Funktionen wieder in Summen gemal der Gleichungen (5.60), (5.61)
und (5.62) zerlegt werden. Demnach besitzt ein Reihenglied 3aﬁ (0 ”\7, ny) des nichtli-
nearen Anteils der inkrementellen Verzerrung Anteile in der Umfangswelle |n - n;| und
In + ny|.

cos(nf') - cos(n0') = %[cos(|n — ny|6) 4 cos(|n + ny]6Y)] (5.60)
sin(ndt) - sin(n;0%) = %[cos(|n — ny|6) — cos(|n + ny|6%)] (5.61)
sin(n@') - cos(n10") = %[sin(\n —n1|6) - sgn(n — ny)

+ sin(|n + ny|6%)] (5.62)

Mit diesen Uberlegungen lassen sich die inkrementellen Verzerrungen im ersten Ver-
zerrungstensor infolge einer inkrementellen Verschiebung in der Umfangswelle n sehr
einfach als Fourierreihe darstellen, deren Glieder sich allein aus der Aufspaltung der
nichtlinearen Verzerrungsanteile mit Hilfe der Beziehungen (5.60), (5.61) und (5.62)
ergeben, wobei die hochste auftretende Umfangswelle n + npo ist. Beim zweiten Ver-
zerrungstensor bleibt wie bereits erlautert die Umfangswelle n der inkrementellen Ver-
schiebung erhalten.

n-+n + + .
o max ng . 0]_ ni . 0]_
Gop (") = Y | M cos(mé’) 12 sin(n:’) (5.63)

o [ Man sin(n16') ™ ap, -cos(nift)
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+ +
"By -cos(md*) " By, -sin(m6?)

+ +
"Ba1 sin(m@?) " By, -cos(mb?)

_+_

Bag (6"V) = (5.64)

Die Schnittgréf3en des Grundzustands, die in dquidistanten Umfangsstutzstellen durch
Auswerten der Verzerrungen (und ggf. Verzerrungsgeschwindigkeiten) des Grundzu-
stands berechnet worden sind, werden nun mit Hilfe einer Fouriertransformation [109]
in eine Reihe entwickelt, so dass sie sich mit Hilfe der Beziehungen (5.65) und (5.66)
darstellen lassen. Die maximale Anzahl der Reihenglieder, die aus den an aquidistan-
ten Umfangsstutzstellen ausgewerteten Grof3en berechnet werden kann, ist dabei ge-
nau gleich der ausgewerteten Anzahl von Umfangsstutzstellen des halben Umfangs

Imax-

Sy R cos(n@?) "1 sin(m6) (5.65)

nm=0 | ™A% sin(nf') "A%2. cos(nif')

SaB _ Inil mmll. cos(nif') mmi2.sin(n;6?)

" " (5.66)
"m2l.sin(n6') "m?2 . cos(n;6')

Nun werden die fourierzerlegten inkrementellen Verzerrungen infolge der Variation in
der Einheitsverschiebung i am Freiheitsgrad j der Umfangswelle n sowie die fourier-
zerlegten Schnittgrof3en des Grundzustands in die Beziehung (5.53) eingesetzt. Bei
der Umfangsintegration mussen lediglich Glieder mit gleicher Umfangswelle geman
(5.43) und (5.44) berlcksichtigt werden, so dass sich die Summation auf eine einfa-
che Reihe Uber Terme gleicher Umfangswelle reduziert. Der Ubersichtlichkeit halber
wird an dieser Stelle auf eine Behandlung und Darstellung der Bettungsanteile ver-
zichtet, diese erfolgt in volliger Analogie (Berechnung der Bettungskrafte an diskreten
Umfangsstitzstellen, Entwicklung in Fourierreihen und Integration).
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kmax
ol =m-AZ) KW-va- Yy ML) (5.67)
k=1 ny
N o nl:aﬂ n1+ n+j n o af n1+ n+j 2n1:0
mit .. ] =["nY" - Mo (0"V) + M mY . ag(0"V)] -
1= 5 (67) 47 Bl 4

=0 fUr n#n;

Die Integration in Umfangsrichtung sollte jedoch vorzugsweise mit der numerischen
Integration nach SIMPSON durchgefiihrt werden. Die Fouriertransformation der in den
Umfangsstitzpunkten ermittelten Schnittgrof3en nimmt nur unnétige und deutlich spur-
bare Rechenzeit in Anspruch und bringt keine Steigerung der Genauigkeit, da die
Genauigkeit der Fourierglieder von der Anzahl der ausgewerteten Umfangsstitzstel-
len abhangt. Vorteile hat diese Integrationsmethode nur, wenn lediglich geometrische
Nichtlinearitaten bei linearem Werkstoffgesetz behandelt werden; dann kdnnen aus
den fourierzerlegten Verzerrungsanteilen direkt die fourierzerlegten Schnittgrof3en be-
rechnet werden.

5.4.5 Tangentiale Steifigkeitsmatrix

Wie bereits erlautert, setzt sich die tangentiale Steifigkeitsmatrix aus zwei Anteilen
zusammen, namlich der elastischen Steifigkeitsmatrix (mit Berlcksichtigung der An-
fangsverformungen in der inkrementellen Kinematik) sowie der geometrischen Steifig-
keitsmatrix. Diese konnen aus den Beziehungen (5.28) und (5.29) durch Einflhren der
Ansatze ermittelt werden. Fir die Integration in Umfangsrichtung kbnnen wieder so-
wohl die SIMPSON Integration als auch die Integration Uber Fourierreihen angewendet
werden.

5.4.5.1 Elastische Steifigkeitsmatrix

Zunachst wird die Vorgehensweise zur Bestimmung der elastischen Steifigkeitsmatrix
aufgezeigt. Deren Komponenten ”’“ke\,ji ergeben sich nach Gleichung (5.68).
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kmax
o = A2 H [ ROV Gy (670 BN By (670D
k=1 0
+ ke - Ua(8™V)- Uy (37V)
+ mtiv T 0t 1
+ ko U3(8™V)- U3 (8"V) dOT-W-va]  (5.68)

Die inkrementellen Verzerrungen &aﬁ infolge der virtuellen inkrementellen Verformung
5™V sind bereits beim Aufstellen des Vektors der inneren Knotenkrafte nach (5.56) und
(5.57) berechnet worden. Aus den Verzerrungsinkrementen Z@aﬁ und Eaﬁ infolge der
inkrementellen Verformung m?, die sich in Analogie (unter Streichung des Variations-

symbols) nach den Beziehungen (5.56) und (5.57) ergeben, werden nun die Inkremen-
te in den SchnittgroRen durch Querschnittsintegration bestimmt.

- T+ +

A)p Q)p Oy L . ﬁaﬁ(el)

_ - 4 — nichtlineares Schichtenmodell —> + st
. (e

/B/\p IBAp IBAp m (9 )

Der Integralausdruck tber den Umfang aus Gleichung (5.68) wird nun mit Hilfe der
SIMPSON Formel numerisch integriert. Dazu liegen bereits die inkrementellen Schnitt-
grolRen und die inkrementellen Verzerrungen an den aquidistanten Umfangsstttzpunk-
ten vor, so dass daraus die Gleichung (5.69) hervorgeht.

kmax Imax

nmy i — gAﬁlAZ : Zk[\/s-w S w L .}] (5.69)
=1

k=1

mit: Imax - Anzahl der SIMPSON Integrationspunkte (halber Umfang)
I - Zahlindex fur Umfangsintegrationspunkte 1. .. lnhax
'w - Wichtungsfaktor fiir Umfangsstutzstelle
- fur gerade I: 'w=4

-furungerade I:  'wW=2
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-furl=1: 'w=1
- fur | = lnax: 'w=1
.. ] - Integrand aus Gleichung (5.68) fur Umfangsstutzpunkt |
ausgewertet
AL - Abstand der Umfangsstiutzpunkte in Umfangsrichtung
At = T

Imax—l

Eine Integration Uber Fourierreihen, wie sie beim Aufbau des Vektors der aul3eren Kno-
tenkréafte vorgefuhrt worden ist, ist alternativ moglich; sie erfolgt in volliger Analogie,
und es gelten die gleichen Anmerkungen wie in dem betreffenden Abschnitt.

5.4.5.2 Geometrische Steifigkeitsmatrix

Der zweite Anteil an der tangentialen Steifigkeitsmatrix, die geometrische Steifigkeits-
matrix, enthalt die SchnittgroRen des bekannten Grundzustands sowie quadratische
inkrementelle Verzerrungsanteile. Ihre Komponenten ”mkgji bestimmen sich nach Glei-
chung (5.70); durch Annahme einer Theorie kleiner Rotationen treten dort, wie bereits
in (5.29) gezeigt, lediglich Dehnkraftanteile auf.

Kmax 27
S = AZ - k[/ A% 0 g (M 5TV) AW - /3 ] (5.70)
k=1 0
mit;
@y (V,6"™V) = QA Prg (6"VI)+ Paq ("V)- P35 (5"V)  (5.71)

Zur Auswertung des Integralausdrucks tber den Umfang in Gleichung (5.70) wird wie-
derum die numerische Integration nach SIMPSON herangezogen, alternativ kann je-
doch auch eine Integration Uber Fourierreihen mit den bereits gemachten Erlauterun-
gen und Anmerkungen durchgefuhrt werden.



136 Herleitung und Umsetzung eines Schalenringelements

Bei der SIMPSON Integration missen die quadratischen inkrementellen Verzerrungen

0 g (™', §"VI) infolge der beiden Einheitsverschiebungszustéande ™vi und §"vi sowie

die Membrankrafte des Grundzustands A** an allen Umfangsstitzstellen ausgewertet
werden. Das Integral Gber den Umfang aus Gleichung (5.70) wird durch eine Summa-
tion Uber die Umfangsstitzstellen ersetzt, und es ergibt sich Gleichung (5.72).

max max

nmy, ji 2 . l
k' = SA0'AZ ;k[\/s-W-lg'w '[...]} (5.72)

mit: Imax - Anzahl der SIMPSON Integrationspunkte (halber Umfang)
I - Zahlindex fur Umfangsintegrationspunkte 1. .. Inax
'w - Wichtungsfaktor fir Umfangsstutzstelle
- fur gerade | 'w=4
- fir ungerade I: ~ 'w =2
-furl=1: 'w=1
- fur | = lnax: 'w=1
.. - Integrand aus Gleichung (5.70) fir Umfangsstitzpunkt |
ausgewertet
A - Abstand der Umfangsstutzpunkte in Umfangsrichtung
Ael - s

|max*1

Aus den Herleitungen dieses Abschnitts wird deutlich, dass die tangentiale Element-
steifigkeitsmatrix k; (Summe aus k,, und k,) in den Umfangswellen gekoppelt ist. Dies
bedeutet, dass im Allgemeinen alle Komponenten "Mk besetzt sind. Diese Tatsache
steht im Gegensatz zu den Eigenschaften der linear elastischen Steifigkeitsmatrix, bei
der sdmtliche Nebendiagonalmatrizen fiir n # m verschwinden. Die physikalische Inter-
pretation hierfir ist, dass nun inkrementelle Verformungszuwdachse in einer Umfangs-
welle m inkrementelle Knotenkrafte in einer anderen Umfangswelle n # m hervorru-
fen. Dabei muss allerdings bedacht werden, dass sich die Nebendiagonalglieder erst
wahrend der Berechnung mit Beginn des nichtlinearen Verhaltens (insbesondere das
Uber die Umfangsrichtung ungleichmafiige Aufrei3en von Stahlbeton) auffiillen. Bei
nichtlinearen Berechnungen mit inkrementell iterativen Verfahren ist das Kriterium fur
einen aufgefundenen Gleichgewichtszustand allein das Verschwinden der linken Seite
der Beziehung (5.27); dann sind die inneren mit den &uf3eren Knotenkraften im Gleich-
gewicht und die residuelle Norm ist numerisch Null. Es ist nicht zwingend notwendig,
die Iteration mit den exakten tangentialen Steifigkeiten auszufiihren; die Vernachlassi-
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gung der Nebendiagonalterme fuihrt zu einer héheren Anzahl von Gleichgewichtsitera-
tionen, was sich allerdings lediglich in den letzten Lastschritten einer Traglastberech-
nung aufgrund der starken Nichtlinearitaten bemerkbar macht.

Wie im Kapitel 6 noch gezeigt werden wird, wirkt sich die Vernachlassigung der Ne-
bendiagonalglieder bei nichtlinearen dynamischen Berechnungen geringflgiger aus
als bei nichtlinearen statischen Problemen: Bei der Anwendung von Zeitintegrations-
verfahren wird eine effektive Steifigkeit berechnet, die sich anteilig aus tangentialer
Steifigkeitsmatrix, Massenmatrix und Dampfungsmatrix zusammensetzt. Die Massen-
matrix ist generell in den Fouriertermen entkoppelt, so dass das Grol3enverhaltnis der
Nebendiagonalglieder zu den Hauptdiagonalgliedern in der effektiven Steifigkeitsma-
trix abnimmt. Weiterhin verringert sich der Einfluss der tangentialen Steifigkeitsmatrix
an der effektiven Steifigkeitsmatrix mit kleinen Zeitschritten (siehe Abschnitt 6.3.4).

5.4.6 Dampfungskrafte und Dampfungsmatrix

Der Vollstandigkeit halber werden noch zum Abschluss der Herleitung der Element-
matrizen der Aufbau des Vektors der aul3eren Dampfungskrafte und der Dampfungs-
matrizen infolge aulRerer und innerer Dampfung vorgefihrt. Diese sind jedoch fur die
praktische Anwendung von untergeordneter Bedeutung, da zumeist die Dampfungs-
parameter des umgebenden Mediums nicht bekannt sind, oder geeignete Werkstoff-
gesetze mit genauen Dampfungsgrof3en nicht vorliegen. Im Kapitel 3 ist bereits auf die
Frage der Dampfung eingegangen worden: Diese ist als ein unscharfer Eingangspara-
meter fUr die Berechnung anzusehen. Sie wird im Allgemeinen am Gesamttragwerk im
Ausschwingversuch als logarithmisches Dampfungsdekrement gemessen und in das
LEHRsche Dampfungsmal? [83] oder in die RAYLEIGH Dampfungsparameter [90] (bei
Verwendung von direkten Zeitintegrationsverfahren) umgerechnet.

5.4.6.1 AuRere Dampfungskréfte

Der Vektor der auf3eren Dampfungskrafte ergibt sich durch Einsetzen der Ansatzfunk-
tionen des Ringelements flr die unbekannten Feldgeschwindigkeiten im Grundzustand
sowie fur die Variationen der inkrementellen Feldverschiebungen in Gleichung (5.34),
wobei die Gebietsintegration in Umfangsrichtung analytisch ausgefthrt wird. Aufgrund
der Orthogonalitatseigenschaften der trigpnometrischen Funktionen werden nur Glie-
der mit gleicher Umfangswellenanzahl integriert, was auf den Ausdruck (5.73) fur die
Komponenten des Vektors der auf3eren Knotenkrafte fuhrt.
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", = AZ Z /Zc ", u5 (6" vJ)
k=1 ni= 0
oo - Mg Uz (6"VI) dOL-W - /3]
kmaX —
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Wie bereits erlautert, sind die inneren Dampfungskrafte fir den Grundzustand bereits
in den inneren Knotenkraften (5.53) enthalten. Die Schnittgrof3en im Grundzustand

n* und m*# sind von den Verzerrungen und den Verzerrungsgeschwindigkeiten des
Grundzustands abhangig, eine Aufspaltung in diese beiden Anteile ist im nichtlinea-
ren Fall nicht moglich und wird auch nicht benétigt. Fir linear viskoelastisches Mate-
rialverhalten kann eine solche Aufspaltung und getrennte Behandlung vorgenommen
werden, wie von BEEM [10] vorgefthrt worden ist.

5.4.6.2 Dampfungsmatrix infolge auerer Dampfung

Die Dampfungsmatrix infolge aufRerer Dampfung ergibt sich aus dem zweiten Term
der Gleichung (5.30) durch Einsetzen der Ansatzfunktionen fir die unbekannten inkre-
mentellen Feldgeschwindigkeiten sowie fur die Variationen der inkrementellen Feldver-
schiebungen. Die Komponente nme I stellt demnach einen inkrementellen Zuwachs in
den aufleren Dampfungskraften in der Umfangswelle n am Freiheitsgrad j infolge einer
inkrementellen Geschwindigkeit in der Umfangswelle m am Freiheitsgrad i dar. Ebenso
wie die Massenmatrix ist auch die au3ere Dampfungsmatrix nur auf den Hauptdiago-
nalmatrizen n = m besetzt, da die Integrale tber unterschiedliche Umfangswellen zu
Null werden.
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5.4.6.3 Dampfungsmatrix infolge innerer Dampfung

Der erste Term in Gleichung (5.30) fuhrt auf die Dampfungsmatrix infolge innerer
Dampfung. Zu deren Aufbau ist die Kenntnis der partiellen Ableitungen der Schnitt-
groRen nach den Verzerrungsgeschwindigkeiten gemalfd den Gleichungen (5.23) und
(5.24) erforderlich. Die Komponente ”mciji stellt somit einen inkrementellen Zuwachs in
den inneren Knotenkraften in der Umfangswelle n am Freiheitsgrad j dar, verursacht
durch eine inkrementelle Geschwindigkeit in der Umfangswelle m am Freiheitsgrad i.
Im Allgemeinen ist die innere Dampfungsmatrix wie auch die tangentiale Steifigkeits-
matrix voll besetzt.

max

Me J' =NZ- Z /"O‘B (M ') aaﬁ (0" vJ)

RO B (67V) 6t W V] (5.75)

Das Integral Giber den Umfang in Gleichung (5.75) kann nun wieder mit den beschriebe-
nen Verfahren, SIMPSON Integration oder Integration tber Fourierreihen nach voran-
gegangener Reihenentwicklung der inkrementellen Schnittgréf3en und inkrementellen
Verzerrungen, ausgewertet werden. Dies erfolgt in volliger Analogie zu den vorange-
henden Abschnitten.
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5.5 Numerische Losungsverfahren fur nichtlineare Glei-
chungssysteme

Im Allgemeinen kommen bei der Losung nichtlinearer Problemstellungen mit Hilfe der
Finiten Elemente Methode inkrementell iterative Losungsalgorithmen zum Einsatz. Das
Residuum, das bei aufgefundenem Gleichgewicht die Norm Null besitzt, liegt fir den
unbekannten Verformungszustand V gemald Gleichung (5.27) in linearisierter Form
vor. Die Linearisierung ist dabei als Potenzreihenentwicklung [115] um den bekannten

Verformungszustand Q mit Abbruch nach dem ersten Reihenglied anzusehen. Durch
Anwendung von geeigneten Zeitintegrationsverfahren, die im Kapitel 6 beschrieben
werden, geht Gleichung (5.27) unter Einfihrung effektiver Gréf3en in Gleichung (5.76)

~ +
uber. Im statischen Fall entspricht K genau der tangentialen Steifigkeitsmatrix K, und P

der Differenz aus P, und Ei(i).

(5.76)

"o+

A+
K-v=

In den folgenden Abschnitten werden nun praktikable Verfahren aufgezeigt, mit deren
Hilfe nichtlineare Problemstellungen iterativ durch Losen der Gleichung (5.76) behan-
delt werden. Diese vorgestellten Verfahren liegen bereits in modularer Form im Pro-
grammsystem FEMAS [11] vor.

5.5.1 NEWTON-RAPHSON Verfahren

Das NEWTON-RAPHSON Verfahren ist ein klassisches Verfahren zur iterativen Losung
von nichtlinearen Gleichungssystemen. Ausgehend von einem zuletzt fir die Grof3en

V, V und V aufgefundenen Gleichgewichtszustand wird die Last im néchsten Zeit-
schritt At (oder nachsten Lastschritt A) bei statischen Berechnungen) verandert. Eine
Lastanderung bei dynamischen Berechnungen erfolgt auch ohne Anderung der &duRRe-
ren Belastung im Zeitschritt At, da sich das Tragwerk weiterbewegen will. Dieser Schritt
wird als Inkrementschritt bezeichnet, wobei durch Auflésen von (5.76) eine erste Nahe-
rung der Verformungszuwachse (und damit auch Geschwindigkeits- und Beschleuni-
gungszuwachse gemalfd den Ausfiihrungen des Kapitels 6) berechnet wird. Der dabei
aufgefundene Zustand ist allerdings im Allgemeinen durch den Linearisierungsfehler
nicht mit den aufl3eren Lasten im Gleichgewicht, so dass in darauf folgenden Iterati-
onsschritten die Losung verbessert wird. Zu diesem Zweck wird um den aktualisierten
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Bild 5.6 NEWTON-RAPHSON Verfahren

Verformungszustand wiederum eine Linearisierung ausgefihrt, d.h. es werden fir den
neuen Zustand tangentiale Steifigkeitsmatrix und evtl. Dampfungsmatrix neu bestimmt,
sowie die Vektoren der inneren Knotenkrafte, der &uf3eren Dampfungskrafte und der
Tragheitskrafte berechnet. Somit kann eine neue effektive Steifigkeitsmatrix und ein
neuer Vektor der Ungleichgewichtskrafte aufgefunden werden, mit denen gemalf Glei-

chung (5.76) im Iteratlonsschrltt k wiederum neue Zuwachse in den Verformungen V"

Geschwindigkeiten V" und Beschleunigungen V" berechnet werden. Dieses Verfah-
ren ist als NEWTON-RAPHSON Verfahren in Standardform bekannt, charakteristisch
fur dieses ist, dass in jedem Iterationsschritt die tangentialen Matrizen neu aufgebaut
werden. Im Bild 5.6 ist dieses am Beispiel eines Freiheitsgrades grafisch dargestellt.
Es wird jedoch darauf hingewiesen, dass bei der Gleichgewichtsiteration nicht zwin-
gend die genaue Tangente verwendet werden muss. Bild 5.6 enthalt weiterhin das
NEWTON-RAPHSON Verfahren in modifizierter Form, bei dem die tangentialen Matri-
zen nur zu Beginn eines Inkrementschrittes berechnet und die nachfolgenden Iterati-
onsschritte mit der gleichen Steifigkeit ausgefuhrt werden. Wie im Bild 5.6 zu sehen
ist, fuhrt dies zu einer hdheren Anzahl von Iterationsschritten fur einen Zeit- oder Last-
schritt. Beide Verfahren fuhren jedoch zum gleichen Ergebnis; kennzeichnend fiir einen
aufgefundenen Gleichgewichtszustand ist alleine das Verschwinden der rechten Seite
von Gleichung (5.27). Die konsistente Linearisierung unter neuer Berechnung der tan-
gentialen Matrizen in jedem Iterationsschritt erreicht dies nur mit der kleinsten Anzahl
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von lterationen. Die Verformungen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen nach
Abschluss der Gleichgewichtsiteration ergeben sich wie folgt:

Vt+At) =V(EH)+ ) Vv (5.77)
V(t+At) = V() + >V (5.78)

V(t+At) =V(t)+ Y V* (5.79)

5.5.2 RIKS-WEMPNER-WESSELS Verfahren

Im Allgemeinen stellt das NEWTON-RAPHSON Verfahren ein leistungsfahiges Verfah-
ren zur Losung nichtlinearer algebraischer Gleichungssysteme dar. In einigen Fallen
versagt es jedoch; seine wesentliche Schwache besteht darin, dass es keine Last-
steuerung beinhaltet. Nach dem Aufbringen eines Lastinkrements wird fir den neu-
en Lastzustand ohne Veranderung der Last versucht, iterativ einen neuen Gleichge-
wichtszustand aufzufinden, wie im vorhergehenden Abschnitt gezeigt worden ist. Auf
abfallenden Lastpfaden kann das Verfahren in dieser Form nicht angewendet werden.
Zur Beseitigung dieser Schwache fihrten RIKS [106] und WEMPNER [122] das Bo-
genlangenverfahren ein. Dieses erweiterte die tangentiale Steifigkeitsbeziehung um ei-
ne zusatzliche Bestimmungsgleichung fur den Lastparamater \ in Abh&ngigkeit der Bo-
genlange. Der wesentliche Nachteil des herkdmmlichen Bogenlangenverfahrens liegt
darin, dass infolge dieser zusatzlichen Bestimmungsgleichung fir )\ die erweiterte
Steifigkeitsbeziehung ihre symmetrische Eigenschaft verliert, so dass herkdmmliche
Speicher- und Lésungsverfahren wie die L D L"-Faktorisierung [136], die im tibrigen im
Gegensatz zur CHOLESKY Zerlegung auch bei indefiniten Matrizen funktioniert, nicht
mehr angewendet werden konnen.

Mit den Erganzungen von WESSELS [124] wird die genannte Schwache des Bogen-
langenverfahrens beseitigt. Im Gegensatz zu diesem erfolgt bei dem Verfahren nach
RIKS-WEMPNER-WESSELS, das in [103] zusammenfassend dargestellt ist, die Itera-
tion in der Normalenebene zum Vektor des Inkrementschrittes durch dessen Endpunkt.
Im Bild 5.7 ist der Iterationsvorgang fir die Standardversion mit Steifigkeitsupdate in
jedem lIterationsschritt sowie fur das modifizierte Verfahren dargestellt. Im Folgenden
wird der Ablauf des Standardverfahrens beschrieben, wobei dieser leicht auf das mo-
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Bild 5.7 RIKS-WEMPNER-WESSELS Verfahren

difizierte Verfahren tbertragen werden kann. Wie beim NEWTON-RAPHPSON Verfah-
ren wird zuerst ein Inkrementschritt mit dem Differenzlastfaktor AX® mit dem zugehori-
gen Tangentenvektor t° (5.80) an die Last-Verformungskurve ausgefiihrt.

+ +
o VO | )P (5.80)
B AN AN '
Der Normalenvektor
tk
nk — i N (5.81)

setzt sich nach Bild 5.7 aus der gesuchten Korrektur des Lastfaktors um AX* und den

_|_
gesuchten Verformungsinkrementen V¥ im aktuellen Iterationsschritt k zusammen; er
erflllt weiterhin die Orthogonalitatsbeziehung (5.82).
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0k =0 vk + AN Adk =0 (5.82)

+
Aus den gegebenen Ungleichgewichtskraften Pk des aktuellen Iterationsschrittes wer-

den zunachst die zugehorigen Verformungsinkremente ik gemald (5.83) berechnet.
AnschlieRend wird der Vektor t* aus einer 4uReren Referenzbelastung A\X - P, analog
zum Inkrementschritt bestimmt, wobei der Lastfaktor AXK" frei gewahlt werden kann
(5.84). Die endgultige Losung n* fur den aktuellen Lastschritt kann nun als vektorielle

+
Summe aus X* und t“ nach Gleichung (5.85) gebildet werden, wobei der Skalierungs-
faktor £€X des Vektors t* fiir den Schnittpunkt mit der Normalenebene gesucht ist.

X* = (KT P (5.83)
v (K= ANk . P

th= [+ = | — (5.84)
AN AN

nk = XK+ gk K (5.85)

Das Einsetzen der Beziehung (5.85) in (5.82) liefert die Bestimmungsgleichung fur den
Skalierungsfaktor £, mit dessen Kenntnis nun die gesuchten Verformungsinkremen-
te und die Anderung des Lastfaktors im aktuellen Iterationsschritt berechnet werden
konnen.

VO XK
k N A
o= ——— (5.86)
MO . Mk* + A)\O . A)\k*
VK = XK gk v (5.87)
AN = g ANk (5.88)

Nach Abschluss der Gleichgewichtsiterationen ergeben sich nach Gleichung (5.89) die
Verformungszuwachse und nach Gleichung (5.90) der Zuwachs im Lastfaktor fiir das
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aktuelle Lastinkrement. Es wird nochmals darauf hingewiesen, dass im Gegensatz zum
NEWTON-RAPHSON Verfahren beim Verfahren nach RIKS-WEMPNER-WESSELS
auch die aufgebrachte Belastung tiber den Lastfaktor verandert wird. Demzufolge kann
dieses Verfahren nur bei statischen Berechnungen eingesetzt werden, da bei dynami-
schen Berechnungen der Lastfaktor zu einer bestimmten Zeit durch die Anregungs-
funktion fest vorgegeben ist. Die Gleichungen dieses Abschnitts sind ebenso fir das
modifizierte Iterationsverfahren gultig, dabei muss lediglich die tangentiale Steifigkeits-
matrix ﬁ{‘ eines Iterationsschrittes durch die tangentiale Steifigkeitsmatrix 5? zu Beginn
des Inkrementschrittes ersetzt werden. Die Verwendung der exakten Linearisierung
in jedem lIterationsschritt beeinflusst wie bereits erlautert lediglich die Konvergenzge-
schwindigkeit. Das Kriterium fir das Erreichen des Gleichgewichtszustandes ist das
Verschwinden des Vektors der Ungleichgewichtskrafte.

AV =V + 3 AVF (5.89)
k=1
AX= AN +) AN (5.90)
k=1

5.6 Anwendungsbeispiele flr statische Berechnungen

Zum Abschluss des Kapitels 5 wird das vorgestellte numerische Rechenmodell mit
Ringelementen und dessen programmtechnische Umsetzung an zwei Testbeispielen
fur nichtlineare statische Berechnungen vorgeftihrt und Gberprift. In der Arbeit von
MEISWINKEL [88] sind unter anderem Rotationsschalen unter Bertuicksichtigung der
geometrischen Nichtlinearitat sowie der physikalischen Nichtlinearitat des Stahlbetons
unter Verwendung von Schalenviereckelementen der Elementfamilie ROSH48, die im
Programmsystem ROSHES3 [128] implementiert ist, untersucht worden. Fiur zwei dieser
Beispiele werden im Rahmen der nachsten Abschnitte erganzende Untersuchungen
vorgenommen und Vergleichsrechnungen mit den erweiterten Schalenringelementen
des Programmsystems ROSHE [130] durchgefihrt.
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Bild 5.8 Kreiszylinderschale: System und Belastung
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5.6.1 Kreiszylinderschale unter nicht-rotationssymmetrischer Be-
lastung

Im Bild 5.8 ist das System einer Kreiszylinderschale mit Membranlagerung am Ful3 un-
ter einer nicht-rotationssymmetrischen Belastung p<3> = -20 cos(#*) kN/m? (Fourier-
term n = 1) mit Angabe samtlicher Materialdaten dargestellt. Den Untersuchungen wer-
den zwei unterschiedliche Rechenmodelle zugrundegelegt: Zum einen wird die Schale
unter Verwendung von 132 ROSH48 Schalenviereckelementen abgebildet, zum ande-
ren wird ein Modell bestehend aus 11 konischen Ringelementen untersucht, wobei die
Anzahl der verwendeten Umfangswellen n,.x zur Darstellung des Verformungszustan-
des offen gelassen wird. Die Ergebnisse der linearen Membranlésung sind ebenfalls
im Bild 5.8 angegeben. Fiir die Meridiankraft am SchalenfuR im Meridian #* = 0° liefert
die lineare Losung einen Wert von n<?2> = 800 kN/m. Die Rissnormalkraft der Schale
von 500 kN/m liegt allerdings deutlich unter diesem Wert, so dass die ersten Risse
in der Schale bei einem Lastfaktor von A = 0,63 auftreten. Dieses Verhalten ist auch
der Lastverformungskurve fiir den Schalenkopf im Meridian 6* = 0° des Bildes 5.9 zu
entnehmen, die unter Verwendung von Ringelementen mit einem Verformungsansatz
von 15 Umfangswellen berechnet worden ist. Deutlich zu erkennen ist der signifikan-
te Steifigkeitsabfall in der Lastverformungskurve nach Uberschreiten der Risslast von
A =0,63. Die Belastung kann bis zu einem Lastfaktor von )\, = 1,22 gesteigert werden.

Um zu beurteilen, wie viele Umfangswellen zur Wiedergabe des nichtlinearen Verfor-
mungszustandes bei der Berechnung verwendet werden mussen, soll Bild 5.10 nahe-
ren Aufschluss geben. Darin sind die Radialverformungen am Schalenkopf fir den
Lastfaktor A = 1,00 tber den Umfang dargestellt. Die lineare Losung besitzt wie er-
wartet korrespondierend zur Belastung nur Verformungsanteile in der Umfangswelle
1, da ja in diesem Fall die Steifigkeitsbeziehungen entkoppelt sind. Fur die nichtlinea-
re Losung sind Berechnungen mit 1, 2, 6 und 15 Umfangswellen durchgefihrt und
aufgetragen worden. Man erkennt deutlich, dass die Verformungen mit mindestens 2
Umfangswellen angesetzt werden missen, um brauchbare Losungen zu erhalten. Die
Verwendung einer maximalen Anzahl von 6 oder gar 15 Umfangswellen fihrt zu einer
nur unwesentlichen Genauigkeitssteigerung. In diesem Falle hatten also die Verfor-
mungen mit N = 6 ausreichend genau berechnet werden kdnnen, was den numeri-
schen Aufwand gegentber einer 2D-Diskretisierung erheblich reduziert. Es lassen sich
allerdings keine generalisierenden Aussagen zur Wahl des héchsten Fourierterms tref-
fen, dieser ist unter anderem abhangig von der betrachteten Systemgrof3e, wie auch
vom Lastfaktor. Fihrt man eine Fourieranalyse fiur den nichtlinear berechneten Ver-
formungszustand aus Bild 5.10 durch, so erkennt man, dass ungefahr 70% der Ver-
formungen aus der Umfangswelle 1 stammen und 30% aus der Umfangswelle 2, die
restlichen Umfangswellen liefern nahezu unbedeutende Beitrage.
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Bild 5.10 Radialverformungen am Schalenkopf
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Bild 5.11 Vergleich der Meridiankréfte

Bild 5.11 stellt die Meridiankrafte n<?2> in den Meridianen #* = 0° und §* = 180° dar.
Es ist eine sehr gute Ubereinstimmung der Ringelementlésung mit der Schalenvier-
eckelementlésung zu erkennen. Die maximalen Meridianzugkrafte am Schalenfuld re-
duzieren sich durch das Aufreil3en des Stahlbetons von 800 kN/m auf 686 kN/m (Er-
gebnis ROSHE3: 675 kN/m), wohingegen sich die maximalen Meridiandruckkrafte
am Schalenfuf3 von 800 kN/m vom Betrag her auf 833 kN/m (Ergebnis ROSHES3:
835 kN/m) erhdhen. Dabei treten im oberen Schalenbereich durch eine Ovalisierung
des Rings Ringbiegemomente auf [88], die ebenfalls quantitativ nhachvollzogen werden
konnen, auf deren Darstellung an dieser Stelle allerdings verzichtet wird. Das erlauter-
te Anwendungsbeispiel zeigt im Ubrigen sehr schon, wie das lineare Tragverhalten
einer Rotationsschale durch das AufreiRen des Stahlbetons verandert wird. Im linea-
ren Fall treten Verformungs- und Schnittgro3enanteile lediglich in denen zur Belastung
korrespondierenden Umfangswellen, in diesem speziellen Fall lediglich n = 1, auf. Im
nichtlinearen Fall hingegen liegt eine Kopplung in den Fouriertermen vor, so dass die
Belastung in der Umfangswelle n = 1 Verformungen und Schnittgré3en in anderen Um-
fangswellen zur Folge haben. Wahrend der Gleichgewichtsiteration entstehen innere
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Knotenkrafte auch in anderen Umfangswellen, die in der Differenz mit der auf3eren
Belastung zu einem Residuum und demnach auch zu Verformungszuwéachsen in die-
sen Umfangswellen fihren. Nach Abschluss der Gleichgewichtsiteration halten jedoch
die inneren Knotenkrafte der aufgebrachten auf3eren Belastung das Gleichgewicht in
der Umfangswelle n = 1, und die inneren Knotenkrafte in den restlichen Umfangswel-
len verschwinden. Die nichtlinearen Zusammenhange werden hier besonders deut-
lich: Ein aus mehreren Fouriergliedern zusammengesetzter Verformungszustand fuhrt
nach Auswerten der Gleichung (5.53) zu inneren Knotenkraften lediglich im Fourier-
term n = 1. Die selben Effekte sind ebenfalls in [81] an einem &hnlichen Beispiel, bei
dem die einzige Nichtlinearitat im Abheben der Kreiszylinderschale am Fundamentful3
besteht, aufgezeigt und verifiziert worden.

5.6.2 Kiuhlturmschale unter Windbelastung

Als weiteres Anwendungsbeispiel zur nichtlinearen statischen Berechnung mit dem
im Rahmen dieser Arbeit erweiterten doppelt gekrimmten Schalenringelement ist ein
vereinfachtes Modell eines ausgefiihrten Naturzugkihlturms (Vernachlassigung des
oberen Ringbalkens sowie Membranlagerung am Schalenful3) herangezogen worden.
Dessen Meridiankurve lasst sich durch die Beziehung

- 12
R(6?) = —15,36 4 51,96 - \/1 + % 62 < 115, 83
(5.91)

9,03

_2 _2
R(6?) = 36,34+ 0,26-\/1+ B8 g2 5 115,83

beschreiben. Fir dieses vereinfachte System, das im Bild 5.12 abgebildet ist, ist in [88]
eine physikalisch nichtlineare Berechnung (2D-Diskretisierung mit Schalenviereckele-
menten ROSHA48) durchgefiihrt worden. Im Rahmen dieser Arbeit sind mit dem in [88]
gewahlten numerischen Modell fiir die Einwirkungskombination bestehend aus Eigen-
gewicht und Wind fir ein Windlastniveau A\ = 1,75 erganzende Untersuchungen vor-
genommen, sowie mit den um die nichtlinearen Elementmatrizen erweiterten Schalen-
ringelementen mit doppelter Krimmung Vergleichsrechnungen durchgefuihrt worden.
Zur Darstellung der Windbelastung wie auch der Verformungen im Losungsansatz wird
eine Fourierreihe mit Abbruch nach der Umfangswelle 15 verwendet.

Die Meridiankraftoeanspruchung n<??> infolge der Windkrafte der gegebenen Last-
kombination bei A = 1,75 verursacht ein Aufreil3en der Kuhlturmschale (Bild 5.14) um
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Bild 5.12 Vereinfachtes Modell des untersuchten Naturzugkthlturms
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Bild 5.15 Membrankrafte im Luvmeridian

den Luvmeridian herum, ungefahr bis zum Umfangswinkel §* = 25°. Diese Risse ver-
laufen durch die gesamte Schalenwand hindurch. Weiterhin sind oberhalb der Taille
auf beiden Schalenseiten Vertikalrisse zu erkennen, die sich jedoch in unterschiedli-
chen Umfangsbereichen befinden und nicht durch die Schalenwand hindurchreichen.
Sie sind Folge von Ringbiegemomenten m<'>, die sich in diesen Regionen einstel-
len. Auf eine ausfuhrlichere Erlauterung des nichtlinearen Beanspruchungszustands
wird an dieser Stelle verzichtet, es sei hierzu auf [88] und [129] verwiesen. Im Folgen-
den werden fur die beiden unterschiedlichen Rechenmodelle (2D Diskretisierung so-
wie Ringelementdiskretisierung) die berechneten Schnittgrof3enzustande verglichen.
Bild 5.15 zeigt die Verlaufe der Meridiankraft n<??2> und der Ringkraft n<''> Uber die
Schalenh6he im Luvmeridian 6* = 0°, da sich hier die starksten Nichtlinearitaten infol-
ge des Reil3ens einstellen. Fur die Meridiankrafte konnen keine signifikanten Abwei-
chungen zwischen den unterschiedlichen Modellen sowohl fir die linearen als auch
fur die nichtlinearen Ergebnisse festgestellt werden. Die maximale Meridiankraft im
Meridian #* = 0° stellt sich zu n<??2> = 836 kN/m bei der linearen Losung in einer
Schalenhohe von 62 = 73,63 m ein. Werden die nichtlinearen Stahlbetoneigenschaften
bei der Berechnung mit berlcksichtigt, so reduziert sich die maximale Meridiankraft
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Bild 5.16 Meridiankrafte in der Hohe 62 = 73,6 m

von n<?2> = 836 kN/m auf n<??> = 556 kN/m. Fir die Schalenhthe 6? = 73,63 m ist
der Verlauf der Meridiankréfte tber die Umfangsrichtung im Bild 5.16 aufgetragen. Im
Ubergangsbereich zwischen gerissenem und ungerissenem Beton (§* ~ 25°) ist sehr
deutlich ein scharfer Knick zu erkennen. Die Rissnormalkraft von fo - h = 520 kKN/m
wird dort erreicht. Zwischen den Umfangswinkeln §* = 0° und #* = 25° liegt ein signi-
fikanter Steifigkeitsverlust gegenuber den ungerissenen Bereichen vor, so dass sich
die Meridiankrafte in steifere Bereiche zwischen 6 = 20° und 6* = 35° umverteilen.
Fur die dem Windstaupunkt abgewandten Schalenbereiche kdnnen keine Abweichun-
gen zwischen der linearen und nichtlinearen Losung festgestellt werden. Die Ringele-
mentldsung zeigt somit in den Meridiankraften eine sehr gute Ubereinstimmung mit
der Losung unter Verwendung einer 2D Diskretisierung mit den Schalenviereckele-
menten ROSH48. Weiterhin ist im Bild 5.15 der Verlauf der Ringkrafte n<'*> tber die
Schalenhohe 62 im Meridian 6* = 0° aufgetragen. Diese mussen sich aus Gleichge-
wichtsgrinden ebenso umverteilen. Fir die lineare Losung zeigt sich in beiden Model-
len eine gute Ubereinstimmung, wohingegen die nichtlinear berechneten Ringkréfte in
diesem Meridian doch deutlich auseinander laufen. Fir die Lésung mit den ROSH48
Schalenviereckelementen treten zwischen den Hohen 62 = 70 m und #? = 120 m so-
gar Zugringkrafte auf. Um diese Diskrepanzen zu klaren, ist im Bild 5.17 der Verlauf
der Ringkrafte in Ringrichtung in der Schalenhthe 6? = 73,63 m aufgetragen. Zwi-
schen #* = 0° und #* = 70° weicht die nichtlineare Losung von der linearen Losung ab.
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Bild 5.17 Ringkréfte in der Hohe 6% = 73,6 m

Die Ringkrafte, die mit den Schalenviereckelementen ROSH48 in deren Elementmitten
berechnet worden sind (Markierung mit Quadraten), zeigen relativ gute Ubereinstim-
mung mit der Ringelementlésung. Die Losungen an den Elementrandern (Markierung
mit Dreiecken) weichen jedoch nicht unerheblich ab, so dass sich der abgebildete, um
die Ringelementldsung oszillierende Verlauf ergibt. Besonders in der Symmetrieachse
6* = 0°, in der aufgrund der Symmetriebedingung der Verlauf fir n<'> eigentlich eine
horizontale Tangente haben musste, wird dieser Effekt besonders deutlich. Verglichen
mit der linearen Losung an diesem Punkt von n<>(0°) = -37,8 kN/m fallt die nichtli-
neare Losung mit Ringelementen auf n<*>(0°) = -73,2 kN/m ab, wohingegen die nicht-
lineare Losung mit den Schalenviereckelementen auf n<*>(0°) = +44,1 kN/m ansteigt.
Durch einfaches Anschreiben des Membrangleichgewichts unter Vernachlassigung der
Querkrafte, was in [81] vorgefiihrt worden ist, kann gezeigt werden, dass die nichtlinea-
re Ringelementlésung im Meridian #* = 0° sehr gute Ergebnisse liefert. Jedoch muss
ausdrucklich darauf hingewiesen werden, dass die dargestellten Spannungen in den
Elementmitten der 2D Diskretisierung mit 18 Schalenviereckelementen ROSHA48 tber
den halben Umfang offensichtlich gute Ubereinstimmung zeigen, Abweichungen sind
lediglich an den Elementrandern festzustellen.

Zum Vergleich hierzu ist weiterhin eine Diskretisierung mit den hoherwertigen ROSH54
Dreieckelementen (36 Dreieckelemente flr den halben Umfang) untersucht worden,
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deren Ergebnis ebenso im Bild 5.17 eingetragen ist. Diese Elemente besitzen quin-
tische Polynomansatze nach COWPER [41] fur die unbekannten Komponenten der
Feldverschiebungen im Gegensatz zu den ROSHA48 Viereckelementen (bikubische Po-
lynomansatze). Es fallt auf, dass mit dem hoherwertigen Verschiebungsansatz auch
die SchnittgroRen auf den Elementrandern besser werden; die Ringelementlésung so-
wie die Losung mit den ROSH54 Dreieckelementen zeigen eine deutlich bessere Uber-
einstimmung.

Keineswegs soll im Rahmen dieses Anwendungsbeispiels der Eindruck erweckt wer-
den, dass die verwendeten Schalenviereckelemente ROSH48 schlechte oder unge-
naue Ergebnisse liefern, zumal es sich bei den dargestellten Ringkraften n<> um
nicht bemessungsrelevante Grof3en handelt. Es zeigt sich in diesem Beispiel jedoch
sehr schon das Wesen einer Weggrofienformulierung: Mit dem gewahlten Verformungs-
ansatz (18 ROSH48 Elemente uber den halben Umfang bzw. 15 Umfangswellen fur
die Ringelemente) kann der Verlauf der Verformungen in Umfangsrichtung (insbeson-
dere an den Steifigkeitsiibergangsstellen) nur unzureichend approximiert werden; die
dargestellten Ringkrafte berechnen sich nur als sekundare Grof3en unter Anwendung
der Kinematik und des Werkstoffgesetzes. Gleichgewicht ist nicht an jedem Punkt
exakt erfullt, sondern lediglich in schwacher Form (integrale Betrachtung). Wird eine
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100 [ [ [
————— Ringelement 15 Umfangsw. nichtlin.
s Ringelement 25 Umfangsw. nichtlin. |
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Bild 5.18 Konvergenzuntersuchung fur die Ringkrafte (§? = 73,6 m)
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Erhdhung des Ansatzes in Umfangsrichtung vorgenommen, so lassen sich nochmals
deutliche Verbesserungen im Ringkraftverlauf beobachten. Im Bild 5.18 sind wiederum
die Ringkraftverlaufe fur die nichtlineare Ringelementlosung (15 Umfangswellen) und
die nichtlineare Losung mit Schalenviereckelementen (18 Elemente tber den halben
Umfang) dargestellt. Zusatzlich sind Losungen mit einem hdherwertigen Ansatz in Um-
fangsrichtung darin aufgenommen (Ringelementldsung mit 25 Umfangswellen sowie
Schalenviereckelementldsung mit 36 Elementen Uber den halben Umfang). Deutlich
erkennt man, dass sich nach einer Erhohung der Ansatze die Losungen mit den bei-
den unterschiedlichen Modellen nun nahezu decken; lediglich nahe der Symmetrieach-
se (0° — 10°) treten noch geringfugige Differenzen auf. Eine Konvergenz der Lésung
zeichnet sich jedoch ab. Die im Bild 5.17 gezeigten Diskrepanzen sind somit die Folge
eines Diskretisierungsfehlers, da ein zu grobes Elementnetz von 18 Elementen uber
den halben Umfang bzw. eine zu klein gewéahlte Anzahl von 15 Umfangswellen den
nichtlinearen Verformungsverlauf und damit auch die daraus abgeleiteten Ringkrafte
nicht ausreichend abbilden kdnnen. Die Ursachen sind in dem schroffen Steifigkeits-
wechsel zwischen den gerissenen und ungerissenen Bereichen bei ca. 30° zu suchen.
Fur die Berechnung der linearen Antwort hingegen reichen die urspringlichen Diskre-
tisierungen aus; es liegt eine konstante Steifigkeit in Ringrichtung vor und der sich
einstellende Verformungsverlauf kann mit dem gewahlten Ansatz ausreichend genau
approximiert werden. Eine deutliche Verbesserung der berechneten Ringkrafte (die
in der vorliegenden GrdélRenordnung dieses Anwendungsbeispiels jedoch fir Bemes-
sungsaufgaben nicht von Interesse sind) kann demnach mit einer feineren Diskretisie-
rung beziehungsweise einer Erh6hung des Ansatzes in Umfangsrichtung erzielt wer-
den. Eine weitere Moglichkeit, die einen Gegenstand zukinftiger Forschungsarbeiten
darstellen konnte, bestiinde in der Verwendung von gemischten Elementformulierun-
gen basierend auf erweiterten Variationsprinzipien, wie sie von AYOUB und FILIPPOU
[4] bereits fur Stabelemente erfolgreich eingesetzt worden sind.

Der Vorteil der Ringelemente gegenuber den herkdmmlichen ROSH48 Schalenele-
menten kann demzufolge in der Approximation der Verformungen in Umfangsrichtung
gesehen werden. Deren Darstellung geschieht Uber eine Fourierreihe, die beliebig
oft Uber die gesamte Umfangsrichtung stetig differenziert werden kann, ohne dabei
einen Verlust in der Approximationsgite hinzunehmen. Fir die Auswertung der Ver-
zerrungen, die letztendlich zu den Spannungen fuhren, ist es bei Ringelementen da-
her belanglos, an welchem Umfangsstitzpunkt eine Auswertung erfolgt. Es hat sich
ebenso gezeigt, dass beim Ringelementmodell im Vergleich zur 2D Diskretisierung mit
ROSHA48 Elementen ein geringerer Ansatz in Umfangsrichtung erforderlich ist. Die Zahl
der Elemente tUber den halben Umfang kann aufgrund des Fourierreihenentwicklungs-
satzes direkt mit der Umfangswellenzahl des Ansatzes verglichen werden.
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5.6.3 Anmerkungen zur Konvergenz bei statischen Berechnungen

Bei den Anwendungsbeispielen dieses Kapitels handelt es sich um Testbeispiele fir
nichtlineare statische Berechnungen. Diese sollen in erster Linie dazu dienen, die
Richtigkeit der Vorgehensweise sowie die Herleitung und numerische Umsetzung des
Schalenringelements durch Vergleichsrechnungen mit doppelt gekrimmten Schalen-
viereckelementen zu uberprifen und zu verifizieren. Wie bereits ausgefihrt, ist dabei
eine gute Ubereinstimmung der Lésungen gefunden worden, wobei die 2D-Diskreti-
sierungen mit Schalenviereckelementen unter Umstanden in Umfangsrichtung zu grob
gewahlt worden sind und eine Netzverfeinerung zum Erreichen der gleichen Ergeb-
nisgute erforderlich wird. Hier ist ein Vorteil der Ringelemente zu sehen, der in der
Steuerung der Wertigkeit des Ansatzes in Umfangsrichtung tiber einen geschlossenen
Fourierreihenansatz besteht.

Allerdings soll eine wesentliche Problematik bzw. ein Nachteil der Anwendung der
Ringelemente in der vorliegenden programmtechnischen Umsetzung, der bereits bei
der Herleitung angesprochen wurde, nochmals deutlich herausgestellt werden:

Wie im Abschnitt 5.4.1 gezeigt wurde, ist die lineare Elementsteifigkeitsmatrix und so-
mit auch die globale lineare Systemsteifigkeitsmatrix lediglich auf den Hauptdiagonal-
matrizen besetzt. SAmtliche Terme ""K, werden zu Null fur unterschiedliche Umfangs-
wellen n ## m. Dies wiederum bedeutet, dass bei einer linearen Berechnung Verschie-

+
bungsinkremente ™V in der Umfangswelle m lediglich innere Knotenkraftinkremente

”E in der gleichen Umfangswelle n = m verursachen. Bei einer allgemeinen nicht ro-
tationssymmetrischen Belastung in Umfangsrichtung, die als Fourierreihe zerlegt vor-
liegt, wird somit bei einer linearen Berechnung das Problem fiir jedes Fourierglied un-
abhangig geldst und im Anschluss daran zur Gesamtlosung zusammengesetzt.

Bei einer nichtlinearen Berechnung liegt keine Entkopplung in den Fouriergliedern vor.
Darauf ist bereits bei der Herleitung der tangentialen Elementsteifigkeitsmatrix im Ab-
schnitt 5.4.5 hingewiesen worden. Die Kopplungen werden sowohl durch physikali-
sche als auch durch geometrische Nichtlinearitaten verursacht. Dies bedeutet, dass

+
nun Verschiebungsinkremente ™ V in der Umfangswelle m auch innere Knotenkraftin-

kremente ”éi in anderen Umfangswellen n # m zur Folge haben. Das System ist nun
nicht mehr entkoppelt. Insbesondere am Beispiel der Kreiszylinderschale aus Abschnitt
5.6.1 ist dieser Sachverhalt sehr deutlich geworden: Der Vektor der aul3eren Belastung
"P, besitzt nur Anteile in Umfangswelle n = 1. Dieser steht im Gleichgewicht mit dem
Vektor der inneren Knotenkrafte "P;, der natirlich ebenso nur Anteile in Umfangswelle
n = 1 besitzt. Zu diesem Gleichgewichtszustand gehort aber ein Verformungsvektor,
der nun Verformungsanteile in hoheren Umfangswellen n > 1 besitzt.
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Beispiel Kreiszylinderschale (Konvergenzschranke 10°)

Schritt 1: 3 Iterationen 0,25p
Schritt 2: 3 Iterationen 0,50 p
Schritt 3: 29 Iterationen 0,75 p
Schritt 4: 70 Iterationen 1,00 p

Beispiel Kiihlturmschale (Konvergenzschranke 10™)

Schritt O: 2 lterationen 1,159 + 0,00 w
Schritt 1: 2 lterationen 1,159 + 0,25 w
Schritt 2: 2 lterationen 1,159 + 0,50 w
Schritt 3: 2 lterationen 1,159 + 0,75 w
Schritt 4: 2 lterationen 1,159 + 1,00 w
Schritt 5: 2 lterationen 1,159 + 1,25 w
Schritt 6: 6 Iterationen 1,159 + 1,50 w
Schritt 7: 37 lterationen 1,159 + 1,75 w

Tabelle 5.1 Anzahl der erforderlichen Iterationsschritte zur Konvergenz

Im Rahmen der numerischen Umsetzung des Ringelements im Programmsystem ROS-
HE wird bei der nichtlinearen Losungsfindung die Kopplung der Umfangswellen in der
tangentialen Steifigkeitsmatrix nicht berticksichtigt. Fir das gezeigte Anwendungsbei-
spiel der Kreiszylinderschale bedeutet dies, dass zunachst nach dem Aufreil3en innere
Knotenkrafte in hoheren Umfangswellen infolge der zugehorigen Verschiebungsinkre-
mente entstehen. Der Iterationsprozess der Gleichgewichtsfindung lauft nun solange,
bis sdmtliche inneren Knotenkrafte in Umfangswellen n ## 1 zu Null geworden sind. In
Tabelle 5.1 ist die Anzahl der erforderlichen lterationsschritte pro Inkrement, die zum
Erreichen der gewiinschten Genauigkeitsschranke bendtigt werden, fur die beiden ge-
zeigten Anwendungsbeispiele dieses Kapitels angegeben. Es wird deutlich, dass mit
dem Eintreten des Reil3ens viele Iterationen notwendig werden, um die ungewtnsch-
ten Ungleichgewichtskrafte herauszuiterieren und einen Gleichgewichtszustand auf-

zufinden. Eine quadratische Konvergenz [131] der Verschiebungszuwéchse Q" eines
Lastinkrements bzw. eines Zeitschritts gemaf Gleichung (5.92), wie sie bei Verwen-
dung einer konsistenten Linearisierung (keine Vernachlassigung der Nebendiagonal-
matrizen) vorliegt, stellt sich nach dem Auftreten signifikanter Nichtlinearitaten bei dem
verwendeten Rechenverfahren nicht ein.

4 it 2

+k+1 - +it k +|t
(VF = VY| < const - [|(VF =D VT (5.92)
it=0 it=0

>

Bei Systemen mit sehr vielen Freiheitsgraden oder bei Verwendung von sehr vielen
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Reihengliedern zur Lésungsdarstellung kann die gewahlte Vorgehensweise der Ver-
nachlassigung der Nebendiagonalterme in der tangentialen Steifigkeitsmatrix zu Kon-
vergenzproblemen bei statischen Berechnungen fiihren. In besonders unginstigen
Fallen wird eine Losungsfindung unmaoglich: Eine Verbesserung der Ungleichgewichts-
krafte einiger Systemfreiheitsgrade fuhrt dabei zu einer Verschlechterung der Ungleich-
gewichtskrafte anderer Systemfreiheitsgrade. Besonders deutlich wird dies bei einem
System, bei dem die Last nur aus einem einzigen Fourierterm besteht (Anwendungs-
beispiel Kreiszylinderschale). Werden zu viele Fourierglieder fur die Losungsdarstel-
lung angesetzt, kann der Fall eintreten, dass keine Losung mehr aufgefunden wer-
den kann, da die Inkremente in einem einzelnen lterationsschritt durch Verwendung
einer entkoppelten tangentialen Steifigkeitsmatrix nicht ,optimal* wie bei der Verwen-
dung einer konsistenten Linearisierung berechnet werden und sich die Ungleichge-
wichtskrafte der einzelnen Systemfreiheitsgrade gegenseitig ungtinstig beeinflussen.
Eine Abhilfe gegen dieses Problem bei nichtlinearen statischen Aufgabenstellungen
besteht nur in der programmtechnischen Modifikation der Ringelementimplementati-
on und der Bereitstellung der Nebendiagonalterme der tangentialen Steifigkeitsmatrix,
was allerdings nur mit einem erheblichen Aufwand und einer volligen Umstrukturierung
des Programmsystems ROSHE zu erreichen ist.

Bei dynamischen Problemstellungen treten die angesprochenen Konvergenzprobleme
durch Vernachlassigung der Nebendiagonalmatrizen in der tangentialen Steifigkeits-
matrix nicht mehr auf, da die Zusammensetzung der effektiven Steifigkeitsmatrix durch
die Zeitschrittweite gesteuert wird. Zusatzlich zur tangentialen Steifigkeitsmatrix gehen
hier noch Dampfungs- und Massenanteile ein, die nur auf den Hauptdiagonalmatrizen
besetzt und somit entkoppelt sind. Je kleiner die Zeitschrittweite bei impliziten Verfah-
ren gewahlt wird, desto kleiner wird der Fehler der in einem Iterationsschritt berechne-
ten Inkremente; explizite Zeitintegrationsverfahren hingegen bendétigen Gberhaupt kei-
ne Steifigkeitsmatrix zur Berechnung der Bewegungsgrof3en des nachsten Zeitschritts.
Diese Sachverhalte bei dynamischen Berechnungen werden ausfuhrlich im Abschnitt
6.3.4 behandelt. Bei den in den Kapiteln 6 und 7 durchgefuhrten dynamischen Unter-
suchungen ist durchweg eine schnelle Konvergenz festzustellen.

5.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel sind die Elementmatrizen fiir ein doppelt gekrimmtes Schalenring-
element, aufbauend auf den Darstellungen nach ECKSTEIN et al. [42], hergeleitet
worden. Die Besonderheit der Ringelemente liegt in der Darstellung der unbekannten
Feldverschiebungen in Ringrichtung mit Hilfe von Fourierreihen. Im Gegensatz zum li-
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nearen Fall sind die Steifigkeitsbeziehungen nun im Allgemeinen nicht mehr in den Um-
fangswellen entkoppelt. Der Prozess der Gleichgewichtsfindung muss allerdings nicht
mit der exakten Linearisierung erfolgen, wie bei der Vorstellung der iterativen Losungs-
verfahren fur nichtlineare algebraische Gleichungssysteme gezeigt worden ist, so dass
die Nebendiagonalmatrizen in der tangentialen Steifigkeitsmatrix bei der Gleichge-
wichtsiteration vernachlassigt werden konnen. Fur zwei Anwendungsbeispiele nicht-
linearer statischer Berechnungen von Rotationsschalen sind die Ringelementldsungen
und damit die Richtigkeit der vorgestellten Vorgehensweise und numerischen Umset-
zung anhand von 2D Diskretisierungen verifiziert worden. Dabei sind gewisse Vorteile
der Ringelemente gegeniber herkdbmmlichen Schalenelementen deutlich geworden.

e Der Diskretisierungsaufwand beschrankt sich auf die Unterteilung der Meridian-
richtung in einzelne Ringelemente.

e Oftmals ist der Ansatz einer geringen Anzahl von Fouriergliedern zur Beschrei-
bung des Verformungszustandes in Ringrichtung bereits ausreichend, was den
numerischen Aufwand gegentber einer 2D Diskretisierung reduziert (Beispiel
Kreiszylinderschale). Praktische Anwendungen hierfur wéaren Erdbebenberech-
nungen; in diesem Fall besitzt die Belastung nur Anteile in der Umfangswelle
n=0undn=1.

e Eine Netzverfeinerung in Umfangsrichtung bei einem 2D Modell entspricht ei-
ner Erhéhung der Anzahl der Fourierterme, so dass die gewahlte Approximati-
onsgute ohne Neudiskretisierung Uberpruft werden kann.

e Die Verformungen sind durch die Wahl harmonischer Reihenansatze in Ringrich-
tung unendlich oft stetig differenzierbar. Dies hat Vorteile bei der Verzerrungs-
und damit auch SchnittgroRenberechnung in Ringrichtung, wobei es keine Rolle
spielt, an welcher Umfangsstelle Verzerrungen ausgewertet werden.

e Bei dynamischen Berechnungen kann ebenfalls von dem vorgeschlagenen Ver-
fahren unter Vernachlassigung der Nebendiagonalmatrizen in der tangentialen
Steifigkeitsmatrix Gebrauch gemacht werden. Diese Vernachlassigung wirkt sich
auf die Gleichgewichtsiteration weniger gravierend aus, da sich die effektive Stei-
figkeitsmatrix anteilmaflig aus K;, C und M zusammensetzt, wobei M und nahe-
rungsweise auch C als entkoppelt angesehen werden kdnnen und der Anteil von
K; mit kleinen Zeitschritten abnimmt, was im Kapitel 6 noch gezeigt werden wird.

Der wesentliche Nachteil oder die Grenze der Anwendung von Ringelementen liegt
allerdings in der Beschrankung auf rotationssymmetrische Strukturen. Beispielsweise
missen zur Modellierung von Offnungen in Rotationsschalen vollstandige 2D Diskre-
tisierungen des Systems erstellt werden; alternativ kann eine Kopplung von Ringele-
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menten in den rotationssymmetrischen Bereichen mit herkbmmlichen Schalenelemen-
ten in den gestorten Geometriebereichen, wie sie von GOULD [53] vorgeschlagen wird,
vorgenommen werden.

Bisher sind in diesem Kapitel lediglich alle erforderlichen Elementmatrizen flr dynami-
sche Berechnungen mit Ringelementen durch Anwendung des Prinzips der virtuellen
Verschiebungen und Einfihren der Ansatzfunktionen fur ein finites Ringelement her-
geleitet worden. Im Kapitel 6 werden nun Lésungsalgorithmen fir lineare und nichtli-
neare dynamische Problemstellungen mit den Anpassungen an die Erfordernisse von
Ringelementen vorgestellt. Darunter fallen direkte Zeitintegrationsverfahren, aber auch
modale Losungsverfahren als neuartiger Aspekt.
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Kapitel 6

Losungsverfahren fur die
Bewegungsgleichungen

6.1 Vorbemerkungen

Die Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit (4.47) in inkrementeller Form un-
ter Berucksichtigung von Tragheits- und Dampfungskraften fuhrt direkt auf das Be-
wegungsdifferentialgleichungssystem (5.27). In diesem Kapitel wird die Funktionswei-
se von klassischen Zeitintegrationsverfahren am Beispiel des NEWMARK Verfahrens
vorgefiihrt und an die Belange des erlauterten Ringelementkonzepts angepasst, so
dass eine Losung des Bewegungsdifferentialgleichungssystems im Zeitbereich erfol-
gen kann.

Als weiterer neuartiger Aspekt der vorliegenden Arbeit wird im Anschluss an die Vor-
stellung der direkten Zeitintegration die Formulierung modaler Verfahren zur Losung
der linearisierten Bewegungsgleichungen von Rotationsschalen aufgezeigt. Die moda-
le Analyse stellt ein klassisches Standardverfahren zum Ldsen linearer dynamischer
Problemstellungen dar; jedoch auch zur Losung von physikalisch nichtlinearen dyna-
mischen Fragestellungen kann sie herangezogen werden, wie in vereinzelten Ansatzen
in der neueren Literatur zu finden ist [17], [70]. Gerade zur nichtlinearen dynamischen
Berechnung von Rotationsschalen mit Ringelementen bietet sich dieses Verfahren vor-
teilhaft an: Das lineare Eigenschwingproblem, aus dem die Eigenvektoren gewonnen
werden, ist bei Rotationsschalen in den Umfangswellen entkoppelt, d.h. es kdnnen un-
abhéangig voneinander Eigenformen fir die einzelnen Umfangsharmonischen berech-
net werden. Fur die Gesamtlésung im Zeitbereich wird nun im Rahmen der modalen
Analyse der Ansatz gemacht, dass sich namlich die Verformungen, Geschwindigkeiten
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und Beschleunigungen aus einer vorschreibbaren Anzahl von Eigenvektoren aus den
gewiinschten Umfangswellen darstellen lassen. Dieses Losungsverfahren der moda-
len Superposition zur Behandlung nichtlinearer dynamischer Problemstellungen mit-
tels inkrementell iterativer Vorgehensweise wird ebenfalls ausfihrlich in diesem Kapitel
behandelt.

6.2 Uberblick tiber direkte Zeitintegrationsverfahren

Bei den Bewegungsgleichungen handelt es sich um ein im Allgemeinen nichtlinea-
res Differentialgleichungssystem 2. Ordnung. Es missen hierbei vorgeschriebene An-
fangswerte zum Startpunkt der Bewegung bertcksichtigt werden (Anfangswertproblem).
Die LOsung der Bewegungsgleichungen erfolgt schrittweise, das dynamische Gleich-
gewicht wird in diskreten Zeitpunkten erflllt. Die Bezeichnung ,direkte Zeitintegration®
bedeutet, dass keine Transformation der Bewegungsgleichung auf eine andere Form
vor der numerischen Integration vorgenommen wird [6]. Zeitableitungen werden im
aktuellen Integrationsintervall durch Differenzenquotienten ersetzt, so dass eine Al-
gebraisierung des Bewegungsdifferentialgleichungssystems erfolgt. Eine prinzipielle
Einteilung der direkten Zeitintegrationsverfahren ist in explizite und implizite Verfah-
ren moglich. Dabei wird weiterhin noch zwischen Einschritt- und Mehrschrittverfahren
unterschieden. Einschrittverfahren verwenden nur Zustandsgrof3en in den Zeitpunkten
t und t+At, wohingegen Mehrschrittverfahren auch noch auf Gré3en vor dem Zeitpunkt
t zuriickgreifen. Aus diesem Grund ist nur bei Einschrittverfahren eine Anderung der
Schrittweite wahrend der Berechnung ohne Probleme mdglich.

Explizite Integrationsverfahren gewinnen die Ldsung fir den Zeitschritt t+At durch An-
schreiben des dynamischen Gleichgewichts im aktuellen Zeitpunkt t. Ihr Nachteil liegt
allerdings in der bedingten numerischen Losungsstabilitat. Um sicher zu stellen, dass
die Losung wahrend der Integration nicht numerisch instabil wird, sind sehr enge Re-
striktionen an die Wahl der Integrationszeitschrittweite geknupft. Diese orientiert sich
an der kleinsten Periode des Systems und kann zu sehr kurzen Zeitschritten fthren.
Der Einsatz von expliziten Integrationsverfahren ist vorrangig bei sehr kurzzeitigen
Vorgangen (wie z.B. Sto3- und Anprallvorgéngen) zu sehen, bei denen hohere Fre-
guenzen eine bedeutende Rolle in der Antwort spielen. Einer der bekanntesten Vertre-
ter ist das Central-Difference-Verfahren [67] (explizites Zweischrittverfahren).

Im Gegensatz dazu formulieren implizite Integrationsverfahren die dynamischen Gleich-
gewichtsbedingungen zum Zeitschritt t+At. Durch geeignete Wahl der Integrations-
paramter kann eine unbedingte Stabilitat des Zeitintegrationsalgorithmus (d.h. stabile
Losung unabhangig von der Wahl der Integrationszeitschrittweite) erreicht werden, al-
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lerdings nur unter Voraussetzung linearer Verhaltnisse. Besonders bei der Berechnung
von Systemen mit tberwiegend niederfrequenten Antworten lassen sich diese Verfah-
ren vorteilhaft einsetzen. Als klassische Vertreter der impliziten Integrationsalgorith-
men sind die Verfahren nach HOUBOLT [65], WILSON [125] und NEWMARK [92] zu
nennen. Die folgenden Anforderungen sind dabei generell an die Integrationsverfahren
zu stellen [63]:

e Fur lineare Berechnungen sollte eine unbedingte Stabilitat gewahrleistet sein.

¢ Die numerische Dissipation zur Dampfung héherer Eigenformen in der Gesamtlo-
sung sollte durch einen anderen Parameter als den Zeitschritt gesteuert werden.
Das Verfahren sollte im Sonderfall auch dissipationsfrei arbeiten kdnnen.

¢ Die niedrigen Eigenformen durfen durch die numerische Dissipation nicht zu stark
gedampft werden.

Unter den genannten impliziten Integrationsalgorithmen ist das Verfahren nach NEW-
MARK hinsichtlich der geforderten Eigenschaften am leistungsstarksten anzusehen.
Von seiner urspringlichen Version [92] ist es bis in die heutige Zeit weiterentwickelt
worden (z.B. HHT-Verfahren [62], [63] oder generalisiertes a-Verfahren [25]). Stellver-
tretend wird im Folgenden die inkrementell iterative Formulierung des NEWMARK Ver-
fahrens in Anlehnung an BEEM [10] erlautert und fur die Besonderheiten von Ring-
elementen modifiziert.

6.3 Direkte Zeitintegration nach NEWMARK

6.3.1 Allgemeine Ansatze

Das Verfahren nach NEWMARK macht einen konstanten Ansatz fur die Beschleuni-
gungen in einem Integrationsintervall (6.1), wobei die Beitrdge der Zeitpunkte t und
t+At Uber den Parameter ¢ gesteuert werden. Daraus ergeben sich durch Integration
die Geschwindigkeiten (6.2) und weiterhin die Verschiebungen (6.3). Mit den Integrati-
onsparametern ¢ und ~ wird die numerische Dissipation hoherer Schwingungsanteile
gesteuert; fur v = g wird Gleichung (6.2) unter Beachtung der getroffenen Annahme
eines im Intervall konstanten Beschleunigungsverlaufs exakt integriert.
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V(r)=[1=06]-V,4+6-Via  fir t<7<t+At (6.1)

yt—l—At - [[1 - 5] ) \"/t +9- \"/t+At} At + yt

=36 - yt +a7-Viar t+ yt (6.2)
1 . . .
Mt+At = [[5 - '7] Vi 4 Vt+At} A + V- At +V, (6.3)

Durch Umstellen von Gleichung (6.3) ergeben sich die unbekannten Beschleunigun-
gen tht am Ende des Integrationsintervalls (6.4) in Abhangigkeit der Verschiebung
VA Wobei alle anderen GroRen zum Zeitpunkt t bekannt sind. Die Beschleunigun-
gen werden in (6.2) eingesetzt, so dass auch die unbekannten Geschwindigkeiten
ytw alleine noch von den unbekannten Verschiebungen V,, ., abhangig sind (6.5).
Weiterhin erfolgt ein Ubergang auf die inkrementellen Zuw&chse der Beschleunigun-
gen (6.6) und Geschwindigkeiten (6.7), wobei zur Abkiirzung die Konstanten a, bis a;
eingefihrt werden. Es sei noch angemerkt, dass sich das NEWMARK Verfahren im
linearen Fall durch seine unbedingte Stabilitat (kein ,Aufschaukeln® der Losung gegen
Unendlich bei zu groRem Integrationszeitschritt) bei geeigneter Wahl der Parameter ¢
und ~ auszeichnet, was durch eine Analyse des spektralen Radius der ,VergroRerungs-
matrix‘ oder ,amplification matrix* (lineare Beziehung zwischen den Zustandsgrof3en
zum Zeitpunkt t und t+At) gezeigt werden kann [6]. Dazu ist an die Wahl der Integrati-
onsparameter § und v die Stabilitatsbedingung (6.8) geknlpft [24], die auf die Kriterien
fur unbedingte (6.9) und bedingte Stabilitat (6.10) fihren.

yt—l—At = do- [MH—At -V —az- yt —as Mt (6.4)

yt-kAt = ar- [MH-A'[ —Vi] —a4- yt —as Mt (6.5)
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+
V=Vyn—Vi=a0 V-arV,—[as+1]-V, (6.6)
+ N _
V=Vin—Vi=2 V—lag+1]-V,—as5-V, (6.7)
mit: a(,:7T1t2 alzﬁ az—ﬁ a3:%—1
a4=%—1 a5:A2t [fi—Z] aezAt'[l—é] a;=90-At
At 1 1
— < - Stabilitatskriterium (6.8)
T T2 0 — 2
1 : I
2y > 46 > 5 unbedingte Stabilitat (6.9)
1 )
o> > 7 < 5 bedingte Stabilitat (6.10)

Mit diesen Ansatzen und Umformungen ist es gelungen, die Geschwindigkeits- und
Beschleunigungsinkremente der inkrementellen Bewegungsgleichung (5.27) durch be-
kannte Gro3en sowie durch die Verformungszuwachse auszudriicken. Das Differential-
gleichungssystem ist somit algebraisiert; dessen Losung erfolgt in inkrementell itera-
tiver Vorgehensweise mit dem NEWTON-RAPHSON Verfahren (Abschnitt 5.5.1, Bild
5.6) unter Verwendung von effektiven Steifigkeitsmatrizen und effektiven Lastvektoren.
Das RIKS-WEMPNER-WESSELS Verfahren ist ungeeignet, da es eine Lastskalierung
enthalt. Diese darf nicht vorgenommen werden, denn die Intensitat der aul3eren Belas-
tung ist durch die Last-Zeit-Funktion fir dynamische Problemstellungen fest vorgege-
ben.

Besonders bei dynamischen Problemstellungen ist die Durchfiihrung einer Gleichge-
wichtsiteration nach einem Inkrementschritt von grof3er Bedeutung, da jeder Fehler, der
zu einer bestimmten Zeit in die inkrementelle Losung eingegangen ist, die Losung zu
den nachfolgenden Zeiten in pfadabh&ngiger Weise beeintrachtigen kann [6], [7]. Die
Behandlung von Inkrement- und Iterationsschritten wird nun in den nachsten beiden
Abschnitten erlautert.
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6.3.2 Inkrementschritt

Ausgehend von einem bereits aufgefundenen dynamischen Gleichgewichtszustand
zum Zeitpunkt t, der durch das Verschwinden der rechten Seite von Gleichung (5.27)
gekennzeichnet ist, andert sich die dufRere Belastung wahrend eines Zeitschritts At.
Die Bewegungsgleichung fir einen Inkrementschritt (Kopfzeiger 0) lautet demnach:

+ +
K?-Q°+QO-M°+M-M°:Ea(t+At)—Ea(t) (6.11)

An dieser Stelle werden die Ansatze fir die inkrementellen Beschleunigungen (6.6) und
die inkrementellen Geschwindigkeiten (6.7) in Gleichung (6.11) eingesetzt. Dabei wird
das Bewegungsdifferentialgleichungssystem in die algebraische Form eines statischen
Problems tberfiihrt, wobei eine effektive Steifigkeitsmatrix und ein effektiver Lastvektor
als aquivalente GroRRen der statischen Systemgleichung definiert werden. Auch wenn
sich die aulRere Belastung wahrend eines Integrationsintervalls nicht andert, enthalt
der effektive Lastvektor dennoch weitere Anteile, die aus der Fortbewegung des Sys-
tems in dem aktuellen Integrationsintervall herriihren, da ja zu Beginn des Intervalls

die Anfangsbedingungen yt =V und yt =V zu bericksichtigen sind.

_+_
[K(t)_FaO 'M+al QO} 'MO :Ea(t+At) _Ea(t)

M- fa2- Y a3 + 1] - V]

+C% las+1]-V+as-V]

|>>
(e}
<+
(en)
I
O+
(en)

(6.12)

Gleichung (6.12) wird nun mit herkdmmlichen Verfahren nach den unbekannten Verfor-
mungszuwachsen aufgelost; es ergibt sich eine erste Abschatzung der unbekannten
ZustandsgrofRen zum Zeitpunkt t+At.
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+ —
Viar=Ve+V° =V (6.13)
. + . . N
Viar=a0-V°—a-V,—a3-V, =V (6.14)
y?+At = yt + a6 - yt + a7 - y?+At = M (6.15)

Im Allgemeinen befindet sich das System nach dem Inkrementschritt noch nicht im
Gleichgewicht, da nur eine Linearisierung zu Beginn des Zeitpunkts t betrachtet wor-
den ist. Es wird nun eine Gleichgewichtsiteration durchgefiihrt, bis die verbleibenden
Ungleichgewichtskrafte verschwinden.

6.3.3 Iterationsschritt

Mit den ZustandsgréRen Vih,, V k4. und V k1, aus dem vorangehenden Iterations-
schritt wird die inkrementelle Bewegungsgleichung fiir einen neuen Iterationsschritt
(Kopfzeiger k) aufgebaut (6.16), wobei auf deren rechten Seite die Ungleichgewichts-
krafte zu finden sind. Die Ansatze (6.6) und (6.7) vereinfachen sich zu (6.17) und
(6.18), da die Anfangsbeschleunigungen und Anfangsgeschwindigkeiten bereits im In-
krementschritt beriicksichtigt worden sind.

+ +
K< vk CO VR M-V = P (t+ At) — PK— P} — Pk (6.16)
VK= VE - VKT =gy V" (6.17)
Vk=Vvk vkt =3 .yk (6.18)

Wiederum wird Gleichung (6.16) durch Einsetzen von (6.17) und (6.18) algebraisiert,
so dass gemal (6.19) eine effektive Steifigkeitsmatrix und ein effektiver Lastvektor fur
den Iterationsschritt k definiert werden. Gleichung (6.19) wird nun aufgeldst, woraus die
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unbekannten Zustandsgrof3en (6.20) — (6.22) im aktuellen Iterationsschritt k berechnet
werden.

KX+ ag- M+ ay - C- V¥ = P,(t + At) — Pk — Pk _ pk
N +
Kk vk =Pk (6.19)
Vt+At Vt+At + V - Q (6-20)
. _
Vt—l—At VH-At + ao - Mk — M (621)
k—1 Ry
Vt—l—At - VH-At +ar - M = M (622)

Mit diesen verbesserten ZustandsgrofRen des Iterationsschrittes k wird nun erneut der
Vektor der Ungleichgewichtskrafte aufgebaut. Verschwindet dessen Norm, so liegt ein
Gleichgewichtszustand vor; andernfalls werden nach dem beschriebenen Verfahren in
einem folgenden lterationsschritt nochmals Zuwachse der Zustandsgrof3en berechnet.

6.3.4 Besonderheiten bei Ringelementen

Eine Besonderheit von Ringelementen liegt darin, dass bei nichtlinearen Verhaltnissen
die Entkopplung der Steifigkeitsbeziehung in den Fouriertermen verloren geht, wie bei
der Herleitung der Elementmatrizen im Kapitel 5 gezeigt worden ist. Bei statischen Pro-
blemstellungen wirkt sich die Vernachlassigung dieser Nebendiagonalmatrizen in der
Steifigkeitsmatrix im Rahmen des gewahlten modifizierten Iterationsverfahren deutlich
auf die Anzahl der bendtigten Gleichgewichtsiterationen aus. Bei dynamischen Frage-
stellungen allerdings verliert das beschriebene Problem an Bedeutung, wie im Folgen-
den erlautert wird:

Durch die Algebraisierung des inkrementellen Bewegungsdifferentialgleichungssystems
mittels Zeitintegrationsverfahren ergeben sich effektive Steifigkeitsmatrizen, die gemaf
Gleichungen (6.12) und (6.19) aus einer Linearkombination von tangentialer Steifig-
keitsmatrix, DAmpfungsmatrix und Massenmatrix bestehen. Im Gegensatz zur tangen-
tialen Steifigkeitsmatrix ist die Massenmatrix von den aktuellen Zustandsgrof3en nicht
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Bild 6.1 Zusammensetzung der effektiven Steifigkeitsmatrix

abhangig (kleine Verzerrungen vorausgesetzt). lhre entkoppelte Form (Bandstruktur
um die Hauptdiagonale) nach Gleichung (5.49) bleibt somit wahrend der gesamten
Berechnung erhalten. Samtliche Nebendiagonalmatrizen verschwinden; inkrementelle
Knotenbeschleunigungen in einer Umfangswelle n haben lediglich inkrementelle Kno-
tenkréafte in der gleichen Umfangswelle zur Folge. Ahnliches gilt fir die Dampfungsma-
trix: Diese setzt sich im allgemeinen Fall anteilig aus innerer und auf3erer Dampfung
zusammen. Der Anteil aus aufRerer Dampfung (5.74) hat die gleiche Gestalt wie die
Massenmatrix, er ist in den Umfangswellen entkoppelt. Der Anteil aus innerer Damp-
fung (5.75) verhalt sich wie die tangentiale Steifigkeitsmatrix, die Entkopplung in den
Umfangswellen geht bei Auftreten von Nichtlinearitaten verloren. In vielen Fallen kann
die Dampfungsmatrix jedoch aufgrund fehlender Eingangsparameter fur &uf3ere und
innere Dampfung nicht explizit aufgestellt werden. Abhilfe dafir ist die Verwendung
einer RAYLEIGH-Dampfung, die sich als Linearkombination aus Massenmatrix und
Steifigkeitsmatrix zusammensetzt. Bei Stahlbeton erhoht sich die Materialdampfung
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mit dem Aufreil3en, da nun durch Reibung in den Rissen Energiedissipation stattfindet.
Somit ist es realistischer, als Steifigkeitsmatrix in der RAYLEIGH-Dampfung die lineare
Steifigkeitsmatrix anzusetzen; bei Verwendung der aktuellen tangentialen Steifigkeits-
matrix hingegen wirde die Dampfung beim Aufreilien abnehmen.

Man erkennt nun beim Zusammenbau der einzelnen Matrizen zur effektiven Steifig-
keitsmatrix an den Parametern ao und a; das Gewicht der beteiligten Matrizen. Der
Parameter a;, der den Beitrag der Dampfungsmatrix beschreibt, ist umgekehrt propor-
tional zum Zeitschritt At. Der Koeffizient der Massenmatrix ap hingegen ist sogar um-
gekehrt proportional zum Quadrat des Zeitschritts. Daraus folgt, dass die Bedeutung
der Nebendiagonalmatrizen gegenuber den Hauptdiagonalmatrizen in der effektiven
Steifigkeitsmatrix sehr stark abnimmt, da nun zusatzliche Massen- und Dampfungsan-
teile lediglich auf die Hauptdiagonale der tangentialen Steifigkeitsmatrix addiert wer-
den, wobei sich die Wichtung dieser Anteile mit kleinen Zeitschritten noch verstarkt. Im
Bild 6.1 ist dieser Sachverhalt nochmals aufgezeigt. Der Beitrag der in den Umfangs-
harmonischen entkoppelten Massenmatrix zur effektiven Steifigkeitsmatrix wird also
bei kleinen Zeitschritten dominieren, so dass das eingangs beschriebene Problem der
Gleichgewichtsauffindung durch Vernachlassigung der Nebendiagonalanteile bei dy-
namischen Berechnungen nicht auftritt.

6.4 Modale Analyse

Eine andere Mdglichkeit im Gegensatz zu direkten Zeitintegrationsverfahren, das Be-
wegungsdifferentialgleichungssystem zu l6sen, besteht in der Verwendung der moda-
len Analyse. Deren Grundidee ist es, die Verformungen, Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen eines Systems aus einer Linearkombination der Eigenformen der frei-
en ungedampften Schwingung darzustellen. Durch diese Transformation der System-
freiheitsgrade auf generalisierte Koordinaten wird eine Entkopplung der Bewegungs-
gleichung in aquivalente Einmassenschwinger erreicht, wobei deren Anzahl gleich der
Zahl der Systemfreiheitsgrade ist. Im Allgemeinen tragen jedoch die hoheren Eigen-
formen nur noch unwesentlich zur Gesamtlésung bei, so dass nach einer begrenzten
Anzahl von Eigenformen der Losungsansatz abgebrochen werden kann. Die moda-
le Analyse ist ein klassisches Verfahren zur linearen dynamischen Berechnung von
Tragwerken, da sie das lineare Bewegungsdifferentialgleichungssystem durch eine
Uberfiihrung in modale Bewegungskoordinaten entkoppelt, die dquivalenten Einmas-
senschwingergleichungen unabhangig voneinander |6st und danach unter Verwen-
dung des Superpositionsprinzips die Gesamtlosung aus den Eigenformen, die tber
die generalisierten Bewegungskoordinaten skaliert werden, wieder zusammensetzt.
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Weiterhin bildet sie die Grundlage des Antwortspektrenverfahrens und ist zu dessen
Verstandnis unabkdommlich.

Auch nichtlineare dynamische Problemstellungen kdnnen mit der modalen Analyse
behandelt werden. Dies erscheint zunachst aufgrund der Ungultigkeit des Superposi-
tionsprinzips widerspriichlich, jedoch mit einem Ubergang auf eine inkrementelle For-
mulierung und Darstellung der Zuwéchse der Verformungen, Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen in den linearisierten Schritten Gber eine Superposition aus den Ei-
genformen gelingt eine Formulierung, in deren Rahmen Nichtlinearitaten bertcksich-
tigt werden konnen. In der Literatur sind dazu vereinzelt Ansatze zu finden [8], [51],
[70], [17]. In diesem Kapitel wird hergeleitet, wie das urspriingliche Verfahren der mo-
dalen Analyse zur geometrisch und physikalisch nichtlinearen dynamischen Analyse
von Rotationsschalen mit Ringelementen modifiziert werden kann. Zum Abschluss die-
ses Kapitels wird die Gultigkeit des Verfahrens der nichtlinearen modalen Analyse an
einem Anwendungsbeispiel verifiziert, wobei nochmals deren Besonderheiten aufge-
zeigt werden.

6.4.1 Modale Analyse fur lineare Problemstellungen

Ausgangspunkt fur die modale Analyse bildet das lineare Eigenschwingproblem, das
fur eine Umfangswelle n des Verformungsansatzes in Gleichung (6.23) angegeben
ist. Die Entkopplung des Eigenwertproblems in den Umfangswellen folgt aus den im
Kapitel 5 beschriebenen Eigenschaften der linearen Steifigkeitsmatrix und der Mas-
senmatrix. Damit lassen sich pro Umfangswelle unabhangig Eigenpaare (Eigenkreis-
frequenzen mit zugehorigen Schwingformen) bestimmen, deren Anzahl maximal der
Anzahl der Systemfreiheitsgrade ist. Im Bild 6.2 sind zur Verdeutlichung die ersten bei-
den Eigenformen der Umfangsharmonischen n = 2 bis n = 4 einer Kreiszylinderschale
dargestellt.

Die Freiheitsgrade und deren Zeitableitungen werden nun durch eine Superposition
der zugehdorigen Eigenvektoren ausgedriickt, wie die Gleichungen (6.24) — (6.26) fur
ein einzelnes Fourierglied des Umfangsansatzes angeben. Die GroRe ['q stellt eine
modale Bewegungskoordinate dar, die die Beitrage der Eigenform i in Umfangswelle n
an der Gesamtlosung beschreibt.

"MK, —{w?-""M] -y =0 (6.23)
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Aufgrund der Orthogonalitatsbeziehungen zwischen zwei verschiedenen Eigenvekto-
wird das lineare Bewegungsdifferentialgleichungssystem (6.28) durch Einsetzen der

ren
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Gleichungen (6.24) — (6.26) und anschlieRender Multiplikation von links mit den trans-
ponierten Eigenvektoren entkoppelt. Es entstehen unabhéngige Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung fur die skalaren GrofRen der generalisierten Bewegungskoordinaten
'g. Fur die i. Eigenform in der Umfangsharmonischen n ist eine solche aquivalente
Einmassenschwingergleichung (6.29) angegeben.

nnM‘ny_i_nng_ny_'_nnKe_nM:nEa (628)
Tm- 0+ 20€fwim TG+ Tk Ta =1 (6.29)
"m=ly" "M - (6.30)
T
Tk=1¢" -"K,- " (6.31)
p=1y"-"P, (6.32)
n,/ T nn n
e L "C-TY
ng L (6.33)
! 2w m
mit: 'm - generalisierte Masse fur Eigenform i in Umfangswelle n (6.30)
'K - generalisierte Steifigkeit fur Eigenform i in Umfangswelle n (6.31)
'p - generalisierte Kraft fur Eigenform i in Umfangswelle n (6.32)
w - Eigenkreisfrequenz fiir Eigenform i in Umfangswelle n n—:]
3 - LEHRsches Dampfungsmal} fur Eigenform i in Umfangswelle n

Gleichung (6.29) wird nun fur alle Eigenformen i aller Umfangswellen n mit bekannten
Verfahren der linearen Dynamik des Einmassenschwingers integriert [108], [26], [24].
AnschlieRend werden die aufgefunden Verlaufe fur die generalisierten Bewegungsko-
ordinaten wieder in (6.24) — (6.26) eingesetzt, und es ergeben sich durch Superpositi-
on aller Eigenformen uber alle Umfangswellen die Verschiebungen, Geschwindigkeiten
und Beschleunigungen der Systemfreiheitsgrade, mit denen im Nachlauf Spannungen
oder Schnittgro3en berechnet werden.
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6.4.2 Antwortspektrenverfahren — Bezug zur modalen Analyse

Eine enge Verbindung besteht zwischen der modalen Analyse und dem Antwortspek-
trenverfahren; letzteres ist als Standardverfahren in den verschiedensten Vorschriften
(z.B. [35], [38], [91]) zur Berechnung der Tragwerksbeanspruchungen infolge Erdbe-
beneinwirkungen zu finden. FISCHER erlautert in [50] die Ubertragung des Verfahrens
auf Rotationsschalen, die im Folgenden kurz zusammengefasst wird.

Beziehung (6.34) beschreibt die Bewegungsgleichung (lineare Dynamik) einer Rotati-
onsschale infolge Ful3punkterregung in einer Umfangswelle n. Es wird davon ausge-
gangen, dass sich der Boden als Starrkorper ausschlie3lich in den Umfangswellen O
und 1 bewegt. Vertikalbeschleunigungen erzeugen einen aquivalenten Lastvektor in
der Umfangswelle 0, Horizontalbeschleunigungen hingegen einen aquivalenten Last-
vektor in der Umfangswelle 1. Hohere Umfangswellen als n =1 sind somit bei der li-
nearen Losung fir die Antwortschwingung nicht von Interesse.

nnK.nV+nn£.ny+nnM.ny:_nnM.ny (634)

Durch Ubergang auf modale Koordinaten gemaR den Ausfilhrungen des letzten Ab-
schnitts wird Gleichung (6.34) entkoppelt, wobei die Bewegungsgleichung eines aqui-
valenten Einmassenschwingers nun folgendermal3en lautet:

T
_n . nnM .
_'yn—— .y (6.35)

g+ 20w Mg+ "W = V,,

;m

Fur die einzelnen modalen Bewegungsgleichungen werden nun keine Losungen im
Zeitbereich berechnet; stattdessen sind die maximalen Antworten von Einmassen-
schwingern in Abhangigkeit deren Periode infolge einer Ful3punkteinheitserregung in
Antwortspektren enthalten. Im Bild 6.3 ist die Ermittlung eines Antwortspektrums dar-
gestellt: Darin sind auf der Abszisse die Eigenschwingzeiten von Einmassenschwin-
gern aufgetragen und auf der Ordinate die maximale Beschleunigung der Antwort-
schwingung, wobei der Kurvenscharparameter das LEHRsche Dampfungsmal? ist.
(Genau genommen ist die Pseudobeschleunigung aufgetragen, der Unterschied ist
jedoch fur praktische Dampfungsmalie gering. In [24] sind hierzu ausfuhrliche Erlaute-
rungen zu finden). Die maximale Beschleunigung des aquivalenten Einmassenschwin-
gers ergibt sich demnach nach Gleichung (6.36).
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. LUV .
P =M.y B = — Y (6.37)

Durch Einsetzen von max 'q in (6.26) berechnen sich die maximalen Beschleunigun-
gen der Systemfreiheitsgrade fir die Eigenform i. Weiterhin wird mit diesem Beschleu-
nigungsvektor ein Ersatzlastvektor nach Gleichung (6.37) aufgebaut, mit dem eine
statische Berechnung durchgefihrt wird, aus der die Tragwerksbeanspruchungen ge-
wonnen werden. Beim Antwortspektrenverfahren wird allerdings keine Aussage ge-
macht, zu welchem Zeitpunkt die Maximalldosung fur eine Eigenform eintritt. Deswegen
mussen die Teillosungen fur die einzelnen Eigenformen nach stochastischen Gesichts-
punkten superponiert werden. In der Literatur (z.B. [24]) sind hierzu verschiedene Ver-
fahren zu finden: SRSS-Regel (square root of sum of squares), ABSSUM-Regel (abso-
lute sum) und CQC-Regel (complete quadratic combination). Die CQC-Regel istimmer
dann anzuwenden, wenn mehrere Eigenformen mit sehr eng beieinander liegenden
Eigenfrequenzen an der Gesamtldsung beteiligt sind und diese noch deutliche Anteile
in den modalen Massen ergeben, da hierbei deren Korrelation berticksichtigt werden
muss, wie es z.B. bei Rohrleitungssystemen von Kernkraftwerken [24] der Fall ist. Bei
gleichmalig verteilter Steifigkeit und Massenbelegung Uber das Tragwerk und somit
ausreichend unkorrelierten Eigenfrequenzen ist jedoch im Allgemeinen die Verwen-
dung der SRSS-Regel ausreichend. DER KIUREGHIAN gibt in [32] eine Beziehung
fur den Korrelationskoeffizienten zweier an der Gesamtschwingung partizipierenden
Eigenformen in Abhangigkeit des Verhaltnisses der beiden Eigenfrequenzen an.

Aus Bild 6.4 wird nochmals der Zusammenhang des Antwortspektrenverfahrens mit
der modalen Analyse deutlich. Bis zur Entkopplung der Bewegungsgleichung des Mehr-
massenschwingers laufen beide Verfahren identisch ab. Die modale Analyse I6st nun
die entkoppelten aquivalenten Einmassenschwingergleichungen im Zeitbereich und
superponiert die Eigenformen mit den ermittelten generalisierten Bewegungskoordi-
naten wieder zur Gesamtldsung. Beim Antwortspektrenverfahren hingegen wird die
maximale Antwort der aquivalenten Einmassenschwinger in Abhangigkeit deren Peri-
ode und Dampfung nun einem vorgegebenen Antwortspektrum entnommen. Mit die-
ser maximalen Antwort eines aquivalenten Einmassenschwingers ergeben sich gemani
Gleichung (6.37) statische Ersatzlasten, fur die Tragwerksbeanspruchungen berechnet
werden. Im Gegensatz zur modalen Analyse, bei der die Zeitpunkte des Auftretens der
maximalen Antworten der aquivalenten Einmassenschwinger durch deren Zeitverlauf
bekannt ist, geht beim Antwortspektrenverfahren diese Information verloren, so dass
die Superposition der Teilldsungen aus den einzelnen Beitrdgen der Eigenformen nicht
mehr exakt durchgefuhrt werden kann.

In [89] wird ein weiteres Verfahren vorgestellt, bei dem vereinfachte statische Ersatz-
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lasten zur Ermittlung der Tragwerksbeanspruchungen angesetzt werden. Der Vorteil
dieser Vorgehensweise besteht darin, dass dabei die Erdbebenbelastung formal als
einzelner statischer Lastfall behandelt wird, der leicht mit anderen Lastfallen kombiniert
werden kann. Ausgangspunkt dieses Verfahrens bildet die Ermittlung einer gesamten
Erdbebenkraft des Tragwerks in Fundamenthohe (fir horizontale Bewegungen mit ,ba-
se shear‘ bezeichnet). Diese ergibt sich aus dem Produkt aus Gesamttragwerksmasse
und Erdbebenbeschleunigung, die mit dem Responsebeiwert 5 der ersten Tragwerks-
eigenperiode uberhoht wird. Fur Rotationsschalen kann nach Gleichung (6.38) eine
solche statische Ersatzlast angegeben werden.

nE — nnM ) nygr ) Tﬁ (638)

Bei dieser Ersatzlast wird lediglich der Vektor infolge Massentragheitskraften aus Bo-
denbeschleunigungen mit dem Responsewert 5 der ersten Eigenfrequenz aus dem
Antwortspektrum multipliziert. Beim Vergleich von Beziehung (6.38) mit (6.37) fallen
folgende Merkmale auf:

e Im Gegensatz zum Antwortspektrenverfahren werden statische Ersatzlasten nur
in Abhangigkeit der Tragwerksgrundperiode bestimmt.

e Bei der Hohenverteilung der vereinfachten statischen Ersatzlasten findet nach
Gleichung (6.38) die Gestalt sowie der Massenbeteiligungsfaktor der ersten Ei-
genform keine Bertcksichtigung. Es wird lediglich eine Aussage uber die resul-
tierende Gesamterdbebenkraft in der Bodenfuge gemacht.

Im Allgemeinen ist das Antwortspektrenverfahren der Verwendung der statischen Er-
satzlast nach Gleichung (6.38) vorzuziehen, insbesondere aufgrund des zweiten ge-
nannten Merkmals bzw. Kritikpunkts. Dennoch kdnnen mit diesem Verfahren zum Teil
recht gute Abschatzungen fir globale Antwortgrof3en wie z.B. fur Stutzenkrafte einer
auf ein Stutzenfachwerk aufgelagerten Rotationsschale oder fir Fundamentkrafte und
Bodenpressungen getroffen werden. In [31] werden die Beanspruchungen einer Kihl-
turmschale infolge Erdbeben mit Ersatzlasten ermittelt und zur Bildung von Lastfall-
kombinationen mit anschlielender Bemessung verwendet, wobei zuvor tberprift wor-
den ist, dass die Ergebnisse aus den Ersatzlasten im Vergleich mit den Ergebnissen
des Antwortspektrenverfahrens insbesondere fur die bemessungsrelevanten Stitzen-
krafte auf der sicheren Seite liegen. Ebenso werden bei den Anwendungsbeispielen im
Kapitel 7 Ergebnisse der statischen Ersatzlasten herangezogen und mit den Ergebnis-
sen des Antwortspektrenverfahrens und dynamischen Zeitverlaufsberechnungen ver-
glichen, wobei sich fiir die Bodenpressungen und maximalen Stiitzenkréfte gute Uber-
einstimmungen ergeben werden.



6.4 Modale Analyse 181

6.4.3 Modale Analyse fir nichtlineare Problemstellungen

Wie bereits eingangs erwahnt, ist die modale Analyse ein klassisches Verfahren der
linearen Dynamik, da sie die Bewegungsgleichungen entkoppelt, diese unabhéangig
voneinander 16st und sich anschlielRend des Superpositionsprinzips bedient und die
Teilldsungen wieder zur Gesamtlésung zusammensetzt. Durch Ubergang auf eine in-
krementelle Formulierung und Entkopplung der Bewegungsgleichungen im Inkrement-
bzw. Iterationsschritt kbnnen mit der modalen Analyse auch Nichtlinearitaten bertick-
sichtigt werden. Die jungsten Veroffentlichungen auf diesem Themengebiet stammen
von KHUDADA und GESCHWINDNER [70] sowie von BUCHER [17]. KHUDADA und
GESCHWINDNER setzen dieses Verfahren zur nichtlinearen dynamischen Berech-
nung von Stahlrahmentragwerken unter Erdbebenbeanspruchungen ein, wobei die
entkoppelten Bewegungsgleichungen mit Hilfe des DUHAMEL Integrals [26] iterativ
geldst werden. BUCHER verwendet die nichtlineare modale Analyse zur Spannungs-
berechnung in einem Betonblock infolge eines Meil3elschlags (kurzzeitige Stol3belas-
tung), wobei eine Losung der entkoppelten Bewegungsgleichungen mit Hilfe des zen-
tralen Differenzenverfahrens erfolgt. Das Ziel dieser Vorgehensweise bestand in die-
sem Fall darin, die Anzahl der Freiheitsgrade und somit Bewegungsmaoglichkeiten des
Systems zu reduzieren, um somit bei der Zeitintegration mit dem bedingt stabilen zen-
tralen Differenzenverfahren die Wahl einer grof3eren Zeitschrittweite zu ermdglichen. In
beiden Fallen werden die Eigenformen des linearen Eigenschwingproblems zur Dar-
stellung der nichtlinearen Losung im Zeitbereich verwendet. Diese Vorgehensweise
bietet sich geradezu pradestiniert als Verfahren zur nichtlinearen dynamischen Be-
rechnung von Rotationsschalen in Kombination mit der Verwendung von Ringelemen-
ten an: Die Eigenformen des linearen Eigenschwingproblems sind in den Umfangs-
wellen entkoppelt, wie im Bild 6.2 zu erkennen ist. Aufgrund dieser Eigenschaft bleibt
auch bei nichtlinearen dynamischen Problemstellungen die sehr anschauliche Darstel-
lungsmoglichkeit der Losung in Fouriergliedern erhalten. Liegt zum Beispiel eine fou-
rierzerlegte dynamische Belastung in den Umfangswellen O — p,,, vor, so wird nach
dem Verfahren der nichtlinearen modalen Analyse die Antwortschwingung aus den
Eigenformen der Umfangswellen 0 — nha« des linearen Eigenschwingproblems darge-
stellt, wobei npx die hochste Umfangswellenanzahl in der Antwort angibt, die mindes-
tens gleich p,,, ist. Die partizipierenden Eigenformen konnen daher aufgrund ihrer
Sortierung nach Umfangswellen fir den Losungsansatz sehr einfach selektiert wer-
den. Im Folgenden wird die im Rahmen dieser Arbeit vorgenommene Abwandlung des
Verfahrens der modalen Analyse zur Bericksichtigung von Nichtlinearitaten bei der
dynamischen Berechnung von Rotationsschalen mit Ringelementen ndher erlautert:

Den Ausgangspunkt der Betrachtungen bildet wiederum das lineare Eigenwertpro-
blem der freien ungedampften Schwingung (6.23), aus dem pro Umfangswelle ei-
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ne gewunschte Anzahl von Eigenkreisfrequenzen und Eigenschwingformen bestimmt
wird, die maximal gleich der Anzahl der Systemfreiheitsgrade sein kann. Gemaf der
Gleichungen (6.24) — (6.26) werden bei der nichtlinearen modalen Analyse die glei-
chen Ansatze wie im linearen Fall gemacht; die Losungen fir die Verformungen, Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen werden mittels einer Linearkombination aus
einer Anzahl von Eigenformen des linearen Eigenschwingproblems (6.23) reprasen-
tiert. Physikalisch gesehen ist dieser Vorgang nichts weiter als eine Koordinatentrans-
formation der Systemfreiheitsgrade auf generalisierte Bewegungskoordinaten. Deren
Ermittlung muss nun jedoch mit inkrementell iterativen Verfahren erfolgen, da die ein-
zelnen Teilschwingungen aufgrund der Nichtlinearitaten nun nicht mehr unabhangig
voneinander erfolgen. Die linearisierte Bewegungsgleichung fur einen Inkrementschritt
(Predictor-Schritt, Fortbewegung des Tragwerks im Zeitschritt At nach zuvor aufge-
fundenem Gleichgewichtszustand) kann gemal3 Gleichung (6.39) fir die Zuwachse in
einer Umfangswelle n angegeben werden.

+ T
nnKS . nQO + nngO ) nMO SLUV nMO _ nEa(t + At) _ nEa(t) (6.39)

Analog dazu lautet die inkrementelle Bewegungsgleichung fur einen lIterationsschritt
(Corrector-Schritt):

+ + t
nnﬁt_nyk+nngk_nyk+nnM_an:nEa(t+At)
—"P = "Pg, — "Py, (6.40)

—Ca

Wie leicht zu erkennen ist, haben die Beziehungen (6.39) und (6.40) den gleichen for-
malen Aufbau und lassen sich zu Gleichung (6.41) zusammenfassen. Diese reprasen-

+
tiert einen linearisierten Integrationsschritt mit der Ungleichgewichtskraft "P¥, der durch
modale Superposition im Folgenden geldst wird.

+

Vk = p (6.41)

k nok k +k
nnKt . ny _|_an . ny +nnM_ n
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R =Sy nd (6.42)
_t_ |

W= gk (6.43)
T | +

W=D gt (6.44)

Die Ansatze (6.42) — (6.44) fur die inkrementellen Zuwachse der gesuchten Zustands-
+ +

groken "V, "V und "V werden in Gleichung (6.41) eingebracht, die anschlieRend mit
den transponierten Eigenvektoren von links multipliziert wird. Damit lassen sich wie
folgt auch fir den nichtlinearen Fall modale Bewegungsgrof3en fur die Inkrement- und
Iterationsschritte bestimmen.

nkk

"m
nck = 27¢ fek I (6.48)
npk = nyT . npk (6.49)
— Iﬂ%T ["P,(t + At) — "P,(t)] fur Inkrementschritt (6.50)
;F%T-[nEa(t_i_At)_nEi_nEm]_zing inwk i"m. Ina (651)

Die modalen Massen 'm mussen nur einmal ermittelt werden, da sich die Massen-
matrix wahrend der Berechnung nicht andert. Die Dampfungsmatrix wird nicht explizit
aufgebaut, stattdessen werden die generalisierten Dampfungen Uber die LEHRschen
Dampfungsmalie ausgedruckt. In diesem Zusammenhang wird fur die Eigenkreisfre-
guenz in Gleichung (6.48) und (6.51) deren Ursprungswert verwendet, da bei Werkstof-
fen wie Stahlbeton mit hdherem Grad der Nichtlinearitat die innere Dissipation ansteigt,
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was dem Ansatz der aktuellen Kreisfrequenz bei Steifigkeitsverlust widerspricht. Wie-
derum kdnnen mit den nach Gleichungen (6.45) — (6.51) berechneten modalen Grof3en
aquivalente Einmassenschwingergleichungen angeschrieben werden, fur die eine un-
abhangige Integration pro Umfangswelle im aktuellen Inkrement- oder Iterationsschritt
erfolgt. Die Terme auf den Nebendiagonalen werden im Rahmen eines modifizierten
Iterationsverfahrens vernachlassigt, so dass entkoppelte Beziehungen vorliegen.

+ + + +
Tk -3k + k- 9gK + fm - g = 1Pk
+ + + +
nLk nak n.k n:k n nsk k
ok - 59% + 3¢ - 3" + om - 3¢ P

|
-mw N:

(6.52)

o+
=~

Pkk.pak+?ck.nqk+pm.nak:n

Die Integration der linearisierten unabhangigen Einmassenschwingerbewegungsglei-
chungen (6.52) erfolgt numerisch mit bekannten Methoden der linearen Dynamik. Im
Rahmen dieser Arbeit kommt dafiir die Trapezregel [6] zum Einsatz. Um eine bessere
Approximation des Verlaufs der Beschleunigungen (und somit auch der Verformungen
und Geschwindigkeiten) im Integrationsintervall At zu erhalten, wird der globale Inte-
grationszeitschritt At in mehrere Hilfsschritte unterteilt, deren Lange At* von der aktu-
ellen Eigenkreisfrequenz des betrachteten Einmassenschwingers (6.47) abhangt. Eine
Faustregel besagt, dass die Integrationszeitschrittweite zwischen 1—10 bis 1—(1)0 der Peri-
odendauer zu wahlen ist. Nach der Wahl der Unterteilung der Periode in nye, Schritte
ergibt sich die erforderliche Anzahl von Integrationshilfsschritten n, gerundet zur nachs-
ten Ganzzahl nach Gleichung (6.53). Jede aquivalente Einmassenschwingergleichung
wird mit einer unterschiedlichen Anzahl von Hilfsschritten in Abhangigkeit der zugehori-
gen Eigenkreisfrequenz integriert. Daher wird fir hohere Eigenformen (kleinere Pe-
rioden) eine groRere Anzahl von Hilfsschritten bendtigt. Mit der Trapezregel wird kei-
ne numerische Dampfung erzeugt, jede Einmassenschwingerbeziehung wird in einem
Inkrement- oder Iterationsschritt mit ihrer erforderlichen Genauigkeit integriert, wobei

sich die Zeitschrittweite der Hilfsschritte nach Gleichung (6.54) berechnet.

k
k_At.Inw 'nper

| - (6.53)

ANtk = (6.54)
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Die Vorgehensweise zur Integration einer generalisierten Bewegungskoordinate in ei-
nem globalen Zeitintervall wird im Folgenden néher erlautert. Zur Vereinfachung wird
bei der Herleitung auf die Kopfzeiger zur Bezeichnung der Umfangswelle n, der Num-
mer der modalen Koordinate i und der Nummer des Iterationsschrittes k verzichtet.
Mit den Anfangsbedingungen g und g zu Beginn des Inkrementschrittes nach auf-
gefundenem Gleichgewicht beschreibt Gleichung (6.55) die Bewegungsgleichung flr
eine generalisierte Koordinate im ersten Hilfsschritt des Inkrementschrittes. Diese wird
durch Einfuhren einer mittleren Beschleunigung fur den aktuellen Hilfsschritt algebrai-
siert (6.56) und nach den Verformungszuwachsen a aufgelost. Gemal den Gleichun-
gen (6.57) — (6.58) werden daraus die zugehorigen Geschwindigkeits- und Beschleu-
nigungsinkremente bestimmt, und es erfolgt ein Update der generalisierten Koordinate
und ihrer Zeitableitungen fiir den nachsten Hilfsschritt.

- + £
k-d+c q+m-qg= - (6.55)
t
_+_
k + 2 Cc+ 4 m a_—£+c 2 B
AT T (AT T e q
4 _ _
== q+2- g 6.56
+m- [z 442 ] (6.56)
+ 2 + -
" — S .qg 9. ¢ 6.57
4= 779-29 (6.57)
+ 4 + 4 - =
= =20 ——=q —2-§ 6.58
4= (a2 A-77d4-24 (6.58)

Die Gleichungen (6.56) — (6.58) werden demnach so oft hintereinander gelost, bis das
Inkrement in der fur die aktuelle Eigenkreisfrequenz berechneten Anzahl von Hilfs-
schritten n; (6.53) mit den Anfangsbedingungen aus dem jeweils vorangehenden Hilfs-
schritt vollstandig aufgebracht worden ist. Mit dieser ersten Abschatzung im Inkrement-
schritt fir die generalisierten Bewegungskoordinaten am Ende des Integrationsinter-
valls At werden die zugehdrigen physikalischen Freiheitsgrade nach (6.24) — (6.26)
berechnet und mit diesen die Ungleichgewichtskrafte ermittelt.
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Uber die Norm des Vektors der Ungleichgewichtskrafte wird gepriift, ob Gleichgewicht
erfullt ist. Ist dies nicht der Fall, muss mit einer Gleichgewichtsiteration eine Verbesse-
rung der Gro3en aus dem Inkrementschritt erzielt werden. Dazu wird genau die glei-
che Vorgehensweise wie fiir einen Inkrementschritt angewendet, jedoch unterscheiden
sich die Startbedingungen fir die modalen Koordinaten zu Beginn des Iterationsschrit-

tes: Die Startbedingungen g und g des ersten Hilfsschrittes eines Iterationsschrittes
sind Null, da diese bereits im zugehdrigen Inkrementschritt beriicksichtigt worden sind.
Ansonsten erfolgt die Integration in einem lterationsschritt jedoch vollig analog zu ei-
nem Inkrementschritt durch mehrmaliges Losen der Gleichungen (6.56) — (6.58) in der
berechneten Anzahl von Hilfsschritten n; zur Unterteilung des globalen Zeitintervalls
At. Die Gleichgewichtsiteration wird abgebrochen, wenn die Ungleichgewichtskrafte zu
Null werden und somit auch keine weiteren Zuwéachse in den generalisierten Koordina-
ten berechnet werden. Im Bild 6.5 ist die beschriebene Vorgehensweise zur Integration
einer generalisierten Koordinate fiir ein einzelnes Integrationsintervall At nochmals zu-
sammenfassend dargestellt.

Zuwachse

+ o+ o+

AQ,.Q,q

B Gleichgewichtszustand:
Aufbau K;und P

@ lterationsschritt:
Aufbau K;und P

e Hilfsschritt At
Inkrementschritt

q°, 9°. @°

>

t Zeitschritt At t

>

Bild 6.5 Integration einer generalisierten Einmassenschwingerbeziehung
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6.5 Anwendungsbeispiel zur nichtlinearen Dynamik

Die vorgestellte nichtlineare Formulierung des Verfahrens der modalen Analyse soll
zum Abschluss dieses Kapitels an einem Anwendungsbeispiel demonstriert und dis-
kutiert werden. Zu diesem Zweck ist aus der Literatur eine Kihlturmschale ausgewahlt
worden, die bereits linear von SURYOUTOMO et al. [114] und SANAL [108], sowie
geometrisch nichtlinear und physikalisch linear von BYUN und KAPANIA [19] und RA-
MANJANEYULU et al. [102] untersucht worden ist und deren System mit Belastung im
Bild 6.6 dargestellt ist. Wie auch in den zitierten Literaturfundstellen ist in der vorliegen-
den Arbeit eine gelenkige Lagerung am unteren Schalenrand sowie ein freier oberer
Schalenrand zugrunde gelegt worden. Das Eigengewicht wird als statischer Lastfall
vorab aufgebracht, ausgehend von diesem Zustand erfolgt eine dynamische Berech-
nung fur den Wind, der innerhalb einer Viertelsekunde auf seinen Grundstaudruck von
1,379 kN/m? gesteigert wird. Zwischen den Zeiten 0,80 s und 1,30 s tritt ferner eine
Windboe auf, der Staudruck wird wahrend dieses Intervalls impulsartig auf den doppel-
ten Wert des Grundstaudrucks erhoht. Fur die physikalisch nichtlinearen Untersuchun-
gen ist ferner die Kenntnis der vorhandenen Bewehrung erforderlich, die im Rahmen
dieses Anwendungsbeispiels mittels einer linearen Dimensionierung festgelegt worden
ist: Die Ergebnisse der linearen dynamischen Berechnung fiir die Einwirkung g + w(t)
werden pro Zeitschritt einem Bemessungsnachlaufmodul zugefuhrt, die erforderlichen
Bewehrungsmengen ergeben sich aus den Maximalwerten aller Zeitschritte und sind
mit den gewahlten und im Bild 6.6 angegebenen Bewehrungsmengen abgedeckt. Als
Sicherheitsbeiwert gegentber Stahlflie3en ist bei der Dimensionierung s = 1,00 zu-
grunde gelegt worden, da auf der Einwirkungsseite die Windbeanspruchung bereits
mit dem zweifachen Wert des Grundstaudrucks als Boe beriicksichtigt ist.

Der Startpunkt einer dynamischen Untersuchung sollte immer eine lineare Eigenfre-
guenzberechnung sein. In Tabelle 6.1 sind die erste und zweite Eigenfrequenz bzw. Ei-
genperiode der Rotationsschale in Abhangigkeit der Umfangswelle der Eigenschwing-
form zu finden. Fur jede Umfangsharmonische konnen maximal 217 Eigenpaare be-
rechnet werden, wobei diese Zahl der Anzahl der Systemfreiheitsgrade pro Umfangs-
welle entspricht. Die kleinste Eigenfrequenz liegt bei f = 1,36 Hz, die korrespondie-
rende Eigenform besitzt eine Umfangsverteilung in Umfangswelle n = 5. Ferner sind
in dieser Tabelle die Fourierkoeffizienten der Umfangsverteilung des Windes angege-
ben, deren Grdl3e mit hdheren Umfangswellen gegen Null strebt. Zur Darstellung der
Windlast in Umfangsrichtung, deren Verlauf im Bild 6.6 abgebildet ist, hatten bereits 4
Fourierglieder ausgereicht [114]; im Rahmen dieser Untersuchungen ist allerdings vor
allem im Hinblick auf die physikalisch nichtlinearen Analysen eine maximale Umfangs-
wellenzahl npax = 14 fur die Darstellung der Belastung und der Verformung verwendet
worden. Die dynamischen Berechnungen sind mit unterschiedlichen Lésungsverfahren
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Systemdaten:
R(6%) = 23,00+/1+[[76,81- 6%]/61,34]
h=0,13m

Taillenhthe: 76,81 m
Radius am Ful3: 36,86 m (gelenkig gelagert)
Radius am Kopf: 24,00 m (freier Rand)

Belastung:
Eigengewicht y = 24 kN/m3

0,25 0,80 1,05 1,30 t][s]

wind w = q(8%) - cp(8") - f(t)
q(6?) = const. = 1,379 kN/m?2

Materialdaten Beton:
E = 2,965-10* MN/m?
v =0,15

f. = 30,00 MN/m?
f4x=2,50 MN/m?

Betonstahl:
E = 2.10° MN/m?
f, =500 MN/m?
f, =550 MN/m?
c1=4,0cm
c;=5,0cm

B —cos=— 0°<gt<c720 1 /
c, (6" = %,225 os 8000 ~72] (27 720<gi<1050 O
0 0,55 105°<6'<180°
H 0° 20° 40° 60° 80° 100° 120°140°160° 180°

Bewehrungsanordnung:

asy = 6,5cmm (const.)

as; = 15,0 cm#m (6° < 30m)
=14,0 cm#m (30 m < 6° < 42 m)
=12,0 cm¥m (42 m < 6 < 54 m)
=10,0 cm#m (54 m < 6 < 66 m)
= 6,5cm?/m (67> 66 m)

Bild 6.6 Geometrie und Belastung der untersuchten Kuhlturmschale
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LS 0 1 2 3 4 5 6
welle
: 9,86 Hz | 400Hz | 2,11 Hz | 1,65Hz | 1,47 Hz | 1,36 HZ | 1,58 Hz
1. Eigenwert

0,101s | 0,250s | 0,473s | 0,605s | 0,679s | 0,736s | 0,631 s
15,35 Hz | 8,69 Hz | 461Hz | 245Hz | 1,77 Hz | 1,83 Hz | 1,81 Hz
0,065s | 0,115s | 0,217s | 0,408s | 0,566s | 0,546s | 0,551 s

0,3714 | -0,4367 | -0,5127 | -0,3719 | -0,1035 | 0,0461 | 0,0268

2. Eigenwert

Fourierkoef-
fizient (Wind)

Tabelle 6.1 Eigenfrequenzen und Fourierzerlegung des Windes (Umfang)

durchgefiihrt worden (modale Analyse sowie direkte Zeitintegration nach NEWMARK
mit den Integrationsparametern ¢ = 0,60 und ~ = 0,3025). Die Integrationszeitschritt-
weite ist mit At = 0,05 s kleiner als ein Zehntel der maximalen Eigenperiode gewahlt
worden. Zusatzlich ist eine Verfeinerung der Integrationszeitschrittweite fur die Berech-
nungen mit direkter Zeitintegration nach NEWMARK auf At = 0,005 s vorgenommen
worden.

Im Bild 6.7 sind die linear berechneten Verlaufe der Bewegungsgrof3en v_z-, V3> und
V.3» im Luvmeridian in der Schalentaille aufgetragen. Die statische Losung fir die
Radialverschiebung infolge Eigengewicht verlauft affin zur Belastungsfunktion. Die dy-
namischen Losungen flr vz, schwingen sich zunachst um die statische Lésung von
V3> = 3,3 cm ein. Durch den zusatzlichen Impuls im Zeitintervall 0,80 s <t < 1,30 s
wird dieser Zustand nun gestort. Der Struktur wird nochmals Schwingungsenergie zu-
gefuhrt, wodurch sich eine maximale Verformung von vz = 8,0 cm zur Zeitt=1,15s
einstellt (statische Losung V3. = 6,6 cm bei t = 1,05 s. Ab einer Zeit vont = 1,30 s
fallen die maximalen Schwingungsausschlage wieder ab, und die dynamische Ldsung
schwingt sich wieder um die statische Losung ein. Es ergibt sich fir die betrachtete Ver-
formung V.3~ im Luvmeridian in der Taille ein maximaler dynamischer Uberhdhungs-
faktor von 1,21. Die zusatzliche Anregung der Schale durch den Impuls im Zeitintervall
0,80 s < t < 1,30 s findet in Phase mit der Bewegung statt, zum Zeitpunkt t = 0,68 s
beginnt eine neue Periode, und die Schale bewegt sich wieder nach innen (in negati-
ve Richtung ihres Direktors), wobei ihr bei dieser Bewegung nochmals Energie durch
die aulRere Einwirkung zugefuhrt wird. Fihrt man eine Zerlegung der Gesamtlosung
in ihre einzelnen Fourieranteile korrespondierend zur Belastung durch, so lasst sich
erkennen, dass sich die Losung mal3geblich aus Anteilen der Umfangswellen 3 und
2 zusammensetzt, wobei die restlichen Fourierglieder vergleichsweise unbedeutende
Beitrage liefern. An der Darstellung der Verformungen im Bild 6.7 kann die Zeitdiffe-
renz zwischen zwei Maximalausschlagen im ungestorten Bereich abgelesen werden,
woraus sich eine Periode von T ~ 0,55 s ergibt. Diese Schwingzeit liegt zwischen
den ersten Eigenschwingzeiten fir die Umfangswelle 2 und 3 nach Tabelle 6.1. Die
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Bild 6.7 Bewegungsgrofl3en in der Taille im Luvbereich (linear)
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Geschwindigkeits- und Beschleunigungsverlaufe sind im Einklang mit den Verformun-
gen: An Zeitpunkten, an denen lokale Extremwerte in den Verformungen erreicht wer-
den, besitzen die Geschwindigkeiten ihre Nulldurchgange. An Zeitpunkten, an denen
Wendepunkte in den Verformungen vorliegen, besitzen die Geschwindigkeitsverlaufe
lokale Extremwerte, die wiederum mit Nulldurchgangen in den Beschleunigungen zu-
sammenfallen.

Aus Bild 6.7 wird weiterhin deutlich, dass die linearen Antworten nach der modalen
Analyse mit 6 Eigenvektoren pro Umfangswelle bei einer Zeitschrittweite von At=0,05s
ausreichend genau berechnet werden konnen. Die erste Eigenform liefert einen we-
sentlichen Beitrag an der Gesamtlosung. Die Beitrage hoherer Eigenformen sind in
diesem Beispiel fur den linearen Fall relativ unbedeutend, wie aus dem Vergleich der
Losungen nach den unterschiedlichen Verfahren ersichtlich ist. Diese Aussage kann
naturlich nicht generalisiert werden, die Anzahl der anzusetzenden Eigenformen ist
wesentlich vom System, der Belastung (rdumliche Verteilung und Zeitverlauf bzw. Fre-
guenzgehalt) und der untersuchten Antwortgro3e (z.B. Verformungen oder Schnitt-
grolRen) abhangig. Kriterien zur Wahl der Anzahl von Eigenformen sind in [78] zu fin-
den.

Bei der Losung mittels direkter Zeitintegration nach NEWMARK ist festzustellen, dass
eine Integrationszeitschrittweite von At = 0,05 s nicht ausreichend ist. Die L6sung wird
zwar nicht instabil, da das Kriterium fur unbedingte Stabilitdt nach Gleichung (6.9)
erfullt ist. Dennoch sind deutlich an den Verformungs-, Geschwindigkeits- und Be-
schleunigungsverlaufen eine Amplitudenabnahme sowie eine Periodenverlangerung
zu erkennen, die charakteristisch flir eine zu grobe Wahl des Integrationszeitschritts
und der damit verbundenen starken numerischen Dampfung niedriger Eigenformen
sind [6], [63], [67]. Die Fehler pflanzen sich fort, und die so erzielten Ergebnisse entfer-
nen sich mit groReren Zeiten von der eigentlichen Losung, da die Bewegungsgrof3en
am Ende eines Integrationsintervalls als Startwerte fur das folgende Intervall einge-
hen. Sogar die Losung nach der modalen Analyse mit nur einem Eigenvektor liefert
bessere Ergebnisse als die direkte Zeitintegration nach NEWMARK mit At = 0,05 s.
Bei einer feineren Wahl der Integrationszeitschrittweite mit At = 0,005 s fur die direk-
te Integration nach NEWMARK wird eine gute Ubereinstimmung mit der Lésung nach
der modalen Analyse unter Verwendung von 6 Eigenvektoren erreicht. Nach BATHE
[6] ist die numerische Integration der Bewegungsgleichungen im Allgemeinen hinsicht-
lich der genannten Effekte der Periodenverlangerung und des Amplitudenabfalls durch
numerische Dissipation ausreichend genau, wenn das Verhaltnis At/T kleiner als 0,01
ist. Diese Aussage kann somit fur die Wahl von At = 0,005 s im Rahmen der direkten
Zeitintegration bei einer maximalen Periodenlange von T = 0,473 s (Umfangswelle 2)
bzw. T = 0,605 s (Umfangswelle 3) bestatigt werden.
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Bild 6.8 BewegungsgrofRen in der Taille im Luvbereich (nichtlinear)
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Korrespondierend zur linearen Systemantwort sind im Bild 6.8 die nichtlinearen Verlaufe
der Bewegungsgrof3en im Luvmeridian in der Taille abgebildet; die Ursachen der auf-
tretenden Nichtlinearitaten sind dabei im Wesentlichen im AufreiRen des Betons bei
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Bild 6.9 Meridiankrafte und Ringbiegemomente
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Uberschreiten seiner Zugfestigkeit von fy = 2,5 MN/m? zu suchen. Deutliche Abwei-
chungen von der linearen LOsung treten erst mit den Auswirkungen infolge der Windboe
ab einer Zeit von t = 1,0 s auf. Fir die nichtlineare L6sung kann eine Zunahme der Ver-
formungen von 8,0 cm (t = 1,15 s) auf 8,9 cm (t = 1,20 s) beim zweiten Maximalaus-
schlag sowie von 7,5 cm (t = 1,73 s) auf 9,5 cm (t = 1,79 s) beim dritten Maximalaus-
schlag und eine Verlangerung der Periodendauer aufgrund der Steifigkeitsabnahme
beobachtet werden. Auch bei den nichtlinearen Antworten finden sich die fur die lineare
Losung aus Bild 6.7 bereits erlauterten Zusammenhange zwischen den Verformungs-,
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsverlaufen wieder. Durch das unsymmetrische
Aufreil3en der Schale, das auf den Luvbereich beschrankt bleibt, reichen nun im Ge-
gensatz zum linearen Fall 6 Eigenvektoren zur Darstellung der nichtlinearen Lésung
fur die WeggrolRenzustande nicht mehr aus, wie aus Bild 6.8 ersichtlich ist. In diesem
Beispiel wird die Anzahl der Eigenvektoren auf 80 (entspricht 35% der Systemfrei-
heitsgrade) erhoht, womit bei einer Integrationszeitschrittweite von At = 0,05 s gute
Ergebnisse erzielt werden. Bei der direkten Zeitintegration treten auch im nichtlinearen
Fall die bereits beschriebenen Phanomene des Amplitudenabfalls und der Perioden-
verlangerung auf, da die Zeitschrittweite mit At = 0,05 s zu grob angesetzt worden ist.
Durch eine Verkleinerung der Integrationszeitschrittweite auf At = 0,005 s kann eine
gute Ubereinstimmung der Ergebnisse nach der direkten Zeitintegration mit den Er-
gebnissen nach der modalen Analyse unter Verwendung von 80 Eigenvektoren erzielt
werden.

Weiterhin sind im Bild 6.9 die Verlaufe der Meridiankrafte n<?>> und der Ringbiege-
momente m<!> fir die Schalenhthe 6? = 21,4 m im Luvbereich §* = 0° dargestellt.
Deutliche Nichtlinearitaten treten ab einer Zeit von t = 0,95 s auf, bei der die Rissnor-
malkraft von 325 kN/m Uberschritten wird. Gegenuber der linearen Losung findet eine
nicht unerhebliche Reduktion der Meridiankraft von 724 kN/m auf 384 kN/m statt. Da-
mit verbunden ist das Entstehen von Ringbiegemomenten, wie ebenfalls im Bild 6.9 zu
erkennen ist. Die Ringbiegemomente nach der linearen Losung sind verschwindend
gering, bei der nichtlinearen Losung hingegen wird ein Extremwert von -10,7 KNm/m
erreicht. Auch fir die dargestellten Schnittgréf3en wird im Vergleich zur linearen Losung
die Bedeutung der Beitrdge hoherer Eigenformen in der nichtlinearen Losung wiede-
rum deutlich: Zwar wird mit einem Ansatz von 6 Eigenvektoren pro Umfangswelle der
Trend der Losung erfasst. Um allerdings eine ausreichend genaue Losung zu erhalten,
mussen mindestens 80 Eigenvektoren verwendet werden, wobei jedoch die grobe Inte-
grationszeitschrittweite von At = 0,05 s beibehalten werden kann. Zu den Ergebnissen
nach der direkten Zeitintegration ist wiederum anzumerken, dass eine Zeitschrittweite
von At = 0,05 s nicht ausreichend ist. Bei deren Verkleinerung auf At = 0,005 s kann
eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen nach der nichtlinearen modalen
Analyse unter Verwendung von 80 Eigenvektoren und At = 0,05 s festgestellt werden.
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Die Zusammensetzungen der Losungen fir die betrachteten Schnittgrof3enverlaufe
nach der nichtlinearen modalen Analyse sind im Bild 6.10 abgebildet. Dabei ist ei-
ne variable Anzahl von 20, 40, 60 und 80 Eigenformen pro Umfangswelle angesetzt
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Bild 6.10 Anteile der Eigenformen an der Gesamtlésung
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723 kN/m n<??> linear 435 kN/m n<??> nichtlinear

Bild 6.11 Vergleich der maximalen Meridiankrafte aller Zeitschritte

worden. Deutlich erkennt man, dass im Bereich bis ~ 1,0 s, bis zu dem sich das Trag-
werk nahezu linear verhalt, die h6heren Eigenformen tberhaupt keine Rolle in den Ge-
samtlésungen spielen. Mit dem Beginn des Reil3ens laufen die Losungen ab diesem
Zeitpunkt nun auseinander. Zwischen den einzelnen Kurven sind deutliche Unterschie-
de festzustellen, auch leisten die Eigenvektoren 61 — 80 noch spurbare Beitrage an der
Gesamtlosung. Im Vergleich mit der Losung nach der direkten Zeitintegration mit der
feinen Zeitschrittweite von At = 0,005 s liegt fur die Losung mit 80 Eigenvektoren ei-
ne gute Ubereinstimmung vor, héhere Eigenformen brauchen somit nicht angesetzt
zu werden. Zum Abschluss sind im Bild 6.11 die maximal auftretenden Meridiankrafte
n<?2> (iber alle Zeitschritte dargestellt. Wie im statischen Fall (Abschnitt 5.6.2) bereits
gezeigt, reduzieren sich auch im dynamischen Fall durch das Aufreil3en des Betons
die maximalen Meridianzugkrafte im Luvmeridian #* = 0°. Im Gegenzug dazu nehmen
die Meridianzugkrafte in den aulReren Bereichen des Meridianzugbereichs gegenuber
der linearen Losung zu, so dass der Verlauf der nichtlinearen Verteilung von n<??> im
Luvbereich volliger wird.

Zum Abschluss dieses Anwendungsbeispiels soll nochmals erwahnt werden, dass flr
die Darstellung der Belastung wie auch der gesuchten Verformungszustande in Um-
fangsrichtung 14 Umfangswellen verwendet worden sind. Ferner sind die nichtlinearen
Losungen mit einem hoheren Ansatz von 20 Umfangswellen fir die Umfangsrichtung
kontrolliert worden, wobei eine sehr gute Ubereinstimmung beobachtet worden ist.
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6.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel ist die Ubertragung der direkten Zeitintegrationsverfahren am Bei-
spiel des NEWMARK Verfahrens auf die nichtlineare Formulierung von Ringelemen-
ten aufgezeigt worden. Dabei hat sich herausgestellt, dass die Vernachlassigung der
Nebendiagonalmatrizen in der tangentialen Steifigkeitsmatrix des Ringelements in dy-
namischen Berechnungen durch die Beitrdge der Massenmatrix und der Dampfungs-
matrix zur effektiven Steifigkeitsmatrix eine untergeordnete Rolle spielt. Ferner ist das
Losungsverfahren der modalen Analyse, die ein klassisches Verfahren fir lineare dy-
namische Problemstellungen ist, um die Berlicksichtigung von Nichtlinearitaten in Ver-
bindung mit Ringelementen erweitert worden. Mit dieser Vorgehensweise der Superpo-
sition von Eigenformen in linearisierten Schritten kbnnen nun die nichtlinearen Struk-
turantworten tber eine begrenzte Anzahl von Eigenformen aus dem linearen Eigen-
schwingproblem dargestellt werden. Das Verfahren eignet sich besonders in Verbin-
dung mit Ringelementen, da dabei die anschauliche Betrachtungsweise in Umfangs-
wellen bzw. in Fouriergliedern fur die Belastung wie auch fur die Antwortgréf3en bei-
behalten wird. Die wesentlichen Merkmale der modalen Analyse fur nichtlineare Pro-
blemstellungen sind im Folgenden nochmals stichpunktartig zusammengetragen. Die
gewulnschten, zur Belastung korrespondierenden Eigenformen konnen aufgrund ihrer
Sortierung nach Umfangswellen leicht selektiert werden.

e Zur Berechnung der nichtlinearen dynamischen Tragwerksantwort kann ebenfalls
zur Beschreibung der unbekannten WeggrolRenzustande eine Linearkombination
aus den Eigenvektoren des linearen Eigenwertproblems herangezogen werden.

e Durch das Aufreilen des Stahlbetons und die damit verbundenen Nichtlinea-
ritaten wachst die Anzahl der benétigten Eigenformen gegentuber der linearen
Losung deutlich an. In diesem Anwendungsbeispiel liefert ein Ansatz mit 80 Ei-
genformen pro Fourierglied, was ungefahr einem Drittel der Anzahl der Freiheits-
grade entspricht, ausreichend genaue Ergebnisse. Zur Beschreibung von kon-
zentrierten lokalen nichtlinearen Effekten ist zu erwarten, dass noch weitere Ei-
genformen bendtigt werden, was ebenfalls von BUCHER [17] beobachtet worden
ist.

e Die Zeitschrittweite kann bei der Anwendung der nichtlinearen modalen Ana-
lyse im gezeigten Anwendungsbeispiel beibehalten werden, so dass sich kein
erhohter numerischer Aufwand durch eine Verringerung der Zeitschrittweite im
Gegensatz zur direkten Zeitintegration ergibt. Fur die gesamte Rechenzeit von
hochster Bedeutung ist die Anzahl der Zeitpunkte, fir die der Vektor der inne-
ren Knotenkrafte und die tangentiale Steifigkeitsmatrix aufgebaut wird, da hierbei
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aufwendige Werkstoffgesetze und Schichtenintegrationen ausgewertet werden
mussen.

Die Integration der modalen aquivalenten Einmassenschwingergleichungen er-
folgt numerisch. Dabei werden Hilfsintegrationsschritte eingefiihrt, so dass in Ab-
hangigkeit der aktuellen Periode eines aquivalenten Einmassenschwingers die
zugehorige linearisierte Bewegungsgleichung mit einer darauf abgestimmten An-
zahl von Hilfsschritten integriert wird. Die niedrigen Eigenformen bendtigen daher
pro Integrationsschritt (Inkrement oder Iteration) weniger Hilfsintegrationsschrit-
te als die hoheren Eigenformen. Somit ist gewahrleistet, dass alle in der Ge-
samtlosung bertcksichtigten Modalformen mit ihrer erforderlichen Genauigkeit
integriert werden.

Wie im linearen Fall gewahrt die Zerlegung der dynamischen Antwort auch im
nichtlinearen Fall einen sehr anschaulichen Einblick in das dynamische Verhal-
ten der untersuchten Struktur. Es wird offensichtlich, welche Eigenformen aus
welchen Umfangswellen wie stark an der Gesamtlosung partizipieren.

Somit bildet das modifizierte Verfahren der modalen Analyse fur nichtlineare Problem-
stellungen eine sinnvolle Erganzung zu vorhandenen Zeitintegrationsverfahren. Insbe-
sondere fur Problemstellungen, bei denen maRige Nichtlinearitaten auftreten und sich
die gesuchten WeggroRenzustande durch wenige Fourierglieder darstellen lassen (wie
z.B. Erdbebeneinwirkungen), Iasst sich die modale Analyse in Verbindung mit dem vor-
gestellten Ringelementkonzept vorteilhaft einsetzen.
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Kapitel 7

Rotationsschalen unter
Erdbebeneinwirkung

7.1 Vorbemerkungen und Zielsetzung

Nach der Erlauterung der numerischen direkten Zeitintegrationsverfahren und der A-
daption des Verfahrens der modalen Superposition zur Losung nichtlinearer dynami-
scher Problemstellungen, der Herleitung eines Konzepts zur Beriicksichtigung geo-
metrischer und physikalischer Nichtlinearitdten im Rahmen einer FE-Formulierung flr
Schalenringelemente sowie der Vorstellung der numerischen Modellierung des Ver-
bundwerkstoffes Stahlbeton sollen die geschaffenen leistungsfahigen Algorithmen an
zwei ausgesuchten Anwendungsbeispielen zur nichtlinearen Berechnung (insbeson-
dere Nichtlinearitaten durch Systemwechsel wie Abheben von der Unterstitzung sowie
physikalische Nichtlinearitaten des Werkstoffs Stahlbeton) von Rotationsschalen unter
Erdbebenbeanspruchung zum Einsatz kommen. Erdbebenbeanspruchungen auf ein
Tragwerk sind zu den dynamischen Extrembeanspruchungen zu zahlen. Die Ursache
der Entstehung von tektonischen Erdbeben liegt im Plattenaufbau der Erdkruste be-
grundet; bei den gegenseitigen Verschiebungen der einzelnen Erdplatten kommt es zu
Verkantungen untereinander. Bei diesem Vorgang wird wie bei der Verformung einer
Feder eine groRe Menge an Energie gespeichert. Ein plotzlicher Abbau dieser Verkan-
tungen erfolgt unter Freisetzung dieser Energie als kinetische Energie, was als Erdbe-
ben wahrgenommen wird. Die seismisch aktiven Zonen liegen somit an den Randern
dieser Platten. Bild 7.1 ist zu entnehmen, dass die gesamte Westkiiste des amerikani-
schen Kontinents, der Mittelmeerraum tber Persien bis zum Himalaya sowie Japan und
Neuseeland zu den am starksten gefahrdeten Erdbebenzonen der Erde gehdren. Die
seismologischen Grundlagen sollen im Folgenden jedoch nicht weiter von Interesse
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Bild 7.1 Plattentektonik der Erdkruste und Erdbebengebiete

sein, diese konnen in [15], [16] nachgelesen werden. Vielmehr sind im Zusammen-
hang dieser Arbeit die Strukturantworten von rotationssymmetrischen Schalenstruk-
turen aus Stahlbeton verbunden mit Fragen der Dimensionierung von vorrangigem
Interesse. Zum einen wird als Anwendungsbeispiel die Strukturantwort einer Kreis-
zylinderschale mit Bodenplatte auf elastischer Bettung unter horizontaler Erdbebenbe-
schleunigung untersucht, bei der die primaren nichtlinearen Effekte durch ein Abheben
der Fundamentplatte von der Unterkonstruktion auftreten, gegentber denen allerdings
das Reifl3en des Stahlbetons in den Hintergrund tritt. Zum anderen werden in einem
zweiten Anwendungsbeispiel die Auswirkungen des nichtlinearen Verhaltens eines Na-
turzugkihlturms mit einer Hohe von nahezu 200 m unter horizontaler Erdbebenbe-
schleunigung geklart. Aus dieser Studie sollen Erkenntnisse beztiglich des nichtlinea-
ren Tragverhaltens unter dynamischen Erdbebenbeschleunigungen gewonnen werden
und die Auswirkungen der nichtlinearen Effekte wie das Aufreilen der Schale, das
Abheben des Fundaments in der Bodenfuge und das Stutzenaufreil3en im Vergleich
zur konventionellen linearen Betrachtungsweise auf den Beanspruchungszustand und
im Hinblick auf die Dimensionierung des Tragwerks aufgezeigt werden. Insbesondere
werden bei den Anwendungsbeispielen dieses Kapitels baupraktisch relevante Frage-
stellungen erodrtert wie das Aufdecken von Systemreserven, Umlagerungen, Reduktion
der linear ermittelten Beanspruchungen, Konsequenzen fir die Dimensionierung etc.
infolge nichtlinearer Effekte.
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7.2 Behalter auf elastischer Bettung

7.2.1 System, Belastung und Fragestellung

Im Bild 7.2 ist das System der zu untersuchenden Kreiszylinderschale mit Bodenplatte
auf elastischer Bettung nach [59], [127] mit dem im Rahmen dieser Arbeit verwendeten
numerischen Rechenmodell, Werkstoffeigenschaften und Belastung abgebildet. Das
dargestellte Rechenmodell soll als Vereinfachung des Systems fir die innere Stahl-
betonhille eines Druckwasserreaktors dienen, dessen Skizze schematisch im Bild
7.3 dargestellt ist. Zur Modellierung der Kreisplatte werden 25 Schalenringelemente
verwendet, fur die zur Simulation der nachgiebigen Unterstiitzung eine unterschiedli-
che elastische Bettung normal und tangential zur Plattenmittelflache angesetzt wird;
die Kreiszylinderschale wird mit 34 Schalenringelementen ohne Flachenbettung ab-
gebildet. Der Ubergang zwischen den beiden Teilstrukturen wird durch eine Kopplung
der physikalischen Freiheitsgrade der beiden Meridianknoten mit gleichen Koordinaten
modelliert. Zusatzlich zum Eigengewicht der Struktur wirkt eine horizontale Bodenbe-
schleunigung der GroRe V. Diese ist gemall den Angaben aus [127] als statische
Ersatzbeschleunigung mit 6,0 m/s? vorgegeben; fiir dynamische Betrachtungen ist als
Beschleunigungsverlauf die NS-Komponente des EL CENTRO Erdbebens (Bild B3)
mit einem Maximalwert von Vg = 4,0 m/s? angesetzt worden. Diese Einwirkungen
fuhren zu den Komponenten des Vektors der Korperkrafte im lokalen Koordinatensys-
tem fur die Kreiszylinderschale nach Gleichung (7.1), wobei f(t) den Zeitverlauf des
normierten Erdbebens wiedergibt.

p<t> Vg - sin(0) - f(t)
2| =p.h|—g (7.1)
p<3> —Vg - cos(0) - f(t)

Wie im Bild 7.3 dargestellt, kann die horizontale seismische Erregung bei entsprechen-
der GrofRe zu einem Abheben der Fundamentplatte von der Unterstiitzung fuhren, falls
keine Verankerung vorgesehen ist. Somit stellt sich beim Abheben ein Systemwechsel
mit Auswirkungen auf die Verteilung der inneren Systembeanspruchung ein. Den fol-
genden Problemstellungen soll daher bei den Untersuchungen besondere Beachtung
geschenkt werden:

¢ \erhalten des zusammengesetzten Behalters bei unterschiedlich starken Erdbe-
benintensitaten sowie Zeitpunkt des Abhebens
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Bild 7.2 System und Belastung des zusammengesetzten Behalters

e GrofRe der Kontaktspannungen und Entwicklung der abhebenden Bereiche
e Einfluss des Abhebens auf den inneren Beanspruchungszustand

e Einfluss der physikalischen Nichtlinearitat (insbesondere das Aufreil3en des Stahl-
betons) auf den inneren Beanspruchungszustand

Die genannten Fragestellungen sollten bereits vor einiger Zeit im Rahmen eines von
der ehemaligen SIEMENS-Tochtergesellschaft KWU (jetzt FRAMATOME ANP) in Auf-
trag gegebenen Gutachtens geklart werden. Einige Ergebnisse der damals durch-
gefuhrten Untersuchungen sind daher bereits in einem Gutachten [127] dargelegt und
in [59] zumindest teilweise zusammengefasst und veroéffentlicht worden. Doch sind in
diesem damaligen Rahmen nahezu ausschlie3lich statische und lediglich sehr ver-
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einfachte dynamische Betrachtungen enthalten, die allesamt noch mit dem Verfah-
ren der dynamischen Relaxation durchgefuhrt worden sind, die den wissenschatftli-
chen Entwicklungsstand der 70er Jahre darstellt [96], [97]. Zum anderen fehlte es
natirlich an der entsprechenden Computerhardware zur wirtschaftlichen Durchfiihrung
umfangreicher nichtlinearer dynamischer Berechnungen. Erst mit den im Rahmen die-
ser Arbeit geschaffenen numerischen Werkzeugen auf der Basis der FE-Methode mit
Schalenringelementen in Kombination mit der verfigbaren Computerhardware ist es
moglich, erganzende Studien zum physikalisch nichtlinearen dynamischen Verhalten
dieser Struktur in einem wirtschaftlich vertretbaren Rahmen anzustellen und die Er-
gebnisse qualitativ und quantitativ durch entsprechende Vergleichsrechnungen auch
abzusichern. Dabei sollen zum einen die Ergebnisse aus Berechnungen mit statischen
Ersatzlasten aus [59], [127] nachvollzogen, zum anderen aber auch weiterfihrende
Erkenntnisse hinsichtlich des Verhaltens der Struktur unter dynamischen Horizontal-
beschleunigungen gewonnen werden.

mafige seismische hohe seismische
Beanspruchung Beanspruchung

Eigengewicht

I
v

Erdbebenbe-
schleunigung

I%esultierende

Eigengewicht

]
\

hohe Erdbeben-
beschleunigung

Kontakt-
reaktion

Kontakt-

reaktion Resultierende

Abheben

Bild 7.3 Verhalten des Behalters bei seismischen Beanspruchungen

7.2.2 Ergebnisse der statischen Untersuchungen

Zunachst sollen die Ergebnisse der statischen Untersuchungen erlautert werden, wo-
bei die statische Ersatzhorizontalbeschleunigung gemaf den Vorgaben nach [127] mit
6,0 m/s? angesetzt worden ist; als Lastkombination wirkt das Eigengewicht zusammen
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mit der statischen Ersatzhorizontalbeschleunigung. Folgende Betrachtungen sind da-
bei durchgefuhrt worden:

a) Lineare statische Berechnung (kein Abheben, linear elastisches Materialverhal-
ten)

b) Nichtlineare statische Berechnung mit Berlcksichtigung des Abhebens, jedoch
mit Annahme von linearem Materialverhalten

c) Nichtlineare statische Berechnung mit Abheben und nichtlinearem Materialver-
halten, Zugfestigkeit f; = 2,60 MN/m?

d) Nichtlineare statische Berechnung mit Abheben und nichtlinearem Materialver-
halten, reduzierte Zugfestigkeit fe; eg = 1,30 MN/m?

7.2.2.1 Entwicklung der abhebenden Bereiche und Bodenpressungen

Im Bild 7.4 ist die Entwicklung der abhebenden Bereiche fiur die lineare statische Be-
rechnung (Fall a) im Verlauf der Laststeigerung von 0 m/s? bis 6 m/s? dargestellt, wobei
Zugbettungen in der Kontaktfuge aufgrund der Linearitat wirken konnen. Allein unter
dem Lastfall Eigengewicht tritt in Plattenmitte ein grof3er rotationssymmetrischer ab-
hebender Bereich mit einem Durchmesser von ca. 10 m auf. Ware die Unterstitzung
unendlich steif und wirde sich somit der gesamte Behalter gleichmaliig setzen, wiirden
sich unter Eigengewicht keine abhebenden Bereiche einstellen. Durch die hohe Linien-
last auf dem AufRenrand der Kreisplatte, die durch das Eigengewicht der aufgehenden
Wande der Kreiszylinderschale hervorgerufen wird, kommt es im Plattenaul3enbereich
zu hoheren Setzungen. Der vertikale Bettungsmodul ist in diesem Anwendungsbeispiel
so gering, dass die aulReren Bereiche unter den Wanden sich stark setzen und der
Innenbereich abhebt. Die zugehodrige maximale Pressung unter den Wanden infolge
Eigengewicht betragt 0,88 MN/m? (zum Vergleich 0,33 MN/m? bei gleichmaRiger Set-
zung). Zu einem ersten Auftreten von Zugspannungen in der Kontaktfuge am Rand der
Kreisplatte kommt es bei einer statischen Horizontalbeschleunigung von 3,8 m/s?. Im
Verlauf der Laststeigerung ist nun deutlich die Vergro3erung des abhebenden Randbe-
reichs bis zu einem Umfangswinkel von #* = 50° mit einer maximalen Kontaktpressung
von 2,25 MN/m? bei einer Horizontalbeschleunigung von 6,0 m/s? zu erkennen, wobei
sich auch der innere, ursprunglich rotationssymmetrische abhebende Bereich infolge
Eigengewicht in seiner Gestalt geringflgig verandert.

Bei einer Beriicksichtigung des Ausfalls der Zugbettung in den abhebenden Bereichen
(Fall b), deren Entwicklung im Verlauf der Steigerung der statischen Ersatzhorizontal-
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abhebende Bereiche (lineare Statik)

T
s
‘ \\\\\“0,~

T

Bild 7.4 Entwicklung der abhebenden Bereiche fur den Fall a und Fall b
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beschleunigung ebenfalls im Bild 7.4 dargestellt ist, fallt zunachst auf, dass der rotati-
onssymmetrische abhebende Bereich in der Plattenmitte sich geringfligig vergrof3ert.
Bei einer Steigerung der Ersatzhorizontalbeschleunigung von 0,0 m/s? auf 6,0 m/s?
ist im Gegensatz zur linearen Berechnung (Fall a) weiterhin ersichtlich, dass sich nun
der abhebende Bereich bis zu einem Umfangswinkel von ' = 70° ausbreitet. Der ab-
hebende Bereich erstreckt sich jetzt in der Symmetrieachse ohne Unterbrechung vom
Plattenrand bis Uber die Plattenmitte hinaus. Die maximale Kontaktpressung in der
Bettungsfuge vergroRert sich auf 2,50 MN/m?2.

Der Vollstandigkeit halber sind im Bild 7.5 noch die abhebenden Bereiche der nichtli-
nearen Berechnungen mit Berlcksichtigung des Ausfalls der Zugbettung und zusatz-
licher Bericksichtigung der materiellen Nichtlinearitat dargestellt (Falle ¢ und d). Es
konnen hierbei jedoch fiir die abhebenden Bereiche und die maximalen Kontaktpres-
sungen kaum Unterschiede im Vergleich zum Fall b (Beriicksichtigung des Ausfalls der
Zugbettung, jedoch materielle Linearitat) festgestellt werden. Somit werden die abhe-
benden Bereiche und die maximalen Kontaktpressungen mit den Annahmen nach Fall
b ausreichend genau bestimmt; eine Bericksichtigung der physikalischen Nichtlinea-
ritat des Werkstoffs Stahlbeton ist hierzu nicht erforderlich.

abhebende Bereiche fiir statische Ersatzlast g + 6,0 m/s?

RRRE s s

T SR s
V7 §
NN\E= AN

Lineare Be- Ausfall der Zug-
rechnung bettung

s “‘\“"":‘f

NBBRSES S NBBRRSS i ey

W s o)

\ |\ e
=

o

Ausfall der Zug- Ausfall der Zug-
bettung, ReilRen bettung, ReiRen
(fe = 2,6 MN/m?) (ferred = 1,3 MN/M?)

Bild 7.5 Vergleich der abhebenden Bereiche fur die Fallea-d
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7.2.2.2 Auswirkung der Nichtlinearitaten auf SchnittgrofRen sowie Aspekte zur
Dimensionierung

In diesem Abschnitt sollen fir die Berechnungen unter der statischen Lastkombinati-
on g + e mit einer Ersatzhorizontalbeschleunigung von 6,0 m/s? die Beanspruchungen
insbesondere in der Kreisplatte angegeben werden. Aus den verschiedenen nichtlinea-
ren Einflissen der Falle b — d ergeben sich im Vergleich zur linearen Losung (Fall a)
Umverteilungen, die im Folgenden diskutiert und bewertet werden. Tabelle 7.1 enthalt
hierzu eine Zusammenstellung der wesentlichen Ergebnisse.

max Vess | minm™ | minm* | erfas erf ag, erf ag, erf ag;
am Kopf Platte Platte Platte Platte Schale Schale
Fall a 1,2cm -6762 -4201 0,36 % 0,24 % 0,32 % 0,31 %
Fall b 1,7 cm -7189 -4489 0,32 % 0,20 % 0,28 % 0,31 %
Fall c 1,7 cm -6946 -4548 0,31 % 0,20 % 0,28 % 0,31 %
Fall d 1,7 cm -5565 -4460 0,22 % 0,24 % 0,26 % 0,33 %

Tabelle 7.1 Ergebnisse fir statische Ersatzbelastung g + e (6,0 m/s?)

Unter der statischen Ersatzhorizontalbeschleunigung stellt sich bei linearen Verhaltnis-
sen im Fall a zunéchst eine radiale Kopfverformung von v_3. = 1,2 cm ein. Durch das
Abheben vergroliert sich diese um ca. 42% auf 1,7 cm, wobei die materielle Nichtli-
nearitat (Reil3en des Stahlbetons) eine untergeordnete Rolle spielt. In der Kreiszylin-
derschale treten infolge dieser Belastung im Wesentlichen Membranschnittgro3en auf,
abgesehen von den Biegemomenten infolge einer Randstorung an der Einspannstel-
le in die Kreisplatte, so dass im Folgenden die Biegemomente in der Kreisplatte von
primarem Interesse sein sollen.

Fur den linear elastischen Fall a stellen sich unter der gegebenen Belastung in der
Kreisplatte ein vom Betrage maximales Ringbiegemoment von m<> = -4201 kNm/m
und ein maximales Radialbiegemoment von m<2?> = -6762 kNm/m ein. Eine Stahlbe-
tonbemessung fur diesen Lastfall liefert die in Tabelle 7.1 angegebenen erforderlichen
prozentualen Bewehrungsquerschnitte, die die vorhandenen Bewehrungsquerschnitte
von 0,5% jedoch unterschreiten. Diese Bemessung erfolgt hier nicht iterativ im Rah-
men einer Dimensionierungsstrategie; es soll lediglich ein Trend bzw. ein Mal3 fur die
nichtlinearen Effekte, ausgedriickt in der Veranderung der skalaren Grof3e der pro-
zentualen Bewehrungsmengen, aufgezeigt werden. Die maligebenden Bemessungs-
stellen liegen allerdings nicht im Meridian der maximalen Plattenbiegemomente m<1>
und m<?2> (Symmetrieachse: #* = 0° bzw. #* = 180°). Fiur die Bemessung werden
vielmehr Schubkréafte und Drillmomente mafigebend, die hierbei ungunstig mit ihrem
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Betrage zu den Kréaften und Biegemomenten in Radial- bzw. Ringrichtung hinzuaddiert
werden. Bei der Bemessung fir diese statische Ersatzlastkombination ist im Ubrigen
mit einem Telilsicherheitsbeiwert fiur Stahl von s = 1,00 gerechnet worden, da eine
Erdbebeneinwirkung &hnlich wie eine aul3ergewdhnliche Beanspruchung einzustufen
ist.

Bei einer Beruicksichtigung des Abhebens und des Ausfalls der Zugbettung als einzi-
ge Nichtlinearitat (Fall b) ist eine Erhdhung der maximalen Momente um ca. 7% auf
m<1> = -4489 kNm/m und m<??> = -7189 kNm/m festzustellen. Dies geschieht da-
durch, dass der Behdlter zum einen auf einer Plattenhalfte komplett den Kontakt zur
Unterstltzung verliert (siehe Bild 7.4) und zum anderen die Pressungen auf der ande-
ren Plattenhélfte sich vergréfZern. Dem durch die Horizontalbeschleunigungen verur-
sachten Kippmoment des Behalters steht jetzt nach dem Ausfall der Kontaktzugspan-
nungen lediglich eine exzentrisch, auf die verbleibende Kontaktflache konzentriert wir-
kende resultierende Druckkraft entgegen. Diese konzentrierte Druckkraft ist Ursache
fur die Erhohung der maximalen Biegebeanspruchung in der Platte. Trotzdem redu-
zieren sich die erforderlichen Bewehrungsquerschnitte geringfiigig, die sich aus der
zugehorigen Bemessung ergeben, da die hierflir genannten mafRgebenden Bereiche
(Schubkrafte und Drillmomente) entlastet werden.

Wird nun die physikalische Nichtlinearitat des Werkstoffs Stahlbeton im Fall c, insbe-
sondere dessen ReilRen bei einer Zugfestigkeit von f, = 2,60 MN/m?, mit berticksich-
tigt, so muss festgestellt werden, dass sich die Ergebnisse gegeniiber dem Fall b nicht
bedeutend &ndern, da es nur in Radialrichtung in einem sehr kleinen, unbedeutenden
Bereich zu einem Aufreil3en kommt, so dass dies keine Folgen nach sich zieht. Die vom
Betrage her maximalen Plattenbiegemomente ergeben sich zu m<'> = -4548 kNm/m
und m<?2> = -6946 kNm/m. Um den Trend der nichtlinearen Losung fir die maximalen
Plattenbeanspruchungen bei einem AufreiRen des Stahlbetons zu untersuchen, wird
im Fall d wie auch in [127] eine Vergleichsrechnung mit einer auf die Halfte herab-
gesetzten Zugfestigkeit (foreq = 1,30 MN/m?) durchgefiihrt. Bei der Berlicksichtigung
aller nichtlinearen Effekte im Fall d (Ausfall der Bettung bei Abheben und Aufreil3en
des Betons bei Uberschreiten seiner Zugfestigkeit f. eq) kann eine deutliche Abnahme
des maximalen Plattenradialbiegemoments von m<?2> = -6762 kNm/m (linearer Fall a)
auf m<??> = -5565 kNm/m (Fall d) festgestellt werden (Stelle R = 9,50 m in der Sym-
metrieachse); fir das maximale Plattenringbiegemoment fallt eine sehr geringe, ver-
nachlassigbar kleine Erhthung von m<> = -4201 kNm/m auf m<> = -4460 kNm/m
auf. Die Auswirkungen auf die erforderlichen Bewehrungsmengen sind in Tabelle 7.1
dargestellt. Die wesentlichen Anderungen treten in der Kreisplatte auf, die aufgehen-
de Kreiszylinderschale bleibt mit ihrem Membrantragverhalten nahezu unbeeinflusst.
Das physikalisch nichtlineare Verhalten des Betons im Druckbereich ist in keinem Fall
relevant, die Stauchungen liegen allesamt unterhalb 1,00 %o .
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AbschlieRend sind im Bild 7.6 nochmals die Verlaufe der Meridian- bzw. Radialbiege-
momente m<?2> sowie der Ringbiegemomente m<!> unter der statischen Belastung
Eigengewicht und Ersatzhorizontalbeschleunigung 6,0 m/s? fur den nichtlinearen Fall d
mit zusatzlicher Angabe der linearen Ergebnisse grafisch dargestellt. Aul3erdem wer-
den die eigenen Ergebnisse mit den Werten aus [59] verglichen. Dabei sind die quali-
tativ und quantitativ sehr guten Ubereinstimmungen des Verlaufs und der Extremwerte
der Ergebnisse bemerkenswert, da diese doch mit prinzipiell verschiedenen Rechen-
verfahren (eigene Ergebnisse: FE-Methode mit den im Kapitel 5 hergeleiteten Ringele-
menten; Ergebnisse nach [59], [127]: Dynamische Relaxation — Differenzenverfahren)
erzielt worden sind.

N I

S
4 mmﬂm 1

<22> <11>

min m

T,

min m

Ergebnisse dynamische Relaxation Ergebnisse dynamische Relaxation
LIN:  min m*® = -6645 kNm/m LIN:  min m™ = -4245 kNm/m
NLIN:  min m**® = -5619 kNm/m NLIN:  min m*** = -4189 kNm/m
Eigene Ergebnisse (Ringelement) Eigene Ergebnisse (Ringelement)
LIN:  min m®® = -6762 kNm/m LIN:  min m™* = -4201 kNm/m
NLIN:  min m**® = -5565 kNm/m NLIN:  min m*** = -4460 kNm/m

Bild 7.6 Gegenuberstellung der maximalen Schnittgréf3en fur Fall a und d

7.2.3 Ergebnisse der dynamischen Untersuchungen

Bis jetzt ist fur die Ermittlung der Tragwerksbeanspruchungen infolge horizontaler Erd-
bebenbeschleunigung ausschlie3lich das Verfahren mit statischen Ersatzlasten heran-
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gezogen worden. Um das Tragwerksverhalten unter einer dynamisch wirkenden ho-
rizontalen Erdbebenbeanspruchung zu klaren und eventuell auftretende nichtlineare
dynamische Effekte qualitativ aufzuzeigen und auch zu quantifizieren, soll in diesem
Abschnitt eine dynamische horizontale Erdbebeneinwirkung nach der NS Komponen-
te des EL CENTRO Erdbebens, die vielfach in der Literatur als Referenzerdbebenbe-
schleunigungsverlauf zum Einsatz kommt [24], [57], [60], mit einem Maximalwert der
Bodenbeschleunigung von 4,0 m/s? zusammen mit dem Eigengewicht wirken, so dass
sich ein dynamischer Vektor der Korperkrafte nach Gleichung (7.1) ergibt. Bei allen dy-
namischen Zeitverlaufsberechnungen wird zunachst das Eigengewicht als statischer
Lastfall vorab aufgebracht. Nachdem fur dieses durch iteratives Vorgehen (Abheben in
Plattenmitte infolge Eigengewicht) ein Gleichgewichtszustand aufgefunden worden ist,
wird von diesem Zustand ausgehend die dynamische Zeitverlaufsberechnung gestar-
tet.

Bei den folgenden Untersuchungen ist ein LEHRsches Dampfungsmal® von & = 5%
fur alle Eigenformen bei den modalen Berechnungsverfahren angesetzt worden. Aus
den ersten beiden maRgebenden Eigenperioden 1T = 0,245 s und 1T = 0,069 s in
der Umfangswelle n = 1 werden gemal3 Gleichung (3.22) die Parameter fir die RAY-
LEIGH Dampfung bestimmt, die als Eingangswert fur das Verfahren der direkten Zeit-
integration benotigt werden; diese ergeben sich zu ay = 1,9975 und ax = 0,0009. Die
Berechnungen werden sowohl mit modaler Analyse (mit einer maximalen Anzahl an
Eigenformen im nichtlinearen Fall von 19% der Zahl der Systemfreiheitsgrade) und
mit direkter Zeitintegration nach NEWMARK mit einer globalen Zeitschrittweite von
At =0,01 s (modale Analyse) bzw. At= 0,005 s (direkte Zeitintegration) und einer Dau-
er des Beschleunigungsverlaufs von 20 s durchgefihrt, um zum einen die im Kapitel
6 vorgenommene Adaption der modalen Analyse auf nichtlineare Problemstellungen
zu verifizieren und zum anderen die Gute der Ergebnisse durch Vergleichsrechnung
zu gewabhrleisten. Die bereits vorgestellten Falle a — d sind im Folgenden auch fir die
dynamischen Berechnungen weiterhin gultig.

7.2.3.1 Eigenfrequenzen und Eigenformen

Einen ersten Aufschluss tber das dynamische Verhalten einer Struktur liefert die Ana-
lyse des Eigenwertproblems der linearen ungedampften Tragwerkseigenschwingung.
Die erste Eigenschwingform fir das betrachtete System ist fur die Umfangswellen 0
bis 4 mit Angabe der zugehdrigen Eigenwerte im Bild 7.7 dargestellt. Die niedrigste Ei-
genfrequenz tritt in der Umfangswelle 1 auf, also fur diejenige Eigenschwingform, die
von allen dargestellten Eigenformen durch die horizontale Erdbebenbeschleunigung
bei linearem Verhalten als Einzige angeregt wird. Die gefundenen Eigenfrequenzen
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Bild 7.7 Eigenformen des Behaélters auf elastischer Bettung

stimmen im Ubrigen sehr gut mit denjenigen tiberein, die in [127] berechnet und ange-

geben worden sind.

Die erste Eigenform in Umfangswelle O beschreibt eine Vertikalschwingung des zu-
sammengesetzten Behalters auf der elastischen Bettung. Auffallig ist die sehr hohe

die darauf zurickzufuhren ist, dass bei diesem

Schwingungsvorgang sehr grof3e Deformationen verbunden mit Verzerrungen in der

Frequenz dieser Eigenschwingung,
aul3erst steifen Bodenplatte auftreten.

In Umfangswelle 1 erfolgt eine horizontale Kippschwingung, bei der sich das gesamte
System nahezu wie ein Starrkorper auf elastischer Bettung verhalt. Die im Vergleich
zu den restlichen Eigenwerten relativ niedrige Frequenz dieser Schwingung resultiert

daher, dass vorwiegend Deformationen in der nachgiebigen Bettung auftreten, wohin-

gegen die Schale und Kreisplatte nahezu unverformt bleiben.

Fur die dargestellten hoheren Umfangswellen n = 2, 3 und 4 fallt auf, dass die Boden-
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platte kaum Verzerrungen erfahrt. Auch in der elastischen Bettung treten keine Defor-
mationen auf. Deutlich zu erkennen ist die Welligkeit der Radialverformung der Kreis-
zylinderschale entsprechend der betrachteten Umfangswelle. Die Frequenzen von Ei-
genformen hoherer Umfangswellen wachsen dabei nahezu mit linearem Verhaltnis an.
Die Eigenformen in hoheren Umfangswellen besitzen demnach ein steiferes Verhal-
ten als diejenigen in niedrigen Umfangswellen. Im Vergleich zu der niederfrequenten
Kippschwingung auf elastischer Bettung in Umfangswelle n = 1, bei der sich die Struk-
tur nahezu als Starrkorper bewegt, erfolgen die Eigenschwingungen in den héheren
Umfangswellen als hochfrequente Schwingungen der Behalterwand mit entsprechen-
dem Umfangswellenmuster, wobei die Frequenz mit steigender Umfangswellenanzahl
anwachst.

7.2.3.2 Entwicklung der abhebenden Bereiche und Bodenpressungen

Die abhebenden Bereiche infolge Eigengewicht und dynamischer Erdbebenbeschleu-
nigung sind im Bild 7.8 fur die Zeitpunkte der maximalen radialen Kopfverformungen
V3> und somit der maximalen Schiefstellung des Systems (siehe Tabelle 7.2) nach
den beiden genannten Rechenverfahren dargestellt. Bei einer linearen Untersuchung
(Fall a) ohne Ausfall der Zugbettung ist wieder deutlich der in der Mitte liegende ab-
hebende Bereich zu erkennen, der im Wesentlichen in der grof3en Randlast infolge
Eigengewicht der aufgehenden Behalterwand verbunden mit dem geringen Bettungs-
modul begrindet liegt (siehe auch Abschnitt 7.2.2.1). Ferner erstreckt sich am Plat-
tenrand ein abhebender Bereich infolge horizontaler Erdbebenbeschleunigung bis zu
einem Umfangswinkel von §* = 70° mit einer maximalen Breite von 8 m.

Wird nun im Rahmen einer nichtlinearen dynamischen Berechnung das Abheben und
damit verbunden das Ausfallen der Zugbettung in der Kontaktfuge bericksichtigt (Fall
b), vergroRert sich der abhebende Bereich sehr stark bis zum Umfangswinkel §* = 90°,
so dass deutlich mehr als die Halfte der Platte zum Zeitpunkt der maximalen Schief-
stellung abhebt. Der Kontakt zur Unterstlitzung wirkt nur noch fir ca. ein Drittel der
Gesamtflache. Wird weiterhin noch zusatzlich zum Abheben das AufreiRen des Stahl-
betons beriicksichtigt (Fall ¢ und d), so lasst sich keine wesentliche Anderung der
maximalen abhebenden Bereiche feststellen. Dariiber hinaus fallt die gute Uberein-
stimmung der Ergebnisse nach direkter Zeitintegration und modaler Analyse auf und
bestatigt die im Kapitel 6 hergeleitete Vorgehensweise zur Bericksichtigung von Nicht-
linearitaten bei der Superposition von Eigenformen in linearisierten inkrementellen In-
tegrationsschritten, in denen das Bewegungsdifferentialgleichungssystem entkoppelt
betrachtet wird.
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abhebende Bereiche fiir g + 4,0 m/s” - f(t) (Dynamische Berechnung)

Ergebnisse nach modaler Analyse

Lineare Be-
rechnung bettung

Ausfall der Zug- Ausfall der Zug-
bettung, ReiRen bettung, ReiRen
(fe = 2,6 MN/m?) (fetrea = 1,3 MN/mM?)

Ergebnisse nach direkter Zeitintegration (NEWMARK)

Lineare Be-
rechnung bettung

Ausfall der Zug- Ausfall der Zug-
bettung, Reilen bettung, ReiRen
(fe = 2,6 MN/m?) (fetrea = 1,3 MN/mM?)

Bild 7.8 Maximale abhebende Bereiche infolge g + 4,0 m/s? - f(t)
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7.2.3.3 Auswirkung der Nichtlinearitaten auf Schnittgrof3en sowie Aspekte zur
Dimensionierung

Die Ergebnisse der dynamischen Untersuchungen fur die Kopfverformungen, maxima-
len Plattenschnittgrof3en und erforderlichen Bewehrungsmengen fir Platte und Schale
sind in Tabelle 7.2 zusammengestellt. Bei den folgenden Darstellungen werden im-
mer die Ergebnisse nach der modalen Analyse (sowohl lineare als auch nichtlineare
Berechnungen) angegeben, wobei diese durch Vergleichsrechnung mit der direkten
Zeitintegration nach NEWMARK sowohl qualitativ als auch quantitativ bestatigt wer-
den (Werte in Klammern).

Infolge der dynamischen Einwirkung g + Vg - f(t) mit max Vg = 4,0 m/s? tritt in der
Kreisplatte nach der linearen dynamischen Berechnung (Fall a) ein vom Betrage ma-
ximales Radialbiegemoment von m<22> = -10529 (-10548) kNm/m (Zug auf der Plat-
teninnenseite) im Bereich der Symmetrieachse auf; dort wirken Druckspannungen als
Kontaktpressungen. Auf der gegentberliegenden Seite der Kreisplatte ist nach Bild 7.9
ein Bereich positiver Radialbiegemomente (Zug auf der Plattenaul3enseite) erkennbar,
der durch die hier wirkenden Zugspannungen in der Kontaktfuge hervorgerufen wird.
Wird im Rahmen einer nichtlinear dynamischen Berechnung das Auftreten von Zug-
spannungen in der Kontaktfuge im Fall b ausgeschlossen, so erfolgt eine Reduktion
des Radialbiegemoments um ca. 26% auf m<2?> = -7701 (-7768) kNm/m; weiterhin ist

Ergebnisse nach modaler Analyse
max Ve | minm®® | minm™” | erfag erf ag; erf as, erf ag
am Kopf Platte Platte Platte Platte Schale Schale
Fall a 2,1cm -10529 -6255 0,55 % 0,39 % 0,48 % 0,48 %
Fall b 2,1cm -7701 -4946 0,33 % 0,23 % 0,29 % 0,34 %
Fall c 2,1cm -7288 -5251 0,32 % 0,24 % 0,29 % 0,35 %
Fall d 2,1cm -5819 -4776 0,22 % 0,27 % 0,25 % 0,35%
Ergebnisse nach direkter Zeitintegration
max Vezs | min m<%? | min m*** erf as, erf ag erf ag, erf ag;
am Kopf Platte Platte Platte Platte Schale Schale
Fall a 2,1cm -10548 -6266 0,55 % 0,39 % 0,48 % 0,48 %
Fall b 2,1cm -7768 -4927 0,35 % 0,23 % 0,28 % 0,34 %
Fall c 2,1cm -7346 -5038 0,34 % 0,24 % 0,29 % 0,34 %
Fall d 2,1cm -5821 -4641 0,23 % 0,28 % 0,27 % 0,34 %
Tabelle 7.2 Ergebnisse fur dynamische Belastung g + e; Vg = 4,0 m/s? - f(t)
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aus Bild 7.9 auf der gegenuberliegenden Plattenseite das Fehlen der ausgepragten
positiven Radialbiegemomentenbereiche infolge des Ausfalls der Zugbettung in den
Fallen b — d zu erkennen. Bei einer weiteren Bertcksichtigung der materiellen Nichtli-
nearitat des Stahlbetons, insbesondere dessen Reil3en bei einer Zugfestigkeit von fy
= 2,60 MN/m? (Fall c), reduziert sich das vom Betrage maximale Radialbiegemoment
auf m<22> = -7288 (-7346) kNm/m. Dieser Effekt gewinnt bei der dynamischen Be-
rechnung nun an Bedeutung gegeniber dem statischen Fall hinzu, da aufgrund des
hoheren Beanspruchungsniveaus das Reil3en bereits weiter fortgeschritten ist. Wird
wie im statischen Fall zu Vergleichszwecken die Zugfestigkeit auf ihre Halfte fereq =
1,30 MN/m? (Fall d) herabgesetzt, so verstarkt sich dieser Effekt, und das maximale
Radialbiegemoment baut sich auf einen Wert von m<?2> = -5819 (-5821) kNm/m ab.
Somit erfolgt im Fall ¢ durch die Bertcksichtigung der Nichtlinearitaten Abheben und
ReiRen bei f; = 2,60 MN/m? eine Reduktion des Plattenradialbiegemoments um ca.
30% gegenuber der linearen LOsung; bei einer reduzierten Zugfestigkeit von fereq =
1,30 MN/m? sind dies sogar ca. 45%.

Die gleichen nichtlinearen dynamischen Effekte treten auch fur die korrespondieren-
den Plattenringbiegemomente m<'*> auf. So stellt sich in der Symmetrieachse un-
ter linearen Verhaltnissen (Fall a) ein vom Betrage maximales Ringbiegemoment von
m<1> = -6255 (-6266) kNm/m ein. Die zugehorige Verteilung der Ringbiegemomen-
te Uber die Platte ist im Bild 7.10 dargestellt. Auch hier sind wieder deutlich Bereiche
mit positiven Plattenringbiegemomenten (Zug auf der Plattenaul3enseite) zu erkennen,
die durch die hier wirkenden Kontaktzugspannungen in der Kontaktfuge hervorgerufen
werden. Wird im Fall b das Abheben als einzige Nichtlinearitat im Rahmen der dy-
namischen Berechnung bertcksichtigt, so erfolgt auch hier eine Reduktion des vom
Betrage maximalen Plattenringbiegemoments auf m<1> = -4946 (-4927) kNm/m. Wei-
terhin ist im Bild 7.10 an der zugehdrigen Ringbiegemomentenverteilung zu sehen,
dass auf der Plattenseite mit ausgefallener Zugbettung keine ausgepragten Bereiche
mit positiven Ringbiegemomenten im Gegensatz zum Fall a mehr vorliegen. Anders
als bei den Plattenradialbiegemomenten m<22> ist bei den Plattenringbiegemomenten
m<!> durch die Bericksichtigung der physikalischen Nichtlinearitat des ReiRens nur
noch eine geringfugige Auswirkung festzustellen. So stellt sich ein vom Betrage maxi-
males Plattenringbiegemoment im Fall ¢ (fy; = 2,60 MN/m?) von m<1> = -5251 (-5038)
KNm/m und im Fall d (fetreq = 1,30 MN/m?) von m<> = -4776 (-4641) kNm/m ein. Die
Anderung der Plattenringbiegemomente gegeniiber der linearen Lésung betragt somit
im Fall c ca. 16% und im Fall d ca. 24%.

Die erlauterten nichtlinearen dynamischen Effekte haben natirlich auch Auswirkungen
auf das Bemessungsergebnis, das in Tabelle 7.2 angegeben ist. Fur die Bemessung
mit linearen Schnittgrof3en, die in samtlichen Zeitschritten mit Abspeicherung der Ma-
ximalwerte durchgefihrt wird, wird fir die Radialbewehrung in der Platte die eingelegte
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Bewehrungsmenge von 0,50% geringfligig tberschritten. Durch die nichtlinearen dyna-
mischen Effekte des Abhebens und des Aufreil3ens des Stahlbetons werden allerdings
die Beanspruchungsspitzen abgebaut und es kommt zu einer Vergleichmafigung der
Beanspruchung. Obwohl physikalisch nichtlineare Ergebnisse natlrlich im Allgemei-
nen von der eingelegten Bewehrungsmenge abhangen, die in diesem Fall 0,50% be-
tragt, spiegeln die in Tabelle 7.2 angegebenen Bemessungsergebnisse doch schon
eine deutliche Tendenz fir die Umverteilungen wieder, ausgedrtckt in der skalaren
Grof3e der fur den nichtlinearen Beanspruchungszustand berechneten prozentualen
Bewehrungsmenge. Fur den Fall des Abhebens als einzige Nichtlinearitat (Fall b) sind
die erzielten Bemessungsergebnisse natirlich immer noch von der eingelegten Be-
wehrungsmenge unabhangig, wobei sich schon durch diese Nichtlinearitat allein eine
deutliche Anderung der erforderlichen Bewehrungsmengen gegeniiber dem linearen
System (Zulassigkeit von Kontaktzugspannungen) zeigt. Die physikalische Nichtlinea-
ritat des Betons im Druckbereich spielt in diesem Beispiel keine Rolle; die erreichten
Betonstauchungen sind geringer als 1,00 %o , so dass nahezu lineares Werkstoffver-
halten vorliegt.

7.2.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die Ergebnisse dieses Anwendungsbeispiels sollen nochmals im Folgenden in kurzer
Form zusammengefasst werden:

e Als bedeutendste Nichtlinearitat ist in diesem Anwendungsbeispiel das Abheben
der Struktur von ihrer Unterstitzung zu nennen. Durch eine Stérung des Bewe-
gungsvorgangs infolge Abhebens als einziger Nichtlinearitat treten bei der dyna-
mischen Berechnung signifikante Beanspruchungsreduktionen (max m<'*> um
20% und max m<??> um 27%) in der Platte auf, die sich in reduzierten erforderli-
chen Bewehrungsmengen niederschlagen.

e Bereits unter der statischen Beanspruchung infolge Eigengewichts des Behalters
kommt es aufgrund der sehr weichen Bettung zu einem Abheben in Plattenmitte
und somit zu einer SchnittgrélRenumverteilung.

e Gegenuber einer linearen Betrachtungsweise vergrof3ern sich die abhebenden
Bereiche bei einer Beriicksichtigung des Ausfalls der Zugwirkungen in der Kon-
taktfuge sehr stark. Mitunter hebt kurzfristig ein maximaler Bereich ab, der sich
bis zur Plattenmitte erstreckt.

¢ Das ReilRRen des Stahlbetons bei seiner Zugfestigkeit f,. = 2,60 MN/m? ist im Rah-
men dieses Beispiels nur von untergeordneter Bedeutung. Erst bei einer Abmin-
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derung der Zugfestigkeit auf fyeq = 1,30 MN/m? kommt es noch einmal zu einer
deutlichen Beanspruchungsanderung in der Platte.

e Modale Analyse und direkte Zeitintegration liefern qualitativ und quantitativ sehr
gute Ubereinstimmungen in den dynamischen Rechenergebnissen. Damit wird
das Vertrauen in die Gute der erzeugten nichtlinearen dynamischen Rechener-
gebnisse bestarkt, denen programmintern doch eine sehr komplexe Abfolge von
Rechenoperationen verbunden mit Fragen zur numerischen Stabilitat und Kon-
vergenz vorausgeht, und die mittels Handrechnung nicht mehr nachvollzogen
werden kdnnen.

¢ Die geringfugigen Unterschiede in den Ergebnissen liegen im unterschiedlichen
Ansatz der Dampfung (Umrechnung des LEHRschen Dampfungsmales in RAY-
LEIGH Dampfungsparameter), der unterschiedlichen Wahl der Zeitschrittweite
(modale Analyse At = 0,01 s; direkte Zeitintegration At = 0,005 s) und der An-
zahl der verwendeten Eigenformen nach der modalen Analyse zur Darstellung
des nichtlinearen Bewegungszustands. Letztere ist mit 19% der Zahl der Sys-
temfreiheitsgrade ausreichend gewahlt und tragt aufgrund der geringen Groi3e
zu einer wirtschaftlichen Berechnung bei.

e Die bereits vorhandenen Rechenergebnisse unter statischen Ersatzhorizontalbe-
schleunigungen aus [59], [127] kbnnen qualitativ und quantitativ sehr gut nach-
vollzogen werden, obwohl hierbei ein grundséatzlich unterschiedliches Rechen-
verfahren angewendet worden ist. Darliber hinaus bieten die geschaffenen Al-
gorithmen zusatzliche Mdglichkeiten: Die Strukturantwort kann nun auch mit ei-
nem wirtschatftlich vertretbaren Aufwand unter dynamischen Horizontalbeschleu-
nigungen berechnet werden, auf3erdem besteht die Moglichkeit der Absicherung
und Kontrolle der Ergebnisse durch die Anwendung prinzipiell unterschiedlicher
Rechenverfahren.

7.3 Untersuchungen an einem Naturzugkuhlturm

7.3.1 System, Rechenmodell und Definition der Einwirkungen

Das System des Naturzugkihlturms, der im Rahmen dieses Anwendungsbeispiels auf
sein nichtlinear dynamisches Verhalten unter horizontalen Erdbebenbeschleunigungen
untersucht wird, ist im Bild 7.11 mit den wesentlichen Abmessungen und Materialpa-
rametern dargestellt. Es handelt sich dabei um eine moderne Kihlturmschale mit ei-
ner Schalenhéhe von 165,3 m und der Meridiankurve nach Gleichung (5.91), die vor
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kurzer Zeit fertig gestellt worden ist, aufgrund ihres geographischen Standorts jedoch
nicht fir Erdbeben ausgelegt werden musste. Diese ist an ihrem unteren Rand auf ei-
nem V-Stutzenfachwerk mit der Hohe 11,7 m aufgelagert und an ihrem oberen Rand
durch einen innen liegenden trogférmigen Umgang ausgesteift. Die Grindung erfolgt
als Flachgriindung Uber ein Ringfundament, fur das in vertikaler Richtung eine elasti-
sche Ringbettung mit der GroRe 5 - 10* kN/m? beriicksichtigt wird.

Die numerische Modellierung der Schale erfolgt mit 43 Schalenringelementen, deren
Herleitung im Kapitel 5 ausfihrlich beschrieben worden ist. Fir den oberen Umgang
und das Kreisringfundament wird jeweils ein Ringbalkenelement [108] verwendet. Das
Stutzenfachwerk wird mit einem Makroringelement abgebildet, das vom Verfasser ent-
wickelt worden und in [130] beschrieben ist. Dabei werden die Eigenschaften der dis-
kreten Einzelstlitzen mit 3D-Balkenelementen erfasst. Die Elementfreiheitsgrade der
einzelnen Balken werden Uber den Fourierreihenansatz in Umfangsrichtung innerhalb
des Makroringelements programmintern gekoppelt, so dass die Einzelstiitzen vom Be-
nutzer bei der Eingabe nicht wahrgenommen werden. Ferner erfolgt eine Transfor-
mation der sechs Freiheitsgrade am oberen Knoten des Makroelements auf die vier
physikalischen Freiheitsgrade des unteren Schalenknotens des angrenzenden Scha-
lenringelements unter Ausnutzen der Schalenkinematik fir w; nach Gleichung (4.21)
und Nullsetzen der Rotation um den Schalendirektor (starre Einspannung). Fur die-
ses Makroelement werden ferner auch der Vektor aus inneren Knotenkraften und die
tangentiale Steifigkeitsmatrix durch Summation und Transformation der entsprechen-
den Beitrage aller Einzelstitzen aufgebaut, so dass ein belastungsabhangiges Verhal-
ten der Einzelstitzen wie das Aufreif3en unter Zugbeanspruchung bertcksichtigt wer-
den kann. Mit dem gewahlten Modell kdnnen allerdings keine lokalen Effekte wie die
Einzelkrafteinleitung in die Schale bzw. in das Ringfundament abgebildet werden; ftr
diese werden gesonderte Betrachtungen erforderlich. Da im Folgenden ofters auf Ein-

9
Beton C35/45 0 11 12 13 Stiitzenpaare
46 V-Stutzenpaare [ 90 cm 1 bis 23

Bild 7.12 Geometrie des Stutzenfachwerks des untersuchten Kihlturms
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zelstltzen verwiesen wird, ist die Geometrie des aus 46 V-Stutzenpaaren bestehenden
Fachwerks im Bild 7.12 nochmals vergrof3ert mit der Bezeichnung der Einzelstutzen
dargestellt. Zur Modellierung des Baugrunds kommt ein ebenfalls vom Verfasser ent-
wickeltes Ringfederelement zum Einsatz [81], bei dem ein Ausfall der Zugbettung durch
numerische Integration in Umfangsrichtung analog der Herleitungen fir das Schalen-
ringelement bericksichtigt werden kann. Die Ordnung des Fourierreihenansatzes in
Umfangsrichtung betragt fir die gesamte Struktur npax = 15.

Die auf die Kuhlturmschale einwirkenden Lasten sind im Bild 7.13 angegeben. Das
Eigengewicht ergibt sich aus der Schalenwanddickenverteilung und dem spezifischen
Gewicht des Betons v = 25,2 kN/m? (einschlieRlich Lisenen). Als Hohenverteilung fiir
den Wind wird nach BTR 97 [120] die Windzone II mit einer dynamischen Uberhéhung
von 1,06 angesetzt, die Umfangsverteilung wird durch die Rauhigkeit der Schale fest-
gelegt und nach BTR 97 mit Kurve K1.0 beschrieben. Ferner wirkt eine rotationssym-
metrische Temperaturdifferenz im Winter von ATg = -45 K, die unter Bertcksichtigung
der Warmeubergange von der Luft auf die Schalenoberflachen auf die im Bild 7.13
angegebenen effektiven Temperaturdifferenzen fihrt; alternativ tritt im Sommer bei
Stillstand eine nicht rotationssymmetrische effektive Temperaturdifferenz zwischen den
Schalenoberflachen von ATg = +25 K auf.

Weiter soll eine maximale horizontale Bodenbeschleunigung von vy = 3,5 m/s? infol-
ge Erdbeben auf das gesamte Tragwerk einwirken. Die Grol3e der Bodenbeschleu-
nigung wird im Folgenden kurz klassifiziert: Ein subjektives Mal3 fur die Starke ei-
nes Erdbebens, die an einem bestimmten Ort wahrgenommen wird und von meh-
reren Parametern (Abstand vom Epizentrum, Bodenverhéltnisse, etc.) abhangig ist,
ist dessen Intensitat. Erdbebenintensitdten werden nach der MSK-Skala (MEDWED-
JEW, SPONHEUER und KARNIK), die fester Bestandteil der DIN 4149 [35] ist, nach
der MERCALLI-Skala [15], [16] oder nach der EMS-Skala (Europaische Makroseismi-
sche Skala [48]) in 12 Intensitatsstufen unterteilt. Die genannten Skalen sind von ihrer
Konzeption her sehr ahnlich, die Zuordnung zu den einzelnen Intensitatsstufen erfolgt
Uber von Personen wahrgenommene Auswirkungen des Erdbebens, Schaden an Bau-
werken, Verformungen der Erdoberflache sowie weitere Gesichtspunkte. Obwohl die
Zuordnung zu den einzelnen Klassen auf den ersten Blick sehr vage erscheint, lasst
sich bei genauerer Betrachtung die wahrgenommene Erdbebenintensitat doch sehr
zuverlassig einordnen; insbesondere gibt die EMS-Skala ausfihrliche Erlauterungen
und Zusatzdefinitionen beztiglich des Ausmal3es (Prozentsatz der beschadigten Bau-
werke) und der Art der Schaden fur die einzelnen Intensitatsstufen an. Erdbeben der
Intensitaten I — V sind demnach nicht schadensrelevant und fiihren nur zu geringfigi-
gen Schaden an Bauwerken. Die Intensitaten X — XII sind hingegen so stark (Definition
nach EMS-Skala fur Zone XII: Zerstorung nahezu aller Bauwerke), so dass eine Ausle-
gung hierflr technisch und wirtschaftlich nicht oder nur sehr schwer ausfiihrbar ist. Die
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Bild 7.13 Einwirkungen auf den untersuchten Kuhlturm

baupraktisch relevanten Auslegungsintensitaten reichen somit von Intensitat VI bis IX.
Die nach DIN 4149 in Deutschland maximal anzusetzende Horizontalbeschleunigung
einschlieRlich Bedeutungsbeiwert betragt 1,4 m/s® (Erdbebenzone 4, Bauwerksklasse
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3, Grundung auf Lockergestein oder bindigem Boden mit einer Konsistenz besser als
steif) und wird der Intensitat VIII auf der MSK-Skala zugeordnet [35]. Die gewahlte
Auslegungsbeschleunigung von vy = 3,5 m/s?, die den folgenden Untersuchungen zu-
grunde gelegt wird, ist demnach gemal [71] zwischen den Intensitatszonen IX und X
anzusiedeln.

7.3.2 Statische Auslegung nach BTR 97 und Bewehrungswabhl

Fur die statische Auslegung des Kihlturms sind die folgenden Lastfallkombinationen
nach BTR 97 [120] zu untersuchen. Den Kombinationen i und ii liegt dabei ein globales
Sicherheitskonzept mit einer Sicherheit v = 1,75 gegentber StahlflieRen zugrunde.
In der Lastkombination iii wird nur der Lastfall Wind direkt mit einem Sicherheitsfaktor
beaufschlagt, da Eigengewicht fur die Dimensionierung der Meridianbewehrung der
Schale gunstig wirkt; die Bemessung der Bewehrung fur diese Lastkombination wird
daher gegen die Streckgrenze durchgefihrt (vs = 1,0).

i) g+w+ ATg mit v = 1,75
i) g+w+ ATs mit vs = 1,75
i) g+1,75-w mit s = 1,00

Aus diesen Lastfallkombinationen ergeben sich die im Bild 7.14 dargestellten Beweh-
rungsmengen, die durch die gewahlten Bewehrungsmengen abgedeckt sind. Die ma-
ximal erforderliche Bewehrungsmenge in Ringrichtung, die sich im Wesentlichen aus
Temperaturringbiegemomenten m<1> berechnet, betragt erf as; = 16,0 cm?/m; die er-
forderliche Bewehrungsmenge in Meridianrichtung betragt erf ag, = 18,3 cm?/m. Die
im Bild 7.14 dargestellte gewahlte Bewehrungsmenge wird den nichtlinearen numeri-
schen Untersuchungen der folgenden Abschnitte zugrunde gelegt mit der Anderung,
dass im unteren Schalenbereich bis zur Hohe Z = 72,89 m eine konstante Meridian-
bewehrung von gew as, = 19,7 cm? angesetzt wird, da die maximale Beanspruchung
aus Erdbeben dort hohere Bewehrungsmengen erfordern wird als die Lastfallkombina-
tionen nach BTR 97. Es werden im Folgenden noch einige weitere charakteristische
Ergebnisse flr die statischen Lastfallkombinationen nach BTR 97 angegeben, die den
entsprechenden Werten der Erdbebenberechnungen zum Vergleich der GroRRenord-
nungen in den folgenden Abschnitten gegenibergestellt werden:

max n<?2> =808 kN/m: max. Meridianzugkraft infolge g + 1,75 w
min Pgy =-10746 kN (10-1): min. Stltzennormalkraft infolge 1,75 - (g + w)
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max Pgy = 1054 kN (1-2): max. Stutzennormalkraft infolge g + 1,75 w
Pstu g =-3503 kN: Stutzennormalkraft infolge g am Stiitzenkopf
As stii = 50,3 cm? (16 O 20): vorhandene Stiutzenbewehrung (LK i — iii)
max Ppog = 2342 kKN/m: max. Bettungskraft infolge 1,75 - (g + w)
ARiss =1,36: Lastfaktor beim Erstriss infolge g + A - w
AAbh =1,82: Lastfaktor beim Abheben infolge g + A - w

Das Abheben infolge Wind findet aufgrund des hohen Gewichts des Ringfundaments
und seiner Auflast erst spat statt, so dass auch die Forderung der BTR 97 nicht mal3-
gebend wird, dass bei 1,5 facher Windlast der Abhebewinkel maximal 30° des gesam-
ten Umfangs betragen darf. Das Aufreil3en des Stahlbetons in Meridianrichtung unter
Windbeanspruchung erfolgt beim Lastfaktor A = 1,36 bereits relativ friih, so dass sich
dadurch die im Abschnitt 5.6.2 erlauterten nichtlinearen Effekte einstellen.

7.3.3 Untersuchungen fur horizontale Erdbebenbeschleunigungen
7.3.3.1 Erlauterung des Sicherheitskonzepts

Das Sicherheitskonzept des Eurocode 1 [36], der im Wesentlichen der DIN 1055-100
[34] entspricht, in Verbindung mit Eurocode 8 [38] sieht vor, die Erdbebeneinwirkungen
mit anderen Einwirkungen gemaf Gleichung (7.2) zu kombinieren.

foae f
Sd g—|—’7|-e—|-z¢2i'ch SRd<7—k,7Lk) (7.2)

Mit dem Bedeutungsbeiwert ~, wird der Funktion des auszulegenden Tragwerks Rech-
nung getragen. Das Intervall der zu berlcksichtigenden Bedeutungsbeiwerte nach den
gultigen nationalen und internationalen Vorschriften (z.B. [38], [69], [91], [116]) l&uft
von v, = 0,8 bis v = 1,4, so dass fir die Kuhlturmschale als Tragwerk mit hoher Bedeu-
tung fur die Infrastruktur (Aufrechterhaltung der Energieversorgung) ~ = 1,4 angesetzt
wird. Somit ergibt sich aus Multiplikation mit der angesetzten Grundbeschleunigung
des Bodens eine Auslegungsbeschleunigung von Vg = 3,5 m/s®. Vertikale Erdbeben-
einwirkungen sind nach EC8 Teil 3 fir turmartige Bauwerke nicht zu beriicksichtigen.
Zur Kombination der Erdbebeneinwirkungen mit anderen Einwirkungen ist anzumer-
ken, dass nach EC1 [36] die Kombinationsbeiwerte ,; fir Wind und Temperatur ver-
schwinden und diese Beanspruchungen somit nicht gleichzeitig mit dem Erdbeben
wirkend betrachtet werden mussen. Als Sicherheiten auf Materialseite dirfen gemaf
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Bild 7.14 Bewehrungsmengen fur die statischen Lastfalle nach BTR 97

des Neuentwurfs des EC2 [47] dem Querschnittsnachweis reduzierte Partialsicherhei-
ten 7. = 1,2 und s = 1,0 zugrunde gelegt werden, was in Ubereinstimmung mit den
globalen Sicherheitsbeiwerten der gultigen Ausgabe der DIN 4149 [35] steht. Nach
dem Sicherheitskonzept der neuen Normengeneration der Eurocodes sind somit auch
fur die Erdbebeneinwirkungskombination Querschnittsnachweise mit den genannten
Partialsicherheiten gemalf Gleichung (7.2) zu fuhren.

7.3.3.2 Eigenschwingverhalten des Systems

Wie bei jeder dynamischen Untersuchung wird auch fiir das System des betrachteten
Naturzugkihlturms im ersten Schritt das dynamische Eigenschwingverhalten geklart,
dessen Kenntnis fur die nachfolgenden linearen und nichtlinearen Zeitverlaufsberech-
nungen von Bedeutung ist. Das Losen des linearen, im Umfangswellenansatz entkop-
pelten Eigenwertproblems der ungedampften Tragwerkseigenschwingung fuhrt auf die
in Tafel 7.1 angegebenen Eigenfrequenzen bzw. Eigenperioden in Abhangigkeit der
Umfangswellenzahl n. Die minimale Eigenfrequenz tritt jeweils in der Umfangswelle n
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=5 mit f = 0,98 Hz bei starrer bzw. mit f = 0,73 Hz bei nachgiebiger vertikaler Lagerung
auf.

Deutlich erkennbar ist nach Tafel 7.1 der Einfluss der vertikalen nachgiebigen Lage-
rung der Struktur auf elastischer Bettung. Dieser Effekt wirkt sich besonders stark in
den Umfangswellen n = 0 = 5 aus. Somit beeinflusst die Bodennachgiebigkeit auch
malf3geblich die Eigenfrequenzen und Eigenformen der Umfangswelle n = 1, die von
besonderem Interesse sind, da sich aus deren Kombination die lineare Strukturant-

f[1/s]
A
2,0
\
\
\ Starre
\ Lagerung
15
1,0
elastische
Lagerung auf
Bettung
0,5 ‘ ‘ ‘ ‘ \ >
0 1 2 3 4 5 6 7 g N
Umfangswelle
Umfangs- | 1 2 3 4 5 6 7 8
welle n

fgettung [1/S]| 3,230 | 1,367 | 0,854 | 0,792 | 0,819 |0,732 | 0,969 | 1,230 | 1,474

fstar  [1/S]| 5,608 | 1,970 | 1,135 | 1,055 | 1,083 |0,980 | 1,080 | 1,341 | 1,538

Umfangs-
welle n

Tgetung [S] | 0,309 | 0,731 (1,172 | 1,263 | 1,221 1,366 1,033 | 0,813 | 0,678

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tstar [S] |0,178 | 0,508 | 0,881 | 0,948 | 0,923 |1,021 | 0,926 | 0,746 | 0,650

Tafel 7.1 Vergleich der Eigenfrequenzen des untersuchten Kuhlturms
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In Umfangswelle n = 1 erfolgt eine Kippschwin-

kallagerung schnell ab, und die Frequenzen des Systems mit starrer und nachgiebiger
Lagerung nahern sich einander an. Diese Eigenschaft ist auch anhand der Bilder 7.15

und 7.16 erklarbar, die Darstellungen der ersten Eigenformen fur die Umfangswellen
n =1 + 6 in Ansicht und Grundriss enthalten. Bei der nicht dargestellten ersten Ei-
genform in Umfangswelle n = O liegt eine Vertikalschwingung auf der nachgiebigen

vertikalen Unterstitzung vor, bei der die Schale sich nahezu als Starrkorper verhalt

und somit keine Verzerrungen erfahrt.
gung der gesamten Schale, die sich wiederum annéhernd als Starrkorper verhalt. Da-

wort auf horizontale Erdbebenanregung zusammensetzt. Fir Eigenformen hoherer
Ordnung der genannten Umfangswellen nimmt der Einfluss der nachgiebigen Verti-
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Bild 7.15 Erste Eigenform in den Umfangswellen n = 1 = 6 (Ansicht)
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Bild 7.16 Erste Eigenform in den Umfangswellen n =1

= 6 (Draufsicht)

bei treten ebenfalls die maligebenden Verformungen und Verzerrungen in der elasti-
schen Unterstitzung auf. Die Schale als idealisierter Starrkorper liefert somit nur ge-
ringe Beitrage zur generalisierten Steifigkeit, so dass sich die Nachgiebigkeit des Bo-
dens stark in den Eigenfrequenzen niederschlagt. Fur hohere Umfangswellen erfahrt
die Schale bei der Eigenschwingung deutliche Verzerrungen, wie am Umfangswellen-
muster der Eigenformen im Bild 7.15 zu erkennen ist, so dass der Anteil der elas-
tischen Unterstitzung an der generalisierten Steifigkeit mit hoheren Umfangswellen
stark abnimmt und sich somit die Losungen fur starre und nachgiebige Unterstitzung
annahern. Fur die dynamischen Erdbebenuntersuchungen darf daher die vertikale
nachgiebige Unterstlitzung im Gegensatz zu statischen Untersuchungen nicht ver-
nachlassigt werden, da sie die dynamischen Systemeigenschaften entscheidend mit-
bestimmit.

Fur die Strukturantwort auf Erdbebenanregung sind wie bereits erwahnt die Eigen-
formen fir n = 1 von besonderem Interesse, von denen die ersten drei im Bild 7.17
enthalten sind. Die erste Eigenform beschreibt die bekannte Kippschwingung auf elas-
tischer Bettung, die zweite Eigenform kann als horizontale Starrkdrperschwingung der
Schale auf dem stark deformierten Stiitzenfachwerk bezeichnet werden. Die darge-
stellte dritte Eigenform besitzt bereits eine ausgepragte Welligkeit in Meridianrichtung;
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Bild 7.17 Eigenformen der Umfangswelle n
(1) KERN COUNTY 21.07.1952 (Anhang Bild B1)
(2) TABAS 16.09.1978 (Anhang Bild B2)

(3) EL CENTRO 19.05.1940 (Anhang Bild B3)

setzt. Fur die linearen Untersuchungen werden zunéachst vereinfachte Betrachtungen
mit statischen Ersatzlasten sowie mit dem Antwortspektrenverfahren durchgefuhrt. Fur
Zeitverlaufsberechnungen sind ferner funktionale Zusammenhange zwischen der Zeit
und der Beschleunigung erforderlich. Es werden aufgrund der stochastischen Natur
der Erdbebenanregung Untersuchungen fir finf verschiedene gemessene Zeitverlaufe
nach [95] durchgefiihrt, die allesamt auf die Auslegungsbeschleunigung von 3,5 m/s?
normiert sind. Die zugehdrigen Antwortspektren finden sich im Bild 7.18. Das TABAS
Erdbeben ist in der iranischen Erdbebenvorschrift [69] im Ubrigen als Zeitverlauf fur die

Tragwerksauslegung bei der Anwendung von Zeitverlaufsberechnungen explizit vorge-
schrieben, doch auch der Beschleunigungsverlauf des EL CENTRO Bebens ist in der

diese liefert wie auch die erste Eigenform bei Anregung grof3e Meridiankrafte.

7.3.3.3 Ubersicht tiber die durchgefuihrten Zeitverlaufsberechnungen

Zur Ermittlung der Beanspruchungen des untersuchten Kuhlturms infolge der hori-
zontalen Erdbebenbeschleunigung werden verschiedene numerische Verfahren einge-
Literatur haufig als Auslegungserdbeben zu finden [24], [26].



7.3 Untersuchungen an einem Naturzugkuhlturm 231

(4) LOMA PRIETA 18.10.1989 (Anhang Bild B4)

(5) SAN FERNANDO 09.02.1971 (Anhang Bild B5)

Mit diesen Beschleunigungszeitverlaufen werden die Tragwerksbeanspruchungen in-
folge horizontaler Erdbebenbeschleunigung bestimmt, wobei unterschiedliche Stufen
der Nichtlinearitat, im Folgenden als Falle a — e bezeichnet, bei den Zeitverlaufsbe-
rechnungen berlcksichtigt werden.

a) Lineares Verhalten

b) Nichtlineares Verhalten: Abheben in der Bodenfuge

c) Nichtlineares Verhalten: Abheben in der Bodenfuge und nichtlinear elastisches
Verhalten der Schale

d) Nichtlineares Verhalten: Abheben in der Bodenfuge und nichtlineares Verhalten
der Schale mit Vorschadigungsabspeicherung

e) Nichtlineares Verhalten: Abheben in der Bodenfuge und nichtlinear elastisches
Verhalten der Schale sowie Berlcksichtigung des Stltzenaufreil3ens

B
410 1
E NS — Komponenten
i @ Kern County
3'0 ] i @ Tabas
E @ El Centro
E @ Loma Prieta
! @ San Fernando
2,0 1
1,0 Juis
0,0
0,00 ,40 0,60 0,80 1,00 1,20
Periode T [s]
Bild 7.18 Antwortspektren zu den Erdbebenverlaufen (£ = 5%)
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Vor dem Start der dynamischen Berechnungen wird das Eigengewicht statisch aufge-
bracht, der hierfir berechnete Gleichgewichtszustand dient als Ausgangszustand fur
die dynamische Analyse. Die Zeitverlaufsberechnungen (linear und nichtlinear) wer-
den mit dem direkten Zeitintegrationsverfahren nach NEWMARK (6 = 0,50; v = 0,25)
mit einer Zeitschrittweite von At = 0,005 s fur eine Bebendauer von 20 s durchgefiihrt
und mit dem Verfahren der modalen Analyse unter Verwendung der doppelten Zeit-
schrittweite von At = 0,01 s mit 95 Eigenformen je Umfangswelle (entspricht 27% der
Systemfreiheitsgrade) gegengerechnet, um die Ergebnisse abzusichern. Bei linearen
Verhaltnissen reichen jedoch bereits 10 Eigenformen (nur Umfangswelle n = 1) voll-
kommen aus. Als pauschale Tragwerksdampfung wird ein LEHRsches Dampfungs-
malf3 von £ = 0,05 fur alle Eigenformen bericksichtigt. Mit diesem werden aquivalente
RAYLEIGH Dampfungsparameter aus den ersten beiden Tragwerksperioden in Um-
fangswelle n = 1 bestimmt (3T = 0,73 s, 3T = 0,40 s — ay = 0,555 und ax = 0,004), die
fur die direkte Zeitintegration bendtigt werden.

7.3.3.4 Lineare Strukturanalysen (Fall a)

Die einfachste Abschatzung der Tragwerksbeanspruchungen infolge Erdbebens erfolgt
durch eine lineare statische Berechnung mit einer statischen Ersatzbeschleunigung.
Hierzu wird aus der Periode der ersten Eigenschwingung 1T = 0,731 s in Umfangswelle
n = 1 unter Auswertung des Antwortspektrums nach EC8-Baugrundklasse A (siehe
Bild 7.13 und Bild 7.18) die dynamische Beschleunigungstiberhthung bestimmt, die zu
einer statischen Ersatzbeschleunigung nach Gleichung (7.3) fihrt. Mit dieser wird der
zugehorige Lastvektor als Eingangswert fur die statische Berechnung nach Gleichung
(6.38) aufgebaut.

wIN

18 - Vg = 2,50 - <ﬂ) Vg = 1,673-3,50 = 5,86 m/s? (7.3)
0,731
Beim Verfahren der statischen Ersatzbeschleunigung geht jedoch nur die dynamische
Uberhéhung der ersten Eigenperiode ein, nicht die Gestalt der Eigenform. Die Er-
satzhorizontalkrafte verlaufen somit affin zur Wanddickenverteilung. Beim Vergleich
der Ergebnisse aus statischer Ersatzbeschleunigung mit dem Antwortspektrenverfah-
ren nach Tabelle 7.3 wird deutlich, dass mit statischen Ersatzlasten lediglich die Bo-
denpressung, die gro3ten Stutzenkrafte und die Stlitzenbewehrung mit ausreichender
Genauigkeit berechnet werden. Fur die Schalenschnittgrof3en, die erforderliche Scha-
lenbewehrung und den Risslastfaktor treten erhebliche Diskrepanzen auf; fir diese
GrolRen erweisen sich die Ergebnisse nach dem statischen Ersatzbeschleunigungs-
verfahren als nicht konservativ. Dies riihrt daher, dass dabei lediglich die resultierende
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Ergebnisse fur die Schale und abhebende Bereiche (lineare Dynamik)

erffag, | erfas, | maxn®® | max Pyq | abheb. | Abheben | Erstriss

[cm%m] | [ecm*m]| [KN/m] [KN/m] Winkel | g +A-(e/w) | g +A-(e/w)
stat. Ersatzlast 7,2 8,9 331 2050 -10° - 10° 0,98 1,30
Antwspektrenv. 9,0 13,3 595 2132 -20° - 20° 0,91 0,94
Kern County 12,5 22,2 1014 2518 -40° —40° 0,68 0,69
Tabas 11,0 18,6 850 2299 -30° —30° 0,79 0,77
El Centro 8,7 12,8 578 2055 -10° - 10° 0,98 0,95
Loma Prieta 10,8 12,1 540 2039 -5° - 5° 1,00 0,99
San Fernando 5,6 2,7 99 1422 | - 2,55 1,74
BTR 97 16,0 | 18,3 808" 2342”7 | - 1,82 1,36

Ergebnisse fur das Stitzenfachwerk (lineare Dynamik)

min Pgiy | Max Py | min Pgy | max Py min Pgyy | Mmax Pgy As sti
[kN] [KN] (1-1/2) (1-1/2) | (23-1/2) | (23-1/2) [cm?]
stat. Ersatzlast | -13057 | + 5864 - 8010 + 817 - 9102 +1909 | 157(9-2)
(16-1) (8-2) - 9102 + 1909 - 8010 + 817 | 2,46%
Antwspektrenv.| -12152 | + 4959 - 8608 + 1415 - 8952 +1759 |138(10-2)
(14-1) (10-2) - 8952 + 1759 - 8608 +1415 | 2,16 %
Kern County -12759 | +5539 | -10299 | +3054 | -10299 | +3502 |158(14-1)
(9-2) (15-1) | -10744 | +3059 | -10295 | +3058 | 2,48%
Tabas -13084 | + 5860 - 9553 + 622 - 8417 +2277 |164(9-2)
(15-1) (9-2) - 9506 +1190 - 7836 +2323 | 257%
El Centro -13048 | + 5829 - 8376 + 779 - 8861 +1213 | 161(9-2)
(16-1) (8-2) - 8447 + 1645 - 8003 +1147 | 2,54 %
Loma Prieta -15498 | + 8276 - 7469 + 1065 - 8325 +1323 |226(14-1)
(10-2) (14-1) - 8533 + 1093 - 8294 + 260 | 3,55%
San Fernando -10859 | + 3642 - 5389 - 1461 - 5444 - 1525 |108(12-2)
(12-1) (12-2) - 5674 - 1756 - 5749 - 1811 1,69 %
BTR 97 -10746”| +1054” | -61257 | + 971V | -5953? | +1054" | 16020
(10-1) (1-2) -5953% | +1054" | -61257| + 9717 gew
Y9+ 1,75w 91,75 - (g + w)

Tabelle 7.3 Ergebnisse der linearen Erdbebenberechnungen (Fall a)

Gesamthorizontalkraft infolge Bodenbeschleunigung (base shear), die in der Boden-
fuge Ubertragen werden muss, und somit auch die Stitzenkrafte und Beanspruchung
im unteren Schalenbereich richtig erfasst werden. Die Gestalt der partizipierenden Ei-
genformen nach Bild 7.17 und damit auch die Verteilung der Tragheitskrafte tGber die
Hohe in Abhangigkeit der Schwingform findet beim Verfahren der statischen Ersatzbe-
schleunigung im Gegensatz zum Antwortspektrenverfahren keine Bertcksichtigung.

Beim Vergleich der Ergebnisse der statischen Lastfalle nach BTR 97 mit den Ergeb-
nissen des Antwortspektrenverfahrens fur die horizontale Erdbebenbeschleunigung
Vgr = 3,5 m/s? in Tabelle 7.3 fallt auf, dass fir die Schale (Meridianzugkrafte, erforder-
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Bild 7.19 Bewehrungsmengen der linearen Berechnung (Fall a)

liche Bewehrungsmengen) die statischen Lastfalle nach BTR 97 mal3gebend werden.
Dies gilt jedoch nicht fur die Stutzenkrafte. Obgleich die maximalen Stutzendruckkrafte
fur beide Beanspruchungsarten in der gleichen Grol3enordnung liegen, treten fir die
Erdbebenlastkombination um ein Vielfaches hdohere Stutzenzugkréafte auf, so dass die
dreifache Bewehrungsmenge gegentber der Bewehrung von 160120 aus den stati-
schen Kombinationen nach BTR 97 erforderlich wird.

Im Rahmen der dynamischen Untersuchungen werden nun die im Abschnitt 7.3.3.3
vorgestellten, auf die Maximalbeschleunigung vy = 3,5 m/s? skalierten Zeitverlaufe
verschiedener Erdbeben auf die Struktur aufgebracht. Das SAN FERNANDO Beben
besitzt nach Bild 7.18 im Bereich der ersten Eigenperiode keine ausgepragte dynami-
sche Uberhéhung. Somit werden nach Tabelle 7.3 durch dieses Beben im Vergleich zu
den Ubrigen Ergebnissen (statische Ersatzbeschleunigung, Antwortspektrenverfahren
ECB8-A, restliche Zeitverlaufsberechnungen) keine nennenswerten Beanspruchungen
in der Schale hervorgerufen; auch die maximale Bodenpressung fallt vergleichswei-
se gering aus. Die maximalen und minimalen Stitzennormalkréafte treten im Stltzen-
paar 12 direkt bei * = 90° auf. Dies ist ein Zeichen dafiir, das in der Strukturantwort
die zweite Eigenform nach Bild 7.17 (horizontale StarrkOrperbewegung der Schale)
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Bild 7.20 Maximale Meridiankrafte nach linearer Berechnung (Fall a)

stark dominiert, die im Wesentlichen einen sinusformigen Schubkraftverlauf n<?> in
der Schale und somit maximale Stutzenkrafte bei ' = 90° verursacht. Dahingegen
werden Kippschwingungen (erste und dritte Eigenform nach Bild 7.17), die die grof3ten
Meridiankrafte n<??> und daraus Stitzenkréafte bei ' = 0° und 6* = 180° erzeugen,
durch dieses spezielle Beben nur geringfligig angeregt. Bestatigt wird dies aul3erdem
im Bild 7.18 durch das Antwortspektrum fir das SAN FERNANDO Beben, das ei-
ne schwache Uberhohung fiir die erste Eigenform und eine starke Uberhéhung fiir die
zweite Eigenform aufweist. Im Allgemeinen kann festgestellt werden, dass die Kippbie-
geschwingungen im Verhaltnis zur horizontalen Starrkdrperschwingung der Schale an
Einfluss gewinnen, je weiter der Ort der maximalen Stltzenkrafte vom Stltzenpaar 12
(6* = 90°) entfernt ist. Die Orte der maximalen Stitzenkrafte (Zug- und Druckkraft) sind
einander zugeordnet. Tritt die maximale Zugkraft in der ersten Stltze eines Stitzen-
paars (z.B. Stutze X-1) auf, so befindet sich die zugehdrige maximale Druckkraft in
der zweiten Stitze des korrespondierenden Stitzenpaars (z.B. Stitze Y-2) und umge-
kehrt. Dabei ergibt die Summe X + Y flr die vorliegende Geometrie (23 Stltzenpaare
auf dem halben Umfang, siehe Bild 7.12) immer den Wert 24. Dies bedeutet, dass die
Orte der maximalen Stiitzenkréafte gleich weit vom Stiitzenpaar 12 (6* = 90°) entfernt
sind, nur in die jeweils andere Richtung des Umfangs.
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Das EL CENTRO und das LOMA PRIETA Beben liefern nahezu gleiche Ergebnisse
(Bewehrungsmengen und maximale Meridianzugkrafte, siehe Bild 7.19 und 7.20) fur
die Schale, die erste Eigenform wird nach Bild 7.18 in gleicher Weise angeregt. Aller-
dings ruft das LOMA PRIETA Beben deutlich hohere Stutzenkréafte als das EL CEN-
TRO Beben hervor, da dieses von allen untersuchten Erdbeben die grof3te Antwort
in der zweiten Eigenform besitzt. Dieser Effekt wirkt sich nach Bild 7.19 auch auf die
Ringbewehrung im unteren Schalenbereich Z < 50 m aus; infolge des LOMA PRIETA
Bebens ist hier eine deutlich hohere Ringbewehrung als fur die restlichen untersuch-
ten Beben erforderlich, die aus der Schubbeanspruchung resultiert. Auch die Orte des
Auftretens der minimalen und maximalen Stitzenkrafte (Stlitzen 10-2 und 14-1) be-
finden sich fur das LOMA PRIETA Beben im Vergleich zu den restlichen Beben wieder
naher bei 6! = 90°.

Das TABAS und das KERN COUNTY Beben erzeugen ebenso untereinander sehr
ahnliche Beanspruchungen. Im Vergleich zu den restlichen untersuchten Beben und
dem Spektrum nach EC8-A wird hierbei die erste Eigenform tbermalig stark ange-
regt, so dass nach Bild 7.20 im Schalenbereich unterhalb 80 m wesentlich héhere
Meridianzugkrafte auftreten, die auch die maximale Meridiankraft der statischen Kom-
binationen nach BTR 97 deutlich Uberschreitet und somit nach Bild 7.19 zu grol3eren
erforderlichen Bewehrungsmengen ag; fiihrt (KERN COUNTY: 22,2 cm?/m > BTR 97:
18,3 cm?/m). Die Lastkombination g + +,-e des KERN COUNTY Bebens liefert mit max
n<??> = 1014 kN/m um 25% hohere Meridianzugkrafte als die statische Kombination
g +1,75-w. Abheben vom Boden und Aufrei3en der Schale finden fur dieses Erdbeben
sehr frih bei Aapn = 0,68 bzw. \griss = 0,69 statt, so dass sich signifikante nichtlineare
Effekte einstellen werden.

Stutzenaufreil3en erfolgt bei einer Rissnormalkraft von 2300 kN und damit bei allen un-
tersuchten Erdbeben, wohingegen bei den statischen Lastfallkombinationen nach BTR
97 diese Schranke unterschritten wird (max Py = 1054 kN, 46% der Risslast). Abgese-
hen vom Stltzenaufreil3en treten weitere ausgepragte Nichtlinearitaten (Abheben vom
Fundament und Reil3en der Schale) nur beim EL CENTRO, TABAS und KERN COUN-
TY Beben auf, weshalb in den folgenden nichtlinearen dynamischen Untersuchungen
nur diese weiter behandelt werden. Ferner wird an den Ergebnissen sehr deutlich,
dass der Maximalwert der Bodenbeschleunigung nur wenig tber die hervorgerufenen
Beanspruchungen aussagt. Von grof3er Bedeutung ist der Frequenzgehalt des Bebens;
dieser bestimmt, welche Eigenformen angeregt werden, was am Unterschied zwischen
den beiden Extremfallen SAN FERNANDO und KERN COUNTY Beben deutlich wird.
Aufschluss dartiber gibt eine Transformation der Beschleunigungsverlaufe in Antwort-
spektren gemal Bild 7.18 oder eine Fouriertransformation in den Frequenzbereich.
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7.3.3.5 Nichtlineare Strukturanalysen (Fall b)

Infolge der Beschleunigungsverlaufe des KERN COUNTY, TABAS und EL CENTRO
Bebens sind nach linearer dynamischer Berechnung Faktoren von Aapn < 1 fUr die Be-
schleunigungen, die zum Abheben fiihren, bestimmt worden. Demnach treten geman
Tabelle 7.4 Zugspannungen in der Bodenfuge auf, die in der Realitat nicht wirken.
Dem Abheben entgegen wirken das Fundamenteigengewicht sowie die Erdauflast auf
dem Fundament, die zusammen 223,4 kN/m betragen. Zunachst wird daher in diesem
Abschnitt im Rahmen der dynamischen Untersuchungen das Abheben des Kreisring-
fundaments vom Boden als einzige Nichtlinearitat bericksichtigt.

Ein wesentlicher durch das Abheben verursachter Effekt ist die Reduktion der maxi-
malen Meridianzugkrafte, deren Verlaufe Uber die Schalenhdhe im Bild 7.22 darge-
stellt sind. Fir das KERN COUNTY Beben, das die starksten nichtlinearen Effekte
hervorruft, kann eine Abnahme von n<??> = 1014 kN/m auf n<??> = 780 kN/m, also
um ca. 23%, festgestellt werden. Fur das TABAS Beben betragt diese Abnahme noch
13%, und es stellt sich hierfur eine maximale Meridianzugkraft von n<22> = 738 kN/m
ein. Das Abheben hat somit einen Abbau der Spitzenmeridianzugkraftbeanspruchung
in der Schale zur Folge, die sich natirlich auf die erforderlichen Bewehrungsmengen
auswirkt: Gegenuber der linearen Berechnung mit erf ag, = 22,2 cm?/m fallt diese nun
mit erf as, = 17,0 cm?/m im gleichen Verhaltnis wie die Meridianzugkrafte ebenso um
23% geringer aus. Gemal Bild 7.21 sind somit die erforderlichen Bewehrungsmen-
gen ag; und ag, der Schale fir alle untersuchten Beschleunigungszeitverlaufe, selbst

Ergebnisse fiir die Schale und abhebende Bereiche (nichtlineare Dynamik: Abheben)

<22>

erfag; | erfas, | maxn max Ppoqg abheb. Abheben Erstriss

[cm?m] | [cm®m]| [kN/m] [KN/m] Winkel g +h-e g +h-e
Kern County 11,5 17,0 780 2406 -50° —-50°| = ----- 0,80
Tabas 10,7 15,9 738 2333 -40° —40°|  ----- 0,83
El Centro 8,7 12,4 572 2051 -10° —-10°|  ----- 0,96

Ergebnisse fiur das Stitzenfachwerk (nichtlineare Dynamik: Abheben)

min Py | maX Pgy | Min Pgy | max Py | Min Pgg | max Pgy Assti
[kN] [kN] (1-1/2) (1-1/2) (23-1/2) | (23-1/2) [sz]
Kern County -12730 | + 5352 - 9796 + 1434 - 9545 + 1835 |[157(14-1)
(9-2) (16-1) -10193 + 1617 - 9280 + 1231 2,46 %
Tabas -13114 + 5890 - 9701 + 954 - 8555 + 1558 |164 (9-2)
(15-1) (9-2) - 9668 + 1306 - 8287 + 1270 2,58 %
El Centro -13089 + 5869 - 8366 + 713 - 8855 + 1177 |162 (9-2)
(16-1) (8-2) - 8413 + 1643 - 7923 + 1090 2,55 %

Tabelle 7.4 Ergebnisse der nichtlinearen Erdbebenberechnungen (Fall b)
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fur das KERN COUNTY Beben, unter Ausnutzen der glinstigen Effekte des Abhebens
mit der gewahlten Bewehrung aus den statischen Lastkombinationen nach BTR 97
abgedeckt. Die Beriicksichtigung des Abhebens als einzige Nichtlinearitat hat zudem
den Vorteil, dass die nichtlinearen Ergebnisse von der eingelegten Bewehrungsmenge
unabhangig sind und somit keine Zusatztberlegungen hinsichtlich einer Dimensionie-
rungsstrategie angewendet werden missen.

Als Folge des Ausfalls der Zugbettungskrafte in der Fundamentfuge vergrofRert sich
der abhebende Bereich gegeniuber dem linear dynamischen Fall a. Die Vergrol3erung
des abhebenden Bereichs betragt nach Tabelle 7.4 fir das KERN COUNTY und TA-
BAS Beben jeweils 20°. Die maximalen Bodenpressungen auf der dem abhebenden
Bereich gegeniberliegenden Seite des Umfangs hingegen andern sich bei der nichtli-
nearen dynamischen Berechnung nur unbedeutend. In [81] ist gezeigt worden, dass
sich bei einer rein statischen Betrachtung die maximalen Pressungen infolge Hori-
zontalbeschleunigung durch das Abheben vergroRern. Aufgrund der Tragheits- und
Dampfungskréafte tritt dieser Effekt in der dynamischen Berechnung nicht auf. Die dem
abhebenden Bereich gegenuberliegende Seite spirt von dem kurzzeitigen Abheben,
das pro Vorgang ca. 0,1 s (x~ % -1T) dauert, aufgrund der Tragheit nichts.
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Bild 7.21 Bewehrungsmengen der nichtlinearen Berechnung (Fall b)
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Bild 7.22 Maximale Meridiankrafte nach nichtlinearer Berechnung (Fall b)

Ein weiterer Effekt besteht in der Reduktion der Stiitzenzugkrafte derjenigen Sttitzen,
die sich in den abhebenden Bereichen befinden. Daher sind in den Tabellen 7.3—
7.6 neben den extremen Stltzenkraften des gesamten Umfangs auch die maximalen
Stitzenkrafte der Stitzenpaare 1 (6* ~ 0°) und 23 (#* ~ 180°) angegeben. Fir das
KERN COUNTY Beben findet eine Verringerung der fur diese Stitzen maximalen Zug-
kraft von 3502 kN (Tabelle 7.3) auf 1835 kN (Tabelle 7.4) statt, was ungefahr 50% ent-
spricht. Allerdings liegen die bemessungsrelevanten Zugstitzen nicht im abhebenden
Bereich. Fir das KERN COUNTY Beben ist dies die Stutze 16-1, deren Stitzenkopf
sich bei * ~ 121,3° befindet (also auRerhalb des abhebenden Bereichs). Die genann-
ten mal3gebenden Stiutzen erhalten den wesentlichen Anteil ihrer Stltzenkrafte nicht
aus der Kippschwingung (erste Eigenform nach Bild 7.17), die Stutzenkrafte nahe der
Symmetrieebene x? = 0 hervorruft, sondern aus der horizontalen Starrkorperschwin-
gung der Schale (zweite Eigenform nach Bild 7.17). Aus diesem Grund andern sich
nur die Stutzenkrafte in den abhebenden Bereichen, nicht aber die mafigebenden ma-
ximalen Stitzenzugkrafte und zugehorigen Bewehrungsmengen in den Flanken.

Die auftretenden Meridianzugkrafte liegen dennoch auch nach ihrem Abbau infolge
Abhebens noch deutlich Uber der Risslast, wie im Bild 7.22 zu erkennen ist, so dass die
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Berucksichtigung der materiellen Nichtlinearitat des Stahlbetons bei den dynamischen
Berechnungen im nachsten Schritt (Fall c) erfolgt.

7.3.3.6 Nichtlineare Strukturanalysen (Fall ¢ und Fall d)

Fur den Fall ¢ (Beriicksichtigung des Abhebens in der Fundamentfuge und zusatzlich
des nichtlinear elastischen Verhaltens der Schale, im Wesentlichen also das Reif3en
des Betons) sind zum Vergleich mit den linearen Berechnungen (Fall a, Tabelle 7.3)
und den nichtlinearen Berechnungen mit Beriicksichtigung des Abhebens als einzigs-
te Nichtlinearitat (Fall b, Tabelle 7.4) wiederum in Tabelle 7.5 die wesentlichen Ergeb-
nisgrofRen angegeben. Gegenlber dem Fall b kann eine weitere Reduktion der Meri-
diankrafte n<22> festgestellt werden. Fir das KERN COUNTY Beben als starkstes der
untersuchten Beben betragt die Abnahme bezogen auf die lineare Losung 37% (Fall c:
634 kN/m, Fall a: 1014 kN/m); dies ist gegentber der Berlcksichtigung des Abhebens
allein (Reduktion nur um 23%) nochmals eine deutliche Steigerung. Am Hohenverlauf
der maximalen Meridiankrafte im Bild 7.24 ist zu erkennen, dass im Schalenbereich
30 m < Z < 90 m die Rissnormalkraft von der maximalen Meridianzugkraft lediglich
geringfiigig Uberschritten wird. Auch die zugehdrige Verteilung der maximalen Meridi-
ankrafte tber den Umfang im Bild 7.24 zeigt gegenuber Bild 7.20 eine Vergleichmal3i-
gung der Beanspruchungen in den gerissenen Bereichen um §* = 0° und um 6* = 180°.

Die auftretenden nichtlinearen dynamischen Effekte in der Schale sind mit denjenigen

Ergebnisse fir die Schale und abhebende Bereiche (Abheben und Aufreil3en der Schale)

<22>

erfag; | erfas, | maxn max Ppoqg abheb. Abheben Erstriss

[cm?m] | [cm®m]| [kN/m] [KN/m] Winkel g +h-e g +h-e
Kern County 11,4 15,0 634 2397 -50° -50°| - | -
Tabas 10,5 14,3 635 2312 -40° —40°| - | -
El Centro 8,7 12,4 562 2041 -10° - 10°| - | -

Ergebnisse fur das Stiutzenfachwerk (Abheben und AufreiRen der Schale)

min Py | maX Pgy | Min Pgy | mMax Py | Min Pgg | max Pgy Assti
[kN] [kN] (1-1/2) (1-1/2) (23-1/2) | (23-1/2) [sz]
Kern County -12777 | + 5467 - 9747 + 1398 - 9522 + 1817 |[156(14-1)
(10-2) (14-1) -10148 + 1600 - 9166 + 1211 2,45%
Tabas -13126 + 5864 - 9598 + 1007 - 8556 + 1560 |164 (9-2)
(15-1) (9-2) - 9575 + 1292 - 8294 + 1262 2,57 %
El Centro -13124 + 5812 - 8324 + 677 - 8894 + 1206 |161 (9-2)
(16-1) (8-2) - 8372 + 1591 - 7942 + 1084 2,53 %

Tabelle 7.5 Ergebnisse der nichtlinearen Erdbebenberechnungen (Fall c)
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Bild 7.23 Bewehrungsmengen der nichtlinearen Berechnung (Fall c)

des Anwendungsbeispiels aus Abschnitt 3.8 vergleichbar: Denn auch im Falle des an
dieser Stelle untersuchten einfachen Anwendungsbeispiels erfolgt nach Uberschreiten
der Risslast nur noch eine geringfugige Erhéhung der Schalenbeanspruchung auf-
grund des plotzlichen Steifigkeitsverlusts. Wie im Abschnitt 3.8 gezeigt, durfen bei der
Aufstellung des dynamischen Gleichgewichts im Gegensatz zum statischen Gleichge-
wicht die SchnittgroRen (Rickstellkrafte) nie allein betrachtet werden, sondern missen
immer in Verbindung mit den zugehdrigen Tragheits- und Dampfungskraften gesehen
werden.

Die Stltzenkréafte in den abhebenden Bereichen um #* = 0° und 6* = 180°, in denen
gleichzeitig auch die maximalen Meridianzugkrafte auftreten, reduzieren sich durch
das zusatzliche AufreiRen nur noch geringfligig gegentuber dem Fall b. Die GroRRe und
Lage der bemessungsrelevanten Stiutzenkrafte in den Flanken bleibt gegenuber dem
linear elastischen Fall auch hier nahezu unverandert.

Mit den ermittelten nichtlinearen SchnittgrofRen erfolgt im Programmnachlauf eine Be-
messung. An der erforderlichen Ringbewehrung as; sind gegentber dem Fall a und
dem Fall b nur minimale Veranderungen festzustellen. Infolge des Abbaus der Meri-
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Bild 7.24 Maximale Meridiankrafte nach nichtlinearer Berechnung (Fall c)

dianzugkrafte nimmt jedoch die erforderliche Meridianbewehrung as, von 22,5 cm?/m
(Fall a) auf 15,0 cm?/m (Fall c) ab. Das TABAS und KERN COUNTY Beben liefern na-
hezu die gleichen erforderlichen Meridianbewehrungsmengen. Diese verlaufen affin zu
den maximalen Meridiankraften nach Bild 7.24. Fur die Bemessung der Schale reicht
somit die nach den statischen Lastkombinationen der BTR 97 berechnete Bewehrung
aus; unter Ausnutzen der glnstigen Effekte des Abhebens und des Reil3ens sind fir al-
le untersuchten Beschleunigungsverlaufe geringere Bewehrungsmengen erforderlich.

Gegenuber dem Abheben der Struktur in der Bodenfuge sind die zusatzlichen, durch
die Berucksichtigung des Aufreil3ens des Stahlbetons hervorgerufenen Effekte aller-
dings nur von untergeordneter Bedeutung. Diese Aussage wird ebenso untermauert
durch den Vergleich der Ergebnisse der Falle c und d. Bei letzterem erfolgt eine Abspei-
cherung der Vorschadigung (Dehnungs- und Spannungsvorgeschichte) im zweiaxialen
Werkstoffgesetz des Stahlbetons fur die Schale wahrend des Erdbebenzeitverlaufs im
Gegensatz zum nichtlinear elastischen Werkstoffverhalten im Fall c. Exemplarisch sind
im Bild 7.25 die maximalen erforderlichen Bewehrungsmengen as; und as; fir den Fall
d angegeben; die Bertcksichtigung der Vorschadigung fuhrt gegentber dem Fall ¢ zu
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Bild 7.25 Bewehrungsmengen der nichtlinearen Berechnung (Fall d)

keiner bedeutenden Anderung des Beanspruchungszustands in der Schale sowie in
den Stutzen und liefert nahezu identische Bewehrungsmengen.

7.3.3.7 Nichtlineare Strukturanalysen (Fall e)

Bis zu diesem Punkt ist den Berechnungen ein linear elastisches Materialverhalten
des Stutzenfachwerks zugrunde gelegt worden; Nichtlinearitaten sind lediglich fur die
Schale und fur die Bodenfuge (Abheben) beriicksichtigt worden. Da jedoch bei allen
untersuchten Erdbebenbeschleunigungsverlaufen die Risslast von 2300 kN deutlich
Uberschritten wird, liegt es nahe, diesem Verhalten in einer letzten Stufe der Untersu-
chungen (Fall ) Rechnung zu tragen.

Die einzelnen Stabe des V-Stutzenfachwerks verhalten sich im Wesentlichen wie idea-
le Fachwerkstabe. Diese sind zwar an ihren Kopfen und FuRRen in die angrenzenden
Bauteile (Schale und Ringfundament) eingespannt, doch ihre Hauptbeanspruchungs-
art sind Normalkréafte. Dies ist zudem direkt anhand der Stlitzenbemessungsergeb-
nisse nach Tabelle 7.3 belegbar: Zum einen fallen die Auftretensorte der maximalen
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Bewehrungsmengen und der maximalen Stitzenzugnormalkrafte zusammen, zum an-
deren stammt der Grol3teil der erforderlichen Bewehrungsmenge aus dem Normal-
kraftanteil. Darlber hinaus treten aus Kompatibilitatsgrinden (Behinderung der Ver-
drehung) Kopf- und FulReinspannmomente auf: Zur Modellierung des Stitzenverhal-
tens unter Zugkraften wird daher das Werkstoffgesetz eines einaxial beanspruchten
Stahlbetonzugstabs in Anlehnung an DIN 1045-1 [33] und deren Vorentwirfe verwen-
det, das bereits im Kapitel 3, Bild 3.6 erlautert worden ist. Das Gesetz unterscheidet
zwischen ungerissenem Bereich, Erstrissbereich, sukzessiver Rissbildung und Post-
Yielding Bereich und wird im Wesentlichen durch die Querschnittsflache und die Be-
tonzugfestigkeit f; = 3,2 MN/m? der Stiitze sowie durch die vorhandene Bewehrung,
die anhand der Ergebnisse aus linearer Berechnung (Fall a) fur das EL CENTRO,
TABAS und KERN COUNTY Beben mit 162 cm? (33025) gewahlt worden ist, und de-
ren Streckgrenze festgelegt. Das Gesetz wird in Abhangigkeit des Beanspruchungs-
zustands in jedem Iterationsschritt fir jede einzelne Stitze ausgewertet. Deren ein-
zelne Elementbeitrage sind programmintern durch den Umfangsverschiebungsansatz
gekoppelt, so dass fur das Stutzenfachwerkmakroringelement die Einzelbeitrage auf-
summiert werden und somit der Vektor der inneren Knotenkrafte und die tangentiale
Steifigkeitsmatrix zur Verfligung gestellt werden.

Zunachst werden die Stiutzennormalkréfte nach dem Verfahren der statischen Ersatz-
beschleunigung mit }3-Vy = 5,86 m/s? berechnet. Dabei sind im Bild 7.26 zum einen die
Ergebnisse nach linear elastischer Berechnung (Fall a), zum anderen die Ergebnisse
mit Berticksichtigung des Aufreil3ens der Schale, des Abhebens in der Fundamentfuge
und des Aufreil3ens der Stutzen unter Zugnormalkraften (Fall €) angegeben. Weiterhin
wird eine Vergleichsrechnung mit einem zweidimensionalen Modell durchgefihrt (Pro-
grammsystem ROSHE3 [128]), bei der jede einzelne Stitze diskret abgebildet und
eine Modellierung der Schale mit doppelt gekrimmten Dreieck- und Viereckelementen
vorgenommen wird, um die Ergebnisse und die Art der Vorgehensweise mit dem ,ver-
schmierten® Stitzenfachwerkmakroringelement auch im Hinblick auf die anschliel3en-
den dynamischen Untersuchungen mit Beriicksichtigung des StitzenaufreiRens abzu-
sichern.

Wie im Bild 7.26 zu erkennen ist, liefern beide Modelle, die zwar mit den gleichen Werk-
stoffgesetzen, aber mit einem grundsatzlich verschiedenen Elementkonzept arbeiten,
sehr gute Ubereinstimmung sowohl in den linearen wie auch in den nichtlinearen Er-
gebnissen. Fir die Stitze mit der maximalen Zugkraft (Stlitze 8-2) und deren Nach-
barbereich (3-2 bis 12-2) wird durch Berlcksichtigung der genannten Nichtlinearitaten
eine Reduktion der Stutzenkraft um maximal ca. 16% hervorgerufen. Gleichzeitig neh-
men auch die Druckkrafte in den zugehdrigen Stitzen 3-1 bis 12—-1 ab. Horizontal-
krafte werden als zugeordnete Kraftepaare in einer V-Stitze Ubertragen. Nimmt die
Zugkraft eines V-Stitzenpaares (z.B. Stitze 8-2) ab, so muss aus Gleichgewichts-
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Stutzenkréafte - linke Stltze der Stitzenpaare (X-1)
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Druckkrafterhdhung ca. 9%

Stitzenkrafte - rechte Stitze der Stutzenpaare (X-2)

Zugkrafterhéhung
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Bild 7.26 Stutzenkrafte infolge statischer Ersatzlast

grinden auch die zugehdrige Druckkraft des selben Stutzenpaars (d.h. Stitze 8-1)
abnehmen. Auf der gegentiberliegenden Seite des Umfangs vergrof3ern sich die maxi-
malen Druckkrafte. FUr die Stutze 16—1 betragt die durch die nichtlinearen Effekte ver-
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ursachte Druckkrafterhdhung ca. 9%. In der zugehdrigen Zugstiitze 16—-2 des Stiitzen-
paares 16 findet wieder aus Gleichgewichtsgriinden eine Erhdhung der Zugkraft statt.

Die maximal erforderliche Stltzenbewehrungsmenge nach linearer Berechnung be-
tragt 157 cm? fur die Stitze 9-2. Es wird nicht wie erwartet die Stiitze 8-2 mit der
maximalen Zugkraft mal3gebend, sondern die Stutze 9-2 des benachbarten Stitzen-
paares, da diese bei nahezu gleicher Normalkraft hohere Biegemomente als Stitze
8-2 besitzt. Die maximale Stltzenbewehrung, die sich aus der Bemessung mit den
nichtlinearen SchnittgroRen ergibt, reduziert sich um ca. 18% auf 129 cm?. Es fallt auf,
dass die hierfir maf3gebende Stitze 3-1 eine Stutze mit sehr geringer Druckkraft ist.
Die zugehorigen Stltzenbiegemomente, die sich gegenuber dem linear elastischen
Fall a wesentlich erhdhen, sind Ursache dafir, dass nun die Stitze 3-1 zur bemes-
sungsrelevanten Stitze wird. Zum Vergleich dazu ist fur die unter linearen Verhalt-
nissen maf3gebende Stutze 9-2 nach der Zugkraftreduktion durch die nichtlinearen
Effekte nur noch ein Bewehrungsquerschnitt von 109 cm? erforderlich.

Die Abschatzung der Auswirkungen der nichtlinearen Effekte des Stltzenreil3ens auf
die Verteilung der Stutzenkréafte mittels nichtlinearer statischer Berechnung mit Ersatz-
beschleunigung ist lediglich eine stark vereinfachte Vorgehensweise. Deswegen wer-
den zum Abschluss der Untersuchungen nochmals nichtlineare dynamische Berech-
nungen fir die Beschleunigungsverlaufe des KERN COUNTY, TABAS und EL CEN-
TRO Bebens durchgefuhrt, deren Ergebnisse im Folgenden diskutiert werden. In Ta-

Ergebnisse fiir die Schale und abhebende Bereiche (Abheben und Aufreil3en der Schale+Stiitzen)

<22>

erfag; | erfas, | maxn max Ppoqg abheb. Abheben Erstriss

[cm?m] | [cm®m]| [kN/m] [KN/m] Winkel g +h-e g +h-e
Kern County 11,6 15,1 642 2412 -50° -50°| - | e
Tabas 10,4 14,0 625 2286 -40° —40°| - | -
El Centro 8,6 12,3 566 2043 -10° - 10°| - | -

Ergebnisse fiur das Stitzenfachwerk (Abheben und AufreiRen der Schale+Stitzen)

min Py | maX Pgy | Min Pgy | mMax Py | Min Pgg | max Pgy Assti
[kN] [kN] (1-1/2) (1-1/2) (23-1/2) | (23-1/2) [sz]
Kern County -13373 | + 2805 - 9869 + 1428 - 9673 +1833 |91 (15-2)
(16-1) (9-2) -10186 + 1679 - 9123 + 1215 1,42 %
Tabas -13504 + 2867 - 9594 + 881 - 8433 + 1539 | 94 (16-2)
(16-1) (9-2) -9388 | +1425 -8177 | +1281 | 147%
El Centro -13802 + 2932 - 8322 + 756 - 8945 + 1224 | 95 (15-2)
(16-1) (8-2) - 8394 + 1737 - 7958 + 1078 1,49 %

Tabelle 7.6 Ergebnisse der nichtlinearen Erdbebenberechnungen (Fall e)




7.3 Untersuchungen an einem Naturzugkuhlturm 247

belle 7.6 sind wie in den Abschnitten zuvor die wesentlichen Ergebnisgrof3en angege-
ben. Das zusatzliche Aufrei3en der Stitzen hat gegentiber den Fallen ¢ und d keine
wesentlichen Auswirkungen auf die maximalen Meridiankrafte n<?2> und die maximal
erforderlichen Bewehrungsmengen as; und as,. Auch die abhebenden Bereiche und
die maximalen Bodenpressungen bleiben unverandert. Die grof3ten Stitzenzugkrafte
nahe der Symmetrieebene x? = 0, die exemplarisch fur die Stitzenpaare 1 und 23
angegeben sind, erfahren ebenso keine wesentlichen Veranderungen. In diesem Be-
reich hat bereits allein das Abheben (Fall b) zu einer deutlichen Reduktion der linear
ermittelten Stutzenkrafte (Fall a) gefiihrt, so dass sich die Zugstitzen in den abheben-
den Bereichen der Beanspruchung entziehen und die Rissnormalkraft Gberhaupt nicht
mehr erreicht wird. In den Flanken sind starke Stiitzenzugkraftreduktionen erkennbar,
wie im Folgenden erlautert wird.

In den Bildern 7.27, 7.28 und 7.29 sind die Umfangsverteilungen der wahrend der Erd-
bebenverlaufe in den Stutzen berechneten maximalen Zugkréafte fur beide Stiitzen aller
Stltzenpaare dargestellt. Dabei werden die linearen Ergebnisse (Fall a), die nichtlinea-
ren Ergebnisse unter Berlcksichtigung des Abhebens allein (Fall b) und die nichtlinea-
ren Ergebnisse unter Bertcksichtigung des Abhebens, der physikalischen Nichtlinea-
ritdt der Schale und des Aufreil3ens der Stitzen (Fall e) angegeben. Fir alle Beben
haben die Verteilungen eine &hnliche charakteristische Gestalt. Jede der beiden Ver-
teilungen fir die linke bzw. rechte Stltze der Stlitzenpaare besitzt genau ein Maximum.
Die Maxima befinden sich entweder im Bereich 6 ~ 66,5° (Stiitzenpaar 9) oder im
Bereich 6! ~ 113,5° (Stlitzenpaar 15); diese liegen ferner fir ein Beben immer auf ent-
gegengesetzten Umfangsseiten. Die Differenz zwischen den beiden Maximalwerten,
die beim TABAS Beben besonders stark ausgepragt ist, erlaubt eine Aussage Uber
die GleichmaRigkeit der horizontalen Anregung in positive und negative x*-Richtung.
Durch das Abheben alleine (Fall b) reduzieren sich nur die maximalen Stitzenzugkrafte
derjenigen Stiitzen, die im abhebenden Bereich nahe der Symmetrieebene x? = 0 lie-
gen (Stutzenpaare 1, 2, 3, 21, 22, 23). Nach dem Abheben liegt die Grol3e dieser
Zugkrafte unterhalb der Risslast, so dass sich diese bei Einfuhrung weiterer Nichtli-
nearitaten nur noch unbedeutend verandern. Die restlichen Stitzenzugkrafte, insbe-
sondere auch die Maximalwerte in den Flanken, bleiben dabei nahezu unberihrt.

Erst durch die zusatzlich zum Abheben und zum physikalisch nichtlinearen Verhalten
der Schale bericksichtigte Nichtlinearitat des StitzenaufreiRens und damit des Stei-
figkeitsverlusts infolge Rissbildung bei hohen Zugnormalkraften findet eine Reduktion
der bemessungsrelevanten maximalen Zugkrafte in den Flankenbereichen statt. Beim
KERN COUNTY Beben verringert sich die maximale Stitzenzugkraft in Stutze 15-1
von 5539 kN auf 2800 kKN um ca. 50%. Die maximal erforderliche Stitzenbewehrung
reduziert sich um 42% von 158 cm? auf 91 cm?2. Auch beim TABAS und EL CENTRO
Erdbeben finden Reduktionen der maximalen Stitzenzugkrafte durch das Stitzenrei-
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[IN] maximale Stitzenkrafte - linke Stltze der Stitzenpaare (X-1) KERN COUNTY
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Bild 7.27 Maximale Stutzenkrafte infolge KERN COUNTY Beben
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kN . . . . . .
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Bild 7.28 Maximale Stutzenkrafte infolge TABAS Beben
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[IN] maximale Stutzenkrafte - linke Stltze der Stitzenpaare (X-1) EL CENTRO
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Bild 7.29 Maximale Stutzenkréfte infolge EL CENTRO Beben
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3en in der gleichen Grof3enordnung statt. Beim TABAS Beben betragt diese 51% (Re-
duktion von 5860 kN auf 2867 kN fur Stutze 9-2), beim EL CENTRO Beben 50% (Re-
duktion von 5829 kN auf 2932 kN fir Stiutze 8-2). Gleiches gilt fur die hierfur erforderli-
chen Stutzenbewehrungsmengen: Fur die Bemessung der Stitzen infolge TABAS Be-
ben sind 164 cm? erforderlich (Stiitze 9-2), die Bemessung mit nichtlinear ermittelten
SchnittgroRen liefert 94 cm? (Stutze 16-2), was einer Reduktion um 42% entspricht.
Beim EL CENTRO Beben betragt die Stitzenbewehrung fir die linearen Schnittgrof3en
161 cm? (Stiitze 9-2), die bei der Bemessung mit nichtlinearen SchnittgroRen um 41%
auf 95 cm? (Stltze 15-2) reduziert wird.

Die Abnahme der maximalen Stitzennormalkraft infolge Berticksichtigung der nicht-
linearen Effekte des Abhebens, des physikalisch nichtlinearen Verhaltens der Schale
und des AufreiRens der Stiutzen (Fall e) gegentber dem linearen Fall a liegt fir die
untersuchten Beben somit generell bei einem Wert von ca. 50%. Weiterhin fallt fir die
genannten Beschleunigungsverlaufe im linearen Fall a die Lage der bemessungsrele-
vanten Stltze mit der Lage der Stutze mit maximaler Zugkraft entweder direkt zusam-
men, oder sie befinden sich in unmittelbarer Nachbarschaft. Dies gilt nun nicht mehr
fur die Stlitzenbemessung mit den nichtlinear ermittelten Schnittgrof3en (Fall e). Hier
liefert nicht die Stiitze mit maximaler Zugkraft die maRgebende Bewehrungsmenge;
die beiden Stiutzen (maximale Zugkraft und maximale Bewehrungsmenge im Fall e)
liegen in grolBerem Abstand auf dem Umfang voneinander entfernt. Fir die untersuch-
ten Beben wird Stltze 15-2 bzw. Stitze 16-2 mal3gebend, die eine geringere Zug-
kraft als die maximale Zugkraft in der vormals mafigebenden Stiitze aufweist. Diese
Tatsache bestatigt wiederum, dass nach dem Stitzenaufreil3en sich die Stitzenbiege-
momente vergrof3ern und somit nun bemessungsrelevant werden. Dieser Einfluss wird
mit dem gewahlten Modell der Steifigkeitsreduktion unter zentrischer Beanspruchung
naherungsweise beriicksichtigt. Der Effekt der VergroRerung der Stlitzenbiegemomen-
te nach dem StutzenaufreiRen ist bei einer Dimensionierung mit nichtlinear ermittelten
SchnittgroRen unbedingt zu beriicksichtigen, so dass die Reduktion der Stitzennor-
malkrafte niemals losgeldst von den Biegemomenten betrachtet werden darf.

7.3.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die wesentlichen Ergebnisse und Erkenntnisse des behandelten Anwendungsbeispiels
eines Naturzugkuhlturms mit einer Gesamthohe von 177 m unter horizontalen Boden-
beschleunigungen werden zum Abschluss dieses Kapitels nochmals stichpunktartig
zusammengefasst. Die angesetzte Horizontalbeschleunigung vg = 3,5 m/s® lasst sich
dabei gemal der in [71] gegebenen empirischen Beziehung zwischen die Intensitats-
stufen IX und X einordnen und entspricht somit einem relativ starken Beben an der
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oberen Grenze des ingenieurmal3ig relevanten Bereichs.

¢ Die Schalenbeanspruchungen infolge der Erdbebeneinwirkungskombination lie-
gen nach den Ergebnissen der linearen dynamischen Untersuchungen in der
gleichen Grolenordnung wie diejenigen infolge der statischen Kombinationen
nach BTR 97. Die dynamische Antwort ist wesentlich vom Frequenzgehalt der
Erregung bei gleicher Grundbeschleunigung abhangig (Unterschiede zwischen
den Extremfallen SAN FERNANDO und KERN COUNTY Beben). Lediglich bei
Beben, die die erste Eigenform des Kuhlturms Ubermalig stark anregen (TABAS
und KERN COUNTY Beben), stellen sich hdhere Meridiankrafte verbunden mit
hoheren erforderlichen Meridianbewehrungsmengen als fur die statischen Kom-
binationen nach BTR 97 ein.

e Allein durch das Abheben des Fundaments vom Boden werden die Schalenbe-
anspruchungen derart reduziert, dass die Erdbebenbemessung der Schale im
Vergleich zur linearen Bemessung mit den Beanspruchungen aus den statischen
Lastfallen nach BTR 97 nicht mehr malRgebend wird. Die Vorgehensweise der
Bericksichtigung des Abhebens als alleinige Nichtlinearitat bietet sich bevorzugt
an, da die Problematik der Kopplung des Beanspruchungszustands an die Be-
wehrungsmenge entféllt.

e Die zusatzlichen Auswirkungen des physikalisch nichtlinearen Werkstoffverhal-
tens des Stahlbetons fur die Schale gegenuber dem Abheben liefern weitere Be-
anspruchungsreduktionen, sind aber im Hinblick auf die Bemessung im Vergleich
zu den statischen Lastfallen nach BTR 97 nicht weiter relevant.

e Den kritischen Tragwerksbereich unter Erdbebeneinwirkungen stellt das Stutzen-
fachwerk dar, da dieses sehr gro3e Schubkrafte Ubertragen muss. Die Bean-
spruchungen der Einzelstitzen unter linearen Verhaltnissen kdnnen mit ausrei-
chender Genauigkeit sehr vereinfacht mit dem Verfahren der statischen Ersatzbe-
schleunigungen ermittelt werden. Die Verwendung des entwickelten Stlitzenfach-
werkmakroringelements hat sich in diesem Zusammenhang ebenso bewahrt. Die
maximalen Stutzendruckkrafte unter Erdbeben besitzen die gleiche Grof3enord-
nung wie diejenigen infolge der statischen Kombination 1,75 - (g + w). Allerdings
fallen die maximalen Stutzenzugkrafte etwa um das FUunf- bis Sechsfache hoher
aus als diejenigen aus der statischen Kombination g + 1,75 - w, so dass die
Stutzenrissnormalkraft nach linearer Berechnung bei allen untersuchten Erdbe-
ben deutlich Gberschritten wird.

e Zur wirklichkeitsndheren Erfassung des nichtlinearen Verhaltens des Stiitzen-
fachwerks ist in einem letzten Schritt das Aufreil3en der Einzelstiitzen bertcksich-
tigt worden, indem die Steifigkeitsabnahme nach Uberschreiten der Zugfestigkeit
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idealisiert durch das Werkstoffgesetz eines zentrischen Zugstabs erfasst wird.
Die bemessungsrelevanten Stutzenzugkréfte in den Flanken unter der Erdbeben-
lastkombination reduzieren sich durch das Aufrei3en bei allen untersuchten Be-
ben um ca. 50%. Gleichzeitig damit erfolgt allerdings der Aufbau von Stitzenbie-
gemomenten, so dass die nach dem Reifl3en bemessungsrelevante Stiitze nicht
mehr mit derjenigen Stitze, in der die maximale Zugkraft auftritt, zusammenfallt.

Das Konzept des Eurocode 8 [38] sieht vor, bei einer linearen Berechnung den un-
bericksichtigten nichtlinearen Effekten durch einen pauschalen Verhaltensbeiwert g
Rechnung zu tragen, der fur Stahlbetonstrukturen mit unterschiedlicher Duktilitat und
Redundanz Werte zwischen 1,0 und 5,0 annimmt. Mit diesem Faktor dirfen die line-
ar ermittelten Erdbebeneinwirkungen abgemindert werden, so dass fur die Beanspru-
chungen Gleichung (7.4) gelten soll.

. ! .
Sd linear (g + - Vgr/q) - Sd nichtlinear (g + M- Vgr) (74)

Aus den durchgefiihrten nichtlinearen dynamischen Untersuchungen pauschale Ver-
haltensbeiwerte abzuleiten erweist sich aufgrund der folgenden Argumente, die zum
Teil bereits angeklungen sind, als nicht unproblematisch:

e Der Grad der Reduktion der linearen Schnittgrof3en und somit die Starke des
nichtlinearen Verhaltens ist von der Grol3e der Bodenbeschleunigung und dem
Frequenzgehalt des Bebens in Zusammenhang mit den Tragwerkseigenfrequen-
zen abhangig.

e Eine weitere entscheidende Rolle spielt die Lastkombination, in der die Erdbe-
beneinwirkung auftritt. So wirkt ein hohes Eigengewicht z.B. dem Abheben in der
Fundamentfuge sowie dem Aufrei3en der Schale und evtl. auch Stitzen entge-
gen.

e Gleichung (7.4) geht davon aus, dass samtliche Beanspruchungen (z.B. Stitzen-
normalkrafte und Stitzenbiegemomente) mit dem gleichen Faktor reduziert wer-
den, was in den durchgefuhrten Berechnungen nicht beobachtet werden kann
(Stutzenzugkrafte, Stitzenbiegemomente).

Dennoch wird ein Versuch unternommen, eine Aussage Uber die Grol3e des Verhal-
tensbeiwerts fur diese Art von Systemen zu machen. Wie bereits mehrfach erwéhnt,
stellen die Stltzenkrafte eine entscheidende Gro3e dar, wohingegen die Schalenbean-
spruchungen von untergeordneter Bedeutung sind. Daher wird der Verhaltensbeiwert
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aus der Reduktion der malRgebenden Stitzenzugkrafte bestimmt. Bei einer Normal-
kraft am Stutzenkopf infolge Eigengewicht von -3503 kN und einer maximalen Zugkraft
infolge horizontaler Bodenbeschleunigung nach Tabelle 7.3 aus linearer Berechnung
von 5539+3503 = 9042 kN (KERN COUNTY), 5860+3503 = 9363 kN (TABAS) und
5829+3503 = 9332 kN (EL CENTRO) kann bei einer Reduktion der Stitzenzugkrafte
um 50% aufgrund der genannten nichtlinearen Effekte gemaf der folgenden Umfor-
mung ein Verhaltensbeiwert von ca. 1,5 berechnet werden.

KERN COUNTY: = J042 ~ 1,5
970,50 [9042 1 3503]
9363
TABAS: q= ~ 1,5
0,50 - [9363 + 3503]
9332
EL CENTRO: q ~ 1,5

0,50 [9332 + 3503]

Der auf diese Weise mit dem beschriebenen Rechenmodell unter Berticksichtigung
des Abhebens, des physikalisch nichtlinearen Verhaltens der Schale und des Aufrei-
Bens der Stutzen unter groRen Zugnormalkraften bestimmte Verhaltensbeiwert von
g =1,5 kann sicherlich als untere Schranke fiir dieses System angesehen werden. Wei-
tere wesentliche Energiedissipationsmechanismen bei nichtlinearem Verhalten, denen
im Rahmen dieser Untersuchungen nicht Rechnung getragen worden ist, sind die
Energiedissipation des Bodens bei plastischen Verformungen sowie der Schwingungs-
energieverlust infolge Energieabstrahlung in den Boden. Auch das lokale dissipative
Verhalten in Anschlissen, Gelenken oder Rahmenecken wie die Verbundstérung bzw.
der Schlupf zwischen Beton und Betonstahl bei zyklischer Beanspruchung (z.B. Ver-
ankerung der Stitzenbewehrung in der Schale und im Fundament) oder das Hyste-
reseverhalten am Kopf und Fuld bei Meridionalstutzen, die in diesen Querschnitten
durch hohe wechselnde Biegemomente infolge Transport der Schubkraft aus horizon-
taler Bodenbeschleunigung stark beansprucht werden, tragt wesentlich zum Schwin-
gungsenergieverzehr bei und fihrt zu einer weiteren, nicht unwesentlichen Reduktion
der linear ermittelten Beanspruchungen. Die zusatzliche Beriicksichtigung der genann-
ten, zum Teil sehr lokalen Dissipationsmechanismen hat daher einen weiteren Schwin-
gungsenergieverzehr und somit eine weitere VergroRerung des Verhaltensbeiwerts zur
Folge. Dies konnte ein Gegenstand weiterer Forschungsarbeiten verbunden mit der er-
forderlichen Weiterentwicklung des numerischen Rechenmodells sein.

Als Fazit fur die baupraktische Anwendung aus dieser Studie kann festgehalten wer-
den, dass fur Kuhlturmschalen eine Erdbebenauslegung nach dem Antwortspektren-
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verfahren unter Berlcksichtigung eines Verhaltensbeiwertes zur Erfassung nichtlinea-
rer Effekte in der Regel vollkommen ausreichend ist. Alternativ fuhren lineare dyna-
mische Analysen im Wesentlichen zu dem gleichen Ergebnis, wenn die verwendeten
Zeitverlaufe aus dem korrespondierenden Antwortspektrum kinstlich generiert worden
sind und somit mit diesem konform sind.

Fir die Dimensionierung der Stitzen kdnnen deren Beanspruchungen in der Regel mit
statischen Ersatzlasten ermittelt werden. Dieses Verfahren bietet sich ebenso flr den
Fundamentringbalken und die Stltzenkrafteinleitung im unteren Schalenbereich an.
Genauere Betrachtungen — in der Regel nach dem Antwortspektrenverfahren mit Ver-
wendung eines Verhaltensbeiwerts — sind nur fir den Regelbereich der Schale sowie
fur den oberen Ringbalken erforderlich, da hier mehrere Eigenformen an der Losung
beteiligt sind und die Gestalt der Eigenformen bertcksichtigt werden mussen.

Der baupraktische Einsatz der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten und angewende-
ten nichtlinearen dynamischen Berechnungsverfahren setzt ein fundiertes Spezialwis-
sen des Anwenders voraus und ist im Allgemeinen nicht gerechtfertigt. Zur genauen
Klarung des nichtlinear dynamischen Strukturverhaltens, das weit Gber eine globale
pauschale Abminderung der Beanspruchungen mit einem konstanten Faktor hinaus-
geht, kann bei Spezialuntersuchungen und Studien in sinnvoller Weise auf die ent-
wickelten Verfahren und Elemente zurlickgegriffen werden, die im Programmsystem
ROSHE [130] zur Verfugung stehen.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung der Schwerpunkte

Im Folgenden sollen zum Abschluss der vorliegenden Arbeit noch einmal die wich-
tigsten Schwerpunkte zusammengefasst werden. Der wesentliche Kernpunkt dieser
Arbeit besteht in der Weiterentwicklung und numerischen Umsetzung eines doppelt
gekrimmten Schalenringelements in Kombination mit direkten Zeitintegrationsalgo-
rithmen und modalen Berechnungsverfahren zur nichtlinearen statischen und dynami-
schen Analyse von rotationssymmetrischen Schalentragwerken aus Stahlbeton. Hier-
bei sollen gezielt die Vorteile des Ringelementkonzepts bei der nichtlinearen dynami-
schen Analyse grof3er Strukturen wie Kiuhlturmschalen unter komplexen Erdbebenbe-
schleunigungszeitverlaufen ausgenutzt werden, was im Allgemeinen eine sehr hohe
Anzahl von Zeitschritten (ca. 2000 — 4000 Zeitschritte bei einer Erdbebendauer von
20 s) mit nachfolgenden Gleichgewichtsiterationen bei der Losung erfordert und den
Aufwand statischer Untersuchungen um GrofRenordnungen Ubersteigt. Die Verwen-
dung von Ringelementen in Kombination mit direkten Zeitintegrationsverfahren oder
der inkrementell iterativen Formulierung der modalen Analyse bietet sich aufgrund der
in den Abschnitten 5.7 und 6.6 zusammengefassten Vorteile geradezu pradestiniert an.
Die Implementierung samtlicher Elemente und Algorithmen erfolgte im Programmsys-
tem ROSHE [130]. In der vorliegenden Arbeit wurde der folgende Weg zur Herleitung,
Umsetzung und Anwendung der erforderlichen numerischen Verfahren beschritten:

Nach einer kurzen Darstellung der allgemeinen Grundbegriffe und Zusammenhange
kontinuumsmechanischer Problemstellungen im Kapitel 2 erfolgte im Kapitel 3 die Auf-
bereitung eines expliziten zweiaxialen Werkstoffmodells fur Stahlbeton (ebener Span-
nungszustand) gemaf [58], [101]. Besondere Beachtung wurde dabei einer prakti-
kablen und normengerechten Modellierung des Verbundverhaltens zwischen Beweh-
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rungsstahl und Beton nach Uberschreiten dessen Zugfestigkeit im Rahmen eines ,ro-
tating crack’ Modells geschenkt, das ferner die Beriicksichtigung und Abspeicherung
von Vorschadigungen erlaubt.

Im Kapitel 4 wurden die Grundgleichungen einer nichtlinearen Flachentragwerkstheo-
rie unter Voraussetzung einer orthogonalen Metrik aufbereitet. Im Gegensatz zum
dreidimensionalen Kontinuum wurden samtliche mechanischen Zustandsvariablen nun
auf die Schalenmittelflache bezogen, wobei Spannungsresultierende (Normalkrafte,
Schubkrafte, Biegemomente und Drillmomente) und Querschnittsverzerrungen (Deh-
nungen, Gleitungen, Verkrimmungen und Verwindungen der Mittelflache) eingefiihrt
wurden. Die Verkniipfung dieser inneren Variablen erfolgte durch Anwenden von nu-
merischen Schichtenintegrationsverfahren unter Ausnutzen der Querschnittskinema-
tik (Ebenbleiben der Querschnitte: KIRCHHOFF-LOVE Hypothese). Mit dem Prinzip
der virtuellen Verschiebungen wurden die Grundgleichungen unter Berlicksichtigung
samtlicher Tragheits- und Dampfungsanteile in eine variationelle Arbeitsaussage (inte-
grale Form des Gleichgewichts) tberftihrt, bei der die Verformungen die priméaren un-
abhangigen Variablen darstellen. Zusammen mit den Werkstoffgesetzen fir Stahlbeton
bilden diese Grundgleichungen die Basis einer numerischen Umsetzung im Rahmen
eines FE-WeggrdlRenmodells.

Durch eine konsistente Linearisierung wurde das nichtlineare Bewegungsdifferential-
gleichungssystem im Kapitel 5 in eine tangentiale Form Uberfuhrt, so dass mit vor-
liegenden Standardverfahren (z.B. NEWTON-RAPHSON Verfahren) eine inkrementell
iterative LOsungsfindung erfolgen kann. Die allgemein gehaltenen Arbeitsausdriicke
wurden fir die Geometrie eines doppelt gekrimmten Schalenringelements in Meridi-
anrichtung durch Einfihren von Produktldsungsansatzen (Polynome in Meridianrich-
tung; harmonische Reihen in Umfangsrichtung) diskretisiert, und es erfolgte eine Al-
gebraisierung der Differentialgleichungen des Randwertproblems fur das Gebiet eines
Schalenringelements und Herleitung samtlicher Elementmatrizen und Elementvekto-
ren. Konvergenzuntersuchungen und Vergleichsrechnungen runden dieses Kapitel ab.
Am Beispiel des doppelt gekrimmten Schalenringelements wurde das vorgestellte
Ringelementkonzept ausfihrlichst exerziert. Jedoch lasst sich dieses Konzept auch
leicht zur Formulierung anderer Strukturelemente Ubertragen; zu nennen waren in die-
sem Zusammenhang beispielsweise das vom Verfasser entwickelte Stitzenfachwerk-
makroelement und Ringfederelement.

Die Behandlung dynamischer Problemstellungen erfordert tiber die Diskretisierung und
Algebraisierung des Randwertproblems im Losungsgebiet hinaus eine Eliminierung
der Zeitableitungen der Verformungen (Geschwindigkeiten und Beschleunigungen) in
den diskreten Systemfreiheitsgraden. Im Rahmen dieser Arbeit wurden im Kapitel 6 zur
Losung des Anfangswertproblems in der Zeit implizite direkte Zeitintegrationsverfahren
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in inkrementeller Form an die speziellen Belange von Ringelementen angepasst und
programmtechnisch umgesetzt. Gerade fir nichtlineare dynamische Untersuchungen
an Rotationsschalen stellte sich der Einsatz von Ringelementen als besonders effektiv
heraus, da durch die zusatzlichen Tragheits- und Dampfungsterme die vernachlassigte
Kopplung der Freiheitsgrade unterschiedlicher Fourierglieder in der tangentialen Stei-
figkeitsbeziehung deutlich an Einfluss verliert. Eine Anwendung der Ringelemente auf
nichtlineare statische Problemstellungen ist ebenso moglich und mit Vergleichsrech-
nungen bestatigt worden. Aufgrund der Vernachlassigung der Nebendiagonalmatrizen
in der tangentialen Steifigkeitsmatrix im Rahmen einer inkrementell iterativen L6ésungs-
findung kdnnen allerdings Konvergenzprobleme auftreten.

Als weiterer neuartiger Aspekt wurde in dieser Arbeit die Idee verfolgt, modale Be-
rechnungsverfahren zur LOsung des nichtlinearen Bewegungsdifferentialgleichungs-
systems einzusetzen. Dabei wurden die Bewegungsgrof3en des Systems durch eine
Kombination der Eigenschwingformen des linearen Eigenschwingproblems dargestellt,
was aus der linearen Dynamik hinreichend bekannt ist. Aufgrund der Ungtiltigkeit des
Superpositionsprinzips bei nichtlinearen Problemstellungen wurde das Verfahren in
der Weise modifiziert, dass die Beteiligungsfaktoren der einzelnen Eigenformen an
der Gesamtschwingung nun inkrementell iterativ in linearisierten Schritten berechnet
werden. Wie im Kapitel 6 ausfihrlich erlautert und an einem Anwendungsbeispiel auf-
gezeigt wurde, lasst sich die nichtlineare Formulierung der modalen Analyse gera-
de in Verbindung mit dem vorgestellten Ringelementkonzept als alternatives Berech-
nungsverfahren sinnvoll einsetzen. Basis der numerischen Umsetzungen ist das Pro-
grammsystem ROSHE [130] des Lehrstuhls fir Baustatik der Universitat Kaiserslau-
tern als Ableger des Programmsystems FEMAS [11]. Die im Rahmen dieser Arbeit
entstandenen Erweiterungen und Neuentwicklungen auf Element- und Algorithmene-
bene sind in das Programmsystem ROSHE eingebunden und in den zugehdrigen Be-
nutzerhandbtichern [130] dokumentiert.

Dies bestatigte sich ebenso in den numerischen Simulationen im Kapitel 7. An zwei
ausgesuchten praxisnahen Anwendungsbeispielen von Rotationsschalen aus dem kon-
struktiven Ingenieurbau wurden die neu geschaffenen nichtlinear dynamischen Be-
rechnungsalgorithmen zusammen mit neu und weiter entwickelten Nachlaufprogram-
men (Plot der ZustandsgroRen wahrend des Bewegungsvorgangs, 3D Animation, Be-
messung) angewendet. Dabei handelte es sich zum einen um einen zusammenge-
setzten Behalter (Idealisierung der inneren Stahlbetonhiille eines Druckwasserreak-
tors) und zum anderen um einen modernen Naturzugkuihlturm. Es wurde ein Beitrag
zur Klarung des Verhaltens dieser Systeme unter horizontalen Erdbebenbeschleuni-
gungen geleistet. Zur Beurteilung des wirklichkeitsnahen Tragverhaltens ist die Kennt-
nis dieser nichtlinearen Effekte unentbehrlich. Hier zeigte sich in beiden Anwendungs-
fallen eine deutliche Anderung des Beanspruchungszustands im Vergleich zur linea-
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ren Losung unter Beriicksichtigung der nichtlinearen Effekte des Abhebens von der
Grindung, des wirklichkeitsnahen Verhaltens der Stahlbetonschale und in letzterem
Anwendungsbeispiel des Stitzenaufrei3ens unter hohen Zugbeanspruchungen. Auf
eine zusammenfassende Erlauterung der Ergebnisse und Erkenntnisse soll jedoch an
dieser Stelle verzichtet werden. Diese kdnnen im Einzelnen jeweils den entsprechen-
den Kapiteln entnommen werden.

8.2 Ausblick

Mit den im Rahmen der vorliegenden Arbeit vorgestellten Algorithmen und Elementen
eroffnet sich die Mdglichkeit zu einer Reihe interessanter und weiterfihrender For-
schungsmaoglichkeiten, von denen einige im Folgenden kurz benannt werden sollen:

Das vorgestellte Ringelementkonzept lasst sich leicht auf andere Strukturelemente
Ubertragen. So konnte eine Erweiterung der Ringelementfamilie z.B. in der Umsetzung
von Ringdampferelementen, Ringdrehfederelementen oder Ringkontinuumselementen
zur Simulation des Bodens als Halbraum liegen.

Der wesentliche Nachteil des Ringelementkonzepts, namlich die Beschrankung auf ro-
tationssymmetrische Geometrien, konnte durch die Einfiihrung einer Schnittstelle zwi-
schen Ringelementen und herkdmmlichen Schalenelementen ahnlich des von GOULD
[53] aufgezeigten ,Local-Global* Modells beseitigt werden. Dazu missten die fourier-
zerlegten Freiheitsgrade der Ringelemente an die diskreten Freiheitsgrade der tber
den Umfang verteilten Knotenfreiheitsgrade von herkdmmlichen Elementen gekoppelt
werden, was unter Einfihrung von Nebenbedingungen mit der LAGRANGEschen Mul-
tiplikatorenmethode gelingen wurde. Mit dieser Vorgehensweise konnte auch der Er-
fassung lokaler Dissipationsmechanismen z.B. am Ubergang der Stiitzen in die Schale
sowie der Lasteinleitung in diesem Bereich besser Rechnung getragen werden als dies
mit dem vorhandenen Modell der Fall ist.

Ebenso fur andere Anwendungsgebiete neben dem Erdbeben ist mit dieser Arbeit
ein wesentlicher Grundstein gelegt worden. Zu nennen ist hierbei beispielsweise die
Auslegung von Reaktorschutzhillen gegen andere EVA-Lasten wie z.B. Flugzeugab-
sturz. Aktuelle Arbeiten auf diesem Gebiet wie [12] zeigen einen stark vorhandenen
Forschungs- und Entwicklungsbedarf, was die ingenieurmafige Modellbildung und Ef-
fizienz des Rechenmodells betrifft; in diesem speziellen Fall wurde eine sehr grobe Dis-
kretisierung einer Reaktorschale mit gemischt hybriden 8 Knoten Volumenelementen
verwendet, wobei die Dickenrichtung der Schale lediglich mit 4 Elementen abgebildet
wurde. Auch in diesem Zusammenhang erscheint die Verwendung von Ringelemen-
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ten zur Abbildung des globalen Tragverhaltens mit deren Kopplung an herkémmliche
Elemente (unter Umstanden sogar Schalenelemente mit Anséatzen in Dickenrichtung
[14] oder eventuell Volumenelemente) im lokalen Eindringbereich aul3erst sinnvoll, um
Phanomene wie Spallation, Penetration, Perforation oder Schubversagen durch Ver-
wendung einer feinen Diskretisierung mit Schalendreieck-, Schalenviereck- oder gar
Volumenelementen zu erfassen und das globale Strukturverhalten in einem gewissen
Abstand von der Eindringstelle mit Ringelementen abzubilden. Hierbei sind zusatz-
lich Stoffgesetzerweiterungen vorzunehmen, die das dreiaxiale Werkstoffverhalten des
Betons mit hohen Dehngeschwindigkeiten und Schadigungseffekten in der lokalen
Aufprall- bzw. Eindringzone wirklichkeitsnah wiedergeben.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sind ferner ausschlie3lich deterministische Ver-
fahren entwickelt und verwendet worden. Die Natur im Gegensatz verhalt sich je-
doch immer stochastisch, was sowohl fiir die Einwirkungen als auch fur die System-
eigenschaften gilt. Die Ergebnisse deterministischer Berechnungen mit Variation von
EingangsgrofRen lassen nur bedingt Aussagen uber die Auswirkungen von Streuungen
und Modellunsicherheiten zu, die bei dynamischen Untersuchungen noch vielfaltiger
als bei statischen Untersuchungen sind. Deswegen erscheint es erstrebenswert, bei
zukunftigen Weiterentwicklungen den deterministischen Rahmen zu verlassen und die
vorhandenen Algorithmen um Sensitivitatsparameter und stochastische Verteilungs-
grolRen von Eingangsparametern zu erweitern, um die numerischen Ergebnisse im
Hinblick auf Auswirkungen infolge der stochastischen Natur der Eingangsdaten besser
auf ihre Sensitivitat hin beurteilen zu kénnen.
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Anhang A Notation

Geometriegroflen und allgemeine mechanische Grundgrof3en

X o

« M= e

Ila I27 I3

”‘QQEBQQIMISIQ'“’|3N;U<>

Basisvektoren des kartesischen Koordinatensystems
Komponenten des Ortsvektors im kartesischen Koordinatensystem
Ortsvektor zu einem materiellen Punkt

krummlinige Koordinatenlinien

kovariante Basisvektoren an die Koordinatenlinien

kontrariante Basisvektoren orthogonal zu den Koordinatenflachen
Metrikkoeffizienten

Verschiebungsvektor eines Punktes

nichtlineare Deformationsabbildung

Deformationsgradient

Determinante des Deformationsgradienten (JACOBI Determinante)
Invarianten eines zweistufigen Tensors

Flache bzw. Schalenmittelflache

Volumen

Radius einer Rotationsschale

Hohenkoordinate einer Rotationsschale (Z = §?)

Flachennormale

GREEN-LAGRANGE Verzerrungstensor

CAUCHY Spannungstensor

Nennspannungstensor (II': 1. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor)

2. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor
Oktaedernormalspannung
Oktaederschubspannung

Masse

Dichte

Wichte y=p- g

Erdbeschleunigung: g = 9,81 m/s? ~ 10,0 m/s?
Zeit
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T Temperatur
b Vektor der Korperkrafte (body forces)

Werkstoffgro3en des Stahlbetons

Mathematische und mechanische Grofien der Flachentragwerkstheorie

Balkenbewehrungsquerschnitt

flachenhafte Bewehrung in #*-Richtung
flachenhafte Bewehrung in #?-Richtung
Bewehrungsabstande von Bauteilaul3enkante
einaxiale Betondruckfestigkeit (charakteristisch)
einaxiale Betonzugfestigkeit

Elastizitatsmodul des Betons

Querdehnzahl des Betons

Druckvordehnung des Betons in Hauptrichtung («)
Zugvordehnung des Betons in Hauptrichtung (a)
Entlastungsparamter des Betons (Druck)
Entlastungsparamter des Betons (Zug)
Streckgrenze des Betonstahls (charakteristisch)
Elastizitatsmodul des Betonstahls
Verfestigungsmodul des Betonstahls

effektive Mitwirkungszonenhdhe fur Tension Stiffening

Spannung des Betonstahls im ungerissenen Zustand unter Erstrisslast
Spannung des Betonstahls im diskreten Riss unter Erstrisslast

RissschnittgroRen eines Balkens

Komponenten des Verschiebungsvektors u der Schalenmittelflache

Komponenten des Differenzvektors w des Schalendirektors
Komponenten des Dehnungskrafttensors (unsymmetrisch)
Komponenten des Normalkrafttensors (symmetrisch)
Komponenten des Momententensors

Komponenten der Querkraftvektoren

Randkrafte

Randmomente

tangentiale (ebene) Spannungskomponenten
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€ap

Qop

504,3
Ea,376

Caﬁ'y(?

Qap, 8%

bags. b, bS

93
Pap, P3a
77D04,3a 77D3a

tangentiale (ebene) Verzerrungskomponenten

EaB = Qap T 6° - Bap
Komponenten des 1. Verzerrungstensors der Mittelflache
Komponenten des 2. Verzerrungstensors der Mittelflache
Komponenten des flachenhaften Elastizitatstensors
Komponenten des flachenhaften Viskositatstensors
Schalenshifter ; = v/a*/v/a
Schalenwanddicke
Metrikkoeffizienten der Schalenmittelflache
Metrikdeterminante a = ay; - ap, (fur orthogonale Metrik)
Komponenten des Krimmungstensors der Schalenmittelflache
Christoffelsymbole der Schalenmittelflache
Komponenten des Lastvektors der Mittelflache
Komponenten des Lastmomentenvektors der Mittelflache
Verdrehungskomponenten des Schalendirektors
Bettung tangential zur Schalenmittelflache
Bettung normal zur Schalenmittelflache
aulRere Dampfung tangential zur Schalenmittelflache
aulRere Dampfung normal zur Schalenmittelflache
Koordinatenlinien zur Beschreibung der Schalenmittelflache
Koordinate in Direktorenrichtung 63 = z
Komponenten des Verschiebungsgradienten von u
Komponenten des Verschiebungsgradienten von w

GroRRen der FE-Approximation fur Rotationsschalen

I} X X IR
CAN I

10

Q
Q

O |0 | SID'U < IxX

3

globale tangentiale Steifigkeitsmatrix

globale linear elastische Steifigkeitsmatrix

globale elastische Steifigkeitsmatrix mit Anfangsverformungen
globale geometrische Steifigkeitsmatrix

globale Dampfungsmatrix

globale Massenmatrix

globale effektive Steifigkeitsmatrix bei Zeitintegrationsverfahren
globaler Vektor der Knotenverformungen

globaler Vektor der aul3eren Knotenlasten

globaler Vektor der inneren Knotenkréfte

globaler Vektor der aul3eren Dampfungskrafte

globaler Vektor der Tragheitskrafte
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e e 1o o I<

@

Vektor der lokalen Elementfreiheitsgrade

Vektor der Ansatzfreiwerte (Verformungen)

Vektor der Ansatzfreiwerte (Belastungen)

Matrix der Ansatzfunktionen

Formmatrix (Transformation der Ansatzfreiwerte U auf lokale
Elementfreiheitsgrade v)

Transformationsmatrix von lokalen Elementfreiheitsgraden v auf
Ansatzfreiwerte U

Transformationsmatrix von globalen auf lokale Elementfreiheitsgrade
tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix

Eintrag in k; (Erlauterung siehe Kapitel 5)

linear elastische Elementsteifigkeitsmatrix

Eintrag in k. (Erlauterung siehe Kapitel 5)

elastische Elementsteifigkeitsmatrix mit Anfangsverformungen
Eintrag in k., (Erlauterung siehe Kapitel 5)

geometrische Elementsteifigkeitsmatrix

Eintrag in k, (Erlauterung siehe Kapitel 5)
Elementdampfungsmatrix infolge aul3erer Dissipation

Eintrag in c, (Erlauterung siehe Kapitel 5)
Elementdampfungsmatrix infolge innerer Dissipation

Eintrag in ¢; (Erlauterung siehe Kapitel 5)
Elementmassenmatrix

Eintrag in m (Erlauterung siehe Kapitel 5)

Elementlastvektor aus duf3eren Flachen- und Randlasten
Eintrag in P, (Erlauterung siehe Kapitel 5)

Elementvektor aus inneren Kraften

Eintrag in p. (Erlauterung siehe Kapitel 5)

Elementvektor aus auReren Dampfungskraften

Eintrag in P.. (Erlauterung siehe Kapitel 5)

Elementvektor aus Massentragheit

Eintrag in P (Erlauterung siehe Kapitel 5)

Wichtungsfaktor fur GAUSS-Integrationspunkt k in Meridianrichtung
Wichtungsfaktor fir SIMPSON-Integrationspunkt | in Ringrichtung

Direkte Zeitintegrationsverfahren und modale Verfahren

d; —ay

Integrationsparameter
LEHRsches Dampfungsmal}
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am, ag

3 & ™4

o+ o T N
0O:+ O:

o+ o

: <t
«Q

Q
=]

@ <

RAYLEIGH Dampfungsparameter

Periode

Frequenz

Kreisfrequenz

generalisierte Masse

generalisierte Steifigkeit

generalisierte Kraft

generalisierte Bewegungskoordinate und deren Zeitableitungen

Inkremente einer generalisierten Bewegungskoordinate
Bodenbeschleunigung infolge Erdbeben
Starrkorperbeschleunigungsvektor der Systemfreiheitsgrade infolge Vg
Spektrale Uberhdhung der Beschleunigung in Abhangigkeit der Periode

Mathematische Symbole und Rechenoperationen

(o)
—~
~—

3

=43

'
-

N — — —~ —
—_— — — —

o)

i 6, o

®

Variation

partielle Ableitung

kovariante Ableitung in Richtung der Koordinatenlinie * auf A
Transposition

Inversion

Einheitsmatrix

KRONECKER Symbol

dyadisches Produkt: (a®@b)-c=a- (b-c)

doppelte Kontraktion: (a®b): (c®d)=(a-d)-(b-c)

Sonstige Bezeichnungen, Indizierungen und Kopfzeiger

i, i K, e

«, /6’ fY! 5

< >

)
)

Indizierung des dreidimensionalen Raumsi=1, 2, 3
Indizierung der zweidimensionalen Flache a =1, 2
physikalische Komponenten

Term enthalt ausschliel3lich Verschiebungsgrofien des Grundzustands
Term ist linear in den Inkrementen der Verschiebungsgrof3en

Term ist quadratisch in den Inkrementen der Verschiebungsgrof3en
materielle Zeitableitung
Inkrementschritt bzw. Iterationsschritt k
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A Lastfaktor
AN Lastinkrement bzw. Lastkorrektur

n(o)
()
()

el

,™(), ™() Indizierung der Umfangswelle des Ansatzes in Ringrichtung

auf Referenzkonfiguration bezogen
auf Schalenmittelflache bezogen

fur Eigenform i in Umfangswelle n im Iterationsschritt k (z.B. 3 a 2)
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Anhang B Erdbebenakzelerogramme

Die horizontalen Erdbebenbeschleunigungsverlaufe in NS-Richtung, die den Berech-
nungen des Kapitels 7 zugrunde liegen, ergeben sich aus dem Produkt vy, - f(t). Dabei
stellt vq den maximalen Absolutwert der Bodenbeschleunigung wéhrend des gesam-
ten Zeitverlaufs dar. Die Funktion f(t) reprasentiert normierte Einheitsbeschleunigungs-
verlaufe in NS-Richtung aus gemessenen Beschleunigungsverlaufen nach [95]. Fur die
Erdbeben, die im Rahmen dieser Arbeit verwendet worden sind, sind diese in den Bil-
dern B1 — B5 angegeben.
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Bild B1 Normierte Beschleunigung des KERN COUNTY Erdbebens
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Bild B2 Normierte Beschleunigung des TABAS Erdbebens
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Bild B3 Normierte Beschleunigung des EL CENTRO Erdbebens
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Bild B4 Normierte Beschleunigung des LOMA PRIETA Erdbebens
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Bild B5 Normierte Beschleunigung des SAN FERNANDO Erdbebens
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