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Abstract 
Caloric Restriction (CR) is the only intervention proven to retard aging and extend maximum lifespan 
in mammalians.  
A possible mechanism for the beneficial effects of CR is that the mild metabolic stress associated with 
CR induces cells to express stress proteins that increase their resistance to disease processes.  
In this article we therefore model the retardation of aging by dietary restriction within a mathematical 
framework.  
The resulting model comprises food intake, stress proteins, body growth and survival. We successfully 
applied our model to growth and survival data of mice exposed to different food levels. 
 

1. Einleitung 
 

Calorische Restriktion (CR) ohne Fehlernährung ist die einzige Intervention, die mittlere und 

maximale Lebenserwartung von Lebewesen zu erhöhen. Insbesondere werden hierdurch 

altersabhängige Krankheiten abgeschwächt bzw. verzögert [1], [2], [3].  

Unklar ist jedoch der Wirkungsmechnismus der hinter CR steckt. Physiologische Studien 

haben gezeigt, dass die katabolische Rate pro Kilogramm Körpermasse durch CR nicht abfällt 

[4], [5]. 

Ferner zeigte sich, dass eine calorische Restriktion auch nicht die freien Radikalen vermin-

dert, die zu stochastischen Schäden im Organismus führen sollen [6], [7]. 

Aus evolutionärer Sicht ist CR vielmehr ein Signal, das zu einer Verschiebung der 

r-/K-Strategie eines Lebewesens führt, d.h. die Fortpflanzung ist zu Gunsten der Erhaltung 

reduziert. Wenig Nahrung bedeutet, dass die Zeit für eine Fortpflanzung ungünstig ist. Um 

diese Zeit zu überbrücken, darf sich ein Lebewesen nicht sehr verändern (altern), damit es 

später noch zur Fortpflanzung fähig ist [8]. 

Unterstützt wird diese „Signal-Theorie“ durch folgende Tatsachen: 

• Zwei Tage nach Anwendung von CR bei Drosophila ist die Sterberate genauso groß 

wie bei Fliegen, die lange Zeit unterernährt waren [9]. 
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• Füttert man Ratten ein über den anderen Tag (24 Stunden keine Nahrung, 24 Stunden 

Nahrung) (EOD), ad libitum (AL) , so führt dieses Fasten-Regime zu gleichen Effek-

ten bei der Langlebigkeit wie bei CR [10], [11]. Das Gewicht der EOD-Ratten unter-

schied sich dabei nicht signifikant von AL-Ratten. 

Die ROS-Produktion war an den Fütterungstagen bei EOS-Ratten sogar bedeutend 

größer als bei CR-Ratten. 

• Bei Wistar-Ratten fiel unter CR der Testosteronspiegel um 68%, die Androgen-

rezeptoren um 74%, die Kopulations-Effizienz um 26% und die Ejakulations-Latenz 

um 62% [12].  

Hungern ist eine Art von Stress, der über das Eigennutzprinzip der einzelnen Zellen zu einer 

aktiven Anpassung führt. Dies zeigt sich in einer veränderten Genexpression [8], [13]. 

Durch die Stressantwort wird die Wahrscheinlichkeit des Organismus erhöht die Fortpflan-

zung zu erreichen. Der Eigennutz der einzelnen somatischen Zelle besteht in der Vererbung 

ihres genetischen Materials. 

Energiemangel führt bei Zellen zur Induktion von Hitze-Schock-Faktoren (HSF), die an die 

Hitze-Schock-Elemente (HSE) binden und die Transkription von Hitze-Schock-Proteinen 

(HSP) bewirken [14], [15]. 

HSPs kommen in Prokaryonten und in Eukaryonten vor. Dieser hohe Grad an Erhaltung zeigt 

die wichtige Bedeutung von HSPs im Stoffwechsel von Zellen an. 

HSPs besitzen vielfältige Funktionen. So wirken sie pro- und anti-apoptotisch, verhindern die 

Aggregation von denaturierten Proteinen, wirken cytoprotektiv, regulieren Steroid Hormon 

Rezeptoren und sind bei der Proteinfaltung beteiligt, die für den Alterungsprozess von großer 

Bedeutung ist [8]. 

HSPs und insbesondere die Familie HSP70 stabilisieren Zellen unter Stressbedingungen. Sie 

sind also geeignete Kandidaten bei Unterernährung die Stressantwort zu induzieren. Schränkt 

man z.B. die Nahrung bei Sprague-Dawley Ratten um 30% ein, so steigt HSP70 nach drei 

Monaten in den cordialen Synapsen um ungefähr 50% an [16], [17].  

Ziel der Arbeit ist es ein mathematisches Modell für die lebensverlängernde Wirkung durch 

Unterernährung mit Hilfe von Stressproteinen zu erstellen, und das Modell mit Daten von 

C3B10RF1–Mäusen zu überprüfen.  

Wir gehen hierbei davon aus, dass das Altern durch die Defektion von Zellen ausgelöst wird, 

d.h. Zellen kooperieren nur solange, bis ihr gemeinsames Ziel, nämlich die Fortpflanzung, 

erreicht ist. Danach überwiegen die „egoistischen“ Merkmale somatischer Zellen. Diese 

werden durch Konkurrenz und Selektion innerhalb der Population der Zellen gefördert. Der 
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Rückfall auf die Ebene von Einzellern ist die natürliche Antwort auf den Stress, der durch den 

Zusammenschluss zu einem Organismus prinzipiell entsteht. Dieser Stress führt zur 

Anpassung der einzelnen somatischen Zelle in Abhängigkeit von ihrem 

Differenzierungszustand. Hierdurch werden die „altruistischen“ Merkmale der Zellen 

abgeschwächt. Als Folge exprimiert die Zelle verstärkt p16INK4a, Arf und p53, die den 

Zellzyklus stoppen, d.h. die Zelle kann sich nicht mehr replizieren (Seneszenz). Diese 

seneszenten Zellen häufen sich in Organen und Geweben an. Dadurch wird die 

Regenerationskapazität in den entsprechenden Organen und Geweben vermindert. 

Gleichzeitig wird durch die Veränderung der „altruistischen“ Merkmale die Apoptose 

verstärkt, die zum Zelltod führt. Hierdurch werden bösartige Prozesse (Krebs) zum Teil 

unterdrückt. Beide Prozesse, Seneszenz und Zelltod, bestimmen somit den Alterungsprozess 

eines Organismus [8], [18].  

Da das Modell recht komplex ist, gehen wir, der besseren Lesbarkeit wegen, auf Details der 

Modellierung hier nicht ein. 
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2. Mathematisches Modell der Transkription des Stressproteins 

mit Stella® 
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Bild 1 : Transkription des Stressproteins 
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Bei diesem Modell machen wir folgende Annahmen: 

(i) Der Abbau der Zustandsgrößen 

Protein P , Messenger RNA und Aktivator A 

 wird durch eine Kinetik 1. Ordnung beschrieben. 

(ii) Die Bildungsraten von P  und RNA werden durch die Michaelis-Menten-Gleichungen 

E S ES E P+ → +  

 beschrieben. Für den Steady-State-Fall erhält man Bildungsraten der Zustandsgrößen 

max

1
( )Bildungsrate K

S

xx S
+

=  

 mit der maximalen Aktivierungsrate maxx  und der Michaelis-Menten-Konstanten K . 

Für S K=  ergibt sich max

2
( )Bildungsrate

xx S =  [19]. 
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(iii) Die Grundaktivierung von P  wird das Feedforward Element 1b k P , 0 1b< ≤ , erreicht, 

d.h. der Zerfall von P  führt zum Aufbau von P . Dies hat den Vorteil, dass man für die 

Aktivierung der Transkription keine weiteren Regulatorproteine benötigt, die wiederum 

durch „irgend etwas“ aktiviert werden müssen [20]. 

Der Aktivator hat auch den Vorteil, dass damit ein Gen-Netzwerk modelliert werden kann. 

Auf einen Translations-Regelkreis haben wir in diesen Stadium des Modells verzichtet, da die 

Transkription die entscheidende Rolle bei der Protein-Steuerung spielt. 

Da Feedforward-Mechanismen zur Instabilität führen können, enthält der Aktivator ein Feed-

back-Element a
p

, das das System stabilisiert. 

Bevor wir das eigentliche Modell formulieren, wollen wir eine Stabilitätsanalyse der 

Transkription durchführen.  

 

 

3.  Stabilitätsanalyse der Transkription des Proteien-Systems 
 

Nach 2. haben wir ein nichtlineares Differentialgleichungssytem 

                                                     
1

2

1max1
1 1 1

1
( )

xdx
Kdt
x

x t k x
+

= −=                  (3.1) 

                       
2

3

2max2
2 2 2

1
( )

xdx
Kdt
x

x t k x
+

= −=      (3.2) 

                    3
3 1 1 3 3

1
( )

dx a

dt x
x t b k x k x= + −=      (3.3) 

mit 0 b< , 0a > , , 0i iK k > . 

Die Gleichgewichtspunkte ergeben sich aus 

1 2 3 0x x x= ==  . 

Der Gleichgewichtszustand 1x  erfüllt die Gleichung 

                                                    3 2
1 1 1 0x x xα β γ ρ+ + + =       (3.4) 
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mit 

                                              

2 2
1 1 2 2max 1

1 2 1 2 3 1max 2max 1

1 1 2 2max 1

max1max 2

K k k b x k b

K K k k k x x k b

K k k a x k a

x x a

α

β

γ

ρ

= +

= −

= +

= −

     (3.5) 

 

Nach Voraussetzung ist 

                                                        0α > , 0γ >  und 0ρ < .     (3.6) 

Es sei 0β ≤ , d.h. 

                                                         1 2
2 3

max1max 2
0

K K
x x

b k k≥ >      (3.7) 

und 

2 1 0

3 2
1 1 1 1

3 2
1 1 1

( )p x x x x

x a x a x a

β γ ρ
α α α

= + + +

= + + +

 . 

Die Folge 2 1 01, , ,a a a  besitzt daher einen Vorzeichenwechsel, falls 

                                                         1 2
2 3

max1max 2

K K
x x

b k k=       (3.8) 

oder drei Vorzeichenwechsel, falls 

                                                         1 2
2 3

max1max 2

K K
x x

b k k> .      (3.9) 

Nach der Regel von Descartes, besitzt ( )p x  daher eine reelle, positive Nullstelle 0
1x . 

Es sei 
3
2 1 2

0

2
1 2

27 6

3 9

a a a

a a

q a

p

= − +

= −

 . 
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Nun gilt für die Diskriminante 

                                                            3 3 0T p q= + >   ,                          (3.10) 

falls 

                                                         1 2
2 3

max1max 2

K K
x x

b k k≥                (3.11) 

 

(siehe Anhang), d.h. ( )p x  besitzt genau eine positive reelle Nullstelle 0
1x  und zwei konjugiert 

komplexe Nullstellen. 

Mit 0
1 0x >  ist aber auch 0

2 0x >  und 0
3 0x > , d.h. das System (3.1)-(3.3) hat also den einzi-

gen Fixpunkt  

                                                         0 0 0 0 3
1 2 3( , , )x x x x += ∈ .               (3.12) 

 

Um die Stabilität des Systems zu untersuchen, linearisieren wir (3.1)-(3.3): 

                                                            ( )x Jx o x= + .               (3.13) 

Hierbei ist J  die Jacobi-Matrix, die an der Stelle 0x  ausgewertet wird. 

Das Differentialgleichungssystem ist dann asymptotisch stabil, falls für die Eigenwerte 

1,..., nλ λ  der komplexifizierten Matrix J  

                                                       Re 0kλ <   ,  1,...,k n=                (3.14) 

gilt [21]. 

Die Eigenwerte erhält man aus 

det( ) 0nJ Eλ− =  . 

Das charakteristische Polynom ergibt sich zu 

                                                   3 2
2 1 0( )P a a aλ λ λ λ= + + +               (3.15) 

mit 

                                                           
2 1 2 3

1 1 2 1 3 2 3

a k k k

a k k k k k k

= + +

= + +
              (3.16) 

                                            
( )

1
0
1

1max 2max 1 2
0 1 2 3 0 2 0 2 2

1 2 2 3( () )
ax x K K

a k k k bk
K x K x x

 
 = − −
 + +  
 

+
            (3.17) 
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Nach dem Hurwitz-Kriterium besitzen die Eigenwerte der Matrix J  genau dann sämtlich 

negative Realteile, wenn für die Koeffizienten von ( )p λ  gilt 

 (i)                                  0 20  und  0a a> >     

(3.18) 

 (ii)                                   2 1

1
det 0

1
a a

a
 

> 
 

    

Wegen 2 0a >  muss also 

                                            
( )

1
0
1

1max 2max 1 2
1 2 3 0 2 0 2 2

1 2 2 3( () )
ax x K K

k k k bk
K x K x x

 
 > −
 + +  
 

+
             (3.19) 

d.h.                                22 0 2 2 4
1 1 1 1 12 )( ) 0( (Aa Aabk a x Ab k bk x+ + − >+              (3.20) 

mit 

                                                             1max 2max

1 2 1 2 3

x x
A

K K k k k
=                (3.21) 

gelten. Wegen 

1 2
2 3

max1max 2

K K
x

b k k
x

≥  

ist (3.18)(i) erfüllt. 

Die Bedingung (3.18)(ii) ist gleichwertig zu 

                                   2 0 2 2 2 0 4
1 1 1 1 1 1 12 )( ) )( ) 0( (A a A abk a x b k bk x− + + >+              (3.22) 

mit  

2 1 1 2 3
1

1 2 3

a a k k k
A A

k k k
−

= ⋅  . 

Fordert man 

1 2 3

1 1 1 2 1 1 2 3

1 1

2 2( )
k k k

b
A k k A a a k k k

 
≥ =   − 

 

so ist (3.18)(ii) erfüllt. 

Es ist aber 

1 2 3

2 1 1 2 3
1

2( )
k k k

a a k k k
<

−
 . 

Damit erhalten wir folgenden Satz: 
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Satz: Das nichtlineare Differentialgleichungssystem (3.1)-(3.3) ist für 

                                                             1 2
2 3

max1max 2
 ,  0

K K
x x

b k k a≥ >              (3.23) 

asymptotisch stabil. 

 

Bemerkung: Die Abschätzung für den Feedforward-Parameter b  lässt sich sicherlich noch 

verbessern, da der Fixpunkt 0x  explizit nicht benutzt wurde. Mit Mathematica® kann dieser 

berechnet werden. 

Die Darstellung ist jedoch vollkommen unübersichtlich. Auch die Auswertung der Jacobi-

Matrix an der Stelle 0x  ist äußerst schwierig. Wir benutzen in dieser Arbeit die einfache 

Abschätzung (3.23), da sie nur von kinetischen Parametern abhängt.  

Wendet man (3.23) auf das konkrete Proteinsystem an, so muss  

                                                             1 2
2 3

max1max 2
1   ,  0

K K
x x

b k k a≥ ≥ >              (3.24) 

gelten, d.h. es muss auch  

                                                             max1max 2 1 2 2 3  x x K K k k≥                          (3.25) 

gelten. 

Nimmt man zusätzlich an, dass 3 1 2,   k k k , d.h. die Halbwertzeit 3
3

ln 2
k

T =  von  

3x  (Aktivator) viel kleiner ist als die von 2x  (RNA) und 1x  (Protein). so kann man das Diffe-

rentialgleichungssystem durch eine adibatische Näherung [22] untersucht werden. Der Fix-

punkt und die Eigenwerte der Jacobi-Matrix lassen sich dann einfacher berechnen. 
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4.  Calorische Restriktion und die Lebenserwartung bei C3B10RF1-Mäusen 
 

Das mathematische Modell besteht aus vier Stella®-Sektoren 

1. Calorische Restriktion 

2. Transkription 

3. Energiehaushalt 

4. Sterben 
 

Die Unterernährungsversuche von Weindruch und Walford bei C3B10RF1-Mäusen [23] be-

standen aus drei Fütterungsregimen: 

AL (113 kcal/Woche) 

25% Restriktion (85 kcal/Woche)   und  

55% Restriktion (50 kcal/Woche) . 

Wir kodieren diese Nahrungsmengen durch die Zahlen 1, 0.75 und 0.45. Diese Nahrungs-

mengen induzieren über einen Modulator, den wir im Stella®-Programm durch eine graphi-

sche Funktion Modulator (Nahrungsmenge) darstellen, einen Stressor, der den Aktivator des 

Stressproteins HSP70 beeinflusst. Bei einer Nahrungsmenge 1 ist das Stressprotein im 

Gleichgewicht. Die Fastenzeit von einem Tag stellt sicher, dass der Stressor nicht durch 

kurzfristiges Hungern induziert wird. 

 

Nahrungsmenge

Stressor

~
Modulator

Fastenzeit

Calorische Restriction

 
Bild 2 : Induktion des Stressors durch Nahrungsmenge 
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Für den Energiehaushalts-Sektor benutzen wir das Dynamic Energy Budget (DEB) [24], [25]. 

Dieses Modell verknüpft die Nahrungsmenge mit der Speicherung von Energie, die Benut-

zung für Wachstum, Wärmeerzeugung, Entwicklung und Reproduktion in einem Organismus. 

 

skalierte Reserv edichte

Volumen

Gewicht

de

v d

dV

f

g

Katabolische Rate

h

k

Spezif ische Katabolische Rate

Energiehaushalt

 
Bild 3 : Energiehaushalt bei C3B10RF1-Mäusen 
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Der Sterbe-Sektor besteht aus dem Defektions-Modul und der Überlebensfunktion. 

 

Def ektion

Def ektonsf aktor

dde

l1

Mortalitätsrate
Mortalitätsf aktor

Ueberlebensf unktion

ds

Verzögerungszeit

l2
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Bild 4 :  Defektion und Überlebensfunktion bei C3B10RF1-Mäusen 

 

Das Defektions-Modul modelliert die Vorstellung, dass Altern durch eine Defektion der Zel-

len im Organismus ausgelöst wird [8], d.h. Zellen kooperieren nur solange, bis das Ziel der 

Fortpflanzung erreicht wird, danach überwiegen die egoistischen Tendenzen der somatischen 

Zellen, d.h. die altruistischen Merkmale der Zellen schwächen sich durch Konkurrenz und 

Selektion ab und die Sterbewahrscheinlichkeit des Organismus nimmt zu. 

Die spezifische katabolische Rate katalysiert hierbei die Defektionsrate. Sie ist für unser 

Modell geeigneter als die katabolische Rate, da sie von der Nahrungsmenge weitgehend 

unabhängig ist. Die Verzögerungszeit ist die Zeit, die vergeht, bis das Genom an CR adaptiert 

ist. 
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5.  Gesamtmodell 
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Bild 5 : Calorische Restriktion und Lebenserwartung bei C3B10RF1-Mäusen 
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6. Gleichungen und Parameter 
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Die Parameter für den Energiehaushaltssektor, also für das DEB Modell, konnten von [24] 

übernommen werden. 

Die Parameter für den Sektor Calorische Restriktion und den Sektor Sterben sind durch das 

Fitten an die Maus-1 Daten errechnet worden. 

Die Halbwertzeiten von Stressproteinen und zugehöriger RNA sind sehr kurz und liegen im 

Stundenbereich [26]. In unserem Modell wird 3,3P RNAT T= =  Stunden gewählt. 

Die Halbwertzeit des Aktivators haben wir mit 2,5AT =  Stunden noch kürzer gewählt, da er 

für die aktive Anpassung der Stressproteine verantwortlich ist. 

Der Feedforward Parameter 1 0,01b =  wurde in Übereinstimmung mit (3.23) gewählt. 

1 0,01b =  bedeutet biologisch, dass nur ein Bruchteil der zerfallenden Proteine zum Aufbau 

der Stressproteine beitragen. 

Die Verzögerungszeit im Sterbesektor modelliert die Vorstellung, dass die Auswirkungen der 

veränderten Gen-Expression, die durch CR induziert werden, erst nach einer gewissen Zeit 

erfolgen, im Modell nach zwei Monaten. 
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7. Ergebnisse 
 

Bild 7, 8 und 9 zeigen das Gewicht in Gramm und die Überlebenskurve von Maus-1, Maus-

0.75 und Maus-0,45. 

 

 

 
Bild 7 
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Bild 8 
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13:45    Mit, 10. Nov  2004
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Bild 9 

 

Bild 10 zeigt den Vergleich der Überlebenskurven. 
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Bild 10 
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Bild 11, 12 und 13 zeigen den Vergleich von Modell und Messdaten. 
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Bild 11 
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Bild 12 
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Bild 13 
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Bild 14 zeigt den Vergleich des Stressproteins bei einer Rechenzeit von ungefähr 8 Tagen. 

Aufgrund der Fastenzeit von einem Tag ( 0,033  Monate) wird das Protein erst nach einem 

Tag aktiviert und ist nach drei Tagen voll aktiviert. 

Bei Maus-0.75 ist das Stressprotein dabei um ungefähr 11%, bei Maus-0.45 um 25% ange-

stiegen. 
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Bild 14 

 

Die Bilder 15, 16 und 17 zeigen die Mortalitätsraten von Maus-1, Maus-0.75 und Maus-0.45.  

Im Alter von 30 Monaten ist die Mortalitätsrate von Maus-1 ungefähr 5 mal so groß wie die 

von Maus-0.75 und 18 mal so groß wie die von Maus-0.45. 

 

 
 

Bild 15 
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16:42    Die, 16. Nov  2004
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Bild 16 

 

16:39    Die, 16. Nov  2004
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Bild 17 
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Bild 18 

 

Bild 18 zeigt den Vergleich der spezifischen (auf das Körpervolumen bezogen) katabolischen 

Rate der Mäuse. Man erkennt, dass nach ungefähr 10 Monaten die Fastenart keine Rolle mehr 

spielt, d.h. hat ein Tier abgenommen, dann sind die Stoffwechselaktivitäten bezogen auf das 

Volumen (Körpergewicht) gleich, das bedeutet insbesondere, dass eine Unterernährung nicht 

die möglichen Schäden, die durch den Stoffwechsel entstehen,. signifikant vermindern kann. 

 

 

8. Simulationsprobleme 
 

Aufgrund der kurzen Halbwertzeit von P, RNA und A ist das Differentialgleichungssystem 

steif. 

Ein Vergleich von Runge-Kutta und Rosenbrock zeigt jedoch keine wesentlichen Unter-

schiede. 

Eine Sensitiv-Analyse von Parametern und Anfangsbedingungen zeigt ebenfalls keine prinzi-

pielle Änderung in den Simulationen. 

 



 23

9. Fazit 
 

Unser Modell stützt die These, dass Unterernährung nicht die Fehler im Organismus 

vermindert, sondern durch eine veränderte Genexpression zu einer verminderten Mortalitäts-

rate führt. Diese Verminderung wird in unserem Modell durch die Induktion von 

Stressproteinen (HSPs) erzielt. Stressproteine stabilisieren somatische Zellen auf vielfältige 

Weise. Hierdurch wird der Organismus als gesamtes stabiler, und die Wahrscheinlichkeit zu 

sterben geringer.  

Das Signal spiegelt den Zustand der Umgebung wider, in der sich das Lebewesen befindet. 

Eine ungünstige Umgebung ist für die Fortpflanzung nicht geeignet. Daher ist es nur sinnvoll, 

diese schlechte Zeit zu überbrücken, um sich zu einem späteren Zeitpunkt verstärkt 

fortzupflanzen. 

Da Unterernährung für Menschen keine praktikable Methode ist, muss man versuchen, das 

Stresssignal mit Hilfe von Medikamenten zu induzieren. Hieran wird zur Zeit sehr intensiv 

geforscht [27]. Die Ergebnisse scheinen vielversprechend. 
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10. Anhang 
 

Mit Hilfe von Mathematica® wurde die Diskriminante 3 3T p q= +  für 

3 2
2 1 2 1 2

027 6 3 9
,

a a a a a
q a p= − + = − berechnet: 

Da 1 2
2 3

max1max 2

K K
x

b k k
x

≥  gilt, ist der 2. und 3. Summand im Zähler von T  positiv und damit T  

größer Null. 
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