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Kein Ziel ist es wert erreiht zu werden,ohne es mit jemanden teilen zu k�onnen.unbekannter Autor





EinleitungIm Jahre 1970 wurde erstmals von Esaki1 und Tsu [Esa70℄ vorgeshlagen, mittels epi-taktisher Verfahren, d. h. durh das periodishe Aufwahsen von vershiedenen Halblei-termaterialien, wie z. B. GaAs, GaInAs, et., �Ubergitterstrukturen (engl. superlatties)herzustellen. Diese Shihtenfolge f�uhrt dazu, dass die Elektronen in dieser Struktur ei-nem periodishen Potential ausgesetzt sind. Dies gilt f�ur einen kristallinen Festk�orperaufgrund seiner regelm�a�igen Anordnung der Konstituentenatome nat�urlih auh, jedohist die Periode des �Ubergitterpotentials wesentlih gr�o�er (�Ubergitter � 10nm, Halbleiter� 0:1nm) und deren Gr�o�e insbesondere kontrollierbar. Wie wir im Laufe der Arbeit se-hen werden, de�niert die Periode des Gitters eine harakteristishe Zeitskala (�Ubergitter� 400 fs, Halbleiter � 40 ps f�ur die Feldst�arke E = 10 kV=m) des Systems, die Bloh-zeit. Je nah Gr�o�e der Blohzeit �andert sih die M�oglihkeit der Beobahtung der hiermitverbundenen E�ekte. Analog zu nat�urlihen Halbleitern, bilden sih in Halbleiter{�Uber-gittern ebenfalls eine Bandstrukturen aus, deren Form durh das k�unstlihe Wahstumkontrolliert werden kann.Legt man die beiden Enden des �Ubergitters bzgl. der Shihtwahstumsrihtung aufein untershiedlihes Potential so bildet sih im Inneren der periodishen Struktur einGleihfeld aus. Die Elektronen in dieser Anordnung k�onnen n�aherungsweise durh deneindimensionalen HamiltonoperatorH 0 = p2m2 + V (x) + eEx mit V (x) = V (x+ d) (1)beshrieben werden, wobei d die Periodenl�ange des �Ubergitterpotentials ist. Systeme, dieman durh einen solhen Hamiltonoperator beshreiben kann, werden Wannier{Stark{Systeme (WS-Systeme) genannt. Diese stellen das Bindeglied zwishen Systemen mitreinem periodishen Potential H = p2=2m + V (x) und reinen Streusystemen dar. Manspriht hier von Streusystemen, da der Hamiltonoperator H = p2=2m+ eEx keine gebun-denen Zust�ande besitzt, denn alle betrahten Zust�ande (je nah Vorzeihen der Ladunge) zerfallen in Rihtung x! �1.Betrahtet man h�oherdimensionale Systeme, so ist der Massenterm m in (1) einetensorielle Gr�o�e, die vom Quasiimpuls abh�angt. In dieser Arbeit soll diese Eigenshaftdurh eine konstante e�ektive Masse gen�ahert werden.1geb. 1925, hat 1973 den Nobelpreis als Anerkennung f�ur seine Pionierarbeiten im Bereihder Tunnelph�anomene in Festk�orpern bekommen (Tunneldiode) und war bei der Entwiklung der�Ubergitterstrukturen ausshlaggebend beteiligt 1



EINLEITUNG 2Um die Zahl der freien Parameter zu reduzieren und um die vershiedenen experi-mentellen Realisierungen des obigen Hamiltonoperators in einem gemeinsamen Rahmenbeshreiben zu k�onnen, werden im weiteren skalierte Einheiten benutzt. Der �Ubergangvon nat�urlihen zu skalierten Einheiten wird in Anhang B beshrieben und f�uhrt auf denHamiltonoperatorH = p22 + V (x) + Fx mit V (x) = V (x+ 2�): (2)Der betrahtete Hamiltonoperator (2) konnte experimentell niht nur in Halbleiter{�Uber-gittern, sondern noh in weiteren Bereihen realisiert werden. In Wellenleiterstrukturenkonnte dies durh eine periodishe Variation des Brehungsindexes erreiht werden. Derlineare Term des Hamiltonoperators wurde ebenfalls durh die Anpassung des Brehungs-indexes gegeben. Eine weitere experimentelle Realisierung �ndet man bei der Untersu-hung kalter Atome in optishen Gittern. Dieses System wurde ausf�uhrlih in fr�uherenArbeiten unserer Gruppe [Gl�u00a, Han00℄ untersuht.Der Hamiltonoperator (2) steht shon seit den zwanziger Jahren des letzten Jahrhun-derts im Blikpunkt wissenshaftliher Untersuhungen und ist mit Begri�en wie Bloh{Oszillation [Blo28℄, Landau{Zener{Tunneln [Zen34℄ und Wannier{Stark{Leitern [Wan60℄verbunden. Das �au�ere Feld F von (2) zerst�ort die Translationssymmetrie des feldfreienHamiltonoperatorsH0 = p22 + V (x); (3)dennoh erh�alt man durh eine kombinierte Symmetrieoperation bzgl. Translation einesbeliebigen Eigenzustandes H	 = E	 �uber n Perioden 2� und eine Energievershiebungum n2�F eine Leiter von Eigenzust�anden (vgl. Abb. 1) mit EnergienEn = E + n2�F; (4)die sogenannten Wannier{Stark{Leiter (WS{Leiter).Jede Superpostion von solhen Eigenzust�anden zu untershiedlihen WS{Leitern hateine periodishe Zeitentwiklung mit der Frequenz !B = 2�F=~. Dies ist die sogenannteBloh{Oszillation. �Uber mehrere Jahrzehnte wurde �uber die Existenz und Natur derWS{Leitern und Bloh{Oszillation gestritten [Kri86, Nen91, Bou95, Ros98℄. Erst in denletzten Jahren kam man zu dem im Folgenden dargestellten abshlie�enden Ergebnis.Aus heutiger Siht wurde diese Diskussion haupts�ahlih �uber die Single Band Ap-proximation gef�uhrt. Das Landau{Zener{Tunneln koppelt aber die B�ander und wird inder Single Band Approximation vernahl�assigt. Bei glatten Potentialen V (x) nimmt dieBandl�uke shnell mit wahsendem Bandindex ab. Da die Tunnelwahrsheinlihkeit mitkleiner werdender Bandl�uke zunimmt, tunneln die Blohzust�ande in h�ohere B�ander. DieGrundzustandspopulation zerf�allt also mit der Zeit. Dies zeigt, dass das diskrete Spek-trum En nur eine eine N�aherung sein kann.Zak und Avron [Avr77℄ konnten zeigen, dass das reelle Spektrum von (2) kontinu-ierlih ist, und au�erdem wurde bewiesen, dass WS{Leitern aus Resonanzen existieren,



EINLEITUNG 3
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x/2πAbbildung 1: Wannier{Stark{Leitern des Grund{ und ersten angeregten Zustandes ineinem periodishen Rehtekpotential.d. h. instabile Zust�ande, mit den komplexen EigenwertenE�;n = E�;n + 2�Fn� i��2 (5)bilden. Hierbei gibt � die Abh�angigkeit vom Bandindex an. Die analytishe Berehnungdieser Eigenwerte f�uhrt auf un�uberwindbare Shwierigkeiten. Numerishe Methoden, diees auh erlauben die Imagin�arteile der Resonanzenergien zu berehnen, gab es ebenfallsniht. Vor kurzem wurde in unserer Gruppe ein Verfahren entwikelt, um die Resonanz-energien des betrahtete Systems numerish zu bestimmen. Dieses Verfahren soll in dieserArbeit angewendet werden, um insbesondere die Ph�anomene in Halbleiter{�Ubergittern zusimulierenZu dieser ArbeitDie Arbeit gliedert sih wie folgt:� Das erste, einf�uhrende Kapitel erl�autert die zum sp�ateren Verst�andnis notwendigenBegri�e. Insbesondere erkl�art es die im Rahmen der Arbeit benutzte Streutheoriein Starksystemen.� Das zweite Kapitel wendet diese Streutheorie auf ein Kastenpotential im konstantenelektrishen Feld an. Die erhaltenen Resonanzstrukturen, d. h. die Resonanzenergienals Funktion der Feldst�arke, werden mit den B�andern des Blohspektrums verglihenund Gemeinsamkeiten aufgezeigt.



EINLEITUNG 4� Das dritte Kapitel gibt eine Einf�uhrung in ein Matrixmodell zur Beshreibung derbetrahteten Wannier{Stark{Leitern. Dieses Modell wird dazu benutzt, E�ekte,die im zweiten Abshnitt bei der numerishen Untersuhung aufgetreten sind, zuerl�autern. Es wird au�erdem ein Algorithmus vorgestellt, der es erlaubt, das Ma-trixmodell an die numerishen Ergebnisse des letzten Kapitels zu �tten.� Das letzte Kapitel befasst sih mit Absorptionsspektren von Halbleiter{�Ubergittern.Es wird eine Herleitung einer Formel zur Berehnung von Absorptionsspektren ge-geben und diese im Rahmen von Halbleiter{�Ubergittern angewandt. Die Ergebnissewerden mit experimentellen Werten verglihen.



Kapitel 1Grundlagen
1.1 Periodishe Strukturen im feldfreien FallIn diesem Kapitel werden zun�ahst Begri�e eingef�uhrt, die in dieser Arbeit gebrauhtwerden. Als erstes wird der feldfreie Fall betrahtet und die dazu geh�orenden Begri�e,wie Bloh{Zustand und Wannier{Zustand gekl�art werden. Als n�ahstes wird die Streu-theorie in Stark{Systemen erl�autert und die im Feld{Fall benutzt Begri�e der Blohzeitund des Floquet{Bloh{Operators de�niert. Die Streutheorie wird dann sp�ater benutzt,um die Resonanzenergie des Systems zu berehnen. Der letzte Abshnitt gibt kurz eineEinf�uhrung in die Landau{Zener{Theorie.1.1.1 Bloh{Zust�andeBloh{Zust�ande sind Eigenzust�ande des feldfreien HamiltonoperatorsH0 = p22 + V (x) mit V (x+ 2�) = V (x) (1.1)d. h. f�ur sie gilt die EigenwertgleihungH0�l;k = �l(k)�l;k: (1.2)Hierbei gibt l 2 IN das betrahtete Bloh{Band und k den Quasiimpuls des betrahte-ten Bloh{Zustandes an. Nah dem Blohshen Theorem [Kit70, Blo28℄ lassen sih dieEigenfunktionen darstellen durh�l;k(x) = exp(ikx)ul;k(x); (1.3)wobei die ul;k(x) die Periodizit�at des periodishen Potentials wiedergeben, d. h. es giltul;k(x) = ul;k(x+ 2�): (1.4)5



Kapitel 1.1 Periodishe Strukturen im feldfreien Fall 6Glg. (1.3) stellt eine Eihtransformation des Hamiltonoperators H0 dar und f�uhrt diesen�uber inH(k)0 = (p+ ~k)2 2 + V (x): (1.5)Die sih ebenfalls daraus ergebende EigenwertgleihungH(k)0 ul;k(x) = �l(k)ul;k(x) (1.6)und die Entwiklung der periodishen Ortsanteils in der Basis ebener Wellen hxjniul;k(x) =Xn (l;k)n hxjni; hxjni = 1p2� exp(inx) (1.7)stellen die Basis f�ur die numerishe L�osung des Eigenwertproblems (1.2) dar. DieserZugang wird sp�ater genutzt, um das Bloh{Spektrum �l(k) in Abh�angigkeit vom Quasi-impuls k zu bestimmen. Die Bloh{Funktionen �l;k(x) sind periodishe Funktionen in kund m�ussen daher nur im Intervall �1=2 6 k 6 1=2 (Brillouinzone) betrahtet werden.Zus�atzlih zu dieser Eigenshaft sind die Bloh{Funktionen auh noh Eigenzust�ande desunit�aren Translationsoperators T2� = exp(i2�p=~)�l;k(x+ 2�) = T2��l;k(x) = exp(i2�k)�l;k(x); (1.8)denn es gilt [T2�; H0℄ = 0.1.1.2 Wannier{Zust�andeAufgrund der Periodizit�at der Bloh{Funktionen als Funktion des Quasiimpulses k�onnendiese als Fourierreihe in k geshrieben werden�l;k(x) =Xn2Zexp(i2�kn) l;n(x): (1.9)Die Wannier{Funktionen sind nun die EntwiklungskoeÆzienten  l;n(x) in (1.9) undk�onnen aus den Bloh{Zust�anden mittels inverser Fouriertransformation bestimmt werden l;n(x) = Z 12�12 dk exp(�i2�kn)�l;k(x): (1.10)Damit sind die Wannier{Funktionen Linearkombinationen der Bloh{Funktionen einesBandes. Die Wannier{Funktionen haben die folgenden Eigenshaften: a) sie sind reell, b)entweder symmetrish oder antisymmetrish bzgl. x = 0 und ) exponentiell lokalisiert[Koh59, Koh72℄. Die Eigenshaften gelten nur dann, wenn man die Phasen der korrespon-dierenden Bloh{Funktionen auf eine bestimmte Art w�ahlt. Durh diese Wahl der Phase(Eihung) werden die Observablen, d. h. z. B. die Energieeigenwerte, niht ver�andert,



Kapitel 1 Grundlagen 7weshalb dies erlaubt ist [Boh93, Coh97℄. Dies f�allt unter den Begri� der Eihinvarianzder Quantenmehanik.Sowohl Bloh{Funktionen als auh Wannier{Funktionen stellen vollst�andige Ortho-normalsysteme in den Indizes k bzw. n dar, d. h. durh (1.9) und (1.10) k�onnen Bloh{und Wannier{Funktionen durh die jeweils anderen dargestellt werden. Im Gegensatz zuden Bloh{Funktionen erf�ullen die Wannier{Funktionen die Shr�odinger{Gleihung niht.1.2 Der Feld{Fall1.2.1 Floquet{Bloh{OperatorNun soll der HamiltonopertorH = p22 + V (x) + Fx mit V (x + 2�) = V (x) (1.11)mit �au�erem Feld{Anteil untersuht werden. Im Gegensatz zum feldfreien Fall kommutiertder Hamiltonoperator H niht mehr mit dem Translationsoperator. Hier gilt f�ur denKommutator[T2�; H℄ = 2�FT2�: (1.12)Betrahtet man nun den Zeitentwiklungsoperator des Systems (2) U(t; 0) = exp(�iHt=~),so wirkt T2� wie folgt darauf:T2�U(t; 0) = e�i2�Ft=~U(t; 0)T2�: (1.13)Die beiden Operatoren kommutieren also genau dann, wenn gilt2�q = 2�Ft~ ; q 2 Z: (1.14)Den Zeitpunkt �B mit q = 1 bezeihnet man als Blohperiode oder Blohzeit. DieBlohzeit kann noh �uber einen weiteren Zugang hergeleitet werden. Dazu betrahtetman einen Bloh{Zustand im �au�eren Stark{Feld. Ein Bloh{Zustand ist niht in einemSystem mit �au�erem Stark{Feld de�niert, aber man kann die Dynamik eines solhen ineinem Stark{Feld betrahteten. F�ur den Bloh{Zustand im zeitunabh�angigen Stark{Feldgilt aufgrund der Bewegungsgleihung~ _k(t) = �F (1.15)des Quasiimpulses ~k(t) = ~k0 � Ft. Die Bewegungsgleihung wurde bereits von Bloh[Blo28℄ hergeleitet. Die Blohzeit ist nun die Zeitspanne, w�ahrend der der Quasiim-puls eines propagierten Bloh{Zustandes im Gleihfeld wieder seinen anf�anglihen Wertmodulo 1 annimmt. Diese periodishe Bewegung und ihr Analogon im Ortsraum bezeih-net man als Bloh{Oszillation. Den Zeitentwiklungsoperator �uber eine Blohperiodenennt man Floquet-Bloh-Operator.



Kapitel 1.2 Der Feld{Fall 8Im Feld{Fall k�onnen mit diesen Begri�en nun ebenfalls Wannier{Funktionen	(x; t) = 1�B Z �B0 dt0 exp�iEt0~ �U(t0 + t)�k(x; 0) (1.16)de�niert werden. Diese erf�ullen imGegensatz zu ihrem feldfreien Analogon die zeitabh�ang-ige Shr�odingergleihung, denn es gilt i~�tU(t) = HU(t) und damit i~�t	(x; t) = H	(x; t).1.2.2 Streutheorie in Stark{SystemenIn diesem Abshnitt soll kurz die in den kommenden Kapiteln benutzte Streutheorie f�urStark-Systeme erl�autert werden. Eine ausf�uhrlihe Einf�uhrung �ndet man in den Arbeiten[Han00, Gl�u00a℄ und in der Ver�o�entlihung [Gl�u00b℄.Man kann auf zwei grunds�atzlih untershiedlihen Wegen an das Problem der Be-rehnung der Resonanzenergien des von uns betrahteten Systems herangehen. Zum einenkann man den Feldterm als "St�orung\ des feldfreien HamiltonoperatorsHB = p2=2+V (x)au�assen. Dies ist der urspr�unglih benutzte Zugang und f�uhrt auf gr�o�ere mathematisheProbleme bei der Untersuhung der spektralen Eigenshaften des Hamiltonoperators (2).Der zweite Weg kehrt die Sihtweise um. Man betrahtet den kinetishen Anteil und denFeldterm als "ungest�ortes\ System, denn der Feldterm dominiert f�ur gro�e x-Werte (un-beshr�ankter Operator) das periodishe Potential. Diesem "ungest�orten\ Operator wirdnun das periodishe Potential �uberlagert. Man spriht in diesem Fall von freien L�osungen,wenn man die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators 1H0 = p22 + Fx mit F > 0 (1.17)betrahtet. Wie wir shon wissen, besitzt das Potential V (x) + Fx keine gebunde-nen Zust�ande, da jeder Zustand durh eine endlihe Anzahl von Potentialbarrieren tun-neln und dann in negativer x-Rihtung zerfallen kann. Da es sih bei den betrahtetenZust�anden um Resonanzen handelt, kann man sie im Rahmen einer Streutheorie untersu-hen. Die Pole der zu de�nierenden S(treu)-Matrix stellen dann die gesuhten Resonan-zenergien dar.Es ist vorteilhafter, die Berehnung der Streumatrix in der Impulsdarstellung herzulei-ten. Die �Aquivalenz dieses Zugangs zur Ortsraumdarstellung wurde in [Gl�u00b℄ gezeigt.In der Impulsraumdarstellung haben die Eigenfunktionen von (1.17) die folgende Form	0(E; k) = exp �i�~2k36F � EkF �� : (1.18)Diese sollen nun mit den Streueigenzust�anden der Shr�odingergleihungHS	S(E) = (H0 + V (x))	S(E) = E	S (1.19)1Die Einshr�ankung F > 0 ist niht notwendig.



Kapitel 1 Grundlagen 9verglihen werden. Der Vergleih wird mittels der S{Matrix durhgef�uhrt, die de�niertist durhS(E) = limk!1 	S(E;�k)	0(E; k)	0(E;�k)	S(E; k) : (1.20)Die Berehnung der S{Matrix mittels der Eigenzust�ande des Hamiltonoperators H wirdnun ersetzt durh den �Ubergang zu Floquet{Bloh{Zust�anden. Diese sind Eigenzust�andedes Floquet{Bloh{Operators, d.h. sie erf�ullenexp��iH�B~ ��S(E; �) = exp��iE�B~ ��S(E; �): (1.21)Der �Ubergang wird dadurh gerehtfertig, dass es einen eineindeutigen Zusammenhangzwishen den L�osungen von (1.19) und (1.21) gibt:	S(E) = Z 12�12 d��S(E; �): (1.22)Damit zeigt man, dass die Funktionen hkj	S(E)i und hn + �j�S(E)i f�ur k = n + ��ubereinstimmen, und die S{Matrix damit die Gestalt:S(E) = limn!1 h�n + �j�Sihn+ �j�0ih�n + �j�0ihn+ �j�Si (1.23)hat. Die Pole der S{Matrix sind die gesuhten Resonanzen, d. h. Streuzust�ande mit reinauslaufendem Anteil der Wellenfunktion (Siegert{Randbedingungen). Sie entsprehenden Nullstellen von 	S(E; k)=	0(E; k). Deshalb werden die EntwiklungskoeÆzientenCn = hnj�S(E)i der �aquivalenten Floquet{Bloh{Zust�ande in der Basis ebener Wellenbetrahtet. Dies soll nun detailliert durhgef�uhrt werden. Dazu betrahtet man den Zeit-entwiklungsoperator. Durh �Ubergang zur Impulseihung mittels S(t) = exp(�iFxt=~)kann der Zeitentwiklungsoperator in ein Produkt von zwei Operatoren zerlegt werden[Gl�u99℄U(t) = exp (�iFxt=~) ~U(t) mit ~U(t) =dexp�� i~ Z t0 ~H(t)dt� : (1.24)Hierbei ist ~H = (p�Ft)2=2+V (x) und das Dah �uber der Exponential{Funktion bedeutetZeitordnung. Der Floquet{Bloh{Operator wird damit zu U(�B) = eix ~U(�B). Glg. (1.21)erh�alt mittels dieser �Uberlegung in der Basis ebener Wellen die GestaltXn ~Um+1;nCn = exp(�iE�B=~)Cm = �Cm: (1.25)F�ur n ! �1 kann man den Anteil des periodishen Potentials von H vernahl�assigen.Die Matrix ~U geht f�ur diesen Grenzfall in Diagonalform �uber. Angenommen dies sei f�urjnj > N ausreihend erf�ullt, dann hat ~U die Form~Um;n � umÆm;n mit um = exp�� i2~ Z �b0 (~m� Ft)dt� : (1.26)



Kapitel 1.2 Der Feld{Fall 10Damit k�onnen wir den Vektor C, der mit steigenden Indizes von unten nah oben sortiertsei, in nat�urliher Weise in drei Teile zerlegenC = 0B� C(+)C(0)C(�) 1CA : (1.27)Hierbei enth�alt C(+) die KoeÆzienten mit n > N , C(�) die mit n < �N � 1 und C(0) denRest. Aufgrund von (1.25) und (1.26) h�angen die KoeÆzienten von C(+) rekursiv �uberCm+1 = (um+1=�)Cm (1.28)von CN ab. Eine �ahnlihe Rekursion gilt auh f�ur C(�) und C�N�1. Sei nunW die Matrix,die man erh�alt, wenn man von ~U nur den Anteil der Gr�o�e (2N + 1)� (2N + 1) nimmt.Mit der Matrix B, de�niert alsBN =  0t 0W 0 ! ; (1.29)l�asst sih die endlihdimensionale Version von (1.25) so umformen, dass man die Matrix-gleihung(BN � �1l )C(0) = �uN+1CN+1eN (1.30)mit etN = (1; 0; : : : ; 0) 2 IR2N+2 erh�alt. F�ur gegebenes � stellt (1.30) das Bindegliedzwishen den KoeÆzienten der einlaufenden C(+) und der auslaufenden Asymptotik C(�)dar. Man kann also mit dieser Gleihung und den Rekursionsbeziehungen (1.28) alleMatrixelemente der S{Matrix bestimmen. Um die Pole der S{Matrix zu �nden mu� mannun die Nullstellen vonhkj	S(E)i=hkj	0(E)isuhen. Wie man anhand von (1.18) sieht, geht hkj	0(E)i f�ur komplexes E = E � i�=2mit k ! 1 exponentiell gegen null. F�ur jedes endlihe k gilt aber hkj	0(E)i 6= 0. Diesgilt auh f�ur die Streul�osungen, da diese sih von 	0(E; k) nur durh einen Phasenterm imExponenten untersheiden. Gilt also C(+) 6= 0, hat die S{Matrix keine Pole. Umgekehrtimpliziert C(+) = 0, dass die S{Matrix einen Pol besitzt. Um die Pole der S{Matrix zubestimmen, m�ussen also die Eigenwerte der Gleihung(BN � �1l )C(0) = 0: (1.31)bestimmt werden.



Kapitel 1 Grundlagen 11Numerisher ZugangNah Glg. (1.31) muss zun�ahst die Floquet{Bloh{Matrix des HamiltonoperatorseH(t) = (p� Ft)2 2 + V (x)berehnet werden. Dazu bestimmt man die Matrix eU(�B) in der Basis ebener Wellen hxjnimit M = 2N + 1 Basisfunktionen. Das in der De�nition des Floquet{Bloh{Operatorsauftretende Integral wird dann durh eine endlihe Summe gen�aherteU(�B) � exp � i~ jmaxXj=1 eH(tj)�t! = jmaxYj=1 exp�� i~ eH(tj)�t� ; (1.32)wobei tj = (j�1=2)�t, j 2 1; 2; : : : ; jmax und �t = �B=jmax gilt. Mit Glg. (1.29) wird dieMatrix BN konstruiert und die Eigenwerte � von BN berehnet. Die ResonanzenergienE = E � i�=2 ergeben sih, da gilt � = exp(�iE=F ), zuE = iF ln�: (1.33)1.2.3 Landau{Zener{TheorieIn diesem Abshnitt soll die Herleitung der Landau-Zener-Formel kurz erl�autert werden.Hierbei wird analog zu der Herleitung in der Originalarbeit von Zener [Zen34℄ vorgegan-gen.In einem Festk�orper, Halbleiter{�Ubergitter oder allg. in der Theorie quasifreier Teil-hen (z.B. Elektronen) in periodishen Potentialen sind niht alle Energieniveaus erlaubt.Die m�oglihen Energieniveaus sind in B�andern gruppiert und durh Bandl�uken � derBreite E�g voneinander getrennt. Setzt man nun diese Anordnung einem �au�eren Stark-Feld aus, im Falle eines �Ubergitters also einem �au�eren konstanten elektrishen Feld, soverlieren die obigen Blohb�ander ihre Bedeutung. Das �au�ere Feld f�uhrt dazu, dass dieB�ander des feldfreien Falles degenerieren und damit ihre Anordnung (Numerierung) be-deutungslos wird (vgl. auh Abb. 1.1). Ein Teilhen kann nun durh Tunneln auh in einanderes Band gelangen, das im feldfreien Fall energetish �uber diesem liegen w�urde.Ziel ist es nun, die Wahrsheinlihkeit pro Zeiteinheit  zu bestimmen, mit der dasTeilhen durh die Bandl�uke (klassish verbotener Bereih) tunnelt. Dazu muss dieTunnelwahrsheinlihkeit p mit der Zahl der Tunnelversuhe pro Zeiteinheit multipliziertwerden. Diese Zahl entspriht der zur Bloh{Oszillation geh�orenden Frequenz �b = 1=�B.Es gilt also = �bp: (1.34)Die Tunnelwahrsheinlihkeit ist nun gegeben durhp = �(x +�x)�(x) ; �(x) = j	(x)j2; (1.35)
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Abbildung 1.1: B�ander,die durh starkes elektrishes Gleihfeld energetish entartet sindwobei die 	(x) L�osung der station�aren Shr�odingergleihung ist�� ~22m �2�x2 + V (x)�	(x) = E	(x): (1.36)Diese Di�erentialgleihung besitzt f�ur jede Energie L�osungen, auh wenn V (x) einperiodishes Potential ist. Es gilt niht f�ur jede L�osung, dass sie die Bloh{Bedingungerf�ullt und damit ist sie auh keine Eigenl�osung mit periodishen Randbedingungen. Mitdem L�osungsansatz	k(x) =Xq k�qei(k�q)x (1.37)erh�alt man aus der Shr�odingergleihung die Determinantengleihung (vgl. auh (2.22))� ~22mk2 � E�� ~22m(k � q)2 � E� = jhqjV j0ij2 : (1.38)Mit E als beliebigem Parameter kann daraus k berehnet werden. F�uhrt man die Sub-stitution k = 1=2q + � und E = E0 + � durh, wobei E0 = ~2(k � q)2=2m gilt, undnimmt an, dass � und � klein sind (N�aherung quasifreier Elektronen), so erh�alt man alsN�aherungsl�osung�2 = 2m~2  �2 � jhqjV j0ij24E0 ! : (1.39)F�ur j�j < jhqjV j0ij wird � rein imagin�ar, weshalb die Wellenfunktion in der Bandl�ukeeinen Exponentialfaktor exp(��(x)) mit�(x) = Im� = jhqjV j0ijq4E0 �1� 4x2(�x)2�12 (1.40)



Kapitel 1 Grundlagen 13enth�alt. Hierbei wurde f�ur die Energie des Elektrons in der Bandl�uke angenommen, dasssie proportional zum Abstand vom Mittelpunkt dieser ist. Die Breite der Bandl�uke sei�x. Damit gilt aufgrund der WKB{Methodep � exp0��2 x1Zx0 �(x)dx1A ; (1.41)wobei x1 und x2 dabei die Grenzen der Bandl�uke sind. Der Faktor 2 kommt vom Qua-drieren der Wellenfunktion bei der Berehnung der Wahrsheinlihkeitsdihte. F�uhrt mandie Integration von (1.40) durh und benutzt (1.34), so erh�alt man � F~ exp���24 qE2g2�FE0� : (1.42)Tr�agt man ln(=2F ) gegen 1=F auf, so erh�alt man aufgrund der Laundau{Zener{Formel(1.42) eine Gerade. Die hier gegebene Herleitung der Tunnelwahrsheinlihkeit ist nureine semiklassishe N�aherung, in der u. a. das �Ubergangsmatrixelement vernahl�assigtwurde. Maht man f�ur die Energie des Elektrons in der Bandl�uke einen anderen Ansatz,so untersheidet sih das Resultat nat�urlih. In der Literatur [Hau64℄ �ndet man weitereLandau{Zener{Formeln. Die Untershiede liegen vor allem in der Abh�angigkeit von derBandl�ukenenergie ([Hau64℄ erh�alt z. B. die Abh�angigkeit E3=2g ). In dieser Arbeit soll von = aF exp�� bF � (1.43)als Landau{Zener{Formel ausgegangen werden. Die Gr�o�en a; b k�onnen mittels semi-klassisher Rehnungen bestimmt werden, dies soll hier aber niht geshehen. Die Wer-te werden im Rahmen der Modellbetrahtungen des Kapitels 3 so eingestellt, dass dieLandau{Zener{Formel die Ergebnisse der numerishen Untersuhungen im Durhshnittwiedergibt.Die Betrahtung zur Landau{Zener{Theorie werden im Rahmen dieser Arbeit an zweiStellen aufgegri�en und zwar im Bereih der numerishen Untersuhung als Modellvor-stellung und im Rahmen der Modellbetrahtung des vierten Kapitels als Ansatz.
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Kapitel 2Resonanzstrukturen inStark{Systemen
Bei der Untersuhung von Halbleiter{�Ubergittern wird in der Literatur [Esa70℄ zumeistvon einem Rehtek{Potential ausgegangen. Dieses Potential soll in diesem Kapitel mitder in der Einf�uhrung vorgestellten Streutheorie untersuht und die dabei auftretendenPh�anomene, wie z.B. das Auftreten von Paaren der Lebensdauern, qualitativ erl�autertwerden. Als Zugang zum Kastenpotential wird die Fourierentwiklung genommen. Wei-terhin wird ein gegl�attetes Rehtekpotential untersuht, wodurh die unphysikalishenSprungstellen des Rehtek{Potentials vermieden werden. Das Kapitel beginnt zun�ahstmit der Betrahtung der Eigenwerte f�ur eine feste Feldst�arke und geht im Sp�ateren aufdie Eigenshaften der Resonanzenergien als Funktion der Feldst�arke ein.
2.1 Resonanzenergie f�ur konstante Feldst�arke2.1.1 Das Rehtek{PotentialEinf�uhrung Das Rehtekpotential soll im Folgenden als periodishes Potential desHamiltonoperators Glg. (2) untersuht werden. Es sei wie folgt de�niert:V (x) = (�v f�ur x mod 2� 2 (b=2; 2� � b=2)v sonst: mit a+ b = 2� (2.1)Das Potential hat also die in Abb. 2.1 zu sehende Form. Um die Streutheorie zu nutzen,ist es am einfahsten, das periodishe Potential V (x) in der Basis ebener Wellen hxjni =1=p2� exp(�inx), n 2 Z, darzustellen. Im Falle des Rehtek{Potentials (2.1) (M !1)15
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Abbildung 2.1: Rehtekpotential Glg. (2.1) ohne �au�eres Stark{Feldergibt sih die Fourierreihe bis zum M -ten Term zu:hnjV jn0i = ( v� [b� �℄ f�ur n = n02v�(n�n0) sin� (n�n0)b2 � l=n�n0= 2v�l sin � lb2 � sonst (2.2)VM(x) = MXl=0 hljV j0i (exp(ilx) + exp(�ilx)) = 2 MXl=0 hljV j0i os(lx): (2.3)Im Rahmen der numerishen Untersuhungen ist nur eine endlihe Basis, d.h. n 2f�N; : : : ; Ng mit N 2 N , verf�ugbar. Dadurh ist die maximale Zahl der betrahtetenFourierkomponenten beshr�ankt auf M � N . Die Exponentialdarstellung in Glg. (2.3)wurde hingeshrieben, da man an ihr den Aufbau der Matrizen zur Beshreibung desPotentials besser erkennt. Die Fourierterme hljV j0i werden auf die �l{te und l{te Ne-bendiagonale der Potentialmatrizen geshrieben. Der Diagonalterm verursaht nur eineEnergievershiebung und ist deshalb im allgemeinen gleih Null gesetzt worden. Ist diesniht der Fall, so wird es explizit erw�ahnt. Aufgrund der eingef�uhrten skalierten Einheitenbleiben als freie Potential{Parameter nur noh die Anzahl der betrahteten Fourierkom-ponenten M und die Barrierenbreite b �ubrig. Die Variation dieser beiden Parameter und~ soll in den n�ahsten Abshnitten getrennt voneinander betrahtet werden.2.1.2 Variation der Anzahl der FourierkomponentenZun�ahst soll die Konvergenz der Energieeigenwerte bei steigender Anzahl der betrahte-ten Fourierkomponenten des Rehtek{Potentials untersuht werden. Die Fourierreihe desRehtek{Potentials konvergiert besonders shleht (O(M�1)). Die Sprungstellen spielenhier die ausshlaggebende Rolle (Gibbs'shes Ph�anomen). Da es numerish niht m�oglih



Kapitel 2 Resonanzstrukturen in Stark{Systemen 17M E1 � i�1=2 E2 � i�2=249 0:0323972� 0:0002379i �0:0081830� 0:0054474i51 0:0323944� 0:0002403i �0:0077587� 0:0058379i53 0:0323956� 0:0002371i �0:0080584� 0:0053588i55 0:0323926� 0:0002358i �0:0084197� 0:0050970i57 0:0323947� 0:0002337i �0:0079952� 0:0051840i59 0:0323970� 0:0002319i �0:0076104� 0:0055706iTabelle 2.1: Die zwei langlebigsten Resonanzenergien in Abh�angigkeit von der Zahl derFourierterme M des Potentials. Als numerishen Parameter wurde N = 70 und jmax =120 benutzt.ist, das Rehtek{Potential durh seine Fourierreihe exakt darzustellen, muss die Kon-vergenz der Resonanzenergien in Abh�angigkeit von der Fourierdarstellung des Potentials,d. h. vonM , �uberpr�uft werden. Die zur Berehnung der Resonanzenergien herangezogenenPotentiale VM(x) sind also nur N�aherungen des Rehtek{Potentials (2.1). Im Folgendensoll das symmetrishe Rehtek{Potential (a = b = �) betrahtet werden. Die geradenTerme der Fourierreihe sind aufgrund dieser Wahl identish Null. Aus (2.3) ergibt sihdamit:VM(x) = 2 fMXl=0 sin ((2l + 1)�=2)(2l + 1)� os((2l + 1)x): (2.4)wobei fM = [(M�1)=2℄, d. h. die Gau�{Klammer von (M�1)=2 ist. Die weiteren physika-lishen Parameter seien durh ~ = 1 und F = 0:1 gegeben. In diesem Abshnitt sollen dieResonanzenergien, die mittels zweier in unserer Gruppe entwikelter Methoden berehnetwurden, verglihen werden. Die standardm�a�ig in dieser Arbeit benutzte Streutheorie inStark{Systemen bietet den einen Zugang. Der andere ergibt sih durh die shon seitlangem benutzte Transfer{Matrix{Methode, die in unserer Gruppe [Mo�01℄ so erweitertwurde, dass mit ihrer Hilfe die Resonanzenergien f�ur ein unendlihes Rehtek{Potentialberehnet werden k�onnen. In den Tabellen 2.1 und 2.2 sind die Ergebnisse der numerishenUntersuhungen mittels der Streutheorie zu �nden. Das Rehtek{Potential wurde durhM Fourierterme beshrieben. Die beiden Tabellen untersheiden sih durh die zu ihrerBerehnung verwendeten numerishen Parameter N und M . Zun�ahst betrahten wirTabelle 2.1. Dort sind die Resonanzenergien f�ur M = 49; : : : ; 59 angegeben. Die Realteileder Eigenenergien E� sind auf das fundamentale Energieintervall [0; 2�℄F eingeshr�ankt(in den Abbildungen des n�ahsten Abshnittes z. B. Abb. 2.3 ist das fundamentale Ener-gieintervall [0; 2℄). Die Hinzunahme weiterer Fourierterme ver�andert das Potential sostark, dass die Realteile und Imagin�arteile der Resonanzenergien sih noh ziemlih deut-lih mit M ver�andern. Dies liegt an der oben shon erw�ahnten shlehten Konvergenz



Kapitel 2.1 Resonanzenergie f�ur konstante Feldst�arke 18� M = 250 M = 2511 0:0323997802� 0:0002183659i 0:0324000253� 0:0002187601i2 0:0968415331� 0:0019035434i 0:0968783549� 0:0018988166i3 �0:2159043357� 0:0019476257i �0:2158734037� 0:0019250782i4 0:0616772463� 0:0019498727i �0:2132975843� 0:0019315225i5 �0:2133166160� 0:0019712389i 0:0617060283� 0:0019862018i6 �0:2518300045� 0:0020484383i �0:4775854971� 0:0020660375i7 0:0589728574� 0:0020552326i �0:2517885886� 0:0020819631i8 �0:2834221795� 0:0021142334i 0:0997156493� 0:0020894224i9 �0:4164073037� 0:0021231290i �0:4164712898� 0:0021040524i10 �0:4775698736� 0:0021235440i 0:0589709411� 0:0021056737iTabelle 2.2: Die zehn stabilsten Resonanzenergien E� � ��=2 in Abh�angigkeit von derZahl der Fourierterme des Potentials (N = 500 und jmax = 120).der Fourierreihe. Die Resonanzenergien oszillieren bei Variation des Parameters M ; es istkein eindeutiges Verhalten erkennbar. Untersuhungen zur Konvergenzordnung sind nihtsinnvoll, da man sehr gro�e Matrizen diagonalisieren m�usste, was sehr fehlerbehaftet ist.In Tabelle 2.2 ist f�ur die selben physikalishen Parameter, aber mit M = 250 undM = 251 die Rehnung wiederholt worden. Es sind dort die zehn stabilsten Resonanz-energien angegeben. Vergleiht man beide Tabellen, so erkennt man, dass die Dezimalendes Grundzustandes sih nur auf den hinteren Nahkommastellen ver�andert haben, aberder erste angeregte Zustand von Tab. 2.1 niht mehr in Tab. 2.2 zu �nden ist. Der ersteangeregte Zustand von Tabelle 2.2 ist stabiler als der in Tabelle 2.1. Da die Linienbreitender h�oher angeregten Zust�ande sih teilweise nur auf der f�unften Nahkommastelle unter-sheiden, ist zu vermuten, dass die durh Variation vonM bedingte Potentialver�anderungein Taush der Zustandsident�aten verursaht. Diesen E�ekt �ndet man tats�ahlih in Ta-belle 2.2, wenn man die Zust�ande vier und f�unf betrahtet. Deshalb ist die Berehnungder angeregten WS{Leitern nur bedingt sinnvoll.Betrahtung eines gegl�atteten Rehtek{PotentialsDas in Glg. (2.5) de�nierte Potential vermeidet die Unstetigkeitsstellen des Rehtek{Potentials und entspriht damit eher den in der Natur vorliegenden Verh�altnissen. Die-ses gegl�attete Rehtek{Potential wird in Kapitel 4 benutzt und liefert im Rahmen derBerehnung der Absorbtionsdihte sehr gute �Ubereinstimmungen mit den experimentel-len Daten und soll deshalb hier kurz vorgestellt werden. Im Folgenden sollen zum letz-ten Abshnitt analoge Untersuhungen mit diesem Potential durhgef�uhrt werden. Das
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Abbildung 2.2: Vergleih des Potential Glg. (2.5) (blau � = 2, rot � = 5) ohne Stark{Feldmit dem Rehtek{Potential der Barrierenbreite b = �.gegl�attete Potential sei durh die periodishe Fortsetzung vonV (x) = �tanh���x + ba+ b��� tanh���x� ba + b��� mit a + b = 2� (2.5)gegeben1. Damit dasselbe Potential wie im letzten Abshnitt beshrieben wird, mussvon (2.5) noh 1=2 abgezogen werden. Der Vorteil des tanh{Potentials gegen�uber demRehtek{Potential ist, dass seine seine Fourierreihe sehr shnell konvergiert. Die Periodedieses Potentials ist, wie shon im letzten Abshnitt, durh a + b gegeben. � gibt dieinverse Breite des �Ubergangsbereihs und b=(a + b) den Wendepunkt der tanh{Funktionan. Der Wendepunkt be�ndet sih also an der Sprungstelle des Rehtek{Potentials (2.1).In Abb. 2.2 ist das Rehtek{Potentials sowie das Potential (2.5) f�ur vershiedene Wertef�ur � dargestellt. Zur Berehnung der Resonanzenergien wurden gr�o�ere Werte f�ur �benutzt als dargestellt, da die Approximation des Rehtek{Potentials so (Abb. 2.2) nohniht ausreihend ist.In Tabelle 2.3 sind die Resonanzenergien der f�unf stabilsten WS{Leitern f�ur ~ = 1und F = 0:1 angegeben. Die Resonanzenergie des Grundzustandes ist nahezu unabh�angigvon der Zahl M der zur Beshreibung der periodishen Fortsetzung von (2.5) benutztenFourierkomponenten. Aber der erste angeregte Zustand reagiert wesentlih sensibler aufdie Variation von M . Wie shon im letzten Abshnitt f�allt auf, dass die Linienbreitender angeregten Zust�ande sih teilweise erst ab der f�unften Nahkommastelle untershei-den, weshalb es hier ebenfalls zu dem oben beshriebenen E�ekt des Identit�atstaushsbei Variation von M kommt. Dies ist niht verwunderlih, da die Resonanzenergien desRehtek{Potentials lediglih durh eine andere Approximation des Potentials berehnet1Formel ist in skalierten Einheiten.



Kapitel 2.2 Resonanzenergie als Funktion der Feldst�arke 20� M = 240 M = 2451 0:0324157503� 0:0002224263i 0:0324157260� 0:0002225201i2 0:0617849460� 0:0025208121i 0:0968337767� 0:0024637153i3 �0:1591906027� 0:0025616802i �0:2132299800� 0:0024803196i4 0:0967852203� 0:0025648123i 0:0617106378� 0:0025085311i5 0:1507617494� 0:0025768083i �0:2158139745� 0:0025091440iTabelle 2.3: Die f�unf stabilsten Resonanzenergien in Abh�angigkeit von der Zahl der Fou-rierterme des gegl�atteten Potentials. Es wurde f�ur den �Ubergangsparameter der Wert� = 120 gew�ahlt.wurden. Vergleiht man Tabelle 2.3 mit 2.2 so sind die Untershiede ziemlih gro�, ledig-lih die Quasienergien des Grundzustandes stimmen f�ur beide Herangehensweisen �uberein.Die Resonanzenergien reagieren also sehr emp�ndlih auf etwaige Ver�anderungen des Po-tentials. Selbst dieser Gl�attungsprozess verursaht shon merklih Abweihungen.Die Resonanzenergie, die mittels der Streutheorie bestimmt wurden, sollen nun mitden Ergebnissen der Transfer{Matrix{Methode noh verglihen werden. Diese liefert f�urdie obigen physikalishen Parameter die folgende Tabelle: Auh hier ist wieder nur die� E� � i��=21 0:0323985266� 0:0002187008i2 �0:006198119� 0:0030488896i3 �0:017224155� 0:0033582594iTabelle 2.4: Mittels Transfer{Matrix{Methode berehnete Resonanzenergien der drei sta-bilsten Zust�ande f�ur die physikalishen Parameter F = 0:1 und ~ = 1Resonanzenergie des Grundzustandes fast die selbe, wie in Tab. 2.2. Alle anderen Reso-nanzenergien sind untershiedlih. Dies liegt daran, dass f�ur die angeregten WS{Leiterneine der beiden Methoden noh niht konvergiert ist.Abshlie�end kann also gesagt werden, dass die Berehnung der Resonanzenergien derangeregten WS{Leiter sehr shwierig ersheint.2.2 Resonanzenergie als Funktion der Feldst�arkeDie Barrierenbreite wird in diesem Abshnitt f�ur zwei harakteristishe Werte betrahtetund die Zahl der Fourierkomponenten M der zur Beshreibung des Rehtek{Potentialsbenutzten Fourierreihe wird variiert. Aber im Gegensatz zum letzten Abshnitt wird



Kapitel 2 Resonanzstrukturen in Stark{Systemen 21hier die Feldst�arke des Systems kontinuierlih durhgefahren. Die Untersuhungen diesesAbshnittes sind qualitativer Natur.2.2.1 Das Kosinus{PotentialZun�ahst soll das Kosinus-Potential als periodishes Potential des WS{Hamiltonoperatorsbetrahtet werden. Das Kosinus{Potential tritt bei der Untersuhung kalter Atome inoptishen Gittern auf [And96, Fri98, Dut99, MS97℄. Die Atome in diesem System werdenals zwei Niveau{Systeme approximiert. Diese werden einer vom �Ubergang zwishen denbeiden Niveaus stark verstimmten (far detuned) stehenden Laserwelle ausgesetzt. Dieauf die Atome wirkenden optishen Kr�afte k�onnen n�aherungsweise durh das Potential[Wal95, CT92℄U(x) = ~
2R4Æ os2(kLx) (2.6)beshrieben werden. Hierbei ist 
R die Rabi-Frequenz des zwei Niveaus{Systems, Æ =!l � !0 die Verstimmung der Laserfrequenz !l gegen�uber der �Ubergangsfrequenz !0 undkL die Wellenzahl des Lasers. Mit der Beziehung os2(kLx) = 1=2(1 + os(2kLx)), folgt,dass dieses Potential �aquivalent zum Kosinus{Potential ist, bei dem der Energienullpunktvershoben ist. Um diese Potentiale und damit verbundenen Experimente zu beshreiben,wurde die in der Einf�uhrung beshriebene Streutheorie entwikelt [Gl�u99a℄. Durh dieEinf�uhrung der skalierten Einheiten (siehe Anhang B) bleiben als variable Gr�o�en nurnoh die skalierte Plank'she Konstante ~ und die skalierte Feldst�arke F �ubrig. In denAbb. 2.3 (a)-(d) wird die Resonanzenergie E(F ) = E(F ) � i�(F )=2 als Funktion derinversen Feldst�arke 1=F f�ur untershiedlihe ~ dargestellt. Aus experimenteller Sihtl�asst sih die Variation von ~ erreihen, wenn man untershiedlihe Elemente und damituntershiedlihe Atommassen in den Experimenten mit kalten Atomen benutzt [Wil96,Bha97, Mad99, And98, Dah96℄, beziehungsweise die Eigenshaften wie Gitterperiode oderPotentialtiefe des optishen Gitters �andert. Dies und die Umskalierungsvorshrift kannAnhang A von [Gl�u00a℄ entnommen werden (die Umskalierungsformeln f�ur ~ und F sindaber auh Anhang B zu entnehmen). Das skalierte Plank'she Wirkungsquantum liegtf�ur bisherige Experimente zwishen eins und sehs.Die EnergienEn(F ) = En;l=0(F ) + 2�F l mit l 2 Z; (2.7)bilden die sogenannten Wannier{Stark (WS){Leitern. F�ur F ! 0 gehen die EnergienEn;0 gegen die Mittelwerte der Bandenergien des feldfreien Hamitonoperators H0:En;l=0(F ) �!F!0 hEn;l=0i = Z 12�12 En(k)dk: (2.8)Dies ergibt sih aus folgender �Uberlegung. Betrahtet man zun�ahst die Dynamik einesBlohteilhens, also eines Eigenzustandes des Hamiltonoperators H0 unter dem Einu�
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(d)Abbildung 2.3: Darstellung der Energie und Linienbreite f�ur das Kosinus-Potential f�ur(a)-(d) ~ = 1; 2; 3; 4 (numerishe Parameter N = 10; jmax = 120 (vgl. Kap. 1.2.2))des �au�eren Feldes und vernahl�assigt die Interband�uberg�ange f�ur kleine Feldst�arken,so erh�alt man die single{band{approximation. Man hat also den Eigenzustand �n;k mitEigenenergie En(k). Betrahtet man nun die zeitlihe Entwiklung des Anfangszustands�n;k0, so bleibt man | unter obiger Vernahl�assigung | im n{ten Band des feldfreienHamiltonoperators und der Zustand entwikelt sih zu �n;k(t). Die Wellenfunktion folgtdem Houston{Ansatz [Hou40℄�n;k(t) = exp�� i~ Z t0 En(k(t0))dt0��n;k0: (2.9)



Kapitel 2 Resonanzstrukturen in Stark{Systemen 23Die Zeitentwiklung �uber eine Blohperiode ergibt also�(�B)n;k=k0 = U(�B)�n;k0(0) = e�i �E�b=~�n;k0(0) (2.10)mit �E = 1�B �BZ0 E(k0 � Ft=~) dt = Z 12�12 E(k) dk: (2.11)Deshalb erwartet man aufgrund von (2.7), dass die Energien f�ur kleine Feldst�arken, alsogro�e inverse Feldst�arken, Sharen von Geraden der FormEn(F )F = En;l=0F + 2�l mit l 2 Z (2.12)bilden. Jede Gerade bildet einen Repr�asentanten der dazugeh�origen Wannier{Stark{Leiter. F�ur gro�e Feldst�arken gilt dieses Verhalten niht mehr, wie man z.B. Abb. 2.3 (b)durh Betrahtung der stabilsten WS{Leiter (blau) f�ur F � 0:1 entnehmen kann.Nun sollen die Linienbreiten �=2F betrahtet werden. Man erkennt z. B. in Abb. 2.3(b), dass das grobe Verhalten in der halblogarithmishen Darstellung einer Geradenentspriht. Dieses wurde bereits in Kap. 1.2.3 zur Landau{Zener{Theorie vorherge-sagt. Folglih l�asst sih die Grobstruktur der Linienbreite einer Wannier{Stark{Leiterdurh die Landau{Zener{Formel (1.42) beshreiben. Aus der "Landau{Zener{Geraden\ragen Peakstrukturen heraus, die sih zum Teil bei den Linienbreiten �uber mehrereGr�o�enordnungen erstreken. Die Peaks sind f�ur ~ = 1 (vgl. Abb. 2.3 (a)) sehr ausge-pr�agt, d. h. die Lebensdauer des Resonanzzustandes ist sehr sensitiv gegen�uber kleinenVer�anderungen der Feldst�arke.Betrahtet man sowohl Energien als auh die Linienbreiten, so sieht man, dass diePeaks in den Breiten genau an den Kreuzungen der Energien vershiedener WS{Leiternauftreten. F�ur ~ = 1 erkennt man noh eine Hierahie der Peaks, d. h. die Struktu-ren sind vershieden stark ausgepr�agt. Die steilsten Peaks des Grundzustandes tretenbei Kreuzungen der stabilsten WS{Leiter mit der n�ahst instabileren auf. Die niht soausgepr�agten Peaks treten bei Kreuzungen der Grundzustandsenergie mit der zweitenangeregten WS{Leiter auf. Die Peakstrukturen, die durh Kreuzungen der Energie desGrundzustandes mit den Energien instabilerer WS{Leitern entstehen, k�onnen sheinbarvernahl�assigt werden. Die starken Oszillationen des Grundzustandes f�ur 1=F � 23 sindauf numerishe Fehler zur�ukzuf�uhren.Die Peakstrukturen k�onnen durh den E�ekt des resonanten Tunnelns erkl�art wer-den. Betrahtet man zwei Resonanzzust�ande, so geh�ort zu jedem eine WS{Leiter, wobeisih die Zust�ande einer WS{Leiter durh 2�F l energetish untersheiden. Haben nunzwei Resonanzzust�ande untershiedliher WS{Leitern fast dieselbe Energie, d. h. giltEn + 2�Fk = En0 + 2�F l (k; l 2 Z), so wird das Tunneln durh die Barrieren verst�arkt(vgl. Abb. 1). Durh diesen Prozess des resonanten Tunnelns wird der stabilere Zustandinstabiler und umgekehrt (vgl. Abb. 2.3 (a)).



Kapitel 2.2 Resonanzenergie als Funktion der Feldst�arke 24In Abb. 2.3 (b) erkennt man ein weiteres Kreuzungsszenario. F�ur 1=F � 4 �ndetman eine Kreuzung der Linienbreiten des ersten angeregten mit dem zweiten angeregtenZustand. Dies ist mit einer vermiedenen Kreuzung der Energien verbunden. Einen Punkt,in dem sowohl Energien als auh Linienbreiten sih kreuzen, nennt man au�ergew�ohnlihenPunkt. Die Existenz eines solhen Punktes in Wannier{Stark{Systemen ist jedoh nihtgesihert.F�ur wahsendes ~ werden alle Resonanzen instabiler und die Realteile der Energiewerden gr�o�er als die Potentialtopftiefe, d.h. die Zust�ande m�ussen niht mehr durh denPotentialwall tunneln. Das die Zust�ande im Potentialtopf nah oben wandern erkenntman anhand der Steigungen der Quasienergien als Funktion der Feldst�arken. Die Steigungwerden f�ur gro�e ~ positiv.F�ur gr�o�ere Werte von ~ �ndet man nur noh die Peaks, die durh das resonanteTunneln zwishen Grundzustand und erstem angeregten Zustand verursaht werden.Man erkennt au�erdem, dass mit gr�o�erem ~ immer mehr Kreuzungen der Realteileauftreten, d. h. auh die Zahl der Tunnelprozesse in einem beshr�ankten Feldst�arkebereihnimmt zu. Durh Abz�ahlen der Oszillationen der stabilsten WS{Leiter f�ur jedes ~ erh�altman Tabelle 2.5. ~ NOszi NOszi=~1 4 42 7 3.53 12 44 20 5Tabelle 2.5: Zahl der Oszillationen NOszi des Grundzustandes f�ur die Abb. 2.3 (a)-(d)Die Zahl der Oszillationen nimmt also linear mit ~ zu, was f�ur den Abstand derOszillationen bedeutet, dass er wie ~�1 gegen Null geht.Dieses Verhalten kann man mit folgender �Uberlegung begr�unden. resonantes Tunnelntritt dann auf, wenn sih zwei vershiedene WS{Leitern kreuzen, d. h. wenn ihre Energienf�ur eine bestimmte Feldst�arke gleih sind. Betrahtet man z. B. die durhE(0)m (F ) = E0 + 2�Fm und E(1)n (F ) = E1 + 2�Fn mit m;n 2 Z (2.13)gegebenen WS{Leitern des Grund{ und ersten angeregten Zustandes, so gilt f�ur denKreuzungspunkt E(0)m (F ) = E(1)n (F ) und damitE0 � E1F = 2�(n�m) =: 2�L mit L 2 Z: (2.14)Der Abstand zwishen zwei Maxima oder Minima der Linienbreite des Grundzustandesergibt sih damit zu�� 1F � = 2�E0 � E1 [(L + 1)� L℄ = 2��E : (2.15)
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Abbildung 2.4: Linienbreite des Grundzustandes f�ur ~ = 4. Das Gitter wurde mit demAbstand eingef�uhrt, den Glg. (2.15) liefert. Die absolute Position muss �uber Hand ange-passt werden.Die Werte f�ur E0 und E1 ergeben sih f�ur kleines F , wie oben beshrieben, aus den Mit-telwerten der Bandenergien des feldfreien Hamiltonoperators H0. Diese Werte erh�alt mandurh Diagonalisierung von (1.6). F�ur ~ = 4 ergab sih E0 = 0:5524; E1 = 4:7333. DenVergleih zwishen diesen theoretishen �Uberlegungen und den numerishen Berehnun-gen kann Abb. 2.4 entnommen werden.Damit konnte f�ur den Fall kleiner Feldst�arke die Zunahme der Oszillationen des Grund-zustandes auf die Betrahtung des feldfreien Hamiltonoperators zur�ukgef�uhrt werden. Da�E n�aherungsweise proportional zu ~ ist, folgt�� 1F � � 1~ �!~!1 0: (2.16)Das Auftreten der h�oheren Zahl der Oszillationen in der Linienbreite der stabilsten WS{Leiter kann so verstanden werden. Das selbe Ph�anomen in den angeregten WS{Leiternkann auf eine analoge Betrahtung zwishen den angeregten WS{Leitern zur�ukgef�uhrtwerden. Die Energien E� angeregter WS{Leitern liegen n�aher zusammen, weshalb derenDi�erenz kleiner und damit die Zahl der Oszillationen gr�o�er ist.2.2.2 Das Rehtek{PotentialVariation der Anzahl der FourierkomponentenNun soll eine Falluntersheidung durhgef�uhrt werden, deren Bedeutung sih in Kap. 2.2.3kl�art. In den Abbildungen (2.5) und (2.6) sind, wie f�ur das Kosinus{Potential, die Re-sonanzenergien E(F ) = E(F )� i�(F )=2 als Funktion der Feldst�arke dargestellt. Obwohlwir im letzten Abshnitt gelernt haben, dass die Resonanzenergien nur sehr langsam mit



Kapitel 2.2 Resonanzenergie als Funktion der Feldst�arke 26wahsender Anzahl M der Fourierterme konvergieren, werden in diesem Abshnitt dieResonanzenergien nur f�ur die kleine WerteM = 3; 5; 7; 9; 19 betrahtet, da lediglih quali-tative Betrahtungen durhgef�uhrt werden. Die Rehenzeit f�ur die im weiteren betrahtenDarstellungen w�are f�ur die Matrizengr�o�en von M = 100 immens. Es werden hier nur diesehs (oder vier) stabilsten Zust�ande dargestellt, da bei Hinzunahme weiterer Zust�andedie Abbildungen shnell un�ubersihtlih werden. Durh die Beshreibung des periodishenPotentials als Fourierreihe mit den wie oben gew�ahlten M erf�ahrt dieses noh erheblihFormver�anderungen. Trotzdem wird der durh die Landau{Zener{Formel vorgegebene,grobe Verlauf durh Hinzunahme weiterer Fourierterme niht stark beeinu�t. Ebensover�andert sih der Verlauf der Energien E(F ) nur shwah, insbesondere die Steigung�andert sih nur shwah.Fall b = �: Bei diesem Fall sind Barrierenbreite und Topfbreite gleih, das Potential istalso eine symmetrishe Funktion. Deshalb enth�alt die dazugeh�orige Fourierreihe nur dieungeraden Terme und hat damit die folgende Gestalt (2.4)VM(x) = 2 fMXl=0 sin ((2l + 1)�=2)(2l + 1)� os((2l + 1)x);wobei fM = [(M � 1)=2℄, d. h. die Gau�{Klammer von (M � 1)=2 ist. Die numerisheUntersuhung f�ur dieses Beispielpotential ergibt f�ur tiefe Potentiale, d.h. f�ur kleines ~,die Abbildungen 2.5 und 2.6.Exemplarish sollen an den Abbildungen 2.5 (a) und (b) die auftretenden Ph�anomeneerl�autert und die Gemeinsamkeiten und Untershiede diskutiert werden. Die weiterenAbbildungen sollen verdeutlihen, dass die Resonanzenergien als Funktion der Feldst�arkedurh Hinzunahme weiterer Fourierterme unter Beteiligung der beshriebenen Ph�anomenekomplexer werden.Genauso wie im Fall des Kosinus{Potentials tritt hier der E�ekt des Resonanten Tun-nelns auf, der mit Kreuzungen der Realteile der Resonanzenergien und einer vermiedenenKreuzung der Imagin�arteile verbunden ist. Zum anderen tritt auh der umgekehrte Fallein, d. h. die Realteile als Funktion der Feldst�arke vermeiden sih und die Imagin�arteileshneiden (vgl. z. B. 1=F � 2:5 in Abb. 2.5 (b)). Die betrahteten WS{Zust�ande tau-shen bei diesem Typ von Kreuzung ihre Identit�at, denn der zun�ahst stabilere Zustandwird instabiler als der anf�anglih instabilere.An den angeregten WS{Leitern erkennt man, dass f�ur steigende Zahl der Fouriertermeder letzte Kreuzungstyp h�au�ger auftritt. Au�erdem werden die Oszillationen der Linien-breiten durh resonantes Tunneln, ausgepr�agter. Hierzu vergleihe man das Verhalten derGrundzustandslinienbreiten f�ur 1=F � 6 in Abb. 2.5 (a) und (b). Die st�arkste Shwan-kung wird durh die Kreuzung des Grundzustandes (blau) mit dem dritten angeregtenZustand (yan) verursaht. Links davon erkennt man nur shwah die Oszillation, diedurh die Kreuzung des Grundzustandes mit dem vierten angeregten Zustand (magenta)bewirkt wird. Betrahtet man dieselbe Stelle f�ur fM = 3, f�allt zun�ahst auf, dass mehrOszillationen zu beobahten sind. Die Hauptoszillation ist ferner ausgepr�agter, d. h. sie
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(b)Abbildung 2.5: Darstellung der Energie und Linienbreite f�ur ~ = 1; b = �, Variiert wirdin diesem Fall der Parameter fM = Maximalzahl der beteiligten Fourierkomponenten (a)fM = 1, (b) fM = 2.geht h�oher und f�allt an ihren Flanken steiler ab. Die f�ur fM = 1 links davon nur shwahzu erkennende Oszillation tritt jetzt deutliher hervor. Au�erdem erkennt man an denShwankungen der Linienbreiten eine hierarhishe Ordnung, d. h. die st�arksten Oszillatio-nen werden durh Kreuzungen des Grundzustandes mit der ersten angeregten WS{Leiter(gr�un) verursaht, die n�ahst shw�aheren durh Kreuzungen mit der zweiten angeregtenWS{Leiter (rot) usw.
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()Abbildung 2.6: Darstellung der Energie und Linienbreite f�ur ~ = 1; b = �, Variiert wirdin diesem Fall der Parameter fM = Maximalzahl der beteiligten Fourierkomponenten, (a)-() fM = 3; 4; 9Fall b 6= �: F�ur diesen Fall wurden als Potential{Parameter die folgendenWerte gew�ahlt:~ = 2:5, fM = 3. Die Barrierenbreite wurde f�ur Abb. 2.7 (a) auf b = � und f�ur (b) aufb = 2 eingestellt. Hier soll das Ergebnis dieser beiden F�alle verglihen werden. Die Fou-rierreihen dieser beiden Potentiale untersheiden sih grunds�atzlih, denn durh die Wahlvon b = � wird das Rehtek{Potential eine symmetrishe Funktion des Ortes, weshalballe geraden Fourierterme vershwinden. Im Gegensatz dazu f�uhrt die Wahl b = 2 nihtzum Vershwinden dieser Terme. In Abb. 2.7 (a) erkennt man, dass die erste und zweite
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(b)Abbildung 2.7: Darstellung der Quasienergien und Linienbreiten der vier stabilstenWannier{Stark{Leitern f�ur die Parameter (a) ~ = 2:5; b = �; M = 3, (b) ~ = 2:5; b = 2und M = 3angeregte WS{Leiter sih deutlih in den Linienbreiten von den anderen WS{Leitern ab-setzen. Dieses Ph�anomen wird im Folgenden Linienbreiten{(Lebensdauer{)Paarung (da� = ~=�) genannt. F�ur die Wahl b = 2 tritt dieses Ph�anomen niht auf, es h�angt also ein-deutig von der Wahl der Barrierenbreite ab. Der Kl�arung des Ph�anomens sind Kap. 2.2.3und Kap. 3.1 gewidmet. In Kap. 2.2.3 wird erl�autert, weshalb das Vershwinden der Fou-rierterme wihtig ist, und Kap. 3.1 gibt eine Beshreibung des Ph�anomens im Rahmeneines Matrixmodells f�ur WS{Leitern.Variation der BarrierenbreiteDieser Abshnitt befasst sih mit dem Einuss der Barrierenbreite auf die St�arke der Os-zillationen in den Linienbreiten der Resonanzstrukturen. Wie man folgender �Uberlegungentnehmen kann, l�asst sih durh Verringerung des �Uberlapps der Wellenfunktionen zwei-er benahbarter T�opfe eine Kreuzung der Linienbreiten in eine vermiedene Kreuzung�uberf�uhren. Diese Verringerung des �Uberlapps l�asst sih durh Vergr�o�erung der Barrie-renbreite erreihen [Wag93℄.Das Tunneln in h�ohere WS{Leitern, insbesondere des Grundzustandes in den erstenangeregten Zustand wird durh die Landau{Zener{Formel = a1F exp��a2EgF �



Kapitel 2.2 Resonanzenergie als Funktion der Feldst�arke 30beshrieben. Die Bandl�uke ist im Falle quasifreier Teilhen gegeben durh [Kit70℄Eg = 2 jhnjV j0ij ;d. h. durh das Doppelte des n{ten Fourierterms. F�ur das Rehtekpotential haben wirf�ur diesen FourierkoeÆzientenhnjV j0i = 2v�n sin�bn2 � mit n 2 INerhalten. Dabei ist v die Potentialtiefe und b die Barrierenbreite des Rehtekpotenti-als. Das Tunneln vom Grundzustand in den ersten angeregten Zustand wird durh denFourierkoeÆzientenh1jV j0i = 2v� sin� b2�bestimmt. Dieser KoeÆzient ist f�ur 0 < b < 2� positiv und f�ur 0 < b < � monoton wah-send. Also wird das Tunneln durh gr�o�er werdende Barrierenbreite zwishen b = 0 undb = � immer unwahrsheinliher. In den Abb. 2.8 und 2.9 ist f�ur das Potential VM(x)mitM = 5 und ~ = 1 die Barrierenbreite variiert worden. Es sind die drei stabilsten WS{Leitern dort dargestellt. Bei der sehr shmalen Barrierenbreite von b = �=10 (Abb. 2.8(a)) ist die Tunnelwahrsheinlihkeit durh die Barriere sehr gro�, weshalb die Zust�andesehr instabil sind. Die Linienbreiten der betrahteten WS{Leitern haben alle dieselbeGr�o�enordnung und es kommt vermehrt zu Kreuzungen der Linienbreiten. Die WS{Leitern wehselwirken also sehr stark miteinander. F�ur b = �=2 (Abb. 2.8 (b)) wird dieResonanzstruktur �ubersihtliher, denn die Zahl der Kreuzungen der Linienbreiten nimmtab. Es treten aber sowohl Kreuzungen als auh vermiedene Kreuzungen der Linienbrei-ten auf. Die betrahteten WS{Leitern werden im Ganzen um mehrere Gr�o�enordnungenstabiler. In Abb. 2.8 () sind die Resonanzstrukturen f�ur b = � dargestellt, d. h. f�ur denFall des symmetrishen Potentials (Barrieren{ und Topfbreite sind gleih). Kreuzungender Linienbreiten liegen nur noh bei den angeregten WS{Leitern vor. Der Grundzustandbesitzt nur noh vermiedene Kreuzungen, wobei die st�arksten Oszillationen durh reso-nantes Tunneln in den ersten angeregten Zustand verursaht werden. Die Linienbreitender angeregten WS{Leitern untersheiden sih noh deutlih voneinander.Vergr�o�ert man die Barrierenbreite weiter, so nimmt die Oszillationst�arke der Linien-breiten aller dargestellten WS{Leitern ab (Abb. 2.9 (a)). Insbesondere die Linienbreite desGrundzustandes entspriht nahezu dem durh die Landau{Zener{Theorie vorhergesagtemVerlauf. Betrahtet man zuletzt Abb. 2.9 (b), so erkennt man, dass der Grundzustandwieder instabiler wird. Au�erdem bildet die Quasienergie E=�F des Grundzustandes imGegensatz zu den vorherigen Abbildungen eine Gerade mit positiver Steigung, d. h. derZustand ist im Potentialtopf nah oben gewandert. Die St�arke der Oszillationen der Li-nienbreite haben wieder zugenommen. Dies ist auh anhand der obigen �Uberlegungenverst�andlih, da die Tunnelwahrsheinlihkeit f�ur � � b � 2� wieder gr�o�er wird. Auhdie Linienbreiten der angeregten WS{Leitern oszillieren wieder st�arker.
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()Abbildung 2.8: Darstellung der Energien und Linienbreiten f�ur ~ = 1 und M = 5 mitden Barrierenbreiten (a) b = 0:1� (b) b = 0:5� und () b = �2.2.3 Betrahtung spezieller PotentialeIn diesem Abshnitt soll folgendes Modellpotential als periodishes Potential betrahtetwerden:V (x) = � os(mx) + � os(nx); (2.17)wobei m;n 2 IN und 0 � m � n sowie �; � 2 IR sind. Bei diesen Potentialen ist daraufzu ahten, dass die kleinste Periode niht notwendigerweise 2� ist. Die Floquet{Bloh{
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(b)Abbildung 2.9: Darstellung der Energien und Linienbreiten f�ur ~ = 1 und M = 5 mitden Barrierenbreiten (a) b = 1:57� (b) b = 1:7�Periode muss aber an diese Periode angepasst werden. Die kleinste Periode ergibt sih zu2� durh den gr�o�ten gemeinsamen Teiler (ggT) von m und n.Zun�ahst soll der feldfreie Fall betrahtet werden. Dies soll an reduzierten Bandshe-mata geshehen. Diese Potentiale haben z. B. die in Abb. 2.10 zu sehende Bandstrukturim feldfreien Fall. Die Symmetrie der Dispersionsbeziehung bzgl. k = 0 ergibt sih ausder Symmetrie V (x) = V (�x) des periodishen Potentials [Kit70℄. Quasifreie und qua-sigebundene Zust�ande lassen sih in dieser Darstellung gut untersheiden. QuasigebundeZust�ande zeihnen sih dadurh aus, dass die Energieeigenwerte nahezu unabh�angig vomQuasiimpuls sind. Im Tight{Binding{Limit stimmen diese Energien an den R�andernder Brillouin{Zone mit den Eigenenergien im Potentialtopf �uberein (siehe Anhang in[Koh59℄). Im Gegensatz dazu erh�alt man einen quadratishen Verlauf der Dispersions-relation im Modell quasifreier Zust�ande. Zus�atzlih zu den erlaubten Energieb�anderntreten auh Bandl�uken auf, d. h. Energiebereihe f�ur die das Eigenwertproblem kei-ne L�osungen besitzt. F�ur quasigebundene Zust�ande ist das Auftreten der Bandl�ukenunmittelbar klar, da sie aus den Energieabst�anden der Niveaus des Potentialtopfes ent-springen. Eine weitere Ursahe f�ur das Auftreten von Bandl�uken kann im Rahmen derTheorie quasifreier Zust�ande gefunden werden (siehe z. B. [Ash76℄ Kapitel 9). F�ur ver-shwindendes Potential hat die Shr�odingergleihung ebene Wellen als L�osungen. Deshalbentwikelt man f�ur shwahe Potentiale die Wellenfunktionen in der Basis ebener Wellenhxjqi = exp(�iqx)=p2�:	k(x) =Xq k�qei(k�q)x: (2.18)



Kapitel 2 Resonanzstrukturen in Stark{Systemen 33

−0.5 0 0.5
−1

0

1

2

3

4

5

k

E
 [
s.

u
.]

Abbildung 2.10: Bandstruktur des feldfreien Hamiltonoperators f�ur das Potential V (x) =0:6 os(3x) + 0:4 os(4x) mit ~ = 1.Einsetzen in die zeitunabh�angige Shr�odingergleihung und elementare Umformungen lie-fern das Gleihungssystem0 = �12~2(k � q)2 � E� k�q +Xq0 hq0jV jqik�q mit q; q0 2 Z (2.19)wobei gilthq1jV jq2i = 12� �Z�� V (x)ei(q2�q1)xdx: (2.20)Betrahtet man nun zwei Zust�ande, deren Energienniveaus sih in der Gr�o�enordnungvon V voneinander untersheiden, jedoh von allen anderen Niveaus weiter separiert sind,ergibt sih aus Glg. (2.19): E � E0k�q1 �hq2jV jq1i�hq1jV jq2i E � E0k�q2 ! k�q1k�q2 ! = 0; (2.21)wobei E0k�qi = 1=2~2(k � qi)2 die Dispersionsrelationen der quasifreien Zust�ande sind.Dieses Gleihungssystem hat genau dann nihttriviale L�osungen, wenn gilt:����� E � E0k�q1 �hq1jV jq2i��hq1jV jq2i E � E0k�q2 ����� = 0: (2.22)Dies f�uhrt zu einer quadratishen Gleihung, deren L�osungen sih zuE�(k) = 12(E0k�q1 + E0k�q2)�s�E0k�q1 � E0k�q22 �2 + jhq1jV jq2ij2 (2.23)



Kapitel 2.2 Resonanzenergie als Funktion der Feldst�arke 34ergeben. Insbesondere f�ur den Rand der Brillouin{Zone, also k = 1=2, l�asst sih dies nohweiter vereinfahen, denn es gilt E01=2�q1 = E01=2�q2 , und damitE�(1=2) = E01=2�q1 � jhq1jV jq2ij: (2.24)Die Energiel�uke am Rand ist also gegeben durhEg = 2jhq1jV jq2ij; (2.25)d. h. sie entspriht der Gr�o�e des FourierkoeÆzienten des periodishen Potentials zumQuasiimpuls q1 � q2. Nun soll diese Betrahtung auf den Fall mit Feld ausgedehnt wer-den. Dies ist nat�urlih nur eine N�aherung, da niht klar ist, inwieweit die Begri�e diesesAbshnittes erhalten bleiben.Durh das Anlegen eines �au�eren Feldes kommt es zu Interband�uberg�angen, wie wirin Kap. 1.2.3 gelernt haben. F�ur die Tunnelwahrsheinlihkeit ergab sih ein Ausdrukder Form = aF exp��bE2gF � :Die Bandl�uke Eg ist, wie wir gesehen haben, im Fall quasifreier Zust�ande gegeben durhdie Fourierkomponente zum Quasiimpuls q = q1 � q2. Ist diese Fourierkomponente iden-tish Null, so geht die Tunnelwahrsheinlihkeit f�ur den �Ubergang zwishen Band q und(q + 1) f�ur wahsende inverse Feldst�arke polynomial wie 1=F gegen Null, d. h. der Zu-stand wird immer stabiler, je gr�o�er die inverse Feldst�arke wird. Ist die Bandl�uke nihtidentish Null, so nimmt die Tunnelwahrsheinlihkeit mit wahsender inverser Feldst�arkeexponentiell ab.Die Bildung von Lebensdauer{Paaren oder allgemeiner Zustands{Clustern l�asst sihmit diesem Modell qualitativ erkl�aren. Unter einem Zustands{Cluster verstehen wir Gra-phen der Linienbreiten, die in Darstellungen �=2F gegen 1=F nahezu parallel verlaufen(vgl. Abb. 2.7 (a)). Hierauf soll anhand der anf�anglih erw�ahnten Beispielpotentialen�aher eingegangen werden. Deshalb betrahten wir zun�ahst die Fourierzerlegung dieserPotentialehqjV j0i = �2 (Æq;m + Æq;�m) + �2 (Æq;n + Æq;�n): (2.26)Diese Potentiale haben also eine Bandl�uke der Gr�o�e � zwishen dem m{ten und (m +1){ten und eine der Gr�o�e � zwishen dem n-ten und (n + 1){ten Band. Dies kannnumerish ebenfalls best�atigt werden. Mit dem in Kap. 1.1.1 beshriebenen Algorithmuserh�alt man f�ur die Fourierkomponenten des im n�ahsten Absatz beshriebenen Beispiel{Potentials V (x) = 0:6 os(3x) + 0:4 os(4x) mit ~ = 1 die Werte: � � 0:59 und � �0:38. Die Tunnelwahrsheinlihkeit zwishen den unteren m{B�andern ist gro�, weil dieBandl�uke Null ist. Das Tunneln ins (m+1){Band ist aufgrund der Landau{Zener{Formelaber wesentlih unwahrsheinliher, da f�ur den Exponentialfaktor gilt exp(�bE2g=F )� 1.Deshalb sind die Zust�ande der ersten m{B�ander wesentlih stabiler als die Zust�ande der
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Abbildung 2.11: Energien und Linienbreite der Resonanzenergien des Operators (2) f�urdas Potential V (x) = 0:6 os(3x)+ 0:4 os(4x) mit ~ = 1; das Auftreten der Cluster ist zuerkennen, wie im Haupttext erl�autert.h�oheren B�ander. F�ur diese Potentiale wird deshalb ein Cluster der Gr�o�e m erwartet.Die n�ahst instabilere WS{Leiter hat einen Linienbreiten{Graphen, der sih deutlih vondiesen absetzt.Nah der selben Argumentation tritt als n�ahstes ein Cluster von (m�n){WS{Leiternauf, welher sih wiederum deutlih von den instabileren WS{Leitern absetzt. Als Beispielsei das Potential V (x) = 0:6 os(3x)+0:4 os(4x) mit ~ = 1 betrahtet. Die Clusterbildungin Abb. 2.11 l�asst sih im Rahmen quasifreier Zust�ande erkl�aren, d. h. durh das Auftretenvon Fourierkomponenten ungleih Null.Als zweites Beispiel sei V (x; Æ) = 2q(os(Æ) os(2x) + sin(Æ) os(x)) mit ~ = 0:2; Æ =5�=6 und q = 1=2 betrahtet. Dieses Potential ist [Nu~n91℄ entnommen, geh�ort aber zuder anf�anglih eingef�uhrten Klasse (2.17) von Potentialen. Die Besonderheit dieses Po-tentials liegt in seiner Asymmetrie, weshalb keine fast entarteten Eigenenergien auftreten.Diese Entartungen verursahen Shwierigkeiten bei den Betrahtungen des Abshnittes.Die Bandl�uken, die durh niht vershwindende Fourierkomponenten verursaht wer-den, treten erst zwishen erstem und zweiten sowie zweitem und dritten Band auf. DasPlank'she Wirkungsquantum ~ wird so klein gew�ahlt, damit m�oglihst viele quasige-bundene Zust�ande existieren. Ein kleines ~ kann durh Vergr�o�erung der Potentialtiefeerreiht werden. Die Bandl�uken, die man im Bandshema der Abbildung 2.12 zwishenallen h�oheren B�andern erkennt (siehe auh Tabelle 2.6) sind durh die Bandl�uken zwi-shen quasigebundenen Zust�anden zu erkl�aren. Die B�ander mit Bandindex eins bis viersind durh gro�e Bandl�uken voneinander getrennt. Danah kommen drei Paare vonB�andern, die ebenfalls durh gr�o�ere Bandl�uken getrennt sind. Diese sind aber kleinerals die vorherigen.



Kapitel 2.2 Resonanzenergie als Funktion der Feldst�arke 36

−0.5 0 0.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

k

E
 [
s
.u

.]

Abbildung 2.12: Bandstruktur des feld-freien Hamiltonoperators mit dem peri-odishen Potential V (x; Æ) f�ur ~ = 0:2.

Bandindex n En1 -1.1722 -0.7923 -0.4334 -0.2005 -0.0976 0.1207 0.2158 0.4129 0.49610 0.667Tabelle 2.6: Mittlere Bandenergie desn{ten Bandes des feldfreien Hamilton-operators mit V (x) = os(Æ) os(2x) +sin(Æ) os(x) und ~ = 0:2 und Æ = 5�=6.
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Abbildung 2.13: Dargestellt sind die Energien und Linienbreiten der zehn stabilsten WS{Leitern des Potentials V (x; Æ) mit ~ = 0:2; Bildung von Lebensdauer{Paaren durh Be-trahtung quasigebundener Zust�ande im feldfreien Fall.



Kapitel 2 Resonanzstrukturen in Stark{Systemen 37

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

1/F

E
/F

π

5 10 15 20
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

1/F
Γ

/2
F

Abbildung 2.14: Quasienergien und Linienbreiten der vier stabilsten Wannier{Stark{Leitern f�ur das Potential V (x) = 0:3 os(x) + 0:7 os(2x) mit ~ = 1:5.Die hier beshriebene Ordnung der B�ander ist auh in den Linienbreiten der Abbildung2.13 zu �nden. Beginnt man bei seiner Betrahtung zun�ahst mit der Linienbreite desstabilsten Zustandes, so tritt zun�ahst ein Cluster mit drei Linienbreiten auf. Dieses setztsih ab von einem Linienbreiten{Paar, das wiederum vom N�ahsten getrennt verl�auft.Das nun folgende letzte Beispiel liefert noh einige interessante Eigenshaften, die imFolgenden Kapitel ebenfalls diskutiert werden. Au�erdem wird das Beispiel noh zweiMal im Rahmen der Matrixmodellbeshreibung als Illustration und Untersuhungsobjektherangezogen. Das Beispiel sei gegeben durh das PotentialV (x) = 0:3 os(x) + 0:7 os(2x) (2.27)mit ~ = 1:5. Aus den obigen �Uberlegungen kann mittels (2.27) direkt abgeleitet werden,dass ein Linienbreiten{Paar zu erwarten ist, welhes sih deutlih von den instabilerenZust�anden absetzt. Dies liegt an dem gro�en Fourierterm � = 0:7. Eine Best�atigungdieser Erwartung �ndet man in Abb. 2.14. Zus�atzlih zum Auftreten des Linienbreiten{Paares f�allt an Abb. 2.14 auf, dass die Quasienergien des Grund{ und ersten angeregtenZustandes keine Geraden mehr bilden sondern oszillieren. Die Linienbreiten dieser beidenZust�ande verlaufen nahezu parallel und haben lediglih eine vermiedene Kreuzung bei1=F � 8. Sie f�uhren au�erdem eine Hauptoszillation durh, welhe von kleineren Oszil-lationen, die durh resonantes Tunneln mit den h�oher angeregten Zust�anden verursahtwird, �uberlagert ist.Diese Ph�anomene werden im n�ahsten Kapitel im Rahmen eines Matrixmodells f�urWannier{Stark{Leitern gekl�art.



Kapitel 2.2 Resonanzenergie als Funktion der Feldst�arke 382.2.4 ZusammenfassungDas Kapitel lieferte zun�ahst Aussagen �uber das Verhalten der Resonanzenergien beikleinen �Anderungen des betrahteten periodishen Potentials. Es stellte sih heraus, dassdie Resonanzenergien der angeregten WS{Leitern sehr sensibel gegen�uber Ver�anderungender benutzten Parameter sind. Im weiteren wurden die Resonanzstrukturen untersuhtund eine qualitative Erkl�arung des Ph�anomens der Linienbreiten{Paarung gegeben.



Kapitel 3Matrixmodell vonWannier{Stark{LeiternIm folgenden Kapitel wird das Matrixmodell, das in [Gl�u99b, Gl�u00b℄ eingef�uhrt wur-de, f�ur vershiedene Kopplungsst�arken zwishen den beteiligten WS{Leitern untersuht.Zun�ahst wird der Fall zweier koppelnder Leitern ausf�uhrlih betrahtet. Im weiterenwird die kritishe Kopplung zweier WS{Leitern bestimmt und die Erweiterung auf eineh�ohere Zahl von WS{Leitern kurz diskutiert. Der letzte Abshnitt befasst sih damit,die Erkenntnisse, die man bis dato gewonnen hat, auf die numerishen Ergebnisse desvorherigen Kapitels anzuwenden und im Rahmen des Matrixmodells zu kl�aren und zureproduzieren.3.1 System zweier koppelnder Wannier{Stark{LeiternWir betrahten hier ein System aus zwei WS{Leitern, welhes man erh�alt, wenn die Eigen-energien der anderen Leitern sih stark von diesen untersheiden. Auh hier wird wieder,wie shon in der Streutheorie des Einf�uhrungskapitels, der Floquet{Bloh{Operator un-tersuht. Von diesem weiss man, dass seine Eigenwerte im Fall ungekoppelter Niveaus dieForm �� = exp(�i��) = exp(�i (E�(F )� ��(F )=2) =F )haben. Der Realteil des Eigenwertes ist niht eindeutig bestimmt, da �k mit exp(�i2�l)(l 2 Z) multipliziert werden kann, ohne die Eigenwerte der Matrix zu �andern. Diesentspriht den WS-Leitern des urspr�unglihen Systems. Hierbei wird in diesem Abshnittzun�ahst angenommen, dass beide Leitern eine endlihe Lebensdauer �� haben. EineKopplung in diesem Zustandsraum wird durh eine unit�are Kopplungsmatrix der Form:W = exp �i 0 w=Fw=F 0 !! =  os(w=F ) �i sin(w=F )�i sin(w=F ) os(w=F ) ! (3.1)39



Kapitel 3.1System zweier koppelnder Wannier{Stark{Leitern 40vermittelt. Damit ergibt sih f�ur den Evolutionsoperator eU(�B) eines Systems unterein-ander koppelnder Zust�ande zueU(�B) =  �1 00 �0 !W: (3.2)Die Eigenwerte von eU(�B) sind die gesuhten Energieeigenwerte. F�ur dieses Eigenwert-problem wird das harakteristishe Polynom bestimmt und die Realteile der Resonanz-energien E� und Linienbreiten �� f�ur die folgenden F�alle n�aher untersuht:1. kleine Kopplung der Niveaus (w=F � 1),2. fast maximale Kopplung der Niveaus (w=F = �=2� � mit �� 1).Das harakteristishe Polynom f�ur Glg. (3.2) ist0 = �2 � (�1 + �0) os(w=F )�+ �1�0: (3.3)Der Fall ungekoppelter Niveaus liefert keine zus�atzlihen Aussagen, die Eigenenergien undLinienbreiten sind die des anf�anglihen Systems. Sind die Niveaus shwah gekoppelt, soliefert Glg. (3.3) mit � = w=F0 = �2 � (�1 + �0)(1� �2=2)�+ �1�0: (3.4)Mit dem Ansatz e�0 � �0(1 + Æ0), der annimmt, dass die Eigenwerte des gekoppeltenSystems sih niht stark von den urspr�unglihen untersheiden, ergibt sih der Korrektur-term Æ0 = �22 �1 + �0�1 � �0 : (3.5)Hierbei wurden Terme der Ordnung O(Æ20) vernahl�assigt. Mit der Beziehung �ie�0 =ln e�0 = ln(�0) + ln(1 + Æ0) � ln�0 + Æ0 (jÆ0j � 1) folgt f�ur den Quasiwinkel e�0eE0(F )F � ie�0(F )2F = e�0 = �0 + i�22 �1 + �0�1 � �0 : (3.6)Die Zerlegung in Real und Imagin�arteil liefert also die Energie und Linienbreite des Grund-zustandes. Der letzte Teil der rehten Seite von Glg. (3.6) kann wie folgt umgeformtwerdeni�1 + �0�1 � �0 = i��1�0�12 + ��0�1�12��0�1�12 � ��1�0�12 = �os � �1��02 �sin � �1��02 � ; (3.7)



Kapitel 3 Matrixmodell von Wannier{Stark{Leitern 41und mit den komplexen Additionstheoremen f�ur Sinus und Cosinus erh�alt man darausi�1 + �0�1 � �0 = i sinh y osh y � sinx os xsin2 x osh2 y + sinh2 y os2 x (3.8)mit x = (E1 � E0)=2F und y = �(�1 � �0)=4F . Somit erh�alt man f�ur den RealteilRe �i�1 + �0�1 � �0� = � sin x os xsin2 x osh2 y + sinh2 y os2 x = sin 2xos 2x� osh 2y (3.9)und f�ur den Imagin�arteilIm �i�1 + �0�1 � �0� = sinh 2yosh 2y � os 2x: (3.10)Mit Glg. (3.6) erh�alt man f�ur die Korrektur der EnergieeE0 = E0 � �22 sin�E1(F )�E0(F )F �os�E1(F )�E0(F )F �� osh ��0��12F � (3.11)und f�ur die der Linienbreitee�02 = �02 � �22 sinh ��0��12F �osh ��0��12F �� os�E1(F )�E0(F )F � : (3.12)Die Resonanzenergien der angeregten WS{Leiter erh�alt man mittels des Ansatzes e�1 =�1(1� Æ1). Aus einer analogen Rehnung wie oben folgt, dass f�ur die Korrekturen Æ0 = Æ1gilt und damit ergibt sih die Energie und Linienbreite der angeregten WS{Leiter zu:eE1 = E1 + �22 sin�E1(F )�E0(F )F �os�E1(F )�E0(F )F �� osh ��0��12F � ;e�12 = �12 � �22 sinh ��0��12F �osh ��0��12F �� os�E1(F )�E0(F )F � :Die shon in (3.6) angedeutete F{Abh�angigkeit der Energien und Linienbreiten soll f�urdie Energien nun konkretisiert werden. N�aherungsweise kann man f�ur die Energien an-setzten, dass E�(F ) = E� +D�F gilt. Der Einuss des Stark{Feldes wird durh diesenAnsatz ber�uksihtigt. Zum einen verursaht das Stark{Feld eine Vershiebung des Po-tentialminimums (dies wirkt sih aber auf alle Energien gleiherma�en aus) und zumanderen wird das periodishe Potential durh dessen Einu� deformiert. Die Deformati-on des Potentials ist gr�o�er f�ur gr�o�ere Feldst�arken, was mit diesem Ansatz beshriebenwird. Dieser Ansatz bedeutet, dass die Deformation des Potentials und damit die Lageder Energieniveaus sih linear mit der Feldst�arke erh�oht.
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Abbildung 3.1: Linienbreite der drei stabilsten Resonanzen als Funktion der inversenFeldst�arke F f�ur ~ = 1:6171 (durhgezogene Linie). Betrahtet wurde hier das PotentialV (x) = os(x), das im Rahmen atomoptisher Untersuhungen bearbeitet wurde. Eben-falls mit durhgezogener Linie ist der Fit eines Zwei-Zustands-Modells (aus [Gl�u00a℄)dargestellt.Die Modellbeshreibung dieses Falles wurde im Rahmen der theoretishen Untersu-hungen [Gl�u00b℄ kalter Atome in stehenden Laserfeldern unter dem Einuss des Gravi-tationsfeldes als Stark{Feld benutzt [Rai97℄. Hierbei wurde der Hamiltonoperator H =p2=2+os(x)+Fx untersuht. Bei dem betrahteten System trat ein shwah koppelnderGrundzustand auf, dessen Verhalten mit Hilfe dieses Modells gut reproduziert werdenkonnte (siehe Abb. 3.1).Im weiteren sollen die F�alle der maximalen und vor allem der fast maximalen Kopp-lung von WS{Leitern betrahtet werden. Die allgemeine L�osung des harakteristishenPolynoms (3.3) lautet�� = �0 + �12 os(w=F )�r(�0 + �1)24 os2(w=F )� �0�1 (3.13)und f�uhrt im Fall maximaler Kopplung, d. h. w=F = �=2, zu�� = �p��0�1: (3.14)Hieraus kann man ebenfalls die Energien und die Linienbreiten f�ur diesen Fall berehnen.Ausgehend von �0;1 = exp(�iE0;1=F ) mit E� = E� � i��=2 ergibt sih�� = � exp��iE0 + E12F � exp�i�2� = exp�� i2F (E0 + E1 � �F )� exp (im�) :(3.15)



Kapitel 3 Matrixmodell von Wannier{Stark{Leitern 43Mit m 2 f0; 1g und�� = exp�� i2F (E0 + E1 � �F + 2m�F )� != exp (�i��) (3.16)folgt �� = �E�F � i��2F � = 12F (E0 + E1 + (2m� 1)�F ) : (3.17)Shlie�lih erh�alt man die Energien und die Linienbreite zuE� = E0(F ) + E1(F )2F � �2F �� = �0 + �12 (3.18)= E0 + E12 + D0 +D12 F � �2F: (3.19)Die Energien zweier maximal koppelnder Leitern sind in den Darstellungen E=�F vs. 1=Fparallele Geraden mit der Steigung (E0+E1)=2 und einem Abstand der Ahsenabshnittevon � (vgl. Abb. 2.7). Ist nun die Wehselwirkung der beiden Wannier{Stark{Leitern fastmaximal, d.h. w=F = �=2��, so erh�alt man aus dem Matrix{Modell die harakteristisheGleihung0 = �2 + �(�0 + �1)�+ �0�1: (3.20)Bei maximaler Kopplung der Niveaus ergaben sih die L�osungen (3.14), von denen beifast maximaler Kopplung eine kleine Abweihung zu erwarten ist, weshalb der Ansatze�0 = ip�0�1(1 + Æ0) in Glg. (3.20) eingesetzt wird. Terme der Ordnung O(Æ20) werdenwieder vernahl�assigt. Dies f�uhrt auf den KorrekturtermÆ0 = � i�2  r�0�1 +r�1�0! : (3.21)F�uhrt man �k = exp(�iEk=F ) ein, so l�asst sih dies in die FormÆ0 = �i� os�E0 � E12F � (3.22)bringen. Als n�ahstes soll der Einuss auf die Energie und die Linienbreite des Grund-zustandes berehnet werden. Dazu muss der Quasiwinkel e�0 = ( eE0(F ) � ie�0=2)=F desgest�orten Eigenwertes berehnet werden. Mite�0 =p��0�1(1 + Æ0) = exp(�ie�0) (3.23)ergibt sihe�0 = i ln(p��0�1) + iÆ0 (3.24)= E0 + E12F � �2 + � os�E0 � E12F � (3.25)



Kapitel 3.2 Kopplung von mehr als zwei WS{Leitern 44und mit Re os(z) = os x osh y f�ur z = x+ iy 2 C folgt f�ur die EnergieeE0F = E0(F ) + E1(F )2F � �2 + � os�E0(F )� E1(F )2F � osh��1 � �04F � : (3.26)F�ur die Linienbreite folgt mit Im os(z) = � sin x sinh y f�ur z = x + iy 2 Ce�02F = �0 + �14F + � sin�E0(F )� E1(F )2F � sinh��1 � �04F �= �0 + �14F + � sin�E0 � E12F + D0 �D12 � sinh��1 � �04F � : (3.27)Man sieht, dass die Di�erenz der Realteile die Frequenz einer Oszillation darstellt unddie Di�erenz der Deformationskonstanten D� eine Phasenvershiebung verursaht. DieShwingung mit der Amplitude � sinh ((�0 � �1)=4F ) wird um die im Teil mit maximalerKopplung berehnete Gerade durhgef�uhrt. Der erste angeregte Zustand ergibt sih auseiner analogen Rehnung mittels des Ansatzes e�1 = �p��0�1(1� Æ0) zueE1F = E0(F ) + E1(F )2F � �2 � � os�E0(F )� E1(F )2F � osh��1 � �04F �e�12F = �0 + �14F � � sin�E0(F )� E1(F )2F � sinh��1 � �04F � : (3.28)Auh die Energien und Linienbreiten des ersten angeregten Zustandes fast maximal kop-pelnder Systeme f�uhren eine Oszillation um die Wert maximaler Kopplung durh.Diese Formeln sollen nun mit den exakten, quantenmehanishen Berehnungen ver-glihen werden. Dazu wird das Potential V (x) = 0:3 os(x) + 0:7 os(2x) mit ~ = 1:5gew�ahlt. Dieses Potential wurde shon in Kap. 2.2.3 vorgestellt, wobei wir dort gesehenhaben (siehe Abb. 2.14 oder Abb. 3.2), dass sih die Lebensdauern der stabilsten und derzweit stabilsten WS{Leiter paaren. Dieses Paar setzt sih deutlih von den instabilerenWS{Leitern ab. Damit ist ein ideales Untersuhungsobjekt gefunden. Au�erdem f�allt auf,dass die Realteile der Resonanzenergien als Funktion der Feldst�arke oszillieren (gr�uner undblauer Graph in Abb. 3.2). Deshalb liegt hier der Fall fast maximaler Kopplung vor.Benutzt man (3.27) und (3.28), um das Verhalten der Resonanzenergien zu modellie-ren, so erh�alt man Abbildung 3.2. Dieser entnimmt man, dass das Matrixmodell mit zweibeteiligten WS{Leitern niht ausreiht. Dieses Modell beshreibt nur die Hauptoszillationder Linienbreite. Die Oszillationen h�oherer Frequenz werden durh die Wehselwirkungder betrahteten WS{Leitern mit instabileren WS{Leitern verursaht. Die Beshreibungder Realteile der Resonanzenergien ist im Rahmen dieser Modellvorstellung shon rehtgut.3.2 Kopplung von mehr als zwei WS{LeiternDas Matrixmodell kann auf mehr als zwei WS{Leitern erweitert werden. Der Aufbau istanalog dem Fall zweier Leitern. Zun�ahst wird die ungest�orte Floquet{Bloh{Matrix mit
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Abbildung 3.2: Modellierung der numerishen Daten des Potentials V (x) = 0:3 os(x) +0:7 os(2x) mit ~ = 1:5 mittels eines 2� 2-Matrixmodells.den Energie E� = E� � i��=2 aufgestellt. Betrahtet man den Fall von drei WS{Leitern,so ist die Floquet{Bloh{Matrix wie folgt aufgebautU0(F ) = 0B� �1 0 00 �2 00 0 �3 1CA (3.29)mit �� = exp(�iE�=F ). Die Wehselwirkung der WS{Leitern wird wiederum durh dieMultiplikation mittels unit�arer Matrizen (hier 2 SU(3)) eingef�uhrt. Hierbei nimmt manan, dass die Wehselwirkung der h�oheren WS{Leitern untereinander wesentlih shnellerabl�auft als mit dem Grundzustand. Die Wehselwirkung wird durh zwei aufeinanderfol-gende RotationenU(F ) = U0(F )e�iW12=F e�iW01=F (3.30)bewirkt. Hierbei beshreibtW12 = 0B� 0 w1 0w1 0 00 0 0 1CA (3.31)die Kopplung zwishen �2 und �1 und ein analog aufgebautes W01 die zwishen �1 und�0. Wie shon im Fall zweier kopplender Leitern kann man folgende Identit�at ausnutzene�iW12=F = 0B� os(w1=F ) �i sin(w1=F ) 0�i sin(w1=F ) os(w1=F ) 00 0 1 1CA : (3.32)



Kapitel 3.2 Kopplung von mehr als zwei WS{Leitern 46Dies f�uhrt mit � = os(w�=F ) auf das harakteristishe Polynom�2�1�0 � e�(�2�10 + �2�010 + �1�01) + e�2(�21 + �110�00)� e�3 = 0 (3.33)und bei fast maximaler Kopplung, d. h. w� = ��=F � �=2, auf�2�1�0 � e�(�2�1�0 + �2�0�1�0 + �1�0�1) + e�2(�2�1 + �1�1�0 + �0�0)� e�3 = 0: (3.34)Mit den drei Ans�atzen, f�ur die vershiedenen L�osungszweigee�0 = 3p�0�1�2(1 + Æ0); e�1 = exp(i2�=3) 3p�0�1�2(1 + Æ1); (3.35)e�2 = exp(i4�=3) 3p�0�1�2(1 + Æ2) (3.36)oder dem allgemeinen Ansatze�k = � 3p�0�1�2(1 + Æk) mit � = exp�i2�k3 � ; k 2 f0; 1; 2g (3.37)erh�alt man f�ur die Korrekturterme mit einer Rehnung, wie im zwei WS{Leiter{FallÆk = �2�1i3 sin�2E2 � E0 � E13F + ��� 2�0i3 sin�2E0 � E1 � E23F + �� ; (3.38)wobei � = exp(i�) benutzt wurde. Den Fall maximaler Kopplung erh�alt man, indemman �1 = �2 = �3 = 0 setzt. Der Term f�ur Æk wird also dadurh Null, d. h. es liegenkeine Oszillationen vor. Im Falle fast maximaler Kopplung ergeben sih die Energie undLinienbreite des Grundzustandes mit (3.38) zu:eE0F = E0 + E1 + E23F + 2�03 sin�2E0 � E1 � E23F + �� osh��1 + �2 � 2�06F �+ 2�13 sin�2E2 � E0 � E13F + �� osh��0 + �1 � 2�26F �� �e�02F = �0 + �1 + �26F � 2�03 os�2E0 � E1 � E23F + �� sinh��1 + �2 � 2�06F �+ 2�13 os�2E2 � E0 � E13F + �� sinh��0 + �1 � 2�26F � (3.39)
Der Fall n fast maximal koppelnder Leitern ist shwierig zu berehnen. Man kann aber ausGlg. (3.39) sehen, dass die Struktur analog der von zwei koppelnden Leitern sein sollte.Wie erwartet steigt die Zahl der Oszillationen mit der Zahl der koppelnden Leitern. DieAmplitude der Oszillationen nimmt ab, je mehr die WS{Leitern koppeln.



Kapitel 3 Matrixmodell von Wannier{Stark{Leitern 473.3 Kritishe Kopplung zweier WS{LeiternNun soll noh einmal die allgemeine L�osung (3.13) des Eigenwertproblems (3.2) betrahtetwerden. In diesem Abshnitt soll die Abh�angigkeit der L�osungen ��, vom Kopplungspa-rameter � = w=F untersuht werden. Die Betrahtung �ndet bei festgehaltener Feldst�arkestatt. Der Kopplungsparameter kann im Rahmen der Streutheorie z.B. durh Variationder Bandl�uke (vgl. Kap. 2.2.3) erreiht werden. Glg. (3.13) wird nun wie folgt umge-formt:�� =��0 + �12 � os ��s��0 + �12 �2 os2 �� (os2 �+ sin2 �)�0�1 (3.40)=��0 + �12 � os ��s��0 � �12 �2 os2 �� �0�1 sin2 � (3.41)Mit der Darstellung �k = rk exp(i�k) = exp(�i(Ek � i�k=2)=F ); �k 2 [0; 2�); rk 2 IR undunter Betrahtung von Kreuzungen der Energien des ungekoppelten Systems (d.h. f�ur dieRealteile der Quasienergien gilt � = �1 = �2) folgt�� = 24�r0 + r12 � os ��s�r0 � r12 �2 os2 �� r0r1 sin2 � 35 exp(i�): (3.42)F�ur � = 0 sind die Phasen von �+ und �� identish, d. h. es gilt immer noh � = �1 = �2.Erh�oht man die Kopplung zwishen den Leitern, d. h. vergr�o�ert man � (0 6 � 6 �=2),so �andert sih zun�ahst nur der Betrag von ��. Wird die Kopplung nun so gro�, dassdie Diskriminante negativ wird, so �andern sih auh die Phasen von ��. Die Phasen derbeiden Leitern stimmen niht mehr �uberein (siehe Abb. 3.3). Mit den Energien Ek undLinienbreiten �k argumentiert bedeutet dies, dass durh Variation der Kopplungsst�arkeder betrahteten WS{Leitern f�ur konstante Feldst�arke so eine Kreuzung der Energien ineine vermiedene Kreuzung der Energien �ubergehen kann und die Linienbreiten gerade denumgekehrten Prozess durhlaufen.Man kann nun die Kopplung zwishen den Leitern bestimmen, ab der die Kreuzungender Energien in vermiedene Kreuzungen �ubergehen. Setzt man die Diskriminante alsoNull und l�ost nah � auf, so erh�alt mantan2 �krit = (j�0j � j�1j)24j�0�1j : (3.43)�krit soll kritishe Kopplung genannt werden. Abbildung 3.3 entnimmt man, dass f�urdiesen Wert das oben beshriebene Szenario eintritt.3.4 Vergleih des Matrixmodelles mit den numeri-shen BerehnungenDas im letzten Abshnitt eingef�uhrte Matrixmodell soll dazu benutzt werden, die inKap. 2.2 durh die Streutheorie bestimmten Resonanzstrukturen zu �tten. Das Matrixmo-
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Abbildung 3.3: Phase und Absolutwert der L�osungen �� in Abh�angigkeit vom Kopplungs-parameter �. Die Kritishe Kopplung ist an der Bifurkationsstelle der L�osungen (hier�krit = 0:6435).dell und damit die dazugeh�origen freien Parameter werden so angepasst, dass Modell undquantenmehanishe Berehnung zur Dekung kommen. Dies f�uhrt auf ein hohdimen-sionales Optimierungsproblem, wie wir im Folgenden sehen werden. Ein zuk�unftiges Zielist es, diese hier anzupassenden Parameter aus unabh�angigen Rehnungen semiklassishoder auh quantenmehanish zu bestimmten. Die hier benutzte Optimierung verl�auftje nah Kopplungsart untershiedlih. F�ur shwahe Kopplung zwishen den beteiligtenNiveaus l�asst sih dies anhand der Beshreibung, die in [Gl�u00b℄ gegeben ist, durhf�uhren.Um das Modell mit den numerishen Ergebnissen vergleihen zu k�onnen, m�ussen wir An-nahmen �uber das allgemeine Verhalten der benutzten Parameter in Abh�angigkeit von derFeldst�arke mahen. Die Feldst�arke verursaht eine Energievershiebung des Potentialmi-nimums der beiden Nahbart�opfe um �F und eine Deformation des feldfreien periodishenPotentials. Die Vershiebung beeinusst alle Energien gleiherma�en, weshalb sie durheine Vershiebung des Energienullpunktes kompensiert werden kann. Die Deformationwirkt sih jedoh st�arker auf die h�oher liegenden Energieniveaus aus. Deshalb benutzenwir f�ur diese den Ansatz E�(F ) = E�+D�F , den wir shon im letzten Kapitel eingesetzthaben. Der Ansatz f�ur die Linienbreiten stammt aus der Zener{Theorie [Zen34℄. Hierbeinehmen wir an, dass die h�ohste noh betrahtete WS{Leiter mit�=2 = aF exp(�b=F ) (3.44)an das Kontinuum koppelt, also eine endlihe Lebensdauer hat. Die Linienbreiten derniedrigeren WS{Leitern werden dann durh die Kopplung dieser Leitern untereinanderbeshrieben. Diese Kopplung soll durh den selben Zener{Ansatz wie bei (3.44) gegebensein, alsow = F exp(�d=F ): (3.45)



Kapitel 3 Matrixmodell von Wannier{Stark{Leitern 49Die unteren WS{Leitern werden also als stabil vorausgesetzt (�� = 0). Die instabileNatur der Resonanzen wird durh die Kopplung der Leitern erreiht. Zun�ahst werdendie Parameter a und b so angepasst, dass das mittlere Verhalten der numerishen Datenbeshrieben wird. Der Parameter a ist dabei der Shnittpunkt mit der �{Ahse und b dieSteigung in der halblogarithmishen Darstellung (vgl. z.B. Abb. 3.4). Dieselbe Anpassungwird f�ur die Kopplung durhgef�uhrt, so dass dann das Verhalten der Linienbreiten imMittel beshrieben wird. Damit ist gemeint, dass die Gerade, die durh den Zeneransatzin der halblogarithmishen Darstellung gegeben ist, die rihtige Steigung hat. Im n�ahstenShritt werden die E� bestimmt. Diese erh�alt man n�aherungsweise als mittlere Energiedes �-ten Bandes des feldfreien Hamiltonoperators, also durh (vgl. Kap. 2.2.1)E� = hE�(�)i = Z 12�12 E�(�)d�: (3.46)Die Di�erenz dieser Energien bestimmt die Frequenz der Oszillationen der Linienbreiten,wie man an (3.27) und der �Uberlegung in Abshnitt Kap. 3.1 erkennt. Zuletzt werden dieDeformationskonstanten D� angepasst, die, wie wir im letzten Abshnitt gelernt haben,eine Phasenvershiebung verursahen, d.h. durh Variation dieser Parameter kann mandie Maxima der numerishen Ergebnisse und diese Modellbetrahtung zur Dekung brin-gen. Ist die Kopplung zwishen zwei benahbarten Niveaus gro�, d.h. gilt w=F � �=2, somuss man mehr Niveaus ber�uksihtigen. Zun�ahst muss man beahten, dass nah (3.27)und (3.28) die Linienbreiten der beiden Zust�ande nahezu entartet sind.Exemplarish soll eine Optimierung anhand des PotentialsV (x) = 0:3 os(x) + 0:7 os(2x) mit ~ = 1:5;welhes shon aus dem letzten Abshnitt bekannt ist, durhgef�uhrt werden. Dieses Po-tential wurde shon in Kap. 2.2.3 und Kap. 3.1 betrahtet und zeihnete sih durh zweifast maximal koppelnde WS{Leitern aus. Au�erdem erkennt man zwei stark{koppelnde,angeregte Niveaus (siehe Abb. 3.4). Deshalb beshreibt man dieses System | unterVernahl�assigung der Wehselwirkung mit h�oheren Leitern | durh ein Modell mit vierWS{Leitern. Die Kopplung zwishen den beiden Leiter{Paaren wird als shwah an-genommen. Die Anpassung der fast maximal koppelnden WS{Leitern erfolgt zun�ahstanalog der shwah koppelnden Leitern. Der entsheidende Untershied dieser Kopp-lungsarten liegt nun darin, dass man f�ur im letzten Fall die Gleihungen (3.27) und(3.28) beahten muss. Dort liest man ab, dass bei konstanter Summe E1(F ) + E2(F )die Di�erenz E1(F ) � E2(F ) rihtig eingestellt werden muss, d. h. sowohl die Shwin-gungsfrequenz als auh die Phasenlage der Shwingung m�ussen passend gew�ahlt werden.Die Modellanpassung bei fast maximaler Kopplung ist also ein Optimierungsproblem mitNebenbedingungen. Dieses Beispiel ben�otigt also sowohl die Anpassung f�ur shwah alsauh f�ur fast maximal koppelnde Leitern.Das zun�ahst grob angepasste Modell kann mittels eines Simulated Annealing{Algo-rithmus optimiert werden. Die Methode des Simulated Annealing ist ein Vertreter auseiner Klasse von Algorithmen, die erstmals 1953 von Metropolis et al. [Met53℄ benutzt
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Abbildung 3.4: Modellierung der Numerishen Daten des Potentials V (x) = 0:3 os(x) +0:7 os(2x) mit ~ = 1:5 mittels eines 4� 4-Matrixmodells.worden. Man verwendet sie f�ur hohdimensionale Optimierungsprobleme, wobei ihre Im-plementierung vergleihsweise einfah ist (siehe Anhang A).Will man diesen Algorithmus benutzen, so muss man folgendes beahten [Pre95℄:� man muss eine Beshreibung der m�oglihen Zust�ande des Systems haben,� man muss die M�oglihkeit haben, zuf�allige Kon�gurationen des Systems zu erzeugen,� man muss eine Bewertungsfunktion de�nieren k�onnen, deren Minimierung das Zieldes Algorithmus ist� und man muss einen Kontrollparameter T einf�uhren, der die Abk�uhlung kontrol-liert, d. h. welhen Prozentsatz der Shritte der Algorithmus in die falshe Rihtungakzeptiert.In diesem Fall ist die Bewertungsfunktion durh ein Abstandsma� (Norm) zweier Funk-tionen der folgenden Form gegeben (vgl. auh Anhang A):kEQM � Emodk =Xk  Z 1=F11=F0 jEQM;k(F )� Emod;k(F )jd� 1F �+Z 1=F11=F0 ����ln��mod;k(F )�QM;k(F )�����d� 1F �! ; (3.47)wobei sih die Summe �uber die betrahteten WS{Leitern erstrekt. Hierbei sind EQM ,�QM die quantenmehanishen Werte der Streutheorie und Emod; �mod die Werte, dieman mittels der Modellbeshreibung erh�alt. Nun soll noh gezeigt werden, dass die sode�nierte Bewertungsfunktion die WS-Leitern niht untershiedlih wihtet. Hierbei wird



Kapitel 3 Matrixmodell von Wannier{Stark{Leitern 51angenommen, dass die Modellparameter sih nur noh durh eine kleine absolute Abwei-hung von den quantenmehanishen Werten untersheiden.Betrahtet man die Energien, so ist sofort mit dem Ansatz Ek(F ) = Ek +DkF klar,dass sih die Untershiede zwishen den vershiedenen WS{Leitern nur linear auswirken.Deshalb ist eine unausgeglihene Gewihtung der untershiedlihen Energien niht zuerwarten.Bei den Linienbreiten ist dies niht unmittelbar klar. W�urde man den nat�urlihenLogarithmus in Glg. (3.47) durh eine Di�erenz der beiden Linienbreiten ersetzen unddie Annahmen (3.44) und (3.45) mahen, so w�urden die instabileren WS{Leitern st�arkergewihtet werden. Dies erkennt man an folgender �Uberlegung. De�niert man die Beitr�ageder Linienbreite durh:Jk = Z 1=F11=F0 j�QM;k(F )� �M;k(F )jd(1=F ); (3.48)so folgt mit dem Landau-Zener Ansatz (�k � F exp(��k=F )), der den mittleren Verlaufder Linienbreiten approximiert, dass gilt Jm � Jn f�ur m < n. Bei einem Fit gleihzeitigmehrerer WS{Leitern w�urde dies niht zum erw�unshten Ziel f�uhren. Der Fit w�urde nurf�ur die instabilste betrahtete WS-Leiter ein vern�unftiges Ergebnis liefern. Die anderenWS{Leitern w�urden niht rihtig ber�uksihtigt werden.Jetzt soll noh der Anteil der Linienbreiten in obiger Bewertungsfunktion betrahtetwerden.Jk = Z 1=F11=F0 ����ln� �m;k(F )�QM;k(F )����� d(1=F ) � Z 1=F11=F0 j�QM;k=F � �M;k=F jd(1=F ) (3.49)1=F>0= Z 1=F11=F0 j�QM;k � �M;kj =Fd(1=F ) = j�QM;k � �M;kj 12 �1=F 21 � 1=F 20 � (3.50)Die Wihtungen sind also f�ur vershiedenen WS-Leitern niht wesentlih untershiedlih,da die �k sih niht stark (niht in Zehnerpotenzen) untersheiden.Zur Auswertung der Bewertungsfunktion muss garantiert werden, dass die Resonanz-energien der beiden Berehnungsmethoden identish sortiert sind. Diese Sortierung wirdf�ur Linienbreiten und Energien getrennt durhgef�uhrt. Sowohl die Linienbreiten als auhdie Energien werden in steigender Reihenfolge geordnet. Diese Ordnung wurde eingef�uhrt,damit die Quasienergie eine stetige Funktionen wird. W�urde man die Energie nah derOrdnung der Lebensdauern sortieren h�atte man Spr�unge in der Funktion E(F ) an Kreu-zungen der Linienbreiten und vermiedenen Kreuzungen der Energien.Abbildung 3.4 stellt das Ergebnis nah einer endlihen Anzahl von Annealing{Shrittendar. Dargestellt sind in gelb die stabilste und in magenta die zweit stabilste WS{Leiter,die mittels des Matrixmodells bestimmt wurden. Die �Ubereinstimmung der beiden Metho-den ist shon reht gut. Die Linienbreiten werden durh dieses Modell wesentlih besserreproduziert als durh das zwei Leiter{Modell. Damit wurde auh eine Erkl�arung f�urdas Linienbreiten{Paarungs{Ph�anomen im Rahmen des Matrixmodells f�ur WS{Leiterngeliefert.



Kapitel 3.5 Zusammenfassung 523.5 ZusammenfassungDas 2 � 2{Matrixmodell gibt im Falle maximal oder fast maximaler Kopplung der be-trahteten WS{Leitern eine Beshreibung des Ph�anomens der Linienbreiten{Paarung.Das h�oherdimensionale Matrixmodell konnte als Ausgangspunkt genommen werden, diedurh die Streutheorie erhaltenen Werte zu �tten. Das Fitproblem wurde durh einenOptimierungs{Algorithmus f�ur die Modell{Parameter gel�ost.



Kapitel 4Absorbtionsspektren inHalbleiter{�Ubergittern
4.1 Einf�uhrungDas letzte Kapitel befasst sih mit der Absorptionsspektroskopie von Halbleiter{�Ubergit-tern. Das Thema soll zun�ahst geshihtlih eingeordnet werden. Im Jahre 1960 shlugWannier [Wan60℄ vor, dass das Spektrum eines Blohteilhens unter dem Einuss ei-nes �au�eren elektrishen Feldes aus �aquidistanten Eigenwerten besteht, den sogenanntenWannier{Stark{Leitern. Sp�ater wurde von Avron [Avr77℄ jedoh bewiesen, dass das Spek-trum kontinuierliher Natur ist. WS{Leitern und Bloh{Oszillationen wurden shon f�urnat�urlihe Kristalle vorhergesagt, die Beobahtung ist jedoh unwahrsheinlih, da unterrealistishen Bedingungen die Lebensdauer der WS{Zust�ande wesentlih k�urzer ist als diePeriode der Bloh{Oszillationen. In k�unstlihen Halbleiter{�Ubergittern [Esa70℄ ist dieSituation jedoh geeigneter, da die Gitterkonstanten wesentlih gr�o�er und die Breitender Minib�ander kleiner sind. 1988 wurde die WS{Quantisierung erstmals experimentelldurh Spektroskopie an �Ubergittern nahgewiesen [Men88, Voi88℄. Es ist deshalb vonInteresse die im Experiment gemessenen Absorptionsspektren mit theoretishen Wertenzu vergleihen.4.2 Herleitung der AbsorptionsdihteBei der Spektroskopie von Halbleiter{�Ubergittern setzt man die Probe einem shwahenWehselfeld F!x os(!t) mit variabler Frequenz ! aus. Hier wirkt das Wehselfeld aufein System vershiedener WS{Leitern resonanter Zust�ande. Ein passend eingestelltesWehselfeld induziert �Uberg�ange zwishen den vershiedenen WS{Leitern. F�ahrt mandie Frequenz ! des Probelasers kontinuierlih durh, so werden naheinander �Uberg�angeaktiviert und damit untershiedlihe, angeregte WS{Leitern besetzt. In den betrahte-ten Materialien ist die Lebensdauer der angeregten Zust�ande wesentlih k�urzer als die53



Kapitel 4.2 Herleitung der Absorptionsdihte 54Blohperiode des Systems, so dass die Zust�ande zerfallen, bevor es zur Bloh{Oszillationkommt.Die Zerfallsrate des Grundzustandes wird damit durh die �Ubergangsrate D(!) in eineangeregte WS{Leiter bestimmt. Die Linienbreite des Grundzustandes ist also gegebendurh�0(!) � �0 +D(!);wobei �0 die Linienbreite ohne �au�eres Wehselfeld ist. In Wannier{Stark{Systemen istdas Zerfallsspektrum des Grundzustandes durh�0(!) = �0 + F 2!2 X�>0XL Im � V 20;�(L)(E�;l + 2�FL� E0;l � ~!)� i��=2� (4.1)gegeben [Gl�u00a℄ wobeiV 20;�(L) = h	0;ljxj	�;l+Lih	�;l+Ljxj	0;lidas Dipolmatrixelement zwishen einem beliebigen Wannier{Stark{Zustand 	0;l(x) derstabilsten Leiter und einem angeregten und um L Gitterperiode vershobenen Zustand	�;l+L(x) ist. Formel (4.1) kann auf die Betrahtung von Halbleiter{�Ubergittern angepasstwerden [Gl�u01℄, so dass das Absorptionsspektrum D(!) eines undotierten Halbleiter{�Ubergitters bestimmt werden kann:D(!) �X�;� XL Im" I2�;�(L)(Ee�;l � Eh�;l + edFL+ Eg � ~!)� i(�e� + �h�)=2# : (4.2)Die oberen Indizes e und h geben an, dass hier ein Elektronen{ respektive Loh{WS{Zustand betrahtet wird. Die Bandl�uke zwishen Valenz{ und Leitungsband im Halb-leiter{�Ubergitter wird durh Eg angegeben. Das �Uberlappintegral I2�;� (2 C ) zwishenLoh{ und Elektronenwellenfunktion:I2�;� = h	h�;lj	e�;l+Lih	e�;l+Lj	h�;liist nat�urlih von der Feldst�arke F abh�angig, da die Lage und Form der Wellenfunktionendies auh ist. Formel (4.2) kann wie folgt hergeleitet werden: die Absorption von Photonenwird durh die �Ubergangsrate in eine angeregte WS{Leiter, d. h. durh die Erzeugungs-wahrsheinlihkeit eine Elektronen{Loh{Paares (Exziton), und durh die Zerfallswahr-sheinlihkeit der angeregten Zust�ande bestimmt. Wenn die Coulomb{Wehselwirkungvernahl�assigt wird, ist die Wellenfunktion des Exzitons gegeben durh das Produkt derElektronen{ und Loh{Wellenfunktionenj1Li = j	e�;l+Lij	h�;li: (4.3)Als Index des Exzitons sei der nur durhshnittlihe Abstand L von Elektronen{ undLoh{Zustand angegeben. Die Indizes �, � und l, die die beteiligten WS{Leitern angeben



Kapitel 4 Absorbtionsspektren in Halbleiter{ �Ubergittern 55sind f�ur die folgenden Betrahtungen �uber�ussig und werden erst wieder zum Shlusseingef�uhrt.Ein Hamiltonoperator, der Exzitonen in Halbleiter{�Ubergittern unter dem Einusseines monohromatishen Lasers beshreibt, ist durhH =XL ELayLaL + � os(!t)XL �h	el+Lj	hl iayL + h	hl j	el+LiaL� (4.4)gegeben. Hierbei ist ayL (aL) der Erzeugungs{ (Vernihtungs{) Operator des L{ten Exi-tonen{Zustandes mit der Energie EL = Ee�Eh+Eg+edFL�i(�e+�h)=2 = EL�i�=2 und� proportional zur Amplitude des Lasers. Nimmt man nun an, dass die Exzitonendihteklein ist (was durh die in den Experimenten benutzten niedrigen Laserintensit�aten ge-geben ist), so kann man mittels zeitabh�angiger St�orungstheorie die Korrekturen des Va-kuumzustandes berehnen [Lan84℄. Nah der St�orungstheorie erster Ordnung ergibt sihder Quasienergiezustand zuj	i = j0i � �2XL h	el+Lj	hl iEL � ~! e�i!tj1Li: (4.5)Analog kann man die Korrektur zweiter Ordnung der Quasienergie berehnen und erh�alt�EL = �42XL h	hl j	el+Lih	el+Lj	hl iEL � ~! : (4.6)Die Absorbtionsdihte D(!) ist proportional zur Zerfallsrate des Quasienergiezustandes(4.5), die durh den Imagin�arteil von Gleihung (4.6) gegeben ist. Summiert man ab-shlie�end noh �uber alle beteiligten WS{Leitern, so erh�alt man (4.2).4.3 Numerishe UntersuhungMittels (4.2) wurde die Absorbtionsdihte D(!) f�ur ein aus experimentellen Daten vor-gegebenes Feldst�arkeintervall [Fmin; Fmax℄ berehnet. An diese Werte D(!; F ) wurde f�urjede Feldst�arke F eine Gau�{Verteilung f(!) = exp(�!2=d2)=2p�d ge�ttet und von die-ser die Breite d bestimmt. Dieser Fit entspriht dem Vorgehen der Experimentatoren. DieBreite d(F ) wurde abshlie�end gegen die Feldst�arke F aufgetragen (vgl. z. B. Abbildung4.1). Um die Absorbtionsdihte zu berehnenen mussten die Resonanzenergien bekanntsein. Diese werden in diesem Kapitel mittels der periodishen Fortsetzung des Potentials(vgl. Kap. 2.1.2)V (x) = V02 �tanh���x + ba+ b���� tanh���x� ba+ b����bestimmt. Dabei wird von den Potential{Parametern Topfbreite a = 7:6 nm, Barrieren-breite b = 3:9 nm und Topftiefe V0 = 62 meV ausgegangen [Glu98℄. Der �Ubergangs-parameter � wird frei gew�ahlt und liegt hier im Intervall [1; 4℄.
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Abbildung 4.1: Vergleih der gemessenen (blau) mit den numerish bestimmten Linien-breiten (reine numerishe Daten = gr�un, gegl�attete numerishe Daten = rot); als Potentialwurde die periodishe Fortsetzung von (4.7) mit den Parametern � = 2:5, a = 7:6 nm,b = 3:9nm und eine Topftiefe �V0 mit � = 0:95 sowie V0 = 62meV benutzt [Glu98℄.Zus�atzlih wurde die Funktion D(!; F ) f�ur jede Feldst�arke mit einer Gau�{Verteilungder Formg(!) = 12p�e� exp���!e��2� (4.7)durh die BeziehungeD(!; F ) = F�1 hF(g(!) �D(!; eF ))i (t) = F�1 �F [g℄(t)F [D( eF )℄(t)� (4.8)gefaltet. Dadurh wurden die numerishen Daten gegl�attet und eine inhomogene Linien-verbreiterung e�(F = 0) � 1:5meV aufgepr�agt (diese h�angt von der untersuhten Probe abund wird durh Ober�ahenrauhigkeit und Shwankungen der �Ubergitterperiode bewirkt[Ros℄). Die inhomogene Linienverbreiterung wird durh Glg. (4.2) niht ber�uksihtigt,weshalb sie nahtr�aglih in die numerishen Daten eingerehnet werden muss. Anhandder experimentellen Daten erkennt man den Wert der inhomogenen Linienverbreiterung,wenn man den Me�wert f�ur F = 0 kV=m bestimmt. Die Faltung f�uhrt zus�atzlih zu einerGl�attung der numerishen Werte, was f�ur das sp�atere An�tten einer Gau�{Verteilung vonVorteil ist. Analog zu den reinen numerishen Daten wurde an diese ebenfalls f�ur jedeFeldst�arke F eine Gau�{Verteilung ge�ttet.In Abbildung 4.1 werden die experimentellen Daten mit den berehneten verglihen.Es wurde sowohl das Resultat der reinen numerishen Berehnung als auh die durhdie Gl�attung erhaltenen Daten eingezeihnet. Die berehneten Linienbreiten geben dasVerhalten der gemessenen sehr gut wieder. Dies ist insbesondere f�ur kleine Feldst�arken



Kapitel 4 Absorbtionsspektren in Halbleiter{ �Ubergittern 57F < 40 kV=m der Fall. Lediglih im Bereih gro�er Feldst�arken (F � 40 kV=m) sinddie berehneten Daten durhweg zu klein. Dies �Ubereinstimmung zwishen den theo-retishen und experimentellen Werten erlaubt die Shlussfolgerung, dass das gegl�atteteRehtek{Potential die Verh�altnisse in Halbleiter{�Ubergittern gut beshreibt. Setze mandas reine Rehtek{Potential ein, so war die �Ubereinstimmung niht so gut. Das Verhaltender Linienbreiten als Funktion der Feldst�arke kann wiederum durh einen Zener{Ansatzbeshrieben werden [Glu98℄, das von einer Oszillation �uberlagert ist. Die Ursahe dieserOszillation ist das resonante Tunneln in angeregte Wannier{Stark{Leitern. Tr�agt mandie Linienbreite von Abb. 4.1 gegen die inverse Feldst�arke 1=F , so sind die Maxima derOszillationen �aquidistant, was diese Behauptung belegt.4.3.1 Variation der PotentialparameterDer Einuss der Potential{Parameter aus Glg. (4.7) auf die Linienbreiten soll in diesemAbshnitt numerish untersuht werden. Die Berehnung der Linienbreiten erlaubt es denEinuss vershiedener Parameter bei einer experimentellen Realisierung abzush�atzen undeventuell passende Proben zu designen. Im Untershied zu Kap. 2.1.2 ist hier die Ampli-tude des Potentials niht auf eins normiert sondern V0, d. h. man hat noh einen weite-ren Parameter. F�ur die numerishen Rehnungen dieses Abshnittes wurde a = 7:6 m,b = 3:9 nm und V0 = 62 meV gew�ahlt (dies entsprah einer im Experiment benutzten Pro-be [Glu98℄). Durh einen Vorfaktor � wurde die Potentialtiefe V0 in den Rehnungen umden durh den oben vorgegebenen Wert variiert. Deshalb soll im Folgenden der Einussdes �Ubergangsparameters � und der Potentialtiefe �V0 auf die Linienbreiten betrahtetwerden.Variation von � bei konstantem �V0In diesem Abshnitt wird der �Ubergangsparameter � bei festgehaltener Potentialtiefe �V0variiert. Der Parameter beshreibt wie shnell sih der �Ubergang vom Topf{ zum Barrie-renbereih vollzieht, d. h. je gr�o�er � desto steiler sind die Flanken der Potentialbarriere(vgl. Abb. 2.2). Die Abbildungen 4.2 (a) und (b) sind f�ur � = 0:95 erstellt worden. DiePosition der Maxima, die durh das resonante Tunneln hervorgerufen werden, wird nihtoder nur unmerklih durh Variation des Parameter � beeinusst. Die H�ohe der Maximaund die Form dieser wird aber durh den �Ubergangsparameter � bestimmt. Die Maximader berehneten Linienbreiten in Abb. 4.2 (a) und Abb. 4.2 (b) sind ungef�ahrt gleih, je-doh der Untergrund der Linienbreiten, der durh die Landau{Zener{Formel gegeben ist,ist f�ur (b) kleiner als f�ur (a). Dies l�asst sih folgenderma�en verstehen: f�ur eine konstanteQuasienergie ist die Potentialbarriere f�ur kleinen �Ubergangsparameter � shmaler als f�urgro�es �. Deshalb kann der Zustand f�ur kleines � leihter durh die Potentialbarrier tun-neln, weshalb seine Lebensdauer im Vergleih mit dem Zustand bei gro�em � kleiner ist.Da aber Lebensdauer und Linienbreite aufgrund der Beziehung � = ~=� antiproportionalzueinander sind, folgt, dass die Linienbreiten f�ur shmale Barrieren gr�o�er sind als f�urbreite Barrieren. Dies gibt das in Abb. 4.2 zu sehende Verhalten wieder.
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(b)Abbildung 4.2: Vergleih der experimentellen Linienbreiten mit den berehneten Linien-breiten des Potential (2.5) mit den Parametern � = 0:95 sowie (a) � = 1, und (b) � = 4;es wurden nur die gegl�atteten numerishen Werte dargestellt.Variation von V0 bei konstantem �Der Einuss des Vorfaktors � der Potentialtiefe V0 und damit der Potentialtiefe selbstist, wie man Abb. 4.3 entnehmen kann, st�arker als der des �Ubergangsparameters. DurhVariation der Potentialtiefe wird die Position der Maxima der Linienbreiten ge�andert.Dies liegt daran, dass sih durh die Potentialver�anderung dieses Typs die Lage der Qua-sienergieniveaus zueinander vershieben. Der E�ekt ist analog dem in Kap. 2.2.1.4.3.2 AbsorptionspektrenAbbildung 4.4 zeigt das Absorptionsspektrum D(!; F ) als Funktion der Feldst�arke Fund der Frequenz ! des eingestrahlten Lasers. Diese Abbildung vergleihe man mit denAbbildungen 1 (a) und (b) in [Ros99℄. Abbildung 1 (a) wurde im Rahmen von Ex-perimenten bestimmt wohingegen Abb. 1.(b) mittels einer Box{Quantisierungsmethodeberehnet wurde. Eine �Ubereinstimmung unserer Methode mit dem Experiment ist auhhier zu erkennen. Abbildung 4.4 ist ein typishes Beispiel eines Wannier{Stark Fans(engl. F�aher). Betrahtet man die Darstellung n�aher, so sind zumindest zwei F�aher{Strukturen zu erkennen. Diese Strukturen werden durh die in Kap. 4.2 beshriebenen�Uberg�ange verursaht. Die dunklen Bereihe entsprehen den Maxima von D(!; F ) undsind gegeben durh~! = Ee � Eh + Eg + edFL:Dies ist f�ur ~! als Funktion der Feldst�arke F eine Shar von Geraden mit den SteigungenedL und dem gemeinsamen Ahsenabshnitt Ee�Eh�Eg. Zu jedem �Ubergang zwishen
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(b)Abbildung 4.3: Vergleih der experimentellen Linienbreiten mit den berehneten Linien-breiten des Potential (2.5) mit den Parametern � = 2:5 und (a) � = 0:9, und (b) � = 1:1;es wurden nur die gegl�atteten numerishen Werte eingezeihnet.einem Lohzustand der Energie Eh und einem Elektronenzustand der Energie Ee existiertalso ein Wannier{Stark F�aher.F�ur gro�e Feldst�arken wird diese F�aherstruktur durh den direkten �Ubergang L = 0dominiert. In der dazugeh�origen Struktur sind Unterbrehungen zu erkennen, die durhvermiedene Kreuzungen der Linienbreite des Grundzustandes mit dem des ersten angereg-ten Zustands verursaht werden. Diese gebrohene Federstruktur wird auh im Experimentbeobahtet [Ros99℄.4.4 ZusammenfassungIn diesem Kapitel wurde ein Ausdruk f�ur die Absorptionsdihte in Halbleiter{�Ubergitternmittels zeitabh�angiger St�orungstheorie hergeleitet. Der erhaltene Ausdruk wurde dazubenutzt, spektroskopish bestimmte Linienbreiten theoretish zu veri�zieren. Abshlie-�end wurde der Einuss der Potential{Parameter auf die Linienbreiten untersuht undein Absorptionspektrum D(!; F ) dargestellt und erl�autert.



Kapitel 4.4 Zusammenfassung 60

F [kV/cm]

h
ν
 −

 E
g

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

Abbildung 4.4: Die Ableitung der Absorptionsdihte dD(!; F )=d! als Funktion der La-serfrequenz ! und der �au�eren Feldst�arke F (mit Eg = 1:55eV ).



ZusammenfassungIn dieser Arbeit wurde die Streutheorie in Stark{Systemen auf das im Rahmen der Unter-suhung von Halbleiter{�Ubergittern vorgeshlagene periodishe Rehtek{Potential ange-wendet. Das Verhalten der Resonanzenergien als Funktion vershiedener Parameter wur-de untersuht. Hierbei trat das Ph�anomen der Paarung von Linienbreiten auf, welhesdurh Betrahtung der Bandstruktur des korrespondierenden feldfreien Hamiltonopera-tors und durh Modellierung mittels eines Matrixmodells f�ur Wannier{Stark{Leitern ge-kl�art werden konnte. Im letzten Abshnitt wurden die Untersuhungen auf die Beshrei-bung von Absorptionsspektren von Halbeiter{�Ubergittern ausgedehnt. Es wurde mittelszeitabh�angiger St�orungsrehnung eine Formel zur Berehnung des Absorptionsspektrumshergeleitet. Wird das periodishe Potential in Halbleiter{�Ubergittern durh ein gegl�attetesRehtek{Potential beshrieben, so k�onnen die spektroskopish bestimmten Linienbreitendurh unsere Theorie gut beshrieben werden. Dies f�uhrt zu dem Shluss, dass das peri-odishe Potential der Realit�at niht wie anf�anglih vermutet durh ein Rehtek{Potentialbeshrieben werden sollte sondern durh eine gegl�attete Version desselben.Trotz dieser interessanten Ergebnisse bleiben noh einige Fragen ungekl�art. So istz. B. ungekl�art, ob es m�oglih ist die Parameter des Matrixmodells aus semiklassishenoder quantenmehanishen Berehnungen zu bestimmen, so dass das Modell es erlaubt dieResonanzenergien ab initio zu berehnen Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Ph�anomender Paarung der Lebensdauern untersuht. Hier w�are es interessant nah den Symmetriender dazugeh�origen Wellenfunktionen zu fragen. Es ist zu ho�en, dass dies Gegenstandzuk�unftiger Untersuhungen sein wird.
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Anhang AProgramme zu Kap. 3.4Hier sind die Programme aufgelistet, die im Rahmen des Kapitel 3.4 benutzt wurden,um die durh die Streutheorie erhaltenen Resonanzenergien durh ein Matrixmodell vonWS{Leitern zu reproduzieren. Die Programme wurde alle in Matlab programmiert, denndieses Software{Paket erm�ogliht es, mit geringem Programmieraufwand komplizierteMatrixoperationen durhzuf�uhren.A.1 Simulated{Annealing{AlgorithmusDieses Programm ist eine Anpassung des standardm�a�igen Simulated{Annealing{Algorith-mus auf ein Matrixmodell f�ur WS{Leitern. Entsheidend ist hierbei die Umsetzung derBewertungsfunktion (3.47) f�ur das betrahtete System.% Programm f�uhrt simulated annealing mit der Abweihung der% Modellberehnung vom numerish bestimmten Graphenlear;load numdat.mat % laden der zu fittenden numerishen Datenqa=Quasiangle;% sortieren der numerishen Daten[wert, ind℄=sort(real(qa(1:4,:))); %Sortierung nah Realteilenqas=[℄;for m=1:length(invF);qas=[qas qa(ind(:,m),m)℄;end;% Simulated annealing Algorithmus 63



Kapitel A.1 Simulated{Annealing{Algorithmus 64par = [1.117,-5,-2.8,-0.02,0.5954,-1.07,-0.6,-0.002,0.18,-1.1,0, ...0.8,1.3,-0.108,1.4,-0.01,1.3,-0.019℄;% par definiert die Anfangsparameter in der Modellrehnung in anmodel2.mfor index=1:20;[qmi, qmr℄=anmodel2(par, invF);% Bewertungsfunktion des Simulated Annealing Algorithmusesabwr=sum(sum(abs(real(qas(1:2,:))-real(qmr(1:2,:)))));abwi=sum(sum(abs(log(imag(qa(1:2,:))./imag(qmi(1:2,:))))));abwropt=abwr;abwiopt=abwi;fprintf('Startwert: %f \n', abwr+abwi);figure(1); % graphisher Vergleih der numerishen Datenqopt=qmi; % mit den Modelldatenegplot2;for temp=1:25; % Variation der Temperatur (absenken)T=2*1.1^(25-temp); % neue Temperaturfor n=0:10;parneu=par;% Anfangsbedigung ver�andernr=eil(16*rand); % Nummer des zu �andernden Parametersdelta = -0.1 + 0.2*rand; % Ver�anderung bestimmenparneu(r)=parneu(r)+delta;[qmi,qmr℄=anmodel2(parneu, invF);% Bewertungsfunktionabwrneu=sum(sum(abs(real(qas(1:2,:))-real(qmr(1:2,:)))));abwineu=sum(sum(abs(log(imag(qa(1:2,:))./imag(qmi(1:2,:))))));fprintf('Aktueller Wert der Bewertungsfunktion: %f \n', ...abwrneu+abwineu);fprintf('Variierter Parameter: %d \n', r);



Kapitel A Programme zu Kap. 3.4 65if (abwrneu+abwineu<=abwr+abwi)par=parneu;abwr=abwrneu;abwi=abwineu;elseif rand < exp(-(abwrneu+abwineu-abwr-abwi)/T)fprintf('falsher Shritt akzeptiert ');par=parneu;abwr=abwrneu;abwi=abwineu;end; end;if (abwropt+abwiopt>abwrneu+abwineu)fprintf('Neues Optimum: %f \n', abwrneu+abwineu);paropt=parneu;abwropt=abwrneu;abwiopt=abwineu;qopt=qmi;figure(2);egplot2;endend;end;% hier sollte das neue Optimum abgespeihert werdenend;A.2 Matrixmodell f�ur vier Wannier{Stark{LeiternDiese MATLAB-Funktion anmodel2 implementiert ein 4� 4{Matrixmodell zur Berehnungder Resonanzenergien. Diese Modelldaten werden dann im vorherigen Programm an derStelle der Bewertungsfunktion benutzt, um die Abweihung zwishen Matrixmodell undStreutheoriedaten zu bestimmen.funtion [Quasianglem,qams℄= anmodel2(t,invF);Quasianglem=[℄;Quasianglemplot=[℄;indexmax = length(invF);for index=1:length(invF);% index, indexmaxF=1/invF(index);



Kapitel A.2 Matrixmodell f�ur vier Wannier{Stark{Leitern 66quasienergie3=t(1)*pi+t(2)*pi*F-i*t(3)*F*exp(-t(4)/F);quasienergie2=t(5)*pi+t(6)*pi*F-i*t(7)*F*exp(-t(8)/F);quasienergie1= t(9)*pi+t(10) *pi*F;quasienergie0= t(11)*pi+t(12)*pi*F;w2=t(13)*F*exp(-t(14)/F);w1=t(15)*F*exp(-t(16)/F);w0=t(17)*F*exp(-t(18)/F);lambda3=exp(-i*quasienergie3/F);lambda2=exp(-i*quasienergie2/F);lambda1=exp(-i*quasienergie1/F);lambda0=exp(-i*quasienergie0/F);u=[lambda3 lambda2 lambda1 lambda0℄;U=diag(u);W02=[0 w2 0 0;w2 0 0 0;0 0 0 0;0 0 0 0℄;W01=[0 0 0 0;0 0 w1 0;0 w1 0 0;0 0 0 0℄;W00=[0 0 0 0;0 0 0 0;0 0 0 w0;0 0 w0 0℄;U=U*expm(-i*W02/F)*expm(-i*W01/F)*expm(-i*W00/F);d=eig(U);[wert,ind℄=sort(-abs(d));d=d(ind); % sortiert nah LebensdauernQuasianglem=[Quasianglem i*log(d)℄;end;[wert, ind℄=sort(real(Quasianglem(1:4,:)));qams=[℄;



Kapitel A Programme zu Kap. 3.4 67for m=1:length(invF); % nah den Energie sortiertqams=[qams Quasianglem(ind(:,m),m)℄;end;
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Anhang BSkalierte EinheitenUm die vershiedenen experimentellen Realisierungen des HamiltonoperatorsH = p22m + V (x) + eEx (B.1)vergleihen zu k�onnen, werden in dieser Arbeit skalierte Einheiten benutzt. Der skalierteHamiltonoperator soll die Masse em = 1 haben und das skalierte Potential eV (x) soll 2�{periodish sein. Die Ortskoordinate wird aus diesem Grund mittelsex = 2�d xauf die skalierte Koordinate ex umgerehnet. Aus historish gewahsenen Gr�unden solldie Energieskala so gew�ahlt werden, dass das skalierte Potential im Energiebereih [�1; 1℄variiert. In Kap. 2.1.2 wurde zu diesem Zwek noh die mittlere potentielle Energie�V = Vmax + Vmin2vom urspr�unglihen Potential subtrahiert. Man erh�alt deshalb als Potentialumrehnungs-ausdrukeV (ex) = V (x)� �V mit  = Vmax � Vmin2 :Die Energie (der Hamiltonoperator) transformiert sih analog zum PotentialeH = H � �V :Betrahtet man nun noh den Ausdruk der kinetishen Energie p2=2m = (�i~�x)2=2mn�aher, so geht dieser �uber inep22 = (�ie~�ex)22 mit e~ = 2�dpM~: 69



70Als letztes wird der Feldterm noh wie folgt umgerehneteF = d2�eE = d2�F:Damit ergibt sih der im weiteren betrahtete Hamiltonoperator zueH = ep22 + eV (ex) + eF ex mit eV (ex + 2�) = eV (ex):Im Rahmen der Arbeit werden die Tilde, die hier zur Untersheidung eingef�uhrt wur-den, wieder weggelassen. Abshlie�end sollen noh die Umskalierungsvorshrift f�ur diePlank'she Konstante des Hamitonoperators kalter Atome in optishen Gittern angebenwerden. Die Herleitung dieser Formel entnimmt man [Gl�u00a℄.e~ = 4p(Vmax � Vmin)=ERHierbei ist ER = ~2k2=2M mit k = 2�=� = �=L die R�ukstossenergie udn � die Wel-lenl�ange des Lasers. Die Periode des optishen Gitters ist somit �=2 = L.
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