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7.2 Nichtregulärer Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

8 Gruppen vom Typ Al−1 151
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Einleitung

Gebiet der Arbeit

Die Darstellungstheorie endlicher Gruppen untersucht die Gruppenhomomorphismen

D : G→ GLn(F)

für eine endliche Gruppe G und einen Körper F. Diese Abbildungen heißen Darstellun-
gen von G, wobei n als der Grad der Darstellung bezeichnet wird. Solche Darstellungen
können stets in ihre kleinsten Bausteine, die irreduziblen Darstellungen, zerlegt wer-
den. Für eine endliche Gruppe gibt es bis auf Isomorphie nur endlich viele irreduzible
Darstellungen.

Zu einer Darstellung D von G wird durch die Abbildung

χ : G→ F mit g 7→ tr(D(g))

der Charakter von D definiert. Bei char(F) = 0 gibt es zu jedem Charakter χ bis
auf Isomorphie genau eine Darstellung D, deren Charakter χ ist. Jeder Charakter ist
eine Klassenfunktion, d.h. auf Konjugationsklassen von G konstant. Eine Frage der
Charaktertheorie ist, wie die irreduziblen Charaktere von G und ihre Grade mit den
irreduziblen Charakteren ihrer Untergruppen zusammenhängen, d.h. wie von lokalen
Informationen globale Eigenschaften bestimmt werden.

Die Clifford-Theorie beschreibt, wie die Charaktere eines Normalteilers L�G mit den
Charakteren von G zusammenhängen. Zu jedem Charakter χ ∈ Irr (L) ist die Trägheits-
gruppe IG(χ) die größte Gruppe in G, auf die χ als Klassenfunktion fortgesetzt werden
kann. Jedoch ist χ im Allgemeinen nicht als Charakter auf diese Gruppe fortsetzbar,
d.h. es gibt im allgemeinen keinen Charakter auf IG(χ), dessen Einschränkung auf L der
ursprüngliche Charakter χ ist. Gibt es zu einem Charakter eine solche Fortsetzung, so
heißt dieser maximal fortsetzbar in G und seine Fortsetzung auf IG(χ) maximale Fortset-
zung. Es gibt nur wenige allgemeine Hilfsmittel, um die Fortsetzbarkeit von Charakteren
zu beweisen.

John McKay beobachtete für bestimmte einfache Gruppen G und gewisse Primzahlen
r eine Gleichheit von k0(G) und k0(NG(P )), wobei P eine r-Sylowgruppe in G und
NG(P ) ihr Normalisator in G sind und k0 die Anzahl der irreduziblen Charaktere über
C mit Grad prim zu r angibt. Die irreduziblen Charaktere von G mit einem nicht durch
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Einleitung

r teilbaren Grad bilden die Menge Irrr′(G). Jon Alperin vermutete, dass diese Gleichheit
für alle Primzahlen r und endlichen Gruppen G gilt.

Für einige Klassen von Gruppen wurde diese Vermutung bereits bewiesen: Isaacs
prüfte die Richtigkeit für Gruppen ungerader Ordnung in [Isa73]. Jedoch existiert bisher
kein Beweis für die allgemeine Vermutung.

Ein großer Schritt zu einem allgemeinen Beweis ist die Reduktion auf eine dekorierte
McKay-Vermutung für quasi-einfache Gruppen in [IMN05]. Bei diesen quasi-einfachen
Gruppen muss für jede Primzahl r eine Gruppe T ≥ NG(Q) für eine r-Sylowgruppe
Q von G und eine Bijektion zwischen Irrr′(G) und der Menge Irrr′(T ) mit zusätzlichen
Eigenschaften existieren.

Quasi-einfache Gruppen sind Gruppen G, die mit ihrer Kommutatorgruppe überein-
stimmen und für die G/Z(G) einfach ist. Die Gruppen vom Lie-Typ stellen gemäß den
Resultaten der Klassifikation einfacher endlicher Gruppen dabei eine wichtige Klasse
dieser Gruppen dar. Diese Gruppen vom Lie-Typ sind Fixpunktgruppen linearer alge-
braischer Gruppen G über Fq unter einer Frobeniusabbildung F : G → G.

In der Arbeit [Mal06] gibt Gunter Malle eine Parametrisierung der Charaktere Irrr′(G),
also der irreduziblen Charaktere mit Grad prim zu r, an, wobei G eine Gruppe vom Lie-
Typ ist und r sich von der Charakteristik des zugrunde liegenden Körpers unterscheidet.

Bei dieser Parametrisierung wird die Theorie der generischen Gruppen und Sylowtori
benutzt. Generische Gruppen spiegeln die geometrische Struktur der Lie-Gruppen wider.
Innerhalb dieser Theorie werden auch Sylowtori definiert. Wie der Name schon vermuten
lässt, zeigen sie ähnliches Verhalten wie Sylowgruppen, sind im Gegensatz zu diesen an
die geometrische Struktur der Gruppe G besser angepasst und werden für die modulare
Darstellungstheorie der Gruppen GF verwendet. Die Zentralisatoren dieser Sylowtori S
in G nennen wir in dieser Arbeit Sylowlevigruppen und ihre Normalisatoren Sylownor-
malisatoren. Zu jeder Primzahl r, die sich von der G zugrunde liegenden Charakteristik
unterscheidet, gibt es bis auf wenige Ausnahmefälle einen Sylowtorus S, so dass NG(S)
den Normalisator einer r-Sylowgruppe von G enthält. Lassen sich die irreduziblen Cha-
raktere der Sylowlevigruppe auf ihre Trägheitsgruppe im zugehörigen Sylownormalisator
fortsetzen, so gibt es gemäß [Mal06] auch eine Parametrisierung von Irrr′(NG(S)), bei
der die Parametermenge mit der von Irrr′(G) übereinstimmen. Diese Parametrisierung
bestimmt eine Bijektion zwischen den Mengen Irrr′(NG(S)) und Irrr′(G).

Wir hoffen, dass diese Bijektion auch die übrigen in [IMN05] geforderten Eigenschaften
zumindest nach geeigneter Modifizierung besitzt und damit einem allgemeinen Beweis
der McKay-Vermutung dient. Der Nachweis dieser Eigenschaften konnte bisher nur in
Einzelfällen vollzogen werden und bleibt daher weiterer Forschung überlassen.

Inhalt der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es die erwähnte maximale Fortsetzbarkeit irreduzibler Charaktere
der Sylowlevigruppen im zugehörigen Sylownormalisator zu zeigen:

8



Einleitung

Theorem 0.1. Seien G eine einfach-zusammenhängende einfache algebraische Gruppe,
F : G → G eine Frobeniusabbildung, G := GF , S ein Sylowtorus von G, L := CG(S)
und N := NG(S). Dann sind alle irreduziblen Charaktere χ ∈ Irr (L) auf IN(χ) fortsetz-
bar.

Zum Beweis dieses Theorems müssen wir uns zunächst klar machen, wie wir Sylowtori,
Sylowlevigruppen und Sylownormalisatoren erhalten und welche Rechenregeln für die
Elemente dieser Gruppen gelten. Dabei verwenden wir die Steinberg-Präsentation von
G, da dadurch ein einheitlicher Zugang zu allen Gruppen möglich ist und insbesondere
auch der Fall, in dem G eine Spingruppe ist, betrachtet werden kann. Zudem sammeln
wir speziell auf solche Fortsetzungsfragen passende Resultate der Charaktertheorie bzw.
beweisen einige spezielle Aussagen dafür.

In vielen Fällen weisen wir die maximale Fortsetzbarkeit nach, indem wir sukzessive
den Charakter fortsetzen. Die Konstruktion von Fortsetzungen ist bei linearen Charak-
teren besonders einfach. Daher beginnen wir immer mit dem so genannten regulären
Fall, in dem L abelsch ist. Bei den nichtregulären Fällen werden wir die Struktur der
Sylowlevigruppen und Sylownormalisatoren genau analysieren. Dabei werden wir Unter-
gruppen finden, für die wir aus den regulären Fällen die Fortsetzbarkeit kennen. Diese
Eigenschaft überträgt sich dann meistens auf die zu betrachtende Situation. Dabei ist
es wichtig, immer wieder Untergruppen von G als universelle Chevalleygruppen zu Un-
terwurzelsystemen zu identifizieren.

Die wesentlichen logischen Zusammenhänge in den weiteren Kapiteln sollen durch
das nachfolgende Bild 0.1 verdeutlicht werden. Dabei stehen gestrichelte Pfeile für die
wesentliche Benutzung der Fortsetzungsaussagen aus Kapitel 3.

Wir beginnen die Aussagen für Spezialfälle zu beweisen. Ist F ein Frobeniusendo-
morphismus, so ist jeder Sylowtorus ein d-Sylowtorus von (G.F ) für eine gewisse natürli-
che Zahl d. Gilt d = 1 und ist F ein Standard-Frobeniusendomorphismus von G, so
ist L ein maximal-zerfallender Torus. Bei exzeptionellen Gruppen wird die Aussage bei
regulärem d durch Computerrechnungen bewiesen, wenn d 6= 4 ist oder G nicht ein
Wurzelsystem vom Typ E7 besitzt. Der verbeleibende nichtreguläre Fall erfordert ein
sorgfältiges Vorgehen, da die relative Weylgruppe auf dem halbeinfachen Anteil der Sy-
lowlevigruppe äußere Automorphismen induziert. Dabei ist es entscheidend, die Frage-
stellungen aus einer Aussage über die erweiterte Weylgruppe bzw. deren Untergruppen
zu folgern.

Bei den klassischen Gruppen vom Typ Al,
2Al, Bl, Cl haben bei regulärem d die betei-

ligten Gruppen ähnliche Strukturen. Daher beweisen wir in einem allgemeinen ’Setting’
eine Aussage über die maximale Fortsetzbarkeit und zeigen in den darauf folgenden
Kapiteln, dass die Bedingungen bei den verschiedenen Wurzelsystemen erfüllt werden.
Überraschend ist vielleicht, dass wir dabei die beteiligten Gruppen vom Typ Al−1 in eine
Gruppe vom Typ Cl einbetten und bei Gruppen vom Typ Bl in einem Zwischenschritt
auch Gruppen betrachten, die nicht in GF liegen. Wir betten die Sylowlevigruppe in
eine Gruppe ein, die das zentrale Produkt isomorpher Tori ist, und auf deren einzelne
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Kapitel 4:
d = 1, F Standard-

Frobeniusendomorphismus

Kapitel 5:
G mit exzeptionellem

Wurzelsystem

Kapitel 6: Fortsetzungskriterium 6.3.15
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Kapitel 11: Typ Dl, d regulär Typ Dl

Kapitel 12: Typ 2Dl, d regulär Typ 2Dl

Abbildung 0.1: Logischer Aufbau der Arbeit
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Faktoren die relativen Weylgruppe transitiv operiert. Diese Aussage über die
”
falschen“

Gruppen führt mit Hilfe eines linearen Charakters zu einem Resultat über die gewünsch-
ten Gruppen.

Da die relativen Weylgruppen im Allgemeinen keine Kranzprodukte sind, wenn die
Gruppen vom Typ Dl oder 2Dl sind, diese Gruppen aber eng mit den Gruppen vom
Typ Bl verwandt sind, beweisen wir dort die maximale Fortsetzbarkeit mit Hilfe dieser
Verbindung.

Aufbau der Arbeit

Zum Beweis der Aussage sind verschiedene Grundlagen nötig. Vor allem die Theorie
linearer algebraischer Gruppen wird hier nicht näher erläutert. Wir verweisen an den
gegebenen Stellen auf das Buch von Springer [Spr98].

Im ersten Kapitel geben wir eine Einführung in die Resultate und Sprechweisen zu so
genannten generischen Gruppen. Wir beschreiben die Konstruktion der im Hauptresul-
tat 0.1 auftretenden Sylowlevigruppen und Sylownormalisatoren.

Im zweiten Kapitel stellen wir die Steinberg-Präsentation und die dort geltenden Re-
chenregeln vor. Zur Anwendung der Theorie aus dem ersten Kapitel geben wir auch das
vollständige Wurzeldatum dieser Gruppen an. Ein weiteres entscheidendes Hilfsmittel
ist die erweiterte Weylgruppe V ≤ G aus [Tit66]. Diese Gruppe besitzt Verbindun-
gen zur Zopfgruppe und zur Weylgruppe von G. Mit Hilfe der Theorie der Weyl- und
Zopfgruppen können wir entscheiden, in welchen Fällen die Sylowlevigruppe ein Torus
ist. Diese Situation nennen wir später den regulären Fall. Zudem finden wir mit Hilfe
von V Elemente, die so genannten Sylowtwists, mit denen wir Sylowlevigruppen und
Sylownormalisatoren konstruieren.

Das dritte Kapitel listet einige bekannte Resultate über Fortsetzbarkeit auf. Weiter
beweisen wir einige technischere Sätze über die so genannte

”
maximale Fortsetzbarkeits-

eigenschaft“ von Gruppen. Diese Eigenschaft überträgt sich unter mehreren zusätzlichen
Voraussetzungen auf weitere Gruppen. Dies wird später dazu dienen, aus der Struktur
von Sylowlevigruppen und Sylownormalisatoren und mit Hilfe der Ergebnisse des re-
gulären Falls die maximale Fortsetzbarkeit im allgemeinen zu folgern.

Im vierten Kapitel konzentrieren wir uns darauf, das Theorem 0.1 für den Fall zu
beweisen, dass S ein 1-Sylowtorus ist und F der Standard-Frobeniusendomorphismus.
Dazu genügt es, sich auf eine spezielle Fortsetzungsfrage in der erweiterten Weylgruppe
zu konzentrieren. Diese wird im Wesentlichen anhand von Unterwurzelsystemen, die zu
den Charakteren assoziiert werden, beantwortet.

Im fünften Kapitel beschäftigen wir uns mit einem weiteren Spezialfall, nämlich dem,
dass das zugrunde liegende Wurzelsystem von G vom exzeptionellen Typ ist. Wie im
vierten Kapitel stellen wir fest, dass die gesuchten Fortsetzungen im regulären Fall
anhand anderer maximaler Fortsetzungen in K � U konstruiert werden können. Die
Gruppen K und U sind dabei Untergruppen von V , die mit Hilfe eines Sylowtwists defi-
niert werden. Computerrechnungen liefern einen Beweis der maximalen Fortsetzbarkeit
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bei K � U . Es verbleibt im Wesentlichen ein Fall, bei dem die Sylowlevigruppe nicht
abelsch ist. Dort werden wir die Vorgehensweise beim nichtregulären Fall zum ersten
Mal vorstellen. Entscheidend dabei ist eine Untergruppe G′ ≤ G, die gleichzeitig eine
einfach-zusammenhängende reduktive Gruppe ist, den d-Sylowtorus enthält und in der
die zugehörige d-Sylowlevigruppe ein Torus ist. Die Struktur der Gruppen ermöglicht
die Anwendungen eines Resultats aus 3.2 und damit den Beweis der maximalen Fort-
setzbarkeit.

Für die klassischen Gruppen wird in Kapitel 6 ein allgemeiner Zugang entwickelt.
Dort sind die meisten relativen Weylgruppen Kranzprodukte. Wir formulieren dabei
vier Bedingungen, die es uns ermöglichen eine Aussage über maximale Fortsetzbarkeit
zu beweisen. Wir benutzen dabei vor allem Unterwurzelsysteme und ihre kombinato-
rischen Eigenschaften. Diese spiegeln sich dann in Eigenschaften von Untergruppen,
die wir zu den Unterwurzelsystemen assoziieren, wider. Dies ermöglicht die sukzes-
sive Konstruktion maximaler Fortsetzungen. Entscheidend dabei sind Abbildungen, die
Charakteren jeweils eine Fortsetzung auf ihre Trägheitsgruppe zuweisen und auch mit
Gruppenoperationen verträglich sind.

Im siebten Kapitel wenden wir das Resultat des vorangegangenen Kapitels zum Be-
weis von Theorem 0.1 für G := Cl,sc(Fq) und eine abelsche Sylowlevigruppe an. Wir
führen nacheinander alle für die in Kapitel 6 beschriebene Situation nötigen Gruppen,
Wurzelsysteme und Elemente ein und zeigen, dass alle Forderungen dabei erfüllt wer-
den. Aus der Anwendung folgt dann die Aussage für den Fall, dass L ein Torus ist. Ist
L eine nichtabelsche Gruppe, so sind die fortzusetzenden Charaktere im Allgemeinen
nicht linear. Wir analysieren die Struktur der Sylowlevigruppe L genauer und zeigen
die maximale Fortsetzbarkeit mit Hilfe der maximalen Fortsetzbarkeit im regulären Fall
und einem Resultat aus Kapitel 3.

Ähnlich gehen wir auch vor, wenn G isomorph zu SLl(Fq) ist und darauf F als
Standard-Frobeniusendomorphismus operiert. Auch hier erfolgt der Beweis durch An-
wendung von Satz 6.3.15.

Der Fall GF ∼= SUl(q) wird in Kapitel 9 betrachtet. Auch hier führt die Strategie
aus Kapitel 7 und 8 zum Ziel. Aufgrund des vom Graphautomorphismus induzierten
Frobeniusendomorphismus F sind einige zusätzliche Überlegungen nötig.

Im Kapitel 10 betrachten wir den Fall, in dem die Wurzeln von G ein Wurzelsystem
vom Typ Bl bilden. Aufgrund der Struktur des Wurzelsystems treten hier mehrere
Schwierigkeiten auf. Die Bedingungen für Satz 6.3.15 können nur durch aufwendigere
Rechnungen nachgewiesen werden. Neben dem Satz 10.1.1, der die maximale Fortsetz-
barkeit im regulären Fall beweist, zeigen wir eine dazu sehr ähnliche Aussage. Beide
sind dann im nichtregulären Fall nötig, um auch dort die maximale Fortsetzbarkeit zu
beweisen.

Eng verwandt zu diesen Gruppen sind die vom Typ Dl, die in den Kapiteln 11 und
12 genauer betrachtet werden. Da die relativen Weylgruppen bei diesen Gruppen im
Allgemeinen keine Kranzprodukte sind, beweisen wir die maximale Fortsetzbarkeit bei
regulärem d hier durch einen Rückgriff auf die Ergebnisse beim Typ Bl, die wir mit-
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tels verschiedener Homomorphismen übertragen. Bei nichtregulärem d konstruieren wir
einen d-Sylowtwist, eine d-Sylowlevigruppe und einen d-Sylownormalisator. Die Struk-
turen der Sylownormalisatoren sind bei Bl und Dl sehr ähnlich. Daher führen analoge
Überlegungen zur maximalen Fortsetzbarkeit in dieser Situation.

Insgesamt bilden die Sätze 5.3.10, 7.2.1, 8.2.1, 9.2.1, 10.2.7, 11.2.8 und 12.2.1 einen
Beweis des Hauptresultats 0.1. Im Kapitel 12.2 fassen wir die Aussagen dieser Arbeit
zusammen.
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Kapitel 1

Generische Gruppen

In diesem Kapitel geben wir einen kurzen Einblick in die wichtigsten Definitionen und
Resultate aus der Theorie der generischen Gruppen. Die in Theorem 0.1 zentralen Grup-
pen sind mit Hilfe generischer Gruppen definiert und wir können diese mit Resultaten
dieser Theorie konstruieren.

Im ersten Abschnitt skizzieren wir die Definitionen und wichtigsten Eigenschaften
generischer Gruppen. Diese beschreiben die geometrische Struktur endlicher reduktiver
Gruppen unabhängig vom zugrunde liegenden Körper. Auch die Tori und Levigruppen
reduktiver Gruppen besitzen ein Pendant in der generischen Welt.

Im zweiten Abschnitt erläutern wir kurz die Definition generischer Sylowtori. Diese
werden durch Ordnungspolynome einer generischen Gruppe charakterisiert und besitzen
ähnliche Eigenschaften wie Sylowgruppen, im Gegensatz zu diesen aber eine stärkere
Verbindung zur geometrischen Struktur der Gruppen.

Schließlich führen wir den Begriff des d-Sylowtwists ein. Mit Hilfe solcher Elemente
können wir Formeln für Sylowtori, Sylowlevigruppen und Sylownormalisatoren angeben.
Diese Aussagen helfen später bei der Konstruktion der für das Theorem 0.1 wichtigen
Gruppen.

1.1 Grundlegende Definitionen

Generische Gruppen erlauben eine kompakte Beschreibung zusammenhängender reduk-
tiver algebraischer Gruppen und einer darauf operierenden Frobeniusabbildung. Dabei
benutzen wir die in [Car85, S.31] eingeführte Definition der Frobeniusabbildung. Alle in
diesem Abschnitt aufgeführten Resultate gehen auf [BM92] zurück.

Jede generische Gruppe enthält neben den vier Komponenten eines Wurzeldatums
noch eine zusätzliche.

Definition 1.1.1. Sei (X,R, Y,R∨,Wφ) ein Quintupel mit folgenden Eigenschaften:

(a) X und Y sind Z-Gitter von gleichem endlichen Rang mit einer Dualitätsabbildung
〈, 〉 : X × Y → Z,

(b) R und R∨ sind Wurzelsysteme in X bzw. Y mit einer bijektiven Abbildung
∨ : R→ R∨, die 〈α, α∨〉 = 2 für alle α ∈ R erfüllt,
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1.1 Grundlegende Definitionen

(c) W ist die Coxetergruppe zum Wurzelsystem R∨ ⊂ Y und φ ein Automorphismus
endlicher Ordnung von Y mit φ(R∨) = R∨. In GL(Y ) liegt die Nebenklasse Wφ.

Dann heißt G = (X,R, Y,R∨,Wφ) eine allgemeine generische Gruppe.

Neben diesen generischen Gruppen wurden in [BM92, 1A] noch weitere eingeführt,
deren Definition wir hier nur andeuten.

1.1.2 (Weitere generische Gruppen). Sei p ∈ {2, 3}. Eine p-getwistete generische
Gruppe ist ein Quintupel (X,R, Y,R∨,Wφ), bei dem X, R, Y , R∨ die in der Defi-
nition beschriebenen Eigenschaften besitzen, φ ein nichttrivialer Automorphismus von
Z[
√
p−1]⊗ZY ist und R die disjunkte Vereinigung von Wurzelsystemen vom Typ Ã1×A1

und

• vom Typ B2 oder F4 bei p = 2, bzw.

• vom Typ G2 bei p = 3

ist. Dabei steht Ã1×A1 für ein Wurzelsystem mit zwei kurzen und zwei langen Wurzeln,
bei der die kurzen und langen Wurzeln zueinander orthogonal sind.

Jede zusammenhängende reduktive Gruppe besitzt ein bis auf Isomorphie eindeutiges
Wurzeldatum. Analog kann mit Hilfe von endlichen reduktiven Gruppen eine generische
Gruppe bestimmt werden.

1.1.3. Seien p eine Primzahl und G eine zusammenhängende reduktive algebraische
Gruppe über dem Körper Fp mit einer Frobeniusabbildung F : G → G. Weiter seien T
ein F -stabiler maximaler Torus von G, der in einer F -stabilen Boreluntergruppe B liegt,
und W := NG(T)/T die zugehörige Weylgruppe, deren definierender Epimorphismus
ρ : NG(T) → W ist.

• Die Gruppe X := Hom(T,F?

p) ist das Charaktergitter von T, Y := Hom(F?

p,T) das
Kocharaktergitter von T. Auf X×Y ist gemäß [Car85, 1.9] eine Dualität definiert.

• Zu B und T gibt es eine eindeutige Borelgruppe B−. Jede minimale echte T-
invariante Untergruppe des unipotenten Radikals von B oder B− bestimmt gemäß
[Car85, 1.9] ein Element in X und ein dazu duales Element in Y . Diese Elemente
sind die Wurzeln R bzw. Kowurzeln R∨ von G. Die Wurzeln werden in positive
und negative unterteilt, indem die mittels Untergruppen von B gewonnenen als
positiv gewählt werden.

• Die Gruppe W operiert gemäß [Car85, 1.9] treu in natürlicher Weise auf T, X und
Y . Zu jeder Wurzel α ∈ R gibt es ein Element wα ∈ W , das auf den Gittern wie
eine Spiegelung entlang α bzw. α∨ operiert. Außerdem wird W von diesen wα

erzeugt.
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Kapitel 1: Generische Gruppen

• Auf Y bzw. Z[
√
p−1]⊗Z Y operiert F wie qφ, wobei φ ein Automorphismus endli-

cher Ordnung auf Y bzw. Z[
√
p−1]⊗Z Y ist. Dabei ist q entweder eine Potenz von

p oder eine ungerade Potenz von
√
p.

Für die konstruierten Objekte gilt nun folgender Satz.

Satz 1.1.4. Das ausgehend von einer reduktiven zusammenhängenden algebraischen
Gruppe G und einer Frobeniusabbildung bestimmte Quintupel G = (X,R, Y,R∨,Wφ)
ist eine generische Gruppe.

Zu jeder allgemeinen generischen Gruppe G und jeder Primzahlpotenz q existiert eine
reduktive Gruppe G mit einer Frobeniusabbildung F : G → G, die G als generische
Gruppe besitzt. Analog gibt es zu jeder p-getwisteten generischen Gruppe G und jeder
ungeraden Potenz von

√
p eine reduktive Gruppe G mit einer Frobeniusabbildung F :

G → G, die G als generische Gruppe besitzt.
Dabei sind die Gruppe G und die Frobeniusabbildung F bis auf Isomorphie eindeutig

bestimmt.

Die generische Gruppe zu (G, F ) wird generische Gruppe oder vollständiges Wurzelda-
tum von (G,T, F ) bzw. (G, F ) genannt. Für die bis auf Isomorphie bestimmte Gruppe
GF schreiben wir auch G(q).

Beweis. Dies wird in [BM92, 2] gezeigt.

Definition 1.1.5 (Generischer Torus). Ein generischer Torus ist eine generische
Gruppe, bei der die Wurzelmengen R und R∨ leer sind und daher die Nebenklasse Wφ
aus genau einem Element besteht, d.h.

T = (X, ∅, Y, ∅, φ) =: (X, Y, φ).

Ein Torus von G ist eine generische Gruppe der Form(
X/Y ′⊥, ∅, Y ′, ∅, wφeY ′

)
,

wobei w ∈ W und Y ′ ein wφ-stabiles Untergitter von Y sind. (Für die Einschränkung
von wφ auf Y ′ schreiben wir wφeY ′ .) Die Faktorgruppe X/Y ′⊥ mit

Y ′⊥ := 〈x ∈ X | 〈x, y〉 = 0 für alle y ∈ Y ′〉

heißt duales Gitter von Y ′.
Die Weylgruppe von G operiert in natürlicher Weise auf der Menge der Tori von G

durch Operation auf den einzelnen Komponenten.

Die Gruppe W operiert auf den Tori von G, indem die Gitter und Wurzelmengen
durch ihre Bilder unter der Abbildung w bzw. w−1 und φ durch die dazu konjugierte
Abbildung ersetzt werden.

Diese Tori stehen in enger Verbindung mit den F -stabilen Tori von G.
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Satz 1.1.6. Die generische Gruppe eines F -stabilen Torus von G ist ein Torus von G.
Dies definiert eine Bijektion zwischen den W -Konjugationsklassen der Tori von G und
den GF -Konjugationsklassen F -stabiler Tori von G.

Beweis. siehe [BM92, Théorème 2.1 (1)].

Analog zu den Tori von G werden auch die Levigruppen von G definiert, die dann
entsprechende Eigenschaften wie die Levigruppen von G besitzen.

Definition und Satz 1.1.7. Seien wφ ∈ Wφ und R′∨ ein wφ-stabiles parabolisches
Untersystem von R∨ mit zugehöriger Weylgruppe WR′. Dann heißt die generische
Gruppe

(X,R′, Y, R′∨,WR′wφ)

Levigruppe von G.
Wieder existiert eine Bijektion zwischen den W -Konjugationsklassen von Levigruppen

in G und den GF -Konjugationsklassen von F -stabilen Levigruppen in G.

Beweis. siehe [BM92, Théorème 2.1 (2)].

Ebenso gibt es auch den Zentralisator eines Torus in G.

Definition 1.1.8. Sei S = (X ′, Y ′, (wφ)eY ′) ein generischer Torus von G. Dann heißt

(X,R′, Y, R′∨,WR′wφ)

mit R′ := R ∩ Y ′⊥ der Zentralisator von S in G und wird daher mit CG(S) abgekürzt.

Diese Zentralisatoren sind gemäß Proposition 1.22 aus [DM91] ebenfalls Levigruppen
von G.

Auch hier existiert eine enge Verbindung zu der reduktiven Gruppe und ihren Unter-
gruppen.

Satz 1.1.9. Sei S ein F -stabiler Torus in G mit vollständigem Wurzeldatum S. Dann

hat
(
CG(S), F eCG(S)

)
das vollständige Wurzeldatum CG(S).

Beweis. Der Zentralisator L := CG(S) ist eine zusammenhängende reduktive Gruppe.
Als eine solche wird L von einem maximalen Torus und den Wurzelgruppen von L
erzeugt. Es gibt in G einen maximalen F -stabilen Torus T mit T ≥ S. Dieser
liegt auch in L. Wir nehmen an, dass mit Hilfe von (G,T, F ) die generische Gruppe
G = (X,R, Y,R∨,Wφ) definiert ist und Xα die Wurzelgruppe zu α ∈ R ist.

Der Torus T besitzt das vollständige Wurzeldatum (X, Y,w′φ) für ein Element
w′ ∈ W . Der Automorphismus w′φ erfüllt dabei w′φeY ′ = wφeY ′ , da F auf dem zu
S assoziierten Kocharaktergitter denselben Automorphismus induziert wie F eY ′ . Also
operiert w′w−1 trivial auf Y ′. Laut [Ste64] gilt dann w′w−1 ∈ WR′ mit R′ = R ∩ Y ′⊥.

18



Kapitel 1: Generische Gruppen

Bei der Konstruktion der generischen Gruppe von (L,T, F eL) erhalten wir als Cha-
raktergitter X, als Kocharaktergitter Y und als Automorphismus w′φ. Das Kocharak-
tergitter Y ′ von S besteht aus den Kocharakteren χ ∈ Y mit Bild(χ) ≤ S. Analog sind
alle Elemente des Charaktergitters von S von der Form χeS mit χ ∈ X.

Somit operiert S genau dann trivial auf der Wurzelgruppe Xα von G, wenn der da-
durch entstehende Charakter trivial ist, d.h. α ∈ Y ′⊥ gilt.

Dies beweist L =
〈
T,Xα

∣∣ α ∈ Y ′⊥ ∩R
〉
. Das vollständige Wurzeldatum dieser

Gruppe ist also (X,R′, Y, R′∨,WR′w′φ). Dies ist wegen w′w−1 ∈ WR′ das für CG(S)
angegebene.

Diese Aussage wird unter anderem in [BM98, 2.2] erwähnt. Neben diesen Unterstruk-
turen der generischen Gruppe werden wir später vor allem auch die relativen Weylgrup-
pen der Levigruppen benutzen.

Lemma 1.1.10 (Relative Weylgruppe). Seien L eine F -stabile Levigruppe und
L = (X,R′, Y, R′∨,WR′wφ) das vollständige Wurzeldatum von (L, F eL). Dann gilt

NGF (L)/LF ∼= WG(L).

mit

WG(L) :=

〈
w′ ∈ W

∣∣∣ R′w′
= R′ und (w′WR′)wφ = w′WR′

〉
/WR′ .

Die Gruppe WG(L) heißt relative Weylgruppe von L in G.

Beweis. Die Isomorphie folgt aus [BM92, Thm. 2.1].

Diese Aussage wird später vor allem bei der Konstruktion der d-Sylownormalisatoren
helfen, da diese gleichzeitig Normalisatoren von Levigruppen sind.

1.2 Sylowtori

Bevor wir Sylowtori einer generischen Gruppe G definieren, beschreiben wir die wichtig-
sten Eigenschaften des Ordnungspolynoms von G, mit dem die Sylowtori charakterisiert
werden.

1.2.1 (Ordnungspolynom von G). In [BM92, 1.9] wurde für eine generische Gruppe
G das Ordnungspolynom |G| definiert. Dieses hat bei einer allgemeinen generischen
Gruppe G die folgenden Eigenschaften:

• Das Polynom hat die Form

|G|(x) = xN
∏
d∈N

Φd(x)
a(d) ∈ Z[x]

für gewisse a(d) ≥ 0 und eine Zahl N ∈ N0. Dabei steht Φd(x) für das d-te
zyklotomische Polynom.
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• Ist G(q) die zu der Primzahlpotenz q und G gehörende endliche Gruppe, so gilt

|G(q)| = |G| (q).

Analog gilt bei p-getwisteten generischen Gruppen auch:

• Das Polynom erfüllt

|G|(x) = xN
∏
Ψ

Ψ(x)aΨ ∈ Z[
√
p−1][x]

für gewisse aΨ ≥ 0 und N ∈ N0, wobei Ψ für ein tp-zyklotomisches Polynom
im Sinne von [BM92, 3F] steht. Diese sind minimale Produkte zyklotomischer
Polynome über Z[

√
p] mit Ψ(

√
px) ∈ Z[x].

• Ist G(q) die zu G und q =
√
p2i+1 (i ∈ N) gehörende endliche Gruppe, so gilt

analog

|G(q)| = |G| (q).

Ist die generische Gruppe ein generischer Torus T = (X,Y, φ), so gilt gemäß [BM98,
Abschnitt 3.1] für das Ordnungspolynom

|T| = detY (xφ− 1),

mit Y := Y ⊗ C.

Mit diesen Polynomen werden Sylowtori definiert.

Definition 1.2.2. Seien d ∈ N, G eine allgemeine generische Gruppe, (G, F ) eine
reduktive Gruppe mit Frobeniusabbildung F und vollständigem Wurzeldatum G. Ein
Torus T von G mit |T| = Φ

a(d)
d heißt d-Sylowtorus von G. Auch den zugehörigen Torus

der Gruppe G nennt man d-Sylowtorus von G.
Seien G eine p-getwistete generische Gruppe, Ψ ein tp-zyklotomisches Polynom und

(G, F ) eine reduktive Gruppe mit Frobeniusabbildung und vollständigem Wurzeldatum
G. Ein Torus T von G mit |T| = ΨaΨ

d heißt Ψ-Sylowtorus von G. Der zugehörige Torus
T ≤ G ist der Ψ-Sylowtorus von (G, F ).

In [BM92, Theorem 3.4 bzw. 3F] wurde bewiesen, dass diese Gruppen ähnliche Eigen-
schaften wie Sylowgruppen besitzen, von denen aber nur die folgenden zwei hier erwähnt
werden sollen.

Satz 1.2.3 (Sylow-Sätze für Tori). Seien G eine allgemeine generische Gruppe,
(G, F ) die zugehörige reduktive Gruppe und d ∈ N. Dann werden folgende Aussagen
erfüllt:
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(a) Es existiert ein d-Sylowtorus von G.

(b) Je zwei d-Sylowtori von (G, F ) sind in GF konjugiert.

Für jede p-getwistste generische Gruppe, die zugehörige reduktive Gruppe (G, F ) und
jedes tp-zyklotomisches Polynom Ψ gilt:

(a’) Es existiert ein Ψ-Sylowtorus von G.

(b’) Je zwei Ψ-Sylowtori von (G, F ) sind in GF konjugiert.

In dieser Arbeit sind die im Theorem 0.1 erwähnten Gruppen, die mit Hilfe dieser Tori
definiert werden besonders wichtig. Wir verwenden daher für diese folgende Namen.

Definition 1.2.4. Seien (G, F ) eine reduktive Gruppe, G := GF und S ein d-
Sylowtorus bzw. ein Ψ-Sylowtorus von (G, F ). Dann nennen wir CG(S) eine d-
Sylowlevigruppe bzw. Ψ-Sylowlevigruppe und analog NG(S) den d-Sylownormalisator
bzw. Ψ-Sylownormalisator von CG(S).

Diese Gruppen haben folgende Eigenschaften.

Lemma 1.2.5. Seien g ∈ G, L′ eine d-Sylowlevigruppe in (G, gF ) und N ′ ihr d-
Sylownormalisator. Weiter seien L eine d-Sylowlevigruppe in (G, F ) und N ihr d-
Sylownormalisator. Dann gibt es ein g′ ∈ G mit Lg′ = L′ und N g′ = N ′. Außerdem
sind je zwei d-Sylowlevigruppen bzw. d-Sylownormalisatoren von (G, F ) in G zueinander
konjugiert. Dabei gilt NG(S) = NG(CG(S)) für jeden d-Sylowtorus von (G, F ).

Der Frobeniusendomorphismus gF operiert dabei auf G durch

x 7→ F (xg) für alle x ∈ G.

Beweis. Da die Sylowtori von (G, F ) in G zueinander konjugiert sind, sind auch ihre
Sylownormalisatoren in G konjugiert.

Sei g′ ein Element mit F (g′)g′−1 = g. Dieses existiert gemäß dem Satz von Lang-
Steinberg [Gec03, Theorem 4.1.12]. Dann ist L′g

′
eine d-Sylowlevigruppe in (G, F ) und

N ′g′ ihr Sylownormalisator.
Wir beweisen nun NG(S) = NG(CG(S)) für jeden beliebigen d-Sylowtorus S von

(G, F ). Da L := CG(S) selbst eine zusammenhängende reduktive Gruppe ist, sind
alle d-Sylowtori bzw. Ψ-Sylowtori von (L, F ) zu S in L konjugiert. Wegen S ≤ Z(L)
gibt es in L genau einen d-Sylowtorus bzw. Ψ-Sylowtorus. Die Gruppe NG(L) ope-
riert auf den Sylowtori von L und normalisiert somit S. Daraus folgt NG(S) ≥ NG(L).
Die verbleibende Inklusion NG(L) = NG(CG(S)) ≥ NG(S) ist aus der Gruppentheorie
bekannt.

Dieses Lemma werden wir häufig benutzen, da wir uns damit bei den Beweisen auf
spezielle d-Sylowlevigruppen und d-Sylownormalisatoren beschränken können.
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1.3 Konstruktionen mit Sylowtwists

Für die späteren Kapitel ist es wichtig, d-Sylowlevigruppen und d-Sylownormalisatoren
bis auf Isomorphie zu bestimmen. Dazu benutzen wir d-Sylowtwists.

Definition 1.3.1. Seien G = (X,R, Y,R∨,Wφ) eine generische Gruppe und (G,T, F )
eine zugehörige reduktive Gruppe, so dass (X, Y, φ) die generische Gruppe von (T, F eT)
ist. Weiter seien Γ und F0 zwei Automorphismen von G mit Γ ◦ F0 = F und den
folgenden Eigenschaften:

• beide Automorphismen stabilisieren T und eine F -stabile Boreluntergruppe B und

• Γ hat endliche Ordnung und induziert auf Y den Automorphismus φ.

Ist G eine allgemeine generische Gruppe, so seien d ∈ N und v ∈ N := NG(T) mit

Φ
a(d)
d detY⊗C(xρ(v)φ− 1).

(Dabei verwenden wir die Abbildung ρ : N → W aus 1.1.3.) Dann nennen wir v ΓeN
einen d-Sylowtwist von (G, F ) bzw. von (G,T, F ). Die Abbildung vΓ operiert dabei
auf G durch

x 7→ Γ(xv) für alle x ∈ G.

Für eine p-getwistete generische Gruppe G, ein tp-zyklotomisches Polynom Ψ und
v ∈ N := NG(T) bezeichnen wir v ΓeN als Ψ-Sylowtwist von (G, F ) bzw. von (G,T, F ),
falls

ΨaΨ detY⊗C(xρ(v)φ− 1)

gilt.

In den meisten Fällen wird bei F = Γ ◦ F0 der Automorphismus Γ ein Graphauto-
morphismus sein und F0 ein Standard-Frobeniusendomorphismus. Wir benutzen nur
das Element v von einem d-Sylowtwist für die späteren Konstruktionen. Durch die
Erwähnung von ΓeN deuten wir an, mit welchem Automorphismus φ das Element
v ΓeN ein Sylowtwist ist. Später wird der Automorphismus ΓeN von dem Graphauto-
morphismus des Dynkindiagramms in 2.3.3 abgeleitet werden.

Eine solche Zerlegung von F geben wir für einzelne Fälle in Lemma 2.2.5 an. Die
Existenz der Sylowtwists wird durch folgendes Lemma in vielen Fällen gesichert.

Lemma 1.3.2. Seien G, G und F wie in 1.3.1. Gibt es Endomorphismen Γ und F0 mit
den in der Definition 1.3.1 beschriebenen Eigenschaften, so existiert für jedes d bzw. Ψ
ein Sylowtwist. Bei φ = idY ist v = 1G ein 1-Sylowtwist für (G, F ).
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Beweis. Gemäß Satz 1.2.3 gibt es einen d- bzw. Ψ-Sylowtorus S := (X/Y ′⊥, Y ′, wφ) in

G mit Y ′ ≤ Y und |S| = Φ
a(d)
d bzw. |S| = ΨaΨ . Aus der Bemerkung 1.2.1 ist

|S| = detY
′(x(wφ)− 1)

mit Y
′
:= Y ′ ⊗Z C bekannt. Daraus folgt

Φ
a(d)
d detY (x(wφ)− 1) bzw. ΨaΨ detY (x(ρ(v)φ)− 1)

mit Y := Y ⊗Z C. Wir wählen n ∈ NG(T) mit ρ(n) = w. Ein solches Element existiert,
da ρ surjektiv ist. Gemäß der Definition ist n ΓeN ein Sylowtwist.

Bei φ = idY und v = 1G ist die Dimension des 1-Eigenraums von ρ(v) auf Y ⊗ C
maximal.

Mit Hilfe eines Sylowtwists v ΓeN konstruieren wir nun einen Sylowtorus von G und
(G, vF ). Sei im Folgenden v ΓeN ein d-Sylowtwist bzw. Ψ-Sylowtwist von (G, F ).

Lemma 1.3.3 (Konstruktion eines d-Sylowtorus). Seien G, G, T, N, F : G → G,
Γ wie in der Definition 1.3.1, v ΓeN ein d-Sylowtwist bzw. Ψ-Sylowtwist, Y := Y ⊗ C,
Y ′ := Y ∩ kerY (Φd(ρ(v)φ)), also der kleinste Unterraum von Y , dessen Tensorprodukt
mit C alle Eigenvektoren zu primitiven d-ten Einheitswurzeln von ρ(v)φ enthält, und
X ′ := X/Y ′⊥.

Dann ist S := (X ′, Y ′, ρ(v)φ) ein d-Sylowtorus bzw. ψ-Sylowtorus von G und

S :=
{
t ∈ T

∣∣ λ(t) = 1 für alle λ ∈ Y ′⊥}
ein d-Sylowtorus bzw. Ψ-Sylowtorus von (G, vF ).

Beweis. Gemäß der Definition 1.3.1 von v und der in 1.2.1 angegebenen Ordnung ist S
ein Sylowtorus von G.

Der Torus S :=
{
t ∈ T

∣∣ λ(t) = 1 für alle λ ∈ Y ′⊥} hat das Wurzelgitter X/Y ′⊥ und
das Kocharaktergitter Y ′. Die Frobeniusabbildung vF operiert auf Y ′ durch ρ(v)φ. Also
hat (S, vF eS) das vollständige Wurzeldatum S.

Die zugehörige Levigruppe ist dann folgende:

Lemma 1.3.4 (Konstruktion der zugehörigen d-Sylowlevigruppe in (G, vF )).
Für die eben definierten Sylowtori S und S gilt:

(a) CG(S) = (X,R′, Y, R′∨,W ′ρ(v)φ) mit R′ := R ∩ Y ′⊥ und W ′ := WR′,

(b) CG(S) = 〈T,Xα | α ∈ R′〉, wobei Xα die Wurzeluntergruppe von T zu der Wurzel
α ∈ R ist.
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Beweis. Der Teil (a) folgt aus der Definition von CG(S).
Gemäß [DM91, Proposition 1.14] ist L := CG(S) reduktiv. Die Gruppe

L := 〈T,Xα | α ∈ R′〉 enthält nach Definition den maximalen vF -stabilen Torus T. Die-
ser hat X und Y als Charaktergitter bzw. Kocharaktergitter. Die Operation von vF
auf Y definiert den Automorphismus ρ(v)φ. Gemäß [DM91, Proposition 1.14.] enthält
L nur die angegebenen Wurzeluntergruppen zu R′.

Nun bleibt noch der zugehörige Sylownormalisator zu bestimmen. Für die Berechnung
von NG(S) wird die relative Weylgruppe WG(L) von L benutzt.

Lemma 1.3.5 (Sylownormalisator). Sei N := NG(T). Dann gilt:

(a) NGvF (S) = NvF für R′ = ∅ und

(b) NGvF (S) =
〈
U,LvF

〉
für jede Gruppe U ≤ NGvF (T), die auch

〈ρ(U),W ′〉/W ′ ∼= WG(L) und U ∩ L ≤ T

erfüllt.

Beweis. Aus Lemma 1.2.5 wissen wir N := NGvF (S) = NGvF (L), also NvF ≤ N . Gemäß

[Car85, 3.3.6] stimmen auch die Gruppen NvF
/TvF und WG(L) überein. Zusammen mit

dem Lemma 1.1.10 folgt daraus die Behauptung in (a).
Für den Beweis von (b) sei u ∈ U . Gemäß der Definition von L genügt es, Tu = T

und Xu
α ∈ L für alle α ∈ R′ zu beweisen. Aus den Voraussetzungen an ρ(U) und der Be-

schreibung von Xu
α in [Car85, 2.5.15] ergibt sich Xu

α ∈ L. Dies beweist 〈U,L〉 ≤ NGvF (S)
mit L := LvF . Aus Lemma 1.1.10 und U ∩ L ≤ T folgt für N auch

〈U,L〉/L ∼= U/U ∩ L ∼= ρ(U) ∼= 〈ρ(U),W ′〉/W ′ = WG(L) = N/L.

Die Umformungen werden durch W ′ ∩ ρ(U) = 1 möglich.

Wir werden später T so wählen, dass wir mit den Elementen von N und T gut
umgehen können. Für die Elemente der eben konstruierten Gruppen kennen wir dann
ebenfalls Rechenregeln.
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Universelle Chevalleygruppen

In dieser Arbeit werden charaktertheoretische Eigenschaften der d-Sylowlevigruppen und
der d-Sylownormalisatoren von einfach-zusammenhängenden einfachen Gruppen G be-
wiesen. Dazu ist eine effiziente Handhabe der Elemente dieser Gruppen wichtig. Wir
benutzen dazu die Steinberg-Präsentation dieser Gruppen, da durch diese ein einheitli-
cher Zugang zu allen Gruppen möglich ist.

Wir definieren und erläutern im ersten Abschnitt zunächst die universellen Chevalley-
gruppen, wie diese Gruppen auch genannt werden. Zur Formulierung der dabei betei-
ligten Relationen sind verschiedene Konstanten nötig, die wir davor einführen. Daraus
ergeben sich für die Elemente mehrere Rechenregeln, die wir in späteren Kapiteln immer
wieder benutzen.

Anschließend stellen wir die Verbindung zwischen den so definierten endlich präsentier-
ten Gruppen und den reduktiven Gruppen her. Für diese und die darauf operierenden
Frobeniusabbildungen bestimmen wir außerdem die zugehörige generische Gruppe.

Im dritten Abschnitt skizzieren wir die Definition und die wichtigsten Eigenschaften
der erweiterten Weylgruppe. Vor allem erläutern wir ihre Verbindung zu Zopfgruppen
und Coxetergruppen, mit deren Hilfe wir später Sylowtwists ermitteln. Dazu benutzen
wir reguläre Elemente der Coxetergruppe und die so genannten

”
guten Wurzeln von w2

0“
in der Zopfgruppe, deren Definition wir davor wiederholen.

2.1 Definition und Rechenregeln

In diesem Abschnitt führen wir die universellen Chevalleygruppen als endlich präsen-
tierte Gruppen ein. Die Notation orientiert sich an dem Buch [Car72]. Ursprünglich
wurden die Gruppen als Automorphismengruppen halbeinfacher Liealgebren definiert,
siehe [Ste68b, Car72]. Hier stellen wir die Beschreibung als endlich präsentierte Gruppe
in den Vordergrund.

Gegeben ist ein irreduzibles Wurzelsystem R, für das eine positive Wurzelmenge, ein
Fundamentalsystem RF , eine damit verträgliche Totalordnung

”
<“ und ein Skalarpro-

dukt (, )R : R × R → Z definiert sind. Daraus ergeben sich die folgenden weiteren
Größen.
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2.1 Definition und Rechenregeln

Definition 2.1.1 (Cartanzahl). Für zwei Wurzeln α, β ∈ R heißt

Aα,β :=
2(α, β)R

(α, α)R

die Cartanzahl. Sind die zwei Wurzeln linear unabhängig, so werden

pα,β := max {i ∈ Z | − iα+ β ∈ R} und qα,β := max {i ∈ Z | iα+ β ∈ R}

gesetzt.

Abhängig von der auf R gegebenen Totalordnung werden folgende Begriffe benutzt.

Definition 2.1.2 (Spezielle und extraspezielle Paare). Ein Paar (α, β) mit
α, β ∈ R ist ein spezielles Paar, falls α + β ∈ R und 0 < α < β gilt. Das Paar (α, β)
heißt extraspeziell, falls für jedes spezielle Paar (α′, β′) mit α+ β = α′ + β′ auch α ≤ α′

gilt.

Mit diesen Begriffen und der Norm N( ) : R→ C, die α 7→ (α, α)R erfüllt, werden die
Eigenschaften weiterer Konstanten formuliert.

Definition und Satz 2.1.3. Seien εα,β ∈ {±1} für alle extraspeziellen Paare (α, β) aus
R beliebig gewählt. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Fortsetzung

ε : R×R→ {±1} mit (α, β) 7→ εα,β

und folgenden Eigenschaften:

• εα,β = −εβ,α für α, β ∈ R,

• εα,β = −ε−α,−β für α, β ∈ R,

• εα,β = εβ,γ = εγ,α für α+ β + γ = 0 und

• Nα,βNγ,δ

‖α+β‖2 +
Nβ,γNα,δ

‖β+γ‖2 +
Nγ,αNβ,δ

‖γ+α‖2 = 0 für α+ β + γ + δ = 0 und Nα,β := εα,β(pα,β + 1).

Dabei sind in der letzten Relation keine zwei Wurzeln zueinander invers oder gleich.

Beweis. Siehe [CMT04, Abschnitt 3] oder [Car72, 4.1.2 und 4.2.2.].

Die Relationen der Steinberg-Präsentation benutzen die von ε abgeleitete Konstan-
tenfamilie {ci,j,α,β}, während in den Rechenregeln immer wieder die mit Hilfe von ε
definierten Zahlen {ηα,β} auftauchen.

Definition 2.1.4. Seien α, β ∈ R und i, j ∈ N positiv.
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Kapitel 2: Universelle Chevalleygruppen

(a) Für (i− 1)α+ β ∈ R sei

Mα,β,i :=

(
pα,β + i

i

)
εβ,α · · · ε(i−1)α+β,α.

(b) Für iα+ jβ ∈ R sei

ci,j,α,β :=


Mα,β,i j = 1,

(−1)jMβ,α,j i = 1,
1
3
Mα+β,α,2 i = 3, j = 2,

−2
3
Mα+β,β,2 i = 2, j = 3.

(c) Die Konstante ηα,β wird bestimmt durch

ηα,β := (−1)p εβ−pα,α · · · εβ−α,α

εβ−pα,α · · · εβ+(q−p−1)α,α

mit p = pα,β und q = qα,β.

Diese Definition ist [CMT04, 3.Abschnitt] und [Car72, Bws. zu 6.4.3] entnommen. In
dem Buch [Car72] wird auch bewiesen, dass Mα,β,i, ci,j,α,β und ηα,β ganze Zahlen sind.

Damit sind alle Hilfsmittel für die Definition der universellen Chevalleygruppen als
endlich präsentierte Gruppen bereitgestellt.

Definition 2.1.5 (Steinberg-Präsentation). Seien F ein Körper, R 6= A1 ein irre-
duzibles Wurzelsystem mit einer gegebenen Totalordnung, εα,β wie in 2.1.3, und ci,j,α,β

(i, j ∈ N, α, β ∈ R mit iα+ jβ ∈ R) aus der Definition 2.1.4. Weiter sei G(F) die durch
Elemente xα(t) (α ∈ R, t ∈ F) erzeugte Gruppe mit den Relationen

xα(t1)xα(t2) = xα(t1 + t2) für alle t1, t2 ∈ F und α ∈ R,
[xβ(t1), xα(t2)] =

∏
i,j>0 xiα+jβ

(
ci,j,α,β(−t2)itj1

)
für alle t1, t2 ∈ F und α, β ∈ R, und

hα(t1)hα(t2) = hα(t1t2) für t1, t2 ∈ F? und α ∈ R,

und den Elementen

hα(t) := nα(t)nα(−1) und nα(t) := xα(t)x−α(−t−1)xα(t) für alle t ∈ F?

(Bei dem Produkt
∏

i,j>0 xiα+jβ(ci,j,α,β(−t)iuj) wird die Reihenfolge der Faktoren durch
die Ordnung auf R bestimmt.) Die Gruppe G(F), für die wir auch G schreiben, nennen
wir universelle Chevalleygruppe zum Wurzelsystem R und dem Körper F.

Bei einem Wurzelsystem R vom Typ A1 wird die zu R gehörende universelle Chevalley-
gruppe analog definiert, wobei die Kommutatorrelation durch

nα(t)xα(u)nα(t)−1 = x−α(−t2u) für t, u ∈ F, t 6= 0
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2.1 Definition und Rechenregeln

ersetzt wird.
Ist das Wurzelsystem R vom Typ Al, so kürzen wir G(F) durch Al,sc(F) oder Al,sc(q)

ab, falls F der Körper mit q ∈ N Elementen ist. Analoge Schreibweisen werden auch bei
den übrigen Wurzelsystemen verwendet.

Bekannt ist, dass bei der Definition von G mit Hilfe einer Liealgebra der Isomorphietyp
von G unabhängig von ε : R × R → {±1} ist. Die Gruppe wird allein durch F und R
bestimmt. Diese Aussage folgt aus Bemerkung 2.2.4 (a) im nächsten Abschnitt.

Für das Rechnen mit den Elementen von G(F) gelten folgende Aussagen.

Satz 2.1.6 (Relationen in universellen Chevalleygruppen). Seien t ∈ F?, u ∈ F,
α, β ∈ R und RF das ausgezeichnete Fundamentalsystem von R. Die Spiegelung entlang
α ∈ R wird mit wα bezeichnet. Dann gelten folgende Relationen:

(a) nα(t)xβ(u)nα(t)−1 = xwα(β)(ηα,βt
−Aα,βu),

(b) nα(t)nβ(u)nα(t)−1 = nwα(β)(ηα,βt
−Aα,βu),

(c) nα(t)hβ(u)nα(t)−1 = hwα(β)(u),

(d) hα(t)xβ(u)hα(t)−1 = xβ(t−Aα,βu),

(e) nα(t) = hα(t)nα(1),

(f) hα(t)nβ(u)hα(t)−1 = nβ(tAα,βu),

(g) hα(t) =
∏

β∈RF
hβ(tcβ) mit der zu β dualen Wurzel β∨ := 2β

(β,β)R
und den durch

α∨ =
∑

β∈RF

cββ
∨

definierten Zahlen cβ (β ∈ RF ),

(h) 〈hα(t) | α ∈ R, t ∈ F?〉 = 〈hα1(t) | t ∈ F?〉 × · · · × 〈hαl
(t) | t ∈ F?〉 mit

RF = {α1, . . . αl}.

Beweis. Die Formeln (a)-(f) und (h) stammen aus dem Beweis von [Car72, 12.1.1]. Der
Teil (g) ist aus [GLS98, 1.12.1 (e)] bekannt.

Einige dieser Relationen hängen von der Wahl von ε ab, wodurch sie für allgemeine Be-
weise ungeeignet sind. Bei zueinander orthogonalen Wurzeln sind Aussagen unabhängig
von ε möglich.

Bemerkung 2.1.7. Seien α, β ∈ R mit α ⊥ β, u ∈ F und t ∈ F?. Dann gilt:

(a) xβ(u)hα(t) = xβ(u) und nβ(u)hα(t) = nβ(u),
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(b) xβ(u)nα(t) = xβ(u) und nβ(u)nα(t) = nβ(u) für pα,β = qα,β = 0,

(c) xβ(u)nα(t) = xβ(−u) und nβ(u)nα(t) = nβ(−u) für pα,β = qα,β = 1.

Beweis. Wegen α ⊥ β gilt Aα,β = 0. Daraus ergibt sich sofort das Kommutieren von
xβ(u) und hα(t) mit 2.1.6 (d). Gemäß der Definition 2.1.4 von ηα,β gilt ηα,β = 1 bei (b)
und ηα,β = −1 bei (c). Mit 2.1.6 (d) folgen dann die Aussagen (b) und (c).

Für diese Arbeit ist es sinnvoll, noch folgende Schreibweise einzuführen. Diese benutzt
das zu R duale Wurzelsystem R∨ := {α∨ | α ∈ R}.

Bemerkung 2.1.8. Für α ∈ R, t ∈ F? und kα∨(t) := hα(t) gelten

nα(t)kβ∨(u)nα(t)−1 = kwα∨ (β∨)(u) und
kα∨(t) =

∏
β∈RF

kβ∨(t)
cβ für α∨ =

∑
β∈RF

cββ
∨.

Aus α∨ + β∨ ∈ R∨ folgt

kα∨(t) · kβ∨(t) = kα∨+β∨(t).

Beweis. Dies folgt aus Satz 2.1.6 (g) zusammen mit 2.1.6 (c) und wα(β)∨ = wα∨(β
∨).

Wir werden auch häufiger verschiedene universelle Chevalleygruppen als Untergruppen
anderer Chevalleygruppen betrachten. Dazu benutzen wir folgendes Lemma, das sich
aus der Definition der universellen Chevalleygruppen ergibt.

Lemma 2.1.9. Seien R ein Wurzelsystem, R′ ein abgeschlossenes irreduzibles Unter-
wurzelsystem von R, F ein algebraisch abgeschlossener Körper mit char(F) = p 6= 0, G
eine universelle Chevalleygruppe zu R über F und GR′ := 〈xα(t) ∈ G | α ∈ R′, t ∈ F〉.

(a) Es gibt eine universelle Chevalleygruppe G′ mit den Erzeugern x′α(t) zu R′, so dass

ι : G′ → GR′ mit xα(t) 7→ x′α(t) für alle α ∈ R′, t ∈ F,

ein Epimorphismus ist.

(b) Ist R′ ein parabolisches Unterwurzelsystem von R oder ein abgeschlossenes Unter-
wurzelsystem von R mit ZR′∨ = ZR∨, so ist ι ein Isomorphismus.

Beweis. Wir konstruieren zu R′ eine universelle Chevalleygruppe G′ und erhalten dabei
Relationen, die auch in GR′ := 〈xα(t) ∈ G | α ∈ R′, t ∈ F〉 erfüllt sind. Dies beweist (a).
Für (b) betrachten wir dann die Bilder zentraler Elemente.

Da R′ ein abgeschlossenes Unterwurzelsystem von R ist, ergeben sich für α, β ∈ R′

dieselben Konstanten in der Definition 2.1.1. Sei ε : R×R→ {±1} die Konstantenfami-
lie mit der G definiert wurde. Dann erfüllt auch ε′ := εeR′×R′ die in der Definition 2.1.3
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geforderten Eigenschaften. Weiter sei G′ die mit dieser ε′-Abbildung definierte univer-
selle Chevalleygruppe zu R′ und F. Dabei stimmen die in 2.1.4 definierten Konstanten
für G mit denen für G′ überein.

Die erzeugenden Elemente von G′ seien x′α(t) (α ∈ R′, t ∈ F) und die G′ definierenden
Relationen sind:

x′α(t1)x
′
α(t2) = x′α(t1 + t2) für alle t1, t2 ∈ F.

[x′β(t1), x
′
α(t2)] =

∏
i,j>0 x

′
iα+jβ

(
ci,j,α,β(−t2)itj1

)
für alle t1, t2 ∈ F und

h′α(t1)h
′
α(t2) = h′α(t1t2) für t1, t2 ∈ F?.

Auch die Elemente xα(t) ∈ GR′ erfüllen diese Relationen. Also ist GR′ eine Faktorgruppe
von G′ und ι ein Epimorphismus, wie in (a) behauptet.

Die nichttrivialen Normalteiler von G′ und damit die einzigen Kandidaten für ker(ι)
sind gemäß [Ste68b, §3, Korollar 1] die Untergruppen des Zentrums. Diese liegen alle
im Torus T′ := 〈h′α(t) | α ∈ R′, t ∈ F?〉.

Sei nun also 1 6= h ∈ T′. Ist R ein parabolisches Untersystem, so gibt es ein Funda-
mentalsystem RF

′ von R′∨, das zu einem Fundamentalsystem RF von R ergänzt werden
kann. Es gibt laut 2.1.6 (h) eindeutige Elemente tα ∈ F? (α ∈ RF

′) mit

h =
∏

α∈RF
′

h′α(tα).

Aus 1 6= h folgt tα 6= 1 für mindestens eine Wurzel α ∈ RF
′. Das Element ι(h) ist das

Produkt

ι(h) =
∏

α∈RF

hα(tα)

mit tα := 1 für alle α ∈ RF \RF
′, das gemäß 2.1.6 (h) ebenfalls nichttrivial ist. Also ist

ι ein Isomorphismus, falls R′ ein parabolisches Unterwurzelsystem von R ist.
Gilt stattdessen ZR′∨ = ZR∨, so zeigen wir die Injektivität von ιmit Hilfe von Gittern.

Das Element h erfüllt

h =
∏

α∈RF
′

h′α(tα)

für gewisse Elemente tα ∈ F? (α ∈ RF
′). Es gibt eine p-Potenz q, so dass tα ∈ Fq für alle

α ∈ RF
′ und hq−1 = 1 gilt. Die Gruppe T ′ :=

〈
h′α(t)

∣∣ α ∈ R′, t ∈ F?
q

〉
≤ G′ ist isomorph

zu ZR′∨
/(q − 1)ZR′∨. Der dazugehörige Isomorphismus

ω′ : T ′ → ZR′∨
/(q − 1)ZR′∨

wird durch

kα(ζ) 7→ α+ (q − 1)ZR′∨
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mit einer primitiven (q − 1)-ten Einheitswurzel ζ ∈ F? definiert. Es gibt einen Vektor
v ∈ ZR′∨ \ ((q − 1)ZR′∨) mit ω′(h) = v + (q − 1)ZR′∨.

Analog ist auch die Gruppe T :=
〈
hα(t)

∣∣ α ∈ R, t ∈ F?
q

〉
≤ G isomorph zu

ZR∨
/(q − 1)ZR∨. Durch

ω : T → ZR∨
/(q − 1)ZR∨ mit kα(ζ) 7→ α+ (q − 1)ZR∨

wird ein Isomorphismus definiert. Aus ω(ι(h)) = v + (q − 1)ZR∨ folgt mit der Voraus-
setzung ι(h) 6= 1.

Also ist ι eine Bijektion unter den genannten Voraussetzungen.

Für spätere Zwecke benötigen wir noch folgende wohlbekannte Aussage:

Lemma 2.1.10. Seien G eine universelle Chevalleygruppe zu einem irreduziblen Wur-
zelsystem R über F und RF das ausgezeichnete Fundamentalsystem von R.

Für Xα := 〈xα(t) | t ∈ F〉 (α ∈ R) gilt

G = 〈Xα | ± α ∈ RF 〉 .

Beweis. Aus der Definition der Elemente nα(t) ergibt sich nα(t) ∈ 〈Xα | α ∈ RF 〉 für
alle Elemente α ∈ RF und t ∈ F?.

Gemäß [Kan01, 4-1] erfüllt die Coxetergruppe W zu R die Gleichung
W = 〈wα | α ∈ RF 〉. Zudem gibt es zu jeder Wurzel α ∈ R eine einfache Wurzel α0 ∈ RF

und w ∈ W mit w−1(α0) = α. Für n ∈ 〈nα(t) | α ∈ RF , t ∈ F?〉 mit ρ(n) = w ergibt sich
mit der Relation 2.1.6 (a) dann

(Xα0)
n = Xα.

Dies zeigt Xα0 ≤ 〈Xα | ± α ∈ RF 〉 für alle α0 ∈ R und beweist wegen G = 〈Xα | α ∈ R〉
die Behauptung.

Der nächste Abschnitt beschäftigt sich mit den Eigenschaften universeller Chevalley-
gruppen, wenn der zugrunde liegende Körper algebraisch abgeschlossen ist.

2.2 Universelle Chevalleygruppen und endliche

reduktive Gruppen

Universelle Chevalleygruppen sind nicht nur endlich präsentierte Gruppen, sondern auch
reduktive Gruppen. Diese Eigenschaft erläutern wir in diesem Abschnitt.

Bemerkung 2.2.1. Seien F ein algebraisch abgeschlossener Körper, R ein irreduzibles
Wurzelsystem und W die zu R gehörende Coxetergruppe. Für eine damit definierte
universelle Chevalleygruppe G gilt dann:
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2.2 Universelle Chevalleygruppen und endliche reduktive Gruppen

(a) Die Gruppe G ist eine halbeinfache, einfach-zusammenhängende, algebraische
Gruppe.

(b) Die abelsche Gruppe T := 〈hα(t) | t ∈ F?, α ∈ R〉 ist ein maximaler Torus von G.

(c) NG(T) = N := 〈nα(t) | t ∈ F?, α ∈ R〉.

(d) Der durch

nα(t) 7→ wα ∈ W für α ∈ R

definierte Homomorphismus ρ : N → W ist surjektiv und hat T als Kern.

(e) Die Wurzelgruppen von G bezüglich T sind Xα := 〈xα(t) | t ∈ F〉 (α ∈ R).

In den folgenden Kapiteln stehen N, T, W , ρ : N → W und Xα bei gegebener Gruppe
G stets für die hier definierten Gruppen.

Beweis. Gemäß [Ste68b, 5,Theorem 6] ist G eine halbeinfache algebraische Gruppe. Aus
[Ste68b, 5,Theorem 6] gehen auch (b) und (c) hervor. Die Gruppe ist laut [GLS98, 1.12.4]
einfach-zusammenhängend. Zwar stimmt die in [GLS98, 1.1.0.5] angegebene Definition
nicht mit der aus [Car85, 1.11] überein, aber aus [GLS98, 1.14.1 (a)] folgt, dass das
Charaktergitter X mit Ω := Hom(ZR∨,Z) übereinstimmt. Dies ist die Definition aus
[Car85].

Die Definition von ρ in (d) folgt dem Beweis aus [Car72, S.193]. Gemäß [Ste68b, S.60]
sind die Gruppen Xα (α ∈ R) die eindeutigen minimalen unipotenten Untergruppen,
die von T normalisiert werden.

Daraus lässt sich das Wurzeldatum von G ablesen.

Korollar 2.2.2. Die Gruppe G besitzt das Wurzeldatum

(Ω, R,ZR∨, R∨)

mit Ω := Hom(ZR∨,Z).

Beweis. Die universellen Chevalleygruppen sind gemäß der Bemerkung 2.2.1 einfach-
zusammenhängend. Aus [Car72, S.25] ist in diesem Fall

Y = ZR∨ und X = Ω

bekannt.

Daraus folgt, dass der Isomorphietyp von G nur von F und R, nicht aber von ε
abhängt.

Lemma 2.2.3. Eine universelle Chevalleygruppe zu R über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper F ist als algebraische Gruppe bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
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Beweis. Dies folgt aus der Bemerkung 2.2.1 zusammen mit [Spr98, 9.6.2].

Auf diesen Gruppen operieren im Wesentlichen nur drei Arten von Frobenius-
abbildungen. Dabei verwenden wir die Definition von Frobeniusendomorphismen und
Frobeniusabbildungen aus [Car85, S.31].

Bemerkung 2.2.4. Seien p eine Primzahl, G wie eben eine universelle Chevalleygruppe
über Fp, q eine Potenz von p und RF das ausgezeichnete Fundamentalsystem von R.

(a) Durch

F : G → G mit xα(t) 7→ xα(tq) für α ∈ R

wird eine Frobeniusabbildung, der so genannte Standard-Frobeniusendomorphismus
zu q, auf G definiert. Weiter gilt GF :=

{
x ∈ G

∣∣ xF = x
}

= G(Fq), wobei G(Fq)
für die universelle Chevalleygruppe zu R und Fq steht, die mit der gleichen ε-
Abbildung wie G definiert ist.

(b) Sei σ ein längenerhaltender Automorphismus von R, der RF stabilisiert. Dann
wird durch

F : G → G mit xα(t) 7→ xσ(α)(t
q) für α oder −α ∈ RF

eine Frobeniusabbildung zur Primzahlpotenz q gegeben.

(c) Seien R ein Wurzelsystem vom Typ B2, G2 oder F4 und σ ein nicht längenerhal-
tender Automorphismus von RF und damit von R. Weiter seien p ∈ {2, 3} wie in
1.1.2 durch den Typ vorgegeben und a ∈ N. Dann wird durch

xα(t) 7→

{
xσ(α)(t

pa+1
) für jede kurze Wurzel α,

xσ(α)(t
pa

) für jede lange Wurzel α

ein Endomorphismus F auf G definiert. Die Gruppe GF nennt man Suzukigruppe
im Fall B2 bzw. Reegruppe in den beiden anderen Fällen. Sie werden mit 2B2(p

2a+1)
bzw. 2G2(p

2a+1) bzw. 2F4(p
2a+1) bezeichnet.

Dies sind bis auf innere Automorphismen von G die einzigen Frobeniusabbildungen die-
ser Gruppen.

Beweis. In [Ste68a, 11.6] wird GF für einen Standard-Frobeniusendomorphismus be-
schrieben und wurden die Endomorphismen von G bestimmt, bei denen die Fixpunkt-
gruppe endlich und das zugehörige Wurzelsystem irreduzibel ist. Dabei ergeben sich bis
auf innere Automorphismen von G nur die eben angegebenen. Offensichtlich ist stets
eine Potenz der angegebenen Automorphismen ein Standard-Frobeniusendomorphismus.
Daher sind diese Abbildungen Frobeniusabbildungen.
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Aus (a) folgt, dass G(Fq) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.
Die eben in (b) vorgestellten Frobeniusendomorphismen können wir so faktorisieren,

dass die entstehenden Abbildungen die Bedingungen aus der Definition 1.3.1 erfüllen.

Lemma 2.2.5. Seien F, G, q, σ und F : G → G wie in Bemerkung 2.2.4 (b) und F0

der Standard-Frobeniusendomorphismus von G zu q. Durch

Γ : G → G mit xα(t) 7→ xσ(α)(t) für alle α ∈ R, t ∈ F

wird ein Automorphismus von G mit F = F0 ◦ Γ definiert.

Beweis. Gemäß [Car72, 12.2.3] ist Γ ein wohldefinierter Automorphismus. Aus der De-
finition ergibt sich F = F0 ◦ Γ auf den Gruppen Xα für ±α ∈ RF . Mit dem Lemma
2.1.10 folgt daraus die Behauptung.

Wir bestimmen nun für die verschiedenen Frobeniusendomorphismen den Auto-
morphismus φ ∈ Aut(Y ).

Bemerkung 2.2.6. Seien G eine universelle Chevalleygruppe wie in Bemerkung 2.2.1,
F : G → G eine Frobeniusabbildung aus 2.2.4 (a) oder (b) und Y das Kocharaktergit-
ter des Torus T aus der Bemerkung 2.2.1. Dann gilt für den gemäß 1.1.3 definierten
Automorphismus φ von Y :

(a) Ist F ein Standard-Frobeniusendomorphismus, so gilt

φ = idY .

Die zugehörige generische Gruppe ist dann

G = (Ω, R,ZR∨, R∨,W ).

(b) Wird F gemäß Bemerkung 2.2.4 (b) mit σ ∈ Aut(RF ) definiert, so gilt für φ die
Gleichung

φ(α∨) = σ(α)∨ für alle α ∈ RF .

Beweis. Der Frobeniusendomorphismus F operiert auf dem Gitter ZR∨ durch Multipli-
kation mit q und bei (b) anschließend durch den von σ induzierten Basiswechsel. Daraus
ergeben sich die Aussagen.

Die vorangegangene Bemerkung zeigt auch, dass die Zerlegung von F aus Lemma 2.2.5
die Bedingungen aus 1.3.1 erfüllt. Aus den Ordnungen für universelle Chevalleygruppen
ergeben sich folgende Aussagen über das Ordnungspolynom.

Bemerkung 2.2.7. Seien G eine universelle Chevalleygruppe über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper, F : G → G aus Bemerkung 2.2.4 (a), G die generische Gruppe
von (G, F ) mit φ = idY , W die Weylgruppe von G und d ∈ N.
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(a) Dann stimmt a(d) mit der Anzahl der Spiegelungsgrade von W überein, die von d
geteilt werden.

(b) Mit G− wird die generische Gruppe bezeichnet, die dadurch entsteht, dass φ = idY

durch − idY in G ersetzt wird. Für diese gilt∣∣G−∣∣ (q) = ||G| (−q)| für alle Primzahlpotenzen q

und

aG−(d) =


aG(2d) 2 - d,
aG(d

2
) 2 d und 4 - d,

aG(d) 4 d.

(Der Index bei a(d) gibt jeweils an, auf welche generische Gruppe a(d) sich bezieht.)

Beweis. Das Ordnungspolynom einer generischen Gruppe G mit φ = idY kann aus
den Ordnungen der zugehörigen endlichen Gruppen abgelesen werden. Dabei nützt die
Aussage |G(q)| = |G| (q) aus Bemerkung 1.2.1. Nach [Car72, 9.4.10] ist

|G| = xN
∏

di Spiegelungsgrad von W

(xdi − 1).

Also ist a(d) die Anzahl der Spiegelungsgrade, die von d geteilt werden.
Nach [BM92, Bemerkung bei 2.2] hängen |G−| und das ursprüngliche Ordnungspo-

lynom |G| in der angegebenen Weise zusammen. Daraus folgen zusammen mit [BM97,
App. 2] die Werte von a(d).

Dies sind die für diese Arbeit wichtigen Eigenschaften der generischen Gruppen zu
universellen Chevalleygruppen.

2.3 Die erweiterte Weylgruppe V

In diesem Abschnitt wird die Untergruppe V ≤ N eingeführt und ihre Eigenschaften
beschrieben. Diese Gruppe V bildet ein Supplement zu T in N, d.h. sie erzeugt gemein-
sam mit T ganz N. Später wird diese Gruppe zentrale Bedeutung bei der Konstruktion
der Sylownormalisatoren in den Kapiteln 4 und 5 haben.

Lemma 2.3.1. Seien F ein Körper, RF = {α1, . . . , αl} ein Fundamentalsystem von R,
G(F) die universelle Chevalleygruppe zu R über F, W die Coxetergruppe zu R mit den
Erzeugern si (1 ≤ i ≤ l) und mij := o(sisj) (1 ≤ i, j ≤ l) die Ordnung von sisj. Mit
ni := nαi

(1) ∈ G(F) und hi := hαi
(−1) = n2

i ∈ G(F) seien

V := 〈ni | 1 ≤ i ≤ l〉 und H := 〈hi | 1 ≤ i ≤ l〉 .

Die Gruppen N und T seien wie in Bemerkung 2.2.1 definiert. Dann gelten:
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2.3 Die erweiterte Weylgruppe V

(a) N = 〈V,T〉 und

T ∩ V = H = 〈h1〉 × . . .× 〈hl〉 .

(b) In ungerader Charakteristik ergeben die Relationen

hihj = hjhi,

h2
i = 1,

prod(ni, nj,mij) = prod(nj, ni,mij) mit prod(ni, nj,mij) := ninjni · · ·︸ ︷︷ ︸
mij-mal

,

h
nj

i = h
Ai,j

j hi für alle 1 ≤ i, j ≤ l mit hi := n2
i

eine Präsentation von V auf den Erzeugern {ni | 1 ≤ i ≤ l} .

(c) Der Isomorphietyp von V ist unabhängig von F, falls die Charakteristik von F
ungerade ist.

Die Gruppe V heißt die erweiterte Weylgruppe von G. Als die erweiterte Weylgruppe
zu R bezeichnen wir die endlich präsentierte Gruppe aus (b).

Beweis. Nach Bemerkung 2.2.1 wird W von ρ(ni) (1 ≤ i ≤ l) erzeugt, also gilt
ρ(V ) = W . Aus ρ(N) = W und ker(ρ) = T folgt N = 〈T, V 〉. Als Coxetergruppe
besitzt W laut [GP00, 1.2.7] eine Präsentation durch die Relationen

prod(si, sj,mij) = prod(sj, si,mij) und s2
i = 1 für alle 1 ≤ i, j ≤ l.

Rechnungen für die verschiedenen möglichen Werte von Ai,j beweisen die Relation

prod(ni, nj,mij) = prod(nj, ni,mij) für alle 1 ≤ i, j ≤ l.

Die Gruppe V/H = V/〈n2
i | 1 ≤ i ≤ l〉 muss eine Faktorgruppe von W sein, da diese

Gruppe die W definierenden Relationen erfüllt. Aus H ≤ ker(ρ) und ρ(V ) = W folgt
V/H ∼= W . Dies beweist zusammen mit 2.1.6 (h) die Aussage in (a).

Für (b) prüfen wir die verbleibenden Relationen mit Hilfe von Satz 2.1.6 nach. Wegen
ρ(V ) = W und

|ker(ρ) ∩ V | = 2l

hat V die Ordnung |W | 2l.
Wir betrachten die Relationen für die endlich präsentierte Gruppe

〈ni | 1 ≤ i ≤ l〉/〈hi | 1 ≤ i ≤ l〉
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und erhalten die definierenden Relationen für W . Also hat die durch die Präsentation
definierte Gruppe eine Ordnung, die |W | 2l teilen muss. Daraus folgt (b).

Bei der Präsentation in Teil (b) sind die Konstanten Aij unabhängig von der Charak-
teristik des zugrunde liegenden Körpers und damit auch der Isomorphietyp von V . Dies
beweist den Teil (c).

Diese Gruppe wurde in der Arbeit [Tit66] eingeführt. Aufgrund ihrer Präsentation
hat sie natürlich Verbindungen zur Zopfgruppe und zur Weylgruppe.

Lemma 2.3.2 (Verbindung zwischen V und B). Seien B die zu R gehörende Zopf-
gruppe mit den Erzeugern {s1, . . . , sl}, RF das ausgezeichnete Wurzelsystem von R und
{s1, . . . , sl} die Erzeuger von W mit si := wαi

(1 ≤ i ≤ l). Weiter sei w0 das längste
Element in W .

(a) Seien ` : W → Z die Abbildung die w ∈ W die Länge eines reduzierten Ausdrucks
zuweist und r : W → B die Abbildung mit

w = si1 · · · si`(w)
7→ si1 · · · si`(w)

∈ B,

falls w = si1 · · · si`(w)
ein reduzierter Ausdruck ist. Für alle w,w′ ∈ W mit

`(w) + `(w′) = `(ww′) gilt

r(w) r(w′) = r(ww′).

(b) Dann wird durch

si 7→ ni

ein Epimorphismus τ : B → V definiert, der

ρ ◦ τ ◦ r = idW

erfüllt.

B
τ // V

ρ // W

r

__

(c) Für jede Fundamentalspiegelung si ∈ W und w0 := r(w0) gilt

n
τ(w0)
i = τ(r(sw0

i )).
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2.3 Die erweiterte Weylgruppe V

Beweis. Die Abbildung r aus [GP00, 4.1.1] ist wegen des Satzes von Matsumoto [GP00,
1.2.2] wohldefiniert. Aus der Definition folgt die angegebene Gleichung

r(w) r(w′) = r(ww′) für w,w′ ∈ W mit `(w) + `(w′) = `(ww′).

Wegen der Relation

prod(ni, nj,mij) = prod(nj, ni,mij) für alle 1 ≤ i, j ≤ l

in V ist auch der Homomorphismus τ wohldefiniert. Aus den Definitionen der Abbil-
dungen ergibt sich die Aussage ρ ◦ τ ◦ r = idW .

Der Teil (c) folgt aus der analogen Aussage für die Erzeuger si, die in [GP00, 4.1.9]
bewiesen wurde.

Bei der Definition der generischen Gruppe wird φ als Automorphismus des Kocharak-
tergitters definiert. Von diesem lassen sich noch weitere Automorphismen ableiten.

Definition und Satz 2.3.3. Seien G eine universelle Chevalleygruppe mit dem aus-
gezeichneten Fundamentalsystem RF , σ′ ein längenerhaltender Automorphismus von R,
der RF stabilisiert, und F : G → G ein davon abgeleiteter Frobeniusendomorphismus
aus 2.2.4 (b) zur Primzahlpotenz q. Aus dem von F auf dem Kocharaktergitter Y von
T induzierten Automorphismus φ lassen sich folgende Automorphismen ableiten:

(a) φRF
:= σ′eRF

mit

φRF
sigma′(αi) = ασ(i) für alle 1 ≤ i ≤ l und ein σ ∈ Sl,

(b) φR ∈ Aut(R) mit

φR(α) = φ(α∨)∨ für alle α ∈ R,

(c) φW ∈ Aut(W ) mit

sφW
i = sσ(i) für alle 1 ≤ i ≤ l,

(d) φB ∈ Aut(B) mit

sφB
i = sσ(i) für alle 1 ≤ i ≤ l,

(e) φV ∈ Aut(V ) mit

nφV
i = nσ(i) für alle 1 ≤ i ≤ l,

(f) φT ∈ Aut(T) mit

hα(t)φT = hφR(α)(t) für alle α ∈ R, t ∈ F?

q,
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(g) φN ∈ Aut(N) mit

(vt)φN = vφV tφT für alle v ∈ V, t ∈ T.

Wir werden jeden dieser Automorphismen mit φ bezeichnen, falls aus dem Zusam-
menhang hervorgeht, welcher gemeint ist.

Beweis. Der Frobeniusendomorphismus wird von einem längenerhaltenden Graphauto-
morphismus des zu RF gehörenden Dynkindiagramms induziert. Die ganzen Zahlen mi,j

aus Lemma 2.3.1 zu R bzw. RF erfüllen daher

mi,j = mσ(i),σ(j) für alle 1 ≤ i, j ≤ j.

Somit permutiert φW die Erzeuger der Weylgruppe so, dass die definierenden Relatio-
nen von W erhalten bleiben. Für alle 1 ≤ i ≤ j gilt

prod(φW (si), φW (sj),mσ(i),σ(j)) = φW (prod(si, sj,mi,j))

= φW (prod(sj, si,mi,j))

= prod(φW (sj), φW (si),mσ(i),σ(j))

Daher wird durch

sφW
i = sσ(i) für alle 1 ≤ i ≤ l

ein Automorphismus von W definiert.
In B permutiert φB die Erzeuger si. Dabei gilt für die Bilder ebenfalls

prod(φB(si), φB(sj),mσ(i),σ(j)) = prod(φB(sj), φB(si),mσ(i),σ(j)) für alle 1 ≤ i, j ≤ l.

Also gibt es einen Automorphismus φB von B, der so auf den Elementen si operiert.
Mittels des Epimorphismus τ erhalten wir aus φB den Automorphismus φV . Dieser

operiert auf den Erzeugern von V auf die oben angegebene Weise. Zudem stabilisiert
φB die Gruppe ker(τ), die wir mit Hilfe der Präsentation aus 2.3.1 ermitteln.

Die Relation 2.1.6 (g) bleibt unter der Operation von φT erhalten. Somit gibt es einen
Automorphismus von T mit den angegebenen Eigenschaften.

Die Abbildungen φV und φT induzieren auf H = T∩V den gleichen Automorphismus,
was wir leicht für die Elemente hi nachrechnen. Daher ist φN wohldefiniert. Anhand der
Rechenregeln aus Satz 2.1.6 können wir auch die weiteren Automorphismuseigenschaften
nachrechnen.

Vor allem den Automorphismus φN werden wir wegen der folgenden Eigenschaften
benutzen.
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Lemma 2.3.4. Seien G ein universelle Chevalleygruppe über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper zu einem irreduziblen Wurzelsystem R mit einem Fundamentalsy-
stem RF , σ ein längenerhaltender Automorphismus von RF , F der damit konstruierte
Frobeniusendomorphismus F : G → G aus 2.2.4 (b), φ der von F auf dem Kocharakter-
gitter induzierte Automorphismus aus der Bemerkung 2.2.6 und Γ der Automorphismus
von G aus Lemma 2.2.5. Dann gilt ΓeN = φN.

Beweis. Dies zeigen Rechnungen mit den N erzeugenden Elementen.

Wir werden in Satz 2.3.10 sehen, dass reguläre Elemente und reguläre Zahlen von W
in enger Verbindung mit der Theorie der Sylowtori stehen. Daher wiederholen wir, wie
reguläre Elemente und Zahlen definiert sind.

Definition 2.3.5 (Reguläre Zahl). Seiem W eine reelle Spiegelungsgruppe auf dem
Vektorraum V und φ ∈ GL(V) eine lineare Abbildung mit φWφ

−1
= W . Dann heißt ein

Vektor y ∈ V regulär, falls er in keiner Spiegelungshyperebene von W liegt. Ein Element
w bzw. wφ, das einen regulären Vektor als Eigenvektor in V besitzt, wird ebenfalls
regulär genannt. Die Ordnung eines solchen Elements ist dann eine reguläre Zahl bzw.
eine φ-reguläre Zahl von W bzw. Wφ.

Einfache Eigenschaften regulärer Elemente sind:

Lemma 2.3.6. Sei G = (X,R, Y,R∨,Wφ) eine generische Gruppe.

(a) Für jedes reguläre Element wφ ∈ Wφ gilt

dimY (wφ, ζ) = a(d)

mit Y := Y⊗C, d = o(wφ) und eine beliebige d-te Einheitswurzel ζ, wobei Y (wφ, ζ)
für den Eigenraum von wφ in Y zum Eigenwert ζ steht.

(b) Ist d eine reguläre Zahl für Wφ und wφ ∈ Wφ ein Element mit

dimY (wφ, ζ) = a(d),

so ist wφ ein reguläres Element.

(c) Ist w ein reguläres Element von Wφ, so auch die Elemente (wφ)i (i ∈ N).

Beweis. Zum Beweis von (a) betrachten wir dimY (wφ, ζ) für ein reguläres Element wφ
mit der Ordnung d. In [Spr74] wird a(d) mit Hilfe der verallgemeinerten Grade von
Wφ bzw. G ermittelt. Die dort angegebene Definition stimmt mit jener in [BM92, 1.10]
überein. Daher können wir die Aussagen in [Spr74, 4.2 bzw. 6.4] verwenden. Demzufolge
gilt

dimY (wφ, ζ) = a(d).
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Da d eine reguläre Zahl ist, existiert ein reguläres Element w′φ ∈ Wφ mit der Ordnung
d. Mit Hilfe von [Spr74, 4.2.(iv) und 6.4.(iv)] folgt daraus, dass wφ und w′φ in W
konjugiert sind. Also ist wφ ein reguläres Element.

Als reguläres Element besitzt wφ einen regulären Eigenvektor y ∈ Y . Dieser ist
auch für alle Elemente aus 〈wφ〉 ein Eigenvektor. Somit sind alle Elemente aus 〈wφ〉
regulär.

In der Literatur, z.B. in [LS99], wird eine weitere definierende Eigenschaft benutzt.

Bemerkung 2.3.7 (Weitere definierende Eigenschaft von regulär). Seien w ein
Element der Ordnung d und V ′ der Eigenraum von w zu einer primitiven d-ten Ein-
heitswurzel. Genau dann ist w regulär, wenn die Gruppe

{w′ ∈ W | w′(x) = x für alle x ∈ V ′}

trivial ist.

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass w regulär ist. Dann gibt es einen regulären
Vektor y, der ein Eigenvektor von w ist. Dieser ist in keiner Spiegelungshyperebene
enthalten und somit gibt es keine Spiegelung in W , die diesen Vektor stabilisiert. Laut
[Ste64] ist die Gruppe

{w′ ∈ W | w′(x) = x für alle x ∈ V ′}

trivial, da eine solche Gruppe von den in ihr enthaltenen Spiegelungen erzeugt wird.
Für die umgekehrte Richtung sei die Gruppe {w′ ∈ W | w′(x) = x für alle x ∈ V ′}

trivial. Also gibt es zu jeder Wurzel α ∈ R einen Vektor x ∈ V ′ mit wα(x) 6= x. Somit
ist α⊥ ∩ V ′ für jede Wurzel α ∈ R ein echter Untervektorraum von V ′ und die Menge

V ′ \

(⋃
α∈R

(α⊥ ∩ V ′)

)
,

die definitionsgemäß nur aus regulären Vektoren besteht, nichtleer.

Wir geben nun die regulären Zahlen verschiedener Coxetergruppen an.

2.3.8 (Reguläre Zahlen bei klassischen Typen). Sowohl in [Spr74, Abschnitt 5] als
auch in [BM97] befindet sich eine Liste der regulären Zahlen für viele Coxetergruppen
W bzw. Nebenklassen Wφ. In der folgenden Tabelle 2.1, in der die regulären Zahlen
zusammengestellt sind, bedeuten 2Dl bzw. 2Al, dass φ die Ordnung 2 besitzt.

Folgende Bemerkung stellt eine Verbindung zwischen regulären Elementen und Sy-
lowtwists her.
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Typ reguläre Zahlen d für W bzw. Wφ

Al−1 d (l − 1) oder d l

2Al−1 (2 l) d l oder

2 d und d 2(l − 1)

2Al−1 (2 - l) d (l − 1) oder

2 d und d 2l

Bl, Cl d 2l

Dl d 2(l − 1) oder d l

2Dl d 2(l − 1) oder

d 2l mit 2 - 2l
d

Tabelle 2.1: Reguläre Zahlen bei klassischen Typen

Bemerkung 2.3.9. Seien G eine Chevalleygruppe über Fq, F : G → G eine Frobenius-
abbildung aus Bemerkung 2.2.4, G die zugehörige allgemeine generische Gruppe mit
Weylgruppe W und Automorphismus φ und wφ ∈ Wφ ein reguläres Element.

Weiter sei n ∈ N ein Element mit

ρ(n) = w,

wobei N und ρ wie in 2.2.1 definiert sind. Dann ist nφ ein d-Sylowtwist für (G, F ),
wobei d die Ordnung von wφ ist.

Beweis. Aus Lemma 2.3.6 (a) ist

dimY (wφ, ζ) = a(d)

für jede primitive d-te Einheitswurzel ζ bekannt.
Aus den Gleichungen F = F0 ◦ Γ und ΓeN = φN, die in Lemma 2.2.5 bzw. in Lemma

2.3.4 bewiesen wurden, ergibt sich, dass die Endomorphismen die in der Definition 1.3.1
geforderten Eigenschaften besitzen. Zusammen mit den obigen Ausführungen zeigt dies,
dass nφ ein d-Sylowtwist für (G, F ) ist.
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Die regulären Zahlen sind wegen der folgenden Eigenschaft in dieser Arbeit wichtig.

Satz 2.3.10. Seien G = (X,R, Y,R∨,Wφ) eine allgemeine generische Gruppe und
d ∈ N. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Alle d-Sylowlevigruppen von G sind Tori.

(ii) Die Zahl d ist regulär für die Nebenklasse Wφ.

Eine Zahl d mit dieser Eigenschaft nennen wir daher auch reguläre Zahl für G. Hat
die reduktive Gruppe (G, F ) das vollständige Wurzeldatum G, so nennen wir d auch
reguläre Zahl für (G, F ).

Beweis. Wir beginnen mit der Beweisrichtung
”
(ii)⇒ (i)“ und nehmen an, dass d re-

gulär für Wφ ist. Dann gibt es ein reguläres Element wφ ∈ Wφ der Ordnung d. Für
n ∈ ρ−1(w) ist nφ gemäß der Bemerkung 2.3.9 ein d-Sylowtwist.

Für eine primitive d-te Einheitswurzel ζ enthält der Eigenraum von wφ zum Eigenwert
ζ einen regulären Vektor y, der in keiner Spiegelungshyperebene liegt. Also enthält das
vollständige Wurzeldatum der zugehörigen Sylowlevigruppe keine Wurzel, was

”
(ii)⇒

(i)“ zeigt.
Wir beweisen nun die umgekehrte Richtung. Sei nun d ∈ N eine Zahl, für die alle

d-Sylowlevigruppen Tori sind, Y ′ das Kocharaktergitter eines d-Sylowtorus S und wφ
(w ∈ W ) der Automorphismus des zugehörigen vollständigen Wurzeldatums. Gemäß der
in Lemma 1.3.4 angegebenen Formel für CG(S) liegt Y ′ in keiner Spiegelungshyperebene,
da sonst die Wurzelmenge nichtleer wäre. Die Menge

{w′ ∈ W | w′(y) = y für alle y ∈ Y ′ ⊗ C}

besteht laut [Ste64] daher nur aus dem neutralen Element von W . Sei ζ wie eben eine
primitive d-te Einheitswurzel. Der Zentralisator des Eigenraums V ′ := (Y ′ ⊗ C)(wφ, ζ)
ist daher ebenfalls trivial. Gemäß Bemerkung 2.3.7 ist d eine reguläre Zahl für Wφ.

Für die Konstruktion 1.3.5 benötigen wir später bei regulärem d Gruppen U ≤ N
mit ρ(U) = CW (wφ). Also ist ein Sylowtwist mit der Eigenschaft ρ(V vF ) = CW (wφ)
besonders geeignet. Solche Sylowtwists konstruieren wir mit Hilfe so genannter guter
Wurzeln, also Elementen aus der Zopfgruppe B, die in [BM97] folgendermaßen eingeführt
werden.

Definition 2.3.11 (Gute Wurzeln von w2
0). Seien w0 das längste Element von W

und w0 = r(w0). Ein Element w ∈ B+
red

:= {r(w) | w ∈ W} heißt gute d-te Wurzel von
w2

0, falls w folgende Eigenschaften besitzt:

• wd = w2
0,

• wi ∈ B+
red

für jedes i ≤ d
2
.
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Existiert ein nichttrivialer längenerhaltender Automorphismus des zu B gehörenden
Dynkindiagramms, so existiert auch ein analog operierender Automorphismus φ von B
und W aus 2.3.3. Ein Element wφ ∈ B+

red
φ ⊂ B o 〈φ〉 wird gute d-te φ-Wurzel von w2

0

genannt, falls

• (wφ)d = w2
0φ

d und

• (wφ)i ∈ B+
red
φi für jedes i ≤ d

2
gelten.

Für jede reguläre Zahl d von Wφ bzw. W ist in [BM97, A.1] eine gute d-te Wur-
zel angegeben. Diese können mit Hilfe des folgenden Lemmas zur Konstruktion von
Sylowtwists benutzt werden.

Bemerkung 2.3.12 (Konstruktion von Sylowtwists mit guten Wurzeln). Sei
w eine gute d-te Wurzel bzw. wφ eine gute d-te φ-Wurzel von w2

0. Dann ist τ(w) bzw.
τ(w)φ ein d-Sylowtwist.

Beweis. Gemäß [BM97, 3.14] bzw. [BM97, 6.6] ist dann ρ(τ(w)) bzw. ρ(τ(w))φ ein
reguläres Element der Ordnung d. Mit Hilfe von 2.3.9 folgt die Behauptung.

Diese guten Wurzeln scheinen noch weitere Eigenschaften zu haben.

2.3.13. Darüberhinaus wird vermutet, dass alle guten d-ten Wurzeln in der Zopfgruppe
zueinander konjugiert sind. Gemäß einem Gespräch mit Jean Michel hat er dies auch
bei exzeptionellen Typen nachgerechnet.

Gleichzeitig können auch Aussagen über CV (τ(w)φ) gemacht werden.

Bemerkung 2.3.14. Seien w eine gute Wurzel von w2
0, R ein Wurzelsystem von einem

klassischen Typ und v := τ(w). Dann gilt

ρ(V vF ) = CW (ρ(v)).

Beweis. Unter anderem in [Bes00, 1. Abschnitt] wird zu w eine Zopfgruppe B(w) ⊆ B
definiert. Diese wird bei klassischen Gruppen gemäß [Bes00, Satz 1.3] als Untergruppe
von B aufgefasst. Weiter ist bekannt, dass

〈B(w),P〉/P = W op(w)

mit der zu B gehörende reinen Zopfgruppe P und W (w) = CW (w) gilt. Daraus folgt

ρ(τ(B(w))) = CW (w).

Zusammen mit B(w) ≤ CB(w) aus [BM97, 3.4] ergibt isch damit

ρ(τ(CB(w))) ≥ CW (w).

Die Inklusion ρ(τ(CB(w))) ≤ CW (w) ist aus der Gruppentheorie bekannt. Dies zeigt
ρ(CV (τ(w))) = CW (w).
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Kapitel 2: Universelle Chevalleygruppen

Die Wahl geeigneter Sylowtwists ist für die Konstruktion von Sylownormalisatoren
wichtig. Für reguläre Zahlen d nennen wir d-Sylowtwists vφ mit V vφ = V und

ρ(CV (vφ)) = CW (ρ(v)φ)

erfüllen, gut.

Bemerkung 2.3.15. Seien vφ ein guter d-Sylowtwist, d.h.

ρ(V vF ) = CW (ρ(v))

und U := V vF . Dann ist TvF eine d-Sylowlevigruppe und
〈
TvF , U

〉
ihr d-

Sylownormalisator in (G, vF ).

Beweis. Gemäß 2.3.10 ist jede d-Sylowlevigruppe ein Torus. Die Gruppe U erfüllt die
in 1.3.5 geforderten Eigenschaften. Daraus folgt die Aussage.

Für den Standard-Frobeniusendomorphismus F wurde die erweiterte Weylgruppe in
[Tit66] als

”
minimale“ Gruppe mit 〈

V,TF
〉

= NF

definiert. Für einen guten d-Sylowtwist vφ erfüllt U := V vF ebenfalls

N = 〈U, T 〉 ,

wobei T die d-Sylowlevigruppe und N der d-Sylownormalisator ist. Wir vermuten, dass
U mit dieser Eigenschaft in vielen Fällen auch minimal ist.

Lemma 2.3.16. Seien R ein irreduzibles Wurzelsystem, G die universelle Chevalley-
gruppe zu R über Fq, R

′ ≤ R ein irreduzibles parabolisches Wurzelsystem, so dass
G′ := 〈Xα | α ∈ R′〉 gemäß dem Lemma 2.1.9 eine universelle Chevalleygruppe zu R′

ist. Darüberhinaus seien F : G → G und F ′ := F eG′ Frobeniusendomorphismen und φ
bzw. φ′ die auf ZR∨ bzw. ZR′∨ induzierten Automorphismen. Weiter seien d ∈ N, a(d)
bzw. a′(d) (d ∈ N) der Exponent in den Ordnungspolynomen zu (G, F ) bzw. zu (G′, F ′)
und vφ′ ein d-Sylowtwist von (G′, F ′). Gilt a(d) = a′(d), so ist vφ ein d-Sylowtwist für
(G, F ).

Beweis. Es ist R′∨ ⊗ C ein Untervektorraum von R∨ ⊗ C.
Gemäß der Definition von vφ′ teilt Φ

a′(d)
d das charakteristische Polynom von ρ(v)φ auf

R′∨ ⊗ C, d.h.

Φ
a′(d)
d detR′∨⊗C (x(ρ(v)φ′)− 1) .

Dieses Polynom ist selbst ein Teiler des charakteristische Polynom von ρ(v)φ auf R∨⊗C:

detR′∨⊗C (x(ρ(v)φ′)− 1) detR∨⊗C (x(ρ(v)φ)− 1) .
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2.3 Die erweiterte Weylgruppe V

Daraus folgt

Φ
a′(d)
d detR∨⊗C (xρ(v)− 1) ,

was wegen a′(d) = a(d) zeigt, dass vφ ein d-Sylowtwist für (G, F ) ist.

Nun sind alle Hilfsmittel bereitgestellt, um die Charaktere von d-Sylowlevigruppen
und d-Sylownormalisatoren genauer zu studieren.
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Kapitel 3

Fortsetzbarkeit

In dieser Arbeit soll vor allem gezeigt werden, dass sich bestimmte Charaktere auf ihre
Trägheitsgruppe fortsetzen. Die dazu nötigen Hilfsmittel aus der Charaktertheorie sind
in diesem Kapitel zusammengestellt. Einerseits wiederholen wir einige der zahlreichen

”
kleinen“ Kriterien, die zeigen, dass sich ein Charakter auf eine Gruppe fortsetzt. Ande-

rerseits stellen wir im zweiten Unterkapitel verschiedene relativ spezielle Gruppenstruk-
turen vor, für die wir die so genannte maximale Fortsetzbarkeit beweisen können.

Im ersten Abschnitt präsentieren wir Kriterien, welche die Fortsetzbarkeit eines Cha-
rakters zur Folge haben. Diese beziehen sich beispielsweise auf die Ordnung des Cha-
rakters und die Struktur der Gruppen. Weiter werden wir ein paar damit in Verbindung
stehende Resultate wie den Satz von Gallagher wiederholen.

Im zweiten Abschnitt beweisen wir für verschiedene Gruppen die maximale Fortsetz-
barkeit. Dort überträgt sich die maximale Fortsetzbarkeitseigenschaft gewisser Unter-
gruppen auf weitere Gruppen. Diese Situationen sind technisch und scheinen zunächst
sehr unnatürlich, werden aber in den späteren Kapiteln so auftreten. Die Sätze 3.2.5
und 3.2.6 ermöglichen später Aussagen über maximale Fortsetzbarkeit in nichtregulären
Fällen.

3.1 Allgemeine Fortsetzbarkeitsaussagen

Wir tragen hier mehrere Kriterien für die Fortsetzbarkeit eines Charakters zusammen.
Wohlbekannt sind folgende.

Lemma 3.1.1. Seien L � N , χ ∈ Irr (L) und IN(χ) = N . Der Charakter χ ist auf N
fortsetzbar, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

(a) die Gruppe N/L ist zyklisch,

(b) die Gruppe N/L hat trivialen Schurmultiplikator,

(c) die Gruppe N/ker(χ) ist abelsch,

(d) χ(1) = 1 und die Ordnung von χ und
∣∣N/L∣∣ sind teilerfremd, d.h.

ggT(o(χ),
∣∣N/L∣∣) = 1.
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3.1 Allgemeine Fortsetzbarkeitsaussagen

Beweis. Die Aussage (a) entspricht Korollar [Isa76, 11.22].
Für (b) ordnen wir wie in [Isa76, 11.3] erklärt dem Charakter χ ein Element des

Schurmultiplikators M(N/L) zu. Dieses ist wegen M(N/L) = 1 trivial und damit χ laut
Theorem 11.7 aus [Isa76] fortsetzbar.

Der Teil (c) wird in [Isa76, 5.5] bewiesen und der Teil (d) in [Isa76, 8.16].

In manchen Fällen hilft auch folgende Aussage.

Lemma 3.1.2. Seien L�N und χ ∈ Irr (L) mit IN(χ) = N . Für jede Sylowgruppe P/L
von N/L sei χ auf P fortsetzbar. Dann ist χ auf N fortsetzbar.

Beweis. Dies ist die Aussage von [Isa76, 11.31].

Wie viele verschiedene Fortsetzungen es dann gibt, erklärt der folgende Satz

Lemma 3.1.3 (Satz von Gallagher). Seien L � N , χ ∈ Irr (N) mit θ := χeL ∈
Irr (L). (Dabei bezeichnet χeL ∈ Irr (L) die Einschränkung von χ auf L.) Dann sind die
Charaktere χµ mit µ ∈ Irr

(
N/L

)
irreduzibel, paarweise verschieden und die irreduziblen

Bestandteile von (χeL)N , d.h.

Irr (N | θ) =
{
χµ
∣∣ µ ∈ Irr

(
N/L

)}
.

(Die Menge Irr (N | θ) wird durch

Irr (N | θ) := {ψ ∈ Irr (N) | (ψeL , θ) 6= 0}

definiert.)

Beweis. siehe [Isa76, 6.17].

Ab und an benötigen wir auch Aussagen über die induzierten Charaktere von maxi-
malen Fortsetzungen. Dabei hilft die Cliffordtheorie.

Lemma 3.1.4 (Clifford-Korrespondenz). Seien L�N und µ ∈ Irr (L). Durch

ψ 7→ ψN

wird eine Bijektion zwischen Irr (IN(µ) | µ) und Irr (N | µ) definiert. Für
χ ∈ Irr (N | µ) gilt

Irr (L | χ) = {µn | n ∈ N} .

(Dabei ist Irr (L | χ) durch

Irr (L | χ) := {µ ∈ Irr (L) | (µ, χeL) 6= 0}

definiert.)
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Kapitel 3: Fortsetzbarkeit

Beweis. siehe [Isa76, 6.11 (c)].

Zentrales Instrument bei der Clifford-Theorie ist die Operation von N auf Irr (L).
Diese kann verallgemeinert werden und wird vor allem in Kapitel 6 bei der Konstruktion
von Charakteren helfen.

Definition und Satz 3.1.5 (Verallgemeinerte Konjugation von Charakteren).
Seien U ≤ N , g ∈ N und χ ∈ Irr (U). Dann wird durch

χg(u′) := χ(u′g
−1

) für alle u′ ∈ U g

ein irreduzibler Charakter χg ∈ Irr (U g) definiert.
Damit operiert N auf der Menge

⋃
g∈N Irr (U g).

Für U �N stimmt diese Definition mit der ansonsten üblichen überein.

Beweis. Nachrechnen.

Eine zentrale Rolle bei der Fortsetzbarkeit linearer Charaktere spielt der folgende
wohlbekannte Satz.

Satz 3.1.6. Seien U , T ≤ N endliche Gruppen mit N = 〈T, U〉 und T �N , λ ∈ Irr (T )
ein linearer Charakter und ψ eine Fortsetzung von λeU∩T auf IU(λeU∩T ). Dann gibt es

auch eine Fortsetzung λ̃ von λ auf IN(λ) mit

λ̃
⌉

IU (λ)
= ψeIU (λ) .

Beweis. Wegen IU(λ) ≤ IU(λeU∩T ) wird durch

λ̃(tu) := λ(t)ψ(u) für t ∈ T, u ∈ IU(λ),

ein Charakter auf 〈IU(λ), T 〉 = IN(λ) definiert.

N

oooooooooooooooooooooooooooooooo

OOOOOOOOOOOOOOO

U

ooooooooooooo

IN(λ)

OOOOOOOOOOO

oooooooooooooo
IU(λeU∩T )

ooooooooooo

T

OOOOOOOOOOOOOO IU(λ)

oooooooooooo

T ∩ U

1
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3.2 Maximale Fortsetzbarkeit

Als Abbildung ist λ̃ wohldefiniert, da die Charaktere ψ und λ auf U ∩ T übereinstim-
men. Die Multiplikativität von λ̃ können wir leicht nachrechnen.

Viele Sylowlevigruppen sind zentrale Produkte. Daher ist es nötig, die Struktur der
irreduziblen Charaktere solcher Gruppen genauer zu kennen.

Lemma 3.1.7. Seien T , G ≤ L zwei Untergruppen mit [T,G] = 1. Für λ ∈ Irr (T ) und
η ∈ Irr (G) mit Irr (Z | λ) = Irr (Z | η) und Z := T ∩G sei λ.η durch

λ.η(tg) := λ(t)η(g) für alle t ∈ T, g ∈ G

gegeben. Es gilt

Irr (T ◦Z G) = {λ.η | λ ∈ Irr (T ) , η ∈ Irr (G) mit Irr (Z | λ) = Irr (Z | η)} .

(Dabei steht T ◦Z G für die Gruppe 〈T,G〉.)

Beweis. Wir können auch das äußere direkte Produkt T ×G dieser Gruppen definieren.
Gemäß [Isa76, 4.21] hat diese Gruppe die irreduziblen Charaktere λ× η mit λ ∈ Irr (T )
und η ∈ Irr (G), d.h.

Irr (T ×G) = {λ× η | λ ∈ Irr (T ) , η ∈ Irr (G)} .

Die Faktorgruppe (T ×G)/Z ′ mit

Z ′ :=
〈
(z, z−1)

∣∣ z ∈ Z〉
ist isomorph zu T ◦Z G. Somit gibt es eine Bijektion zwischen den irreduziblen Charak-
teren von T ◦Z G und den Charakteren von T ×G, deren Kern Z ′ umfasst. Die Aussage
Z ′ ≤ ker(λ×η) ist äquivalent zu Irr (Z | λ) = Irr (Z | η). Somit bilden die angegebenen
Charaktere die Menge Irr (T ◦Z G).

Während wir in diesem Abschnitt sehr viele bekannte allgemeine Aussagen wiederholt
haben, werden wir im nächsten Abschnitt spezielle Situationen studieren. Die Resultate
sind beim Studium der Sylowlevigruppen und Sylownormalisatoren entstanden.

3.2 Maximale Fortsetzbarkeit

Zur Verkürzung der Beweise führen wir folgende Sprechweisen ein.

Definition 3.2.1. Seien L�N und χ ∈ Irr (L). Ist der Charakter auf IN(χ) fortsetzbar,
so sagen wir, dass der Charakter in N maximal fortsetzbar ist. Jede Fortsetzung von χ
auf IN(χ) heißt maximale Fortsetzung von χ in N .

Ist jeder Charakter χ ∈ Irr (L) in N maximal fortsetzbar, so liegt maximale Fortsetz-
barkeit bei L�N vor.
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Kapitel 3: Fortsetzbarkeit

Es ist klar, dass bei L�N maximale Fortsetzbarkeit vorliegt, falls die Grupppe N/L
zyklisch ist. In den meisten anderen Fällen ist es nicht einfach, die maximale Fortsetz-
barkeit zu beweisen. Es ist aber möglich zu zeigen, dass diese Eigenschaft zwischen
Untergruppen auf die größeren Gruppen bei verschiedenen Konstruktionen

”
vererbt“

wird.

Lemma 3.2.2. Seien T , N , NC ≤ G endliche Gruppen mit T �N , T ≤ NC, NC �N
und |N : NC | = 2, k ∈ CG(NC) \NC und c ∈ N \NC.

Liegt bei T �N maximale Fortsetzbarkeit vor, so auch bei T �N ′ mit N ′ := 〈NC , ck〉.

Beweis. Sei λ ∈ Irr (T ). Gemäß den Voraussetzungen existiert eine Fortsetzung λ′ auf
IN(λ). Der Charakter λ′eINC

(λ) ist invariant in I〈NC ,c〉(λ).

IN ′(λ)

zyklisch HHH
HHH

HHH
H

IN(λ)

zyklischssssssssss
λ′

INC
(λ) λ′eINC

(λ)

T λ

Die Gruppe IN ′(λ)/INC
(λ) ist zyklisch und somit gibt es ein Element n ∈ NC mit

IN ′(λ) = 〈INC
(λ), nck〉 .

Wegen [k,NC ] = 1 folgt daraus cn ∈ IN(λ). Also ist der Charakter λ′eINC
(λ) invariant

unter der Operation von nck und wegen 3.1.1 (a) auf ganz IN ′(λ) fortsetzbar.

Mit Hilfe des folgenden Lemmas, das eine Aussage über den Kern eines Charakters
macht, können wir später Elemente der Trägheitsgruppe ermitteln.

Lemma 3.2.3. Seien L�N , T1 ≤ N , G2 ≤ N , NC ≤ N endliche Gruppen mit folgenden
Eigenschaften:

(i) T1 ist abelsch, T1 ≤ Z(L),

(ii) L0 := 〈T1, G2〉� L,

(iii) N = 〈NC , L〉, [NC , L] ≤ T1, [NC , G2] = 1 und L ∩NC = T1.

Für χ ∈ Irr (L) mit χeL0
∈ Irr (L0), l ∈ L und n ∈ INC

(χ) gilt

χ([l, n]) = 1.
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3.2 Maximale Fortsetzbarkeit

L

L0

rrrrrrrrrrrr

LLLLLLLLLLLL

T1

LLLLLLLLLLL G2

rrrrrrrrrrr

T1 ∩G2

1

Beweis. Wir untersuchen dazu zunächst χeL0
genauer. Anschließend zeigen wir, dass

der lineare Charakter ψ ∈ Irr (L) mit ψ(l) := χ([l,n])
χ(1)

(l ∈ L) trivial ist, und folgern
daraus die Behauptung.

Wir stellen zunächst fest, dass L0 wegen T1 ≤ Z(L) das zentrale Produkt der Gruppen
G2 und T1 ist. Mit Z := T1 ∩G2 gilt

L0 = T1 ◦Z G2.

Nach den Ausführungen über Charaktere bei zentralen Produkten in Lemma 3.1.7 ist
der irreduzible Charakter χeL0

das Produkt eines linearen Charakters λ ∈ Irr (T1) und
eines irreduziblen Charakters η ∈ Irr (G2) mit

Irr (Z | λ) = Irr (Z | η) .

Nun betrachten wir den Charakter ψ ∈ Irr (L) mit ψ(l) := λ([l, n]) (l ∈ L) für ein
festes n ∈ INC

(χ). Mit T1 ≤ Z(L) lässt sich leicht zeigen, dass ψ ein linearer Charakter
mit L0 = 〈G2, T1〉 ≤ ker(χ) ist.

Sei D eine zu χ gehörende Darstellung. Wegen T1 ≤ Z(L) und χ ∈ Irr (L) ist jede
Matrix D(t) (t ∈ T1) eine Skalarmatrix. Für die Matrix D(ln)(l ∈ L) ergibt sich

D(ln) = D(l[l, n]) = D(l)D([l, n]) = D(l)λ([l, n]),

da [l, n] ∈ T1 gilt und D([l, n]) eine Skalarmatrix ist. Also gilt

χ = χn = χψ.

Daraus folgt mit dem Satz von Gallagher 3.1.3, angewandt auf die Fortsetzungen von
χeL0

, auch ψ = 1, was [l, n] ∈ ker(λ) für alle l ∈ L und damit die Behauptung zeigt.

Mit Hilfe dieser Aussage können wir maximale Fortsetzungen konstruieren.
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Lemma 3.2.4. Seien L, T1, G2, NC und N Gruppen mit den in Lemma 3.2.3 voraus-
gesetzten Eigenschaften und abelscher Faktorgruppe L/L0. Weiter seien χ ∈ Irr (L) ein
Charakter mit χeL0

∈ Irr (L0) und λ ∈ Irr (T1 | χ) ein Charakter, der eine Fortsetzung
λ′ auf NI := INC

(χ) besitzt.

N

rrrrrrrrrrrr

LLLLLLLLLLLLL

NC L

λ′ NI

LLLLLLLLLLLL L0

LLLLLLLLLLLL

rrrrrrrrrrrr λ.η

λ T1

LLLLLLLLLLL G2

rrrrrrrrrrr
η

T1 ∩G2

Dann gibt es eine Fortsetzung χ̃ von χ auf IN(χ) mit

χ̃ eNI
= χ(1)λ′.

Beweis. Sei D eine Darstellung zu χ. Wir definieren die Darstellung D̃ durch

D̃(nl) = λ′(n)D(l) für alle n ∈ N1, l ∈ L.

Für Elemente n, n′ ∈ NI und l, l′ ∈ L gilt

D̃(nl)D̃(n′l′) = λ′(n)D(l)λ(n′)D(l′)

= λ′(nn′)D(ll′)λ(nn′)D(l)D(l′)

= λ′(nn′)D(l)D([l, n′])D(l′)

= λ′(nn′)D(ln
′
l′) = D̃(nn′ln

′
l′) = D̃(nln′l′).

Diese Umformungen sind möglich, da wir [l, n′] ∈ ker(χ) aus Lemma 3.2.3 wissen. Dies

beweist, dass D̃ eine Darstellung von IN(χ) = 〈NI , L〉 ist. Die Spur dieser Darstellung
ist eine maximale Fortsetzung von χ mit den geforderten Eigenschaften.

Wir beweisen damit folgenden Satz. Bei diesem folgern wir aus der maximalen Fort-
setzbarkeit zweier Untergruppen das Vorliegen der maximalen Fortsetzbarkeitseigen-
schaft für die allgemeinere Situation. In einem gewissen Sinne schließen wir anhand einer
lokalen maximalen Fortsetzbarkeitseigenschaft auf die analoge Eigenschaft der größeren
Gruppen.
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3.2 Maximale Fortsetzbarkeit

Satz 3.2.5. Seien L � N , sowie T1, G2, NC ≤ N endliche Gruppen mit folgenden
Eigenschaften:

(i) T1 ist abelsch, T1 ≤ Z(L),

(ii) L0 := 〈T1, G2〉� L, L/L0 ist zyklisch,

(iii) N = 〈NC , L〉, [NC , L] ≤ T1, [NC , G2] = 1, L ∩NC = T1 und

(iv) bei T1 �NC liegt maximale Fortsetzbarkeit vor.

Dann liegt auch maximale Fortsetzbarkeit bei L�N vor.

N

LLLLLLLLLLLLL

NC L

L0

LLLLLLLLLLLL

rrrrrrrrrrrr

T1

LLLLLLLLLLL G2

rrrrrrrrrrr

T1 ∩G2

Beweis. Wir zeigen für den Beweis, dass sich ein beliebiger Charakter χ ∈ Irr (L) auf
IN(χ) fortsetzt.

Seien λ ∈ Irr (T1 | χ), η ∈ Irr (G2 | χ) und λ.η ∈ Irr (L0 | χ). Dieser Charakter besitzt

eine Fortsetzung λ̃.η ∈ Irr (IL(λ.η)) mit

χ = λ̃.η
L
.

Dies ist eine Folge der Clifford-Korrespondenz aus Lemma 3.1.4 und der zyklischen
Faktorgruppe L/L0.

Nun gibt es zu dem Charakter λ̃.η ∈ Irr
(
IL(λ̃.η)

)
nach Lemma 3.2.4 eine maximale

Fortsetzung µ ∈ Irr
(
IN(λ̃.η)

)
. Dabei nehmen wir λ̃.η als Charakter und verwenden
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IL(λ.η) als
”
L-Gruppe“. Damit werden die Voraussetzungen erfüllt.

µIN (χ) IN(χ)

KKKKKKKKKKKKK

µ IN(λ.η)

KKKKKKKKKKKK L λ̃.η
L

= χ

NI ×G2

sssssssssssss

KKKKKKKKKKKKK IL(λ.η)

zyklisch

λ̃.η

NI

KKKKKKKKKKKKKK L0

ssssssssssssss

KKKKKKKKKKKKKK λ.η

λ T1

KKKKKKKKKKKKK G2

sssssssssssss
η

{1}

Der Charakter µIN (λ.η) ist eine maximale Fortsetzung von χ gemäß dem Lemma von
Mackey (siehe [Hup98, 17.4]).

Leider liegt nicht immer die eben beschriebene Struktur bei d-Sylowlevigruppen vor.
Wir stellen daher hier noch eine kleine Variante des Resultats vor, die wir später benöti-
gen.

Satz 3.2.6. Seien L�N , sowie T1, G2, N1 ≤ N endliche Gruppen und h ∈ L \ L0 ein
Element mit folgenden Eigenschaften:

(i) T1 ist abelsch, T1 ≤ Z(L),

(ii) L0 := 〈T1, G2〉� L,
∣∣L/L0

∣∣ = 2,

(iii) N = 〈N1, L〉, G2 � N , L ∩ N1 = T1, [NC , L] ≤ T1 und |N1 : NC | = 2 für
NC := CN1(G2),

(iv) bei T1 � N1 und T1 � Ñ1 mit Ñ1 := 〈NC , ch〉 (c ∈ N1 \ NC) liegt maximale Fort-
setzbarkeit vor.

Dann liegt auch maximale Fortsetzbarkeit bei L�N vor.
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N

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

KKKKKKKKKKKKK

ssssssssssss

N1

KKKKKKKKKKKK Ñ1 L

NC

KKKKKKKKKKKK L0

ssssssssssss

KKKKKKKKKKKK

T1

KKKKKKKKKKKK G2

sssssssssss

T1 ∩G2

1

Beweis. Seien χ ∈ Irr (L) ein beliebiger Charakter, η ∈ Irr (G2 | χ) und λ ∈ Irr (T1 | χ).
Unser Vorgehen richtet sich nach den Eigenschaften von χeL0

.

1.Fall: χeL0
∈ Irr (L0)

Ist der Charakter χ eine Fortsetzung von λ.η, so wenden wir Lemma 3.2.4 an.
Verwenden wir 〈NC , L〉 als

”
N -Gruppe“, so sind die gruppentheoretischen Vor-

aussetzungen erfüllt. Bei der Konstruktion der Fortsetzung von χ verwenden wir

die Fortsetzung λ̃
⌉

INC
(λ)

, wobei λ̃ eine Fortsetzung von λ auf IN1(λ) ist. Gemäß

Lemma 3.2.4 gibt es eine Fortsetzung µ von χ auf 〈INC
(λ), L〉. Diese erfüllt

µ(nl) = λ̃(n)χ(l) für alle n ∈ NC , l ∈ L.
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IN(χ)

~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~
~~

~

PPPPPPPPPPPPP

〈INC
(λ), L〉

PPPPPPPPPPPPPPPP
µ

λ̃ IN1(λ)

PPPPPPPPPPPP
〈INC

(λ), L0〉

nnnnnnnnnnnnn

PPPPPPPPPPPPPPP L χ
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Wir rechnen leicht

µn = µ für alle n ∈ IN1(χ)

nach. Mit Hilfe von IN(χ)/〈INC
(λ), L〉 ≤ C2 und dem Lemma 3.1.1 (a) folgt, dass

µ auf IN(χ) fortsetzbar ist. (Dabei steht Ci (i ∈ N) für die zyklische Gruppe der
Ordnung i.) Der entstehende Charakter ist dann eine maximale Fortsetzung von
χ.

2.Fall: χeL0
/∈ Irr (L0)

Ist χeL0
reduzibel, so induziert λ.η laut Lemma 3.1.4 auf L den Charakter χ. Für

IN(λ.η) gilt eine der beiden Gleichungen

IN(λ.η) = 〈IN1(λ.η), L0〉 oder IN(λ.η) =
〈
I eN1

(λ.η), L0

〉
.

Bei IN(λ.η) = 〈IN1(λ.η), L0〉 sei λ′ eine maximale Fortsetzung von λ auf IN1(λ).
Dann ist µ := λ′eINC

(λ) .η eine Fortsetzung von λ.η auf 〈INC
(λ.η), L〉 mit

µx = µ für alle x ∈ IN(λ.η).
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3.2 Maximale Fortsetzbarkeit

Mit Hilfe von Lemma 3.1.1 (a) folgt, dass µ auf ganz IN(µ) zu µ̃ fortsetzbar ist. Der
Charakter µ̃IN (χ) ist laut Lemma von Mackey, siehe [Hup98, 17.4], eine maximale
Fortsetzung von χ.

µ̃IN (χ) IN(χ)

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

µ̃ 〈IN1(λ), L0〉

nnnnnnnnnnnn
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x8 x8 x8 x8 x8 x8 x8 x8
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nnnnnnnnnnnn

NNNNNNNNNNNNN L χ = (λ.η)L

INC
(λ)
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ppppppppppppppp

MMMMMMMMMMMMM λ.η

λ T1

NNNNNNNNNNNNN G2 η

qqqqqqqqqqq

T1 ∩G2

1
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Für IN(λ.η) =
〈
I eN1

(λ.η), L0

〉
ergibt sich folgende ähnliche Untergruppenstruktur.

µ̃IN (χ) IN(χ)
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Wir erhalten dabei durch folgendes Vorgehen eine maximale Fortsetzung von χ.

Sei λ′ eine Fortsetzung von λ auf IN1(λ) und µ := λ′eINC
(λ) .η ∈ Irr (〈INC

(λ), L0〉).
Die gleichen Überlegungen wie oben zeigen, dass µ auf IN(λ.η) zu µ̃ fortsetzbar ist.
Diese Fortsetzung induziert auf IN(χ) laut dem Lemma von Mackey eine maximale
Fortsetzung von χ.

Dies zeigt insgesamt, dass stets χ auf IN(χ) fortsetzbar ist.

Wir werden die scheinbar sehr unnatürlichen Gruppensituation tatsächlich in den
späteren Kapiteln vorfinden. Die Aussagen werden wir vor allem bei nichtabelschen
Sylowlevigruppen anwenden.
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Kapitel 4

1-Sylownormalisatoren von
ungetwisteten Chevalleygruppen

In diesem Kapitel zeigen wir, dass alle Charaktere einer 1-Sylowlevigruppe T von (G, F )
in dem zugehörigen d-Sylownormalisator N maximal fortsetzbar sind, wenn G eine uni-
verselle Chevalleygruppe und F der Standard-Frobeniusendomorphismus von G ist. Die-
ser Fall ist besonders einfach, da die Faktorgruppe N/T eine Weylgruppe und T abelsch
ist. Wir analysieren zunächst die Struktur von T und N und zeigen Verbindungen die-
ser Gruppen zur erweiterten Weylgruppe V von G und ihrem abelschen Normalteiler
H�V auf. Anschließend bestimmen wir Irr (H) bis auf W -Konjugation. Die Charaktere
von Irr (H) setzen wir zunächst auf einen Normalteiler der Trägheitsgruppe fort. Aus
diesen Fortsetzungen entstehen unter zusätzlichen Voraussetzungen maximale Fortset-
zungen. Die anschließenden Rechnungen prüfen diese Bedingungen für die verschiedenen
zugrunde liegenden Wurzelsysteme nach.

Im ersten Unterkapitel stellen wir fest, dass es für die maximale Fortsetzbarkeit bei
T � N genügt, diese Eigenschaft bei H � V zu zeigen. Daraus ergibt sich in Korollar
4.1.3 ein erstes Resultat für den Fall, dass die Charakteristik des zugrunde liegenden
Körpers gerade ist.

Für den Beweis der maximalen Fortsetzbarkeit bei H � V bei zugrunde liegender
ungerader Charakteristik klassifizieren wir die irreduziblen Charaktere von H bis auf
W -Konjugation. Dazu ordnen wir χ ∈ Irr (H) ein abgeschlossenes Unterwurzelsystem
R(χ) von R∨ zu. Die Eigenschaften dieser Unterwurzelsysteme, die sich aus dieser Kon-
struktion ergeben, und der Satz von Borel-de Siebenthal ermöglichen die Klassifikation
von Irr (H) bis auf W -Konjugation.

Im dritten Abschnitt beschreiben wir anhand der Menge R(χ) die Trägheitsgruppe
IV (χ). In dieser Gruppe definieren wir einen Normalteiler I0 � IV (χ), auf den wir χ
in Lemma 4.3.3 fortsetzen. Die verbleibende Faktorgruppe I/I0 ist isomorph zu dem
Stabilisator eines Fundamentalsystems von R(χ). In dem Korollar 4.3.4 formulieren wir
Eigenschaften des Stabilisators, aus denen folgt, dass der konstruierte Charakter sich
weiter auf IV (χ) fortsetzt und damit χ in V maximal fortsetzbar ist.

Der letzte Abschnitt zeigt, dass die Voraussetzung für 4.3.4 erfüllt wird. Dies ist das
Resultat expliziter Rechnungen mit den verschiedenen Wurzelsystemen und Weylgrup-
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4.1 Eine 1-Sylowlevigruppe von (G, F )

pen. Daraus ergeben sich dann die Sätze 4.1.4 und 4.4.8.
Viele der Aussagen dieses Abschnitts werden wir später nochmals beweisen, da bei

den klassischen Gruppen die maximale Fortsetzbarkeitseigenschaft der irreduziblen Cha-
raktere der d-Sylowlevigruppe gleichzeitig für alle regulären Zahlen d gezeigt wird. Dort
sind deutlich technischere Methoden nötig, die nicht mit dem Wurzelsystem in so enge
Verbindung gebracht werden können.

4.1 Eine 1-Sylowlevigruppe von (G, F )

Als ersten Schritt bestimmen wir eine 1-Sylowgruppe und ihren 1-Sylownormalisator.

Lemma 4.1.1. Seien R ein irreduzibles Wurzelsystem, q eine Primzahlpotenz, G
die universelle Chevalleygruppe über Fq zu R, F : G → G der Standard-
Frobeniusendomorphismus zu q und V die erweiterte Weylgruppe von G. Dann ist

T :=
〈
hα(t)

∣∣ α ∈ R, t ∈ F?
q

〉
eine 1-Sylowlevigruppe von (G, F ) und

N :=
〈
nα(t)

∣∣ α ∈ R, t ∈ F?
q

〉
ihr 1-Sylownormalisator mit

N = 〈V, T 〉 .

N

GGGGGGGGG
W

xxxxxxxxx

T

GG
GG

GG
GG

G V

Www
ww

ww
ww

w

V ∩ T

1

Beweis. Seien Y das Kocharaktergitter von G, φ der von F induzierte Automorphismus
von Y . Gemäß der Bemerkung 2.2.6 gilt φ = idY und damit ist v = 1G gemäß 1.3.2 ein
1-Sylowtwist.

Die Zahl 1 ist für die Weylgruppe W von G regulär. Somit ist TF nach Lemma 1.3.4
eine 1-Sylowlevigruppe von (G, F ) und NF ihr 1-Sylownormalisator. Diese Gruppen
stimmen mit den angegebenen überein.

Aus Lemma 2.3.1 (a) ist N = 〈V,T〉 für die wie in Bemerkung 2.2.1 definierten
Gruppen N und T bekannt. Wegen N = NF folgt daraus N = 〈V, T 〉.

Diese Struktur ermöglicht es uns, Satz 3.1.6 anzuwenden und führt uns zu folgendem
Lemma.

Lemma 4.1.2. Jeder Charakter λ ∈ Irr (T ) ist maximal in N fortsetzbar, wenn maxi-
male Fortsetzbarkeit bei H := V ∩ T � V vorliegt.

Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz aus Satz 3.1.6 und der in Satz 4.1.1 bewiesenen
Struktur von N .
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Bei geradem q ist daher folgende Aussage möglich.

Korollar 4.1.3. Seien G, F , N und V wie in 4.1.1 gegeben und q eine gerade Prim-
zahlpotenz. Dann ist λ ∈ Irr (L) in N maximal fortsetzbar.

Beweis. Die Gruppe V ∩T ist gemäß 2.3.1 (a) trivial. Daher ist die Bedingung in Lemma
4.1.2 erfüllt.

Es zeigt sich, dass die Voraussetzung von Lemma 4.1.2 auch für ungerades q erfüllt
wird.

Satz 4.1.4. Seien G, F , N wie in 4.1.1 gegeben, V und H aus Lemma 2.3.1 und q eine
ungerade Primzahlpotenz. Dann liegt maximale Fortsetzbarkeit bei H � V vor.

Ziel der nachfolgenden Abschnitte ist der Beweis dieser Aussage. In diesen Abschnitten
ist also q stets ungerade.

4.2 Klassifikation der Charaktere Irr (H)

In diesem Abschnitt klassifizieren wir die Charaktere von Irr (H) bis auf W -Konjugation.
Dazu führen wir eine Abbildung R ein, die dem Charakter χ ∈ Irr (H) ein abgeschlos-
senes Unterwurzelsystem von R∨ zuordnet.

Definition und Satz 4.2.1. Sei

R : {Untergruppen von H} −→ {abgeschlossene Unterwurzelsysteme von R∨}

mit

R(K) := {α ∈ R∨ | kα(−1) ∈ K} .

Für χ ∈ Irr (H) heißt R(χ) := R(ker(χ)) das zu χ assoziierte Unterwurzelsystem von
R∨.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass R(K) für alle Untergruppen K ≤ H ein abgeschlossenes
Unterwurzelsystem von R∨ bildet.

Aus den Relationen in Bemerkung 2.1.8 erkennen wir, dass R(K) ein Wurzelsystem
ist.

Das UnterwurzelsystemR(K) ist gemäß der Definition in [Kan01, 12-1] abgeschlossen,
falls für alle Wurzeln α, β ∈ R(K) mit α+β ∈ R∨ auch α+β ∈ R(K) gilt. Die Relationen
in Bemerkung 2.1.8 beweisen

kα+β(−1) = kα(−1) · kβ(−1) ∈ K für α, β ∈ R(K) mit α+ β ∈ R∨

und damit α+ β ∈ R(K) für solche Wurzeln. Also ist R(K) ein abgeschlossenes Unter-
wurzelsystem von R∨.
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4.2 Klassifikation der Charaktere Irr (H)

Für spätere Beweise brauchen wir folgendes wohlbekannte Lemma über irreduzible
Wurzelsysteme:

Lemma 4.2.2. Seien RF ein Fundamentalsystem des irreduziblen Wurzelsystems R∨,
β1, β2 ∈ RF und γ1, . . . , γj ∈ RF die Knoten auf dem kürzesten Weg zwischen β1 und β2

im Dynkindiagramm. Dann gilt

β1 +

j∑
i=1

γi + β2 ∈ R∨.

Beweis. Dies ergibt sich aus den in [Car72, Abschnitt 3.6] angegebenen Wurzelsystemen.

Wir ordnen nun umgekehrt auch Teilmengen von R∨ Untergruppen von H zu.

Definition 4.2.3. Mit

H(R′) := 〈kα(−1) | α ∈ R′〉 für R′ ⊆ R∨

definieren wir eine Abbildung

H : {Teilmengen von R∨} −→ {Untergruppen von H} .

Diese Abbildung besitzen folgende grundsätzlichen Eigenschaften.

Lemma 4.2.4. Es gelten

(a) R′ ⊆ H(R(R′)) für jede Menge R′ ⊆ R∨,

(b) H(R′) = H(RF
′) für jedes Unterwurzelsystem R′ ⊆ R′∨ und jedes Fundamentalsy-

stem RF
′ von R′,

(c) H(R(K)) ≤ K für jede Untergruppe K ≤ H.

(d) H(R′′) ≤ H(R′) für alle R′′ ⊆ R′ ⊆ R und

(e) R(K ′′) ⊆ R(K ′) für alle K ′′ ≤ K ′ ≤ H.

Beweis. Dies ergibt sich aus den Definitionen von H und R unter Benutzung von Be-
merkung 2.1.8.

Unterwurzelsysteme vom Typ R(χ) (χ ∈ Irr (H)) besitzen eine weiter Eigenschaft.

Lemma 4.2.5. Sei 1 6= χ ∈ Irr (H). Dann gilt H(R(χ)) = ker(χ).
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Beweis. Die Inklusion H(R(χ)) ≤ ker(χ) folgt aus der Definition von H und R.
Für die verbleibende Inklusion bestimmen wir Erzeuger von ker(χ) und zeigen, dass

diese in H(R(χ)) liegen.
Seien RF ein Fundamentalsystem in R∨,

M1 := RF ∩R(χ) und M2 := RF \M1.

Die maximale Untergruppe ker(χ) wird erzeugt von den Elementen

kα(−1) (α ∈M1)

und

kα1(−1) · kα2(−1) (α1, α2 ∈M2),

wobei auf dem kürzesten Weg zwischen α1 und α2 im Dynkindiagramm keine Wurzeln
aus M2 liegen. Für die Erzeuger der ersten Form ist kα(−1) ∈ H(R(χ)) (α ∈ M1)
offensichtlich.

Bei den Erzeugern der zweiten Art liegen auf dem kürzesten Weg zwischen α1 und α2

Wurzeln γ1, . . . , γj ∈ M1. Nach Lemma 4.2.2 gilt β := α1 +
∑j

i=1 γi + α2 ∈ R∨, so dass
gemäß Bemerkung 2.1.8 folgende Umformung möglich ist:

kβ(−1) = kα1(−1) · kα2(−1)

j∏
i=1

kγi
(−1).

Dieses Element liegt wegen α1, α2 /∈M1 und γi ∈M1 im Kern von χ, was β ∈ R(χ) und

kα1(−1) · kα2(−1) ∈ 〈kα(−1) | α ∈ R(χ)〉 (α1, α2 ∈M2)

beweist. Dies zeigt

H(R(χ)) = ker(χ).

Dieses Lemma hat mehrere Eigenschaften des Unterwurzelsystems R(χ) (χ 6= 1) zur
Folge.

Korollar 4.2.6. (a) Für einen Charakter χ ∈ Irr (H) gilt

R(H(R(χ))) = R(χ).

(b) Zu einer Wurzelmenge R′ ⊆ R∨ mit R(H(R′)) 6= R′ gibt es keinen Charakter
χ ∈ Irr (H) mit R(χ) = R′.
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(c) Seien 1 6= χ ∈ Irr (H), R(χ) ⊆ R′ ein abgeschlossenes Unterwurzelsystem von R∨

mit H(R′) 6= H. Dann gilt

R′ = R(χ).

Beweis. Die Teile (a) und (b) werden vom vorangegangenen Lemma impliziert.
Bei (c) folgen aus R(χ) ⊆ R′ und Lemma 4.2.4 (d) die Inklusionen

ker(χ) = H(R(χ)) ≤ H(R′) � H.

Wegen |H : ker(χ)| = 2 ergibt sich daraus H(R′) = ker(χ) und R(H(R′)) = R(χ).
Aufgrund der Eigenschaften 4.2.4 (a) gilt zudem

R′ ⊆ R(H(R′)) = R(χ).

Zusammen mit der vorausgesetzten Inklusion R(χ) ⊆ R′ folgt daraus R′ = R(χ).

Bei der Klassifikation der möglichen R(χ) spielen wegen 4.2.6 (c) folgende Fundamen-
talsysteme maximaler abgeschlossener Unterwurzelsysteme eine zentrale Rolle.

Definition 4.2.7. Seien RF = {α1, . . . , αl} ein Fundamentalsystem in R∨ und

α?
0 =

l∑
i=1

kiαi

die höchste Wurzel in R∨.
Für i ∈ {1, . . . , l} sei

RF i :=

{
{α1, . . . , α̂i, . . . , αl} ki = 1,

{α1, . . . , α̂i, . . . , αl,−α?
0} ki prim.

Jedes Fundamentalsystem eines maximalen abgeschlossenen Unterwurzelsystems von R∨

ist gemäß [Kan01, 12-1] zu einem dieser RF i unter W konjugiert.
Diese Bezeichnungsweise überträgt sich in natürlicher Weise auf reduzible Wurzelsy-

steme. Statt (RF i)j schreiben wir RF i,j. Bei reduziblen Wurzelsystemen gibt es für jede
Zusammenhangskomponente des Dynkindiagramms ein zugehöriges Wurzelsystem und
darin eine höchste Wurzel. Sei k′j der Koeffizient vor der j-ten Wurzel in der Summe
all dieser Wurzeln. Diese Zahlen (k′j) nennen wir verallgemeinerte Koeffizienten der
höchsten Wurzeln.

Mit diesen Fundamentalsystemen beschreiben wir mögliche Fundamentalsysteme von
R(χ). Dafür benötigen wir zuvor einige kleinere Lemmata.

Lemma 4.2.8. Sei i ∈ {1, . . . , l} mit ki ∈ {1, 2}. Dann ist H(RF i) eine maximale
Untergruppe von H.
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Beweis. Bei ki = 1 besteht RF i nur aus l − 1 Elementen, woraus |H(RF i)| = 2l−1 mit
Satz 2.1.6 (h) folgt.

Bei ki = 2 ergibt sich mit Hilfe der Bemerkung 2.1.8 für den Erzeuger kα?
0
(−1) die

Aussage kα?
0
(−1) ∈ H(RF i \ {−α?

0}). Daraus folgt H(RF i) = H(RF i \ {−α?
0}). Somit

wird die Gruppe von l − 1 Elementen erzeugt. Dies zeigt, dass H(RF i) eine maximale
Untergruppe von H ist.

Andere Teilmengen mit dieser Eigenschaft sind folgende:

Lemma 4.2.9. Seien i ∈ {1, . . . , l} mit ki ∈ {3, 5}, k′j die verallgemeinerten Koeffizi-
enten der höchsten Wurzeln im Wurzelsystem zu RF i und i′ ∈ {0, 1, . . . , l} mit i′ 6= i.
Dann ist H(RF i,i′) eine maximale Untergruppe von H, falls k′i′ ∈ {1, 2} gilt.

Beweis. Die Gruppe H(RF i,i′) wird gemäß der Argumentation im Beweis zu Lemma
4.2.8 von einer Menge mit l − 1 Elementen erzeugt. Aus den Relationen in 2.1.8 ergibt
sich mit kleineren Umformungen

∣∣H(RF i,i′)
∣∣ = 2l−1.

Für die Bestimmung möglicher Mengen R(χ) benötigen wir später noch folgende
Aussage. Sei R∨ ein Wurzelsystem vom Typ E8 und RF 7,4 folgendes Fundamentalsystem
eines abgeschlossenen Unterwurzelsystems. Unter den Knoten wurden die Namen der
Wurzeln vermerkt, während über der Wurzel αj die Koeffizienten

”
k′j(kj)“ stehen, falls

die Wurzel αj in RF bzw. RF i liegt.

α1
• α3

• α4

α2•

−α′0
?◦

α5
• α6

• α7 α8
•

−α?
0

•
1(2) 2(4) 3(6) 2(5)

2(3)

1(4) (3) 1(2) 1

Lemma 4.2.10. Seien R∨ ein Wurzelsystem vom Typ E8, R
′′ das maximale abgeschlos-

sene Unterwurzelsystem mit RF 7,4 als Fundamentalsystem und R′ ein maximales abge-
schlossenes Unterwurzelsystem in R′′. Dann gilt

R(H(R′)) 6= R′.

Beweis. Wir gehen die einzelnen Möglichkeiten für R′ durch. Das Fundamentalsystem
von R′ sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit RF 7,4,i′′ für ein geeignetes i′′:

• Bei 2 ki′′ liegt α7 in R(H(R′)) \R′.

• Analog gilt bei 2 - ki′′ stets k′i′′ = 2 gemäß der obigen Grafik und somit
α4 ∈ R(H(R′)) \R′.
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4.2 Klassifikation der Charaktere Irr (H)

• Für αi′′ = −α?
0 ergibt sich α4 + α5 + α6 + α7 ∈ R(H(R′)) \R′.

• Aus αi′′ = −α′?0 folgt α7 ∈ R(H(R′)) \R′.

Die zeigt

R(H(R′)) 6= R′.

Mit Hilfe der letzten drei Lemmata können wir nun folgende wichtige Aussage bewei-
sen.

Satz 4.2.11. Sei 1 6= χ ∈ Irr (H). Dann ist jedes Fundamentalsystem von R(χ) zu
einem der unten angegebenen Fundamentalsysteme W -konjugiert:

(a) RF i für ein i ∈ {1, . . . , l} mit ki = 1 oder ki = 2,

(b) RF i,i′ für gewisse i, i′ ∈ {1, . . . , l} mit i 6= i′, ungeradem primen ki, und ungeradem
ki′ bzw. RF i,0 für i ∈ {1, . . . , l} mit ungeradem primen ki.

Beweis. Als abgeschlossenes Unterwurzelsystem ist R(χ) in einem maximalen Unter-
wurzelsystem R′ enthalten. Gemäß dem Satz von Borel-de Siebenthal aus [Kan01, 12-1]
hat R′ nach entsprechender W -Konjugation RF i für ein geeignetes

i ∈ {j ∈ {1, . . . , l} | kj = 1 oder kj prim}

als Fundamentalsystem. Wir können annehmen, dass RF i bereits ein einfaches System
von R′ ist.

Wir entscheiden anhand von H(R′), ob R(χ) = R′ gilt. Dazu betrachten wir die
verschiedenen Werte von ki:

1. Fall: ki = 1 oder ki = 2

Gemäß dem Lemma 4.2.8 gilt dann H(RF i) 6= H. Mit Hilfe von Korollar 4.2.6 (c)
folgt daraus, dass RF i ein Fundamentalsystem von R(χ) ist.

2. Fall: ki ist ungerade und prim

Hier gilt H(R′) = H und damit R′ 6= R(χ). In diesem Fall gibt es ein in R′

maximales abgeschlossenes Unterwurzelsystem R′′ mit

R′ ) R′′ ⊇ R(χ).

Sei RF i,i′ das Fundamentalsystem von R′′ und k′j die verallgemeinerten Koeffizien-
ten in den höchsten Wurzeln in R′. Wir prüfen nun anhand der Werte von k′i′ die
Gleichung R′ = R(χ) nach.
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• Bei k′i′ ∈ {1, 2} gilt H(R′′) 6= H gemäß Lemma 4.2.9. Nur bei 2 - ki′ wird auch
αi /∈ R(H(R′′)) erfüllt. Also gilt R′ = R(χ) nur für 2 - ki′ . Dies ist der in (b)
beschriebene Fall.

• Laut [Kan01, Tabelle 7] ist k′i′ /∈ {1, 2} nur dann möglich, falls R∨ ein Wur-
zelsystem vom Typ E8 ist und R′′ nach geeigneter W -Konjugation die Menge
RF 7,4 als Fundamentalsystem hat. Wegen H(RF 7,4) = H muss R(χ) in einem
maximalen abgeschlossenen Unterwurzelsystem R′′′ von R′′ liegen. Gemäß
4.2.10 gilt für alle möglichen Unterwurzelsysteme R′′′ die Ungleichung

R(H(R′′′)) 6= R′′′.

Demzufolge können wir R′′′ als Kandidaten für R(χ) ausschließen.

Insgesamt verbleiben nur die in der Behauptung aufgeführten Möglichkeiten für Funda-
mentalsysteme von R(χ).

Dies bedeutet für die Charaktere von H folgendes:

Korollar 4.2.12. Sei 1 6= χ ∈ Irr (H). Dann gibt es ein 1 ≤ i0 ≤ l, so dass nach einer
geeigneten W -Konjugation

χ(hi) =

{
−1 i = i0,

1 i 6= i0
für alle 1 ≤ i ≤ l

gilt, oder es existieren Zahlen i, i0 mit 1 ≤ i0 < i1 ≤ l, 2 - ki0 · ki1, primen ki0 oder ki1

und

χ(hi) =

{
−1 i ∈ {i0, i1}

1 i /∈ {i0, i1}
für alle 1 ≤ i ≤ l.

Beweis. Jeder Charakter χ ∈ Irr (H) hat nach geeigneter W -Konjugation eines der in
4.2.11 aufgeführten Fundamentalsysteme von R(χ). Die angegebenen Charaktere wer-
den durch R auf Unterwurzelsysteme mit genau diesen dort aufgeführten Fundamental-
systemen abgebildet.

4.3 Methoden zur Konstruktion maximaler

Fortsetzungen

In diesem Abschnitt geben wir eine Beschreibung der Trägheitsgruppe IV (χ)
(χ ∈ Irr (H)) mit Hilfe des abgeschlossenen Unterwurzelsystems R(χ) an. Weiter kon-
struieren wir eine Fortsetzung von χ auf einen Normalteiler von IV (χ). Dieser Charakter
ist auch zur Konstruktion maximaler Fortsetzungen geeignet. Am Ende werden Kriterien
formuliert, mit denen wir die maximale Fortsetzbarkeit im darauf folgenden Abschnitt
beweisen werden.
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Lemma 4.3.1. Für χ ∈ Irr (H) gilt

StabW (R(χ)) = ρ (IV (χ)) .

Beweis. Für den trivialen Charakter stimmt die Gleichung offensichtlich. Ansonsten ist
χ ein linearer Charakter der Ordnung 2 und für diese stimmt die Trägheitsgruppe mit
dem Normalisator des Kerns überein, d.h.

IV (χ) = NV (ker(χ)).

Aus Lemma 4.2.5 wissen wir ker(χ) = H(R(χ)). Die Elemente aus V operieren auf H
gemäß Bemerkung 2.1.8 durch

nα(1)kβ(−1)nα(1)−1 = kwβ(α)(−1).

Für β ∈ R(χ) sind kβ(−1)nα(−1) ∈ ker(χ) und wα(β) ∈ R(χ) äquivalent. Daher müssen

alle Elemente aus R(χ) von der Gruppe IV (χ)/H stabilisiert werden. Andererseits stabi-
lisieren die Elemente aus StabV (R(χ)) ein Erzeugendensystem von ker(χ). Dies beweist
die Behauptung.

Die Gruppe StabW (R(χ)) besitzt eine weitere Beschreibung.

Lemma 4.3.2. Seien χ ∈ Irr (H) und RF χ ein Fundamentalsystem von R(χ). Dann
gilt

StabW (R(χ)) =
〈
WR(χ), StabW (RF χ)

〉
.

Beweis. Die Gruppe 〈wα | α ∈ R(χ)〉 stabilisiert R(χ). Auch die Elemente von
StabW (RF χ) haben die gewünschten Eigenschaften.

Für die umgekehrte Inklusion sei w ∈ StabW (R(χ)) beliebig. Es existiert ein Element
x ∈ 〈wα | α ∈ R(χ)〉 mit x(w(RF χ)) = RF χ, da alle Fundamentalsysteme in Coxeter-
gruppen laut [Kan01, 4-6] zueinander konjugiert sind. Dies zeigt

x ∈
〈
WR(χ), StabW (R(χ))

〉
.

Die Gruppe WR(χ) ist ein Normalteiler von StabW (R(χ)). Wir setzen χ auf den dieser
Gruppe entsprechenden Normalteiler I0 von IV (χ) fort.

Satz 4.3.3. Für χ ∈ Irr (H) gibt es eine Fortsetzung χ̃ ∈ Irr (I0) von χ auf

I0 := 〈〈nα(1) | α ∈ R(χ)〉, H〉� IV (χ),

mit IIV (χ)(χ̃) = IV (χ).
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Beweis. Wegen 〈nα(1) | α ∈ R(χ)〉 ∩H ≤ 〈hα(−1) | α ∈ R(χ)〉 ≤ ker(χ) wird durch

χ̃(nα(−1)) := 1 für alle α ∈ R(χ) und χ̃eH = χ

eine Fortsetzung von χ auf I0 definiert.
Sei nun x ∈ IV (χ) mit ρ(x) ∈ StabW (RF χ). Aufgrund der Relation 2.1.6 (b) ergibt

sich dabei folgende Gleichung

nα(1)x = nρ(x)(α)(±1) für alle α ∈ R(χ).

Aus ρ(x)(α) ∈ R(χ) für alle α ∈ R(χ) folgt x ∈ NV (I0) und

χ̃(nα(1)x) = 1 = χ̃(nα(1)).

Dies zeigt x ∈ IV (χ̃) und damit IIV (χ)(χ̃) = IV (χ).

Aus dem eben bewiesenen Satz folgt unmittelbar:

Korollar 4.3.4. Seien 1 6= χ ∈ Irr (H) und RF χ ein Fundamentalsystem von R(χ), so
dass

(i) M(StabW (RF χ)) = 1 oder

(ii) es eine Gruppe U ≤ V mit ρ(U) = StabW (RF χ) gibt, auf die χeU∩H fortsetzbar
ist.

Dann ist der Charakter χ in V maximal fortsetzbar.

Beweis. Wir zeigen nacheinander die Aussage unter den verschiedenen Voraussetzungen.
Um die Voraussetzung (i) anzuwenden, beweisen wir zuvor I/I0 ∼= StabW (RF χ).

Die Gruppe WR(χ) operiert gemäß [Kan01, 4-6] auf den Fundamentalsystemen von
R(χ) frei, d.h.

StabW (RF χ) ∩WR(χ) = StabWR(χ)(RF χ) = 1.

Daraus folgt zusammen mit StabW (RF χ) ≤ NW (WR(χ)) die Isomorphie

I/I0 = ρ(I)/ρ(I0) ∼=
〈
WR(χ), StabW (RF χ)

〉
/WR(χ)

∼= StabW (RF χ).

Nach den Voraussetzungen gilt M(I/I0) = 1. Gemäß 3.1.1 (b) ist der Charakter χ̃ aus
4.3.3 auf ganz IV (χ) fortsetzbar. Dies beweist die Behauptung unter der Voraussetzung
(i).

Bei (ii) ergibt sich aus den Lemmata 4.3.1 und 4.3.2 die Gleichung

IV (χ) =
〈
I0, U

〉
.

Die Fortsetzung χ̃ ∈ Irr (I0) von χ aus Satz 4.3.3 ist invariant unter U .
Mit Hilfe von (ii) können wir χ gemäß Satz 3.1.6 auf IV (χ) fortsetzen.

Wir haben nun Kriterien, um die maximale Fortsetzbarkeit zu überprüfen. Die Vor-
aussetzungen werden offensichtlich vom trivialen Charakter erfüllt. Für die übrigen
Charaktere weisen wir die Voraussetzung anhand der verschiedenen Wurzelsysteme suk-
zessive im nächsten Abschnitt nach.
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4.4 Trägheitsgruppen und Fortsetzungen in den

einzelnen Fällen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass für jedes irreduzible Wurzelsystem mit zugehöri-
gen Gruppen H und V und jeden nichttrivialen Charakter χ ∈ Irr (H) die Vorausset-
zung für das Korollar 4.3.4 erfüllt ist. Dazu ist es bei den klassischen Gruppen nötig,
die Operation von W auf R∨ genau zu kennen. Diese wird durch das folgende Lemma
beschrieben.

Lemma 4.4.1 (Zu W isomorphe Permutationsgruppe). Seien l ∈ N, ei (1 ≤ i ≤ l)
die Standardbasisvektoren des l-dimensionalen Vektorraums Cl und Y = R∨ ⊗ C.

(a) Seien l ≥ 2, αi := ei+1 − ei (1 ≤ i < l), RF := {αi | 1 ≤ i < l}, R das zu RF

gehörende Wurzelsystem vom Typ Al−1 und W < GL(Y ) die Coxetergruppe zu R.
Mit

(A)Sl :=
{
σ ∈ S{±1,...,±l}

∣∣ σ(i) = −σ(−i) und σ(i) > 0 für alle 1 ≤ i ≤ l
}

und

si 7→ (i, i+ 1)(−i,−i− 1) ∈ (A)Sl für alle i ∈ {1 ≤ i ≤ l}

wird ein Isomorphismus f : W → (A)Sl definiert. Für alle w ∈ W gilt

w(ei − ej) = eσ(i) − eσ(j) für alle 1 ≤ i, j ≤ l mit i 6= j und σ := f(w).

(b) Seien α1 := e1, αi := ei − ei−1, RF := {αi | 1 ≤ i ≤ l}, R das zu RF gehörende
Wurzelsystem vom Typ Bl und W < GL(Y ) die zugehörige Coxetergruppe. Mit

(B)Sl :=
{
σ ∈ S{±1,...,±l}

∣∣ σ(i) = −σ(−i) für alle 1 ≤ i ≤ l
}

und

si 7→

{
(1,−1) ∈ (B)Sl i = 1,

(i, i− 1)(i,−i+ 1) ∈ (B)Sl 2 ≤ i ≤ l,

wird ein Isomorphismus f : W → (B)Sl definiert. Für jedes Element w ∈ W mit
f(w) = σ gilt

w(ei) = sgn(σ(i))e|σ(i)| für 1 ≤ i ≤ l,

wobei sgn : Z \ {0} → {±1} die Vorzeichenabbildung ist.
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(c) Seien α1 := 2e1, αi := ei − ei−1, RF := {αi | 1 ≤ i ≤ l}, R das zu RF gehörende
Wurzelsystem vom Typ Cl und W < GL(Y ) die Coxetergruppe zu R. Das duale
Wurzelsystem R∨ ist das in (b) beschriebene. Daher ist W zu der dort definierten
Coxetergruppe isomorph und durch (C)Sl := (B)Sl können wir aus dem Isomorphis-
mus in (b) einen Isomorphismus f : W → (C)Sl ableiten. Für w ∈ W mit f(w) = σ
ergibt sich wie dort

w(ei) = sgn(σ(i))e|σ(i)| für 1 ≤ i ≤ l.

(d) Seien α1 := e2+e1, αi := ei−ei−1, RF := {αi | 1 ≤ i ≤ l}, R das zu RF gehörende
Wurzelsystem vom Typ Dl und W < GL(Y ) die Coxetergruppe zu R. Mit

(D)Sl :=

{
σ ∈ S{±1,...,±l}

∣∣∣∣ σ(i) = −σ(−i) für alle 1 ≤ i ≤ l und
2 |{1 ≤ i ≤ l | σ(i) < 0}|

}
und

si 7→

{
(2,−1)(−2, 1) ∈ (D)Sl i = 1,

(i, i− 1)(i,−i+ 1) ∈ (D)Sl 2 ≤ i ≤ l.

wird ein Isomorphismus f : W → (D)Sl definiert.

Beweis. Die angegebenen Wurzel- und Fundamentalsysteme sind analog zu denen aus
[Car72, 3.6] definiert.

Die Eigenschaften von f können leicht nachgerechnet werden. In [GLS98, Rem. 1.8.8]
wird die Operation von W auf R beschrieben.

Gibt es genau eine kurze Wurzel oder genau eine lange Wurzel im Fundamentalsystem,
so ist diese α1. Dies erleichtert die Notation in späteren Kapiteln. Wir beginnen nun
mit dem Fall, in denen das G zugrunde liegende Wurzelsystem vom Typ Al (l ∈ N) ist.

Lemma 4.4.2. Seien R das Wurzelsystem aus 4.4.1 (a) vom Typ Al−1 (l ≥ 2),
q eine ungerade Primzahlpotenz, G eine universelle Chevalleygruppe zu R über Fq,
1 6= χ ∈ Irr (H) und RF χ ein Fundamentalsystem zu R(χ). Dann gilt

M(StabW (RF χ)) = 1.

Beweis. Sei RF das in Lemma 4.4.1 (a) angegebene Fundamentalsystem von R. Gemäß
[Kan01, Tabelle 7] haben alle Koeffizienten ki in der höchsten Wurzel den Wert 1. Nach
Satz 4.2.11 hatR(χ) nach geeigneterW -KonjugationRF i für ein geeignetes i ∈ {1, . . . , l}
mit

RF i = {αj | j 6= i, 1 ≤ j < l} = {ej+1 − ej | j 6= i, 1 ≤ j < l}
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als Fundamentalsystem. Die Coxetergruppe W zu R = R∨ operiert wie in 4.4.1 (a)
angegeben auf diesen Wurzeln.

Die Operation von (A)Sl auf Y , die wir 4.4.1 (a) entnehmen können, erweitern wir auf
natürliche Weise mit

σ(ej) = eσ(j) für 1 ≤ j ≤ l

zu einer Operation der Gruppe (A)Sl auf Cl. Für σ ∈ Stab(A)Sl
(RF i) gilt

|{x ∈ RF i | 〈x, ej〉 > 0}| = |{x ∈ RF i | 〈x, σ(ej)〉 > 0}| .

(Dabei ist 〈 , 〉 das Standardskalarprodukt auf Cl.) Nur für j ∈ {l, i} haben diese
Mengen jeweils ein Element. Daher gilt:

σ({el, ei}) = {el, ei} .

Daraus folgt

σ(αj) ∈ {αj, αj−l+i} für j > i

und analog

σ(αj) ∈ {αj, αj+l−i} für j < i.

Bei σ(l) = i gilt demnach auch

σ ({α1, . . . , αi−1}) = {αi+1, . . . , αl−1} .

Diese Mengen sind aber nur bei i = l
2

gleichmächtig. Daraus ergibt sich

Stab(A)Sl
(RF i) =

〈(1)〉 i 6= l
2
,〈∏ l−1

2
j=1 (−j,−j − i) (j, j + i)

〉
i = l

2
.

Der Schurmultiplikator beider Gruppen ist gemäß [Isa76, 11.21] trivial.

Analog gehen wir auch vor, wenn R ein Wurzelsystem vom Typ Cl ist.

Lemma 4.4.3. Seien R ein Wurzelsystem vom Typ Cl aus 4.4.1 (c), q eine ungerade
Primzahlpotenz, G die universelle Chevalleygruppe zu R über Fq, 1 6= χ ∈ Irr (H) und
RF χ ein Fundamentalsystem von R(χ). Dann gilt

M(StabW (RF χ)) = 1.

Beweis. Aus der Konstruktion ergibt sich, dass R∨ das Wurzelsystem aus 4.4.1 (b)
ist. Wir verwenden im Weiteren das dort angegebene Fundamentalsystem RF von R∨.
Für dieses Wurzelsystem zeigt die Grafik das erweiterte Dynkindiagramm aus [Kan01,
Tabelle7]:
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α1
• α2

•< α3
• α4

• · · · αl−1
• αl

•

−α?
0

◦

22 122 2 2

Die Zahlen über αj geben die jeweiligen Koeffizienten kj in der höchsten Wurzel an.
Gemäß Satz 4.2.11 gibt es eine Zahl 1 ≤ i ≤ l und ein Element w ∈ W , so dass RF i ein
Fundamentalsystem von R(χ) ist. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir
w = 1W an. Die Fundamentalsysteme RF i (1 ≤ i ≤ l) sind

RF i =


{e2 − e1, . . . , el − el−1,−el − el−1} i = 1,{
e1, e2 − e1, . . . , ̂ei − ei−1, . . . , el − el−1,−el−1 − el

}
i ∈ {2, . . . l − 1} ,

{e1, e2 − e1, . . . , el−1 − el−2} i = l.

Im Lemma 4.4.1 ist die Operation der Coxetergruppe W zu R auf Y angegeben. Die
Gruppen W und (C)Sl sind isomorph und somit ist auch eine Operation von (C)Sl auf R∨

wohldefiniert. Für σ ∈ Stab(C)Sl
(RF i) gilt

|{x ∈ RF i | 〈x, ej〉 > 0}| = |{x ∈ RF i | 〈x, σ(ej)〉 > 0}| und

|{x ∈ RF i | 〈x, ej〉 < 0}| = |{x ∈ RF i | 〈x, σ(ej)〉 < 0}| .

Daraus folgt durch Nachrechnen σ(l− 1) = l− 1 und damit σ(l) ∈ {l,−l}. Die Wurzeln
αj (i < j ≤ l− 2) werden von σ fixiert. Für i 6= 1 ist e1 die einzige kurze Wurzel in RF i.
Also gilt σ(α1) = α1 und damit σ(αj) = αj für j < i. Für StabW (RF i) haben wir damit

f(StabW (RF i)) = 〈(+l,−l)〉 ∼= C2

gezeigt. Der Schurmultiplikator dieser Gruppe ist gemäß [Isa76, 11.21] trivial.

Sehr ähnlich gehen wir auch vor, wenn das Wurzelsystem R vom Typ Bl ist.

Lemma 4.4.4. Seien R das Wurzelsystem aus 4.4.1 (b) vom Typ Bl (l ≥ 2), q eine un-
gerade Primzahlpotenz, G die universelle Chevalleygruppe zu R über Fq, 1 6= χ ∈ Irr (H)
ein nichttrivialer Charakter und RF χ ein Fundamentalsystem von R(χ). Dann gilt

M(StabW (RF χ)) = 1.

Beweis. Dann ist R∨ das Wurzelsystem aus 4.4.1 (c) vom Typ Cl und RF das dort ange-
gebene Fundamentalsystem von R∨. Gemäß 4.2.11 genügt es, die Aussage für RF χ = RF i

(1 ≤ i ≤ l) zu prüfen.
Das erweiterte Dynkindiagramm von R∨ aus [Kan01, Tabelle 7] ist das Folgende:
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α1
• α2

•> α3
• α4

• · · ·αl−1
• αl

•
−α?

0

◦
2 2 2 2 2 1

Die Fundamentalsysteme RF i (1 ≤ i ≤ l) sind

RF i :=

{
{e2 − e1, . . . , el − el−1} für i = 1,{

2e1, e1 − e2, . . . , ̂ei − ei+1, . . . , el−1 − el,−2el

}
für 2 ≤ i ≤ l.

Die Weylgruppe W zu R und damit die dazu isomorphe Gruppe (B)Sl operiert auf Cl in
der in 4.4.1 angegebenen Weise. Sei σ ∈ StabCl

(RF i). Aus ähnlichen Überlegungen wie
beim Beweis des vorangegangenen Lemmas folgt σ(l) ∈ {l,−1} und σ(1) ∈ {1,−l}.

Durch σ(el) = el oder σ(el) = −e1 wird σ eindeutig bestimmt. Es gilt

Stab(B)Sl
(RF i) =

{
〈(1)〉 i 6= l

2
+ 1,〈∏l

j=1(j,−(l − j + 1))
〉

i = l
2

+ 1.

Der Schurmultiplikator dieser Gruppen ist gemäß [Isa76, 11.21]trivial.

Bei einem Wurzelsystem vom Typ Dl benutzen wir eine Aussage, die aus unseren
Überlegungen beim Typ Bl folgt.

Lemma 4.4.5. Seien R ein Wurzelsystem vom Typ Bl (l ∈ N) aus 4.4.1 (b), V die
erweiterte Weylgruppe zu R mit dem abelschen Normalteiler H ≤ V . Dann liegt bei
H � V maximale Fortsetzbarkeit vor.

Beweis. Aus Lemma 4.4.4 folgt mit Hilfe von Korollar 4.3.4 die maximale Fortsetzbarkeit
bei H � V .

Die Verbindung zwischen den Wurzelsystemen vom Typ Bl und Dl liefert eine Möglich-
keit, diese Aussage auf den Typ Dl zu übertragen, ohne die Voraussetzungen für 4.3.4
bei diesem Wurzelsystem nachzurechnen.

Lemma 4.4.6. Seien R das Wurzelsystem aus 4.4.1 (d) vom Typ Dl (l ≥ 4), q eine un-
gerade Primzahlpotenz, G die universelle Chevalleygruppe zu R über Fq, V die erweiterte
Weylgruppe von G und H der abelsche Normalteiler von V aus 2.3.1.

Dann liegt bei H � V maximale Fortsetzbarkeit vor.

Beweis. Sei R′ das Wurzelsystem aus 4.4.1 (b) vom Typ Bl. Dieses erfüllt

ZR′∨ = ZR∨.

Laut Lemma 2.1.9 können wir annehmen, dass G eine Untergruppe der universellen
Chevalleygruppe G′ zu R′ über Fq ist. Die zugehörige Einbettung ι : G → G′ aus
Lemma 2.1.9 (b) erfüllt ι(H) = H ′ und ι(V ) ≤ V ′, wobei V ′ die erweiterte Weylgruppe
von G′ mit abelschen NormalteilerH ′ ist. Aus der maximalen Fortsetzbarkeit beiH ′�V ′

aus Lemma 4.4.5 folgt die maximale Fortsetzbarkeit bei H � V .
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Für die exzeptionellen Wurzelsysteme haben wir eine analoge Aussage:

Lemma 4.4.7. Seien G eine universelle Chevalleygruppe über Fq zu einem Wurzelsy-
stem R vom Typ E6, E7, E8, F4 oder G2, 1 6= χ ∈ Irr (H) und RF χ ein Fundamentalsystem
von R(χ). Dann werden die Voraussetzungen für Korollar 4.3.4 erfüllt.

Beweis. Jedes Fundamentalsystem RF χ von R(χ) stimmt nach geeigneter W -
Konjugation mit einem in Satz 4.2.11 beschriebenen überein. Für die dort angegebenen
Kandidaten von RF χ berechnen wir mit dem Programm [BC03] die Gruppe StabW (RF χ)
und stellen fest, dass diese Gruppen außer in den folgenden Fällen zyklisch sind:

• Es gilt G = E7,sc(Fq) und RF 3,5 ist ein Fundamentalsystem von R(χ).

• Es gilt G = E8,sc(Fq) und RF 2,7 ist ein Fundamentalsystem von R(χ).

Im ersten Fall zeigen wir, dass die Bedingung (ii) von Lemma 4.3.4 erfüllt wird.
Sei U eine Gruppe mit H ≤ U ≤ V mit ρ(U) = StabW (RF 3,5) und

P ∈ Syl2(StabW (RF 3,5)). Computerrechnungen zeigen P ∼= C2 × C2. Mit dem Com-
puter können wir zwei Elemente x1, x2 ∈ V mit ρ(〈x1, x2〉) = P ermitteln. Diese erfüllen

[x1, x2] ∈ ker(χ).

Der Charakter χ ist laut Lemma 3.1.1 (c) auf 〈H, x1, x2〉 fortsetzbar, denn die Gruppe

〈x1, x2〉/(ker(χ) ∩ 〈x1, x2〉)

ist abelsch. Somit ist χ auch auf jede Gruppe H ≤ U2 ≤ U mit
ρ(U) ∈ Syl2(StabW (RF 3,5)) fortsetzbar.

Für jede ungerade Primzahl r sei H ≤ Ur ≤ V eine Untergruppe mit

ρ(Ur) ∈ Sylr(StabW (RF 3,5)).

Wegen ggT(o(χ), r) = 1 gibt es laut Lemma 3.1.1 (d) eine Fortsetzung von χ auf Ur.
Damit erfüllt χ die Voraussetzungen für Lemma 3.1.2 und ist auf U fortsetzbar. Dies

beweist, dass in diesem Fall U die in 4.3.4 (ii) geforderten Eigenschaften besitzt.
Der zweite Ausnahmefall tritt nur für den Charakter χ mit

χ(hi) =

{
1 i /∈ {2, 7} ,

−1 i ∈ {2, 7}

auf. Computerrechnungen zeigen, dass H(R(χ)) genau 128 Wurzeln enthält, während
aber das Wurzelsystem mit Fundamentalsystem RF 2,7 vom Typ A5 × A2 ist und so nur
36 Wurzeln hat. Daher kann RF 2,7 kein Fundamentalsystem von R(χ) sein.

Diese Aussagen führen uns zu einem Beweis von Satz 4.1.4.
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Beweis zu Satz 4.1.4. In den Lemmata 4.4.5 und 4.4.6 haben wir die maximale Fortsetz-
barkeit bei H � V für die Fälle bewiesen, dass die zugrunde liegenden Wurzelsysteme
vom Typ Bl oder Dl (l ∈ N) ist.

Hat G ein Wurzelsystem vom exzeptionellen Typ oder vom Typ Al oder Cl, so können
wir mit Hilfe der Lemmata 4.4.7, 4.4.2 und 4.4.3 folgern, dass jeder Charakter χ ∈ Irr (H)
die Voraussetzungen für die Anwendung von Korollar 4.3.4 erfüllt. Aus diesem folgt, dass
bei H � V maximale Fortsetzbarkeit vorliegt.

Aus Satz 4.1.4 folgt zusammen mit dem Lemma 4.1.2 und Korollar 4.1.3 die Aussage:

Satz 4.4.8. Seien G eine Chevalleygruppe über Fq, F : G → G der Standard-
Frobeniusendomorphismus, T eine 1-Sylowlevigruppe von (G, F ) und N ihr Sylownor-
malisator. Dann sind die irreduziblen Charaktere von T auf ihre Trägheitsgruppe in N
fortsetzbar.

Im nächsten Kapitel werden wir die maximale Fortsetzbarkeit für d 6= 1 und Gruppen
zeigen, deren Wurzelsystem von einem exzeptionellen Typ ist. Wie hier werden dort
Untergruppen der erweiterten Weylgruppe zum Beweis dienen. Eine enge Verbindung
zu Wurzelsystemen wird es dabei aber nicht geben, da im Allgemeinen die relativen
Weylgruppen keine reellen Spiegelungsgruppen sind.
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Ziel dieses Abschnitts ist zu zeigen, dass alle irreduziblen Charaktere einer d-
Sylowlevigruppe L von (G, F ) maximal im zugehörigen d-Sylownormalisator N fort-
setzbar sind, wenn G eine universelle Chevalleygruppe zu einem exzeptionellen Wur-
zelsystem ist und F : G → G eine Frobeniusabbildung ist. In diesem Zusammenhang
betrachten wir auch den Fall, in dem GF isomorph zu 3D4(q) für eine Primzahlpotenz
q ist. Im vorangegangenen Kapitel haben wir Satz 4.1.4, also die maximale Fortsetz-
barkeit bei der erweiterten Weylgruppe, bewiesen und daraus Satz 4.4.8 gefolgert. Bei
regulären Zahlen d verfolgen wir eine ähnliche Strategie und zeigen, dass die Existenz
sehr guter d-Sylowtwists die maximale Fortsetzbarkeit bei L � N zur Folge hat. Sehr
gute Sylowtwists sind gute Sylowtwists, zu denen wir Gruppen mit einer maximalen
Fortsetzbarkeitseigenschaft assoziieren können.

Nach einigen kleineren Überlegungen zu sehr guten d-Sylowtwists beweisen wir mit
Hilfe des Computers die Existenz sehr guter Sylowtwists im zweiten Abschnitt. Schließ-
lich betrachten wir die nichtregulären Fälle.

Der erste Abschnitt zeigt mit Lemma 5.1.1 auf, dass die Existenz sehr guter Sylowt-
wists die gewünschte maximale Fortsetzbarkeit bei regulärem d zur Folge hat. Zudem
können wir Aussagen für verschiedene triviale Fälle machen. Aufgrund von Lemma 5.1.7
genügt es, im Wesentlichen sehr gute d-Sylowtwists für d = d2 zu finden.

Im zweiten Abschnitt beweisen wir die Existenz sehr guter Sylowtwists für die verblei-
benden Fälle. In mehreren Lemmata 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3 und 5.2.4 werden Isomorphien
und Einzelfälle, vor allem für d ∈ {1, 2} bewiesen. Mit Hilfe von 5.2.5 und Computerrech-
nungen finden wir in 5.2.6, 5.2.7 und 5.2.8 sehr gute d-Sylowtwists für die exzeptionellen
Gruppen. Dies hat die gewünschte maximale Fortsetzbarkeit bei regulärem d zur Folge.

Im letzten Abschnitt konzentrieren wir uns dann auf die Situationen, in denen d für
(G, F ) nicht regulär ist. Die Berechnungen zeigen, dass hier in fast allen Fällen die
relative Weylgruppe zyklisch ist. Die verbleibenden Fälle werden wir dann genauer
betrachten und anhand dieser Situation das spätere Vorgehen im nichtregulären Fall
vorstellen. Wir analysieren die Struktur der beteiligten Gruppen und beweisen die ma-
ximale Fortsetzbarkeit mit Hilfe der Ergebnisse aus Abschnitt 3.2.

Sämtliche Computerrechnungen wurden mit dem Algebrasystem MAGMA [BC03]
durchgeführt.
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5.1 Reduktionen

Bei regulärem d können wir das Lemma 4.1.2 verallgemeinern.

Lemma 5.1.1. Seien G eine universelle Chevalleygruppe über Fq , F : G → G eine
Frobeniusabbildung aus Bemerkung 2.2.4, W die Weylgruppe von G, φ der von F in-
duzierte Kocharaktergitterautomorphismus und V die erweiterte Weylgruppe von G mit
abelschem Normalteiler H. Für eine für Wφ reguläre Zahl d seien vφ ein guter d-
Sylowtwist, U := V vF und K := U ∩ H. Weiter seien L eine d-Sylowlevigruppe von
(G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator.

Dann liegt bei L�N maximale Fortsetzbarkeit vor, wenn bei K � U diese vorliegt.

Beweis. Aus der Bemerkung 2.3.15 folgt, dass T := TvF eine d-Sylowlevigruppe von
(G, vF ) und 〈U, T 〉 ihr d-Sylownormalisator ist.

〈U, T 〉

uuuuuuuuuu

IIIIIIIIII

T

III
III

III
III

U

uuuuuuuuuuu

K

Gemäß Satz 3.1.6 folgt dann aus der maximalen Fortsetzbarkeit bei K � U , dass die
Charaktere von T auf ihre Trägheitsgruppe in 〈U, T 〉 fortsetzbar sind.

Nach Lemma 1.2.5 ist N zu 〈U, T 〉 in G so konjugiert, dass sich die maximale Fort-
setzbarkeit bei T � 〈U, T 〉 auf L�N überträgt.

Wir werden daher bei regulärem d einen guten d-Sylowtwist vφ ∈ V φ suchen und
die damit definierten Gruppen K � U analysieren. Gemäß Lemma 2.3.1 hängt der
Isomorphietyp der Gruppen nur davon ab, ob q gerade oder ungerade ist.

Bei gerader Charakteristik ist zudem folgende Aussage möglich.

Bemerkung 5.1.2 (2 q). Seien 2 q eine Primzahlpotenz und G, F und Wφ wie in
Lemma 5.1.1. Weiter seien d eine für Wφ reguläre Zahl, L eine d-Sylowlevigruppe von
(G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator. Dann liegt bei L�N maximale Fortsetzbarkeit
vor.

Beweis. Wegen 2 q gilt V = W , also gibt es einen guten d-Sylowtwist vφ ∈ V φ. Die
Gruppe H ∩ CV (vφ) ≤ H = 1 ist gemäß 2.3.1 (a) trivial. Daher werden alle Vorausset-
zungen für 5.1.1 erfüllt.

Als nächstes behandeln wir einen weiteren trivialen Fall, bei dem d nicht regulär sein
muss.
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Lemma 5.1.3. Sei d ∈ N. Ist die relative Weylgruppe einer d-Sylowlevigruppe L zy-
klisch, so sind alle irreduziblen Charaktere von L in N maximal fortsetzbar.

Beweis. Dies folgt aus 3.1.1 (a).

Wir führen nun noch mehrere Begriffe ein, die unsere Sprechweise in den folgenden
Beweisen vereinfachen. Sie übertragen nur verschiedene Begriffe bei reduktiven Gruppen
auf die Gruppe V mit ihrem Automorphismus φ.

Definition 5.1.4. Seien R ein irreduzibles Wurzelsystem, V die erweiterte Weylgruppe
zu R und φ ein aus einem Automorphismus des Dynkindiagramms abgeleiteter Auto-
morphismus von V , der wie in 2.3.3 definiert ist.

Dann nennen wir das Element vφ (v ∈ V ), für das ρ(v)φ ein reguläres Element ist,
d-Sylowtwist von (V, φ). Ein d-Sylowtwist vφ von (V, φ) mit

ρ(CV (vφ)) = CW (ρ(v)φ)

heißt guter d-Sylowtwist von (V, φ).
Ein Element vφ mit v ∈ V nennen wir sehr guten d-Sylowtwist von (V, φ), falls vφ ein

guter d-Sylowtwist ist und bei CH(vφ) � CV (vφ) maximale Fortsetzbarkeit vorliegt.

Folgende Aussage wird in diesem und dem nächsten Abschnitt bewiesen.

Satz 5.1.5. Seien V eine erweiterte Weylgruppe vom Typ El (6 ≤ l ≤ 8), F4, G2 oder
D4, W die zugehörige Weylgruppe und φ ein von einem längenerhaltenden Graphauto-
morphismus des Dynkindiagramms induzierter Automorphismus von V . Dieser habe
beim Typ D4 die Ordnung 3. Weiter sei d eine reguläre Zahl für Wφ.

Dann gibt es einen sehr guten d-Sylowtwist vφ ∈ V φ für (V, φ).

Es sind mehrere Einzelfallbetrachtungen zum Beweis dieses Satzes nötig. Ein generel-
ler Beweis ist möglich, falls die Faktorgruppe U/K zyklisch ist und φ = idV .

Lemma 5.1.6. Seien W , V , d und φ wie in 5.1.5 mit φ = idV und d eine reguläre Zahl
für W , für die ein reguläres Element w ∈ W der Ordnung d mit zyklischem Zentralisator
CW (w) existiert. Dann gibt es einen sehr guten d-Sylowtwist von (V, φ).

Beweis. Seien w′ ∈ W ein Element mit 〈w′〉 = CW (w) und v ∈ V mit ρ(v) = w′. Dann
existiert eine Zahl j ∈ N mit w′j = w. Für diese Zahl j ist vj wegen ρ(vj) = w ein
d-Sylowtwist mit

ρ(CV (vj)) ≥ ρ(〈v〉) = 〈w′〉 .

Also ist vj ein guter d-Sylowtwist für (V, idV ).
Die Aussage über die Fortsetzbarkeit ergibt sich aus der zyklischen Faktorgruppe

V vF
/HvF mit Lemma 3.1.1 (a).
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Die nächsten zwei Bemerkungen zeigen folgende Aussage:

Lemma 5.1.7. Seien W , V , d und φ wie in 5.1.5.
Dann gibt es einen sehr guten d-Sylowtwist für (V, φ), falls ein sehr guter d2-Sylowtwist

v′φ
d

d2 von (V, φ
d

d2 ) und ein d-Sylowtwist vφ mit (vφ)
d

d2 = v′φ
d

d2 existieren.

Wir zeigen zunächst, dass vφ ein guter d-Sylowtwist von (V, φ) ist.

Bemerkung 5.1.8. Seien d regulär für Wφ, vφ ∈ V φ ein d-Sylowtwist für (V, φ) und
(vφ)j ein guter d2-Sylowtwist mit j := (d)2′, der 2′-Anteil von d.

Dann ist auch vφ ein guter d-Sylowtwist von (V, φ).

Beweis. Für U := CV (vφ) zeigen wir

ρ(U) = CW (ρ(v)φ).

Die Inklusion ρ(CV (vφ)) ≤ CW (ρ(v)φ) ist klar.
Sei w ∈ CW (ρ(v)φ). Wegen

CW (ρ(v)φ) ≤ CW

(
(ρ(v)φ)j

)
gibt es auch ein Element n ∈ Uj := CV ((vφ)j) ≤ U mit ρ(n) = w.

Da vφ auf

Kj := CH

(
(vφ)j

)
einen Automorphismus der Ordnung j mit Fixpunktgruppe K := CH(vφ) induziert und
ggT(|Kj| , j) = 1 gilt, können wir die Aussage über teilerfremde Gruppenoperationen
aus [Hup98, 14.5 (c)] benutzen und erhalten

Kj = K × [Kj, vφ].

Daher existieren Elemente k2 ∈ K und k1 ∈ Kj mit

n−1nvφ = k2[k1, vφ].

Kleinere Rechnungen zeigen

(nk1)
vφ = nk2[k1, vφ]kvφ

1 = nk1k2

und

nk1 = (nk1)
(vφ)j

= nk1(k2)
j.

Daraus folgen kj
2 = 1 und k2 = 1K wegen 2 - j. Dies zeigt nk1 ∈ U bzw. w ∈ ρ(U).

Somit ist vφ ein guter d-Sylowtwist von (V, φ).
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Bei dieser und der anschließenden Bemerkung ist zu beachten, dass die Automor-
phismen φ und φj verschieden sein können. Dies tritt auf, falls das zugrunde liegende
Wurzelsystem vom Typ D4 ist und φ vom Graphautomorphismus der Ordnung 3 indu-
ziert wird.

Bemerkung 5.1.9. Seien vφ ein d-Sylowtwist für (V, φ) und (vφ)j ein sehr guter d2-
Sylowtwist für (V, φj) mit j := d2′. Dann ist vφ ein sehr guter d-Sylowtwist von (V, φ).

Beweis. Wir benutzen neben den Gruppen U := CV (vφ) und K := U ∩H die analog de-
finierten Gruppen Uj := CV ((vφ)j) und Kj := CH((vφ)j). Wie im Beweis zu Bemerkung
5.1.8 gilt

Kj = [Kj, vφ]×K.

Laut Bemerkung 5.1.8 ist vφ ein guter d-Sylowtwist.
Sei χ ∈ Irr (K). Eine Fortsetzung χ̃ dieses Charakters auf Kj wird durch

χ̃e[Kj ,vφ] = 1

definiert.

Uj

oooooooooooooo

OOOOOOOOOOOOOOOO

χ̃′ IUj
(χ̃)

oooooooooooo
U

oooooooooooooooooooooooooooooooooo

〈Kj, IU(χ)〉

oooooooooooooo

OOOOOOOOOOOO

χ̃ Kj

OOOOOOOOOOOOOOOO IU(χ)

oooooooooooooo
χ̃′eIU (χ)

K χ

Aus der Definition von U und Kj folgt U ≤ NV (Kj), da gemäß der Gruppentheorie für
alle u ∈ U die Gleichung

Ku
j = CH

(
(vφ)j

)u
= CHu

(
((vφ)j)u

)
= CH

(
(vφ)j

)
= Kj

gilt. Daraus ergibt sich U ≤ NUj
([Kj, vφ]) und daraus

IUj
(χ̃) ≥ IU(χ).

Gemäß den Voraussetzungen existiert eine Fortsetzung χ̃′ von χ̃ auf IUj
(χ̃). Schränken

wir diese dann auf IU(χ) ein, so erhalten wir eine maximale Fortsetzung von χ.

83



5.2 Regulärer Fall

Dies führt zu einem Beweis von 5.1.7.

Beweis von Lemma 5.1.7. Die beiden vorangegangenen Bemerkungen zeigen die Be-
hauptung.

Ein Beweis eines analogen Resultats für den 2-Anteil von d wäre wünschenswert.
Jedoch sind die durch die teilerfremden Gruppenoperationen möglichen Aussagen im
allgemeinen dort falsch.

5.2 Regulärer Fall

In diesem Abschnitt beweisen wir Satz 5.1.5. Für d = 1 und φ = idV wurden der Satz
5.1.5 schon in 4.1.4 gezeigt. Bei d = 2 können wir häufig das folgende Lemma verwenden.

Lemma 5.2.1. Seien d eine reguläre Zahl für Wφ und vφ ein d-Sylowtwist von (V, φ)
mit CV (vφ) = V . Dann ist vφ ein sehr guter d-Sylowtwist.

Beweis. Aus CV (vφ) = V folgt

W = ρ(CV (vφ)) ≤ CW (ρ(v)φ) ≤ W.

Also ist vφ ein guter d-Sylowtwist.
Aus Satz 4.1.4 ist die maximale Fortsetzbarkeit bei H � V bekannt. Dies beweist die

Behauptung.

Solche d-Sylowtwists gibt es bei mehreren Gruppen. Auch die klassichen Gruppen
mit solchen Elementen zählen wir hier auf.

Satz 5.2.2. Seien V die erweiterte Weylgruppe vom Typ G2, F4, E7, E8, Bl (l ∈ N), Cl

(l ∈ N) oder Dl (l ∈ N, 2 l) und w0 wie in 2.3.11 als Bild des längsten Elements in der
zugehörigen Weylgruppe definiert. Dann gilt τ(w0) ∈ Z(V ) und τ(w0) ist ein sehr guter
2-Sylowtwist von (V, idV ).

Beweis. Wir zeigen zunächst τ(w0) ∈ Z(V ) und dann, dass τ(w0) ein 2-Sylowtwist ist.
In den aufgeführten Fällen gilt w0 ∈ Z(W ) für das längste Element w0 in W . Dies

zeigen bei den exzeptionellen Gruppen Computerrechnungen. Bei den übrigen Gruppen
haben wir in Lemma 4.4.1 gezeigt, wie die Gruppen treu auf dem zugehörigen Wur-
zelsystem R und damit auf ZR∨ operieren. In den genannten Fällen gibt es auch ein
Element in W , dass wie − id auf ZR∨ operiert. Dieses Element ist zentral in W und
gemäß [GP00, 1.5.1] das längste Element von w0. Mittels 2.3.2 (c) folgt daraus

τ(w0) ∈ Z(V ).

Es ist klar, dass w0 eine gute 2-te Wurzel von w2
0 ist und damit gemäß Bemerkung

2.3.12 das Element τ(w0) ein 2-Sylowtwist von (V, idV ) ist. Daraus folgt die Behauptung
mit dem Lemma 5.2.1.
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Die Anzahl der zu betrachtenden Fälle können wir weiter verringern, indem wir Iso-
morphien zwischen den zu betrachtenden Gruppen ausnutzen.

Lemma 5.2.3. Seien W eine Coxetergruppe vom Typ E6, V die zugehörige erweiterte
Weylgruppe mit dem abelschen Normalteiler H und Ŵ , V̂ , Ĥ die entsprechenden Grup-
pen vom Typ F4. Weiter sei φ der Automorphismus von V , der vom nichttrivialen
Automorphismus des Dynkindiagramms induziert wird.

(a) Für U := CV (τ(w0)) und K := U ∩ H gibt es einen Isomorphismus κ : U → V̂

mit κ(K) = Ĥ.

(b) Der 2-Sylowtwist τ(w0)φ ∈ V φ operiert trivial auf V .

Beweis. Seien R6 ein Wurzelsystem vom Typ E6 und RF = {α1, . . . α6} ein Fundamen-
talsystem mit dem nachfolgendem Dynkindiagramm und n1, . . . , n6 die Erzeuger von
V .

α1
• α3

• α4
• α5

• α6
•

α2
•

Dann enthält U die Elemente n1n6, n3n5, n4 und n2.
Die Gruppe K wird von den Quadraten dieser Elemente erzeugt. Das Element τ(w0)

permutiert gemäß Lemma 2.3.2 (c) auch die Erzeuger hi der abelschen Gruppe H. Daher
hat K die Erzeuger {h′i : 1 ≤ i ≤ 6} mit

h′i :=

{
hi hi = h

τ(w0)
i

hih
τ(w0)
i hi 6= h

τ(w0)
i

Zusammen mit ρ(U) ≤ CW (ρ(τ(w0))) ergibt sich daraus, dass U von den Elementen
n1n6, n3n5, n4 und n2 erzeugt wird. Rechnungen am Computer ergeben, dass diese
Elemente die Relationen aus 2.3.1 (b) für die erweiterte Weylgruppe V̂ vom Typ F4

erfüllen. Wegen |U | = |V̂ | = 24 · |Ŵ | sind die Gruppen U und V̂ isomorph, d.h. durch

κ(n1n6) = n̂1 , κ(n3n5) = n̂2 , κ(n4) = n̂3 und κ(n2) = n̂4

wird ein Gruppenisomorphismus κ : U → V̂ definiert. Dabei sind die Elemente n̂i

(1 ≤ i ≤ 4) die Erzeuger von V̂ mit ĥi := n̂2
i für alle 1 ≤ i ≤ 6. Die Nummerierung

erfolgt gemäß dem folgenden Dynkindiagramm.

α1
• α1

• α2
•< α3

•
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Die Gruppe κ(K) enthält die Elemente n̂2
i = ĥi (1 ≤ i ≤ 4), woraus κ(K) = Ĥ folgt.

Dies zeigt den Teil (a) der Behauptung.
Das Element τ(w0)φ ∈ V φ ist gemäß Bemerkung 2.3.12 ein 2-Sylowtwist, da w0φ eine

gute 2-te Wurzel von w2
0 gemäß der Liste [BM97, Anhang 1] ist.

Der Automorphismus τ(w0)φ operiert trivial auf V , da w0φ auf W trivial operiert und
laut Lemma 2.3.2 (c) der Automorphismus τ(w0)φ die Erzeuger ni zentralisiert.

Dies führt zu folgenden sehr guten Sylowtwists.

Lemma 5.2.4. Seien V die erweiterte Weylgruppe vom Typ E6, W die zugehörige Coxe-
tergruppe, φ der vom nichttrivialen Graphautomorphismus induzierte Automorphismus
von V und w0 das Bild des längsten Elements von W . Dann ist

(a) τ(w0) ein sehr guter 2-Sylowtwist von (V, idV ),

(b) φ ein sehr guter 1-Sylowtwist von (V, φ) und

(c) τ(w0)φ ein sehr guter 2-Sylowtwist von (V, φ).

Beweis. Das Element v := τ(w0) ist gemäß Bemerkung 2.3.12 ein 2-Sylowtwist. In der
Weylgruppe W ist der Zentralisator des längsten Elements w0 eine Coxetergruppe vom
Typ F4, was einfache Computerrechnungen zeigen. Zusammen mit dem vorangegangenen
Lemma 5.2.3 (a) beweist dies

ρ(CV (v)) = CW (v),

also dass v ein guter 2-Sylowtwist ist. Für die Behauptung müssen wir nun die maximale
Fortsetzbarkeit bei CH(v)�CV (v) beweisen. Mit dem Isomorphismus folgt dies aus 4.1.4.

Bei (b) ist φ gemäß Bemerkung 2.3.12 ein 1-Sylowtwist. Rechnungen in der Weyl-
gruppe zeigen, dass CW (φ) eine Coxetergruppe vom Typ F4 ist. Aus 5.2.3 (b) erhalten
wir CV (φ) = CV (τ(w0)) und CH(φ) = CH(τ(w0)). Insbesondere ist daher φ auch ein
guter 1-Sylowtwist. Aus den Ausführungen für (a) ist die maximale Fortsetzbarkeit bei
CH(φ) � CV (φ) bekannt. Dies beweist (b).

Bei (c) folgt aus Lemma 5.2.3 (b) die Gleichung CV (vφ) = V . Zusammen mit Lemma
5.2.1 beweist dies die Behauptung.

Bei den späteren Computerberechnungen nützen wir folgendes charaktertheoretisches
Hilfsmittel.

Lemma 5.2.5. Seien vφ ein guter d-Sylowtwist für (V, φ) mit U := CV (vφ). Für jede
maximale Untergruppe K1 von K := H ∩ U gelte

K ∩ [NU(K1),NU(K1)] ≤ K1.

Dann ist vφ ein sehr guter d-Sylowtwist.
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Beweis. Sei 1 6= χ ∈ Irr (K). Der Kern von χ bildet eine maximale Untergruppe K1 von
K. Die Trägheitsgruppe von χ ist dann I := IU(χ) = NU(K1). Nun können wir χ wegen
der Voraussetzung des Lemmas

K ∩ [I, I] ≤ ker(χ)

zu einem Charakter auf 〈K, [I, I]〉/[I, I] liften und gemäß Lemma 3.1.1 (c) auf die abel-
sche Gruppe I/[I, I] fortsetzen. Damit haben wir eine maximale Fortsetzung von χ auf
I.

Anhand dieses Kriteriums prüfen wir Satz 5.1.5 nach. Wir beschränken uns zuerst
auf Fälle, in denen φ trivial auf V operiert.

Satz 5.2.6. Seien V eine erweiterte Weylgruppe vom Typ E6, E7, E8, F4 oder G2 und
d 6= 1 eine reguläre Zahl der zugehörigen Coxetergruppe W . Dann gibt es einen sehr
guten d-Sylowtwist v.

Beweis. Wir unterscheiden dabei verschiedene Fälle. Wir beginnen mit d = 2, be-
trachten dann den Fall, in dem die relative Weylgruppe zyklisch ist, und beschreiben
anschließend das Vorgehen bei d2 6= d.

Für d = 2 haben wir die Behauptung in den Lemmata 5.2.4 und 5.2.2 bewiesen.
In [BM97, Anhang 1] finden wir eine Liste guter Wurzeln von w2

0, deren Bilder unter τ
gemäß Bemerkung 2.3.12 Sylowtwists sind. In der unten aufgeführten Tabelle 5.1 werden
die dort eingeführten Bezeichnungen bzw. Elemente verwendet. Mit diesen berechnen
wir die relative Weylgruppe WG(L) aus Lemma 1.1.10. Ist diese zyklisch, so folgt die
Aussage wegen WG(L) = CW (w) bei regulären Zahlen d mit Lemma 5.1.6.

In den Fällen mit d = d2 > 2 zeigen Computerrechnungen, dass die angegebenen
Elemente sehr gute d-Sylowtwists sind. In der vierten Spalte der Tabelle steht der sehr
gute d-Sylowtwist.

Ist d keine Potenz von 2, so finden wir mit Hilfe der Liste aus [BM97, Anhang 1]
einen d-Sylowtwist vφ. Wir haben die bisherigen Sylowtwists so gewählt, dass wir schon
wissen, dass (vφ)d2′ ein sehr guter Sylowtwist ist. Also ist dann auch vφ ein sehr guter
d-Sylowtwist.

Die Tabelle 5.1 zeigt die Vorgehensweise in den einzelnen Fällen auf.

Es bleiben die Fälle, in denen F kein Standard-Frobeniusendomorphismus ist und
damit einen nichttrivialen Automorphismus auf V gemäß 2.2.6 und 2.3.3 induziert.

Satz 5.2.7. Seien V eine erweiterte Weylgruppe vom Typ E6 bzw. D4 und φ ein Auto-
morphismus von V , der von einem nichttrivialen Graphautomorphismus induziert wird,
mit o(φ) = 2 beim Typ E6 und o(φ) = 3 beim Typ D4. Weiter seien W die Weylgruppe
zu V und d eine reguläre Zahl für Wφ. Dann gibt es einen sehr guten d-Sylowtwist für
(V, φ).
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Tabelle 5.1: Vorgehen bei regulärem d > 2 und exzeptionellen Gruppen mit φ = 1

Typ d
CW (ρ(v))

ist zyklisch
nachgerechnet

für
Reduktion

E6 3 d = 1 mit v = 1V

4 v = τ(r(w′)2)
6 d = 2 mit v = τ(w0)

8, 9, 12 ×
E7 3, 5 d = 1 mit v = 1V

6 d = 2 mit v = τ(w0)
7, 9, 14, 18 ×

E8 3, 5 d = 1 mit v = 1V

6, 10 d = 2 mit v = τ(w0)
4 v = τ(r(w)6)
8 v = τ(r(w)3)
12 d = 4 mit v = τ(r(w)6)

15, 20, 24, 30 ×
F4 3 d = 1 mit v = 1V

4 v = τ(r(c3))
6 d = 2 mit v = τ(w0)

8, 12 ×
G2 3 d = 1 mit v = 1V

6 d = 2 mit v = τ(w0)

Beweis. Wir gehen wie im vorangegangenen Satz vor und stellen erstmal fest, welche
Aussagen bereits in den vorangegangenen Lemmata bewiesen wurden. Dann beweisen
wir die Behauptung bei zyklischer relativer Weylgruppe. Für die verbleibenden Fälle
benutzen wir Computerrechnungen und verwenden das Lemma 5.1.7.

Im Lemma 5.2.4 wurde die Aussage 5.1.5 für die Fälle gezeigt, in denen V vom Typ
E6 ist und d ∈ {1, 2} gilt.

In den Fällen, in denen die relative Weylgruppe zyklisch ist, folgt die Aussage nicht
aus 5.1.6. Wir wissen aber aus Lemma 5.1.3, dass jeder guter d-Sylowtwist auch sehr
gut ist.

Seien V die erweiterte Weylgruppe vom Typ E6 und d ∈ {8, 12, 18}. Aus [BM97,
S.131] entnehmen wir eine gute d-te φ-Wurzel wφ von w2

0. Dabei ist w ein φ-stabiles
Element der Ordnung d. Dann gelten für v := τ(w) die Aussagen v ∈ CV (τ(w)φ),
〈v〉 ≤ CV (vφ) und 〈ρ(v)〉 ≤ ρ(CV (vφ). Gemäß den Ausführungen in [BM97] gilt zudem
CW (ρ(τ(w)φ)) ∼= Cd. Wegen

Cd
∼= 〈ρ(v)〉 ≤ ρ(CV (vφ)) ≤ CW (ρ(τ(w)φ)) ∼= Cd

ist vφ ein guter d-Sylowtwist. Also ist τ(w)φ ein sehr guter d-Sylowtwist.
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Ist die Gruppe V vom Typ D4 mit o(φ) = 3, entnehmen wir den Tabellen aus dem
Artikel [BM97] eine gute d-te φ-Wurzel wφ und definieren mit vφ := τ(w)φ einen d-
Sylowtwist. Gemäß den Tabellen gilt CW (ρ(v)φ) ∼= C4. Aus (vφ)3 ∈ CV (vφ) ergibt
sich

C4
∼=
〈
(vφ)3

〉
≤ ρ(CV (vφ)).

Also ist vφ ein sehr guter Sylowtwist.
Für die verbleibenden d’s gehen wir wie im Beweis zu 5.2.6 vor. Die Tabelle 5.2

gibt nun die dabei verwendeten Elemente und die einzelnen Fälle an. Wie schon eben
verwenden wir die in [BM97, A1] definierten Elemente mit der dort eingeführten Be-
zeichnungsweise.

Typ d
CW (ρ(v)φ)
ist zyklisch

nachgerechnet
für

Reduktion auf

2E6 3 d = 1 mit vφ = φ
4 vφ = τ(r(c3))φ
6 d = 2 mit vφ = τ(w0)φ

8, 12, 18 ×
3D4 1 vφ = φ

2 vφ = τ(w0)φ
3 d = 1 mit v = 1V

6 d = 2 mit v = τ(w0)
12 ×

Tabelle 5.2: Vorgehen bei regulärem d mit φ 6= 1

Für die d-Sylowtwists aus der letzten Spalte wurden die Aussagen bereits im Lemma
5.2.4 bzw. 5.2.2 gezeigt. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir haben also mit den zwei vorangegangenen Sätzen den Beweis von Satz 5.1.5
abgeschlossen. Nun betrachten wir die Suzuki- und Reegruppen.

Lemma 5.2.8. Seien G ∈
{
B2(Fq),G2(Fq),F4(Fq)

}
und F : G → G eine Frobenius-

abbildung, so dass GF eine Suzuki- oder Reegruppe ist. Weiter seien L eine Sylowlevi-
gruppe von (G, F ) und N ihr Sylownormalisator. Bei L � N liegt maximale Fortsetz-
barkeit vor.

Beweis. Wir stellen zunächst zwei zentrale Hilfsmittel vor: das eine wiederholt die Be-
sonderheiten bei 2 q und das andere ist ein Kriterium, um zu erkennen, dass eine Sylow-
levigruppe ein Torus ist. Anschließend zeigen wir, dass unter obigen Voraussetzungen
jede Sylowlevigruppe ein Torus ist oder mit G übereinstimmt, und betrachten die Si-
tuation bei (G2(F3), F ).
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5.2 Regulärer Fall

Bei G ∈
{
B2(Fq),F4(Fq)

}
ist die Charakteristik des zugrunde liegenden Körpers 2. In

diesem Fall wurde die Behauptung für Sylowlevigruppe, die gleichzeitig Tori sind, in der
Bemerkung 5.1.2 bewiesen.

Seien X das Charaktergitter, Y das Kocharaktergitter von G, Y := Y ⊗ C und
Ψ ein beliebiges tp-zyklotomische Polynom. Die Ψ-Sylowlevigruppe des Ψ-Sylowtorus
(X ′, Y ′, wφ) ist laut 1.3.4 ein Torus, falls Y ′⊥ ∩ R = ∅. Hat ΨaΨ den Grad dim(Y ), so
gilt

kerY (Ψ(wφ)) = Y

für jedes Element wφ ∈ Wφ, für das (X ′, Y ′, wφ) ein Ψ-Sylowtorus ist. Also gilt dann
auch Y ′ = Y und Y ′⊥ ∩R = ∅. Die zugehörige Ψ-Sylowlevigruppe ist also ein Torus.

Die Ordnungen der nichttrivialen Ψ-Sylowtori von (B2(F2), F ) besitzen den Grad 2,
wie wir anhand der in [BM92, S.262] angegebenen Polynome erkennen.

Für die Gruppe 2F4(q) stehen die Ordnungspolynome der nichttrivialen Sylowtori
ebenfalls in [BM92, 3F] und haben Grad 4. Daher sind auch hier alle Sylowlevigruppen
Tori.

Die Gruppe 2G2(q) ist über einem Körper der Charakteristik 3 definiert. Hier sind
die relativen Weylgruppen der Sylowtori stets zyklisch, wie man der Tabelle aus [BM97,
Anhang 1, S.133] entnehmen kann. Aus Lemma 5.1.3 folgt, dass die Charaktere der
Sylowlevigruppe sich im Sylownormalisator maximal fortsetzen lassen.

Insgesamt haben wir also folgende Aussage bewiesen.

Satz 5.2.9. Seien G eine universelle Chevalleygruppe und F : G → G eine Frobenius-
abbildung, so dass GF eine der Gruppen{
E6,sc(q),E7,sc(q),E8,sc(q),F4,sc(q),G2,sc(q),

2E6,sc(q),
3D4,sc(q),

2B2,sc(q),
2F4,sc(q),

2G2,sc(q)
}

für eine geeignete Primzahlpotenz q ist. Weiter seien L eine Sylowlevigruppe von (G, F )
und N der zugehörige Sylownormalisator. Dann sind alle Charaktere λ ∈ Irr (L) maxi-
mal in N fortsetzbar.

Beweis. Die Sätze 5.2.6 und 5.2.7 beweisen Satz 5.1.5. Daraus folgt mit dem Lemma
5.1.1 die Behauptung, falls GF keine Suzuki- oder Reegruppe ist.

In diesen verbleibenden Fällen zeigt Lemma 5.2.8 die Aussage.

Im nächsten Abschnitt dehnen wir diese Aussage auch auf nichtreguläre d-Werte aus.
Wir vermuten, dass es auch bei klassischen Gruppen sehr gute Sylowtwists gibt, beweisen
dies aber nicht in dieser Arbeit.
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5.3 Nichtregulärer Fall

Wir verallgemeinern Satz 5.2.9 und zeigen, dass die maximale Fortsetzbarkeitseigen-
schaft auch gilt, wenn d nicht regulär ist.

Dazu berechnen wir mit Lemma 1.1.10 die Faktorgruppe N/L. Wir erhalten dabei
folgende Tabelle 5.3, welche die relativen Weylgruppen für alle nichtregulären Zahlen aus
5.2.9 angibt. Die dort angegebenen relativen Weylgruppen werden berechnet, indem ein
d-Sylowtwist mit dem Computer und anschließend mit dem Lemma 1.1.10 die relative
Weylgruppe bestimmt wird. In der Tabelle steht G8 für die entsprechende komplexe
Spiegelungsgruppe nach der Notation von Shephard-Todd [ST54].

Typ d WG(L)

E6 5 C5

E7 4 G8

5 C10

8 C8

10 C10

12 C12

E8 7 C14

9 C18

14 C14

18 C18
2E6 10 C5

Tabelle 5.3: Relative Weylgruppen bei nichtregulärem d

Bei zyklischer relativer Weylgruppe können wir das Lemma 5.1.3 anwenden. Wir kon-
zentrieren uns nun auf die Fälle, in denen die Faktorgruppe nicht zyklisch ist. Folgende
Vorgehensweise ist ein Beispiel, wie die Fortsetzbarkeitseigenschaft bei nichtregulärem
d im Allgemeinen bewiesen werden kann.

5.3.1 (Vorgehensweise beim nichtregulären Fall). Der Beweis erfolgt in diesen
Schritten:

• Bestimmung einer F -stabilen Untergruppe G′ ≤ G und eines d-Sylowtwists v mit
Zusatzeigenschaften,

• Bestimmung einer d-Sylowlevigruppe in (G, vF ) und Analyse ihrer Struktur,

• Bestimmung des zugehörigen d-Sylownormalisators und Auffinden eines d-
Sylownormalisator von (G′, vF eG′),

• Beweis der maximalen Fortsetzbarkeit mit Resultaten aus Abschnitt 3.2.
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5.3 Nichtregulärer Fall

Ziel der Überlegung ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 5.3.2. Seien R ein Wurzelsystem vom Typ E7 und RF = {α1, . . . , α7} ein Funda-
mentalsystem von R mit folgendem Dynkindiagramm.

α1
• α3

• α4
• α5

• α6
• α7

•

α2
•

Seien G die universelle Chevalleygruppe zu R über Fq, F : G → G der Standard-
Frobeniusendomorphismus, L eine 4-Sylowlevigruppe für (G, F ) und N der zugehörige
Sylownormalisator. Dann sind die Charaktere von L in N maximal fortsetzbar.

Wie in Abschnitt 1.3 beschrieben beginnen wir die Konstruktion von d-
Sylowlevigruppen mit der Wahl eines d-Sylowtwists.

Lemma 5.3.3. Seien R′ das parabolische Unterwurzelsystem zu RF
′ := {α1, . . . , α6}

und G′ := 〈Xα | α ∈ R′〉 ≤ G, die gemäß Lemma 2.1.9 eine universelle Chevalleygruppe
zu R′ ist. Dann ist das Element v := n3n4n2n3n4n5 ∈ V sowohl für (G, F ) als auch
(G′, F eG′) ein 4-Sylowtwist.

Beweis. Wir zeigen, dass die Voraussetzungen für das Lemma 2.3.16 erfüllt sind und
beweisen damit die Aussage.

In R liegt das parabolische Wurzelsystem R̃1 vom Typ D4 mit dem Fundamentalsystem

{α2, . . . , α5}. Zu R̃1 bildet G4 :=
〈
Xα

∣∣∣ α ∈ R̃1

〉
laut Lemma 2.1.9 eine universelle

Chevalleygruppe. Gemäß [BM97, A1.3] ist ρ(v) ein reguläres Element von W eR1
der

Ordnung 4 und damit v ein 4-Sylowtwist von (G4, F eG4
).

Gemäß Bemerkung 2.2.7 und den in [Car72, 10.2.5] angegebenen Spiegelungsgraden
der Gruppen gilt aD4(4) = aE7(4) = aE6(4) = 2. Dabei gibt der Index den Typ des
zugrunde liegenden Wurzelsystems an.

Laut Lemma 2.3.16 ist unter diesen Voraussetzungen v auch ein Sylowtwist von
(G′, F ′) und (G, F ).

Wir konstruieren nun anhand der Aussagen in 1.3 eine 4-Sylowlevigruppe vonn (G, F ).

Lemma 5.3.4. Seien G = (X,R, Y,R∨,W ) das vollständige Wurzeldatum von (G, F )
und v der d-Sylowtwist aus 5.3.3. Dann gibt es einen d-Sylowtorus S von G und einen
d-Sylowtorus S ≤ G von (G, vF ) mit:

(a) L := CG(S) = (X, R̃2, Y, R̃
∨
2 ,W eR2

ρ(v)) mit R̃2 = {±β1,±β2,±β3}
und β1 := α7, β2 := α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + α7 und
β3 := 2α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 3α5 + 2α6 + α7,

(b) CG(S) = 〈T,G2〉 mit G2 :=
〈
Xα

∣∣∣ α ∈ R̃2

〉
und T := 〈hα(t) ∈ G | α ∈ R〉.
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(c) L := CG(S) = T1 ◦Z G2 mit Z := 〈hα2(−1)hα5(−1), hα2(−1)hα3(−1)〉 und

T1 :=
〈
hα(t)

∣∣∣ α ∈ R̃1

〉
, wobei R̃1 das Wurzelsystem mit dem Fundamentalsystem

{α2, . . . , α5} ist,

(d) L0 � LvF und
∣∣LvF : L0

∣∣ = (ggT(q − 1, 2))2 mit L0 = T1 ◦Z G2, G2 := GvF
2 und

T1 := TvF
1 .

L

(ggT(2,q−1))2

L0 = T1 ◦Z G2

qqqqqqqqqqqqq

NNNNNNNNNNN

T1

MMMMMMMMMMMMM G2

qqqqqqqqqqqq

T1 ∩G2

(ggT(2,q−1))2

1

Beweis. Mit dem 4-Sylowtwist v von (G, F ) und dem Lemma 1.3.3 erhalten wir 4-
Sylowtori S und S.

Gemäß Lemma 1.3.4 konstruieren wir mit Hilfe von v die generische Gruppe L des
Sylownormalisators L und berechnen mit dem Computer die Wurzeln R̃2 von L. Daraus
ergeben sich dann die in (a) und (b) angegebenen Formeln.

Für die Aussage bei (b) zeigen wir [T1,G2] = 1, berechnen T1 ∩ G2 und beweisen
T ≤ 〈T1,G2〉.

Aus R̃1 ⊥ R̃2 folgt mit den Relationen in 2.1.7 (a) die Gleichung [T1,G2] = 1. Die

Menge RF 2 := {β1, β2, β3} bildet ein Fundamentalsystem von R̃2. Jedes Element aus
T1 ∩G2 liegt in T1 und gleichzeitig in

T2 := G2 ∩T =
〈
hα(t) ∈ G

∣∣∣ α ∈ R̃2

〉
.

Daher ist jedes Element x ∈ T1 ∩G2 = T1 ∩T2 gemäß 2.1.6 (h) ein Produkt der Form

x =
5∏

i=2

hαi
(t′i) mit eindeutig bestimmten t′i ∈ F?

q

und lässt sich auch durch

x =
3∏

i=1

hβi
(ti) mit geeigneten ti ∈ F?

q
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5.3 Nichtregulärer Fall

ausdrücken. Mit Hilfe von 2.1.6 (g) können wir hβi
(ti) umformen und erhalten daraus

x = hα1(t
2
3)hα2(t2t

2
3)hα3(t2t

3
3)hα4(t

2
2t

4
3)hα5(t

2
2t

3
3)hα6(t

2
2t

2
3)hα7(t1t2t3).

Zusammen mit der Aussage in 2.1.6 (h) folgt daraus dann

t1, t2, t3 ∈ {±1} mit t1t2t3 = 1

und x ∈ 〈hα5(−1)hα2(−1), hα2(−1)hα3(−1)〉, also T1 ∩G2 = Z. Ähnliche Überlegungen
zeigen auch T ≤ 〈T1,T2〉. Dies beweist L = T1 ◦Z G2.

Jedes Element x ∈ L ist das Produkt von Elemente t ∈ T1 und g ∈ G2 mit (tg)vF = tg.
Wegen T1 ∩G2 = Z gilt daher tvF t−1 = gvFg−1 ∈ Z. Da gleichzeitig die Gruppen T1

und G2 reduktiv sind, hat L0 den Index |Z| = (ggT(2, q − 1))2 in L und ist damit ein
Normalteiler von L.

Die Gruppen L, L0, T1 und G2 erfüllen dabei folgenden gruppentheoretischen Aussa-
gen:

Lemma 5.3.5. Die Gruppen aus Lemma 5.3.4 erfüllen

• T1 ≤ Z(L),

• L0 � L, L/L0 ist abelsch.

Beweis. Diese Aussagen ergeben sich aus der Definition der Gruppen.

Der zu L gehörende 4-Sylownormalisator in (G, vF ) wird mit Hilfe der schon bekann-
ten relativen Weylgruppe berechnet.

Lemma 5.3.6. Seien V , H, {ni|1 ≤ i ≤ 7} und {hi|1 ≤ i ≤ 7} wie in Lemma 2.3.1
als Untergruppen und Elemente von G definiert, U6 := 〈ni | 1 ≤ i ≤ 6〉vF und U5 :=
〈ni | 2 ≤ i ≤ 5〉vF . Dann gelten:

(a) U6 ∩ L ≤ T1.

(b) Die Gruppe N := 〈U6, L〉 ist der Sylownormalisator von L.

(c) CU6(G2) = U5.

(d) Es gibt eine Wahl der Konstanten bei der Definition von G, so dass für jedes
Element u ∈ U6 eine Permutation σ ∈ S3 mit

xβi
(t)u = xβσ(i)

(t) und x−βi
(t)u = x−βσ(i)

(t) für alle t ∈ Fq

existiert. Weiter gibt es zu jedem Element σ ∈ S3 ein so operierendes Element.

(e) [U5, L] ≤ T1 und [U5, G2] = 1.
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N

vvvvvvvvv

AA
AA

AA
AA

〈T1, U6〉
S3

L

ggT(2,q−1)2

〈T1, U5〉

GGGGGGGGG
L0

~~
~~

~~
~~

AA
AA

AA
AA

T1

AA
AA

AA
AA

G2

||
||

||
||

Z

1

Beweis. Für (a) bestimmen wir U6 ∩ L. Den Sylownormalisator ermitteln wir mit Hilfe
von Lemma 1.3.5. Die Aussagen in (c) und (d) ergeben sich aus Computerrechnungen
und Eigenschaften der Wurzeln.

Aus ρ(L ∩N) = 〈wβi
| i ∈ {1, 2, 3}〉 für N =

〈
nα(t)

∣∣∣ α ∈ F?

q

〉
und den Berechnungen

von ρ(U6) zeigen

ρ(U6) ∩ ρ(L ∩N) = 1.

Daraus folgt (U6 ∩ L) ≤ T bzw. U ∩ L ≤ H. Computerrechungen ergeben
U6 ∩ L = CH(v) = 〈h2h3, h3h5〉. Diese Gruppe liegt in T1.

Mit dem Computer prüfen wir auch

〈ρ(U6),WR′〉/WR′ ∼= WG(L)

nach. Daraus folgt mit Hilfe von Lemma 1.3.5 (b) die Aussage (b).

Aus R̃1 ⊥ R̃2 und

α+ β /∈ R für alle α ∈ R̃1 und β ∈ R̃2

folgt mit Hilfe von Bemerkung 2.1.7 (b) die Inklusion U5 ≤ CU6(G2).
Die Nebenklassen von U5 in U6 permutieren die Gruppen G2,i := 〈Xβi

,X−βi
〉

(1 ≤ i ≤ 3) auf die in (d) angegebene Weise. Dies ist Ergebnis entsprechender Rech-
nungen auf dem Computer, wenn wir die Relationen aus 2.1.6 berücksichtigen. Daraus
folgt CU6(G2) = U5.

Die Aussagen [U5, L] ≤ T1 und [U5, G2] = 1 sind eine direkte Konsequenz der bisheri-
gen Ergebnisse.

Wir benötigen später genauere Aussagen über die Struktur von G2.
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5.3 Nichtregulärer Fall

Lemma 5.3.7. Für G2,i := 〈Xβi
,X−βi

〉 gilt G2 = G2,1 ×G2,2 ×G2,3.

Beweis. Die Wurzeln βi sind orthogonal zueinander. Zudem gilt

±βi ± βi′ /∈ R für alle i 6= i′.

Daraus folgt [G2,i, 〈G2,i′ ,G2,i′′〉] = 1 für {i, i′, i′′} = {1, 2, 3} mit Hilfe von Lemma 2.1.7
(b) und

G2,i ∩ 〈G2,i′ ,G2,i′′〉 ≤ Z(G2,i) ∩ 〈G2,i′ ,G2,i′′〉 .

Nach 2.1.9 (a) sind die Gruppen G2,i isomorph zu einer Faktorgruppe von
A1,sc(Fq). Somit können wir mit Hilfe von Korollar 2 aus [Ste68b, S.41] auch

Z(G2,i) ≤
〈
hβi

(t)
∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
bzw. Z(〈G2,i′ ,G2,i′′〉) =

〈
hβi′

(t), hβi′′
(t)
∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
folgern.

Mit Hilfe von 2.1.6 (g) und den schon im Beweis zu Lemma 5.3.4 aufgeführten Rech-
nungen folgt

G2,i ∩ 〈G2,i′ ,G2,i′′〉 = 1.

Dies beweist die Behauptung.

Daraus ergibt sich folgendes Lemma für L0 � L.

Lemma 5.3.8. Bei L0 � L liegt maximale Fortsetzbarkeit vor.

Beweis. Gemäß den Ausführungen in Lemma 5.3.4 ist L/L0 bei 2 - q isomorph zu C2×C2.
Jeder irreduzible Charakter von L0 ist das Produkt λ.η zweier Charaktere λ ∈ Irr (T1)
und η ∈ Irr (G2) mit Irr (Z | λ) = Irr (Z | η).

Gemäß Lemma 3.1.1 (a) genügt es zu zeigen, dass jeder Charakter λ.η ∈ Irr (L0) mit
IL(λ.η) = L sich maximal in L fortsetzt. Weiter ist η gemäß den Ausführungen über
die Struktur von G2 das Produkt eindeutig bestimmter Charaktere ηi ∈ Irr (G2.i | η)
(1 ≤ i ≤ 3). Die Elemente aus TvF \ L0 operieren auf G2,i und damit auf ηi durch
Konjugation von hβi

(ζ) mit einer primitiven 2(q − 1)-ten Einheitswurzel ζ ∈ Fq. Aus
der Invarianz von λ.η folgt

η
hβi

(ζ)

i = ηi für 1 ≤ i ≤ 3.

Nun ist jeder Charakter ηi auf 〈G2,i, hβi
(ζ)〉 zu η̃i gemäß 3.1.1 (a) fortsetzbar. Ähnliche

Überlegungen zeigen auch, dass λ auf
{
x ∈ T1

∣∣ xvFx−1 ∈ Z
}

zu λ̃ fortsetzbar ist. Der

Charakter λ̃.(η̃1× η̃2× η̃3) auf
{
x ∈ L

∣∣ xvFx−1 ∈ Z
}

kann zu einer Fortsetzung von λ.η
auf L eingeschränkt werden. Also ist λ.η auf L fortsetzbar.

Dies beweist die Behauptung.
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Die Konstruktion maximaler Fortsetzungen wird vereinfacht, wenn immer ähnliche
Strukturen bei der Trägheitsgruppe vorliegen. Daher werden wir im späteren Beweis
statt eines Charakters einen dazu konjugierten betrachten, dessen Trägheitsgruppe die-
sen Anforderungen genügt.

Lemma 5.3.9. Seien λ ∈ Irr (T1), η ∈ Irr (G2) mit Irr (Z | λ) = Irr (Z | η) und
ζ eine primitive 2(q − 1)-te Einheitswurzel in Fq. Dann gibt es ein Element k ∈
〈hβi

(ζ) | i ∈ {1, 2, 3}〉, so dass für µ := (λ.η)k die Gleichung

IN(µ) = 〈IU6(µ), IL(µ)〉

gilt.

Beweis. Wir wählen zunächst ein Element k und weisen für µ die behaupteten Eigen-
schaften nach.

Wie im Beweis zu Lemma 5.3.8 schon beschrieben können wir η als Produkt der
Charaktere η1 × η2 × η3 schreiben. Die Operation von 〈hβ1(ζ)〉 zerlegt Irr (G2,1) in
Bahnen. Sei T1 eine Transversale von Irr (G2,1) bezüglich dieser Operation mit η1 ∈ T1.

Gemäß den Ausführungen gibt es ein Element u2 ∈ U6 zur Permutation (1, 2), also
ein Element mit

Gu2
2,1 = G2,2 und Gu2

2,2 = G2,1.

Für dieses Element ist T2 := T u2
1 eine Transversale in Irr (G2,2) unter der Operation von

〈hβ2(ζ)〉. Es gibt somit ein Element k2 ∈ 〈hβ2(ζ)〉 mit ηk2
2 ∈ T2.

Analog gibt es auch ein Element u3 ∈ U6 zur Permutation (1, 3), also ein Element mit

Gu3
2,1 = G2,3 und Gu3

2,3 = G2,1.

Wir wählen ein Element k3 mit ηk3
3 ∈ T u3

1 .
Sei nun k := k2k3 und µ := ηk = η1 × ηk2

2 × ηk3
3 . Aus der Konstruktion ergibt sich die

behauptete Struktur der Trägheitsgruppe.

Wir sind nun in der Lage die gewünschte maximale Fortsetzbarkeit zu beweisen.

Beweis von Satz 5.3.2. Mit dem Computer prüfen wir zuerst die maximale Fortsetzbar-
keit bei (T1 ∩ U6) � U6. Daher existiert gemäß Satz 3.1.6 für jeden Charakter λ ∈ Irr (T1)
auch eine Fortsetzung auf IN1(λ) mit N1 := 〈U6, T1〉.

Seien χ ∈ Irr (L), λ ∈ Irr (T1 | χ) und η ∈ Irr (G2 | χ). Gemäß Lemma 5.3.9 können
wir annehmen, dass für λ.η die Gleichung

IN(λ.η) = 〈IN1(λ.η), IL(λ.η)〉 .

Ansonsten gibt es ein Element k ∈ 〈hβi
(ζ) | 1 ≤ i ≤ 3〉, so dass (λ.η)k diese Eigenschaft

besitzt. Aus einer maximalen Fortsetzung von χk entsteht durch Konjugieren mit k−1

eine maximale Fortsetzung von χ.
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5.3 Nichtregulärer Fall

Die 3-Sylowgruppe von G8 ist zyklisch. Daher genügt es gemäß Lemma 3.1.2 den
Charakter χ auf eine Untergruppe L ≤ I2 ≤ IN(χ) mit

I2/L ∈ Syl2

(
IN(χ)/L

)
fortzusetzen. In dieser Gruppe ist INC

(χ) mit NC := 〈T1, U5〉 ein Normalteiler vom Index
1 oder 2. Die weitere Vorgehensweise richtet sich nach den Eigenschaften von IL(λ.η).

1.Fall: IL(λ.η) = L  L0

Gemäß dem Lemma 5.3.8 und dem Satz von Gallagher 3.1.3 ist χ eine Fortsetzung
von λ.η, da L/L0 abelsch ist. Es existiert zudem eine Fortsetzung λ̃ auf IN1(λ).

Sei λ′ := λ̃
⌉

IN1
(χ)

.

I2

OOOOOOOOOOOOOO

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

I〈NC ,L〉(χ)

OOOOOOOOOOOOOO

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

χ̃

IN1(λ) ∩ I2

OOOOOOOOOOO L χ

λ′ INC
(λ)

OOOOOOOOOOOOO
L0

ooooooooooooooo

OOOOOOOOOOOOOOO

λ T1

OOOOOOOOOOOOOOOO G2

oooooooooooooooo

Z η

O�
O�
O�

Das Bild, bei dem die Charaktere immer neben der entsprechenden Gruppe stehen,
verdeutlicht unsere Vorgehensweise.

Nach den Ausführungen in den Lemmata 5.3.6 und 5.3.5 können wir das Lemma
3.2.4 hier anwenden. Nach diesem gibt es eine Fortsetzung χ̃ von χ auf I〈NC ,L〉(χ)
mit

χ̃eINC
(λ) = χ(1)λ′.

Dieser Charakter ist invariant in I2. Wegen der zudem zyklischen Faktorgruppe
I2/〈INC

(χ), L〉 folgt daraus mit Lemma 3.1.1 (a), dass wir χ auf I2 fortsetzen
können.
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Kapitel 5: Exzeptionelle Typen

2.Fall: L0 ≤ IL(λ.η) � L

Es gibt gemäß 3.1.1 (a) eine Fortsetzung µ von λ.η auf IL(λ.η), die auf L den
Charakter χ gemäß 3.1.4 auf L den Charakter χ induziert, d.h. χ = µL und
statt χ werden wir zunächst den Charakter µ in N maximal fortsetzen. Auch hier

benutzten wir eine Fortsetzung λ̃ von λ auf IN1(λ) und λ′ := λ̃
⌉

INC
(λ)

.

Gemäß dem Lemma 3.2.4 gibt es eine Fortsetzung θ von µ auf 〈INC
(λ.η), IL(λ.η)〉.

Für diesen Charakter gilt

θ(nl) = λ′(n)µ(l) für alle n ∈ INC
(λ.η), l ∈ IL(λ.η).

Dieser Charakter ist aufgrund der Konstruktion in IN1(λ.η) invariant. Da für die
Trägheitsgruppe von λ.η die Gleichung

IN(λ.η) = 〈IN1(λ.η), IL(λ.η)〉

gilt, ist dieser Charakter in ganz IN(λ.η) invariant und gemäß 3.1.1 (a) auf

IN(λ.η) ∩ I2 zu θ̃ fortsetzbar. Der induzierte Charakter θ̃I2 ist gemäß dem Lemma
von Mackey eine maximale Fortsetzung von χ.

θ̃I2 I2

θ̃ IN(λ.η) ∩ I2

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

PPPPPPPPPPPP θ

v6 v6 v6 v6 v6 v6 v6 v6 v6

I〈NC ,L〉(λ.η)

PPPPPPPPPPPP
L

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP
χ

IN1(χ) ∩ I2

PPPPPPPPPPPP
I〈NC ,L0〉(χ)

PPPPPPPPPPPPPP

nnnnnnnnnnnn
IL(λ.η) µ

λ′ INC
(λ)

QQQQQQQQQQQQQQ
L0

mmmmmmmmmmmmmmmm

QQQQQQQQQQQQQQQQ λ.η

λ T1

QQQQQQQQQQQQQQQQQ G2

mmmmmmmmmmmmmmmmm

Z η

O�
O�
O�

Insgesamt ist also χ ∈ Irr (L) auf I2 fortsetzbar und damit gemäß 3.1.2 maximal in
N fortsetzbar. Die Gruppe N bzw. L ist eine 4-Sylowlevigruppe von (G, vF ) bzw. ihr
4-Sylownormalisator. Die maximale Fortsetzbarkeit bei diesen Gruppen überträgt sich
mit Hilfe des Lemmas 1.2.5 auf alle Sylowlevigruppen von (G, F ).
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5.3 Nichtregulärer Fall

Damit haben wir also folgenden Satz bewiesen

Satz 5.3.10. Seien G eine universelle Chevalleygruppe über Fq, F : G → G eine
Frobeniusabbildung, so dass G := GF isomorph zu einer der Gruppen{

E6,sc(q),E7,sc(q),E8,sc(q),F4,sc(q),G2,sc(q),
2E6,sc(q),

3D4,sc(q),
2B2(q),

2F4(q),
2G2(q)

}
ist. Seien L eine d-Sylowlevigruppe von (G, F ) und N ein d-Sylownormalisator von
(G, F ). Dann sind alle Charaktere von L in N maximal fortsetzbar.

Beweis. Ist d eine reguläre Zahl von (G, F ), so beweist der Satz 5.2.9 die Behauptung.
Bei den übrigen d ist laut Tabelle 5.3 entweder die relative Weylgruppe zyklisch und

das Lemma 5.1.3 anwendbar oder die in Satz 5.3.2 beschriebene Situation liegt vor. In
diesen Fällen gilt also ebenfalls die Behauptung.

Die hier aufgeführten Methoden können wir auch bei klassischen Gruppen verwenden.
Jedoch ersetzen generelle Rechnungen mit den Elementen den Computereinsatz.
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Kapitel 6

Ein allgemeines
Fortsetzungskriterium

In diesem Kapitel stellen wir eine Methode vor, die wir bei den meisten klassischen
Gruppen benutzen, um die maximale Fortsetzbarkeit für reguläres d zu beweisen. Bei
den klassischen Gruppen mit zugrunde liegenden Wurzelsystemen vom Typ Al, Bl oder
Cl sind die auftretenden relativen Weylgruppen jeweils Kranzprodukte. Beim Beweis
der maximalen Fortsetzbarkeit in diesen Fällen führt die stets gleiche Vorgehensweise
zum Erfolg. Daher formulieren wir in diesem Kapitel einen allgemeinen Beweis, für den
wir die Voraussetzungen in den einzelnen Typen später nachprüfen.

Im ersten Abschnitt erläutern wir am Beispiel der 1-Sylowtori in der SLl(q) die Stra-
tegie. Auch wenn die relative Weylgruppe dabei isomorph zu Sl ist und daher einige
Zwischenschritte beim Beweis nicht nötig sind, können wir dabei die wichtigsten Ideen
sehen.

Im zweiten Abschnitt definieren wir wichtige Unterstrukturen und formulieren die
Bedingungen. Zentral sind die Definitionen einiger Untergruppen, die wir zu Unterwur-
zelsystemen assoziieren.

Im Abschnitt 6.3 konstruieren wir sukzessive in verschiedenen Situationen Abbildun-
gen, die Charaktere auf jeweilige maximale Fortsetzungen abbilden. Für diese Abbil-
dungen weisen wir dann weitere

”
praktische“ Eigenschaften nach. Diese ermöglichen

den Beweis von Satz 6.3.15, mit dem wir später in den einzelnen Fällen die maximale
Fortsetzbarkeit der Charaktere auf d-Sylowlevigruppen beweisen werden.

Im letzten Abschnitt zeigen wir mehrere Lemmata, mit denen wir leichter die Gültig-
keit der Bedingungen nachweisen können. Außerdem geben wir einen Ausblick, inwiefern
Satz 6.3.15 verallgemeinert werden könnte.

6.1 Beispiel

Bevor wir die Methoden näher ausführen, betrachten wir ein Beispiel: Wir zeigen, dass
die irreduziblen Charaktere der 1-Sylowlevigruppe T von G := SLl(q) maximal im zu-
gehörigen 1-Sylownormalisator N fortsetzbar sind. Hier erläutern wir, welche Gruppen
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6.1 Beispiel

auftreten und in welchen Schritten die maximale Fortsetzbarkeit gezeigt werden kann.
Dies soll verdeutlichen, warum es später sinnvoll ist, solche Gruppen zu betrachten.

1. Die Gruppen T und N :

Die 1-Sylowlevigruppe T ist die Gruppe der Diagonalmatrizen in G und der zu-
gehörige 1-Sylownormalisator N besteht aus den Monomialmatrizen in G.

2. Einführung von Ŝ und Ŝr:

Der 1-Sylowtorus T in G liegt in der Gruppe Ŝ der Diagonalmatrizen in der GLl(q).

Diese Gruppe Ŝ ist das direkte Produkt der Untergruppen Ŝr (1 ≤ r ≤ l), die aus
allen Diagonalmatrizen bestehen, die höchstens an der r-ten Stelle einen Eintrag
ungleich 1 besitzen, und damit mit F?

q identifiziert werden können.

3. Einführung von N̂ :

Die Gruppe N liegt in der Gruppe N̂ der Monomialmatrizen in der GLl(q). Die

Gruppe N̂ permutiert die Gruppen Ŝr.

4. Der Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

und seine Trägheitsgruppe:

Mit dem Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)
, den wir als erstes fortsetzen wollen, definieren

wir die Charaktere λr := λebSr
∈ Irr

(
F?

q

)
. Zwei Charaktere stimmen auf Ŝ genau

dann überein, wenn ihre Einschränkungen auf alle Gruppen Ŝr gleich sind.

Wir wählen für alle 1 ≤ i < i′ ≤ l eine monomiale Matrix p(i,i′) ∈ SLl(q), die nur
Einträge 1 oder 0 auf der Diagonalen hat, auf Diagonalmatrizen durch Vertauschen
der Einträge des i-ten und i′-ten Eintrags auf der Diagonalen operiert, die übrigen
fest lässt und insgesamt nur Einträge aus {0,±1} besitzt. So gilt für die Einträge
von p(i,i′) = (aj,j′)j,j′ auch

aj,j′ =


0 j 6= j′ und (j, j′) /∈ {(i, i′), (i′, i)} ,
0 j = j′ und j, j′ ∈ {i, i′} ,
1 j = j′ und j /∈ {i, i′} .
±1 (j, j′) ∈ {(i, i′), (i′, i)} .

Sei NS die von all diesen Elementen erzeugte Gruppe. Das Element p(i,i′) liegt
genau dann in der Trägheitsgruppe I bN(λ), wenn λi = λi′ gilt. Die Gruppe NS,λ sei

die von diesen Elementen erzeugte Gruppe. Da die Gruppe N̂ auf den Charakteren
von Ŝ durch Permutation der λi operiert, erzeugt diese Gruppe zusammen mit Ŝ
ganz I bN(λ).
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Kapitel 6: Ein allgemeines Fortsetzungskriterium

5. Definition von Λ:

Wir definieren zu jedem Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

eine maximale Fortsetzung

λ̃ ∈ Irr (IN(λ)) durch

λ̃
⌉

NS,λ

= 1.

Dies ist möglich, da die Gruppe NS,λ∩ Ŝ von den Elementen p2
(i,i′) mit p(i,i′) ∈ NS,λ

erzeugt wird und diese Elemente wiederum wegen λi = λi′ im Kern von λ liegen.

Insgesamt erhalten wir dadurch eine Abbildung

Λ : Irr
(
Ŝ
)
→

⋃
λ∈Irr(bS)

Irr
(
I bN(λ)

∣∣ λ) mit λ 7→ λ̃.

6. Eigenschaften von Λ:

Die Abbildung Λ ist N̂ -äquivariant. Sei δ ∈ Irr
(
N̂
)

ein linearer Charakter mit

ker(δ) = SLl(q) ∩ N̂ . Für diesen Charakter erfüllt Λ zudem

Λ(λ δebS) = Λ(λ) δeI bN (λ) für alle λ ∈ Irr
(
Ŝ
)
,

was aus der Definition von Λ(λ) und NS,λ ≤ SLl(q) folgt.

7.
”
Zwischenfortsetzung“ für µ ∈ Irr (T ):

Sei µ ∈ Irr (T ). Für eine Fortsetzung µ̃ von µ auf Ŝ und n ∈ IN(µ) gilt

Λ(µ̃)n = Λ(µ̃n) = Λ(µ̃ δi
⌉bS) = Λ(µ̃) δi

⌉
I bN (µ)

für ein geeignetes i ∈ N, da µ̃n eine weitere Fortsetzung von µ auf Ŝ ist und diese
Fortsetzungen stets von der Form µ̃ δiebS (i ∈ N) sind. Die Charaktere stimmen
somit auf IN(µ̃) überein und der Charakter Λ(µ̃)eIN (eµ) ist in IN(µ) invariant, da
N der Kern von δ ist.

8. Maximale Fortsetzbarkeit von µ:

Die Gruppe IN(µ) bildet den Charakter µ̃ auf andere Fortsetzungen von µ ab. Jede

Fortsetzung von µ auf N̂ ist das Produkt eines Charakters aus Irr
(
Ŝ/S

)
=
〈
δebS〉

und µ̃. Also gehen auch die IN(µ)-Konjugierten von µ̃ aus µ̃ durch Tensorierung
mit δiebS (i ∈ N) hervor. Dabei gibt es eine minimale Zahl i ∈ N, für die µ̃ δiebS
unter IN(µ) zu µ̃ konjugiert ist. Sei n ∈ IN(µ) ein Element mit

µ̃n = µ̃ δi
⌉bS .
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6.2 Voraussetzungen und Definitionen

Wegen
(
δiebS)n = δiebS sind die 〈n〉-Konjugierten zu µ̃ die Charaktere{

µ̃ δi′
⌉

bS |i′ ∈ N
}
.

Aus der Minimalität von i folgt, dass dies alle unter IN(µ) zu µ̃ konjugierten

Charaktere sind. Daher ist die Gruppe IN(µ)/IN(µ̃) zyklisch.

Daraus folgt mit den in Schritt 7 bewiesenen Eigenschaften von Λ(µ̃)eIN (eµ) und
dem Lemma 3.1.1 (a) die Fortsetzbarkeit von µ auf IN(µ).

Bei der Verallgemeinerung dieser Strategie ist folgendes zu beachten:

• Für die Schritte 4 und 5 ist eine sorgfältige Wahl von Ŝ nötig. Sie wird in den
einzelnen Fällen verschieden sein. Wir definieren später diese Gruppe, indem wir
zu einem

”
feineren“ Wurzelsystem R einen Torus T assoziieren und darin eine

”
Fast“-Fixpunktgruppe unter einer Frobeniusabbildung als Ŝ festlegen.

• Die Untergruppen Ŝi werden im Allgemeinen mit Unterwurzelsystemen definiert.
Diese leiten wir aus den Bahnen von ρ(v)φ ab, wobei vφ der zugrunde liegende
d-Sylowtwist ist.

• Die Schritte 4 und 5 erfordern im Allgemeinen mehr Sorgfalt, da die relative Weyl-
gruppe der d-Sylowlevigruppen ein Kranzprodukt Cd′ o Sj ist. Den zyklischen Un-

tergruppen Cd′ entsprechen dabei zyklische Erweiterungen der Gruppen Ŝr, die wir
N̂r nennen und mit Hilfe der oben schon erwähnten Unterwurzelsysteme definieren.
Zusammen erzeugen diese eine Gruppe N̂C , auf die wir λ in einem Zwischenschritt
maximal fortsetzen. In unserem Beispiel stimmen aber Ŝr mit N̂r und N̂C mit Ŝ
überein.

Der Konstruktion von Λ ist das Kapitel 6.3 gewidmet. Zum Auffinden der Gruppe
NS,λ wie auch zur Definition der Fortsetzungen sind zahlreiche Bedingungen nötig.

• Das Vorgehen in den Schritten 7 und 8, in denen die Charaktertheorie in T � N
betrachtet wird, hängt zentral von dem Charakter δ ab. Die Existenz eines solchen
Charakters werden wir nur bei vorgegebenen Gruppen nachweisen.

Aufgabe späterer Kapitel ist es also Situationen aufzufinden, in denen wir das Resultat
6.3.15 anwenden können und dadurch die maximale Fortsetzbarkeit der Charaktere auf
der abelschen d-Sylowlevigruppe T im Sylownormalisator N beweisen.

6.2 Voraussetzungen und Definitionen

Ausgangspunkt der Überlegungen ist folgende Situation.

6.2.1. Es sind folgende Gruppen und Wurzelsysteme gegeben:
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Kapitel 6: Ein allgemeines Fortsetzungskriterium

• Seien R ≤ R Wurzelsysteme vom Typ Al−1 (l ∈ N, l ≥ 2), Bl, Cl oder Dl, G eine
universelle Chevalleygruppe zu R über Fq und G := 〈Xα | α ∈ R〉 eine universelle
Chevalleygruppe zu R über Fq. Wenn R nicht mit R übereinstimmt, sind die
Wurzelsysteme vom Typ Cl und Al−1.

• Weiter seien F : G → G ein Frobeniusendomorphismus und F := F
⌉
G

eine
Abbildung aus der Bemerkung 2.2.4. Der von F auf dem Kowurzelgitter von G
induzierte Automorphismus sei φ und habe die Ordnung 2 oder 1.

• Die Zahl d ist regulär für Wφ und vφ ∈ V φ ist ein d-Sylowtwist.

• Die Gruppen N und W sowie die Abbildung ρ : N → W seien die mit Hilfe von
G definierten Gruppen und die Abbildung aus 2.2.1.

In dieser Situation definieren wir verschiedene Untergruppen und Unterwurzelsysteme.

Definition 6.2.2. Zu ρ(v)φ gibt es eine Permutation σ in RSl, wobei die Gruppe RSl

die zur Weylgruppe von G assoziierte Permutationsgruppe auf {±1, . . . ,±l} aus Lemma
4.4.1 ist.

Wir können daraus auch eine Operation von ρ(v)φ auf {1, . . . , l} durch Identifikation
von i und −i für 1 ≤ i ≤ l ableiten. Diese zerlegt dann die Menge {1, . . . , l} in j Bahnen,
die wir mit B(r) für 1 ≤ r ≤ j bezeichnen. Wir nehmen an, dass die Elemente von R in
dem Vektorraum 〈ei | 1 ≤ i ≤ l〉 liegen. Zu diesen Bahnen B(r) definieren wir mit

Rr :=
{
±ei,±2ei,±ei ± ei′

∣∣ i, i′ ∈ B(r)
}
∩R

und

Rr :=
{
±ei,±2ei,±ei ± ei′

∣∣ i, i′ ∈ B(r)
}
∩R

weitere parabolische Unterwurzelsysteme vom jeweils gleichen
”
Typ“, aber von geringe-

rem Rang. Diese Mengen erfüllen auch

Rr = R ∩
〈
ei

∣∣∣ i ∈ B(r), t ∈ F?

q

〉
bzw. Rr = R ∩

〈
ei

∣∣∣ i ∈ B(r), t ∈ F?

q

〉
.

Wir assoziieren zu diesen jeweils folgende Gruppen

Sr :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣ α ∈ Rr

〉
und Nr := 〈Sr, nα(t) ∈ G | α ∈ Rr〉

und definieren die Abbildung L durch

L : G → G mit x 7→ xvFx−1.

Zerlegt ρ(v)φ die Menge {1, . . . , l} in mehr als eine Bahn und gilt daher j ≥ 2, dann
sei Z :=

⋂j
r=1 Sr. Für j = 1 sei Z eine geeignete vorgegebene zentrale Gruppe von G.

Mit Hilfe von Z definieren wir folgende Gruppen:

Ŝr := {x ∈ Sr | L(x) ∈ Z} und N̂r :=
〈
NvF

r , Ŝr

〉
.
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6.2 Voraussetzungen und Definitionen

Im Weiteren sind noch folgende Gruppen wichtig

Ŝ :=
〈
Ŝr

∣∣∣ 1 ≤ r ≤ j
〉
,

N̂C :=
〈
N̂r

∣∣∣ 1 ≤ r ≤ j
〉

und

N̂ :=
〈
Ŝ,NvF

〉
mit N := 〈nα(t) ∈ G | α ∈ R〉 .

Die Beziehung zwischen den verschiedenen endlichen Gruppen wird in folgendem Bild
verdeutlicht.

N̂

N̂C

N̂1

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
N̂2

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk · · · N̂j

LLLLLLLLLLLLL

Ŝ

Ŝ1

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW Ŝ2

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT · · · Ŝj

MMMMMMMMMMMMMM

qqqqqqqqqqqqqq

Z

1

Die Gruppe N̂C wird später sehr wichtig sein, daher formulieren wir folgende Aussagen
über das Verhalten ihrer Elemente.

Lemma 6.2.3. (a) Für r 6= r′ sind Rr und Rr′ orthogonal zueinander.

(b) N̂r ≤ C bN(Ŝr′) für r 6= r′,

(c) N̂r ≤ N bN(N̂r′) für r 6= r′.

Beweis. Die Wurzeln aus Rr liegen in dem von ei (i ∈ B(r)) aufgespannten Vektorraum.
Dieser ist orthogonal zu

〈
ei

∣∣ i ∈ B(r′)
〉
, da die Bahnen disjunkt sind.

Aus der Bemerkung 2.1.7 (a) und der Orthogonalität der Wurzeln folgt, dass
nα(t) ∈ Nr mit jedem Element hα′(t

′) ∈ Sr′ kommutiert.
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Für die Elemente nα(t) ∈ Nr und nα′(t
′) ∈ Nr′ gilt aufgrund der Relationen 2.1.6

auch

nα(t)nα′ (t
′) ∈ {nα(t), nα(−t)} .

Also normalisieren sich die Gruppen gegenseitig.

Auch an den Zentralisator des Sylowtwists stellen wir einige Bedingungen, die aber in
einem Großteil des Fälle erfüllt sein werden.

Bedingung 6.2.Bi (an den Sylowtwist vφ). Für den Sylowtwist vφ gilt:

(a) die Bahnen B(r) haben alle gleiche Länge,

(b) die Gruppe CWRr
(ρ(v)φ) ist zyklisch,

(c) in CW (ρ(v)φ) liegen für alle 1 ≤ r < j Involutionen w(r,r+1), welche die Bahnen
B(r) und B(r+1) und damit die Wurzelmengen Rr und Rr+1 vertauschen, während
sie die jeweils übrigen Bahnen invariant lassen.

(d) Die Gruppe CW (ρ(v)) ist das semidirekte Produkt der Gruppe
WC :=

〈
CWRr

(ρ(v))
∣∣ 1 ≤ r ≤ j

〉
mit einer zu Sj isomorphen Gruppe

WS :=
〈
w(r,r+1)

∣∣ 1 ≤ r < j
〉
.

Über die Struktur von Z und Sr benötigen wir später folgende Annahmen.

Bedingung 6.2.Bii (an Z und Sr). Es gelten

〈Sr | 1 ≤ r ≤ j〉 = T

mit T :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣ α ∈ R〉 und für j > 2 die Gleichung

Z = Si ∩ 〈Si′ | i 6= i′〉 für alle 1 ≤ i ≤ j ≤ Z(
〈
N,T

〉
).

Daraus ergibt sich folgende Struktur von N̂ :

Lemma 6.2.4. Seien die Bedingungen 6.2.Bi und 6.2.Bii erfüllt und r, r′ ∈ {1, . . . , j}
mit r 6= r′. Für

R{r,r′} :=
{
±ei,±2ei,±ei ± ei′

∣∣∣ i, i′ ∈ B(r) ∪ B(r′)
}
∩R,

R{r,r′} :=
{
±ei,±2ei,±ei ± ei′

∣∣∣ i, i′ ∈ B(r) ∪ B(r′)
}
∩R,

S{r,r′} :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣∣ α ∈ R{r,r′}, t ∈ F?

q

〉
und

N{r,r′} :=
〈
nα(t) ∈ G

∣∣∣ α ∈ R{r,r′}, t ∈ F?

q

〉
gilt:
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(a) Die Faktorgruppe N̂r/Ŝr ist zyklisch und N̂r =
〈
NvF

r , Ŝ
〉
.

(b) Es gibt Elemente pr ∈ NvF
{r,r+1} mit

ρ(pr) = w(r,r+1).

(c) Alle Elemente pr ∈ NvF
{r,r+1} mit ρ(pr) = w(r,r+1) erfüllen

(N̂r+1)
pr = N̂r,

(N̂r)
pr = N̂r+1 und

pr ∈ C bN(N̂r′) für alle r′ /∈ {r, r + 1} .

(d) N̂ =
〈
N̂C , NS

〉
mit NS := 〈pi | 1 ≤ i < j〉 und den Elementen pi aus (c),

(e) N̂C � N̂ .

Beweis. Für den Beweis von (a) benutzen wir die Definition N̂r :=
〈
Ŝr,N

vF
r

〉
. Aus

dieser folgt

N̂r/Ŝr
∼= NvF

r /(NvF
r ∩ Ŝr) = NvF

r /TvF
r
∼= ρ(NvF

r )

mit Tr :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣∣ α ∈ Rr, t ∈ F?

q

〉
. Auf der Gruppe ρ(Nr) = WRr operiert vF

durch ρ(v)φ. Somit ist ρ(NvF
r ) eine Untergruppe von CWRr

(ρ(v)φ). Gemäß 6.2.Bi (a)
sind also beide Gruppen zyklisch. Diese Gruppen sind gemäß [Car85, 1.17] sogar gleich,
da Tr eine zusammenhängende Gruppe ist und sowohl Nr als auch Tr abgeschlossene
vF -stabile Untergruppen von G sind.

Wir suchen nun für 1 ≤ r ≤ j ein Element pr ∈ NvF
{r,r+1} mit ρ(pr) = w(r,r+1). Aus

[Car85, 1.17] ist

NvF
{r,r+1}/TvF

{r,r+1}
∼= CW{r,r+1}(ρ(v)φ)

mit T{r,r+1} :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣∣ α ∈ R{r,r+1}, t ∈ F?

q

〉
bekannt, da T{r,r+1} �N{r,r+1}, beide

Gruppen vF -stabil sind und T{r,r+1} zusammenhängend ist. Daher gibt es ein Element
x ∈ NvF

{r,r+1} mit

ρ(x) = w(r,r+1) ∈ CWR{r,r+1}
(ρ(v)φ).

Dies ist der Teil (b) der Behauptung.
Nun untersuchen wir die Operation von pr ∈ NvF

{r,r+1} mit ρ(pr) = w(r,r+1) auf den

Gruppen N̂r′ . Aus den in 6.2.Bi(b) beschriebenen Eigenschaften von w(r,r+1) folgt, dass
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w(r,r+1) die Wurzelsysteme Rr und Rr+1 ebenso wie Rr und Rr+1 vertauscht. Mit Hilfe
von Satz 2.1.6 folgt daraus

(N̂r+1)
pr = N̂r und (N̂r+1)

pr = N̂r

für jedes Element pr mit ρ(pr) = w(r,r+1).
Wir können w(r,r+1) als Produkt von Spiegelungen entlang geeigneter Wurzeln

βr′′ ∈ R{r,r+1} (1 ≤ r′′ ≤ l
j
) mit βr′′ = ±ei ± ei′ , i ∈ B(r) und i′ ∈ B(r+1) schreiben,

d.h.

w(r,r+1) = wβ1wβ2 · · ·wβ l
j

.

Wegen pr ∈ NvF
{r,r+1} gibt es ein Element

s ∈ T{r,r+1} :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣∣ α ∈ R{r,r+1}, t ∈ F?

q

〉
mit

pr = s

l
j∏

r′′=1

nβr′′
(1).

Für jedes 1 ≤ r′ ≤ j mit r′ /∈ {r, r + 1} gilt

βr′′ + α /∈ R für alle 1 ≤ r′′ ≤ l

j
und α ∈ Rr′ ,

was wir anhand der Wurzelsysteme zu den klassischen Typen einzeln nachprüfen können.
Daraus folgt zusammen mit

βr′′ ⊥ α für alle 1 ≤ r′′ ≤ l

j
und α ∈ Rr′

die Aussage

pr ∈ C bN(N̂r′) für alle r′ /∈ {r, r + 1} .

Dies beweist die drei Gleichungen in (c).

Für Teil (d) zeigen wir, dass die Gruppen N̂ ,
〈
N̂C , NS

〉
und

Ñ :=
{
x ∈

〈
N,T

〉 ∣∣ L(x) ∈ Z
}

gleich sind. Dazu zeigen wir zunächst, dass beide Untergruppen von Ñ sind, alle drei
Gruppen sowohl in ihrem Bild unter ρ als auch in dem Schnitt mit T übereinstimmen.
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Aus den Definitionen von N̂ und
〈
N̂C , NS

〉
folgen sowohl

N̂ ≤
〈
N,T

〉
und

〈
N̂C , NS

〉
≤
〈
N,T

〉
als auch

L(N̂) ≤ Z und L
(〈
N̂C , NS

〉)
≤ Z.

Zur Berechnung der Bilder ρ(N̂), ρ(Ñ) und ρ
(〈
N̂C , NS

〉)
benutzen wir [Car85, 3.3.6]

und erhalten

ρ(Ñ) ≥ ρ(
〈
N,T

〉vF
) = ρ(NvF ) = CW (ρ(v)φ),

ρ(N̂) = ρ
(〈
Ŝ,NvF

〉)
≥ ρ(NvF ) = CW (ρ(v)φ) und

ρ
(〈
N̂C , NS

〉)
=

〈
ρ(N̂C), ρ(NS)

〉
=
〈
ρ(N̂C),WS

〉
=
〈
ρ(N̂r),WS

∣∣∣ 1 ≤ r ≤ j
〉

=

=
〈
CWRr

(ρ(v)φ),WS

∣∣ 1 ≤ r ≤ j
〉

= 〈WC ,WS〉 = CW (ρ(v)φ).

Dabei benutzen wir die für den Beweis von (a) berechneten Gruppen ρ(N̂r). Nun muss

wegen ρ(Z) = 1 sogar ρ(Ñ) = CW (ρ(v)φ) und damit

ρ(Ñ) = ρ(N̂) = ρ
(〈
N̂C , NS

〉)
= CW (ρ(v)φ)

gelten.

Als nächstes bestimmen wir die Gruppen Ñ ∩T, N̂ ∩T und
〈
N̂C , NS

〉
∩T. Aus den

Definitionen ergeben sich

Ñ ∩T =
{
x ∈ T

∣∣ L(x) ∈ Z
}

und

N̂ ∩T = Ŝ =
〈
Ŝr

∣∣∣ 1 ≤ r ≤ j
〉

=

= {x ∈ 〈Sr | 1 ≤ r ≤ j〉 | L(x) ∈ Z} =
{
x ∈ T

∣∣ L(x) ∈ Z
}
.

Dabei benutzen wir die Aussagen von 6.2.Bii. Aus Ñ ≥
〈
N̂C , NS

〉
und(〈

N̂C , NS

〉
∩T

)
≥ Ŝ =

{
x ∈ T

∣∣ L(x) ∈ Z
}

folgt 〈
N̂C , NS

〉
∩T =

{
x ∈ T

∣∣ L(x) ∈ Z
}
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und damit 〈
N̂C , NS

〉
∩T = Ñ ∩T = N̂ ∩T.

Die Gruppen haben wegen
∣∣∣Ñ ∣∣∣ =

∣∣∣ρ(Ñ)
∣∣∣ · ∣∣∣Ñ ∩T

∣∣∣, bzw.
∣∣∣N̂ ∣∣∣ =

∣∣∣ρ(N̂)
∣∣∣ · ∣∣∣N̂ ∩T

∣∣∣ und∣∣∣〈N̂C , NS

〉∣∣∣ =
∣∣∣ρ(〈N̂C , NS

〉)∣∣∣ · ∣∣∣〈N̂C , NS

〉
∩T

∣∣∣
die gleiche Ordnung. Wegen N̂ ≤ Ñ und

〈
N̂C , NS

〉
≤ Ñ sind die Gruppen gleich,

insbesondere N̂ =
〈
N̂C , NS

〉
.

Aus den Aussagen in (c) folgt NS ≤ N bN(N̂C). Wegen N̂ =
〈
N̂C , NS

〉
muss dann auch

N̂C � N̂ , also die Aussage in (e) gelten.

Wir benötigen aber noch weitere Eigenschaften für die Elemente pr (1 ≤ r ≤ j − 1).

Definition 6.2.5. Wir nennen j − 1 Elemente pr (1 ≤ r < j) tolle Elemente, falls sie
folgende Bedingungen erfüllen:

(a) pr ∈ NvF
{r,r+1} und ρ(pr) = w(r,r+1) für alle 1 ≤ r < j.

(b) Es gibt Elemente { lr ∈ Sr | 1 ≤ r ≤ j} mit

p2
r = lrl

−1
r+1 und lpr

r = lr+1 für alle 1 ≤ r ≤ j − 1.

(c) NS,I ∩ T =
〈
lrl

−1
r+1

∣∣ r ∈ I〉 für jede Teilmenge I ⊆ {1, . . . , j − 1} und
NS,I := 〈pr | r ∈ I〉.

(d) Für n ∈ NS und I, I ′ ⊆ {1, . . . , j − 1} mit

{ρ(pr) | r ∈ I}ρ(n) = {ρ(pr) | r ∈ I ′}

gilt auch

Nn
S,I = NS,I′ .

(e) xxpr = xp−1
r x für alle 1 ≤ r < j und x ∈ Nr.

Die Existenz solcher Elemente können wir im Allgemeinen nicht beweisen. Da sie
aber für die charaktertheoretischen Aussagen wichtig sind, stellt dies unsere nächste
Bedingung dar.

Bedingung 6.2.Biii. Es gibt tolle Elemente.
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Daraus ergibt sich folgende Struktur von N̂ .

N̂

~~
~~

~~
~~

N̂C NS

@@@@@@@@@

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

N̂1

gggggggggggggggggggggggggggggggggg . . . N̂j

~~~~~~~~

Ŝ

Ŝ1

gggggggggggggggggggggggggggggggggggg

WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW . . . Ŝj

~~~~~~~~~

@@
@@

@@
@@

@

Z

@@
@@

@@
@@

@@

1

Wie im Beispiel 6.1 sind die Gruppen Ŝ und N̂ nicht die Gruppen, für deren cha-
raktertheoretischen Eigenschaften wir uns interessieren. Wir benutzen einen linearen

Charakter δ ∈ Irr
(
N̂
)

mit besonderen Eigenschaften, um statt Ŝ � N̂ eine kleinere

Situation S �N zu studieren.

6.2.6. Es sei δ ∈ Irr
(
N̂
)

mit

(a) δ(1) = 1,

(b)
〈
ker δ ∩ N̂r, Ŝr

〉
= N̂r für alle 1 ≤ r < j und

(c) δ(pr) = 1 für alle 1 ≤ r < j.

Der 1-Charakter auf N̂ erfüllt diese Eigenschaften. Auch η ◦L mit η ∈ Irr (Z) besitzt

die geforderten Eigenschaften. Dies ergibt sich aus der Definition der Gruppen N̂r und
der Definition toller Elemente. Da die Aussage zentral von δ abhängt, wählen wir
bei jeder Anwendung den Charakter einzeln und weisen für diesen dann die obigen
Eigenschaften nach.

Wir benötigen noch eine letzte Bedingung, durch die I bN(λ) (λ ∈ Irr
(
Ŝ
)
) eine beson-

ders einfache Stuktur besitzt.
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Bedingung 6.2.Biv. Für alle r, r′ ∈ {1, . . . , j} mit r 6= r′ und alle Charaktere

λ ∈ Irr
(
Ŝr

)
gilt

[I bNr
(λ), N̂r′ ] ≤ ker(λ) ∩ Z.

Wir haben in diesem Abschnitt anhand der in 6.2.1 gegebenen Situation Unterwurzel-
systeme und Gruppen definiert. Zudem haben wir in den Bedingungen noch zusätzliche
Annahmen formuliert. Daraus entsteht eine übersichtliche charaktertheoretische Situa-
tion, wie wir im nächsten Abschnitte sehen.

6.3 Maximale Fortsetzbarkeit in N̂

Wir werden nun sukzessive Charaktere λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

auf I bN(λ) fortsetzen. Dabei nehmen

wir an, dass die Gruppen, Wurzelsysteme und der Charakter δ wie in 6.2.1 und 6.2.6
gegeben sind und die Bedingungen 6.2.Bi- 6.2.Biv erfüllen. Wir benutzen die Unter-
gruppen aus 6.2.

Ziel ist der Beweis von Satz 6.3.15, bei dem die maximale Fortsetzbarkeit bei T�N mit
mit T := ker(δebS) undN := ker(δ) gezeigt wird. Dieses Resultat ist das Haupthilfsmittel
in den nachfolgenden Kapiteln.

Wir geben uns nun nacheinander verschiedene Gruppenpaare vor, bei der eine Gruppe
ein Normalteiler der anderen ist. Die dabei zugrunde liegenden Gruppen sind nachein-
ander

(a) Ŝ1 � N̂1,

(b) Ŝ � N̂C und

(c) Ŝ � N̂ .

Für diese Situationen konstruieren wir Abbildungen

Θ′ : Irr
(
Ŝ1

)
→

⋃
λ∈Irr(bS1)

Irr
(
I bN1

(λ)
∣∣ λ) ,

Θ : Irr
(
Ŝ
)

→
⋃

λ∈Irr(bS)

Irr
(

I bNC
(λ)

∣∣∣ λ) und

Λ : Irr
(
Ŝ
)

→
⋃

λ∈Irr(bS)

Irr
(
I bN(λ)

∣∣ λ) .
Diese Abbildungen ordnen jedem Charakter eine maximale Fortsetzung in N̂1 bzw. N̂C

bzw. N̂ zu.
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Wir beweisen für diese Äquivarianz-Eigenschaften, was bei der Konstruktion weiterer
Fortsetzungen hilft. Beispielsweise benutzen wir zur Konstruktion von Θ die Abbildung
Θ′. Außerdem beweisen wir für diese Abbildungen eine Art

”
δ-Kompatibilität“.

Diese Eigenschaften ermöglichen schließlich den Beweis von Satz 6.3.15, nach dem die
maximalen Fortsetzbarkeit bei T �N vorliegt.

Wir beginnen mit der Abbildung für Ŝ1 � N̂1.

Lemma 6.3.1. Es gibt eine N̂1-äquivariante Abbildung

Θ′ : Irr
(
Ŝ1

)
→

⋃
λ∈Irr(bS1)

Irr
(
I bN1

(λ)
∣∣ λ) ,

die jedem Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ1

)
eine Fortsetzung auf I bN1

(λ) zuordnet. Weiter gilt

Θ′ (λ δebS1

)
= Θ′(λ) δeI bN1

(λ) .

Beweis. Wir wählen zunächst eine Menge T ⊂ Irr
(
Ŝ1

)
und definieren auf dieser Menge

Θ′. Anschließend setzen wir Θ′ auf Irr
(
Ŝ
)

fort und weisen die behaupteten Eigenschaf-

ten von Θ′ nach, die sich aus der Konstruktion von Θ′ ergeben.

Die Menge T wird als Transversale in Irr
(
Ŝ1

)
unter folgenden Operationen gewählt:

Tensorierung definiert eine Operation der durch
〈
δebS1

〉
erzeugten multiplikativen Gruppe

auf Irr
(
Ŝ1

)
. Auch N̂1 operiert auf Irr

(
Ŝ1

)
, so dass daraus eine Operation von〈

δebS1

〉
× N̂1 auf Irr

(
Ŝ1

)
entsteht. Sei nun T eine Transversale in Irr

(
Ŝ1

)
bezüglich

dieser Operation.
Wir legen Θ′(λ) für alle λ ∈ T fest. Für jeden Charakter λ ∈ T wählen wir eine

Fortsetzung Θ′(λ) := λ̃ ∈ Irr
(
I bN1

(λ)
)
. Solche Fortsetzungen existieren gemäß Lemma

3.1.1 (a), da die Faktorgruppe N̂1/Ŝ1 zyklisch ist.

Nun definieren wir Θ′ auf ganz Irr
(
Ŝ1

)
: Für jedes λ ∈ Irr

(
Ŝ1

)
gibt es aufgrund der

Definition von T einen Charakter λ′ ∈ T , eine Zahl k ∈ N und ein Element n ∈ N̂1 mit

λ =
(
λ′ δekbS1

)n

.

Dabei ist λ′ eindeutig. Wir definieren Θ′(λ) durch

Θ′(λ) :=

(
Θ′(λ′) δk

⌉
IbS1

(λ)

)n

.

Um festzustellen, ob damit Θ′ wohldefiniert ist, nehmen wir an, dass λ auch mit
n′ ∈ N̂1 und k′ ∈ N ausgedrückt werden kann, d.h.

λ =
(
λ′ δek′bS1

)n′

.
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Klar ist(
Θ′(λ′)δk

⌉
I bN1

(λ)

)n

(s) = λ(s) und

(
Θ′(λ′) δk′

⌉
I bN1

(λ)

)n′

= λ(s) für alle s ∈ Ŝ1.

Wir wählen x ∈ N̂1 ∩ ker(δ) mit
〈
x, Ŝ1

〉
= N̂1. Aufgrund der Eigenschaften von δ aus

6.2.6 und Lemma 6.2.4 (a) existiert ein solches Element. Wir können ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, dass n und n′ Potenzen von x sind und daher mit x
kommutieren. Für jedes i ∈ N mit xi ∈ I bN1

(λ) ergibt sich(
Θ′(λ′) δk

⌉
I bN1

(λ)

)n

(xi) =

(
Θ′(λ′) δk

⌉
I bN1

(λ)

)
(xi)

=
(
Θ′(λ′)(xi)

)
·
(
δk
⌉

I bN1
(λ)

(xi)

)
= Θ′(λ′)(xi) · 1
= Θ′(λ′)(xi)

und analog (
Θ′(λ′) δk′

⌉
I bN1

(λ)

)n′

(xi) = Θ′(λ′)(xi).

Die beiden linearen Charaktere stimmen daher auf〈
〈x〉 ∩ I bN1

(λ), Ŝ1

〉
= I bN1

(λ)

überein. Die Abbildung Θ′ ist also wohldefiniert.
Es bleibt noch

Θ′(λn) = Θ′(λ)n für alle λ ∈ Irr
(
N̂1

)
, n ∈ N̂1, und

Θ′ (λ δebS1

)
= Θ′(λ) δeI bN1

(λ) für alle λ ∈ Irr
(
N̂1

)
nachzuweisen. Dies folgt aus der Definition von Θ′.

Für die Konstruktion einer Fortsetzung von λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

auf I bNC
(λ) benutzen wir Θ′.

Dies ist mittels der Isomorphismen ιr : N̂r → N̂1 (1 ≤ r ≤ j) möglich.

6.3.2 (Definition der ιr). Seien p1, . . . , pj−1 die tollen Elemente aus der Bedingung
6.2.Biii. Dann definieren wir durch

ι1 : N̂1 → N̂1 mit ι1(x) := x für alle x ∈ N̂1
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und für 2 ≤ r ≤ j

ιr : N̂r → N̂1 mit ιr(x) := ιr−1(x
pr−1) für alle x ∈ N̂r

Isomorphismen.

Mit Hilfe dieser Isomorphismen zwischen den Gruppen N̂r definieren wir maximale
Fortsetzungen bei Ŝ � N̂C .

Lemma 6.3.3. Zu jedem Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

gibt es eine maximale Fortsetzung

λ̃ ∈ Irr
(
I bNC

(λ)
)

und somit existiert eine Abbildung

Θ : Irr
(
Ŝ
)
→

⋃
λ∈Irr(bS)

Irr
(

I bNC
(λ)

∣∣∣ λ) mit λ 7→ λ̃.

Beweis. Sei λ ∈ Irr
(
Ŝ
)
. Wir analysieren zunächst die Struktur von I bNC

(λ). Anschlie-

ßend definieren wir mit Hilfe der Abbildung Θ′ aus Lemma 6.3.1 eine Fortsetzung von
λ auf I bNC

(λ).
Zu λ assoziieren wir die Charaktere

λr := λebSr
für alle 1 ≤ r ≤ j,

die

λreZ = λeZ für alle 1 ≤ r ≤ j

erfüllen.
Da Ŝ das zentrale Produkt der Gruppen Ŝi (1 ≤ i ≤ j) ist, können wir λ gemäß

Lemma 3.1.7 als Produkt der Charaktere λr auffassen, d.h.

λ = λ1. · · · .λj.

Jedes Element x ∈ N̂C lässt sich aufgrund der Definition von N̂C und Lemma 6.2.3
(b) als Produkt von Elementen aus xr ∈ N̂r mit

x =

j∏
r=1

xr

schreiben. Aus Lemma 6.2.3 (c) folgt

λx = λx1
1 . · · · .λ

xj

j .
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Dementsprechend ist x ∈ I bNC
(λ) äquivalent zu

xr ∈ I bNr
(λr) für alle 1 ≤ r ≤ j.

Daraus folgt I bNC
(λ) =

〈
I bNr

(λr)
∣∣ 1 ≤ r ≤ j

〉
.

Aufgrund der Bedingung 6.2.Biv ist auch I bNC
(λ)/ker(λeZ) ein zentrales Produkt und

zwar

I bNC
(λ)/ker(λeZ) = I bN1

(λ1)/ker(λeZ) ◦Z · · · ◦Z
I bNj

(λj)/ker(λeZ).

Die Charaktere λ̃r := Θ′(λr ◦ ι−1
r ) ◦ ιr ∈ Irr

(
I bNr

(λr)
)

können wir auch als Charaktere

auf I bNC
(λr)/ker(λeZ) betrachten. Durch

λ̃ := λ̃1. · · · .λ̃j

definieren wir einen Charakter λ̃ ∈ Irr
(
I bNC

(λ)/ker(λeZ)
)
, den wir auch als Charakter

auf I bNC
(λ) auffassen können. Als solcher ist er eine Fortsetzung von λ auf I bNC

(λ).
Die Abbildung Θ(λ) wird durch

Θ(λ) := λ̃1. · · · .λ̃j

definiert.

Die Abbildung Θ ist auch
”
mit δ kompatibel“.

Lemma 6.3.4. Für die Abbildung Θ aus dem Beweis von 6.3.3 gilt

Θ(λ δebS) = Θ(λ) δeI bNC
(λ) für alle λ ∈ Irr

(
Ŝ
)
.

Beweis. Wir bestimmen alle Charaktere, die für die Konstruktion von Θ(λ δebS) benutzt
werden, und zeigen, wie diese mit den entsprechenden Charakteren bei der Konstruktion
von Θ(λ) zusammenhängen. Daraus ergibt sich dann in Verbindung mit den Eigenschaf-
ten von δ die Behauptung.

Seien λ ∈ Irr
(
Ŝ
)
, λr und λ̃r (1 ≤ r ≤ j) wie im Beweis zu 6.3.3 definiert. Mit

λ′r := λδebSr
für alle 1 ≤ r ≤ j

und

λ̃′r := Θ′(λ′r ◦ ι−1
r ) ◦ ιr ∈ Irr

(
I bNr

(λr)
)

für alle 1 ≤ r ≤ j

gilt

Θ(λ δebS) = λ̃′1. · · · .λ̃′j.
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Zwischen λ′r und λ gibt es mit

δr := δebSr
für alle 1 ≤ r ≤ j

folgende Verbindung

λ′r = λrδr.

Mit 6.3.1 folgt daraus

λ̃′r = Θ′((λrδr) ◦ ι−1
r ) ◦ ιr

= Θ′((λr ◦ ι−1
r )δ1) ◦ ιr

= (Θ′(λr ◦ ι−1
r ) δeI bN1

(λr◦ι−1
r )) ◦ ιr

= (Θ′(λr ◦ ι−1
r ) ◦ ιr) δeI bNr

(λr)

= λ̃r δeI bNr
(λr) .

Die Isomorphismen ιr wurden durch die Konjugation mit Elementen aus NS definiert.

Zusammen mit δ ∈ Irr
(
N̂
)

folgt daraus

δr ◦ ι−1
r = δ1 und δ1 ◦ ιr = δr.

Mit den Charakteren

δ′r := δeI bNr
(λr) für alle 1 ≤ r ≤ j

ergibt sich daraus

Θ(λ δebS) = λ̃′1. · · · .λ̃′j
= (λ̃1δ1). · · · .(λjδj)

= (λ̃1. · · · .λ̃j)δI bNC
(λ)

= Θ(λ)δI bNC
(λ).

Dies beweist die Behauptung.

Eine weitere später sehr nützliche Eigenschaft ist die N̂ -Äquivarianz von Θ.

Lemma 6.3.5. Die Abbildung Θ ist N̂-äquivariant.

Beweis. Wir zeigen dafür

Θ(λx) = Θ(λ)x für alle λ ∈ Irr
(
Ŝ
)
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für alle x ∈ N̂r (1 ≤ r ≤ j) und x = pr′ (1 ≤ r′ < j). Wegen〈
N̂r, pr′

∣∣∣ 1 ≤ r ≤ j, 1 ≤ r′ < j
〉

=
〈
N̂C , NS

〉
= N̂

aus Lemma 6.2.4 (d) beweist dies bereits die Behauptung.

Seien wie eben λ′i und λ̃′i die bei den Zwischenschritten auftretenden Charaktere zur
Berechnung von Θ(λx): Mit

λ′i := λxebSi
für alle 1 ≤ i ≤ j

und

λ̃′i := Θ′(λ′i ◦ ι−1
i ) ◦ ιi ∈ Irr

(
I bNi

(λi)
)

für alle 1 ≤ i ≤ j

gilt

Θ(λx) = λ̃′1. · · · λ̃′j.

• Für x ∈ N̂r ist x ∈ C bN(Ŝi) für alle i 6= r aus Lemma 6.2.3 bekannt. Daraus folgt

λ′i =

{
λi i 6= r,

λx
i i = r.

Daraus ergeben sich für die Charaktere λ̃′i definitionsgemäß

λ̃′i = λ̃i für i 6= r.

Wegen der N̂1-Äquivarianz von Θ′ aus 6.3.1 gilt

λ̃′r = Θ′(λx
r ◦ ι−1

r ) ◦ ιr
= Θ′ ((λr ◦ ι−1

r )ιr(x)
)
◦ ιr

=
(
Θ′(λr ◦ ι−1

r )
)ιr(x) ◦ ιr

= (λ̃r)
x.

Auf I bNC
(λ)/ker(λ) ∩ Z ergibt sich

Θ(λx) = λ̃1. · · · .(λ̃r)
x. · · · .(λ̃j).

Wegen [N̂r, I bNi
(λi)] ≤ ker(λi) ∩ Z für alle i 6= r, was durch die Bedingung 6.2.Biv

sicher gestellt wird, gilt sogar

Θ(λx) = λ̃1. · · · .(λ̃i)
x. · · · .λ̃j =

(
λ̃1. · · · .λ̃r. · · · .λ̃j

)x

= Θ(λ)x.
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• Wir betrachten nun den Fall x = pr für ein beliebiges r ∈ {1, . . . , j − 1}. Gemäß
6.2.4 (c) gilt

λ′i =

{
λi i /∈ {r, r + 1} ,
λx

i i ∈ {r, r + 1} .

Dabei ist λx
r bzw. λx

r+1 durch

λx
r (t) = λr(t

x−1

) für alle t ∈ Ŝr+1 bzw. λx
r+1(t) = λr(t

x−1

) für alle t ∈ Ŝr

definiert und erfüllt somit

λ′r = λr+1 ◦ ι−1
r+1 ◦ ιr bzw. λ′r+1 = λr ◦ ι−1

r ◦ ιr+1.

Daraus ergeben sich für die Charaktere λ̃′i

λ̃′i = λ̃i für i /∈ {r, r + 1} .

Weiter gilt

λ̃′r = Θ′(λ′r ◦ ι−1
r ) ◦ ιr

= Θ′((λr+1 ◦ ι−1
r+1 ◦ ιr) ◦ ι−1

r ) ◦ ιr
= Θ′(λr+1 ◦ ι−1

r+1) ◦ ιr
= λ̃r+1 ◦ ι−1

r+1 ◦ ιr = λ̃pr

r+1

und analog

λ̃′r+1 = Θ′(λ′r+1 ◦ ι−1
r+1) ◦ ιr+1

= Θ′((λr ◦ ι−1
r ◦ ιr+1) ◦ ι−1

r+1) ◦ ιr+1

= Θ′(λr ◦ ι−1
r ) ◦ ιr+1

= λ̃r ◦ ι−1
r ◦ ιr+1 = λ̃pr

r .

Mit Hilfe von 6.2.4 (c) ergibt sich daraus

Θ(λpr) = λ̃1. · · · .λ̃pr

r+1.λ̃
pr
r . · · · .λ̃j = (λ̃1. · · · , λ̃j)

pr = Θ(λ)pr .

Die betrachteten Elemente erzeugen wie oben schon erwähnt die ganze Gruppe N̂ . Dar-
aus ergibt sich die behauptete N̂1-Äquivarianz von Θ.

Diese Fortsetzungen sind im Allgemeinen keine maximalen Fortsetzungen von

λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

in N̂ . Wir nutzen diese aber zur weiteren Konstruktion. Zunächst be-

schränken wir uns darauf, nur bestimmte Charaktere aus Irr
(
Ŝ
)

fortzusetzen.
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Definition 6.3.6. Wir sagen, dass ein Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

in Normalform ist, falls

(a) die Menge

Mλ :=
{
λebSr

◦ ι−1
r

∣∣ 1 ≤ r ≤ j
}
⊆ Irr

(
Ŝ1

)
keine zwei verschiedenen Charaktere aus der gleichen N̂1-Bahn in Irr

(
Ŝ1

)
enthält

und

(b) für jeden Charakter µ ∈ Irr
(
Ŝ1

)
die Menge

Nλ,µ :=
{
r
∣∣ λebSr

◦ ι−1
r = µ

}
⊂ N

eine Menge aufeinander folgender Zahlen in N oder kurz eine Art
”
Intervall“ ist.

Die Trägheitsgruppe solcher Charaktere in Normalform hat eine ähnliche Struktur wie
N̂ :

Lemma 6.3.7. Für jeden Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

in Normalform gilt

I bN(λ) =
〈
I bNC

(λ), NS,I

〉
für eine geeignete Menge I ⊆ {1, . . . , j − 1}.

Beweis. Wir zeigen zunächst Mλ = Mλx für alle x ∈ NS und damit

I bN(λ) =
〈
I bNC

(λ), INS
(λ)
〉
.

Anschließend beschäftigen wir uns mit der Struktur von INS
(λ).

Für jede Zahl 1 ≤ r ≤ j − 1 gilt

Mλpr =
{
λprebSi

◦ ι−1
i

∣∣ 1 ≤ i ≤ j
}

=
{
λebSi

◦ ι−1
i

∣∣ 1 ≤ i ≤ j, i /∈ {r, r + 1}
}
∪
{

(λebSr+1
)pr ◦ ιr, (λebSr

)pr ◦ ιr+1

}
=

{
λebSi

◦ ι−1
i

∣∣ 1 ≤ i ≤ j
}

= Mλ.

Daraus folgt Mλ = Mλx für alle x ∈ NS.
Jedes Element x ∈ I bN(λ) kann gemäß 6.2.4 (d) als Produkt von xC ∈ N̂C und xS ∈ NS

geschrieben werden. Wegen λx = λ gilt auch Mλ = MλxC . Wir wählen Elemente
xr ∈ N̂r mit xC =

∏j
r=1 xr. Aus

Mλ 3 λxCebSr
◦ ι−1

r = λxrebSr
◦ ι−1

r =
(
λebSr

◦ ι−1
r

)ιr(xr)
für alle 1 ≤ r ≤ j
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folgt mit Hilfe von 6.3.6 (a) bereits xr ∈ I bNr
(λ), also xC ∈ I bN(λ). Dies beweist bereits

I bN(λ) =
〈
I bNC

(λ), INS
(λ)
〉
.

Für jedes Element xS ∈ NS gibt es eine Permutation σ ∈ Sj mit

N̂xS
i = N̂σ(i) für alle 1 ≤ i ≤ j.

Mit Hilfe dieser Permutation beschreiben wir die Mengen Nλ,µ durch

σ−1(r) ∈ NλxS ,µ für alle µ ∈ Irr
(
N̂1

)
und r ∈ Nλ,µ.

Aus xS ∈ INS
(λ) folgt

ρ(xS) ∈
〈

SNλ,µ

∣∣∣ µ ∈ Irr
(
N̂1

)〉
.

Auch die umgekehrte Richtung gilt, da λ eindeutig durch die Menge Nλ,µ festgelegt wird.

Die Gruppe
〈

SNλ,µ

∣∣∣ µ ∈ Irr
(
N̂1

)〉
wird wegen der in 6.3.6 (b) beschriebenen Struktur

der Mengen Nλ,µ von gewissen Transpositionen (i, i+ 1) mit

i ∈ I :=
{
r
∣∣∣ λebSr

◦ ι−1
r = λebSr+1

◦ ι−1
r+1

}
erzeugt. Für I gilt auch

I =
{
r
∣∣∣ es existiert ein µ ∈ Irr

(
N̂1

)
mit {r, r + 1} ⊆ Nλ,µ

}
.

Dies hat INS
(λ) = NS,I zur Folge und beweist die behauptete Struktur von I bN(λ).

Nun setzen wir mit Hilfe von Θ Charaktere λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

in Normalform auf I bN(λ) fort.

Lemma 6.3.8. Zu jedem Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

in Normalform existiert eine Fortset-

zung λ̃ ∈ Irr
(
I bN(λ)

)
. Daher existiert eine Abbildung

Λ :
{
λ ∈ Irr

(
Ŝ
) ∣∣∣ λ ist in Normalform

}
→

⋃
λ∈Irr(bS)

Irr
(
I bN(λ)

∣∣ λ) mit λ 7→ λ̃.

Beweis. Wir beginnen mit einer Wiederholung der Struktur von I bN(λ) und zeigen

NS,I ∩ Ŝ ≤ ker(λ).

Mit Hilfe der Eigenschaften von Θ(λ) können wir dann eine Fortsetzung von λ auf I bN(λ)
konstruieren.
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Da λ in Normalform ist, hat die Trägheitsgruppe I bN(λ) die in 6.3.7 beschriebene
Struktur, also

I bN(λ) = 〈INC
(λ), NS,I〉

für eine geeignete Menge I ⊆ {1, . . . , j − 1}.
Aus der Bedingung 6.2.Biii und der Definition 6.2.5 wissen wir

NS,I ∩ Ŝ =
〈
lrl

−1
r+1

∣∣ r ∈ I〉 .
Für r ∈ I gilt gemäß der in 6.3.7 angegebenen Formel auch

λr ◦ ι−1
r = λr+1 ◦ ι−1

r+1.

Dies hat

λr(x) = λr+1(x
p−1

r ) für alle x ∈ Ŝr

und insbesondere

λr(lr) = λr+1(l
p−1

r
r ) = λr+1(lr+1)

zur Folge. Wegen λ(lrl
−1
r+1) = 1 wird

NS,I ∩ Ŝ ≤ kerλ

erfüllt. Es gilt sogar allgemeiner NS,I ∩ I bNC
(λ) ≤ kerλ.

Wir konstruieren nun unter Zuhilfenahme dieser Resultate Λ(λ): Wegen der N̂ -Äqui-
varianz aus 6.3.5 gilt auch

Θ(λ)x = Θ(λ) für alle x ∈ I bN(λ).

Gemäß Satz 3.1.6 definieren wir durch

Λ(λ)eINC
(λ) := Θ(λ) und Λ(λ)eNS,I

:= 1.

eine maximale Fortsetzung von λ.

Wie schon bei den anderen Abbildungen bestimmen wir auch hier das Bild von λ δebS,

wobei λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

ein Charakter in Normalform ist.

Lemma 6.3.9. Für jeden Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

in Normalform gilt

Λ
(
λ δebS) = Λ(λ) δeI bN (λ) .
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Beweis. Zunächst zeigen wir, dass λ δebS in Normalform ist und damit Λ
(
λ δebS) definiert

ist. Anschließend bestimmen wir Λ
(
λ δebS).

Um zu zeigen, dass λ′ := λ δebS in Normalform ist, berechnen wir Mλ′ , für diese Menge
gilt

Mλ′ =
{
λebSr

δr ◦ ι−1
r

∣∣ 1 ≤ r ≤ j
}

= {δ1µ | µ ∈Mλ} .

Für alle Charaktere µ ∈ Irr
(
N̂1

)
gilt analog

Nλ′,µ =
{
r
∣∣ λδebSr

◦ ι−1
r = µ

}
=
{
r
∣∣ λebSr

◦ ι−1
r = µδ−1

}
= Nλ,µδ−1 .

Also ist λ′ auch ein Charakter in Normalform.
Aus der Definition von I im Beweis zu 6.3.7 geht

I bN(λ′) =
〈
I bNC

(λ′), NS,I

〉
hervor.

Daher gelten für Λ(λ) die Gleichungen

Λ(λ′)eNS,I
= 1

und

Λ(λ′)eI bNC
(λ′) = Θ(λ δebS) = Θ(λ) δeI bNC

(λ) ,

wobei wir die in Lemma 6.3.4 bewiesene Eigenschaft von Θ ausnutzen.
Beide Gleichungen werden wegen NS ≤ ker(δ) aus 6.2.6 auch von Λ(λ)δ0 mit

δ0 := δeI bN (λ) erfüllt, d.h.

Λ(λ)δ0eNS,I
= 1

und

Λ(λ)δ0eI bNC
(λ′) = Θ(λ) δeI bNC

(λ) .

Daraus folgt

Λ
(
λ δebS) = Λ(λ) δeI bN (λ) .

Wir möchten Λ zu einer Abbildung auf ganz Irr(Ŝ) fortsetzen. Diese entstehende

Abbildung soll ebenfalls N̂ -äquivariant sein. Für die späteren Beweise benötigen wir,
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dass bereits Λ in der bisherigen Form eine eingeschränkte Äquivarianzbedingung erfüllt
und zwar

Λ(λ)n = Λ(λn)

für jedes Element n ∈ N̂ und jeden Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)
, bei dem λ und λn in

Normalform sind. Um den Beweis dieser eingeschränkten Äquivarianz zu vereinfachen,
zeigen wir folgende Aussage.

Lemma 6.3.10. Sind λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

und λx für xS ∈ NS, xC ∈ N̂C und x := xCxS

Charaktere in Normalform, so ist auch λxC in Normalform.

Beweis. Dazu zeigen wir, dass die Mengen Mλ′ und Nλ′,µ (µ ∈ Irr
(
N̂
)
) für λ′ := λxC

die geforderten Eigenschaften besitzen. Ein wichtiger Zwischenschritt dabei ist, die
Gleichung

µιr′ (xr′ ) = µιr(xr) für alle µ ∈ Irr
(
N̂1

)
und r, r′ ∈ Nλ,µ

für x =
∏j

i=1 xi mit xi ∈ N̂i zu zeigen.
Aus dem Beweis von Lemma 6.3.7 ist Mλx = Mλ′ bekannt. Also hat diese Menge die

geforderten Eigenschaften 6.3.6 (a).

Für xr ∈ N̂r mit x =
∏j

r=1 xr und λr := λebSr
gilt

Mλ′ =
{
λxr

r ◦ ι−1
r

∣∣ 1 ≤ r ≤ j
}
.

Aus dieser Definition ergeben sich für alle µ ∈ Irr
(
N̂1

)
und r, r′ ∈ Nλ,µ die Aussagen

λxr
r ◦ ι−1

r = (λr ◦ ι−1
r )ιr(xr) = µιr(xr) ∈Mλ′ und

λ
xr′
r′ ◦ ι

−1
r′ = (λr′ ◦ ι−1

r′ )ιr′ (xr′ ) = µιr′ (xr′ ) ∈Mλ′ .

Diese sind N̂1-konjugierte Charaktere und wegen 6.3.6 (a) gleich, d.h.

µιr′ (xr′ ) = µιr(xr) für alle µ ∈ Irr
(
N̂1

)
und r, r′ ∈ Nλ,µ.

Auf analoge Weise können wir auch

µιr′ (x
−1
r′ ) = µιr(x−1

r ) für alle µ ∈ Irr
(
N̂1

)
und r, r′ ∈ Nλ′,µ

beweisen.
Daraus ergibt sich

Nλ,µ = Nλ′,µιr(xr) für alle µ ∈ Irr
(
N̂1

)
und r ∈ Nλ,µ.

Somit sind auch die Mengen Nλ′,µ (µ ∈ Irr
(
N̂1

)
) Intervalle und erfüllen die Eigenschaf-

ten aus 6.3.6 (b). Also ist λ′ ein Charakter in Normalform.
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Wir prüfen nun die Aussage über die eingeschränkte N̂ -Äquivarianz in zwei Schritten
nach.

Lemma 6.3.11. Für alle Charaktere λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

und Elemente x ∈ N̂C, für die λ und

λx Charaktere in Normalform sind, gilt

Λ(λ)x = Λ(λx).

Beweis. Wir ersetzen x durch ein weiteres Element y ∈ N̂C mit λx = λy und

ιr′(yr′) = ιr(yr) für alle µ ∈ Irr
(
N̂1

)
und r, r′ ∈ Nλ,µ,

wobei y =
∏j

r=1 yr für Elemente yr ∈ N̂r gilt. Im Anschluss daran beweisen wir
Λ(λy) = Λ(λ)y.

Für xr ∈ N̂r (1 ≤ r ≤ j) mit x =
∏j

r=1 xr gilt gemäß den Ausführungen im Beweis zu
6.3.10 bereits

µιr′ (xr′ ) = µιr(xr) für alle µ ∈ Irr
(
N̂1

)
und r, r′ ∈ Nλ,µ.

Zu jedem µ ∈ Irr
(
N̂1

)
und allen r, r′ ∈ Nλ,µ existiert ein x′ ∈ I bN1

(µ) mit

ιr′(xr′) = x′ιr(xr).

Es gibt also Elemente yr ∈ N̂r, so dass y :=
∏j

r=1 yr sowohl yx−1 ∈ I bNC
(λ) als auch

ιr′(yr′) = ιr(yr) für alle µ ∈ Irr
(
N̂1

)
und r, r′ ∈ Nλ,µ

erfüllt.
Wir berechnen nun I bN(λy): Gemäß Lemma 6.3.7 gibt es geeignete Mengen I, I ′ mit

I bN(λ) =
〈
I bNC

(λ), NS,I

〉
und I bN(λy) =

〈
I bNC

(λy), NS,I′

〉
.

Im Beweis zu 6.3.7 wurde eine Formel für I bzw. I ′ angegeben. Aus dieser geht hervor,

dass I ′ nur von
{
Nλy ,µ

∣∣∣ µ ∈ Irr
(
N̂1

)}
abhängt. Aus dem Beweis zu 6.3.10 ergibt sich{

Nλy ,µ

∣∣∣ µ ∈ Irr
(
N̂1

)}
=
{
Nλ,µ

∣∣∣ µ ∈ Irr
(
N̂1

)}
und damit I = I ′.

Für den Nachweis von Ny
S,I = NS,I berechnen wir py

i für alle i ∈ I. Zu allen i ∈ I gibt

es gemäß der Definition von I ein µ ∈ Irr
(
N̂1

)
mit i, i+1 ∈ Nλ,µ. Somit gilt gemäß der

Definition von y auch

ιi(yi) = ιi+1(yi+1) bzw. yi = ypi

i+1.
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Wegen pi ∈ C bN(N̂r) für alle r /∈ {i, i+ 1} aus Lemma 6.2.4 (c) gilt auch

py
i = p

yiyi+1

i = (y−1
i )piy−1

i piyiy
pi

i = (y−1
i )piy−1

i y
p−1

i
i yipi.

Mit Hilfe von 6.2.5 (e) ergibt sich daraus

py
i = (y−1

i )piy−1
i

(
y

p−1
i

i yi

)
pi = (y−1

i )piy−1
i (yiy

pi

i ) pi = pi.

Daraus folgt

Ny
S,I = NS,I .

Der Charakter Λ(λy) wird durch

Λ(λy)eI bNC
(λ) = Θ(λy) = Θ(λ)y

und

Λ(λy)eNS,I
= 1

definiert. Aus Ny
S,I = NS,I ergibt sich auch

Λ(λ)yeNS,I
= 1.

Als lineare Charaktere erfüllen Λ(λ)y und Λ(λy) auch

Λ(λ)y = Λ(λy).

Wegen yx−1 ∈ I bNC
(λ) folgt daraus die behauptete Gleichung

Λ(λ)x = Λ(λx).

Analog zu eben zeigen wir nun die eingeschränkte NS-Äquivarianz.

Lemma 6.3.12. Sind λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

und λx für x ∈ NS in Normalform, so gilt

Λ(λx) = Λ(λ)x.

Beweis. Der Charakter Λ(λ)x ist auf
〈
I bNC

(λx), NS,I′

〉
für eine geeignete Menge I ′ defi-

niert. Die Behauptung ist daher äquivalent zu

Λ(λx)eI bN (λx) = Λ(λ)xeI bN (λx) und Λ(λx)eNS,I′
= Λ(λ)xeNS,I′

.
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Die erste Gleichung ist wegen Λ(λx)eI bN (λx) = Θ(λx) aus Lemma 6.3.5 bekannt. Ge-

nauer gilt dabei

Λ(λx)eI bN (λx) = Θ(λx) = Θ(λ)x =
(

Λ(λ)eI bN (λ)

)x

= Λ(λ)xeI bN (λx)

Sei nun I bN(λ) =
〈
I bNC

(λ), NS,I

〉
für eine geeignete Menge I. Wegen I bN(λx) = I bN(λ)x

gilt dabei auch

INS
(λ)x =

〈
Ŝ, NS,I

〉x

=
〈
Ŝ, NS,I′

〉
.

Daher gibt es ein Element x′ ∈ NS,I mit

{ρ(pi) | i ∈ I}ρ(x′x) = {ρ(pi) | i ∈ I ′} .

Mit Hilfe von 6.2.5 (d) folgt daraus

Nx
S,I = Nx′x

S,I = NS,I′ .

Auf jedem Element y ∈ NS,I′ hat Λ(λ)x den Wert

Λ(λ)x(y) = Λ(λ)(yx−1

) = 1.

Daraus folgt Λ(λ)xeNS,I′
= 1 = Λ(λx)eNS,I′

und insgesamt Λ(λx) = Λ(λ)x.

Die letzten drei Aussagen fassen wir im folgenden Lemma zusammen:

Lemma 6.3.13. Sind λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

und λx für x ∈ N̂ in Normalform, so gilt

Λ(λ)x = Λ(λx).

Beweis. Wir schreiben x wieder als Produkt,

x = xCxS

mit xC ∈ N̂C und xS ∈ N̂S. Aus Lemma 6.3.10 ist bekannt, dass auch λxC ein Charakter
in Normalform ist. Daher können wir die beiden vorangegangenen Lemmata sukzessive
anwenden und erhalten daraus die Behauptung:

Λ(λ)xCxS = Λ(λxC )xS = Λ(λxCxS).

Wir definieren nun eine Abbildung auf ganz Irr
(
Ŝ
)
, deren Einschränkung auf Cha-

raktere in Normalform mit Λ übereinstimmt.
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Satz 6.3.14. Es gibt eine N̂-äquivariante Abbildung

Λ : Irr
(
Ŝ
)
→

⋃
λ∈Irr(bS)

Irr
(
I bN(λ)

∣∣ λ) .
auf Irr

(
Ŝ
)

mit:

(a) Für jeden Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

ist Λ(λ) eine Fortsetzung von λ auf I bN(λ).

(b) Für jeden Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

gilt

Λ
(
λ δebS) = Λ(λ) δeI bN (λ) .

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass jeder Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

zu einem Charakter in

Normalform konjugiert ist. Dann definieren wir Λ und zeigen die
”
δ-Kompatibilität“.

Sei T eine N̂1-Transversale in Irr
(
Ŝ1

)
. Für ein geeignetes Element xC ∈ N̂C gilt

MλxC ⊂ T . Für alle 1 ≤ r ≤ j existiert ein yr ∈ N̂1 mit

(λr ◦ ι−1
r )yr ∈ T .

Daraus folgt MλxC ⊂ T für x :=
∏j

r=1 ι(yr). Damit erfüllt λ′ := λxC die Bedingung
6.2.5 (a).

Es existiert eine Permutation σ ∈ Sj, so dass die Mengen σ−1(Nλ′,µ) für alle

µ ∈ Irr
(
N̂1

)
”
Intervalle“ sind. Dazu existiert gemäß den Ausführungen im Beweis 6.3.7

ein Element xS mit

N̂xS
i = N̂σ(i) für alle 1 ≤ i ≤ j.

Der Charakter λ′xS ist somit ein Charakter in Normalform. Also existiert zu jedem

Charakter λ ∈ Irr
(
Ŝ
)

ein Charakter λ0 ∈ Irr
(
Ŝ
)

in Normalform und ein Element

n ∈ N̂ mit λn
0 = λ.

Wir definieren dann Λ durch

Λ(λ) := Λ(λ0)
n.

Diese Abbildung ist wegen Lemma 6.3.13 wohldefiniert. Aufgrund der Definition ist Λ
auch N̂ -äquivariant.

Die Eigenschaft (b) folgt aus Lemma 6.3.9: Dort wurde für Charaktere λ0 in Normal-
form

Λ
(
λ0 δebS) = Λ(λ0) δeI bN (λ0)
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gezeigt. Der Charakter λ0 δebS ist gemäß den Ausführungen im Beweis von 6.3.9 ebenfalls
in Normalform. Für die Berechnung von Λ(λ δebS) können wir λ =

(
λ0 δebS)n benutzen.

Es ergibt sich

Λ(λ δebS) = Λ(λ0 δebS)n =
(
Λ(λ0) δeI bN (λ0)

)n

= Λ(λ) δeI bN (λ) .

Dies zeigt (b).

Wie im Beispiel gesehen, interessieren uns die Gruppen Ŝ � N̂ eigentlich nicht. Die
Vorarbeit über diese Gruppen ist aber zum Beweis des folgenden Satzes nötig.

Satz 6.3.15. Seien die Gruppen und ein Charakter δ ∈ Irr
(
N̂
)

wie in 6.2.1 und 6.2.6

gegeben, die Bedingungen 6.2.Bi- 6.2.Biv erfüllt, N := ker δ und T := ker δ ∩ Ŝ. Dann
sind alle irreduziblen Charaktere µ ∈ Irr (T ) maximal in N fortsetzbar.

Beweis. Seien µ ∈ Irr (T ) und δ0 := δebS. Wir setzen zunächst µ zu λ auf Ŝ fort, zeigen

IN(Θ(λ)eIN (λ)) = IN(µ) und beweisen, dass IN(µ)/IN(λ) zyklisch ist. Daraus folgern wir
dann die Behauptung.

Wir wählen also λ ∈ Irr
(
Ŝ
∣∣∣ µ). Dieser Charakter ist gemäß 3.1.1 (c) eine Fortsetzung

von µ, da Ŝ abelsch ist. Auf I bN(λ) ist Λ(λ) definiert. Wegen δ ∈ Irr
(
N̂
)

gelten T � N̂

und damit I bN(λ)�I bN(µ). Für jedes Element n ∈ I bN(µ)\I bN(λ) ist λn eine Fortsetzung von
µ. Diese Fortsetzungen gehen aus λ gemäß Lemma 3.1.3 durch Tensorierung mit linearen

Charakteren η ∈ Irr
(
Ŝ/T

)
hervor. Aus der Definition von T folgt Irr

(
Ŝ/T

)
= 〈δ0〉 mit

δ0 := δebS. Es gibt also zu jedem Element n ∈ IN(µ) eine Zahl i ∈ N mit

λn = δi
0λ.

Sei n ∈ IN(µ) ein Element, so dass i ∈ N mit λn = δi
0λ minimal ist.

Wegen (δi
0)

n
= δi

0ebS sind die 〈n〉-Konjugierten zu λ die Charaktere{
λδik

0

∣∣ k ∈ N
}
.

Für jedes n′ ∈ IN(µ) gibt es eine Zahl i′ ∈ N0 mit

λn′ = λδi′

0 .

Ebenso existiert eine Zahl r ∈ N0 mit 0 ≤ i′ − ri < i Nach Konjugation mit n−r gilt
dann auch

λn′n−r

= (λδi′

0 )n−r

= (λδi′

0 )n−r

= λδi′−ri
0 .

Mit Hilfe der Minimalität von i folgt daraus n′n−1 ∈ IN(µ). Somit ist die Gruppe
IN(µ)/IN(λ) zyklisch.
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N̂

??
??

??
??

??
??

??
??

??
??

??
??

??
??

??
??

??
??

??
??

??
?

oooooooooooooooooooooooooooooooooo

N

??
??

??
??

??
??

??
??

??
?

IN(µ)

zyklisch

??
??

??
??

??
??

??
??

??
?

I bN(λ)

??
??

??
??

??
??

??
??

??
?

oooooooooooooooooooooooooooooo
Λ(λ)

Λ(λ)
⌉

IN (λ) IN(λ)

??
??

??
??

??
??

??
??

??
? Ŝ λ

oooooooooooooooooooooooooooooooo

µ T

Aufgrund der Eigenschaften der Abbildung Λ aus Satz 6.3.14 gilt

Λ(λ)n = Λ(λn) = Λ(λδi
0) = Λ(λ) δi

⌉
IN (λ)

,

woraus IN(Λ(λ)
⌉

IN (λ)
) = IN(µ) folgt.

Aufgrund der gezeigten Struktur von IN(µ)/IN(λ) gibt es gemäß 3.1.1 (a) eine Fort-
setzung von Λ(λ)

⌉
IN (λ)

auf ganz IN(µ). Diese ist gleichzeitig eine Fortsetzung von µ auf

IN(µ).

Es ist hier anzumerken, dass die entstehenden Trägheitsfaktorgruppen zyklische Er-
weiterungen der Trägheitsfaktorgruppen von I bN(µ)/Ŝ sind. Die Ordnung von n IN(µ) in

der Gruppe IN(λ)/IN(µ) entspricht dem Index von IN(µ) in IN(λ). Dieser ist ein Teiler

der Ordnung von δ. Die Gruppe I bN(µ)/Ŝ ist das direkte Produkt von Kranzprodukten.

Diese Gruppe wird erweitert von nŜ. Dieses Element permutiert die einzelnen Faktoren,
wobei einzelne stabilisiert werden können.
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Wir haben nun Voraussetzungen formuliert, die die maximale Fortsetzbarkeit zur Folge
haben. Es sind in den einzelnen Fällen also solche Situationen zu suchen, die alle An-
nahmen aus 6.2.1, 6.2.6 und die Bedingungen 6.2.Bi - 6.2.Biv erfüllen. Bevor wir uns in
den folgenden Kapiteln auf die Anwendungen des letzten Satzes konzentrieren, führen
wir Kriterien ein, mit denen leichter die Bedingungen nachgewiesen werden.

6.4 Anmerkungen

In diesem Abschnitt stellen wir Kriterien vor, mit denen der Nachweis der Bedingungen
6.2.Bii, 6.2.Biii und 6.2.Biv vereinfacht wird. Wir geben in Lemma 6.4.1 Kandidaten
für tolle Elemente an, die unter den zusätzlichen Voraussetzungen des Lemmas 6.4.2
alle geforderten Eigenschaften toller Elemente besitzen. Die Lemmata 6.4.3 und 6.4.4
formulieren Eigenschaften der Wurzelsysteme, aus denen die Bedingungen 6.2.Bii und
6.2.Biv folgen.

Wir verwenden die in diesem Kapitel eingeführte Notation und nehmen zusätzlich
v ∈ V an, wobei V die erweiterte Weylgruppe von G ist.

Lemma 6.4.1. Seien {1, . . . , j} eine Transversale der Bahnen von ρ(v)φ auf {1, . . . , l},
βi := ei+1 − ei ∈ R (1 ≤ i ≤ j − 1) und (vφ)

l
j ∈ Z(V ). Für die Elemente

pi :=

l
j
−1∏

r=0

nβi
(1)(vφ)r

für alle 1 ≤ i ≤ j − 1

gelte

ρ(pi) = w(i,i+1) für alle 1 ≤ i ≤ j − 1

und es seien li ∈ Ŝi (1 ≤ i ≤ j) Elemente mit

lil
−1
i+1 = p2

i für alle 1 ≤ i ≤ j − 1.

Dann besitzen diese Elemente die Eigenschaften 6.2.5 (a), (c) und (d).

Beweis. Wir zeigen zunächst

pi ∈ CV (vφ) für alle 1 ≤ i ≤ j − 1.

Anschließend beweisen wir die Eigenschaft 6.2.5 (a) und konstruieren einen Isomorphis-
mus zwischen der Gruppe 〈pi | 1 ≤ i ≤ j〉 und einer weiteren Gruppe. Anhand dieses
Isomorphismus weisen wir 6.2.5 (c) - (d) nach.

Gemäß 6.2.Bi (a) haben alle Bahnen B(r) die gleiche Länge. Gilt für ein r ∈ N die
Aussage

(ρ(v)φ)r(ei) ∈ {±ei} ,
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so auch

(ρ(v)φ)r(ei+1) ∈ {±ei+1} .

Für alle 1 ≤ i ≤ j − 1 und 1 ≤ r ≤ l
j
− 1 gelten somit

βi ⊥ (ρ(v)φ)r(βi) und βi − (ρ(v)φ)r(βi), βi + (ρ(v)φ)r(βi) /∈ R.

Somit können wir Satz 2.1.6 und Bemerkung 2.1.7 (b) anwenden und erhalten

[nβi
(1), nβi

(1)(vφ)r

] = 1 für alle 1 ≤ i ≤ j − 1 und 1 ≤ r ≤ l

j
− 1,

was

[nβi
(1)(vφ)r′

, nβi
(1)(vφ)r

] = 1 für alle 1 ≤ i ≤ j − 1 und 1 ≤ r, r′ ≤ l

j
− 1,

zur Folge hat. Aus (vφ)
l
j ∈ Z(V ) folgt

pvφ
i =

 l
j
−1∏

r=0

nβi
(1)(vφ)r

vφ

=

l
j∏

r=1

nβi
(1)(vφ)r

=

=

 l
j
−1∏

r=1

nβi
(1)(vφ)r

nβi
(1)(vφ)

l
j

=

 l
j
−1∏

r=1

nβi
(1)(vφ)r

nβi
(1) =

= nβi
(1)

 l
j
−1∏

r=1

nβi
(1)(vφ)r

 =

= pi,

also pi ∈ CV (vφ). Weiter führt die Definition zu pi ∈ NvF
{r,r+1}. Da die Eigenschaft

ρ(pi) = w(i,i+1) vorausgesetzt wurde, erfüllen die Elemente pi die Aussagen in 6.2.5 (a).
Sei

NS := 〈pi | 1 ≤ i < j〉 .

Diese Gruppe ist mittels dem durch

pi 7→ nβi
(1) für 1 ≤ i < j

definierten Homomorphismus ι : NS → Ṽ isomorph zur Gruppe
Ṽ := 〈nβi

(1) | 1 ≤ i < j〉 ≤ G. Bei 2 - q ist Ṽ die erweiterte Weylgruppe vom
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Typ Aj−1, ansonsten die Coxetergruppe vom Typ Aj−1. Daher können wir Ṽ auch als
endlich präsentierte Gruppe auffassen.

Die verschiedenen definierenden Relationen von Ṽ , die bei 2 - q im Lemma 2.3.1 (b)
aufgeführt wurden, prüfen wir für die Elemente pi nach. Für 1 ≤ i, i′ ≤ j − 1 und
0 ≤ r′, r ≤ l

j
− 1 mit r 6= r′ gilt

[n
(vφ)r′

βi
(1), nβi′

(1)(vφ)r

] = 1.

Für alle 1 ≤ i, i′ ≤ j − 1 folgt daraus

prod(pi, pi′ ,mi,i′) =

l
j
−1∏

r=0

prod(nβi
(1)(vφ)r

, nβi′
(1)(vφ)r

,mi,i′)

=

l
j
−1∏

r=0

prod(nβi
(1), nβi′

(1),mi,i′)
(vφ)r

=

l
j
−1∏

r=0

prod(nβi′
(1), nβi

(1),mi,i′)
(vφ)r

= prod(pi′ , pi,mi,i′).

Ebenso werden auch die übrigen Ṽ definierenden Relationen erfüllt. Wegen∣∣∣Ṽ ∣∣∣ = 2j−1j! = |NS|

bei 2 - q ist ι ein Isomorphismus.
Zum Beweis von 6.2.5 (c) sei I ⊆ {1, . . . , j − 1} und NS,I :=

〈
n(i,i+1)

∣∣ i ∈ I〉. Wir
betrachten NS,I ∩T unter der Abbildung ι und erhalten

ι(NS,I ∩T) = ι(NS,I) ∩ ι(NS ∩T) = 〈nβi
(1) | i ∈ I〉 ∩ 〈hβr(−1) | 1 ≤ r ≤ j〉 =

= 〈hβi
(−1) | i ∈ I〉 .

Wegen lil
−1
i+1 = p2

i folgt daraus

NS,I ∩T =
〈
lil
−1
i+1

∣∣ i ∈ I〉
und damit 6.2.5 (c).

Für den Beweis der verbleibenden Eigenschaft seien n ∈ NS und I, I ′ ⊆ {1, . . . , j − 1}
mit

{ρ(pi) | i ∈ I}ρ(n) = {ρ(pi) | i ∈ I ′} .

Daraus folgt

{ρ(nβi
(1)) | i ∈ I}ρ(ι(n)) = {ρ(nβi

(1)) | i ∈ I ′} .
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In Ṽ ist ι(pi)
ι(n) von der Form nα(±1) für eine geeignete Wurzel α ∈ R. Aus

ρ(nβi
(1)) ∈ {ρ(nβi

(1)) | i ∈ I ′} folgt α = ±(ei − ei+1) für ein geeignetes i ∈ I ′, also

nβi
(1)ι(n) ∈ {nβi

(±1) | i ∈ I ′}

und 〈
nβi

(1)ι(n)
∣∣ i ∈ I〉ι(n)

= 〈nβi
(±1) | i ∈ I ′〉 .

Wenden wir ι−1 auf diese Gleichung an, so erhalten wir Nn
S,I = NS,I′ , also 6.2.5 (d).

Der Nachweis der nicht behandelten Teilaussagen 6.2.5 (b) und (e) erfordert weitere
Voraussetzungen.

Lemma 6.4.2. Sind die Voraussetzungen für Lemma 6.4.1 und die Bedingung 6.2.Bii
mit Z = 1 erfüllt und gelten

[N̂r, N̂r′ ] = 1 für 1 ≤ r, r′ ≤ j mit r 6= r′

und lr ∈ Z(N̂r), so sind die Elemente pi tolle Elemente.

Beweis. Es genügt, die Eigenschaften 6.2.5 (b) und 6.2.5 (d) zu zeigen, da die übrigen
aus Lemma 6.4.1 bekannt sind.

Die Voraussetzungen [N̂i, N̂i+1] = 1 und li ∈ C bN(N̂i) ermöglichen für alle 1 ≤ i ≤ j,

x ∈ N̂i die Umformungen

xxpi = xpix = xlil
−1
i+1p−1

i x = xp−1
i x.

Also gilt

xxpi = xp−1
i x für alle 1 ≤ i ≤ j, x ∈ N̂i.

Dies ist die Aussage in 6.2.5 (d).
Für 6.2.5 (b) ist lpi

i = li+1 und lpi

i+1 = li für alle 1 ≤ i ≤ j − 1 zu überprüfen. Als

Element von 〈pi〉 kommutiert lili+1 mit pi. Gemäß Lemma 6.2.4 (c) gilt zudem lpi

i ∈ Ŝi+1

und lpi

i+1 ∈ Ŝi, also

lili+1 = p2
i = lpi

i+1l
pi

i .

Wegen Z = 1 ist die Zerlegung von p2
i in Faktoren aus Ŝi und Ŝi+1 eindeutig. Daraus

folgt 6.2.5 (b), bzw.

lpi

i = li+1 und lpi

i+1 = li für alle 1 ≤ i ≤ j − 1.
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Weitere Aussagen über die Existenz toller Elemente werden wir nur in den einzelnen
Fällen machen. Beim Nachweis der Bedingung 6.2.Biv hilft folgendes Lemma.

Lemma 6.4.3. Gilt

α+ β /∈ R für alle α ∈ Rr, β ∈ Rr′ mit r 6= r′,

so ist [N̂r, N̂r′ ] = 1.

Beweis. Zusammen mit 2.1.7 (b) folgt aus den Voraussetzungen

[nα(t), nα′(t
′)] = 1 für alle α ∈ Rr und α′ ∈ Rr′ .

Dies zeigt gemäß der Definition der Gruppen N̂r die Aussage.

Die Bedingung 6.2.Bii können wir später anhand der Wurzelsysteme nachprüfen.

Lemma 6.4.4. Seien R und Ri Wurzelsysteme mit folgenden Eigenschaften:

• 2α∨ ∈
⊕j

r=1 ZR∨
r für alle α ∈ R.

• Die Faktorgruppe

〈
ZR∨

i , (q − 1)ZR∨
〉
∩
〈

ZR∨
i′ , (q − 1)ZR∨

∣∣∣ i′ 6= i
〉
/(q − 1)ZR∨

sei für jede Primzahlpotenz q unabhängig von der Wahl von 1 ≤ i′ ≤ j und W
operiere trivial auf dieser Gruppe.

Dann wird die Bedingung 6.2.Bii erfüllt.

Beweis. Wir müssen

〈Sr | 1 ≤ r ≤ j〉 = T

und

S1 ∩ 〈Si′ | 1 6= i′〉 = Si ∩ 〈Si′ | i 6= i′〉 ≤ Z(N̂) für alle 1 ≤ i ≤ j und j ≥ 2

für den Beweis zeigen.
Seien x ∈ T und p die Charakteristik des zugrunde liegenden Körpers. Dann gibt

es ein a ∈ N mit xpa
= x. Also liegt x ∈ T

eF
, wobei F̃ : G → G der Standard-

Frobeniusendomorphismus zu q := p2a ist.

Aus [Car85, Proposition 3.2.2] ist bekannt, dass T
eF

und ZR∨
/(q − 1)ZR∨

isomorph
sind. Für eine feste (q − 1)-te Einheitswurzel ζ ∈ Fq definiert

T 3 kβ(ζ) 7→ β + (q − 1)ZR∨
für alle β ∈ R∨

einen Isomorphismus ω : T
eF → ZR∨

/(q − 1)ZR∨
.
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Zu dem Element ω(x) gibt es ein v ∈ ZR∨
mit

ω(x) = v + (q − 1)ZR∨
.

Wegen xpa
= x liegt auch pav im Bild von ω(x). Für 2 - q folgt daraus

(pa − 1)v ∈ (q − 1)ZR∨

und

v ∈
(
q − 1

pa − 1

)
ZR∨ ≤ 2ZR∨

.

Bei geradem q können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit v durch pav ersetzen.
In beiden Fällen erhalten wir v ∈ 2ZR∨

.
Gemäß der ersten Voraussetzungen gilt

v ∈ 2ZR∨ ≤
j⊕

r=1

ZR∨
r ,

also

ω(x) ∈
〈

ZR∨
i , (q − 1)ZR∨

∣∣∣ 1 ≤ i ≤ j
〉
/(q − 1)ZR∨

= 〈ω(Si) | 1 ≤ i ≤ j〉 .

Dies zeigt T ≤ 〈Si | 1 ≤ i ≤ j〉.
Die übrigen geforderten Bedingungen zeigen die Eigenschaften von Z. Aus der zweiten

Eigenschaft folgt

S1 ∩ 〈Si | 2 ≤ i ≤ j〉 = Si′ ∩ 〈Si | 1 ≤ i ≤ j, i 6= i′〉 für alle 1 ≤ i′ ≤ j.

Für j ≥ 2 gilt daher Z = S1 ∩ 〈Si | 2 ≤ i ≤ j〉.
Die Gruppe N̂/Ŝ ≤ W operiert auf natürliche Weise auf ZR∨ und T. Bezüglich dieser

Operation ist ω sogar N̂/Ŝ-äquivariant. Dies hat Z ≤ Z(N̂) zur Folge.

Der Faktor 2 in der Bedingung an die Gitter ist für Wurzelsysteme R vom Typ Bl

nötig. In der dort gegebenen Situation wird die Aussage ohne diesen Faktor nicht erfüllt.

6.4.5. Das Hauptresultat dieses Kapitels ist Satz 6.3.15, den wir bei vielen klassischen
Gruppen anwenden und dadurch auf sehr direktem Weg beweisen, dass die Charaktere
einer d-Sylowlevigruppe in ihrem d-Sylownormalisator bei regulärem d maximal fortsetz-
bar sind. Dies unterscheidet sich vom Vorgehen in den Kapiteln 4 und 5. Dort wurde
die maximale Fortsetzbarkeit für die Gruppensituation CH(vφ) � CV (vφ) bewiesen.

Das Vorgehen im Abschnitt 6.3 wurde durch die in 6.2 bewiesenen gruppentheoreti-
schen Eigenschaften von N̂ ermöglicht. Diese Struktur liegt auch vor, falls Z = 1 gilt
und alle Gruppen durch ihren Schnitt mit CeV (vφ) ersetzt werden, wobei Ṽ die zu R
assoziierte erweiterte Weylgruppe ist. Daher kann die Vorgehensweise auch auf diese
Situation übertragen werden.
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Dies könnte die Existenz sehr guter d-Sylowtwists bei klassischen Gruppen, zumindest
bei den Typen Al,

2Al und Cl, beweisen. Dieser Ansatz wurde hier nicht verfolgt, da die
Fortsetzbarkeitsaussage in Satz 10.1.10 daraus nicht hervorgeht. Beim Typ Bl benötigen
wir nämlich eine zusätzliche Variante der maximalen Fortsetzbarkeitsaussage, die wir mit
dem Satz 6.3.15, aber nicht mit der Existenz sehr guter d-Sylowtwists beweisen können.

Wir gehen nun auf die einzelnen klassischen Gruppen ein und wenden dort jeweils Satz
6.3.15 an. Damit beweisen wir bei regulärem d die maximale Fortsetzbarkeit. Mit Hilfe
der Aussagen aus dem Abschnitt 3.2 können wir daraus die maximale Fortsetzbarkeit
im nichtregulären Fall folgern.
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Kapitel 7

Gruppen vom Typ Cl

In diesem Kapitel behandeln wir den Fall, in dem das zugrunde liegende Wurzelsy-
stem vom Typ Cl ist, also G := Cl,sc(Fq) gilt und F : G → G auf G als Standard-
Frobeniusendomorphismus operiert. In diesem Kapitel zeigen wir für die dadurch
entstehenden reduktiven Gruppen (G, F ), dass alle irreduziblen Charaktere einer d-
Sylowlevigruppe von (G, F ) eine Fortsetzung auf ihre Trägheitsgruppe im zugehörigen
d-Sylownormalisator besitzen. Wir beginnen mit dieser Gruppe, da die Prüfung der Vor-
aussetzungen für Satz 6.3.15 und die Struktur der Sylowlevigruppe im nichtregulären Fall
einfacher als bei den übrigen klassischen Gruppen ist.

Bei regulären Zahlen d benutzen wir Satz 6.3.15. Dafür müssen wir mehrere Gruppen,
Wurzelsysteme und einen Sylowtwist wählen und zeigen, dass diese die Bedingungen aus
6.2 erfüllen. Unter anderem setzen wir δ := 1 und G := G. Dadurch stimmen mehrere
Gruppen überein und wird die Situation verständlicher als in anderen Fällen. Aus der
Anwendung von Satz 6.3.15 folgt dann die maximale Fortsetzbarkeit für reguläres d im
Satz 7.1.2.

Im zweiten Teil dieses Kapitels beschäftigen wir uns mit dem nichtregulären Fall. Aus-
gehend von der Wahl eines Sylowtwists bestimmen wir wie in 5.3 eine d-Sylowlevigruppe
L und einen d-Sylownormalisator N . Insbesondere studieren wir in den Lemmata 7.2.3
und 7.2.5 die Struktur dieser Gruppen, die uns ermöglicht, Lemma 3.2.4 anzuwenden
und aus der Fortsetzbarkeitsaussage 7.1.2, die sich auf den regulären Fall bezieht, Satz
7.2.1, also die Fortsetzbarkeit im nichtregulären Fall, zu folgern.

7.1 Regulärer Fall

Wir beschränken uns anfangs auf reguläre Zahlen als Werte von d. Diese sind gemäß
der Tabelle 2.1 die Teiler von 2l. Für diese beweisen wir:

Satz 7.1.1. Seien G = Cl,sc(Fq) (l ≥ 1), F : G → G der Standard-
Frobeniusendomorphismus, d eine reguläre Zahl der Weylgruppe W von G, T eine d-
Sylowlevigruppe von (G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator. Dann sind alle Charaktere
λ ∈ Irr (T ) auf IN(λ) fortsetzbar.
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7.1 Regulärer Fall

Um Satz 6.3.15 anwenden zu können, genügt es nicht G und F zu kennen. Daher
legen wir nun weitere für 6.2.1 nötige Objekte fest.

7.1.2. In diesem Abschnitt verwenden wir folgende Gruppen und Wurzelsysteme:

• Seien R das Wurzelsystem aus 4.4.1 (c) und RF das dort angegebene Fundamen-
talsystem von R.

• Weiter sei G := Cl,sc(Fq) die universelle Chevalleygruppe zu R für eine Primzahl-
potenz q und die Weylgruppe W .

• Auf G operiert der Standard-Frobeniusendomorphismus F : G → G.

• Die Zahl d sei regulär für W .

• Aus der Wahl R := R folgt G := G mit F := F .

Für die in 6.2.1 beschriebene Situation müssen wir noch einen d-Sylowtwist wählen.
Dazu nutzen wir die zu W isomorphe Permutationsgruppe (C)Sl und den Isomorphismus
f : W → (C)Sl aus 4.4.1.

Lemma 7.1.3. Sei V die erweiterte Weylgruppe von G und n1, . . . , nl die Erzeuger von
V aus 2.3.1.

(a) Für v0 := n1 · · ·nl ∈ V und alle j′ 2l ist vj′

0 ein 2l
j′
-Sylowtwist von (G, F ).

(b) vl
0 ∈ Z(V ).

(c) Mit j′ := 2l
d

und v := vj′

0 seien j und B(r) (1 ≤ r ≤ r) wie in 6.2.2 definiert. Dann
gilt

j =

{
j′

2
2 - d,

j′ sonst.

und die Menge {1, . . . , j} bildet eine Transversale der Bahnen B(r).

(d) Für σ := f(ρ(v)) und alle 1 ≤ r ≤ j sei

σcr :=

{(
r, σ(r), . . . , σd−1(r)

) (
−r,−σ(r), . . . ,−σd−1(r)

)
2 - d,(

r, σ(r), . . . , σd−1(r)
)

2 d.

Weiter sei

σ(r,r+1) :=
l∏

i=1
i≡r mod j

(i, i+ 1)(−i,−i− 1) für alle 1 ≤ r < j.

Mit WC := f−1 (〈σcr | 1 ≤ r ≤ j〉) und WS := f−1
(〈
σ(r,r+1)

∣∣ 1 ≤ r < j
〉)

gilt

CW (ρ(v)) = WC oWS.
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Kapitel 7: Gruppen vom Typ Cl

(e) Die Bedingung 6.2.Bi wird vom Sylowtwist v mit

w(r,r+1) := f−1(σ(r,r+1)) für alle 1 ≤ r ≤ r − 1

erfüllt.

Beweis. Wir beweisen zunächst Teil (a). Die Permutation

f(w) = (1, 2, . . . , l,−1, . . . ,−l)

mit w := ρ(v0) hat das charakteristische Polynom X l + 1 auf Y := Y ⊗C, wobei Y das
Kocharaktergitter von G ist. Aus Lemma 2.3.6 (b) und a(2l) = 1 (gemäß [Spr74, 5.1])

folgt, dass w ein reguläres Element von W der Ordnung 2l ist. Die Elemente ρ(vj′

0 ) = wj′

sind laut 2.3.6 (c) ebenso reguläre Elemente. Gemäß der Bemerkung 2.3.9 ist dann jedes

Element vj′

0 ein 2l
j′

-Sylowtwist.

Für (b) zeigen wir

vl
0 = τ(w0) und τ(w0) ∈ Z(V ).

Aus |R| = 2l2 folgt `(w0) = l2 für das längste Element w0 in W . Das Element∏l
i=1(i,−i) ∈ (C)Sl operiert auf Y durch − id. Dieses Element stimmt wegen [GP00,

1.5.1] mit f(w0) überein. Wegen

`(w) = l =
l2

l
=
`(w0)

l
und (f(w))l =

l∏
i=1

(i,−i) = f(w0)

gilt auch

`(wi) = i · `(w) für alle 1 ≤ i ≤ l.

Unter diesen Voraussetzungen ist r aus 2.3.2 angewandt auf wiw (0 ≤ i ≤ l − 1) multi-
plikativ, d.h.

r(wiw) = r(wi) r(w) für alle 0 ≤ i ≤ l − 1.

multiplikativ. Daraus ergibt sich

r(w)l = r(wl) = r(w0) = w0.

Zusammen mit v0 = τ(s1 · · · sl) = τ(r(w)) folgt daraus

vl
0 = τ(r(w))l = τ(r(w)l) = τ(w0).

In 5.2.2 wurde τ(w0) ∈ Z(V ) gezeigt. Dies beweist die Aussage in (b).
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7.1 Regulärer Fall

Wegen f(ρ(v0)) = (1, 2, . . . , l,−1, . . . ,−l) können wir für die Aussagen in (c) die
Bahnen B(r) mit

B(r) = {1 ≤ i ≤ l | i ≡ r mod j} für alle 1 ≤ r ≤ j

wählen. Die angegebene Menge ist somit eine Transversale.
Die Aussagen (d) und (e) folgen aus Berechnungen von C(C)Sl

(f(ρ(v))).

Wir verwenden nun weiter den eben definierten d-Sylowtwist v. Mit der Festlegung
von v liegt eine wie in 6.2.1 beschriebene Situation vor, bei der auch die Bedingung 6.2.Bi
erfüllt wird. In 6.2.Bii wurden die gewünschten Eigenschaften der Tori formuliert. Wir
zeigen die Aussage zunächst allgemeiner:

Lemma 7.1.4. Seien M1, . . . ,Mj′′ mit {1, . . . , l} =
⋃j′′

i=1Mi und

Mi ∩Mi′ = ∅ für alle i 6= i′,

und

R′
i := {±2ei′ ,±ei′ ± ei′′ | i′, i′′ ∈Mi, i

′ 6= i′′} für alle 1 ≤ i ≤ j′′

Dann gelten:

• 2α ∈
⊕j

r=1 ZR′
r
∨ für alle α ∈ R∨.

• Die Faktorgruppe
〈
ZR′

i
∨, (q − 1)ZR∨〉 ∩ 〈ZR′

i′
∨, (q − 1)ZR∨

∣∣ i′ 6= i
〉
/(q − 1)ZR∨

ist trivial.

Beweis. Die Wurzelsystem R′
r
∨ sind Wurzelsysteme vom Typ B|Mr|. Diese erfüllen

R′
r
∨

= {±ei,±ei ± ei′ | i, i′ ∈Mr, i 6= i′}

Für α ∈ R∨ gibt es 1 ≤ i < i′ ≤ l mit α = ±ei ± ei′ . Wegen
⋃j

r=1Mr = {1, . . . , j} gilt
α ∈ 〈ZR′∨

i | 1 ≤ i ≤ j′′〉. Somit erfüllen die Wurzelsysteme

ZR∨ = 〈ZR′∨
i | 1 ≤ i ≤ j′′〉 .

Für jede Primzahlpotenz q und jede Zahl 1 ≤ i ≤ j′′ gilt

〈ZR′∨
i , (q − 1)ZR∨〉 = 〈Zei,Z(q − 1)ei′ | i ∈Mr, 1 ≤ i′ ≤ j′′〉 .

Daraus ergibt sich

〈ZR′∨
i , (q − 1)ZR∨〉 ∩

〈
ZR′

i′
∨
, (q − 1)ZR∨ ∣∣ i′ 6= i

〉
= (q − 1)ZR∨.

Die Gruppe〈
ZR′

i
∨
, (q − 1)ZR∨〉 ∩ 〈ZR′

i′
∨
, (q − 1)ZR∨ ∣∣ i′ 6= i

〉
/(q − 1)ZR∨

besteht also nur aus dem trivialen Element.
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Kapitel 7: Gruppen vom Typ Cl

Angewandt auf diese Situation ergibt sich:

Lemma 7.1.5. Die Bedingung 6.2.Bii wird mit Z = 1 erfüllt.

Beweis. Für Mi := B(i) (1 ≤ i ≤ j) folgt aus dem Lemma 7.1.4 die Behauptung: Es ist
klar, dass die durch Mi := B(i) definierten Mengen die Eigenschaften aus 7.1.4 erfüllen.
Daraus ergibt sich, dass die Wurzelsysteme Ri = R′

i die vorausgesetzten Eigenschaften
für Lemma 6.4.4 besitzen. Das Lemma zeigt, dass die Bedingung 6.2.Bii erfüllt ist. Die
Faktorgruppe in der zweiten Voraussetzung ist trivial. Da diese Gruppe das Bild von
Z

eF unter dem im Beweis zu 6.4.4 definierten Isomorphismus ω ist, muss Z =
⋂j′′

i=1 Si

trivial sein.

Wir können zeigen, dass hier eine Verschärfung der Aussage 6.2.Biv gilt.

Lemma 7.1.6. Die Bedingung 6.2.Biv wird erfüllt und es gilt stets

[N̂r, N̂r′ ] = 1 für alle r 6= r′.

Beweis. Für 1 ≤ r < r′ ≤ j überprüfen wir

α+ β /∈ R für alle α ∈ Rr, β ∈ Rr′ mit r 6= r′.

Dann folgt mit Hilfe von Lemma 6.4.3 die Behauptung.
Die beteiligten Wurzelsysteme sind

R = {±2ei,±ei ± ei′ | 1 ≤ i, i′ ≤ j, i 6= i′}
Rr =

{
±2ei,±ei ± ei′

∣∣ i, i′ ∈ B(r), i 6= i′
}

und

Rr′ =
{
±2ei,±ei ± ei′

∣∣∣ i, i′ ∈ B(r′), i 6= i′
}
.

Daraus ergeben sich

α+ β /∈ R für alle α ∈ Rr, β ∈ Rr′ mit r 6= r′.

Damit sind die Voraussetzungen für Lemma 6.4.3 erfüllt. Mit diesem folgt

[N̂r, N̂r′ ] = 1 für r 6= r′.

Wir können nun auch die Lemmata 6.4.1 und 6.4.2 anwenden und tolle Elemente
angeben.

Lemma 7.1.7. Mit li :=
∏

i∈B(r) h2ei
(1) (1 ≤ r ≤ j) und den in 6.4.1 definierten

Wurzeln βi (1 ≤ i ≤ j − 1) sind

pi :=

l
j
−1∏

r=0

nβi
(1)vr

für 1 ≤ i ≤ j − 1

tolle Elemente.
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7.1 Regulärer Fall

Beweis. Wir prüfen zunächst die verschiedenen Voraussetzungen für 6.4.1 und 6.4.2 nach
und wenden dann diese Lemmata an. Daraus folgt dann die Aussage.

Für die Wurzeln βi = ei+1 − ei aus 6.4.1 ist βi ∈ R klar. Aus 7.1.3 (b)-(c) wissen
wir, dass {1, . . . , j} eine Transversale der Bahnen von ρ(v) auf {1, . . . , l} ist und die
Gleichungen

ρ(pr) = f−1(σ(r,r+1)) für alle 1 ≤ r ≤ j − 1

und v
l
j = τ(w0) ∈ Z(V ) gelten. Mit Hilfe von Satz 2.1.6 erkennen wir

p2
i = lil

−1
i+1 für alle 1 ≤ i ≤ j − 1.

Somit sind die Voraussetzungen für 6.4.1 erfüllt.
Anhand der Relationen aus Satz 2.1.6 erkennen wir leicht li ∈ Z(N̂i). Die Lemmata

7.1.6 und 7.1.4 zeigen Z = 1 und [N̂r, N̂r′ ] = 1 für alle r 6= r′.
Damit sind die Voraussetzungen für das Lemma 6.4.2 erfüllt und die Elemente sind

tolle Elemente.

Wir benötigen noch einen geeigneten linearen Charakter auf N̂ .

7.1.8. Der triviale Charakter δ := 1 ∈ Irr
(
N̂
)

erfüllt die Voraussetzungen aus 6.2.6.

Wir haben nun die Voraussetzungen nachgeprüft und können den Satz 6.3.15 anwen-
den.

Beweis von Satz 7.1.1. Die Gruppe TvF ist gemäß 1.3.4 (b) eine d-Sylowlevigruppe von
(G, vF ) und NvF gemäß 1.3.5 (a) ihr d-Sylownormalisator. Gemäß 1.2.5 genügt es für
die Behauptung, die maximale Fortsetzbarkeit für die Gruppen T und N , also in T �N
zu zeigen.

Wir benutzen nun die mit Hilfe von v, R und R definierten Gruppen aus 6.2.2. Aus
Z = 1, R = R und δ = 1 folgt

T = Ŝ =
〈
Ŝi

∣∣∣ 1 ≤ i ≤ j
〉

=
〈
x ∈ Si

∣∣ xvF = x
〉

= TvF .

Diese Umformungen benutzen 1 = Z =
⋂j

i=1 Si und 6.2.Bii. Analog gilt auch

N = N̂ =
〈
Ŝ,NvF

〉
=
〈
T,NvF

〉
= NvF .

Satz 6.3.15 besagt nun, dass jeder Charakter λ ∈ Irr (T ) sich auf IN(λ) fortsetzt.

Wir verallgemeinern nun Satz 7.1.1 auf beliebige Zahlen d von W .
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Kapitel 7: Gruppen vom Typ Cl

7.2 Nichtregulärer Fall

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Fall, in dem d eine beliebige ganze Zahl ist. Wir
verwenden weiterhin das Wurzelsystem R mit Fundamentalsystem RF = {α1, . . . , αl}
aus Lemma 4.4.1 (c), die damit definierte universelle Chevalleygruppe G über Fq für eine
Primzahlpotenz q und den Standard-Frobeniusendomorphismus F : G → G. In diesem
Unterkapitel verallgemeinern wir den Satz 7.1.1 auf beliebige Zahlen d und beweisen:

Satz 7.2.1. Seien G = Cl,sc(Fq), F : G → G ein Standard-Frobeniusendomorphismus,
d ∈ N, L eine d-Sylowlevigruppe von (G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator. Dann sind
alle Charaktere χ ∈ Irr (L) auf IN(χ) fortsetzbar.

Wie im Abschnitt 5.3 verwenden wir für die Konstruktion einer d-Sylowlevigruppe
und ihres d-Sylownormalisators einen d-Sylowtwist.

Lemma 7.2.2. Seien d ∈ N,

l′ :=

{⌊
l
d

⌋
· d 2 - d,⌊

2l
d

⌋
· d

2
2 d,

und R′ das Wurzelsystem zu RF
′ = {α1, . . . , αl′}. Weiter sei G′ = 〈Xα | α ∈ R′〉 ≤ G,

also gemäß Lemma 2.1.9 eine universelle Chevalleygruppe zu R′.

(a) Die Zahl d ∈ N ist regulär für die Weylgruppe von G′.

(b) Jeder d-Sylowtwist v ∈ G′ von (G′, F eG′) ist auch ein d-Sylowtwist von (G, F ).

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass d eine reguläre Zahl für die Weylgruppe von Cl′,sc(Fq)
ist, dann aCl′

(d) = aCl
(d), und folgern daraus die Behauptung.

Die Zahl d teilt offensichtlich 2l′. Also ist d gemäß Tabelle 2.1 regulär für die Weyl-
gruppe von G′.

Aus den in [Car72, 10.2.5] angegebenen Spiegelungsgraden erhalten wir mit Hilfe der
Bemerkung 2.2.7 für aCi

(d) (i ∈ N) folgende Werte:

aCi
(d) =

{⌊
i
d

⌋
2 - d,⌊

2i
d

⌋
2 d.

Aufgrund der Definition von l′ gilt dann aCl′
(d) = aCl

(d).
Daraus folgt mit Hilfe von Lemma 5.1.1 die Behauptung.

Mit diesem Sylowtwist v konstruieren wir in (G, vF ) eine Sylowlevigruppe L, die das
direkte Produkt eines Torus und einer reduktiven Gruppe ist.

Lemma 7.2.3. Seien G = (X,R, Y,R∨,W ) die generische Gruppe zu (G, F ) und v der
d-Sylowtwist aus 7.2.2. Dann gibt es einen d-Sylowtorus S von G und einen d-Sylowtorus
S in (G, vF ) mit:
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7.2 Nichtregulärer Fall

(a) CG(S) = (X, R̃2, Y, R̃
∨
2 ,W eR2

ρ(v)) mit R̃2 := {±2ei,±ei ± ei′ | i, i′ > l′, i 6= i′},

(b) CG(S) = 〈T,G2〉 mit G2 :=
〈
Xα

∣∣∣ α ∈ R̃2

〉
und T := 〈hα(t) ∈ G | α ∈ R〉,

(c) CG(S) = T1 ×G2 mit T1 :=
〈
hα(t)

∣∣∣ α ∈ R̃1

〉
und

R̃1 = {±2ei,±ei ± ei′ | i, i′ ≤ l′, i 6= i′} ,

(d) CG(S)vF = T1 ×G2 mit G2 := GvF
2 und T1 := TvF

1 .

L = T1 ×G2

lllllllllllllllllll

RRRRRRRRRRRRRRRR

T1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR G2

llllllllllllllll

{1} = T1 ∩G2

Beweis. Wir berechnen nacheinander mit den Lemmata aus 1.3 Sylowtori S und S, die
Gruppen L := CG(S) und L := CG(S). Anschließend berechnen wir T1 ∩ G2 und
bestimmen damit die Struktur von L.

Seien Y := Y ⊗ C, V := kerY (Φd(ρ(v))) und Y ′ := Y ∩ V . Gemäß 1.3.3 ist
S :=

(
X/Y ′⊥, Y ′, ρ(v)

)
ein d-Sylowtorus in der generischen Gruppe G zu (G, vF ). Weiter

sei S der in 1.3.3 angegebene d-Sylowtorus von (G, vF ).
Gemäß Lemma 1.3.4 (a) sind Y ′⊥ ∩ R die Wurzeln von L. Für das Wurzelsystem

R′ ⊂ R gilt

R′ ∩ Y ′⊥ = ∅,

da d eine reguläre Zahl für die zu Cl′(Fq) gehörende Weylgruppe ist und somit gemäß
2.3.10 jede d-Sylowlevigruppe ein Torus ist.

Für R = {±2ei,±ei ± ei′ | 1 ≤ i, i′ ≤ l, i 6= i′} und die Projektion pr : Cl → Cl mit

ei 7→

{
ei i ≤ l′,

0 sonst,

gilt

pr(R) = {0,±2ei,±ei,±ei ± ei′ | 1 ≤ i, i′ ≤ l′, i 6= i′} ⊂
{

0,
1

2
α, α

∣∣∣∣ α ∈ R} .
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Kapitel 7: Gruppen vom Typ Cl

Aus R′ ∩ Y ′⊥ = ∅ folgt pr(R) ∩ Y ′⊥ = {0}. Wegen Y ′ ⊂ R′ ⊗ C sind

α ∈ Y ′⊥ ∩R und pr(α) = 0 für alle α ∈ R

äquivalent. Daraus ergibt sich R ∩ Y ′⊥ = R̃2 := {±2ei,±ei ± ei′ | i, i′ > l′, i 6= i′}. Laut

1.3.4 (a) ist (X, R̃2, Y, R̃
∨
2 ,W eR2

ρ(v)) der Zentralisator von S in G. Dies ist die Aussage
in (a).

Gemäß 1.3.4 (b) gilt

L =
〈
T,Xα

∣∣∣ α ∈ R̃2

〉
.

Wir zeigen nun, dass T1 ∩ G2 = T1 ∩ (T ∩ G2) trivial ist. Seien s ∈ T1 ∩ G2, q
′

eine Potenz von q mit sq′−1 = 1, F̃ der Standard-Frobeniusendomorphismus zu q′, ζ eine
primitive (q′ − 1)-te Einheitswurzel in Fq und

ω : TF → ZR∨
/
(
q − 1)ZR∨ mit kβ(ζ) 7→ β

der im Beweis zu 6.4.4 angegebene Isomorphismus. Wir berechnen ω(s) anhand von

ω(T
eF
1 ) = (ZR̃∨

1 + (q′ − 1)ZR)/(q′ − 1)ZR

und

ω((G2 ∩T)
eF ) = (ZR̃∨

2 + (q′ − 1)ZR)/(q′ − 1)ZR.

Für die Gitter gilt

ZR̃∨
1 + (q′ − 1)ZR = 〈ei, (q

′ − 1)ei′ | i ≤ l′, l′ < i′ ≤ l〉Z

und

ZR̃∨
2 + (q′ − 1)ZR = 〈ei, (q

′ − 1)ei′ | i > l′, 1 ≤ i′ ≤ l′〉Z .

Dabei ist 〈a, b〉Z das von a und b erzeugte Gitter. Der Schnitt dieser beiden Gitter ist(
ZR̃∨

1 + (q′ − 1)ZR
)
∩
(
ZR̃∨

2 + (q′ − 1)ZR
)

= 〈(q′ − 1)ei′ | 1 ≤ i ≤ l〉Z .

Daraus folgt ω(T
eF
1 ) ∩ ω((T ∩G2)

eF ) = 1 und s = 1.

Aus R̃1 ⊥ R̃2 folgt mit Hilfe der Bemerkung 2.1.7 (a) die Gleichung [T1,G2] = 1.
Dies zeigt L = T1 ×G2, also den Teil (c) der Behauptung.

Aus L = T1 ×G2 folgt L = T1 ×G2, da die Gruppen T1 und G2 von vF stabilisiert
werden.

Nach der Sylowlevigruppe konstruieren wir den zugehörigen Sylownormalisator. Für
die Berechnung des Sylownormalisators ist die relative Weylgruppe wichtig.
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7.2 Nichtregulärer Fall

Lemma 7.2.4. Die generische Levigruppe L aus Lemma 7.2.3 hat die relative Weyl-
gruppe

WG(L) = CW eR1
(ρ(v))×W eR2/W eR2

.

Beweis. Berechnungen in (C)Sl zeigen, dass der Stabilisator von R̃2 in W die Gruppe
W eR1

×W eR2
ist. In dieser Gruppe zentralisieren die Elemente aus CW eR1

(ρ(v))×W eR2
die

Nebenklasse ρ(v)W eR2
.

Wir geben nun den zu L gehörenden d-Sylownormalisator an.

Lemma 7.2.5. (a) Für N1 =
〈
nα(t)

∣∣∣ α ∈ R̃1, t ∈ F?

q

〉
ist N := 〈N1, L〉 der d-

Sylownormalisator von L.

(b) N1 ≤ CN(G2).

Beweis. Wir zeigen zunächst ρ(N1) = CW eR1
(ρ(v)). Daraus folgern wir, dass N der

Sylownormalisator von L ist. Schließlich beweisen wir (b) mit Hilfe von R̃1 und R̃2.
Der Torus T1 ist ein maximaler Torus in (G′, vF eG′), der aus einem maximal zer-

fallenden Torus von G′
”
durch Twist mit ρ(v)“ hervorgeht. Aus [Car85, 3.3.6] folgt

ρ(N1) = CW eR1
(ρ(v)). Damit gilt auch

WG(L) = ρ(N1)×W eR2/W eR2
.

Laut Lemma 1.3.4 ist N der d-Sylownormalisator von L.
Die Wurzelsysteme erfüllen

α+ β /∈ R für jedes α ∈ R̃1 und β ∈ R̃2.

Gemäß Bemerkung 2.1.7 (b) hat dies

N1 ≤ CG(G2)

zur Folge.

Mit Hilfe der Strukturen von N und L beweisen wir Satz 7.2.1.

Beweis von Satz 7.2.1. Die Gruppe L ist gemäß Lemma 7.2.3 eine d-Sylowlevigruppe in
(G, vF ) und N gemäß 7.2.5 ihr Sylownormalisator. Wir können uns gemäß Lemma 1.2.5
darauf beschränken zu zeigen, dass jeder Charakter χ ∈ Irr (L) auf IN(λ) fortsetzbar ist.

Nun ist T1 eine d-Sylowlevigruppe von (G′, F eG′) und N1 ihr d-Sylownormalisator.

Gemäß 7.1.1 ist jeder Charakter λ ∈ Irr (T1) auf IN1(χ) zu λ̃ fortsetzbar.
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Die Gruppen besitzen gemäß dem Lemma 7.2.5 die im Satz 3.2.5 geforderte Struktur

N

QQQQQQQQQQQQQQQQQQ

N1 L

L = T1 ×G2

QQQQQQQQQQQQQQQ

mmmmmmmmmmmmmmm

T1

QQQQQQQQQQQQQQQ G2

mmmmmmmmmmmmmmm

T1 ∩G2

Gemäß diesem Satz besitzt χ ∈ Irr (L) eine Fortsetzung auf IN(χ).

Die hier benutzte Vorgehensweise wird auch bei anderen klassischen Gruppen zum
Ziel führen. Bemerkenswert ist vielleicht die Einführung zweier zueinander orthogonaler
Unterwurzelsysteme, anhand derer L und N sich als direkte Produkte schreiben lassen.
Auch wenn sich die weiteren klassischen im Allgemeinen nicht mehr in dieser Art als
direktes Produkt schreiben lassen, haben diese Wurzelsysteme weiterhin eine zentrale
Bedeutung. Bei den übrigen Fällen entstehen mit diesen Unterwurzelsystemen zentrale
Produkte, die gleichzeitig Normalteiler von relativ kleinem Index sind.
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Kapitel 8

Gruppen vom Typ Al−1

Hauptresultat dieses Kapitels ist Satz 8.2.1. Dieses zeigt, dass alle irreduziblen Cha-
raktere einer d-Sylowlevigruppe von (Al−1,sc(Fq), F ) (l ≥ 2) eine Fortsetzung auf ihre
Trägheitsgruppe im zugehörigen d-Sylownormalisator besitzen, falls F der Standard-
Frobeniusendomorphismus von Al−1,sc(Fq) ist. Dieses Kapitel ist im Wesentlichen so
aufgebaut wie das Vorangegangene: Wir beginnen damit, die Aussage für reguläre Zah-
len d von (Al−1,sc(Fq), F ) zu beweisen, und verallgemeinern anschließend diesen Satz.

Im regulären Fall folgt die Aussage wieder im Wesentlichen aus der Anwendung von
Satz 6.3.15. Wir unterscheiden

”
zwei Typen von regulären Zahlen“. Für die eine Art

von regulären Zahlen wählen wir wie in 7.1 Gruppen und Unterwurzelsysteme so, dass
diese die Bedingungen aus dem Unterkapitel 6.2 erfüllen. Beispielsweise nehmen wir für
R ein Wurzelsystem vom Typ Cl, da bei R = R die Bedingung 6.2.Bii im Allgemei-
nen nicht gilt. Dadurch liegen in N̂ und Ŝ Elemente aus G \ G. Um diesen

”
Fehler

auszugleichen“ und durch die Anwendung von Satz 6.3.15 doch eine Aussage über d-
Sylowlevigruppen und d-Sylownormalisatoren von (G, F ) zu bekommen, wählen wir für
δ einen nichttrivialen Charakter. Insgesamt unterscheiden sich nun alle in 6.2 definierten
Gruppen voneinander. Daraus folgern wir dann im Beweis zu Satz 8.1.1 auch für die
übrigen regulären Zahlen die maximale Fortsetzbarkeit.

Für die Verallgemeinerung der Aussage konstruieren wir eine d-Sylowlevigruppe L
und ihren d-Sylownormalisator N mit Hilfe eines d-Sylowtwists, den wir mit Hilfe einer

”
kleineren“ Gruppe Al′−1(Fq) mit 2 ≤ l′ < l ermitteln. Entscheidend für das weitere

Vorgehen ist die gruppentheoretische Struktur von L und N . Durch diese ist es möglich,
wie im Beweis zu 7.2.1 Lemma 3.2.5 anzuwenden und aus der maximalen Fortsetzbarkeit
bei regulären Zahlen d die Fortsetzbarkeit für beliebige Zahlen d, also Satz 8.2.1, zu
folgern.

8.1 Regulärer Fall

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis folgender Aussage:

Satz 8.1.1. Seien G = Al−1,sc(Fq) (l ≥ 2), F ein Standard-Frobeniusendomorphismus,
d ∈ N eine für (G, F ) reguläre Zahl, T eine d-Sylowlevigruppe von (G, F ) und N ihr
d-Sylownormalisator. Dann sind alle Charaktere λ ∈ Irr (T ) auf IN(λ) fortsetzbar.
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8.1 Regulärer Fall

Zum Beweis von 8.1.1 zeigen wir, dass wir den Satz 6.3.15 anwenden können und dieser
die Behauptung zur Folge hat. Wir beginnen mit der Festlegung der Gruppen und der
Wurzelsysteme für 6.2.1. Gemäß Tabelle 2.1 sind die regulären Zahlen von (G, F ) die
Teiler von l und die Teiler von l − 1. Wir beschränken uns zunächst auf die Teiler von
l als Werte von d. Die restlichen regulären Zahlen d behandeln wir erst im Beweis zu
8.1.1.

8.1.2. In diesem Unterkapitel verwenden wir folgende Gruppen und Unterwurzelsy-
steme:

• SeienR das Wurzelsystem vom Typ Cl aus 4.4.1 (c) mit dem dort angegebenen Fun-
damentalsystem RF := {α′0, α1 . . . , αl−1}, wobei wir die Wurzeln αi (1 ≤ i ≤ l−1)
aus 4.4.1 (a) entnehmen und α′0 := 2e1 gilt. Weiter seien q eine Primzahlpo-
tenz und G die universelle Chevalleygruppe zu R, deren Weylgruppe wir mit W
bezeichnen.

α′0
• α1

•< α2
• α3

• · · ·αl−1
• αl

•

• Zudem sei F : G → G der Standard-Frobeniusendomorphismus.

• Weiterhin sei R ≤ R das Wurzelsystem aus 4.4.1 (a) vom Typ Al−1

mit dem dort angegebenen Fundamentalsystem RF := {α1, . . . , αl} und
G :=

〈
xα(t) ∈ G

∣∣ t ∈ Fq

〉
. Letztere ist gleichzeitig gemäß Lemma 2.1.9 die uni-

verselle Chevalleygruppe zu R mit Weylgruppe W .

• Die Zahl d sei regulär für W und teile l.

Diese Gruppen und Wurzelsysteme besitzen die in 6.2.1 geforderten Eigenschaften.
Um alle Voraussetzungen in 6.2.1 zu erfüllen, wählen wir einen Sylowtwist, für den wir die
Bedingung 6.2.Bi nachprüfen. Wir benutzen dazu die eingeführte Permutationsgruppen
(C)Sl und (A)Sl sowie den dabei eingeführten Isomorphismus f : W → (C)Sl aus 4.4.1 (c),
der f(W ) = (A)Sl erfüllt.

Lemma 8.1.3. Seien V die erweiterte Weylgruppe von G, die Elemente n1, . . . , nl−1 die
Erzeuger von V aus 2.3.1, B die Zopfgruppe zu R mit dem Epimorphismus τ : B → V
aus Lemma 2.3.2 und w0 das Bild des längsten Elements w0 von W unter der Abbildung
r : W → B. Mit

v0 := n1n2 · · ·nb l−1
2 cnl−1nl−2 · · ·nb l−1

2 c+1 ∈ V

sind die Elemente vj′

0 für alle j′ l gute l
j′
-Sylowtwists und vl

0 = τ(w2
0).
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Beweis. Gemäß [BM97, A1.1] ist das Element

w := s1 s2 · · · sb l−1
2 c sl−1 sl−2 · · · sb l−1

2 c+1

in der Zopfgruppe vom Typ Al−1 eine gute l-te Wurzel von w2
0. Aus der Definition

2.3.11 guter Wurzeln von w2
0 folgt, dass auch die Elemente wj′ gute l

j′
-te Wurzeln von

w2
0 sind. Gemäß der Bemerkung 2.3.14 sind die Elemente τ(wj′) = vj′

0 gute Sylowtwists
für G.

Wir setzen j′ := l
d

und v := vj′

0 . Für dieses Element beschreiben wir die Gruppe
f (CW (ρ(v))). Dies benötigen wir für die Bedingung 6.2.Bi.

Lemma 8.1.4. Seien j′ := l
d
, v := vj′

0 und sowohl j als auch die Mengen B(r) (1 ≤ r ≤ j)
wie in 6.2.2 definiert. Dann gelten:

(a) Die Menge {1, . . . , j′} bildet eine Transversale der Bahnen B(r) von f(ρ(v)) auf
{1, . . . , l} und j = j′.

(b) Für 1 ≤ r ≤ j und σ := f(ρ(v0)) sei

σcr :=
(
r, σj(r), . . . , σl−j(r)

) (
−r,−σj(r), . . . ,−σl−j(r)

)
Weiter sei

σ(r,r+1) :=
∏

i∈B(r)

(i, σ(i))(−i,−σ(i)) für 1 ≤ r < j.

Dann ist

C(A)Sl
(f(ρ(v))) =

〈
σcj
, σ(r,r+1)

∣∣ 1 ≤ r < j
〉
.

Mit WC := f−1(〈σcr | 1 ≤ r ≤ j〉) und WS := f−1(
〈
σ(r,r+1)

∣∣ 1 ≤ r < j
〉
) gilt

CW (ρ(v)) = WC oWS.

(c) Der Sylowtwist v erfüllt mit

w(r,r+1) := f−1(σ(r,r+1)) für alle 1 ≤ r ≤ j − 1

die Bedingung 6.2.Bi.

Beweis. Aus

f(ρ(v0)) =

(
1, 2, . . . ,

⌊
l − 1

2

⌋
+ 1, l, l − 1, . . . ,

⌊
l − 1

2

⌋
+ 2

)
folgt die Aussage über die Transversale.

Berechnungen in (A)Sl zeigen Teil (b). Aus den Ergebnissen folgt, dass die Bedingung
6.2.Bi mit

w(r,r+1) := f−1(σ(r,r+1)) für alle 1 ≤ r ≤ j − 1

erfüllt wird.

153



8.1 Regulärer Fall

Die gewünschten Eigenschaften der Tori wurden in 6.2.Bii formuliert.

Lemma 8.1.5. Mit Z = 1 wird die Bedingung 6.2.Bii erfüllt.

Beweis. Mit Mi := B(i) gilt für die in Lemma 7.1.4 definierten Wurzelsysteme

R′
i = Ri.

Das Lemma 7.1.4 zeigt nun, dass die Voraussetzungen für Lemma 6.4.4 erfüllt sind.
Daraus folgt 6.2.Bii.

Für den Beweis von Z = 1 benutzen wir den Isomorphismus ω aus dem Beweis zum

Lemma 6.4.4. Für jede Potenz q′ von q bildet ω die Gruppe T
eF

mit dem Standard-

Frobeniusendomorphismus F̃ : G → G zu q′ auf ZR∨
/(q′ − 1)ZR∨

ab. Dabei gilt

ω(Z
eF ) =

〈
ZRi

∨
, (q − 1)ZR∨

〉
∩
〈

ZR∨
i′ , (q − 1)ZR∨

∣∣∣ i′ 6= i
〉
/(q − 1)ZR∨.

Gemäß Lemma 7.1.4 sind also beide Gruppen trivial.

Nun prüfen wir 6.2.Biv also die Bedingungen an die Tori nach.

Lemma 8.1.6. Die Bedingung 6.2.Biv wird erfüllt und es gilt

[N̂r, N̂r′ ] = 1 für alle r 6= r′.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 6.4.3 und der Struktur von R: Aus der expliziten Angabe
der Wurzelsysteme

R = {ei − ei′ | 1 ≤ i, i′ ≤ j, i 6= i′}
Rr =

{
ei − ei′

∣∣ i, i′ ∈ B(r), i 6= i′
}

und

Rr′ =
{
ei − ei′

∣∣∣ i, i′ ∈ B(r′), i 6= i′
}
.

erkennen wir

α+ β /∈ R für alle α ∈ Rr, β ∈ Rr′ mit r 6= r′.

Dies ist die Voraussetzung für Lemma 6.4.3. Gemäß diesem gilt

[N̂r, N̂r′ ] = 1 für r 6= r′.

Diese Aussage hilft zu zeigen, dass tolle Elemente existieren.
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Lemma 8.1.7. Seien lr :=
∏

i∈B(r) h2ei
(−1) (1 ≤ r ≤ j). Die Elemente

pr :=

l
j
−1∏

r=0

nαr+1(1)
vr

für 1 ≤ r ≤ j − 1

sind tolle Elemente mit den angegebenen li.

Beweis. Gemäß Lemma 8.1.4 ist {1, . . . , j} eine Transversale der Bahnen von ρ(v) auf
{1, . . . , l}. Für jede Wurzel βr := er+1− er (1 ≤ r ≤ j− 1) aus Lemma 6.4.1 gilt βr ∈ R.

Das Element v
l
j stimmt gemäß 8.1.3 mit τ(w2

0) überein und liegt wegen w2
0 ∈ Z(B) im

Zentrum von V . Für

pi :=

l
j
−1∏

r=0

nβi
(1)vr

für 1 ≤ i ≤ j − 1

erfüllen die Elemente li die Gleichung p2
i = lil

−1
i+1 (1 ≤ i ≤ j − 1), was sich aus den

Relationen in Satz 2.1.6 mit Hilfe einfacher Rechnungen ergibt. Auch gilt ρ(pi) = w(i,i+1).
Daher können wir das Lemma 6.4.1 anwenden.

Die Aussage lr ∈ Z(N̂r) (1 ≤ r ≤ j) folgt nach kurzer Rechnung aus Satz 2.1.6, wenn
wir dabei die Operation von W auf R berücksichtigen. Die Lemmata 8.1.6 und 8.1.5
zeigen die übrigen Voraussetzungen des Lemmas 6.4.2. Demzufolge sind die Elemente
pi tolle Elemente.

Wir haben also 6.2.Biii bewiesen. Nun benötigen wir noch einen geeigneten linearen
Charakter auf N̂ .

Lemma 8.1.8. Seien N und T wie in 2.2.1 definiert. Dann gibt es einen linearen

Charakter δ ∈ Irr
(
N̂
)

der Ordnung q − 1 mit ker(δ) ∩ Ŝ = TvF und ker(δ) = NvF .

Beweis. Wir beweisen zunächst die Aussage für d = 1 und leiten daraus die allgemeine
Aussage ab.

Für v = 1 ist Ŝ wegen Z = 1 und Satz 2.1.6 (h) das direkte Produkt zyklischer
Gruppen,

Ŝ =
〈
h2e1(t)

∣∣ t ∈ F?
q

〉
×
〈
he2−e1(t)

∣∣ t ∈ F?
q

〉
× . . .

〈
hel−el−1

(t)
∣∣ t ∈ F?

q

〉
.

Für den treuen Charakter η ∈ Irr
(
F?

q

)
gibt es einen Charakter δ′ mit

δ′(h2e1(t0)he2−e1(t1)hel−el−1
(tl−1)) = η(t0) für alle t0, . . . tl−1 ∈ F?

q,

Dieser Charakter hat den Kern

ker(δ) = TF .
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Auch gilt I bN(δ′) =
〈
NF , Ŝ

〉
= N̂ . Für jedes n ∈ NvF ist ρ(n)(2e1) eine Wurzel der

Form 2ei′ mit 1 ≤ i′ ≤ l. Mit Hilfe von Bemerkung 2.1.8 ergibt sich daraus

h2e1(t0)
n = h2ei′

(t0) = kei′
(t0) = ke1(t0)k−e1+e2(t0) . . . k−ei′−1+ei′

(t0).

und

δ′(h2e1(t0)
n) = δ′(h2ei

(t0)).

Analoge Rechnungen für die übrigen Erzeuger von Ŝ zeigen

NvF ≤ I bN(δ′).

Aus der Definition von N̂ ist

N̂ =
〈
NF , Ŝ

〉
bekannt. Zudem gilt NF ∩ Ŝ = TF = ker(Ŝ). Also gibt es gemäß Satz 3.1.6 eine

Fortsetzung δ von δ′ auf ganz N̂ mit

δeNF = 1.

Für d 6= 1 sei F ′ der Standard-Frobeniusendomorphismus zu qd auf G. Auf

N̂ ′ :=
〈
T

F ′

,NF ′
〉

mit T :=
〈
hα(t)

∣∣∣ α ∈ R, t ∈ F?

q

〉
gibt es nach den bisherigen

Ausführungen einen linearen Charakter δ0 ∈ Irr
(
N̂ ′
)

der Ordnung qd − 1 mit

ker(δ0) = NF ′
und ker(δ0) ∩T

F ′

= TF ′
.

Für δ := δ0e bN gilt dann

ker(δ) = NF ′ ∩ N̂ = NvF und ker(δ0) ∩T
F ′

= TF ′ ∩ N̂ = TvF .

Für die charakteristischen Polynome gilt

detR
∨⊗C(xρ(v)− 1) = (x− 1) detR∨⊗C(xρ(v)− 1).

Mit Hilfe von Bemerkung 1.2.1 folgt daraus∣∣∣Ŝ∣∣∣ =
∣∣TvF

∣∣ (q − 1).

Wegen N̂ =
〈
Ŝ,NvF

〉
hat δ die Ordnung q − 1.

Dieser Charakter erfüllt die Bedingungen aus 6.2.6.
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Lemma 8.1.9. Der Charakter δ aus Lemma 8.1.8 besitzt die Eigenschaften aus 6.2.6.

Beweis. Definitionsgemäß erfüllen die Elemente pr die Gleichung pr ∈ NvF für alle
1 ≤ r ≤ j − 1. Daraus folgt die Eigenschaft 6.2.6 (c).

Es bleibt noch die Bedingung〈
N̂r ∩ ker(δ), Ŝ

〉
= N̂r für alle 1 ≤ r ≤ j

mit den in 6.2 definierten Gruppen zu zeigen. Gemäß 6.2.4 (a) gilt〈
N̂r ∩NvF , Ŝr

〉
= N̂r für alle 1 ≤ r ≤ j,

was 6.2.6 (b) zeigt.

Wir haben die Voraussetzungen nachgeprüft und können den Satz 6.3.15 anwenden.

Lemma 8.1.10. Seien G = Al−1,sc(Fq) (l ≥ 2), die Abbildung F : G → G ein Standard-
Frobeniusendomorphismus, d ∈ N mit d l, die Gruppe T eine d-Sylowlevigruppe von
(G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator. Dann sind alle Charaktere λ ∈ Irr (T ) auf
IN(λ) fortsetzbar.

Beweis. Gemäß 1.2.4 genügt es die maximale Fortsetzbarkeit für die Gruppen TvF und
NvF zu zeigen, die gemäß den Lemmata 1.3.4 und 1.3.5 eine d-Sylowlevigruppe und ihr
d-Sylownormalisator in (G, vF ) sind. Wir zeigen die Behauptung mit Hilfe von Satz
6.3.15.

Für d l haben wir in 8.1.2 Gruppen und Unterwurzelsysteme gewählt. Zusammen mit
dem in 8.1.3 definierten d-Sylowtwist v werden die Bedingungen 6.2.Bi- 6.2.Biv gemäß
den Lemmata 8.1.4 - 8.1.7 erfüllt. Auch der in 8.1.8 definierte Charakter δ besitzt die
in 6.2.6 formulierten Eigenschaften.

Für die Gruppen N und T aus Satz 6.3.15 erfüllen gemäß Lemma 8.1.8 folgende
Gleichungen

TvF = ker(δ) ∩ Ŝ = T und N = ker δ = NvF .

Aus Satz 6.3.15 folgt nun, dass jeder Charakter λ ∈ Irr (T ) auf IN(λ) fortsetzbar ist.

Dies zeigt die Behauptung 8.1.1, aber nur für einen Teil der regulären Zahlen. Es
bleibt folgende Aussage zu zeigen.

Lemma 8.1.11. Seien G = Al−1,sc(Fq) (l ≥ 2), die Abbildung F : G → G ein Standard-
Frobeniusendomorphismus, 1 6= d ∈ N mit d (l−1), die Gruppe T eine d-Sylowlevigruppe
von (G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator. Dann sind alle Charaktere λ ∈ Irr (T ) auf
IN(λ) fortsetzbar.
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Beweis. Wir konstruieren zunächst einen d-Sylowtwist v, anschließend eine d-
Sylowlevigruppe T und ihren d-Sylownormalisator. Die Struktur dieser Gruppe
ermöglicht es, die Behauptung mit Hilfe von Lemma 8.1.10 zu beweisen. Aus den
Voraussetzungen folgt l ≥ 3, so dass wir dabei die universelle Chevalleygruppen zu
Wurzelsystemen vom Typ Al−2 benutzen können.

Seien R und RF = {α1, . . . , αl−1} aus 4.4.1 (a) und G wie in 8.1.2 eine universelle
Chevalleygruppe zu R. Weiter seien R′ das Unterwurzelsystem mit dem Fundamen-
talsystem {α1, . . . , αl−2}. Dann ist die Gruppe G1 := 〈Xα | α ∈ R′〉 gemäß 2.1.9 eine
universelle Chevalleygruppe zu R′, F1 := F eG1

der Standard-Frobeniusendomorphismus
auf G1 und v ein d-Sylowtwist von (G1, F1), der wie in 8.1.4 definiert ist.

Aus [Spr74, 5.1] ist aAl−2
(d) = aAl−1

(d) bekannt. Wie im Beweis zu Lemma 7.2.2 folgt
daraus, dass v auch ein Sylowtwist für (G, F ) ist.

Seien T, N, W und ρ : N → W die Gruppen bzw. die Abbildung aus der Bemerkung
2.2.1 zu G. Gemäß Lemma 1.3.4 ist TvF eine d-Sylowlevigruppe von (G, vF ) und NvF

gemäß Lemma 1.3.5 ihr d-Sylownormalisator.
Analog seien T1, N1 und W1 die wie in Bemerkung 2.2.1 definierten Gruppen von G1.

Gemäß Lemma 1.3.4 ist T1 := TvF
1 eine d-Sylowlevigruppe von (G1, vF1) und N1 := NvF

1

gemäß Lemma 1.3.5 ihr d-Sylownormalisator. Wegen d (l − 1) können wir hier Lemma
8.1.10 anwenden. Demzufolge ist jeder Charakter λ ∈ Irr (T1) auf IN1(λ) fortsetzbar.

Zum Beweis von
〈
NvF

1 ,TvF
〉

= NvF benutzen wir die Permutationsgruppen (A)Sl−1

und den Isomorphismus f : W → (A)Sl−1 aus 4.4.1. Aus [Car85, 3.3.6] ist

ρ(NvF
1 ) = CW1(ρ(v))

und

ρ(NvF ) = CW (ρ(v))

bekannt. Gemäß dem Beweis zu 8.1.4 gilt

f(ρ(v)) =

(
1, 2, . . . ,

⌊
l − 2

2

⌋
+ 1, l − 1, l − 2, . . . ,

⌊
l − 2

2

⌋
+ 2

) l−1
d

.

und wegen d 6= 1 auch

C(A)Sl−1
(f(ρ(v))) = C(A)Sl

(f(ρ(v))) .

Daraus folgt

ρ(NvF
1 ) = ρ(NvF ) und

〈
NvF

1 ,TvF
〉

= NvF .
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Die Gruppen haben also folgende Struktur.

N

||
||

||
||

BB
BB

BB
BB

N1

BB
BB

BB
BB

T

||
||

||
||

T1

Mit Hilfe von Satz 3.1.6 folgt daraus die Aussage: Jeder Charakter λ ∈ Irr (T ) ist auf
IN(λ) fortsetzbar.

Beweis von Satz 8.1.1. Aus der Tabelle 2.1 ist bekannt, dass d entweder l oder l − 1
teilt. Für d l wurde die Aussage im Lemma 8.1.10 bewiesen. Ansonsten gilt d (l − 1)
und d 6= 1. In diesem Fall folgt die Behauptung aus Lemma 8.1.11.

Wir haben nun damit die Aussage 8.1.1 bewiesen. Wir möchten abschließend noch
folgende Feststellung machen.

8.1.12. Beim Beweis von 8.1.11 besteht auch die Möglichkeit eine Isomorphie zu be-
nutzen. Der Sylownormalisator N ist gleichzeitig isomorph zur Gruppe N̂l−2, die wir
erhalten, wenn wir eine Gruppe vom Typ Al−2 am Anfang benutzen. Gleichzeitig ist T
dann isomorph zu Ŝl−2. Zwischen diesen beiden Gruppen ist die maximale Fortsetzbar-
keit bekannt, da wir diese aus Satz 6.3.15 unter Benutzung des trivialen Charakters als
δ ableiten können.

Wir haben nun die für uns wichtige Aussagen für reguläres d beim Typ Al−1 gezeigt.

8.2 Nichtregulärer Fall

In diesem Unterkapitel konzentrieren wir uns darauf Satz 8.1.1 auf beliebige Zahlen
d ∈ N zu verallgemeinern. Wie im vorangegangenen Abschnitt seien G = Al−1,sc(Fq)
die universelle Chevalleygruppe zu dem Wurzelsystem R mit den Fundamentalwurzeln
{α1, . . . , αl} aus 4.4.1 (a) und einer Primzahlpotenz q und F : G → G der Standard-
Frobeniusendomorphismus. Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis folgender Aussage:

Satz 8.2.1. Seien G = Al−1,sc(Fq) (l ≥ 2), d ∈ N, L eine d-Sylowlevigruppe von
(G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator. Dann sind alle Charaktere χ ∈ Irr (L) auf
IN(χ) fortsetzbar.

Wir beginnen mit der Festlegung eines d-Sylowtwists.
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8.2 Nichtregulärer Fall

Lemma 8.2.2. Seien d ∈ N eine für W nichtreguläre Zahl, q eine Primzahlpotenz und
l′ :=

⌊
l
d

⌋
· d. Weiter seien R′ das Wurzelsystem vom Typ Al′−1 mit den Fundamentalwur-

zeln {α1, . . . , αl′−1} und G′ = 〈Xα | α ∈ R′〉 wie in 2.1.9 die universelle Chevalleygruppe
zu R′.

(a) Die Zahl d ist regulär für (G′, F eG′).

(b) Der d-Sylowtwist v der reduktiven Gruppe (G′, F eG′) aus Lemma 8.1.3 ist auch
ein d-Sylowtwist von (G, F ).

Beweis. Wir gehen wie im Beweis zu 7.2.2 vor. Wir zeigen zunächst (a), dann mit
Hilfe der Spiegelungsgrade der Weylgruppe W die Gleichung aAl−1

(d) = aAl′−1
(d) und

beweisen damit, dass v ein d-Sylowtwist ist.
Offensichtlich ist d ein Teiler von l′. Mit Hilfe der Tabelle 2.1 ist dann d eine reguläre

Zahl für (G′, F eG′).
Die Gruppe (G′, F eG′) ist gemäß Lemma 2.1.9 eine reduktive Gruppe vom Typ Al′−1,

auf der F eG′ als Standard-Frobeniusendomorphismus operiert. Daher ist die Konstruk-
tion von v mit Hilfe von Lemma 8.1.3 möglich.

Die Spiegelungsgrade von W sind gemäß [Car72, 10.2.5] die Zahlen {2, 3, . . . , l}. Aus
der Definition von l′ und der Bemerkung 2.2.7 ergibt sich aAl−1

(d) = aAl′−1
(d).

Wir können nun Lemma 2.3.16 anwenden. Demzufolge ist v ein d-Sylowtwist von
(G′, F eG′).

Mit diesem Sylowtwist konstruieren wir in (G, vF ) eine Sylowlevigruppe L und ana-
lysieren ihre Struktur.

Lemma 8.2.3. Seien G = (X,R, Y,R∨,W ) die generische Gruppe zu (G, F ), d ∈ N
eine für W nichtreguläre Zahl, l′ die Zahl aus Lemma 8.2.2 und v der d-Sylowtwist aus
8.2.2. Dann gibt es einen d-Sylowtorus S von G und einen Sylowtorus S von (G, vF )
mit:

(a) CG(S) = (X, R̃2, Y, R̃
∨
2 ,W eR2

ρ(v)) mit R̃2 := {ei − ei′ | i, i′ > l′, i 6= i′},

(b) L := CG(S) = 〈T,G2〉 mit G2 :=
〈
Xα

∣∣∣ α ∈ R̃2

〉
und T := 〈hα(t) ∈ G | α ∈ R〉,

(c) L0 � L mit L0 := T1 × G2, R̃1 = {ei − ei′ | i, i′ ≤ l′, i 6= i′} und

T1 :=
〈
hα(t)

∣∣∣ α ∈ R̃1

〉
,

(d) L0 � CG(S)vF und
∣∣CG(S)vF : L0

∣∣ = q − 1 mit L0 := T1 × G2, G2 := GvF
2 und

T1 := TvF
1 .
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Kapitel 8: Gruppen vom Typ Al−1

L

q−1

L0

lllllllllllllllllll

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

T1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR G2

llllllllllllllll

{1} = T1 ∩G2

Beweis. Wir gehen wie im Beweis zu 7.2.3 vor. Seien Y ′ := ker (Φd(ρ(v))). Dann ist
laut Lemma 1.3.3 der Torus S =

(
X/Y ′, Y ′, ρ(v)

)
ein generische d-Sylowtorus von G. Im

weiteren sei S der dort angegebene Sylowtorus von G, der mit Hilfe von v berechnet
wird.

Wir weisen nun für die Sylowtori S und S die Behauptungen nach. Dabei gehen wir
wie im Beweis von 7.2.3 vor: Wir berechnen zunächst Y ′⊥ ∩ R. Mit Hilfe von Lemma
1.3.4 folgen daraus die Teilaussagen (a) und (b). Im Anschluss berechnen wir T1 ∩G2

und beweisen damit (c). Die Teilsaussage (d) zeigen wir durch die Betrachtung von
T ∩G2.

Seien R′ das von den Fundamentalwurzeln α1, . . . , αl′−1 erzeugte Unterwurzelsystem
vom Typ Al′−1 und R′′ das von den Fundamentalwurzeln α1, . . . , αl′ erzeugte Unterwur-
zelsystem vom Typ Al′ .

Aus [Spr74, 5.1] ist aAl′−1
(d) =

⌊
l′

d

⌋
= aAl′

(d) für d 6= 1 bekannt. Gemäß Lemma 2.3.6
(b) ist ρ(v) auch für W eR2

ein reguläres Element. Für dieses gilt daher

Y ′⊥ ∩R′′ = ∅.

und insbesondere auch

Y ′ 6⊥ ei − el′+1 für alle 1 ≤ i ≤ l′.

Wegen Y ′ ≤ 〈ei | 1 ≤ i ≤ l′〉 folgt daraus

Y ′ 6⊥ ei für alle 1 ≤ i ≤ l′,

was Y ′⊥ ∩ R = R̃2 zur Folge hat. Mit Hilfe der in Lemma 1.3.4 angegebenen Formeln
für CG(S) und CG(S) folgen die in (a) und (b) angegebenen Gleichungen.

Sei RF = {α1, . . . , αl} das in Lemma 4.4.1 (a) angegebene Fundamentalsystem. Die
Menge RF 1 = {α1, . . . , αl′−1} bzw. RF 2 = {αl′+1, . . . , αl} ist ein Fundamentalsystem

von R̃1 bzw. R̃2. Diese erfüllen zudem RF 1

.
∪ RF 2 ⊂ RF .
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8.2 Nichtregulärer Fall

Die Aussage in 2.1.6 (h) zeigt

T1 =
〈
hα1(t)

∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
× · · · ×

〈
hαl′−1

(t)
∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
,

T2 =
〈
hαl′

(t)
∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
× · · · ×

〈
hαl

(t)
∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
und

T =
〈
hα1(t)

∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
× · · · ×

〈
hαl

(t)
∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
für T2 := T ∩G2. Daraus folgt T1 ∩G2 = T1 ∩ (T ∩G2) = T1 ∩T2 = 1.

Die Aussage [T1,G2] = 1 folgt aus R̃1 ⊥ R̃2 mit Hilfe der Bemerkung 2.1.7 (a).
Insgesamt ist L0 = 〈T1,G2〉 das direkte Produkt der beteiligten Gruppen.

Gemäß Satz 2.1.6 ist G2 ein Normalteiler in L. Die Gruppe T ∩ G2 ist ein Torus
und damit zusammenhängend. Zu jedem Element x ∈ L existieren Elemente t ∈ T und
g ∈ G2 mit x = tg. Für diese Elemente gilt dann auch

t−1tvF = (g−1gvF )−1 ∈ T ∩G2.

Nach dem Satz von Lang-Steinberg gibt es Elemente t′ ∈ T ∩G2 mit (tt′)vF = tt′ und
(t′−1g) = t′−1g. Daraus folgt

〈T,G2〉vF = 〈T,G2〉 = L

mit T := TvF . Daraus folgt auch L = 〈L0, T 〉. Wegen T ≤ NG(L0) gemäß Satz 2.1.6 ist
L0 ein Normalteiler von L.

Mit Hilfe der Bemerkung 1.2.1 wissen wir auch

|T1| · |T2| · (q − 1) = |T |

für T2 := T ∩G2, was |L : L0| = q − 1 in (d) beweist.

Die Gruppe L/L0 ist zyklisch, wie wir in folgendem Lemma sehen.

Lemma 8.2.4. Sei N1 :=
〈
nα(t)

∣∣∣ α ∈ R̃1

〉vF

. Die Gruppe L/L0 ist zyklisch von der

Ordnung q − 1 und [L,N1] ≤ T1.

Beweis. Wegen L/L0
∼= T/〈T1, T2〉 zeigen wir statt der Behauptung, dass die Faktor-

gruppe T/〈T1, T2〉 zyklisch ist.
Wir können T in den Torus

T :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣ α ∈ R〉 mit R := {±2ei,±ei ± ej | i, j ≤ l, i 6= j}

einbetten. Auf T := T
vF

existiert gemäß 8.1.8 ein Charakter δ′ ∈ Irr
(
T
)

der Ordnung
q − 1 mit ker(δ′) = T .
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Kapitel 8: Gruppen vom Typ Al−1

Analog können wir auch T1 und T2 := G2 ∩T in T einbetten und zwar zunächst in
die Tori

T1 :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣ α ∈ R1

〉
mit R1 := {±2ei,±ei ± ej | i, j ≤ l′, i 6= j}

und

T2 :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣ α ∈ R2

〉
mit R2 := {±2ei,±ei ± ej | i, j ≥ l′ + 1, i 6= j} .

Die Charaktere δ1 := δeT 1
und δ2 := δeT 2

mit T 1 := T1∩T und T 2 := T2∩T besitzen

ebenfalls wegen
∣∣T 1 : T1

∣∣ = q− 1 und
∣∣T 2 : T2

∣∣ = q− 1 die Ordnung q− 1. Seien h′ ∈ T 1

ein Element, für das δ1(h
′) eine primitive (q− 1)-te Einheitswurzel ist, und h′′ ∈ T 2 mit

δ2(h
′′) = δ(h′)−1. Diese existieren wegen der Ordnung der Charaktere.

Das Element h := h′h′′ liegt in T und erfüllt

〈h, T1, T2〉 = T.

Somit ist L/L0 zyklisch.
Elemente aus N1 operieren gemäß Bemerkung 2.1.7 trivial auf h′′, was

[h, n] = [h′, n] ∈ T 1

zur Folge hat. Dies zeigt dann [L,N1] ≤ T1.

Nach der Sylowlevigruppe konstruieren wir den zugehörigen Sylownormalisator. Dazu
ist die relative Weylgruppe wichtig.

Lemma 8.2.5. Die generische Levigruppe L aus Lemma 8.2.3 hat die relative Weyl-
gruppe

WG(L) =

(
CW eR1

(ρ(v))×W eR2

)
/W eR2

.

Beweis. Dies zeigen Berechnungen in (A)Sl.

Wir bestimmen nun den d-Sylownormalisator zu L.

Lemma 8.2.6. (a) Die Gruppe N := 〈N1, L〉 mit N1 aus 8.2.4 ist der zu L gehörende
d-Sylownormalisator.

(b) N1 ≤ CN(G2).

Beweis. Die Aussage [Car85, 3.3.6] zeigt

ρ(N1) = CW eR1
(ρ(v)).

Mit dem Lemma 8.2.5 folgt daraus

WG(L) =
〈
ρ(N1),W eR2

〉
/W eR2

Gemäß Lemma 1.3.5 ist N der Sylownormalisator von L.
Aus R̃1 ⊥ R̃2, was wir aus der Definition der beiden Wurzelsysteme sehen, folgt mit

Hilfe von Bemerkung 2.1.7 (b) die Aussage N1 ≤ CN(G2).
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8.2 Nichtregulärer Fall

Wir beweisen nun die Aussage 8.2.1 mit Hilfe von Satz 3.2.4.

Beweis von Satz 8.2.1. Gemäß Lemma 1.2.4 genügt es für den Beweis die Aussage für
jedes d ∈ N, eine d-Sylowlevigruppe und ihren d-Sylownormalisator in (G, vF ) zu zeigen.

Wegen Satz 8.1.1 können wir außerdem annehmen, dass d für W nicht regulär ist.
Nach den Ausführungen in den Lemmata ist die Gruppe L aus Lemma 8.2.3 eine

d-Sylowlevigruppe in (G, vF ) und N aus Lemma 8.2.6 ihr d-Sylownormalisator.
Um nun die maximale Fortsetzbarkeit für L � N zu zeigen, müssen wir die Voraus-

setzungen für Satz 3.2.5 nachweisen: Offensichtlich ist T1 abelsch. Für L0 = 〈T1, G2〉 ist
aus Lemma 8.2.4 bekannt, dass L/L0 zyklisch ist. Dies sind die Voraussetzungen (i) und
(ii).

Mit NC := N1 werden auch die Gleichungen N = 〈NC , L〉, [NC , L] ≤ T1, [NC , G2] = 1
und L ∩ NC = T1 aus 3.2.5 (iii) erfüllt, was aus den Definitionen von N und T1 sowie
der Gleichung N1 ≤ CN(G2) aus Lemma 8.2.6 (b) folgt.

In Lemma 3.2.5 (iv) wurde die maximale Fortsetzbarkeit bei T1 � N1 vorausgesetzt.
Die Gruppe T1 = TvF

1 ist gemäß Lemma 1.3.4 eine d-Sylowlevigruppe von (G′, vF ) und
N1 = NvF

1 laut Lemma 1.3.5 ihr d-Sylownormalisator. In Lemma 8.2.2 wurde bewiesen,
dass d für (G′, vF ) eine reguläre Zahl ist. Daher sind die irreduziblen Charaktere von
T1 gemäß Lemma 8.1.1 auf ihre Trägheitsgruppe in N1 fortsetzbar.

N

LLLLLLLLLLLLL

N1 L

L0

LLLLLLLLLLLL

rrrrrrrrrrrr

T1

LLLLLLLLLLL G2

rrrrrrrrrrr

T1 ∩G2

Daraus folgt mit Hilfe von Satz 3.2.5 die Behauptung.

Wir haben also damit die maximale Fortsetzbarkeit bei (Al−1,sc(Fq), F ) gezeigt. Im
nächsten Kapitel beschäftigen wir uns mit der Situation, die entsteht, wenn auf der
Gruppe der Frobeniusendomorphismus operiert, der vom Graphautomorphismus indu-
ziert wird.
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Kapitel 9

Gruppen vom Typ 2Al−1

In diesem Kapitel beweisen wir für eine weitere Serie endlicher reduktiver Gruppem
(Al−1,sc(Fq), F ), dass sich jeder irreduzible Charakter einer d-Sylowlevigruppe von (G, F )
auf seine Trägheitsgruppe im zugehörigen d-Sylownormalisator fortsetzt. Der Frobenius-
endomorphismus F : G → G wird dabei vom nichttrivialen Graphautomorphismus in-
duziert. Wir gehen wie in den beiden vorangegangenen Kapiteln vor: im regulären Fall
wenden wir den Satz 6.3.15 an und leiten mit Hilfe von Satz 3.2.5 daraus die maximale
Fortsetzbarkeit im nichtregulären Fall ab.

Im ersten Unterkapitel konzentrieren wir uns auf reguläre Werte von d. Anhand der
Werte von d und l unterscheiden wir vier Fälle. Für einen dieser Fälle weisen wir die
Voraussetzungen für Satz 6.3.15 nach und wenden diesen anschließend an. Dazu müssen
wir wieder die Gruppe Al−1,sc(Fq) in die Gruppe Cl,sc(Fq) einbetten. Nur dadurch können
wir sicherstellen, dass der Torus das direkte Proukt kleinerer Tori ist, die vom Sylow-
normalisator permutiert werden. Mit Hilfe der Ergebnisse aus dem Unterkapitel 5.1
beweisen wir die maximale Fortsetzbarkeit für einen weiteren Fall. Aus diesen Ergeb-
nissen können wir in Lemma 9.1.15 mit Hilfe eines anderen Frobeniusendomorphismus
F̃ : G → G die verbleibenden Aussagen folgern, da dieser Frobeniusendomorphismus
F̃ sich auf Untergruppen, die universelle Chevalleygruppen sind, einschränken lässt und
aus F durch einen inneren Automorphismus hervorgeht.

Im zweiten Unterkapitel verallgemeinern wir die Aussage auf nichtreguläre Werte von
d. Wir konstruieren mit Hilfe eines d-Sylowtwists wieder eine d-Sylowlevigruppe und
einen d-Sylownormalisator. Die Struktur dieser Gruppen ermöglicht es mit Hilfe von Satz
3.2.5 die maximale Fortsetzbarkeit für nichtreguläre Zahlen aus der bereits bewiesenen
maximalen Fortsetzbarkeit bei regulären Zahlen zu folgern.

9.1 Regulärer Fall

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis folgender Aussage:

Satz 9.1.1. Seien G = Al−1,sc(Fq) (l ≥ 3), F : G → G der von einem Graphauto-
morphismus abgeleitete Frobeniusendomorphismus, d eine reguläre Zahl von (G, F ), T
eine d-Sylowlevigruppe von (G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator. Dann sind alle Cha-
raktere λ ∈ Irr (T ) auf IN(λ) fortsetzbar.
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9.1 Regulärer Fall

Wir nehmen in diesem Kapitel an, dass G mit Hilfe des Wurzelsystems R aus
Lemma 4.4.1 (a) mit dem Fundamentalsystem RF = {α1, . . . , αl−1} definiert ist und
das vollständige Wurzeldatum G = (X,R, Y,R∨,Wφ) besitzt. Wir beschränken uns
anfangs wieder auf reguläre Zahlen von Wφ als Werte von d. Gemäß der Tabelle 2.1
sind diese:

• die geraden Teiler von 2l und die Teiler von l − 1 bei 2 (l − 1) und

• die geraden Teiler von 2(l − 1) und die Teiler von l bei 2 -(l − 1).

Zum Beweis der maximalen Fortsetzbarkeit in den vier Fällen gehen wir verschieden vor.
Wir beginnen mit dem Fall d l und 2 -(l − 1).

Hierbei benutzen wir Satz 6.3.15 und beginnen mit der Wahl von R, G, R, G und
F : G → G.

9.1.2. Wir verwenden in diesem Abschnitt folgende Notation:

• Seien R das Wurzelsystem aus Lemma 4.4.1 (c) vom Typ Cl, RF das dort an-
gegebene Fundamentalsystem von R und G die damit konstruierte universelle
Chevalleygruppe über Fq.

• α1
•> α2

• α3
• · · ·αl−1

• αl
•

• Zu dem parabolischen Unterwurzelsystem R ≤ R vom Typ Al−1 aus Lemma 4.4.1
(a) mit dem Fundamentalsystem RF = {αi | 1 ≤ i < l} ist gemäß Lemma 2.1.9
die Gruppe G :=

〈
Xα

∣∣ α ∈ R〉 ≤ G eine universelle Chevalleygruppe.

• Auf RF = {αi | 1 ≤ i < l} operiert der Automorphismus ¯ : R→ R mit αi 7→ αl−i

(αi ∈ RF ). Durch diesen wird der Graphautomorphismus

Γ : G → G mit Γ(xα(t)) := xα(t) für ± α ∈ RF

und der Frobeniusendomorphismus

F : G → G mit F (xα(t)) := xα(tq) für ± α ∈ RF

definiert. Dann gilt F = F0 ◦ Γ mit dem Standard-Frobeniusendomorphismus
F0 : G → G.

• Weiter sei d ∈ N mit d l und 2 -(l − 1).

Bei der Konstruktion eines passenden Frobeniusendomorphismus F : G → G mit
F
⌉
G

= F hilft folgendes Lemma:
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Lemma 9.1.3. Seien V bzw. V die erweiterten Weylgruppen von G bzw. G, B bzw.
B Zopfgruppen zu R bzw. R. Die Epimorphismen τ : B → V und τ : B → V seien wie
in Lemma 2.3.2 definiert. Weiter seien w0 := r(w0) das Bild des längsten Elements w0

von W in B und w0 das analoge Element in B.
Mit n := τ(w0)τ(w0) gilt dann

Γ(x) = xn für alle x ∈ G.

Beweis. Wir prüfen diese Aussage für alle Elemente x = xα(t) (±α ∈ RF , t ∈ Fq) nach.
Aus Satz 2.1.6 folgt

xα(t)n = xα(iαt) für alle t ∈ Fq,±α ∈ RF

mit gewissen iα ∈ {±1} (±α ∈ RF ). Wir können n als Produkt

n = nβ1(1) · · ·nβl
(1)

schreiben. Daraus ergibt sich

iα = ηβ1,αηβ2,wβ1
(α) · · · .

Aus [Car72, Proposition 6.4.3] ist

ηα,β = ηα,−β für alle α, β ∈ R

bekannt. Daraus folgt

iα = i−α für alle α ∈ RF .

Damit berechnen wir nα(t)n (t 6= 0) durch

nα(t)n = xα(t)nx−α(t−1)nxα(t)n = xα(iαt)x−α(iαt
−1)xα(iαt) = nα(iαt).

Rechnungen in W und die Gleichung aus Lemma 2.3.2 (c) zeigen

(ni(1))n = nl−i(1) für 1 ≤ i ≤ l − 1.

Daraus folgt iα = 1 und

xα(t)n = Γ(xα(t)) für alle t ∈ Fq,±α ∈ RF .

Zusammen mit 〈Xα | ± α ∈ RF 〉 = G aus Lemma 2.1.10 beweist dies die Behauptung.
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9.1 Regulärer Fall

Der Frobeniusendomorphismus F := nF 0 : G → G mit dem Element n aus Lemma
9.1.3 und dem Standard-Frobeniusendomorphismus F 0 : G → G von G erfüllt

F
⌉
G

= F.

Somit fehlt noch ein Sylowtwist für die in 6.2.1 beschriebene Ausgangssituation. Dafür
setzen wir den in Lemma 4.4.1 (a) eingeführten Isomorphismus f : W → (A)Sl auf 〈W,φ〉
fort.

Lemma 9.1.4. Durch

si 7→ (i, i− 1)(−i,−i+ 1) ( 1 ≤ i ≤ l) und φ 7→
l∏
i

(i,−l + i)

wird ein Monomorphismus f : 〈W,φ〉 → (C)Sl definiert, der mit der Operation auf R∨

verträglich ist.

Beweis. Nachrechnen.

Mit Hilfe von f konstruieren wir nun einen d-Sylowtwist vφ mit v ∈ V .

Lemma 9.1.5. Seien N und ρ : N → W wie in 2.2.1 definiert und n1, . . . , nl−1 die
Erzeuger von V aus 2.3.1.

(a) Mit v0 := n1n2 · · ·nb l−1
2 cnl−1nl−2 · · ·nb l−1

2 c+1 ∈ V ist vj′

0 φ für alle j′ l ein l
j′
-

Sylowtwist für G.

(b) Mit v := vj′

0 und j′ := l
d

seien j und B(r) (1 ≤ r ≤ j) wie im Abschnitt 6.2.1
definiert.

Dann gelten CV ((vφ)
l
j ) = V und

j =


j′

2
2 - d,

j′ 4 d,

2j′ sonst.

Die Menge {1, . . . , j} bildet eine Transversale der Bahnen B(r).

(c) Sei σ := f(ρ(v)φ). Für 1 ≤ r ≤ j sei

σcr :=
(
r, |σ(r)| , . . . ,

∣∣∣σ l
j (r)

∣∣∣) (−r,− |σ(r)| , . . . ,−
∣∣∣σ l

j (r)
∣∣∣) .

Weiter sei

σ(r,r+1) :=
d∏

i=0

(σi(r), σi(r + 1)) für 1 ≤ r < j.

Mit WC := f−1(〈σcr | 1 ≤ r ≤ j〉) und WS := f−1(
〈
σ(r,r+1)

∣∣ 1 ≤ r < j
〉
) gilt

CW (ρ(v)) = WC oWS.
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(d) Die Bedingung 6.2.Bi wird mit w(r,r+1) := f−1(σ(r,r+1)) (1 ≤ r ≤ j − 1) vom
Sylowtwist v erfüllt.

Beweis. Wir beweisen die einzelnen Aussagen nacheinander: für Teil (a) benutzen wir
eine d-te gute φ-Wurzel von w2

0 und für Teil (b) rechnen wir vor allem mit f(ρ(v)φ).
Aus [BM97, A1.1] ist bekannt, dass wiφ mit

w := s1 s2 · · · sb l−1
2 c sl−1 sl−2 · · · sb l−1

2 c+1 ∈ B

eine gute d-te φ-Wurzel von w2
0 ist. Aus τ(w) = v0 folgt mit Hilfe von Bemerkung 2.3.12

die Aussage (a). Es ist anzumerken, dass auch w selbst eine φ-stabile l-te Wurzel von
w2

0 ist, die auch bei der Konstruktion im Lemma 8.1.3 benutzt wurde.
Nun berechnen wir zunächst das Element f(ρ(v)φ), um die Bahnen B(r) und j zu

berechnen. Aus

f(ρ(v)φ) = f(ρ(v))f(ρ(τ(w0)))
l∏

i=1

(i,−i) =

= f(ρ(vj
0))f

(
ρ
(
v

l
2
0

)) l∏
i=1

(i,−i) =

=
(
ρ
(
v

j+ l
2

0

)) l∏
i=1

(i,−i)

folgt, dass die Operation von f(ρ(v)φ) und f
(
ρ
(
v

j+ l
2

0

))
auf {1, . . . , l} übereinstimmen

und somit ihre Bahnen gleich sind. Die Ordnung von f
(
ρ
(
v

j+ l
2

0

))
ist l

ggT(l,j+ l
2)

, also

o
(
f(ρ(v

j+ l
2

0 ))
)

=


d 4 d,

2d 2 - d,
d
2

sonst.

Zusammen mit der Definition von j folgt daraus

jo
(
f
(
ρ
(
v

j+ l
2

0

)))
= l.

Daraus ergeben sich die oben angegebenen Formeln für j. Wegen

f(ρ(v0)) = (1, 2, . . . , l,−1, . . . , l)

zerlegt ρ(v)φ die Zahlen {1, . . . , n} in j Bahnen, die jeweils die Länge l
j

haben. Die in

(b) angegebene Menge bildet eine Transversale.
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9.1 Regulärer Fall

Für den Beweis von CV ((vφ)
l
j ) = V berechnen wir

(wφ)
l
j =


w2

0 4 d,

w2
0 2 - d,

w0φ sonst.

Diese Elemente liegen im Zentrum von V , da τ(w0) und φ auf den Erzeugern n1, . . . , nl−1

von V gemäß Lemma 2.3.2 (c) durch

nφ
i = nl−i und n

τ(w0)
i = nl−i für alle 1 ≤ i ≤ l − 1

operieren.

Wegen f(ρ(v)φ) = f
(
ρ
(
v

j+ l
2

0

))∏l
i=1(i,−i) stimmt CW (vφ) mit CW

(
v

l
2
+j

0

)
überein.

Diese Gruppe ist der in 8.1.4 berechnete Zentralisator, der gemäß den dortigen Überle-
gungen die Bedingung 6.2.Bi erfüllt. Dies sind die Behauptungen in (c) und (d).

Mit der Festlegung von vφ als d-Sylowtwist haben wir alle Gruppen und Wurzelsy-
steme wie in 6.2.1 angegeben. Während die Bedingung 6.2.Bi sich auf die Struktur der
relativen Weylgruppe bezieht, fordert die Bedingung 6.2.Bii strukturelle Eigenschaften
der Tori.

Lemma 9.1.6. Die Bedingung 6.2.Bii wird mit Z = 1 erfüllt.

Beweis. Wir gehen wie im Beweis zu 8.1.5 vor.
Mit Mi := B(i) gilt für die in Lemma 7.1.4 definierten Wurzelsysteme

R′
i = Ri.

Das Lemma 7.1.4 zeigt nun, dass die Voraussetzungen für Lemma 6.4.4 erfüllt sind.
Daraus folgt 6.2.Bii.

Für den Beweis von Z = 1 benutzen wir den Isomorphismus ω aus dem Beweis zum

Lemma 6.4.4. Für jede Potenz q′ von q bildet ω die Gruppe T
eF

mit dem Standard-

Frobeniusendomorphismus F̃ : G → G zu q′ auf ZR∨
/(q′ − 1)ZR∨

ab. Dabei gilt

ω(Z
eF ) =

〈
ZRi

∨
, (q − 1)ZR∨

〉
∩
〈

ZR∨
i′ , (q − 1)ZR∨

∣∣∣ i′ 6= i
〉
/(q − 1)ZR∨.

Gemäß Lemma 7.1.4 sind also beide Gruppen trivial.

Als nächstes zeigen wir die Bedingung 6.2.Biv.

Lemma 9.1.7. Die Bedingung 6.2.Biv wird erfüllt und es gilt stets

[N̂r, N̂r′ ] = 1 für alle r 6= r′.
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Kapitel 9: Gruppen vom Typ 2Al−1

Beweis. Wir können wie für den Beweis von Lemma 8.1.6 vorgehen. Der Beweis
überträgt sich auf die hier vorliegende Situation.

Wir müssen für 1 ≤ r < r′ ≤ j die Aussage

α+ β /∈ R für alle α ∈ Rr, β ∈ Rr′ mit r 6= r′

zeigen, um Lemma 6.4.3 anwenden zu können.
Aus der expliziten Angabe der Wurzelsysteme

R = {ei − ei′ | 1 ≤ i, i′ ≤ l, i 6= i′} ,
Rr =

{
ei − ei′

∣∣ i, i′ ∈ B(r), i 6= i′
}

und

Rr′ =
{
ei − ei′

∣∣∣ i, i′ ∈ B(r′), i 6= i′
}
.

erkennen wir

α+ β /∈ R für alle α ∈ Rr, β ∈ Rr′ mit r 6= r′.

Dies ist die Voraussetzung für Lemma 6.4.3. Gemäß diesem gilt

[N̂r, N̂r′ ] = 1 für r 6= r′.

Nun kommen wir zur Bestimmung toller Elemente.

Lemma 9.1.8. Seien lr :=
∏

i∈B(r) h2ei
(−1) (1 ≤ r ≤ j). Die Elemente

pr :=

l
j
−1∏

i=0

nαr+1(1)
(vφ)i

für 1 ≤ r ≤ j − 1

sind mit den angegebenen li tolle Elemente.

Beweis. Wir weisen dazu die verschiedenen Voraussetzungen für Lemma 6.4.2 nach.
Gemäß Lemma 8.1.4 ist {1, . . . , j} eine Transversale der Bahnen von ρ(v) auf

{1, . . . , l}. Im Fundamentalsystem RF liegt jede Wurzel βi aus 6.4.1, und v
l
j = τ(w2

0)
ist ein zenatrales Element von V . Für

pr :=

l
j
−1∏

i=0

nβr(1)(vφ)i

für 1 ≤ r ≤ j − 1

erfüllen die Elemente lr die Gleichung p2
r = lrl

−1
r+1 (1 ≤ r ≤ j − 1). Auch gilt

ρ(pr) = w(r,r+1). Daher können wir Lemma 6.4.1 anwenden.

Mit Hilfe von 2.1.6 und der Operation von W auf R erkennen wir leicht lr ∈ Z(N̂r)

für alle 1 ≤ r ≤ j. Aus den Lemmata 9.1.7 und 9.1.6 ist zudem [N̂r, N̂r′ ] = 1 und Z = 1
bekannt. Also sind die Voraussetzungen für das Lemma 6.4.2 erfüllt. Somit sind die
definierten Elemente pr tolle Elemente.
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9.1 Regulärer Fall

Wir benötigen noch einen geeigneten linearen Charakter auf N̂ .

Lemma 9.1.9. Es gibt einen linearen Charakter δ ∈ Irr
(
N̂
)

mit

ker(δ) ∩T = TvF und ker(δ) = NvF ,

der die Bedingungen aus 6.2.6 erfüllt.

Beweis. Die Abbildung F
′

:= (vF )j′ ist ein Standard-Frobeniusendomorphismus.

Gemäß Lemma 8.1.8 gibt es einen Charakter δ′ ∈ Irr

(〈
N,T

〉F ′
)

mit

ker(δ′) ∩T = TF
′
und ker(δ′) = NF

′
.

Wegen N̂ ≤
〈
N,T

〉F ′

können wir δ := δ′e bN setzen. Dieser Charakter erfüllt

ker(δ) ∩T = TF
′
∩ N̂ = TvF und ker(δ) = NvF .

Gemäß 6.2.4 (a) und der Wahl von pr als tolle Elemente besitzt dieser Charakter die
in 6.2.6 beschriebenen Eigenschaften.

Wir können nun den Satz 6.3.15 anwenden.

Satz 9.1.10. Seien G und F wie in Abschnitt 9.1.2 beschrieben, 2 l und d l. Dann gilt
die Aussage 9.1.1.

Beweis. Wir erklären zunächst, warum es genügt, sich auf bestimmte d-
Sylowlevigruppen und ihre d-Sylownormalisatoren zu beschränken. Für diese wenden
wir dann den Satz 6.3.15 an.

Mit dem in Lemma 9.1.5 definierten Sylowtwist vφ ist die Gruppe T := TvF

eine d-Sylowlevigruppe von (G, vF ) gemäß 1.3.4 und N := NvF gemäß 1.3.5 ihr d-
Sylownormalisator. Gemäß Lemma 1.2.4 genügt es, für den Beweis die maximale Fort-
setzbarkeit bei diesen Gruppen zu beweisen.

Wir haben in 9.1.2 Wurzelsysteme, Gruppen und Frobeniusendomorphismen gewählt,
die zusammen mit dem Sylowtwist vφ aus Lemma 9.1.5 alle Bedingungen aus 6.2 erfüllen.
Auch der Charakter δ aus 9.1.9 besitzt die gewünschten Bedingungen. Somit können
wir Satz 6.3.15 anwenden. Dieser zeigt, dass alle Charaktere auf Ŝ ∩ ker(δ) maximal

in N̂ ∩ ker(δ) fortsetzbar sind. Aus dem Lemma 9.1.9 wissen wir T = Ŝ ∩ ker(δ) und
N = ker(δ). Also liegt bei T �N maximale Fortsetzbarkeit vor.

Wir haben für einen der vier Fälle die maximale Fortsetzbarkeit bewiesen. Wir be-
trachten im Weiteren die Situation bei 2 (l − 1), 2 d und d 2l.
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Satz 9.1.11. Seien G und F : G → G wie eben mit 2 (l − 1), 2 d und d 2l. Weiter
seien T eine d-Sylowlevigruppe in (G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator. Dann sind
alle Charaktere λ ∈ Irr (T ) auf IN(λ) fortsetzbar.

Beweis. Seien H und V die Untergruppen von G aus Lemma 2.3.1 .
Wir zeigen zunächst, dass ein sehr guter 2-Sylowtwist vφ existiert. Mit Hilfe von

Lemma 5.1.9 folgt, dass es auch für jedes andere d einen sehr guten d-Sylowtwist vφ
gibt. Daraus folgt gemäß Lemma 5.1.1 die Behauptung.

Für d = 2 ist w0φ laut [BM97, A1.1] eine gute φ-Wurzel von w2
0 und damit nach der

Bemerkung 2.3.12 das Element vF mit v := τ(w0) ein 2-Sylowtwist von (G, F ).
Kleine Rechnungen in W zeigen zusammen mit Lemma 2.3.2 (c) die Gleichung

CV (w0φ) = V . Daraus ergibt sich V = CV (τ(w0)φ) und H = CH(τ(w0)φ). Die
maximale Fortsetzbarkeit bei H�V wurde in Satz 4.1.4 bewiesen. Also ist w0φ ein sehr
guter 2-Sylowtwist.

Wir zeigen nun die maximale Fortsetzbarkeit für die übrigen Zahlen d, die nach den
Voraussetzungen auch (d)2 = 2 erfüllen, d.h. 2 d und 4 - d.

Die Elemente vφ := (τ(cφ)φ)j′ mit j′ := 2l
d

und

cφ := s1 s2 · · · sb l
2c

sind nach der Bemerkung 2.3.12 auch d-Sylowtwists für (G, F ), da τ(cφ)φ gemäß [BM97,
A1.1] eine gute 2l-te Wurzel von w2

0 ist.

Gemäß der Bemerkung 5.1.9 sind die Elemente (τ(cφ)φ)
2l
d sehr gute d-Sylowtwists.

Mit Hilfe von 5.1.1 folgt daraus die Behauptung.

Für die verbleibenden regulären Zahlen d und später für den nichtregulären Fall kon-
struieren wir noch einen weiteren Frobeniusendomorphismus F̃ : G → G, der sich besser
für den Vergleich verschiedener Chevalleygruppen eignet.

Lemma 9.1.12. Der Automorphismus Γ̃ := τ(w0)Γ operiert auf G durch

Γ̃(xα(t)) = x−α(−t) für alle ± α ∈ RF .

Auf dem Kocharaktergitter Y von G operiert Γ durch φ̃ = − idY . Durch F̃ := Γ̃ ◦ F0

wird ein Frobeniusendomorphismus von G definiert, der sich durch einen inneren Auto-
morphismus von F unterscheidet.

Beweis. Wir berechnen zunächst xα(t)τ(w0) mit ähnlichen Methoden wie im Beweis zu
Lemma 9.1.3. Anschließend beweisen wir noch die Aussage über den induzierten Auto-
morphismus von Y .

Wie im Beweis zu Lemma 9.1.3 gibt es Konstanten iα ∈ {±1} (±α ∈ RF ) mit

Γ̃(xα(t))τ(w0) = x−α(iαt) für alle ± α ∈ RF , t ∈ Fq.
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9.1 Regulärer Fall

Aus [Car72, Proposition 6.4.3] und analogen Überlegungen wie im Beweis zu Lemma
9.1.3 folgt

iα = i−α für alle α ∈ RF .

Daraus ergibt sich auch

Γ̃(nα(1))τ(w0) = n−α(iα1) für α ∈ RF .

Außerdem operiert τ(w0) wegen W = CW (w0φ) und der Formel aus 2.3.2 (c) trivial auf
den Erzeugern ni (1 ≤ i ≤ l − 1) von V . Somit gilt iα = −1. Daraus folgt

Γ̃(xα(t))τ(w0) = x−α(−t) für alle ± α ∈ RF .

Der Automorphismus φ ergibt sich dann aus der Operation von F̃ auf dem Torus T
durch

Γ̃(hα(t)) = h−α(t) für α ∈ R.

Daher operiert Γ̃ auf dem Kocharaktergitter Y durch φ̃ = − idY .

Der Frobeniusendomorphismus F̃ ist für den Übergang zwischen verschiedenen Grup-
pen sehr gut geeignet.

Lemma 9.1.13. Seien 1 < l′ ≤ l, R′ das Wurzelsystem mit dem Fundamentalsystem
RF

′ := {α1, . . . , αl′−1}, G′ := 〈Xα | α ∈ R′〉, die gemäß Lemma 2.1.9 eine universelle

Chevalleygruppe zu R′ ist, und Γ̃′ : G′ → G′ der Automorphismus von G′, der wie im

Lemma 9.1.12 definiert ist. Dann gilt Γ̃′ := Γ̃
⌉
G′

für den Automorphismus Γ̃ : G → G

aus 9.1.12.

Beweis. Beide Automorphismen erfüllen

Γ̃(xα(t)) = x−α(−t) = Γ̃′(xα(t)) für alle ± α ∈ RF
′.

Dies zeigt die Aussage für die Elemente xα(t) (±α ∈ RF
′), die gemäß Lemma 2.1.10

ganz G′ erzeugen. Daraus folgt die Behauptung.

Für die verbleibenden regulären Zahlen konstruieren wir mit Hilfe von F̃ im nächsten
Lemma einen d-Sylowtwist.

Lemma 9.1.14. Seien 2 6= d ∈ N,

d′ :=


d 4 d,

2d 2 - d,
d
2

sonst,

und l′ :=
⌊

l
d′

⌋
· d′. Weiter seien R′, G′ und Γ̃′ : G′ → G′ wie in Lemma 9.1.13 und vφ̃′

ein d-Sylowtwist von (G′, F̃ ′) mit F̃ ′ := Γ′ ◦ (F0eG′).
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(a) Die Zahl d ist regulär auf (G′, F̃ ′).

(b) Das Element vφ̃ ist ein d-Sylowtwist von (G, F̃ ) mit F̃ := Γ′ ◦ F0.

Beweis. Wir berechnen anhand der zugehörigen generischen Gruppen zunächst die
Werte von a2Al′−1

(d) und a2Al−1
(d). Anschließend zeigen wir, dass damit die Bedin-

gungen für das Lemma 2.3.16 erfüllt werden und vφ̃ ein d-Sylowtwist ist.
Sei G := (X,R, Y,R∨,W ) bzw. G′ die generische Gruppe von (G, F0) bzw.

(G′, F0eG′). Dann ist G− das vollständige Wurzeldatum von (G, F̃ ), da F̃ gemäß Lemma
9.1.12 auf Y den Automorphismus − idY induziert. Aus Bemerkung 2.2.7 (b) wissen wir

a2Al−1
(d) = aAl−1

(d′) und a2Al−1
(d) = aAl−1

(d′).

Die Spiegelungsgrade von W sind gemäß [Car72, 10.2.5] die Zahlen {2, . . . , l}. Daraus
ergibt sich mit Lemma 2.2.7 (a) wegen d′ 6= 1 die Gleichung

a2Al−1
(d) = aAl−1

(d′) =

⌊
l′

d′

⌋
=

⌊
l

d′

⌋
= aAl′−1

(d′) = a2Al′−1
(d).

Der Frobeniusendomorphismus F̃ ′ bzw. F̃ induziert auf den zu G bzw. G′ gehörenden

Kocharaktergitter Y ′ bzw. Y den Automorphismus φ̃′ bzw. φ̃. Diese erfüllen φ̃
⌉

Y ′
= φ̃′.

Damit sind die Voraussetzungen für das Lemma 2.3.16 erfüllt und vφ̃ ist ein d-
Sylowtwist von (G, F̃ ).

Dies liefert uns Sylowtwists für die Fälle, in denen d weder die Bedingungen für Satz
9.1.10 noch für Satz 9.1.11 erfüllt.

Lemma 9.1.15. Seien l ≥ 3 und d 6= 2 eine reguläre Zahl, die eine der beiden Bedin-
gungen erfüllt:

• d (l − 1) und 2 (l − 1),

• 2 d, d 2(l − 1) und 2 -(l − 1).

Weiter seien T eine d-Sylowlevigruppe in (G, F ) und N der zugehörige d-
Sylownormalisator. Dann liegt bei T �N maximale Fortsetzbarkeit vor.

Beweis. Wir bestimmen einen Sylowtwist vφ̃ und damit eine d-Sylowlevigruppe und
einen d-Sylownormalisator von (G, F̃ ). Anschließend beweisen wir anhand der Struktur
dieser Gruppen die behauptete maximale Fortsetzbarkeit.

Seien d′, l′, G′, φ̃′ und F̃ ′ wie in Lemma 9.1.14 definiert. Für die vorgegebenen Zahlen
erhalten wir mittels einfacher Rechnungen l′ = l − 1. Zudem tritt einer der folgenden
zwei Fälle ein:

• d l′ und 2 -(l′ − 1), oder
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9.1 Regulärer Fall

• 2 d, d 2l′ und 2 (l′ − 1).

Sei vφ̃′ ein d-Sylowtwist von (G′, vF̃ ′). Dann ist T ′ := T′v eF ′
mit

T′ := 〈hα(t) ∈ G′ | α ∈ R′〉 gemäß Lemma 1.3.4 eine d-Sylowlevigruppe von (G′, F̃ ′) und

N ′ := N′v eF ′
mit N′ := 〈nα(t) ∈ G′ | α ∈ R′〉 gemäß Lemma 1.3.5 ihr Sylownormalisator.

Für beide Fälle wissen wir aus den Sätzen 9.1.10 und 9.1.11, dass bei T ′�N ′ maximale
Fortsetzbarkeit vorliegt.

Laut Lemma 9.1.14 ist vφ̃ ein d-Sylowtwist von (G, F̃ ). Für (G, F̃ ) ist daher T := Tv eF
gemäß Lemma 1.3.4 eine d-Sylowlevigruppe von (G, F̃ ) und N := Nv eF gemäß Lemma
1.3.5 ihr Sylownormalisator.

Wir zeigen nun N = 〈N ′, T 〉. Dazu beweisen wir ρ(N ′) = ρ(N). Beide Gruppe stim-

men als relative Weylgruppen von T bzw. T ′ jeweils mit CW (ρ(v)φ̃) bzw. CW ′(ρ(v)φ̃′)
überein, wobei W ′ die Weylgruppe von G′ ist. Genauere Rechnungen in (A)Sl zeigen,
dass f(ρ(v)) das Produkt von

⌊
l
d′

⌋
disjunkten Zykeln der Länge d′ ist. Wegen d′ 6= 1

folgt die Gleichung CW (ρ(v)φ̃) = CW ′(ρ(v)φ̃′) aus

CW (ρ(v)φ̃) = CW (ρ(v)) = CW ′(ρ(v)) = CW ′(ρ(v)φ̃′),

also gilt N = 〈N ′, T 〉.
Zusammen mit der maximalen Fortsetzbarkeit bei T ′ � N ′ und Satz 3.1.6 zeigt dies

die maximale Fortsetzbarkeit bei T �N .

N

||
||

||
||

@@
@@

@@
@@

N ′

BB
BB

BB
BB

T

~~
~~

~~
~

T ′

Gemäß der Konstruktion von F̃ und Lemma 1.2.4 ist jede d-Sylowlevigruppe von (G, F )
in G zu T konjugiert. Somit folgt aus der maximalen Fortsetzbarkeit bei T � N die
Behauptung.

Insgesamt haben wir damit alle Fälle für den Beweis von Satz 9.1.1 behandelt.

Beweis zu Satz 9.1.1. Die regulären Zahl von Wφ wurden am Anfang des Abschnitts
aufgezählt. Jede reguläre Zahl erfüllt die Voraussetzungen für das Lemma 9.1.15 oder
die Sätze 9.1.11 und 9.1.10. Diese Aussagen zeigen die maximale Fortsetzbarkeit in den
jeweiligen Fällen. Daraus folgt die Behauptung.

Wir haben nun die maximale Fortsetzbarkeit in L�N bei regulären Zahlen von Wφ
gezeigt. Vor allem den Frobeniusendomorphismus F̃ aus Lemma 9.1.12 werden wir auch
im zweiten Abschnitt dieses Kapitels benutzen. Dort verallgemeinern wir den Satz 9.1.1
wieder auf beliebige Zahlen d.
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9.2 Nichtregulärer Fall

Wie im vorangegangenen Abschnitt ist G die universelle Chevalleygruppe zum Wurzelsy-
stem R aus Lemma 4.4.1 (a) vom Typ Al−1 über dem Körper Fq für eine Primzahlpotenz

q. Darauf operiert F̃ : G → G aus Lemma 9.1.12. Für diese Gruppe (G, F̃ ) verallge-
meinern wir die Aussage von Satz 9.1.1 auf beliebige Zahlen d. In diesem Abschnitt sei
d nun eine für (G, F̃ ) nichtreguläre Zahl.

Satz 9.2.1. Seien G = Al−1,sc(Fq) (l ≥ 2), F̃ : G → G aus Lemma 9.1.12, d ∈ N,
L eine d-Sylowlevigruppe von (G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator. Dann sind alle
Charaktere χ ∈ Irr (L) auf IN(χ) fortsetzbar.

Wir können mit dem Lemma 9.1.14 Sylowtwists bestimmen und mit diesen d-
Sylowlevigruppe in (G, vF̃ ) konstruieren.

Lemma 9.2.2. Seien d ∈ N, G′, F̃ ′ : G′ → G′, l′, φ̃′ und vφ̃′ wie in Lemma 9.1.14
definiert und Y ′ das Kocharaktergitter von G′. Dann gilt:

(a) Genau dann erfüllt l′ die Ungleichung l′ ≤ l − 2, wenn d für (G, F̃ ) nichtregulär
ist.

(b) Für nichtreguläre Zahlen d 6= 2 gilt Y ′′ 6⊥ ei für Y ′′ := kerY ′

(
Φd(ρ(v)φ̃

′)
)

und alle

1 ≤ i ≤ l′ .

Beweis. Für den Beweis von (a) zeigen einfache Rechnungen, dass bei l′ = l und l′ = l−1
die Zahl d regulär ist und für die in Tabelle 2.1 angegebenen Zahlen l′ stets den Wert
l − 1 oder l hat.

Seien R′′ das Wurzelsystem zum Fundamentalsystem {α1, . . . , αl′}, G′′ die universelle

Chevalleygruppe zu R′′ mit dem Frobeniusendomorphismus F̃ ′′ : G′′ → G′′ und dem
davon auf dem Kocharaktergitter Y ′′ induzierten Automorphismus φ̃′′. Somit ist vφ̃′′

auch ein d-Sylowtwist von (G′′, F̃ ′′).

Wegen d 6= 2 gilt ebenfalls
⌊

l′+1
d′

⌋
d′ = l′. Daher ist d gemäß dem Teil (a) für (G′′, F̃ ′′)

eine reguläre Zahl und die Menge R ∩ Y ⊥
d mit Yd := Y ′′ ∩ kerR′′∨⊗C(Φd(−ρ(v))) leer,

wobei Y ′′ das Kocharaktergitter zu G′′ ist. Daraus folgt

ei − el′+1 /∈ Y ⊥
d für alle 1 ≤ i ≤ l′.

Wegen Y ′′ ⊆ 〈ei | 1 ≤ i ≤ l′〉 gilt auch

ei /∈ Y ⊥
d für alle 1 ≤ i ≤ l′.

Wir konstruieren nun eine d-Sylowlevigruppe:
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9.2 Nichtregulärer Fall

Lemma 9.2.3. Seien G = (X,R, Y,R∨,W φ̃) die generische Gruppe von (G, F̃ ), d ∈ N
eine nichtreguläre Zahl von (G, F ) und vφ̃ ein d-Sylowtwist von (G, F̃ ), der wie in
Lemma 9.1.14 definiert ist. Dann gibt es einen d-Sylowtorus S von G und einen d-
Sylowtorus S in (G, vF̃ ) mit:

(a) L := CG(S) = (X, R̃2, Y, R̃
∨
2 ,W eR2

ρ(v)φ̃) mit R̃2 := {ei − ei′ | i, i′ > l′, i 6= i′},

(b) L := CG(S) = 〈T,G2〉 mit G2 :=
〈
Xα

∣∣∣ α ∈ R̃2

〉
und T := 〈hα(t) ∈ G | α ∈ R〉,

(c) L0 � L mit L0 := T1 × G2, R̃1 = {ei − ei′ | i, i′ ≤ l′, i 6= i′} und

T1 :=
〈
hα(t)

∣∣∣ α ∈ R̃1

〉
,

(d) L0 � CG(S)vF und
∣∣CG(S)vF : L0

∣∣ = q + 1 mit L0 := T1 × G2, G2 := GvF
2 und

T1 := TvF
1 .

L

q+1

L0

lllllllllllllllllll

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

T1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR G2

llllllllllllllll

{1} = T1 ∩G2

Beweis. Wir gehen wie im Beweis zu Lemma 8.2.3 vor: Mit Y ′ := ker (Φd(ρ(v))) ist
S =

(
X/Y ′, Y ′, ρ(v)

)
laut Lemma 1.3.3 ein generischer d-Sylowtorus von G. Im Weiteren

sei S der dort angegebene Sylowtorus von G, der mit Hilfe von vφ̃ berechnet wird.
Wir weisen nun für S und S die Behauptungen nach. Dazu bestimmen wir Y ′⊥ ∩ R.

Mit Hilfe von Lemma 1.3.4 folgen daraus die Teilaussagen (a) und (b). Im Anschluss
berechnen wir T1 ∩G2 und beweisen damit (c). Die Teilaussage (d) zeigen wir durch
die Betrachtung von T ∩G2.

Aus dem Lemma 9.2.2 (b) ist

ei /∈ Y ′⊥ für alle 1 ≤ i ≤ l′

bekannt. Konstruktionsgemäß erfüllt Y ′ die Gleichungen Y ′ ⊆ 〈ei | 1 ≤ i ≤ l′〉 und

R̃1 ∩ Y ′⊥ = ∅, da d eine reguläre Zahl für (G′, F̃ ′) ist. Insgesamt ergibt sich daraus

R ∩ Y ′⊥ = {ei − ei′ | i, i′ > l′, i 6= i′} .
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Kapitel 9: Gruppen vom Typ 2Al−1

Die in Lemma 1.3.4 angegebenen Formeln für CG(S) und CG(S) zeigen die Aussagen (a)
und (b).

Sei RF = {α1, . . . , αl} das in Lemma 4.4.1 (a) angegebene Fundamentalsystem von R.
Die Menge RF 1 = {α1, . . . , αl′−1} bzw. RF 2 = {αl′+1, . . . , αl} ist ein Fundamentalsystem

von R̃1 bzw. R̃2. Wegen RF 1

.
∪ RF 2 ⊂ RF haben die Tori T, T1 und T2 := T ∩ G2

nach Satz 2.1.6 (h) folgende Strukturen

T1 =
〈
hα1(t)

∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
× · · · ×

〈
hαl′−1

(t)
∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
,

T2 =
〈
hαl′+1

(t)
∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
× · · · ×

〈
hαl

(t)
∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
und

T =
〈
hα1(t)

∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
× · · · ×

〈
hαl

(t)
∣∣∣ t ∈ F?

q

〉
.

Daraus folgt T1 ∩G2 = T1 ∩ (T ∩G2) = T1 ∩T2 = 1.
Die Gruppe L0 = 〈T1,G2〉 ist sogar das direkte Produkt der Gruppen T1 und G2, da

wir aus R̃1 ⊥ R̃2 mit Hilfe der Bemerkung 2.1.7 (a) die Gleichung [T1,G2] = 1 erhalten.
Gemäß Satz 2.1.6 gilt G2 � L. Für jedes Element l ∈ L gibt es daher Elemente t ∈ T

und g ∈ G2 mit l = tg. Wir können (tg)v eF = tg zu

t−1tv
eF = (g−1gv eF )−1 ∈ T2

umformen. Nach dem Satz von Lang-Steinberg gibt es im Torus T2 Elemente t′ ∈ T2

mit

t′v
eF t′−1 = (tv

eF t−1)−1.

Daraus folgt tt′ ∈ T := TvF und t′−1g ∈ G2 und damit

L = Lv eF = 〈T,G2〉 = 〈L0, T 〉 .

Aus den Relationen von Satz 2.1.6 ergibt sich T ≤ NG(L0). Diese Gleichung zeigt wegen
L = 〈T,G2〉 die Behauptung L0 � L.

Mit Hilfe der Bemerkung 1.2.1 wissen wir auch

|T1| · |T2| · (q + 1) = |T |

mit T2 := Tv eF
2 . Dies zeigt |L : L0| = q + 1 in (d).

Damit haben wir alle behaupteten Eigenschaften von L und L bewiesen.

Für die späteren Beweise ist entscheidend, dass die Gruppe L/L0 zyklisch ist. Dies
zeigen wir im folgenden Lemma.

Lemma 9.2.4. Sei N1 :=
〈
nα(t)

∣∣∣ α ∈ R̃1

〉v eF
. Die Gruppe L/L0 ist zyklisch von der

Ordnung q + 1 und es gilt [L,N1] ≤ T1 ≤ Z(L).
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9.2 Nichtregulärer Fall

Beweis. Wir gehen wie beim Beweis zu Lemma 8.2.4 vor und zeigen die Behauptung
wegen L/L0

∼= T/〈T1, T2〉, indem wir beweisen, dass die Faktorgruppe T/〈T1, T2〉 zyklisch
ist.

Seien R := {±2ei,±ei ± ej | i, j ≤ l, i 6= j} das Wurzelsystem vom Typ Cl und G die
universelle Chevalleygruppe zu R über Fq. Wir können gemäß Lemma 2.1.9 annehmen,
dass G = 〈Xα | α ∈ R〉 gilt. Weiter sei F : G → G ein Frobeniusendomorphismus mit

F eG = F̃ . Dieser existiert gemäß den Aussagen des vorangegangenen Abschnitts.
Der Torus T liegt in

T :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣ α ∈ R〉 .
Auf T := T

vF
existiert gemäß 9.1.9 ein Charakter δ′ ∈ Irr

(
T
)

der Ordnung q + 1 mit
ker(δ′) = T .

Analog können wir auch T1 und T2 in T einbetten

T1 :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣ α ∈ R1

〉
mit R1 := {±2ei,±ei ± ej | i, j ≤ l′, i 6= j}

und

T2 :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣ α ∈ R2

〉
mit R2 := {±2ei,±ei ± ej | i, j ≥ l′ + 1, i 6= j} .

Schränken wir die Charaktere auf T 1 := T1 ∩T und T 2 := T2 ∩T ein, so erhalten wir
mit δ1 := δeT 1

und δ2 := δeT 2
wegen

∣∣T 1 : T1

∣∣ = q + 1 und
∣∣T 2 : T2

∣∣ = q + 1 Charaktere

der Ordnung q + 1. Seien h′ ∈ T 1 ein Element, für das δ1(h
′) eine primitive (q + 1)-

te Einheitswurzel ist, und h′′ ∈ T 2 mit δ2(h
′′) = δ(h′)−1. Diese existieren wegen der

Ordnung der Charaktere.
Das Element h := h′h′′ liegt in T und erfüllt definitionsgemäß

〈h, T1, T2〉 = T.

Somit ist T/〈T1, T2〉 ∼= L/L0 zyklisch.
Jedes Element n ∈ N1 operiert gemäß Bemerkung 2.1.7 trivial auf h′′, was

[h, n] = [h′, n] ∈ T 1

zur Folge hat. Zudem ist [h, n] ∈ T bekannt. Dies zeigt [h,N1] ≤ T1 und beweist die
Gleichungen [N1, L] ≤ T1 und T1 ≤ Z(L).

Wir bestimmen nun den Sylownormalisator von L. Dazu benötigen wir die relative
Weylgruppe von L.

Lemma 9.2.5. Die relative Weylgruppe von L aus Lemma 9.2.3 ist

WG(L) =

(
CW eR1

(
ρ(v)φ̃

)
×W eR2

)
/W eR2

.
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Kapitel 9: Gruppen vom Typ 2Al−1

Beweis. Rechnungen in (A)Sl, bei denen die Zykelstruktur von ρ(v)φ̃ berücksichtigt wird,
zeigen diese Behauptung.

Damit bestimmen wir den Sylownormalisator von L.

Lemma 9.2.6. (a) Die Gruppe N := 〈N1, L〉 mit N1 aus 9.2.4 ist der zu L gehörende
d-Sylownormalisator.

(b) [N1, G2] = 1.

Beweis. Das Vorgehen aus dem Beweis von Lemma 8.2.6 zeigt die Behauptung:
Die Gleichung

ρ(N1) = CW eR1
(ρ(v))

ergibt sich aus [Car85, 3.3.6]. Die in Lemma 9.2.5 berechnete relative Weylgruppe von
L erfüllt

WG(L) =
〈
ρ(N1),W eR2

〉
/W eR2

.

Somit ist 〈N1, L〉 laut Lemma 1.3.5 der Sylownormalisator von L.

Die Gleichung [N1, G2] = 1 folgt aus R̃1 ⊥ R̃2 mit Hilfe von Bemerkung 2.1.7 (b).

Aufgrund der Struktur von L und N können wir Satz 3.2.5 anwenden und damit den
Satz 9.2.1 beweisen.

Beweis von Satz 9.2.1. Wir gehen wie im Beweis zu Satz 8.2.1 vor. Wegen Satz 9.1.1
können wir annehmen, dass d für W nicht regulär ist.

Nach den Ausführungen in den Lemmata ist die Gruppe L aus Lemma 9.2.3 eine
d-Sylowlevigruppe in (G, vF̃ ) und N aus Lemma 9.2.6 ihr d-Sylownormalisator.

Um nun die maximale Fortsetzbarkeit für L � N zu zeigen, müssen wir die Voraus-
setzungen für Satz 3.2.5 nachweisen: Offensichtlich ist T1 abelsch. Für L0 = 〈T1, G2〉 ist
aus Lemma 9.2.4 bekannt, dass L/L0 zyklisch ist. Dies sind die Voraussetzungen 3.2.5
(i) und 3.2.5 (ii).

Mit NC := N1 werden auch die Gleichungen N = 〈NC , L〉, [NC , L] ≤ T1, [NC , G2] = 1
und L ∩ NC = T1 aus 3.2.5 (iii) erfüllt, was aus den Definitionen von N und T1 sowie
der Gleichung [N1, G2] = 1 aus Lemma 8.2.6 (b) folgt.

In Satz 3.2.5 (iv) wurde die maximale Fortsetzbarkeit bei T1 �N1 vorausgesetzt. Die
Gruppe T1 = TvF

1 ist gemäß Lemma 1.3.4 eine d-Sylowlevigruppe von (G′, vF ) und
N1 = NvF

1 laut Lemma 1.3.5 ihr d-Sylownormalisator. In Lemma 8.2.2 wurde bewiesen,
dass d für (G′, vF ) eine reguläre Zahl ist. Daher sind die irreduziblen Charaktere von
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9.2 Nichtregulärer Fall

T1 gemäß Lemma 8.1.1 auf ihre Trägheitsgruppe in N1 fortsetzbar.

N

BB
BB

BB
BB

N1 L

L0

BB
BB

BB
BB

||
||

||
||

T1

BB
BB

BB
BB

G2

||
||

||
||

1

Daraus folgt mit Hilfe von Satz 3.2.5 die Behauptung.

Wir haben also auch für diese endliche reduktive Gruppe bewiesen, dass die irredu-
ziblen Charaktere der d-Sylowlevigruppen auf ihre Trägheitsgruppen in den zugehörigen
d-Sylownormalisatoren fortsetzbar sind.
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Kapitel 10

Gruppen vom Typ Bl

Wir beweisen in diesem Kapitel für die reduktiven Gruppen (Bl,sc(Fq), F ), dass je-
der irreduzible Charakter einer d-Sylowlevigruppe sich maximal im zugehörigen d-
Sylownormalisator fortsetzt. Dabei ist F : Bl,sc(Fq) → Bl,sc(Fq) der Standard-
Frobeniusendomorphismus. Wie in den vorangegangenen Kapiteln betrachten wir die
Aussage zunächst für reguläre Zahlen d und folgern daraus anschließend anhand der
Struktur der Sylowlevigruppen und Sylownormalisatoren die maximale Fortsetzbarkeit
im nichtregulären Fall.

Bei allen regulären Zahlen wenden wir wieder Satz 6.3.15 an und wählen dafür einen
d-Sylowtwist v, mehrere Wurzelsysteme und Gruppen. Im Gegensatz zu den beiden vor-
angegangenen Kapiteln ist R = R möglich. Jedoch gilt im Allgemeinen Z 6= 1, wodurch
N̂ und Ŝ wieder Elemente aus G \GvF enthalten. Um dennoch mit 6.3.15 eine Aussage
über die Sylowlevigruppe und den Sylownormalisatoren von (Bl,sc(Fq), F ) zu bekommen,
benutzen wir für δ einen nichttrivialen Charakter beim Beweis der maximalen Fortsetz-
barkeit. Mit Hilfe eines leicht abgeänderten Charakters erhalten wir eine Variante dieses
Resultats in Satz 10.1.10, den wir später benötigen.

Im nichtregulären Fall beginnen wir wieder mit der Wahl eines d-Sylowtwists, mit
dem wir danach eine Sylowlevigruppe und einen Sylownormalisator konstruieren. Die
Struktur des d-Sylownormalisators genügt nicht den Voraussetzungen von Satz 3.2.5,
da die ähnlich wie in Lemma 8.2.6 definierte Gruppe N1 aus Lemma 10.2.5 nichttrivial
auf dem halbeinfachen Anteil der d-Sylowlevigruppe operiert. Die Struktur der Gruppen
genügt den Voraussetzungen von Satz 3.2.6 und wir können mit Hilfe der zwei bewiesenen
Fortsetzbarkeitsaussagen aus den Sätezn 10.1.1 und 10.1.10 die maximale Fortsetzbarkeit
im nichtregulären Fall folgern.

10.1 Regulärer Fall

Wir beschränken uns zunächst darauf, die genannte maximale Fortsetzbarkeit für den
Fall zu zeigen, dass d regulär ist.

Satz 10.1.1. Seien G = Bl,sc(Fq), F : G → G der Standard-Frobeniusendomorphismus,
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10.1 Regulärer Fall

d eine reguläre Zahl für (G, F ), T eine d-Sylowlevigruppe von (G, F ) und N ihr d-
Sylownormalisator. Dann sind alle Charaktere λ ∈ Irr (T ) auf IN(λ) fortsetzbar.

Wir wählen nun die für Satz 6.3.15 wichtigen Gruppen, Wurzelsysteme und Frobeni-
usendomorphismen.

10.1.2. In diesem Abschnitt benutzen wir folgende Objekte:

• Sei R das Wurzelsystem vom Typ Bl mit Fundamentalsystem
RF = {αi | 1 ≤ i < l} aus Lemma 4.4.1 (b).

• Weiter seien G die universelle Chevalleygruppe zu R über Fq für eine Primzahl-
potenz q, F : G → G der Standard-Frobeniusendomorphismus und W die Weyl-
gruppe von G.

• Die Zahl d sei regulär für W .

• Wir benutzen im weiteren R := R, G = G und F = F .

Damit ist eine wie in 6.2.1 beschriebene Situation gegeben. Aus 4.4.1 (b) ist eine
zu W isomorphe Permutationsgruppe bekannt. Mit Hilfe dieser Gruppe bestimmen wir
einen d-Sylowtwist, der auch 6.2.Bi erfüllt.

Lemma 10.1.3. Sei V die erweiterte Weylgruppe von G und n1, . . . , nl die Erzeuger
von V aus 2.3.1.

(a) Für v0 := n1 · · ·nl ∈ V und alle j′ 2l ist vj′

0 ein 2l
j′
-Sylowtwist von (G, F ).

(b) vl
0 ∈ Z(V ).

(c) Mit j′ := 2l
d

und v := vj′

0 seien j und B(r) (1 ≤ r ≤ r) wie in 6.2.2 definiert. Dann
gilt

j =

{
j′

2
2 - d,

j′ sonst.

und die Menge {1, . . . , j} bildet eine Transversale der Bahnen B(r).

(d) Für σ := f(ρ(v)) und alle 1 ≤ r ≤ j sei

σcr :=

{(
r, σ(r), . . . , σd−1(r)

) (
−r,−σ(r), . . . ,−σd−1(r)

)
, 2 - d,(

r, σ(r), . . . , σd−1(r)
)
, 2 d.
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Weiter sei

σ(r,r+1) :=
l∏

i=1
i≡r mod j

(i, i+ 1)(−i,−i− 1) für alle 1 ≤ r < j.

Mit WC := f−1 (〈σcr | 1 ≤ r ≤ j〉) und WS := f−1
(〈
σ(r,r+1)

∣∣ 1 ≤ r < j
〉)

gilt

CW (ρ(v)) = WC oWS.

(e) Die Bedingung 6.2.Bi wird vom Sylowtwist v mit

w(r,r+1) := f−1(σ(r,r+1)) für alle 1 ≤ r ≤ j − 1

erfüllt.

Beweis. Seien B die Zopfgruppe zu R und W die Coxetergruppe von R. Wir benutzen
die wie üblich definierten Abbildungen ρ : N → W und τ : B → V aus 2.3.2.

Das Element

w := s1 · · · sl ∈ B

ist eine gute 2l-te Wurzel von w2
0 := r(w0)

2, wie im Beweis zu Lemma 7.1.3 gezeigt
wurde. Die dort zugrunde liegende Zopfgruppe zu R∨ stimmt mit der Zopfgruppe zu R
überein. Also ist v0 = τ(w) gemäß 2.3.12 auch ein Sylowtwist von (G, F ). Dies ist die
Aussage in (a).

Im Beweis zu Lemma 7.1.3 (b) wurde zudem wl = w0 ∈ Z(B) gezeigt. Daraus folgt
durch Anwendung von τ auch vl

0 ∈ Z(V ), also der Teil (b).
Die übrigen Behauptungen sind Eigenschaften von f(ρ(v)). Mittels (C)Sl = (B)Sl

stimmt f(ρ(v)) mit dem in Lemma 7.1.3 betrachteten Element σ überein. Somit beweist
Lemma 7.1.3 auch die Teile (c), (d) und (e) der Behauptung.

Die gewünschten Eigenschaften der Tori wurden in Bedingung 6.2.Bii formuliert. Wir
weisen diese mit Hilfe von Lemma 6.4.4 nach.

Lemma 10.1.4. Die Bedingung 6.2.Bii wird mit Z = 〈he1(−1)〉 erfüllt.

Beweis. Wir zeigen im Folgenden, dass die Voraussetzungen 6.4.4 aufgrund der Struktur
der Wurzelsysteme erfüllt werden.

Die Wurzelsysteme R
∨
r (1 ≤ r ≤ j) sind hier vom Typ C l

j
und bestehen aus folgenden

Wurzeln:

R
∨
r =

{
2ei,±ei ± ei′

∣∣ i, i′ ∈ B(r), i 6= i′
}

für alle 1 ≤ r ≤ j − 1, und

R
∨

= {2ei,±ei ± ei′ | 1 ≤ i, i′ ≤ l} .
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10.1 Regulärer Fall

Die Elemente von R
∨

erfüllen

2α ∈
〈

ZR∨
r

∣∣∣ 1 ≤ r ≤ j
〉

für alle α ∈ R∨
.

Damit ist die erste Voraussetzung für 6.4.4 erfüllt.
Für jede ungerade Primzahlpotenz q, jedes 1 ≤ i ≤ j und j ≥ 2 wird die Gruppe〈

ZR∨
r , (q − 1)ZR∨

〉
∩
〈

ZR∨
r′ , (q − 1)ZR∨

∣∣∣ 1 ≤ r′ ≤ j, r′ 6= r
〉
/(q − 1)ZR∨

von (q − 1)e1 + (q − 1)R
∨Z erzeugt. Bei 2 q ist diese Gruppe trivial. In beiden Fällen

ist 〈
ZR∨

r , (q − 1)ZR∨
〉
∩
〈

ZR∨
r , (q − 1)ZR∨

∣∣∣ 1 ≤ r′ ≤ j , r′ 6= r
〉
/(q − 1)ZR∨

unter der Operation von W -invariant. Somit wird die Bedingung 6.2.Bii erfüllt.
Wir benutzen zur Berechnung von Z den Isomorphismus

ω : TF → ZR∨
/(q − 1)ZR∨

aus dem Beweis von Lemma 6.4.4. Dieser bildet ZF auf die Gruppe〈
ZR∨

r , (q − 1)ZR∨
〉
∩
〈

ZR∨
r′ , (q − 1)ZR∨

∣∣∣ 1 ≤ r′ ≤ j , r′ 6= r
〉
/(q − 1)ZR∨

ab. Daraus folgt Z = 〈he1(−1)〉.
Aus der Relation 2.1.6 (d) folgt Z ≤ Z(G). Also ist Z auch für j = 1 eine zentrale

Gruppe.

Für die weiteren Überlegungen berechnen wir noch CNr(Nr′) für r 6= r′.

Lemma 10.1.5. Seien 1 ≤ r, r′ ≤ j mit r 6= r′ und (D)Sl die Gruppe aus Lemma 4.4.1
(d). Dann gilt

CNr(Nr′) =

{
Nr 2 q,{
x ∈ Nr

∣∣ f(ρ(x)) ∈ (D)Sl

}
sonst.

Beweis. Wir definieren zunächst ein Wurzelsystem R′ ≤ Rr vom Typ D l
j

und assoziieren

dazu eine Untergruppe von Nr. Anschließend zeigen wir, dass bei 2 - q diese Gruppe mit
CNr(Nr′) übereinstimmt.

Sei R′ das Unterwurzelsystem von Rr, das aus den langen Wurzeln von R besteht.
Zu R′ definieren wir mit N′

r := 〈Sr, nα(t) | α ∈ R′〉� Nr einen Normalteiler von N vom
Index 2. Für diese gilt

N′
r =

{
x ∈ Nr

∣∣ ρ(x) ∈ (D)Sl

}
.
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Die Wurzelsysteme erfüllen R′ ⊥ Rr′ und

α+ β /∈ R für alle α ∈ R′, β ∈ Rr′ .

Mit Hilfe von Bemerkung 2.1.7 (b) folgt daraus N′
r ≤ CNr(Nr′) für die eben definierte

Gruppe N ′
r. Für jedes Element x ∈ Nr mit f(ρ(x)) ∈ (D)Sl gilt auch x ∈ N′

r und damit
x ∈ CNr(Nr′).

Bei 2 q folgt [Nr,Nr′ ] = 1 aus Rr ⊥ Rr′ mit Hilfe von Lemma 2.1.7. Für i ∈ B(r),

i′ ∈ Br′ und 2 - q gilt

nei
(1) /∈ CNr(Nr′)

wegen ei + ei′ ∈ R und der sich daraus gemäß 2.1.7 (c) ergebenden Relation

nei′
(1)nei (1) = nei′

(−1).

Dies zeigt CNr(Nr′) = N′
r für 2 - q.

Um tolle Elemente in dieser Situation zu bestimmen, können wir wegen Z 6= 1 das
Lemma 6.4.2 nicht anwenden. Somit müssen wir einige Eigenschaften toller Elemente
explizit nachweisen.

Lemma 10.1.6. Seien lr :=
∏

i∈B(r) h2ei
(ζ) (1 ≤ r ≤ j), wobei ζ eine ggT(4, (q−1)2)-te

Einheitswurzel ist. Die Elemente

pr :=

l
j
−1∏

i=0

nαr+1(1)
vi

für 1 ≤ r ≤ j − 1

sind tolle Elemente mit angegebenen lr.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass die Voraussetzungen für das Lemma 6.4.1 erfüllt sind.
Dadurch erfüllen die Elemente schon einige der geforderten Eigenschaften. Anschließend
zeigen wir noch die verbleibenden Bedingungen.

Gemäß 10.1.3 ist {1, . . . , j} eine Transversale der Bahnen von ρ(v) auf {1, . . . , l}. Die
in Lemma 6.4.1 definierten Wurzeln βr = er+1 − er (1 ≤ r ≤ j − 1) erfüllen βr ∈ R.

Zudem erfüllt der d-Sylowtwist gemäß 10.1.3 (b) auch v
l
j ∈

{
vl

0, v
2l
0

}
⊂ Z(V ). Für die

Elemente pr und lr (1 ≤ r ≤ j − 1) gilt

p2
r = lrl

−1
r+1 für alle 1 ≤ r ≤ j − 1,

wie wir leicht anhand der Relation 2.1.6 (g) nachrechnen können.
Da zudem auch ρ(pr) = w(r,r+1) für alle 1 ≤ r ≤ j − 1 gilt, können wir Lemma 6.4.1

anwenden. Dieses zeigt die Eigenschaften 6.2.5 (a), (c) und (d).
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10.1 Regulärer Fall

Wir zeigen nun 6.2.5 (b). Dazu müssen wir

lpr
r = lr+1 für alle 1 ≤ r ≤ j − 1

beweisen. Dies folgt aus den Umformungen

lpr
r =

∏
i∈B(r)

h2ei
(ζ)pr =

∏
i∈ρ(pr)(B(r))

h2ei
(ζ) =

∏
i∈B(r+1)

h2ei
(ζ) = lr+1,

die aufgrund der Relationen aus 2.1.6 (c) möglich sind.
Für die verbleibenden Eigenschaften müssen wir

xxpr = xp−1
r x für alle 1 ≤ r ≤ j − 1 und x ∈ N̂r

nachrechnen. Wir untersuchen diese Gleichung für x /∈ C bNr
(N̂r+1) und x ∈ C bNr

(N̂r+1)
getrennt.

Für x /∈ C bNr
(N̂r+1) gilt gemäß der Bemerkung 2.1.7 (b) und Lemma 10.1.5 die Glei-

chung

xxpr = xprh2e1(−1)x.

Zudem haben die Permutationen f(ρ(x)) und f(ρ(xpr)) als Elemente von (B)Sl \ (D)Sl

laut Lemma 10.1.5 eine ungerade Anzahl von Vorzeichenwechseln. Zusammen mit der
Relation 2.1.6 (c) gilt daher

lx
pr

r+1 = h2e1(−1)
∏

i∈B(r+1)

h2ei
(ζ)

und damit [xpr , p2
r] = h2e1(−1). Wir verwenden dies für folgende Umformungen:

xxpr = xprh2e1(−1)x = xpr [xpr , p2
r]x = xp3

rx = xp−1
r x.

Für x ∈ C bNr
(N̂r+1) zeigen analoge Überlegungen [xpr , p2

r] = 1, woraus

xxpr = xp−1
r x für alle 2 ≤ r ≤ j und x ∈ C bNr

(N̂r+1)

folgt. Also besitzen die eben definierten Elemente pr alle nötigen Eigenschaften und sind
daher tolle Elemente.

Wir prüfen nun die letzte verbleibende Bedingung nach und benutzen dabei vor allem
das Lemma 10.1.5.

Lemma 10.1.7. Die Bedingung 6.2.Biv wird erfüllt.
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Beweis. Wir müssen die Aussage

[I bNr
(λ), N̂r′ ] ≤ ker(λ) ∩ Z für alle r 6= r′ und λ ∈ Irr

(
Ŝr

)
zeigen, also bei 2 q die Gleichung

[N̂r, N̂r′ ] = 1 für alle r 6= r′.

Bei 2 - q unterscheiden wir die Fälle Z ≤ ker(λ) und ker(λ) ∩ Z = 1.

Für 2 q ergibt sich [Nr,Nr′ ] = 1 (r 6= r′) aus dem Lemma 10.1.5. Wegen N̂r ≤ Nr

und N̂r′ ≤ Nr′ folgt daraus [N̂r, N̂r′ ] = 1.
Bei 2 - q überprüfen wir die Aussage zunächst für alle Charaktere λmit Z ≤ ker(λ) und

müssen dafür [N̂r, N̂r′ ] ≤ Z beweisen. Gemäß 6.2.3 (c) gelten [Nr,Nr′ ] ≤ (Nr∩Nr′) ≤ Z.

Dies beweist wegen N̂r ≤ Nr und N̂r′ ≤ Nr′ die Eigenschaft des Kommutators.

Für Charaktere λ ∈ Irr
(
Ŝr

)
mit λ(he1(−1)) = −1 zeigen wir zunächst

INr(λ) ≤ CNr(Nr+1). Für das Element lr ∈ Ŝr und x ∈ Nr \ CNr(Nr+1) gilt gemäß
den Ausführungen in Lemma 10.1.5 auch

lxr = he1(−1)lr

und damit λ(lr) 6= λ(lxr ). Dies hat I bNr
(λ) ≤ CNr(Nr+1) und

[I bNr
(λ), N̂r′ ] = 1

zur Folge.
Somit gilt stets die Bedingung 6.2.Biv.

Wir benötigen noch einen geeigneten linearen Charakter auf N̂ .

Lemma 10.1.8. Durch

δ(n) :=

{
1 L(n) = nvFn−1 = 1,

−1 sonst,
für alle n ∈ N̂

wird ein linearer Charakter δ ∈ Irr
(
N̂
)

mit allen in 6.2.6 beschriebenen Eigenschaften

und ker(δ) = NvF definiert.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass δ ein linearer Charakter mit ker(δ) = NvF ist. An-
schließend weisen wir die einzelnen in 6.2.6 geforderten Aussagen nach.

Wegen Z ≤ Z(N) ist L auf N̂ multiplikativ. Daraus folgt, dass δ ein linearer Charakter
ist. Aus der Definition folgt auch sofort ker(δ) = NvF .

Die drei verschiedenen in 6.2.6 beschriebenen Eigenschaften gelten wegen δ(1) = 1,
pr ∈ NvF

r,r′ und Lemma 6.2.4 (a) ebenfalls.
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10.1 Regulärer Fall

Wir haben nun die Voraussetzungen nachgeprüft und können den Satz 6.3.15 anwen-
den.

Beweis von Satz 10.1.1. Wir gehen wie beim Beweis von 7.1.1 vor.
Es genügt für den Beweis gemäß den Lemmata 1.2.4, 1.3.4 und 1.3.5 die maximale

Fortsetzbarkeit bei TvF � NvF zu zeigen.
In den bisherigen Ausführungen dieses Kapitels haben wir gezeigt, dass die verschiede-

nen Bedingungen und Voraussetzungen für den Satz 6.3.15 erfüllt werden. Wir benutzen
dabei den Charakter δ aus Lemma 10.1.8.

Der Satz 6.3.15 zeigt, dass bei T � N maximale Fortsetzbarkeit vorliegt. Die
dort definierten Gruppen T und N erfüllen sowohl N = ker δ = NvF als auch
T = ker(δebS) = TvF . Dies zeigt die Behauptung.

Für den nichtregulären Fall benötigen wir eine Variante dieser Aussage. Dazu nehmen
wir eine leichte Veränderung an δ vor und ersetzen den Charakter δ durch den neuen
Charakter δ1.

Lemma 10.1.9. Seien 2 - q,

NC :=
{
x ∈ N̂

∣∣∣ L(x) = 1 und f(ρ(n)) ∈ (D)Sl

}
und Ñ := 〈NC , ch〉 für Elemente c ∈ NvF \NC und h ∈ Ŝ \ T .

Durch

δ1(n) :=


1 für L(n) = 1 und f(ρ(n)) ∈ (D)Sl,

1 für L(n) = he1(−1) und f(ρ(n)) /∈ (D)Sl,

−1 sonst.

für alle n ∈ N̂ wird ein linearer Charakter δ1 ∈ Irr
(
N̂
)

mit allen in 6.2.6 beschriebenen

Eigenschaften und ker(δ1) = Ñ definiert.

Beweis. Wie beim Beweis zu 10.1.8 zeigen einfache Rechnungen, dass δ1 ein linearer
Charakter mit ker(δ1) = Ñ ist.

Die in 6.2.6 geforderten Aussagen werden erfüllt. Die Eigenschaft 6.2.6 (a) ist klar.
Für 6.2.6 (b) ist

N̂r =
〈
ker(δ1) ∩ N̂r, Ŝr

〉
für alle 1 ≤ r ≤ j

zu zeigen. Die analoge Eigenschaft wurde bereits für δ bewiesen. Daher gibt es
für jedes Element x ∈ N̂r Elemente n ∈ ker(δ) ∩ N̂r und t ∈ Ŝr mit x = nt.
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Gilt f(ρ(x)) ∈ (D)Sl, so auch δ1(n) = 1. Ansonsten erhalten wir δ1(nh) = 1 und

x = nh(h−1t) ∈
〈
ker(δ1) ∩ N̂r, Ŝr

〉
. Dies beweist 6.2.6 (b), also

N̂r =
〈
ker(δ1) ∩ N̂r, Ŝr

〉
für alle 1 ≤ r ≤ j.

Aus pr ∈ NvF
r,r′ und f(ρ(pr)) ∈ (D)Sl folgt δ1(pr) = 1 für alle 1 ≤ r ≤ j. Dies entspricht

der Bedingung 6.2.6 (c).

Auch auf diese Situation können wir den Satz 6.3.15 anwenden und erhalten dadurch:

Satz 10.1.10. Jeder Charakter λ ∈ Irr
(
TvF

)
ist in Ñ aus Lemma 10.1.9 maximal

fortsetzbar.

Beweis. Analog zu dem Beweis für den Satz 10.1.1 folgt dies aus der Anwendung von
Satz 6.3.15, dessen Voraussetzungen auch mit dem Charakter δ1 statt δ erfüllt sind.

Mit ker(δ1) ∩ Ŝ = TvF und ker(δ1) = Ñ folgt die Aussage.

Dieses Resultat benötigen wir, um den Satz 10.1.1 auf alle Zahlen als Werte von d zu
verallgemeinern.

10.2 Nichtregulärer Fall

Wie eben seien G = Bl,sc(Fq) für eine Primzahlpotenz q mit Hilfe des in 4.4.1 (b) ange-
gebenen Wurzelsystems R und des dort angegebenen Fundamentalsystems RF definiert
und F : G → G der Standard-Frobeniusendomorphismus. In diesem Abschnitt wird
gezeigt, dass die irreduziblen Charaktere einer d-Sylowlevigruppe L von (G, F ) in dem
zugehörigen d-Sylownormalisator N für jede Zahl d ∈ N maximal fortsetzbar sind.

Wir beginnen mit der Wahl des Sylowtwists.

Lemma 10.2.1. Seien d ∈ N,

l′ :=

{⌊
2l
d

⌋
· d für 2 d,⌊

l
d

⌋
· d für 2 - d,

und R′ das Wurzelsystem zu RF
′ = {α1, . . . , αl′} ⊆ RF . Weiter sei

G′ := 〈Xα | α ∈ R′〉 ≤ G, also gemäß Lemma 2.1.9 ein universelle Chevalleygruppe zu
R.

(a) Die Zahl d ∈ N ist regulär für die Weylgruppe W ′ von G′.

(b) Jeder d-Sylowtwist v ∈ G′ der reduktiven Gruppe (G′, F eG′) ist ein d-Sylowtwist
von (G, F ).
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10.2 Nichtregulärer Fall

Beweis. Wir gehen wie beim Lemma 7.2.2 vor und beweisen zunächst (a) und dann mit
Hilfe von Lemma 2.3.16 die Aussage (b).

Gemäß der Tabelle 2.1 und der Definition von l′ ist d für W ′ eine reguläre Zahl, da
R′ ein Wurzelsystem vom Typ Bl′ ist.

Aufgrund der Definition von R′ mit Hilfe von RF
′ ⊆ RF ist G′ gemäß 2.1.9 die

universelle Chevalleygruppe zu R′. Gemäß der Bemerkung 2.2.7 und den in [Car72,
10.2.5] angegebenen Spiegelungsgraden von W ′ und W gilt ebenso

aBl′
(d) = aBl

(d).

Mit Hilfe von Lemma 2.3.16 folgt daraus die Behauptung.

Mit diesem Sylowtwist konstruieren wir in (G, vF ) eine Sylowlevigruppe und analy-
sieren ihre Struktur.

Lemma 10.2.2. Seien G = (X,R, Y,R∨,W ) die generische Gruppe zu (G, F ), d eine
nichtreguläre Zahl von W . Dann gibt es einen d-Sylowtorus S von G und einen d-
Sylowtorus S in (G, vF ) mit:

(a) L := CG(S) = (X, R̃2, Y, R̃
∨
2 ,W eR2

ρ(v)) mit R̃2 := {±ei,±ei ± ei′ | i, i′ > l′, i 6= i′},

(b) L := CG(S) = 〈T,G2〉 mit G2 :=
〈
Xα

∣∣∣ α ∈ R̃2

〉
und T := 〈hα(t) ∈ G | α ∈ R〉,

(c) L = T1 ◦Z G2 mit Z = 〈he1(−1)〉, T1 :=
〈
hα(t)

∣∣∣ α ∈ R̃1

〉
und

R̃1 = {±ei,±ei ± ei′ | i, i′ ≤ l′, i 6= i′} ,

(d) L0 �L und |L : L0| = ggT(q− 1, 2) mit L := LvF , L0 := T1 ◦Z G2, G2 := GvF
2 und

T1 := TvF
1 .

L

ggT(2,q−1)

L0

yy
yy

yy
yy

y

EE
EE

EE
EE

E

T1

EE
EE

EE
EE

E G2

yyyyyyyy

〈h1〉
ggT(2,q−1)

1
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Beweis. Wir berechnen nacheinander Sylowtori S und S, die Wurzeln von CG(S) und
die Gruppen L := CG(S) und L := CG(S). Anschließend bestimmen wir T1 ∩G1 und
die Struktur von L.

In Y := Y ⊗ C bestimmen wir die Wurzelmenge R̃2 := R ∩ Y ′⊥ mit
Y ′ := kerY (Φd(ρ(v))) ∩ Y . Gemäß 1.3.3 ist S :=

(
X/Y ′⊥, Y ′, ρ(v)

)
ein d-Sylowtorus in

der generischen Gruppe G zu (G, vF ). Weiter sei S der in 1.3.3 angegebene d-Sylowtorus
von (G, vF ).

Wir berechnen nun L := CG(S) und benötigen dazu die Wurzeln von L. Aus Lemma
10.2.1 (a) ist R′ ∩ Y ′⊥ = ∅ bekannt. Zusammen mit Y ′ ≤ 〈ei | 1 ≤ i ≤ l′〉 folgt daraus

R ∩ Y ′⊥ = {±ei,±ei ± ei′ | i, i′ > l′, i 6= i′} = R̃2.

Mit Hilfe von Lemma 1.3.4 beweist dies die Teilaussagen (a) und (b), also

L =
〈
T,Xα

∣∣∣ α ∈ R̃2

〉
.

Für die Aussage (c) berechnen wir zunächst Z := T1 ∩T2 mit T2 := T ∩G2. Diese
Gruppe bestimmen wir anhand der zugehörigen Gitter. Seien q′ eine Potenz von q und
F ′ : G → G der zu q′ gehörende Standard-Frobeniusendomorphismus. Dann ist ZF ′

mittels der in 6.4.4 beschriebenen Abbildung

ω : TF ′ → ZR∨
/(q′ − 1)ZR∨

isomorph zu

ZR̃∨
2 + (q′ − 1)ZR∨

/(q′ − 1)ZR∨ ∩ ZR̃∨
1 + (q′ − 1)ZR∨

/(q′ − 1)ZR∨.

Rechnungen zeigen, dass diese Gruppe für jedes q′ genau ggT(2, q−1) Elemente besitzt.
Das nichttriviale Element hat h2e1(−1) als Urbild.

Mit dem Satz 2.1.7 (a) folgt aus R̃1 ⊥ R̃2 auch [T1,G2] = 1. Also ist 〈T1,G2〉 das
zentrale Produkt der beteiligten Gruppen.

Es ist nun L ≤ T1 ◦Z G2 zu zeigen. Dazu genügt es, t ∈ T1 ◦Z G2 für alle t ∈ T zu
beweisen. Seien a ∈ N und q′ := q2a mit tq

a−1 = 1 und

ω : TF ′ → ZR∨
/(q′ − 1)ZR∨

der Isomorphismus aus dem Beweis zu 6.4.4. Wir erhalten daraus

ω(TF ′

1 ) = ZR̃∨
1 + (q′ − 1)ZR∨

/(q′ − 1)ZR∨ und

ω(TF ′

2 ) = ZR̃∨
2 + (q′ − 1)ZR∨

/(q′ − 1)ZR∨.

und

ω(t) ∈ ggT(2, q − 1)ZR̃∨
2 + (q′ − 1)ZR∨

/(q′ − 1)ZR∨.
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10.2 Nichtregulärer Fall

Anhand der Wurzelsysteme erkennen wir

2α ∈ ZR̃∨
1 + ZR̃∨

2 für alle α ∈ R∨.

Daraus folgt ω(t) ∈
〈
ω(TF ′

1 ), ω(TvF ′
2 )
〉
, also t ∈ 〈T1,T2〉. Dies beweist L = T1 ◦Z G2,

also den Teil (c) der Behauptung.
Wir berechnen nun L := LvF . Zu jedem Element x ∈ L existieren Elemente t ∈ T1

und g ∈ G2 mit x = tg. Aus xvF = x ergibt sich

gvFg−1 = (t−1)vF t.

Die Gruppen T1 und G2 sind vF -stabil, also gilt

gvFg−1 = (t−1)vF t ∈ G2 ∩T1 = Z.

Seien h′ ∈ T1 und h′′ ∈ T2 mit h′vFh′−1 = h′′vFh′′−1 = he1(−1) und h := h′h′′.
Einfache Rechnungen zeigen, dass entweder x ∈ L0 oder xh ∈ L0 gilt, woraus

L = 〈L0, h〉

folgt. Also ist L0 ein Normalteiler von L vom Index ggT(q− 1, 2). Dies beweist den Teil
(d) der Behauptung.

Rechnungen mit dem im Beweis definierten Element h zeigen folgende Aussage.

Bemerkung 10.2.3. Für N1 := NvF
1 gilt [N1, L] ≤ T1. Zudem gilt T1 ≤ Z(L).

Beweis. Dies folgt aus Rechnungen mit h.

Nach der Sylowlevigruppe konstruieren wir den zugehörigen Sylownormalisator. Dabei
ist die relative Weylgruppe wichtig.

Lemma 10.2.4. Das in 10.2.2 angegebene vollständige Wurzeldatum hat folgende rela-
tive Weylgruppe

WG(L) =

(
CW eR1

(ρ(v))×W eR2

)
/W eR2

.

Beweis. Dies zeigen Rechnungen in der Gruppe (B)Sl aus Lemma 4.4.1 (b).

Mit Hilfe des nächsten Resultats können wir die Aussagen aus dem ersten Abschnitt
dieses Kapitels anwenden.

Lemma 10.2.5. (a) Der zu L gehörende d-Sylownormalisator ist N := 〈N1, L〉.

(b) NC := CN1(G2) =

{
N1 2 q,{
n ∈ N1

∣∣ f(ρ(n)) ∈ (D)Sl

}
sonst.
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(c) Ein Element n ∈ N1 \NC operiert auf xα(t) ∈ G2 durch

xα(t)n =

{
xα(t) α ∈ R̃2 lang,

xα(−t) α ∈ R̃2 kurz.

Bei 2 - q hat N folgende Struktur.

N

NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

〈N1, G2〉

NNNNNNNNNNN

pppppppppppp

N1

2 NNNNNNNNNNNNN NC ◦Z G2

pppppppppppp

NNNNNNNNNNNNN L

2

NC

NNNNNNNNNNNNNN L0

NNNNNNNNNNNNNN

pppppppppppppp

T1

NNNNNNNNNNNNN G2

ppppppppppppp

〈h1〉

Beweis. Wir gehen wie im Beweis zu Lemma 8.2.6 vor.
Für ρ(N1) erhalten wir mit Hilfe von [Car85, 3.3.6] die Gleichung

ρ(N1) = CW eR1
(ρ(v)).

Mit Hilfe von Lemma 10.2.4 ergibt sich

WG(L) =
〈
ρ(N1),W eR2

〉
/W eR2

.

Somit ist 〈N1, L〉 laut Lemma 1.3.5 der d-Sylownormalisator zu L.
Der Teil (b) der Aussage ist die Übertragung von Lemma 10.1.5 auf diese Situation.

Sei R̃′
1 das Unterwurzelsystem der langen Wurzeln in R̃1. Aus Bemerkung 2.1.7 (b) ist

N′
1 :=

〈
nα(t)

∣∣∣ α ∈ R̃′
1

〉
≤ CN1(G2)

bekannt. Aus den Ausführungen im Beweis 10.1.5 ergibt sich auch CN1(G2) = NC .

Seien nun β ∈ R̃1 \ R̃′
1 und n := nβ(1). Für dieses Element und xα(t) ∈ G2 ergeben

sich aus 2.1.7 (c) die Gleichungen

xα(t)n =

{
xα(t) α ∈ R̃2 lang,

xα(−t) α ∈ R̃2 kurz.

Dies zeigt die Teile (b) und (c).
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Die Operation von N1 auf G2 hat folgende Eigenschaft.

Bemerkung 10.2.6. Der von n ∈ N1 \NC mit NC := NvF
C induzierte Automorphismus

von G2 ist bei 4 (q − 1) und bei 2 (l − l′) ein innerer Automorphismus von G2. Anson-
sten operiert hn1 auf G2 wie ein innerer Automorphismus, wobei n1 das entsprechende
Element der erweiterten Weylgruppe von G aus 2.3.1 ist.

Beweis. Nach den Ausführungen im vorangegangenen Lemma existiert nur dann ein
Element n, falls auch 2 - q gilt. Die Elemente n und n1 := nα1(1) induzieren auf G2 den
gleichen Automorphismus und operieren wie

t :=
l∏

i=l′+1

hei
(ζ),

wobei ζ eine primitive vierte Einheitswurzel in Fq ist. Dies zeigen die Rechenregeln aus
Satz 2.1.6. Unter den angegebenen Voraussetzungen, 4 (q− 1) oder 2 (l− l′), liegt dieses
Element in G2.

In den übrigen Fällen erfüllt t die Bedingungen an h′′. Also operiert tn1 wie ein
innerer Automorphismus von G2 und induziert auf G2 den gleichen Automorphismus
wie hn1.

Auf unseren Fall angewandt, erhalten wir damit folgende Aussage:

Satz 10.2.7. Seien G := Bl,sc(Fq), d ∈ N, L eine d-Sylowlevigruppe von (G, F ) und
N ihr d-Sylownormalisator. Dann ist jeder irreduzible Charakter χ ∈ Irr (L) auf IN(χ)
fortsetzbar.

Beweis. Wegen Satz 10.1.1 können wir annehmen, dass d für W nichtregulär ist. Wir
können uns laut Lemma 1.2.4 darauf beschränken, die maximale Fortsetzbarkeit bei
L�N mit den in 10.2.2 und 10.2.5 definierten Gruppen zu beweisen.

Für 2 - q werden die Voraussetzungen für den Satz 3.2.6 erfüllt. Die dafür nötige
Gruppenstruktur ergibt sich aus den Lemmata 10.2.2, 10.2.3 und 10.2.5.

Die maximale Fortsetzbarkeit bei T1�N1 und T1�Ñ1 mit Ñ1 := 〈NC , ch〉 (c ∈ N1\NC ,
h ∈ (L \ L0) ∩ T) ergibt sich aus den Lemmata 10.1.1 und 10.1.10. Die Gruppe T1

ist laut Lemma 1.3.4 eine d-Sylowlevigruppe von (G′, vF eG′) und N1 laut 1.3.5 ihr d-
Sylownormalisator. Da die Zahl d gemäß 10.2.1 regulär für (G′, vF eG′) ist, zeigt Lemma
10.1.1 die maximale Fortsetzbarkeit für diese Gruppen.

Die Gruppe NC ist ein Normalteiler von Ñ1 mit zyklischer Faktorgruppe. Das Element
ch operiert auf NC wie ch′. Daher ergibt sich die maximale Fortsetzbarkeit bei T1 � Ñ1

aus Satz 10.1.10 mit Hilfe von Lemma 3.2.2.
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N

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

KKKKKKKKKKKKK

ssssssssssss

N1

KKKKKKKKKKKK Ñ1 L

NC

KKKKKKKKKKKK L0

ssssssssssss

KKKKKKKKKKKK

T1

KKKKKKKKKKKK G2

sssssssssss

T1 ∩G2

1

Somit sind alle Voraussetzungen bei 2 - q für den Satz 3.2.6 erfüllt. Aus diesem Satz folgt
nun die maximale Fortsetzbarkeit bei L�N .

Bei 2 q werden analog die Voraussetzungen für Lemma 3.2.5 erfüllt. Die gruppentheo-
retischen Voraussetzungen wurden in den Lemmata 10.2.2, 10.2.3 und 10.2.5 bewiesen.
Die geforderte maximale Fortsetzbarkeit bei T1 � N1 ist aus 10.1.1 bekannt. Daraus
ergibt sich auch in diesem Fall die maximale Fortsetzbarkeit bei L�N .

Dies beweist die Behauptung.

Hier–wie auch in bei den übrigen Familien klassischer Gruppen– genügen nicht mehr
die Fortsetzbarkeitsaussagen aus dem regulären Fall, da die Elemente von N auf den
halbeinfachen Anteil von L äußere Automorphismen induzieren. Diese nichttrivialen
äußeren Automorphismen traten auch bei den Gruppen im Abschnitt 5.3 auf. Aufgrund
anderer Überlegungen, die hier nicht wiederholt werden können, genügte es dort, eine
maximale Fortsetzbarkeitsaussage bei gewissen Untergruppen zu kennen. Insgesamt
machen diese Automorphismen eine deutlich sorgfältigere Vorgehensweise nötig.

Die Fortsetzbarkeitsaussagen aus dem ersten Abschnitt dieses Kapitels sind zentrale
Hilfsmittel in den nächsten zwei Kapiteln.
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Kapitel 11

Gruppen vom Typ Dl

In diesem Kapitel beweisen wir das Theorem 0.1 für den Fall, dass G ein Wurzelsystem
vom Typ Dl (l ≥ 4) hat und F der Standard-Frobeniusendomorphismus von G ist. Im
Kapitel 12 betrachten wir dann den Fall, dass der Frobeniusendomorphismus von einem
nichttrivialen Graphautomorphismus induziert wird. Für eine d-Sylowlevigruppe L von
(G, F ) und ihren d-Sylownormalisator N zeigen wir die maximale Fortsetzbarkeit bei
L�N .

Die relativen Weylgruppen dieser d-Sylowlevigruppen sind aber im Allgemeinen keine
Kranzprodukte. Im regulären Fall können wir also nicht Satz 6.3.15 anwenden. Stattdes-
sen betrachten wir G als Untergruppe von Bl,sc(Fq) und beweisen dadurch die Aussagen.

Bei regulärem d konstruieren wir aus einem guten d-Sylowtwist für (G′, F ′) einen
geeigneten d-Sylowtwist von (G, F ). Dabei ist G′ := Bl′,sc(Fq) mit l′ ∈ {l − 1, l} so,
dass d für (G′, F ′) mit dem Standard-Frobeniusendomorphismus F ′ : G′ → G′ regulär
ist. Aufgrund dieser Wahl des d-Sylowtwists finden wir auch Verbindungen zwischen
den d-Sylownormalisatoren von (G′, F ′) und solchen von (G, F ). Für jeden Charakter
λ ∈ Irr (L) können wir mit Hilfe der Fortsetzbarkeitaussagen aus dem Abschnitt 10.1
die maximale Fortsetzbarkeit beweisen.

Bei nichtregulärem d beginnen wir wie im Unterkapitel 10.2 mit der Wahl eines d-
Sylowtwists, der ebenfalls mit geeigneten Gruppen vom Typ Bl gewählt wird. An-
schließend beschreiben wir die Untergruppenstrukturen der damit konstruierten d-
Sylowlevigruppe L und ihres d-Sylownormalisators N . Wie bei Gruppen vom Typ Bl

induziert der Sylownormalisator auch äußere Automorphismen auf dem reduktiven Teil
der Sylowlevigruppe. Wir können den Satz 3.2.6 anwenden, da N und L die dafür nötige
Struktur besitzen und wir aus den Ergebnissen beim Typ Bl die außerdem dazu nötigen
Fortsetzungsaussagen folgern können. Insgesamt führt dies zur maximalen Fortsetzbar-
keit bei L�N .

11.1 Regulärer Fall

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis folgender Aussage:

Satz 11.1.1. Seien q eine Primzahlpotenz, G := Dl,sc(Fq) (l ≥ 4) , F : G → G der
Standard-Frobeniusendomorphismus zu q und d eine reguläre Zahl für (G, F ). Weiter
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11.1 Regulärer Fall

seien L eine d-Sylowlevigruppe von (G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator. Dann liegt
bei L�N maximale Fortsetzbarkeit vor.

Um G in eine Gruppe vom Typ Bl einzubetten, soll die Gruppe folgendermaßen
definiert sein:

11.1.2 (Die Gruppen G und G). • SeiR ein Wurzelsystem vom Typ Bl aus 4.4.1
(b) mit dem dort angegebenen Fundamentalsystem RF = {α1, α2, . . . , αl} und G
eine universelle Chevalleygruppe zu R über Fq.

α1
• α2

•< α3
• α4

• · · ·αl−1
• αl

•

• Weiter sei R das in 4.4.1 (d) angegebene Unterwurzelsystem vom Typ Dl

mit dem dort angegebenen Fundamentalsystem RF = {α1, α2, . . . , αl} und
G := 〈Xα | α ∈ R〉 ≤ G. Diese Gruppe ist gemäß Lemma 2.1.9 (b) wegen

ZR∨ = ZR∨
eine universelle Chevalleygruppe zu R über Fq.

α1•

α2
•

α3
•�������

α4
• α5

• · · ·α`−1
• α•̀

??
??

??
?

• Seien F : G → G und F : G → G die jeweiligen Standard-
Frobeniusendomorphismen, die dann auch F

⌉
G

= F erfüllen.

Durch diese Definition ergeben sich weitere Aussagen für die Untergruppen.

Lemma 11.1.3. Für die wie in Bemerkung 2.2.1 definierten Untergruppen T, N, T,
N, die Weylgruppen W bzw. W von G bzw. G und ρ : N → W gelten

(a) T = T,

(b) N = N ∩G und

(c) N =
{
x ∈ N

∣∣ ρ(x) ∈ W}.
Beweis. Nachrechnen.

Es ist klar, dass ρeN = ρ für den in Bemerkung 2.2.1 definierten Epimorphismus
ρ : N → W gilt. Die Operation von ρ(n) (n ∈ N) auf ZR∨ stimmt mit jener von ρ(n)

auf ZR∨
natürlich überein. Dies und den Isomorphismus f : W → (B)Sl aus Lemma

4.4.1 (b) werden wir bei der Wahl eines d-Sylowtwists benutzen.

200



Kapitel 11: Gruppen vom Typ Dl

Lemma 11.1.4. Seien d eine reguläre Zahl von W ,

l′ :=

{
aDl

(d)d 2 - d,
aDl

(d)d
2

2 d,

R′ das Unterwurzelsystem von R mit dem Fundamentalsystem RF
′ := {α1, α2, . . . , αl′}

und G′ := 〈Xα | α ∈ R′〉 ≤ G.
Für einen d-Sylowtwist v′ von (G′, F

⌉
G′) ist

v :=

{
v′ v′ ∈ G,

v′nel
(−1) v′ /∈ G

ein d-Sylowtwist von (G, F ).

Beweis. Aus der Definition von G′ ergibt sich, dass G′ gemäß Lemma 2.1.9 eine univer-
selle Chevalleygruppe zu R′ ist, da R′ ein parabolisches Unterwurzelsystem von R ist.
Durch die Definition von l′ stellen wir

aBl′
(d) = aDl

(d)

sicher. Mit Hilfe der Bemerkung 2.2.7 berechnen wir aBl′
(d) aus den Graden der Weyl-

gruppe von G′ aus [Car72, 10.2.5]. Auch können wir für alle regulären Zahlen d den
Wert von aDl

(d) angeben. Gemäß der Bemerkung 2.3.8 ist d ein Teiler von l oder 2(l−1).
Aus

aDl
(d) =


l
d

2 - d und d l,
2l
d

2 d und d l,
l−1
d

2 - d und d - l,
2(l−1)

d
2 d und d - l,

folgt, dass l′ = l − 1 nur für Zahlen d mit d > 2 und d 2(l − 1) gilt. In diesen Fällen ist
v gemäß der Konstruktion ein d-Sylowtwist von (G, F ), da wir den Beweis von Lemma
2.3.16 auf diese Situation übertragen können.

Bei l′ = l ist d ein Teiler von l. Die Anzahl der positiven Zahlen, die durch f(ρ(v′))
auf negatrive abgebildet werden, ist 0 oder 2l

d
, also stets gerade. Daraus folgt v′ ∈ N

gemäß Lemma 11.1.3 (c). Wegen ZR′∨ = ZR∨ und einfachen Überlegungen zu dem
charakteristischen Polynom von v auf ZR∨ ist v ein d-Sylowtwist von (G, F ).

Damit können wir die im Satz 11.1.1 wichtigen Gruppen angeben und diesen für l′ = l
beweisen.

Lemma 11.1.5. Seien T := TvF und N := NvF .
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11.1 Regulärer Fall

(a) Die Gruppe T ist eine d-Sylowlevigruppe von (G, vF ) und N ihr d-
Sylownormalisator.

(b) Für l = l′ liegt maximale Fortsetzbarkeit bei T �N vor.

Beweis. Der Teil (a) folgt aus den Lemmata 1.3.4 und 1.3.5, da v ein d-Sylowtwist von
(G, F ) ist.

Bei l′ = l gilt v′ = v, die Gruppe T := T
vF

ist eine Sylowlevigruppe von (G, F ) und

N := N
vF

ihr Sylownormalisator. In Satz 10.1.1 wurde die maximale Fortsetzbarkeit
bei T �N bewiesen. Wegen T = T und N ≤ N folgt daraus die Behauptung.

Im Fall l′ = l − 1 sind mehrere Zwischenschritte nötig.

Lemma 11.1.6. Seien v, v′ und l′ wie in 11.1.4 mit l′ = l − 1. Weiter seien N′ und
T′ die in Lemma 2.2.1 definierten Untergruppen von G′, N ′ := N′v′F , T ′ := T′v′F und
Ñ := 〈N ′ ∩N, nnel

(1)〉 für ein n ∈ N ′ \N . Dann gilt:

(a) Ñ ∩T = T ′,

(b) N =
〈
Ñ , T

〉
und

(c) bei T �N liegt maximale Fortsetzbarkeit vor.

Beweis. Die Aussage (a) ergibt sich aus der Definition von Ñ mit den Relationen aus
Satz 2.1.6.

Daher genügt es für (b), die Gleichung ρ(Ñ) = ρ(N) und die Inklusion Ñ ≤ N
nachzuweisen. Mit der Bemerkung 2.1.7 können wir anhand der Wurzeln die Inklusion
Ñ ≤ N nachrechnen.

Die Gruppen ρ(N) und ρ(Ñ) sind gleich: Aus [Car85, Proposition 3.3.6] folgt

ρ(N ′) = C(B)Sl′
(f(ρ(v′))). Die Definition von Ñ zeigt nun

ρ(Ñ) =
〈
C(D)Sl′

(f(ρ(v′))), f(ρ(n)wel
)
〉
.

Aus l′ = l − 1 folgt d > 2. Aus der Zykelstruktur von f(ρ(v′)) ergibt sich〈
C(D)Sl′

(f(ρ(v′))), f(ρ(n))wel

〉
= C(D)Sl

(f(ρ(v))).

Dies beweist ρ(Ñ) = ρ(N) und damit den Teil (b) der Behauptung.
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Kapitel 11: Gruppen vom Typ Dl

N

ssssssssssss

N ′

KKKKKKKKKKK Ñ

sssssssssss T

sssssssssssssssssssssssssssss

N ′ ∩ Ñ

T ′

Die Gruppe T ′ ist eine d-Sylowlevigruppe von (G′, F ) und N ′ ihr d-Sylownormalisator.
Aus 10.1.1 ist die maximale Fortsetzbarkeit bei diesen Gruppen bekannt. Wegen
[(N ′ ∩N), nel

(−1)] = 1 können wir das Lemma 3.2.2 anwenden. Daraus folgt dann die

maximale Fortsetzbarkeit bei T ′ � Ñ . Zusammen mit dem Satz 3.1.6 und N =
〈
Ñ , T

〉
beweist dies die Behauptung in (c).

Damit können wir nun den Satz 11.1.1 beweisen.

Beweis von Satz 11.1.1. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir uns gemäß
Lemma 1.2.5 darauf beschränken die Fortsetzbarkeitsaussage für die d-Sylowlevigruppe
und ihren d-Sylownormalisator von (G, vF ) aus 11.1.5 (a) zu zeigen.

In den Lemmata 11.1.5 (b) und 11.1.6 wurde gezeigt, dass die Charaktere aus Irr (T )
sich auf ihre Trägheitsgruppe in N fortsetzen lassen. Daraus folgt die Behauptung.

Dieses Resultat wurde vor allem mit Aussagen aus 10.1 bewiesen. Auch im nächsten
Abschnitt, in dem d nicht mehr regulär ist, greifen wir auf die bewiesenen Fortsetzbar-
keitsaussagen beim Typ Bl zurück.

11.2 Nichtregulärer Fall

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir Satz 11.1.1 auf beliebige Zahlen d. Dabei
benutzen wir die schon eingeführten Wurzelsysteme R und R, die Gruppen G und G
und die Endomorphismen F und F .

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass d für W nicht regulär ist.

11.2.1 (Eigenschaften von d). Nach der Bemerkung 2.3.8 ist d weder ein Teiler von l
noch von 2(l−1). Die zu beweisende Aussage ist für a(d) = 0 trivial. In den nichttrivialen
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11.2 Nichtregulärer Fall

Fällen teilt die Zahl d gemäß 2.2.7 mindestens einen Grad von W , d.h. eine Zahl aus
{2, 4, . . . , 2(l − 1), l}, aber eben nicht 2(l − 1) oder l. Für d gilt daher:

aDl
(d) =

{⌊
2l−2

d

⌋
für 2 d,⌊

2l−2
2d

⌋
für 2 - d.

Dies ergibt sich aus den Graden vonW , die wir aus [Car85, Proposition 10.2.5] kennen,
und der Bemerkung 2.2.7.

Zu Beginn bestimmen wir einen d-Sylowtwist aus den Lemmata 11.1.4 und 10.2.1.

Lemma 11.2.2. Seien d eine nichtreguläre Zahl von W mit a(d) 6= 0,

l′ :=

{
a(d) · d

2
für 2 d,

a(d) · d für 2 - d,

R′ ein Unterwurzelsystem von R vom Typ Bl′ mit dem Fundamentalsystem
RF = {α1, . . . , αl′} und G′ := 〈Xα | α ∈ R′〉. Für jeden d-Sylowtwist v′ von (G′, F

⌉
G′)

ist

v :=

{
v′ v′ ∈ G,

v′nel
(1) sonst.

ein d-Sylowtwist von (G, F ).

Beweis. Aus der Definition von l′ folgt

aBl′
(d) = aDl

(d)

und l′ ≤ l − 2. Das charakteristische Polynom von ρ(v′) auf ZR∨
= ZR∨ wird definiti-

onsgemäß von Φ
aBl′

(d)

d geteilt. Dies beweist analog zu den Ausführungen beim Lemma
2.3.16, dass v ein d-Sylowtwist von (G, F ) ist.

Wir konstruieren mit v eine d-Sylowlevigruppe in (G, vF ).

Lemma 11.2.3. Seien v der d-Sylowtwist aus Lemma 11.2.2 und G = (X,R, Y,R∨,W )
die generische Gruppe zu (G, F ). Dann gibt es einen d-Sylowtorus S von G und einen
d-Sylowtorus S von G mit

(a) CG(S) = (X, R̃2, Y, R̃
∨
2 ,W eR2

ρ(v)) mit R̃2 := {±ei ± ej ∈ R | i, j > l′},

(b) CG(S) = 〈T,G2〉 mit G2 :=
〈
Xα

∣∣∣ α ∈ R̃2

〉
,

(c) CG(S) = T1 ◦Z G2 mit T1 :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣∣ α ∈ R̃1

〉
, R̃1 := {±ei ± ej | i, j ≤ l′}

und Z := 〈hα1(−1)hα2(−1)〉,
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Kapitel 11: Gruppen vom Typ Dl

(d) L0 �L und |L : L0| = ggT(2, q− 1) mit L := CG(S)vF , L0 := T1 ◦Z G2, T1 := TvF
1

und G2 := GvF
2 .

L

L0

}}
}}

}}
}

BB
BB

BB
BB

T1

AA
AA

AA
AA

G2

}}
}}

}}
}}

Z

1

Beweis. Die Sylowtori S und S = (X ′, Y ′, ρ(v)) mit Y ′ := kerY⊗C(Φd(ρ(v))) und
X ′ := X/Y ′⊥ definieren wir mit dem Sylowtwist v durch die in Lemma 1.3.3 angegebene
Formeln.

Die Eigenschaften können auf analoge Weise wie beim Lemma 10.2.2 bewiesen werden:
Da d für (G′, F eG′) regulär ist, gilt

ei 6⊥ Y ′ für alle 1 ≤ i ≤ l′.

Daraus ergibt sich R̃2 = R ∩ Y ′⊥. Zusammen mit dem Lemma 1.3.4 beweist dies (a)
und (b).

Beim Teil (c) können wir wie beim Beweis von Lemma 10.2.2 anhand der Wurzeln
[T1,G2] = 1, T1 ∩G2 = T1 ∩ (T ∩G2) und T ≤ 〈T1,G2〉 beweisen.

Der Teil (d) folgt aus analogen Überlegungen wie beim Beweis von Lemma 10.2.2.

Insbesondere besitzen L und L0 folgende im Satz 3.2.6 vorausgesetzte Strukturen.

Lemma 11.2.4. Die Gruppen besitzen folgende Eigenschaften:

• T1 ≤ Z(L) und

•
∣∣L/L0

∣∣ = |Z|.

Für die Konstruktion des zugehörigen Sylownormalisators bestimmen wir die relative
Weylgruppe von CG(S).

Lemma 11.2.5. Die Levigruppe L := CG(S) aus 11.2.3 hat die relative Weylgruppe

WG(L) =

〈
CWR1,l

(ρ(v)),WR2

〉
/WR2

∼= CWR1,l
(ρ(v)),

mit R1,l := {±ei ± ej | i, j ∈ {1, . . . , l′, l} , i 6= j}.

205



11.2 Nichtregulärer Fall

Beweis. Diese Aussage ergibt sich aus einfachen Berechnungen in (D)Sl.

Damit können wir den Sylownormalisator konstruieren.

Lemma 11.2.6. Seien R̃′
1 := {±ei,±ei ± ei′ | 1 ≤ i, i′ ≤ l′},

N ′ :=
〈
nα(t)

∣∣∣ α ∈ R̃′
1, t ∈ F?

q

〉v′F

und Ñ := 〈N ′ ∩G, xnel
(1)〉 für ein beliebiges

x ∈ N ′ \G. Für diese Gruppen gelten folgende Aussagen:

(a) Ñ ∩ L = T1,

(b) C eN(G2) = N ′ ∩ Ñ und

(c) NGvF (S) =
〈
Ñ , L

〉
.

Beweis. Aus den Relationen in Satz 2.1.6 und der Bemerkung 2.1.7 folgt

〈nel
(1), N ′〉 ∩T = T1

und daraus die Gleichung Ñ ∩ L = T1, wenn wir noch ρ(G2 ∩N) ∩ ρ(Ñ) = 1 berück-
sichtigen.

Wegen R̃′
1 ⊥ R̃2 können wir die Bemerkung 2.1.7 anwenden und daraus ergibt sich

C eN(G2) ≥ (N ′ ∩ Ñ).

Elemente aus ρ(Ñ) \ ρ(N ′ ∩ Ñ) operieren nichttrivial auf R̃2. Daraus folgt mit den

Relationen 2.1.6 die Gleichung C eN(G2) = N ′ ∩ Ñ .
Die Überlegungen zum Lemma 11.1.6 zeigen

ρ(Ñ) = CWR1,l
(ρ(v)) ∼= WG(L).

Gemäß Lemma 1.3.5 ist dann
〈
Ñ , L

〉
der Sylownormalisator von L.

Die Fortsetzbarkeitsaussage bei T1 �N ′ überträgt sich auch auf weitere Gruppen.

Lemma 11.2.7. Seien h ∈ (L \ L0) ∩ T, x ∈ Ñ \ N ′ und Ñ ′ := 〈N ′ ∩G, xnel
(−1)h〉.

Bei T1 � Ñ und bei T1 � Ñ ′ liegt maximale Fortsetzbarkeit vor.

Beweis. Im Satz 10.1.1 haben wir die maximale Fortsetzbarkeit bei T1 � N ′ bewiesen.
Aus den Relationen in 2.1.6 und 2.1.7 folgt [N ′, nel

(−1)] = 1. Mit dem Lemma 3.2.2

können wir daher die maximale Fortsetzbarkeit bei T1 �N ′ auf T1 � Ñ übertragen.

N ′

KKKKKKKKKKK Ñ

ssssssssssss

N ′ ∩G

T1
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Kapitel 11: Gruppen vom Typ Dl

Sei h′ ∈ T1 mit h′vFh′−1 = hα1(−1)hα2(−1). Dieses Element existiert nach dem
Satz von Lang-Steinberg. Aus Satz 10.1.10 ist die maximale Fortsetzbarkeit bei
T1 � 〈N ∩N ′, nh′〉 bekannt.

Sei nun h′′ ∈ T ∩G2 mit h′′vFh′′−1 = hα1(−1)hα2(−1). Aus [N ′, nel
(−1)h′′] = 1 folgt

mit dem Lemma 3.2.2 die behauptete maximale Fortsetzbarkeit bei T1 � Ñ ′.

〈N ∩N ′, nh′〉

QQQQQQQQQQQQQQ Ñ ′

mmmmmmmmmmmmmmmm

N ′ ∩G

T1

Wir können nun den Satz 3.2.6 anwenden.

Satz 11.2.8. Seien G := Dl,sc(Fq) (l ≥ 4), F der Standard-Frobeniusendomorphismus,
d ∈ N, L eine d-Sylowlevigruppe in (G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator. Dann ist
jeder Charakter χ ∈ Irr (L) auf IN(χ) fortsetzbar.

Beweis. Wegen 11.1.1 können wir annehmen, dass d für W nicht regulär ist.
Die Aussagen der vorangegangenen Lemmata in diesem Abschnitt zeigen, dass die

Voraussetzungen für den Satz 3.2.6 erfüllt werden: In den Lemmata 11.2.4 und 11.2.6
wurde die vorausgesetzte Struktur für 2 - q bewiesen. Weiter sind die Charaktere aus

Irr (T1) in Ñ und in Ñ ′ gemäß Lemma 11.2.7 maximal fortsetzbar.

N

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

LLLLLLLLLLLLL

rrrrrrrrrrrr

Ñ

LLLLLLLLLLL Ñ ′ L

Ñ ∩ Ñ ′

LLLLLLLLLLL
L0

rrrrrrrrrrrr

LLLLLLLLLLLL

T1

LLLLLLLLLLL G2

rrrrrrrrrrr

T1 ∩G2

1
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11.2 Nichtregulärer Fall

Daraus folgt mit Satz 3.2.6 die Behauptung für 2 - q.
Bei 2 q gilt L = T1 ×G2.

N

}}
}}

}}
}}

AA
AA

AA
AA

A

Ñ

AA
AA

AA
AA

L

}}
}}

}}
}}

AA
AA

AA
AA

T1

AA
AA

AA
AA

A G2

}}
}}

}}
}}

}

1

Für jeden Charakter χ ∈ Irr (L) mit λ ∈ Irr (T1 | χ) und η ∈ Irr (G2 | χ) definiert λ′.η

eine Fortsetzung von χ auf INC
(χ)×G2 mit NC := Ñ ∩N ′, wobei λ′ die Einschränkung

einer maximalen Fortsetzung von λ in Ñ auf INC
(χ) ist. Eine maximale Fortsetzung von

λ in Ñ existiert gemäß Lemma 11.2.7. Der Charakter λ′.η ist definitionsgemäß in ganz
I eN(χ) invariant. Wegen

IN(χ) =
〈
I eN(χ), L

〉
ist λ′.η analog in ganz IN(χ) invariant.

IN(χ)

nnnnnnnnnnnnn
zyklisch

PPPPPPPPPPPPP

I eN(χ)

PPPPPPPPPPPPP INC
(χ)×G2

nnnnnnnnnnnn

PPPPPPPPPPPPPPP
λ′.η χ

v6 v6 v6 v6 v6 v6 v6 v6 v6 v6 v6

λ′ INC
(χ)

PPPPPPPPPPPPPPP L

nnnnnnnnnnnnnnnnnn

PPPPPPPPPPPPPPPPP η

�O
�O
�O

λ T1

PPPPPPPPPPPPPPPPPP G2

nnnnnnnnnnnnnnnnn

1

Mit der Faktorgruppe Ñ/NC ist auch IN(χ)/〈INC
(χ), L〉 zyklisch. Demnach ist λ′.η

auch auf IN(χ) gemäß Lemma 3.1.1 (a) fortsetzbar. Dies beweist die maximale Fortsetz-
barkeit von χ in N und die maximale Fortsetzbarkeit bei L�N bei gerader Charakte-
ristik.

Die Resultate dieses Kapitels wurden mit Hilfe der Aussagen aus Kapitel 10 bewiesen.
Wir werden auch im nächsten Kapitel ähnlich vorgehen, da auch dort das G zugrunde
liegende Wurzelsystem vom Typ Dl ist.
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Kapitel 12

Gruppen vom Typ 2Dl

Auf der algebraischen Gruppe G := Dl,sc(Fq) (l ≥ 4) für eine Primzahlpotenz q ope-
rieren gemäß Bemerkung 2.2.4 für l ≥ 4 im Wesentlichen zwei

”
verschiedene“ Frobe-

niusendomorphismen. Im vorangegangenen Kapitel wurde der Fall betrachtet, in dem
F0 : G → G ein Standard-Frobeniusendomorphismus ist. In Kapitel 5 wurde die Aussage
bewiesen, wenn auf D4(Fq) der Frobeniusendomorphismus, der von einem Graphauto-
morphismus der Ordnung 3 abgeleitet wurde, operiert. Das zugehörige Dynkindiagramm
und damit auch R besitzt einen Automorphismus σ der Ordnung 2. Dieser vertauscht
die Fundamentalwurzeln α1 und α2 des Fundamentalsystems RF aus 4.4.1 (d).

α1•

α2
•

α3
•�������

α4
• α5

• · · ·α`−1
• α•̀

??
??

??
?...............��

AA

Somit gibt es auch einen Automorphismus Γ : G → G, der auf G durch

xα(t) 7→ xσ(α)(t) für ± α ∈ RF

definiert ist. Für die reduktive Gruppe (G, F ) mit F := F0 ◦ Γ beweisen wir in diesem
Kapitel das Theorem 0.1, also dass alle irreduziblen Charaktere einer d-Sylowlevigruppe
L maximal im zugehörigen d-Sylownormalisator N fortsetzbar sind.

Im ersten Abschnitt betrachten wir den regulären Fall. Wir gehen analog wie im
Unterkapitel 11.1 vor und konstruieren einen Sylowtwist, eine Sylowlevigruppe und einen
Sylownormalisator, indem wir G in eine Gruppe mit Wurzelsystem G vom Typ Bl

einbetten. Die Fortsetzbarkeitsaussage in 12.1.1 ergibt sich dann aus Eigenschaften
gewisser Untergruppen von G.

Danach verallgemeinern wir die Aussage auf beliebige Zahlen d. Wie auch schon in
den anderen Abschnitten beginnen wir mit der Konstruktion von d-Sylowtwists. Diese
bestimmen wir mit d-Sylowtwists von (G′, F ′), wobei G′ ein universelle Chevalleygruppe
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12.1 Regulärer Fall

zu einem Wurzelsystem vom Typ Bl′ , F
′ ein Standard-Frobeniusendomorphismus und d

eine reguläre Zahl für (G′, F ′) ist.
Wir ermitteln die Struktur der damit bestimmten d-Sylowlevigruppe L von (G, vFG).

Diese ähnelt in wesentlichen Punkten stark den d-Sylowlevigruppen beim Typ Bl. Auch
hier gibt es einen Normalteiler vom Index höchstens 2, der das zentrale Produkt ei-
nes Torus mit einer universellen Chevalleygruppe G2 ist. Auf G2 induziert der d-
Sylownormalisator N äußere Automorphismen. Im Lemma 12.2.6 finden wir noch eine
Untergruppe Ñ1 von N, die zusammen mit L den zugehörigen Sylownormalisator N
erzeugt. Aus den Eigenschaften von Ñ1 können wir schließlich die maximale Fortsetz-
barkeit ablesen.

12.1 Regulärer Fall

In diesem Abschnitt beweisen wir folgenden Satz.

Satz 12.1.1. Seien G := Dl,sc(Fq), F : G → G ein Frobeniusendomorphismus, der mit
Hilfe eines Automorphismus der Ordnung 2 des Dynkindiagramms definiert wird, und
d ∈ N eine für (G, F ) reguläre Zahl. Weiter seien L eine d-Sylowlevigruppe von (G, F )
und N ihr d-Sylownormalisator.

Dann sind alle Charaktere χ ∈ Irr (L) maximal in N fortsetzbar.

Wir konkretisieren das Wurzelsystem von G und nehmen an, dass G und F folgen-
dermaßen gewählt wurden.

12.1.2 (Die Gruppen G und G). • SeiR ein Wurzelsystem vom Typ Bl aus 4.4.1
(b) mit dem dort angegebenen Fundamentalsystem RF = {α1, α2, . . . , αl} und G
eine universelle Chevalleygruppe zu R über Fq.

α1
• α2

•< α3
• α4

• · · ·αl−1
• αl

•

• Weiter seien R das in 4.4.1 (d) angegebene Unterwurzelsystem vom Typ Dl

mit dem dort angegebenen Fundamentalsystem RF = {α1, α2, . . . , αl} und
G := 〈Xα | α ∈ R〉 ≤ G. Diese Gruppe ist gemäß Lemma 2.1.9 (b) wegen

ZR∨ = ZR∨
eine universelle Chevalleygruppe zu R über Fq.

α1•

α2
•

α3
•�������

α4
• α5

• · · ·α`−1
• α•̀

??
??

??
?...............��

AA
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Kapitel 12: Gruppen vom Typ 2Dl

• Seien σ der Automorphismus von RF mit

αi 7→


αi i ≥ 3,

α1 i = 2,

α2 i = 1

und Γ : G → G der wie in Lemma 2.2.4 dadurch definierte Frobeniusendo-
morphismus mit

Γ(x±αi
(t)) = Γ(x±σ(αi)(t)) für alle 1 ≤ i ≤ l und t ∈ F?

q.

• Seien F0 : G → G und F : G → G Standard-Frobeniusendomorphismen und
F := F0 ◦ Γ. Somit gilt F

⌉
G

= F0, aber auch F
⌉
G
6= F .

• Auf dem Kocharaktergitter Y von G induziere F den Automorphismus φ. Dieser
operiert auf Y := Y ⊗ C gemäß der Bemerkung 2.2.6 durch

φ(ei) =

{
ei i 6= 1,

−e1 i = 1.

Wir konstruieren nun eine Frobeniusabbildung F : G → G mit F
⌉
G

= F .

Lemma 12.1.3. Seien ζ4 eine primitive ggT((q− 1)2, 4)-te Einheitswurzel in Fq, ni die
Elemente der erweiterten Weylgruppe V von G aus dem Lemma 2.3.1 und

n := n1

l∏
i=2

h̃ei
(ζ4) ∈ G.

(a) Dann gilt Γ(x) = xn für alle x ∈ G.

(b) Der Automorphismus von Y , der durch ρ(n) induziert wird, stimmt mit φ überein.

Beweis. Wir prüfen die Aussage in (a) für die Elemente x±α(t)(α ∈ RF , t ∈ Fq) nach.
Aus der Definition von Γ folgt für i > 2 die Gleichung

Γ(x±αi
(t)) = x±αi

(t) = x±αi
(t).

Analog gilt

Γ(x±α1(t)) = x±α2(t) = x±α2(t) und

Γ(x±α2(t)) = x±α1(t) = x±α1(t).

Das Element xαi
(t)n berechnen wir mit den Relationen aus 2.1.6. Aus diesen ergibt

sich für i > 2 bereits

xαi
(t)n = xαi

(t).
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12.1 Regulärer Fall

Für i ∈ {1, 2} erhalten wir analog:

xαi
(t)n = xαi′

(−ηe1,αi′
t)

mit i′ := 3 − i. Die Werte von ηe1,α1 und ηe1,α2 sind gemäß [Car72, Proposition 6.4.3]
gleich. Aus der Definition 2.1.4 folgt

ηe1,α2 = εα1,e1εe2,e1 .

Nun benutzen wir die dritte und die erste Gleichung aus der Definition 2.1.3 und [Car72,
Proposition 6.4.3] und erhalten

εα1,e1 = εe1,−e2 = εe1,e2 = −εe2,e1 .

Die Definition von η zeigt nun

ηe1,α1 = ηe1,α2 = −1

und

xαi
(t)n = xαi′

(t)

mit den Werten von i und i′ wie oben.
Analog gilt mit {i, i′} = {1, 2} auch

x−αi
(t)n = xαi′

(−ηe1,−αi′
t),

da aus [Car72, Proposition 6.4.3] die Gleichung ηα,β = ηα,−β bekannt ist.
Dies beweist wegen G = 〈Xα | ± α ∈ RF 〉 aus dem Lemma 2.1.10 die Gleichung in

(a).
Daraus folgt, dass auch für x−α1(t) und x−α2(t) die in (a) behauptete Gleichung gilt.

Da diese Elemente x±αi
(t) (1 ≤ i ≤ l) gemäß Satz 2.1.10 ganz G erzeugen, folgt daraus

(a).
Für den Teil (b) betrachten wir die Operation des Elements ρ(n) auf dem Kocharak-

tergitter Y .

Aus 2.3.8 sind die regulären Zahlen d von (G, F ) bekannt: diese sind die Teiler von
2(l − 1) und die Teiler von 2l mit 2 - 2l

d
ist. Für die Konstruktion eines d-Sylowtwists

von (G, F ) benötigen wir die Werte von a(d). Dabei gelten für jede reguläre Zahl d von
Wφ die Gleichungen

a(d) =


2l
2d

d 2l und (d)2 = (2l)2,
2(l−1)

2d
2 - d,

2(l−1)
d

sonst.
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Kapitel 12: Gruppen vom Typ 2Dl

Aus [Car72, 14.3.2] ist die Ordnung von GF bekannt. Aus der in der Bemerkung 1.2.1
angegebenen Gleichung

|G| (q) = |G(q)| für alle Primzahlpotenzen q

erhalten wir die angegebenen Werte. Auch wählen wir einen d-Sylowtwist vφ mit Hilfe
eines d-Sylowtwists von G.

Lemma 12.1.4. Seien d ein reguläre Zahl von (G, F ),

l′ :=

{
l bei d 2l und (d)2 = (2l)2,

l − 1 sonst,

R′ das Unterwurzelsystem von R mit dem Fundamentalsystem RF
′ := {α1, . . . αl′},

G′ := 〈Xα | α ∈ R′〉 ≤ G eine universelle Chevalleygruppe zu R′, v′ ein d-Sylowtwist
von (G′, F

⌉
G′) und

v′′ :=

{
v′ Anzahl der Vorzeichenwechsel in f(ρ(v)) ist ungerade,

v′nel
(1) sonst.

Dann ist vφ mit v := v′′n−1 ein d-Sylowtwist für (G, F ).

Beweis. Das Element v ist gemäß Lemma 11.1.3 (c) ein Element von G. Die Gruppe
G′ ist gemäß Lemma 2.1.9 eine universelle Chevalleygruppe zu R′. Wir unterscheiden
beim Beweis die Fälle l′ = l und l′ = l − 1 und berücksichtigen die im Lemma 12.1.3
bewiesenen Eigenschaften. Wie beim Beweis von Lemma 2.1.9 schließen wir aus dem
charakteristischen Polynom auf Untergittern auf Eigenschaften von ρ(v)φ.

Bei l′ = l besitzt f(ρ(v)) aufgrund der Definition von l′ eine ungerade Anzahl an
Vorzeichenwechseln. Daraus folgt v′′ = v′. Aus den Graden von W und der Bemerkung
2.2.7 ergibt sich

aBl′
(d) =

{⌊
2l
d

⌋
2 d,⌊

l
d

⌋
2 - d.

Die Zahl l′ erfüllt somit a(d) = aBl′
(d).

Das Polynom Φ
a(d)
d teilt das charakteristische Polynom von ρ(v′) = ρ(v′′) auf

Y = ZR′∨, da v′ ein d-Sylowtwist von (G′, F
⌉
G′) ist und definitionsgemäß die Ope-

ration von ρ(v)φ auf Y mit der von ρ(v′′) übereinstimmt. Somit ist v ein d-Sylowtwist.

Gilt l′ = l − 1, so teilt Φ
a(d)
d das charakteristische Polynom von ρ(v′) auf ZR′ und

damit detY⊗C(ρ(v′′)x − 1). Aufgrund der Verbindung zwischen n und φ stimmen die
Operationen von ρ(v′′) und ρ(v)φ überein.

Aus G ≤ G ergeben sich auch Verbindungen zwischen den Sylowlevigruppen von
(G′, F

⌉
G′) und (G, F ).
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12.1 Regulärer Fall

Lemma 12.1.5. Seien d und l wie im Lemma 12.1.4 mit l′ = l, T′ und N′ die gemäß der
Bemerkung 2.2.1 definierten Untergruppen von G′. Dann liegt bei TvF �NvF maximale
Fortsetzbarkeit vor.

Beweis. Aus der Definition ist T′ = T und N′ ≤ N bekannt.
Die Zahl d ist gemäß der Definition von l′ und der Tabelle 2.1 regulär für (G′, F ). Die

Gruppe T′v′F ist eine d-Sylowlevigruppe von (G′, v′F ) und N′v′F ihr Sylownormalisator.

Aus dem Satz 10.1.1 ist bekannt, dass bei T′v′F �N′v′F maximale Fortsetzbarkeit vorliegt.
Da die Operation von v′F mit der von vF übereinstimmt, gilt TvF = T′v′F und

NvF ≤ N′v′F . Auf diese Gruppen überträgt sich die Fortsetzbarkeit bei T′v′F � N′v′F

offensichtlich.

Für den Beweis bei l′ = l − 1 benötigen wir noch eine Aussage über den von nel
(1)

auf G′ induzierten Automorphismus.

Lemma 12.1.6. Seien T′ und N′ die in der Bemerkung 2.2.1 definierten Untergruppen
von G′. Dann gibt es ein Element h ∈ T′ mit

hnel
(1) ∈ CG(N′).

Beweis. Bei 2 q operiert nel
(1) auf G′ gemäß der Bemerkung 2.1.7 trivial.

Bei 2 - q sei ζ ein primitive vierte Einheitswurzel. Die Relationen aus Satz 2.1.6 zeigen,
dass

h :=
l′∏

i=1

hei
(ζ)

und nel
(−1) die gleichen Automorphismen auf G′ induzieren.

Diese Aussage hilft, die maximale Fortsetzbarkeit bei TvF � NvF aus den Resultaten
beim Typ Bl abzuleiten. Dazu benötigen wir einige Aussagen über die Struktur von
NvF .

Lemma 12.1.7. Seien l und d, so dass l′ = l − 1 gilt. Weiter seien v̂ := v′nel
(1),

N ′ := N′bvF , NC := N ′ ∩G, x ∈ N ′ \NC, Ñ := 〈NC , xnel
(1)〉 und N := NvF . Dann gilt

N =
〈
Ñ , T

〉
.
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Kapitel 12: Gruppen vom Typ 2Dl

N

||
||

||
||

|

N ′

BB
BB

BB
BB Ñ
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||

||
||

||
||

||
||

||
||

|

T ′

Beweis. Die Relationen in der Bemerkung 2.1.7 zeigen xnel
(1) ∈ NvF .

Aus der Definition von Ñ folgt∣∣∣ρ(Ñ)
∣∣∣ = |ρ(N ′)| ∼= CW ′(ρ(v̂)).

Dabei ist W ′ die Weylgruppe von G′. Zudem ist ρ(N) = CW (ρ(v′′)) bekannt.
Um die Ordnungen beider Gruppen zu vergleichen, betrachten wir ihre Bilder unter

dem Isomorphismus f : W → (B)Sl aus Lemma 4.4.1 (b). Wir können die Zykelstruktur
von f(ρ(v′′)) und f(ρ(v̂)) ermitteln. Daraus folgt∣∣∣ρ(Ñ)

∣∣∣ = |ρ(N ′)| = |CW ′(ρ(v̂))| =
∣∣C(D)Sl

(f(ρ(v′′)))
∣∣ .

Dies beweist N =
〈
Ñ , T

〉
.

Mit diesen Aussagen können wir die maximale Fortsetzbarkeit bei l′ = l − 1 zeigen.

Lemma 12.1.8. Seien l und d, so dass l′ = l gilt. Bei T �N liegt maximale Fortsetz-
barkeit vor.

Beweis. Wir zeigen diese Aussage, indem wir zunächst die maximale Fortsetzbarkeit bei
T ′�N ′ zeigen. Anschließend folgern wir daraus die maximale Fortsetzbarkeit bei T ′�Ñ
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12.2 Nichtregulärer Fall

und bei T �N .

N

ssssssssssss

N ′

KKKKKKKKKKK Ñ

sssssssssss T

sssssssssssssssssssssssssssss

N ′ ∩ Ñ

T ′

Mit dem Element h ∈ T′ aus Lemma 12.1.6 gilt T ′ = T′v′hF und N ′ = T′v′hF . Daher
ist T ′ eine Sylowlevigruppe von (G′, v′hF ) und N ′ ihr Sylownormalisator. Die maximale
Fortsetzbarkeit bei T ′ �N ′ folgt aus Satz 10.1.1.

Aufgrund der Konstruktion von Ñ können wir mit dem Lemma 3.2.2 diese maximale

Fortsetzbarkeit bei T ′ � N ′ auf T ′ � Ñ übertragen. Wegen N =
〈
Ñ , T

〉
und T ′ ≤ T

können wir mit dem Satz 3.1.6 daraus die maximale Fortsetzbarkeit bei T �N folgern.

Insgesamt haben wir daher die oben behauptete Aussage bewiesen:

Beweis von Satz 12.1.1. Es genügt gemäß Lemma 1.2.5, die maximale Fortsetzbarkeit
bei TvF �NvF mit einem Element v aus Lemma 12.1.4 zu zeigen, da vφ ein d-Sylowtwist
von (G, F ) ist und die Gruppen gemäß den Lemmata 1.3.4 und 1.3.5 eine Sylowlevi-
gruppen und ihr Sylownormalisator sind. In Lemma 12.1.4 wurde l′ ∈ {l, l − 1} mit
Hilfe von d und l definiert.

Die maximale Fortsetzbarkeit bei TvF � NvF wurde in Lemma 12.1.5 für l′ = l und
in Lemma 12.1.8 für l′ = l − 1 bewiesen.

Im nächsten Abschnitt werden wir diese Aussage auf beliebige Zahlen d ∈ N verallge-
meinern.

12.2 Nichtregulärer Fall

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Satz 12.1.1 auf allgemeine Zahlen d ∈ N.

Satz 12.2.1. Seien G = Dl,sc(Fq) (l ∈ N, l ≥ 4 ), F : G → G ein Frobeniusendo-
morphismus, der von einem Graphautomorphismus der Ordnung 2 induziert wird, d ∈ N,
L eine d-Sylowlevigruppe von (G, F ) und N ihr d-Sylownormalisator. Dann liegt bei
L�N maximale Fortsetzbarkeit vor.
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Kapitel 12: Gruppen vom Typ 2Dl

Wir verwenden für den Beweis die in 12.1.2 eingeführten Gruppen, Wurzelsysteme
und Frobeniusendomorphismen. Wir nehmen an, dass d für (G, F ) nicht regulär ist und
aDl

(d) 6= 0 gilt, da ansonsten die Aussage bereits in Satz 12.1.1 bewiesen wurde bzw.
trivial ist.

Wir beginnen wieder mit der Konstruktion eines d-Sylowtwists vφ.

Lemma 12.2.2. Seien d eine nichtreguläre Zahl von (G, F ),

l′ :=

{
a(d)d

2
2 d,

a(d)d 2 - d,

R′ das Unterwurzelsystem von R mit dem Fundamentalsystem {α1, α2, . . . , αl′},
G′ := 〈Xα | α ∈ R′〉 ≤ G und v′ ein d-Sylowtwist von (G′, F eG′). (Gemäß Lemma 2.1.9
ist G′ eine universelle Chevalleygruppe zu R′.)

Dann ist vφ mit

v′′ :=

{
v′ v′ /∈ G,

v′nel
(1) sonst.

und v := v′′n−1 ein d-Sylowtwist von (G, F ).

Beweis. Wir überprüfen zunächst v ∈ G, dann berechnen wir eine obere Schranke für l′

und folgern daraus die Behauptung.
Für x ∈ N gilt laut Lemma 11.1.3 die Äquivalenz

x ∈ G ⇔ f(ρ(x)) ∈ W.

Die Anzahl der Vorzeichenwechsel von f(ρ(v′′)) ist gemäß der Definition von v′′ also
ungerade, d.h. eine gerade Anzahl positiver Zahlen wird durch f(ρ(v′′)) auf negative
abgebildet. Daraus folgt v ∈ N.

Gemäß der Tabelle 2.1 ist d kein Teiler von 2l mit 2 - 2l
d

und auch kein Teiler von
2(l−1). In Theorem 14.3.2 in [Car72] wurde die Ordnung von GF angegeben. Mit Hilfe
der Bemerkung 1.2.1 ergibt sich für nichtreguläre Zahlen d daraus

a(d) =

{⌊
2(l−1)

d

⌋
2 d,⌊

l−1
d

⌋
2 - d.

Demnach gilt l′ ≤ l − 2 für alle nichtregulären Zahlen. Aus der Bemerkung 2.2.7 und
den in [Car72, 10.2.5] angegebenen Graden der Coxetergruppen vom Typ Bl′ folgt

aBl′
(d) :=

{⌊
l′

d

⌋
2 - l′,⌊

2l′

d

⌋
2 l′
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12.2 Nichtregulärer Fall

und a(d) = aBl′
(d).

Aus Lemma 12.1.3 ist bekannt, dass die charakteristischen Polynome, die zu vφ und
vn = v′′ assoziiert werden, übereinstimmen. Aus der Definition von v′′ ergibt sich, dass

das charakteristische Polynom von v′′ auf ZR∨
= ZR∨ von Φ

aBl′
(d)

d bei l′ < l geteilt
wird. Dies zeigen Überlegungen analog zu dem Beweis von Lemma 2.3.16. Wegen
aBl′

(d) = a(d) ist dann vφ auch ein d-Sylowtwist von (G, F ).
Dies beweist die Behauptung.

Wir konstruieren nun mit diesem d-Sylowtwist eine d-Sylowlevigruppe.

Lemma 12.2.3. Seien vφ der d-Sylowtwist aus Lemma 11.2.2 und
G = (X,R, Y,R∨,Wφ) die generische Gruppe zu (G, F ). Dann gibt es einen d-
Sylowtorus S von G und einen d-Sylowtorus S von G mit

(a) CG(S) = (X, R̃2, Y, R̃
∨
2 ,W eR2

ρ(v)φ) mit R̃2 := {±ei ± ej ∈ R | i, j > l′},

(b) CG(S) = 〈T,G2〉 mit G2 :=
〈
Xα

∣∣∣ α ∈ R̃2

〉
,

(c) CG(S) = T1 ◦Z G2 mit T1 :=
〈
hα(t) ∈ G

∣∣∣ α ∈ R̃1

〉
, R̃1 := {±ei ± ej | i, j ≤ l′}

und Z := 〈hα1(−1)hα2(−1)〉,

(d) L0 �L und |L : L0| = ggT(2, q− 1) mit L := CG(S)vF , L0 := T1 ◦Z G2, T1 := TvF
1

und G2 := GvF
2 .

L

L0

}}
}}

}}
}

BB
BB

BB
BB

T1

AA
AA

AA
AA

G2

}}
}}

}}
}}

Z

1

Beweis. Wir wählen als Sylowtorus S = (X ′, Y ′, ρ(v)) mit Y ′ := kerY⊗C(Φd(ρ(v)φ)) und
X ′ := X/Y ′⊥ und definieren S wie in Lemma 1.3.3.

Ähnliche Überlegungen wie beim Lemma 10.2.2 beweisen die Eigenschaften dieser
Tori: Da d für (G′, F eG′) wegen d l′ laut der Tabelle 2.1 regulär ist, ist die Menge

R′ ∩ Y ′⊥ leer, d.h.

ei /∈ Y ′⊥ für alle 1 ≤ i ≤ l′.
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Daraus folgt R̃2 = R ∩ Y ′⊥. Mit der in Lemma 1.3.4 angegebenen Formel beweist dies
(a) und (b).

Die Aussagen über die Struktur von L in (c) können wir mit den Methoden aus
dem Beweis von Lemma 10.2.2 ermitteln: Dabei werden nacheinander die Gleichungen
[T1,G2] = 1, T1 ∩G2 = Z und T ≤ 〈T1,G2〉 gezeigt.

Der Teil (d) folgt aus analogen Überlegungen wie beim Beweis von Lemma 10.2.2.

Für die spätere Anwendung von Satz 3.2.6 beweisen wir noch weitere Eigenschaften
von L.

Lemma 12.2.4. Die Gruppen besitzen folgende Eigenschaften:

• T1 ≤ Z(L) und

•
∣∣L/L0

∣∣ = |Z|.

Beweis. Es gibt bei 2 - q ein Element h ∈ (L \ L0) ∩ T. Dieses operiert trivial auf T1.
Daraus folgt T1 ≤ Z(L). Die Gruppe T1 ist offensichtlich abelsch und

∣∣L/L0

∣∣ = |Z| ist
aus dem Lemma 12.2.3 bekannt.

Wir berechnen nun für die in 12.2.3 (a) angegebene generische Gruppe CG(S) die
zugehörige relative Weylgruppe.

Lemma 12.2.5. Die generische Sylowlevigruppe L := CG(S) aus 12.2.3 (a) hat die
relative Weylgruppe

WG(L) =

〈
CW eR1,l

(ρ(v)φ),WR2

〉
/WR2

∼= C eR1,l
(ρ(v)φ)

mit R̃1,l := {±ei ± ej ∈ R | i, j ∈ {1, . . . , l′, l} , i 6= j}.

Beweis. Diese Aussage ergibt sich aus Berechnungen in (D)Sl.

Damit können wir den Sylownormalisator N von L konstruieren. Gleichzeitig machen
wir zahlreiche Aussagen über die Struktur von N , um später die gewünschte maximale
Fortsetzbarkeit zu zeigen.

Lemma 12.2.6. Seien v̂ := v′nel
(1), N ′ :=

〈
nα(t)

∣∣∣ α ∈ R̃1, t ∈ F?

q

〉bvF

, x ∈ N ′ \G und

Ñ := 〈N ′ ∩G, xnel
(1)〉. Für diese Gruppen gilt:

(a) Ñ ∩ L = T1,

(b) C eN(G2) = N ′ ∩ Ñ und

(c) NGvF (S) =
〈
Ñ , L

〉
.
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12.2 Nichtregulärer Fall

Beweis. Wir übertragen den Beweis von Lemma 11.2.6 auf die vorliegende Situation und
erhalten dadurch die Teile (a) und (b).

Aus den Überlegungen im Beweis zu 12.1.7 folgt

ρ(Ñ) = CW eR1,l
(ρ(v)φ).

Aus den Relationen der Bemerkung 2.1.7 folgt Ñ ≤ NvF . Daraus folgt zusammen mit
der relativen Weylgruppe von CG(S) aus dem Lemma 12.2.5 gemäß dem Lemma 1.3.5
die Gleichung

NGvF (S) =
〈
Ñ , L

〉
.

Wir können nun mehrere Aussagen über Fortsetzbarkeit beweisen.

Lemma 12.2.7. Seien h ∈ (L \ L0) ∩ T, x ∈ Ñ \ N ′ und Ñ ′ := 〈N ′ ∩G, xnel
(−1)h〉.

Bei T1 � Ñ und bei T1 � Ñ ′ liegt maximale Fortsetzbarkeit vor.

Beweis. Aus dem Satz 10.1.1 ist die maximale Fortsetzbarkeit bei T1 �N ′ bekannt. Die
Relationen in 2.1.7 zeigen [N ′, nel

(−1)] = 1. Mit dem Lemma 3.2.2 überträgt sich die

maximale Fortsetzbarkeit bei T1 �N ′ auf T1 � Ñ .

N ′

KKKKKKKKKKK Ñ

ssssssssssss

N ′ ∩G

T1

Aus der Struktur von L, die wir in 12.2.3 bewiesen haben, folgt, dass es zwei Elemente
h′ ∈ T1 und h′′ ∈ T ∩G2 mit

h = h′h′′ , h′vFh′−1 = hα1(−1)hα2(−1) und h′′vFh′′−1 = hα1(−1)hα2(−1)

gibt. Laut dem Satz 10.1.10 liegt bei T1 � 〈N ∩N ′, nh′〉 maximale Fortsetzbarkeit vor.

〈N ∩N ′, nh′〉

QQQQQQQQQQQQQQ Ñ ′

mmmmmmmmmmmmmmmm

N ′ ∩G

T1

Mit [N ′, nel
(−1)h′′] = 1 und dem Lemma 3.2.2 folgt daraus die behauptete maximale

Fortsetzbarkeit bei T1 � Ñ ′.

220



Kapitel 12: Gruppen vom Typ 2Dl

Wir können nun den Satz 3.2.6 anwenden und damit den Satz 12.2.1 beweisen.

Beweis von Satz 12.2.1. Wir gehen wie im Beweis zu Satz 11.2.8 vor. Die Behauptung
ist für reguläres d aus Satz 12.1.1 bekannt.

Die Ausführungen über die Struktur von L und N zeigen, dass die Voraussetzungen
für den Satz 3.2.6 erfüllt werden: Aus den Lemmata 12.2.4 und 12.2.6 folgt, dass die
Gruppen die verlangte Struktur bei 2 - q besitzen. Gemäß Lemma 12.2.7 liegt bei T1 � Ñ

und bei T1 � Ñ ′ maximale Fortsetzbarkeit vor. Mit dem Satz 3.2.6 folgt daraus die
maximale Fortsetzbarkeit bei L�N bei 2 - q.

N

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

LLLLLLLLLLLLL

rrrrrrrrrrrr

Ñ

LLLLLLLLLLL Ñ ′ L

Ñ ∩ Ñ ′

LLLLLLLLLLL
L0

rrrrrrrrrrrr

LLLLLLLLLLLL

T1

LLLLLLLLLLL G2

rrrrrrrrrrr

T1 ∩G2

1

Wie im Beweis zu Satz 11.2.8 folgt die maximale Fortsetzbarkeit bei L�N bei 2 q aus

der maximalen Fortsetzbarkeit bei T1 � Ñ . Wegen L = T1 ×G2 liegt folgende Struktur
vor.

N

}}
}}

}}
}}

AA
AA

AA
AA

A

Ñ

AA
AA

AA
AA

L

}}
}}

}}
}}

AA
AA

AA
AA

T1

AA
AA

AA
AA

A G2

}}
}}

}}
}}

}

1

Für χ ∈ Irr (L), λ ∈ Irr (T1 | χ) und η ∈ Irr (G2 | χ) ist λ′.η eine Fortsetzung von χ auf

〈INC
(χ), L〉 mit NC := Ñ ∩ N ′. Dabei ist λ′ die Einschränkung einer Fortsetzung von
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12.2 Nichtregulärer Fall

λ in Ñ auf INC
(χ) ist. Die maximale Fortsetzung von λ in Ñ existiert gemäß Lemma

12.2.7. Der Charakter λ′.η ist definitionsgemäß in ganz I eN(χ) invariant. Wegen

IN(χ) =
〈
I eN(χ), L

〉
ist λ′.η in ganz IN(χ) invariant.

IN(χ)

oooooooooooo
zyklisch

OOOOOOOOOOOO

I eN(χ)

OOOOOOOOOOOO
〈INC

(χ), L〉

oooooooooooo

OOOOOOOOOOOOOO
λ′.η

λ′ INC
(χ)

OOOOOOOOOOOOOO L

oooooooooooooooo

OOOOOOOOOOOOOOOO χ

λ T1

OOOOOOOOOOOOOOOOO G2

oooooooooooooooo
η

1

Mit der Faktorgruppe Ñ/NC ist auch IN(χ)/〈INC
(χ), L〉 zyklisch. Demnach ist λ′.η

auch auf IN(χ) gemäß Lemma 3.1.1 (a) fortsetzbar.
Mit dem Lemma 1.2.4 überträgt sich diese Eigenschaft auf alle d-Sylowlevigruppen

und ihre Sylownormalisatoren von (G, F ).

Damit haben wir auch für die letzte Serie reduktiver Gruppen die maximale Fortsetz-
barkeitsaussage gezeigt.

Ausblick

Wir haben in den Kapiteln 5 und 7-12 für die verschiedenen Serien reduktiver Gruppen
das Theorem 0.1 bewiesen. Diese Aussage folgt aus den Sätze 5.3.10, 7.2.1, 8.2.1, 9.2.1,
10.2.7, 11.2.8 und 12.2.1.

Die Sätze 4.1.4 und 5.1.5 lassen uns eine Verschärfung der Aussage bei regulärem d
vermuten.

Vermutung 12.1. Seien V eine erweiterte Weylgruppe, W die zugehörige Weylgruppe,
φ ein von einem Graphautomorphismus des Dynkindiagramms induzierter Automorphis-
mus von V und d eine reguläre Zahl für Wφ.

Dann gibt es einen sehr guten d-Sylowtwist vφ ∈ V φ von (V, φ).
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Diese Aussage kann helfen die Operation äußerer Automorphismen, die L und N
stabilisieren, zu beschreiben, da Körperautomorphismen auf der Gruppe V trivial ope-
rieren und Graphautomorphismen V stabilisieren. Dies ist vor allem in Hinblick auf
eine Erweiterung für die dekorierte McKay-Vermutung interessant, da dort auch äußere
Automorphismen berücksichtigt werden müssen.

Um diese Aussage auch für die übrigen klassischen Gruppen zu beweisen, ist eine
Übertragung der Methode aus Kapitel 6, wie sie in 6.4.5 angedeutet wurde, auf diese
Fragestellung nötig.
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reguläres Element, 40
relative Weylgruppe, 19

Schurmultiplikator
und Fortsetzbarkeit, 47

Spiegelungsgrade, 34
Standard-Frobeniusendomorphismus, 32
Steinberg-Prasentation, 27
Suzukigruppe, 33
Sylowlevigruppe, 21

Konstruktion, 23
Struktur beim Typ Al, 160
Struktur beim Typ Bl, 192
Struktur beim Typ Cl, 145
Struktur beim Typ Dl, 204
Struktur beim Typ E7, 92
Struktur beim Typ 2Al, 178
Struktur beim Typ 2Dl, 218

Sylownormalisator, 21
Konstruktion, 24

Sylowtorus, 20
Konstruktion, 23

Sylowtwist, 22
guter, 45
sehr guter, 81

tolle Elemente, 111
Torus einer generischen Gruppe, 17

universelle Chevalleygruppe, 25
als algebraische Gruppe, 31
Automorphismus φ, 34
Wurzeldatum, 32
Definition, 27
Frobeniusabbildung, 32

Unterwurzelsystem
maximal abgeschlossenes, 66

verallgemeinerte Koeffizienten
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