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EinleitungDiese Arbeit bes
häftigt si
h mit Ovoiden in 8-dimensionalen quadratis
hen Räu-men von maximalem Wittindex.Sei V ein endli
her ni
ht ausgearteter quadratis
her GF(q)-Raum. Ein Ovoid
O von V ist eine Menge singulärer Punkte, das heiÿt singulärer eindimensionalerTeilräume von V , so dass O mit jedem maximalen total singulären Teilraumvon V genau einen Punkt gemeinsam hat. Wir sagen, dass ein quadratis
her
GF(q)-Raum V vom Typ V +(2n, q) ist, falls dim(V ) = 2n ist und V maximalenWittindex hat.Auÿer in Räumen vom Typ V +(6, q), deren Ovoide über die Kleinkorrespon-denz den Spreads von GF(q)4 entspre
hen, sind nur wenige Beispiele für Ovoidebekannt. Es wird vermutet, dass es in ni
ht ausgearteten quadratis
hen Räumender Dimension gröÿer 8 keine Ovoide gibt. Dazu sind die folgenden Ni
htexis-tenzaussagen bekannt:Na
h Thas [Tha81℄ gibt es keine Ovoide, falls V ni
ht maximalen Wittindexhat und dim(V ) ≥ 6 ist. Weiterhin gibt es keine Ovoide, wenn dim(V ) ≥ 9und ungerade ist, siehe [Tha81, GM97℄. Ist V = V (n, pe) ein n-dimensionalerquadratis
her GF(pe)-Raum mit p prim und e ∈ N, so haben Blo
khuis undMoorhouse [BM95℄ gezeigt, dass V keine Ovoide enthält, falls

p[ n−1

2
] >

(
n− 2 + p

n− 1

)
−

(
n− 4 + p

n− 1

)
.Das heiÿt, zu gegebener Primzahl p existiert eine S
hranke np, so dass es keineOvoide von V (n, pe) gibt, falls n ≥ np ist. Eine tabellaris
he Übersi
ht zu weite-ren Existenz- bzw. Ni
htexistenzaussagen von Ovoiden in vers
hiedenen Räumen�ndet si
h in [Tha01℄.Sei nun V ein quadratis
her Raum vom Typ V +(8, q). In diesem Fall bildetdie so genannte �Trialität� die Ovoide von V bijektiv auf orthogonale Spreads von

V ab. Die Ovoide von V sind bisher nur für q ≤ 5 klassi�ziert [CD00℄. Weiterhinist zu den Automorphismengruppen der Ovoide von V folgendes bekannt:Alle Ovoide von V , die eine 2-transitive bzw. primitive Automorphismengrup-pe besitzen sind klassi�ziert, vgl. [Kle88, Gun00℄. Für die Fälle q = 7 und q = 25zeigt ein Computerresultat von B.Williams [Wil99℄, dass es keine Ovoide mittransitiver Automorphismengruppe gibt.3



4 INHALTSVERZEICHNISDie vorliegende Arbeit entstand aus der Idee, für q ≥ 7 neue Ovoide in 8-dimensionalen quadratis
hen GF(q)-Räumen zu �nden. Mit Hilfe des Computer-algebrasystems GAP wurde speziell für q ∈ {7, 8, 9} systematis
h na
h Ovoidengesu
ht. Dabei sind leider keine neuen Ovoide aufgetreten. Jedo
h erlaubt dieSystematik, Aussagen über die Stabilisatoren von Ovoiden zu tre�en, die ni
htaus einer der bekannten Konstruktionen stammen.Bei der Ovoidsu
he in dieser Arbeit wurden vorwiegend zyklis
he Gruppen
G ≤ PO(V ) bestimmter Ordnungen vorgeben und alle Ovoide von V bestimmt,die invariant unter einer sol
hen Gruppe G sind. Dadur
h ergeben si
h Abs
hätz-ungen für die Ordnung von Gruppen und deren Elemente, die als Stabilisatorensol
her Ovoide auftreten können, die ni
ht zu den bisher bekannten zählen. DieseArbeit gliedert si
h nun wie folgt.Im ersten Kapitel werden zunä
hst grundlegende Begri�e und Notationen zurTheorie der quadratis
hen Räume angegeben. Dann werden Ovoide eingeführtund s
hlieÿli
h wird aufgezeigt, wie si
h mit Hilfe der Kleinkorrespondenz Spreadsvon GF(q)4 bijektiv auf Ovoide von V +(6, q) abbilden lassen.Dana
h werden im zweiten Kapitel die bekannten Ovoide von V +(8, q) vorge-stellt.Kapitel 3 bes
häftigt si
h mit Normalformen orthogonaler Abbildungen mitdem Ziel bis auf Konjugation die zyklis
hen Untergruppen bestimmter Ordnungenin O(V +(8, q)) bestimmen zu können. Wir erhalten dadur
h eine Bes
hreibungder zyklis
hen Gruppen, die als Automorphismengruppen von Ovoiden in Fra-ge kommen. Da die Bere
hnung der Konjugiertenklassen von O(V +(8, q)) sehraufwändig ist, werden viele der späteren Re
hnungen dur
h diese theoretis
heBetra
htung erst ermögli
ht oder zumindest stark vereinfa
ht. Auÿerdem ergibtsi
h so eine übersi
htli
h strukturierte Aufzählung der betra
hteten Fälle.Die folgenden Kapitel konzentrieren si
h dann auf die Su
he na
h Ovoidenmit Hilfe des Computers.In Kapitel 4 werden zunä
hst Invarianten für Ovoide behandelt, die die Ovo-idsu
he deutli
h erlei
htern. Sie werden sowohl verwendet um während der Ovoid-su
he Äquivalenzklassen von Teilovoiden zu bilden, als au
h um Äquivalenztestsfür volle Ovoide dur
hzuführen. Im Ans
hluss an die Bes
hreibung des Äquiva-lenztest wird dessen Anwendung zur Bere
hnung von Automorphismengruppenvon Ovoiden bespro
hen.Im na
hfolgenden Kapitel 5 wird dann ein Su
halgorithmus für Ovoide in
V +(2n, q) entwi
kelt. Zu einzelnen S
hritten des Algorithmus werden kurz Varia-tionsmögli
hkeiten bespro
hen und dann einige Beispiele zu dessen Laufzeitver-halten angegeben.In Kapitel 6 sind die Ergebnisse der Ovoidsu
he, die für q = 7, 8, 9 in V +(8, q)dur
hgeführt wurde, zusammengefasst. Die einzelnen Ergebnisse der Su
he mitvorgegeben zyklis
hen Automorphismengruppen sind im Anhang A in tabellari-s
her Form angegeben.Kapitel 7 demonstriert die Anwendungsmögli
hkeiten der entwi
kelten Me-



INHALTSVERZEICHNIS 5thoden auf Ovoide von V +(6, q), das heiÿt auf Translationsebenen der Ordnung
q2 mit Kern GF(q). Es werden hier einige Beispiele für q = 8 gere
hnet. Konkretbere
hnen wir die Stabilisatoren der Ovoide von V +(6, 8), die si
h dur
h Projekti-on aus dem Ovoid von Dye ergeben. Dann werden die Ovoide bestimmt, die überdie Kleinkorrespondenz den Semi�eldebenen der Ordnung 64 mit Kern GF(8)entspre
hen und au
h hier die Stabilisatoren bere
hnet. S
hlieÿli
h verwendenwir den Su
halgorithmus aus Kapitel 5 um alle Ovoide von V +(6, 8) zu �nden,die invariant unter einer zyklis
hen Gruppe G ≤ PO(V +(6, 8)) der Ordnung 5, 7,
8, 9, 13 oder 73 sind. Wir stellen fest, wel
hes die Ovoide von V +(6, 8) mit ni
htau�ösbarem Stabilisator sind.In Anhang B �ndet si
h als Beispiel für die Implementierung der Algorithmendieser Arbeit ein GAP-Programm zur Bere
hnung des Stabilisators eines Ovoids.I
h danke meinem Betreuer Herrn Dempwol� für seine Hilfe beim Erstellendieser Arbeit. Auÿerdem danke i
h meinen Freunden für ihre Unterstützung undhilfrei
he Diskussionen.



Kapitel 1Grundlagen
1.1 Quadratis
he RäumeIn diesem Abs
hnitt führen wir die verwendeten Notationen für quadratis
heRäume ein. Einzelheiten zu quadratis
hen Räumen �nden si
h beispielsweise in[Tay92℄ und [Gro02℄.De�nition 1.1.1. Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
Q : V → K heiÿt quadratis
he Form auf V genau dann, wenn(i) Für alle x ∈ V und alle a ∈ K ist Q(ax) = a2Q(x).(ii) Dur
h (x, y) := Q(x + y) − Q(x) − Q(y) ist eine Bilinearform auf Vde�niert.
(V,Q) heiÿt quadratis
her Raum.Wenn nur eine quadratis
he Form auf einem Vektorraum V betra
htet wird,nennen wir au
h V quadratis
hen Raum, ohne die Form explizit zu benennen.De�nition 1.1.2. Sei V ein quadratis
her K-Raum. V heiÿt(i) ausgeartet, falls es ein v ∈ V \ {0} gibt mit (v, w) = 0 für alle w ∈ V ,(ii) total ausgeartet, wenn (v, w) = 0 für alle v, w ∈ V ,(iii) singulär, falls es ein v ∈ V \ {0} gibt mit Q(v) = 0,(iv) total singulär, falls Q(v) = 0 für alle v ∈ V ist.Man sieht lei
ht, dass jeder total singuläre Raum total ausgeartet ist. Falls
Char(K) gerade ist, gilt die Umkehrung jedo
h ni
ht.Je zwei maximale total singuläre Teilräume eines quadratis
he Raums V ha-ben die glei
he Dimension. Diese Dimension heiÿt Wittindex von V .De�nition 1.1.3. Sei V ein quadratis
her Raum.(i) Ist U ⊆ V ein Teilraum, so ist U⊥ := {v ∈ V | (v, u) = 0 für alle u ∈ U}das orthogonale Komplement von U in V .(ii) Die Menge Rad(V ) := V ⊥ = {v ∈ V | (v, w) = 0 für alle w ∈ V } wirdals Radikal von V bezei
hnet. 6



1.1. QUADRATISCHE RÄUME 7De�nition 1.1.4. Sei (V,Q) ein quadratis
her Raum und v ∈ V \ {0}. Falls
Q(v) = 0 ist, so heiÿt v singulär und 〈v〉 wird als singulärer Punkt von V be-zei
hnet. Wir bezei
hnen mit I(V ) die Menge der singulären Punkte von V .Sind v, w ∈ V \ {0} singulär und (v, w) = 1, so heiÿt das Paar {v, w} hyper-bolis
hes Paar und 〈v, w〉 heiÿt hyperbolis
he Ebene.Sei B = (v1, . . . , v2n) eine Basis von V , so dass V = 〈v1, vn+1〉 ⊥ · · · ⊥
〈vn−1, v2n〉 ist und die Paare {vi, vn+i} für alle 1 ≤ i ≤ n hyperbolis
he Paaresind. Dann heiÿt B hyperbolis
he Basis von V .Lemma 1.1.5 ([Tay92, S. 138℄). Ist V ein endli
her ni
ht ausgearteter quad-ratis
her Raum, dann gibt es hyperbolis
he Ebenen V1, . . . , Vn von V und einenTeilraum W von V , der keine singulären Vektoren enthält, so dass V = V1 ⊥
· · · ⊥ Vn ⊥ W ist. Dabei ist dimW ≤ 2, und V ist bis auf Isomorphie eindeutigdur
h n und W bestimmt. Die Zahl n ist der Wittindex von V .Lemma 1.1.6 ([Tay92, S. 139℄). Sei V = V1 ⊥ · · · ⊥ Vn ⊥ W ein quadratis
herRaum über GF(q) mit hyperbolis
hen Ebenen Vi und ni
ht singulärem W .Für 1 ≤ i ≤ n sei {ei, en+i} ein hyperbolis
hes Paar von Vi. Na
h Lemma1.1.5 ist dimW ≤ 2, es ergeben si
h somit die folgenden drei Fälle:(i) Falls dim(W ) = 0, so ist V = V1 ⊥ · · · ⊥ Vn und (e1, . . . , e2n) einehyperbolis
he Basis von V . Es gilt

Q

(
2n∑

i=1

xiei

)
=

n∑

i=1

xixi+n.Wir s
hreiben in diesem Fall V +(2n, q) für (V,Q).(ii) Im Fall dim(W ) = 1 sei W = 〈e2n+1〉. Dann ist die quadratis
he Formgegeben dur
h
Q

(
2n+1∑

i=1

xiei

)
=

n∑

i=1

xixi+n +Q(e2n+1)x2n+1.Wir s
hreiben V (2n+ 1, q) für (V,Q).(iii) Falls dim(W ) = 2 ist, so gibt es e2n+1, e2n+2 ∈W mit Q(e2n+1) = 1 und
(e2n+1, e2n+2) = 1, so dass W = 〈e2n+1, e2n+2〉. Für die quadratis
he Formgilt

Q

(
2n+2∑

i=1

xiei

)
=

n∑

i=1

xixi+n + x2
2n+1 + x2n+1x2n+2 +Q(e2n+2)x

2
2n+2.Da W keine singulären Punkte enthält, ist das Polynom X2 +X +Q(e2n+2)irreduzibel über GF(q).Wir s
hreiben V −(2n+ 2, q) für (V,Q) in diesem Fall.



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGENDe�nition 1.1.7. Ist V ein K-Vektorraum, f : V → V eine Abbildung und
σ ∈ Aut(K), so heiÿt f genau dann σ-semilinear, wenn

f(u+ v) = f(u) + f(v) für alle u, v ∈ V , und
f(av) = aσf(v) für alle v ∈ V , a ∈ K.

f heiÿt semilinear, falls es ein σ ∈ Aut(K) gibt, so dass f eine σ-semilineareAbbildung ist.De�nition 1.1.8. Sei V ein quadratis
her Raum, f : V → V eine bijektive,semilineare Abbildung auf V und s ∈ K \ {0}.(i) f heiÿt Semiähnli
hkeit mit Multiplikator s, wenn es einen Körperauto-morphismus σ gibt, so dass Q(f(x)) = sQ(x)σ für alle x ∈ V .(ii) Ist σ = 1, so heiÿt f Ähnli
hkeit.Sei V ein quadratis
her Raum. Dann bezei
hne O(V ) die Gruppe der ortho-gonalen Abbildungen von V , das heiÿt
O(V ) = {f ∈ GL(V ) | Q(f(v)) = Q(v) für alle v ∈ V }Des Weiteren sei GO(V ) die Gruppe der Ähnli
hkeiten von V und ΓO(V ) dieGruppe der Semiähnli
hkeiten von V . Für G ∈ {O(V ),GO(V ),ΓO(V )} bezei
h-net zudem PG = G/Z(G) die zugehörige projektive Gruppe.1.2 OvoideDe�nition 1.2.1. Sei V ein endli
her ni
ht ausgearteter quadratis
her Raumund O eine Menge singulärer Punkte von V .(i) O heiÿt Ovoid, wenn es zu jedem maximalen total singulären TeilraumWvon V genau ein 〈x〉 ∈ O gibt mit x ∈W .(ii) Falls O mit jedem maximalen total singulären Teilraum hö
hstens einenPunkt gemeinsam hat, so heiÿt O Teilovoid.Ist zum Beispiel V = V (3, q) oder V = V −(4, q), dann hat V den Wittindex 1,sodass ein Ovoid von V genau aus allen singulären Punkten von V besteht.Ist O ein Teilovoid eines quadratis
hen Raums, so lässt si
h O ni
ht notwendigzu einem Ovoid erweitern.De�nition 1.2.2. Sei V ein endli
her ni
ht ausgearteter quadratis
her Raum.Zwei Teilovoide O und O′ von V heiÿen äquivalent, wenn es eine Semiähnli
hkeit

γ auf V gibt, so dass O′ = γ(O). Wir s
hreiben dann O ∼ O′.Je zwei vers
hiedene Punkte eines Ovoids O sind ni
ht orthogonal, denn sind
〈x〉 , 〈y〉 ∈ O mit (x, y) = 0, so gibt es einen maximalen total singulären Teilraum,der 〈x, y〉 enthält, also ist 〈x〉 = 〈y〉.



1.2. OVOIDE 9Satz 1.2.3. Sei m ∈ N und V = V +(2m, q), V (2m − 1, q) oder V −(2m −
2, q) mit positivem Wittindex. Ist O eine Menge von singulären, paarweise ni
htorthogonalen Punkten von V , so ist O genau dann ein Ovoid von V , wenn |O| =
qm−1 + 1.Beweis. Es bezei
hne Hn,d die Anzahl der maximalen total singulären Teilräumeeines d-dimensionalen quadratis
hen Raumes vom Wittindex n. Dann gilt na
h[Cam00, 6.14℄:

Hn,d = Πn
i=1(1 + qi+ǫ)wobei

ǫ =





0, falls d = 2n+ 1

−1, falls d = 2n

1, falls d = 2n+ 2.Sei d nun die Dimension von V . Ist n = 1, so besteht ein Ovoid von V genau ausallen singulären Punkten von V und die Behauptung folgt daraus, dass H1,d =
qm−1+1 die Anzahl der singulären Punkte von V ist. Sei also im Folgenden n ≥ 2.Ist 0 6= x ∈ V mit Q(x) = 0, dann ist die Anzahl der maximalen totalsingulären Teilräume von V , die x enthalten, glei
h Hn−1,d−2. Falls O ein Ovoidvon V ist, so ist also

|O| =
Hn,d

Hn−1,d−2

= 1 + qn+ǫ = 1 + qm−1.Für die umgekehrte Ri
htung sei nun |O| = qm−1 + 1. Da die Punkte von Opaarweise ni
ht orthogonal sind, hat jeder maximale total singuläre Teilraumhö
hstens einen Punkt mit O gemeinsam. Gäbe es nun einen maximalen totalsingulären Teilraum, der keinen Punkt aus O enthält, so wäre |O| <
Hn,d

Hn−1,d−2
=

1 + qm−1.Im Folgenden sehen wir, wie si
h aus Ovoiden quadratis
her Räume dur
hProjektion Ovoide von quadratis
hen Räumen kleinerer Dimension gewinnen las-sen.Sei (V,Q) ein ni
ht ausgearteter quadratis
her Raum, O ein Ovoid von V und
P ein singulärer Punkt von V mit P /∈ O. De�niere V := P⊥/P. Dann gilt:

dimV = dimP⊥ − dimP = dimV − dimP − 1 = dimV − 2De�niere auÿerdem Q : V → K, x 7→ Q(x). Da P singulär ist, ist Q wohlde�niert.
Q ist dann eine quadratis
he Form auf V . Dabei ist V vom Typ V +(2n, q) genaudann, wenn V vom Typ V +(2n− 2, q) ist.Satz 1.2.4. Sei O ein Ovoid eines ni
ht ausgearteten quadratis
hen Raums Vund P ein singulärer Punkt von V mit P 6∈ O. Es sei V = P⊥/P und auf V seieine quadratis
her Form de�niert dur
h Q(x̄) := Q(x). Dann gilt:



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN(i) Die Menge Ō :=
{
〈x〉 | 〈x〉 ∈ O, x ∈ P⊥

} ist ein Ovoid in V .(ii) Sei f eine Semiähnli
hkeit von V mit f(P ) = P und f(O) = O. De�niere
f : V → V , v 7→ f(v). Dann ist f̄ (Ō) = Ō.Beweis. (i) Für alle 〈x〉 ∈ Ō ist Q(x) = Q(x) = 0. Wegen P /∈ O, ist 〈x〉 6= 0für alle 〈x〉 ∈ O.Sei W ein maximaler total singulärer Teilraum von V . Es ist zu zeigen, dasses genau ein 〈x〉 ∈ O gibt mit x ∈W .De�niere W ′ :=

{
v ∈ P⊥

∣∣ v ∈W
}. Dann ist W ′ total singulär und es gilt

W ′ = W .
W ′ ist maximaler total singulärer Teilraum von V . Denn ist y ∈ V mit
Q(y) = 0 und y ⊥ v′ für alle v′ ∈ W ′, so ist y ∈ P⊥, da P ⊂ W ′. Auÿerdemgilt y ⊥ v für alle v ∈W , also y ∈W . Das heiÿt y ∈W ′.Da W ′ maximaler total singulärer Teilraum von V ist, gibt es ein x ∈ W ′mit 〈x〉 ∈ O. Es folgt 〈x〉 ∈ O und x ∈W .
O enthält o�ensi
htli
h hö
hstens einen singulären Punkt aus W , da 0 6=
(x, y) = (x, y) für alle 〈x〉 , 〈y〉 ∈ O.(ii) f ist wohlde�niert, da f(P ) = P ist. Weil f Semiähnli
hkeit ist, folgt
f(P⊥) = f(P )⊥P⊥. Daraus ergibt si
h f(Ō) = Ō.1.3 Die KleinkorrespondenzDie Kleinkorrespondenz ist eine inklusionserhaltende Abbildung zwis
hen denTeilräumen eines vierdimensionalen K-Vektorraums V und total ausgeartetenTeilräumen eines 6-dimensionalen K-RaumsW vom Typ V +(6, q). Dabei werdenPunkte und Ebenen von P(V ) auf maximale total singuläre Teilräume von Wund Geraden von P(V ) auf singuläre Punkte abgebildet. Für uns ist die Klein-korrespondenz deshalb interessant, weil sie eine Bijektion zwis
hen den Spreadsvon V und den Ovoiden von W liefert. Eine genauere Bes
hreibung der Klein-korrespondenz ist in [Tay92, Kap. 12℄ zu �nden.De�nition 1.3.1. Sei V ein GF(q)-Raum und dimV = 2n. Eine Menge S von

n-dimensionalen Teilräumen von V heiÿt genau dann Spread, wenn(i) V =
⋃

U∈S

U und(ii) U ⊕W = V für alle U,W ∈ S mit U 6= WLemma 1.3.2. Ist V ein 2n-dimensionaler GF(q)-Raum und S ein Spread von
V , so ist |S| = qn + 1.Beweis. Aus der De�nition der Spreads folgt direkt, dass V = {0} ∪

⋃̇
U∈S

U \ {0}ist. Das heiÿt q2n = |V | = 1 + |S| · (qn − 1) und somit ist |S| = q2n−1
qn−1

= qn + 1.



1.3. DIE KLEINKORRESPONDENZ 11Sei nun V ein K-Vektorraum mit dim(V ) = 4 und Λ2V das äuÿere Quadratvon V . Ist (e1, . . . , en) eine Basis von V , so ist {ei∧ej | i < j} eine Basis von Λ2Vund dur
h
Q

(∑

i<j

xi,jei ∧ ej

)
:= x1,2x3,4 − x1,3x2,4 + x1,4x2,3lässt si
h eine quadratis
he Form auf Λ2V de�nieren. (Λ2V,Q) ist ni
ht ausgeartetund ist K = GF(q), so ist (Λ2V,Q) ≃ V +(6, q).Lemma 1.3.3. Ist ξ ∈ Λ2V , so ist Q(ξ) = 0 genau dann, wenn es v, w ∈ V gibtmit ξ = v ∧ w.Beweis. �⇐�: Ist v =

∑4
i=1 aiei und w =

∑4
i=1 biei dann ist

ξ = v ∧ w =
∑

i<j

(aibj − ajbi)ei ∧ ejDur
h Einsetzen in die oben de�nierte quadratis
he Form Q re
hnet man aus,dass Q(ξ) = 0 ist.�⇒�: Sei ξ =
∑

i<j xijei ∧ ej 6= 0. Dann gibt es k < l mit xkl 6= 0. De�niere
v :=

4∑

i=1

xikei und w :=
4∑

i=1

xilei,wobei xii := 0 für alle i und xij := −xji, falls i > j. Dann gilt
v ∧ w =

∑

i<j

(xikxjl − xjkxil)︸ ︷︷ ︸
=:aijkl

ei ∧ ejFalls i, j, k, l ni
ht paarweise vers
hieden sind, ergibt si
h dur
h einfa
he Re
h-nung, dass aijkl = xijxkl ist. Falls i, j, k, l paarweise vers
hieden sind, folgt aijkl =
xijxkl daraus, dass Q(ξ) = 0, also x12x34−x13x24+x14x23 ist. Damit ist x−1

kl v∧w =
ξ. Die Menge der singulären Punkte von Λ2V heiÿt Kleinquadrik und wird hiermit K(V ) bezei
hnet. Auÿerdem sei in diesem Abs
hnitt U2(V ) die Menge derzweidimensionalen Teilräume von VSatz 1.3.4. Sei V ein K-Raum mit dim(V ) = 4. Dann ist die Abbildung

κ : U2(V ) → K(V )

〈x, y〉 7→ 〈x ∧ y〉bijektiv.



12 KAPITEL 1. GRUNDLAGENBeweis. κ ist wohlde�niert. Denn ist 〈x, y〉 = 〈x′, y′〉, so gibt es eine 2×2 Matrix
A = (aij) über K, so dass x = a11x

′ + a21y
′ und y = a12x

′ + a22y
′ ist, woraus

x ∧ y = det(A) x′ ∧ y′ folgt.Aus Lemma 1.3.3 folgt, dass κ surjektiv ist und dass 〈x ∧ y〉 ∈ K ist für allezweidimensionalen Teilräume 〈x, y〉 von V . Bea
hte dabei, dass x ∧ y = 0 ist,genau dann, wenn x und y linear abhängig sind.Es bleibt zu zeigen, dass κ injektiv ist. Seien L1, L2 ∈ U2. Falls L1 ∩L2 = {0},so ist L1 = 〈u, v〉, L2 = 〈u′, v′〉 mit linear unabhängigen u, v, u′, v′ ∈ V . Dannsind au
h u ∧ v, u′ ∧ v′ linear unabhängig, also κ(L1) 6= κ(L2).Sei nun 0 6= u ∈ L1 ∩ L2 und v, v′ ∈ V mit L1 = 〈u, v〉 und L2 = 〈u, v′〉. Ist
κ(L1) = κ(L2), also u ∧ v = au ∧ v′ für ein a ∈ K∗, dann ist u ∧ (v − av′) = 0,sodass u, v − av′ linear abhängig sind. Es folgt, dass v′ ∈ 〈u, v〉 = L1. Das heiÿt
L1 = L2.Satz 1.3.5. Sei V ein Vektorraum mit dim(V ) = 4. Dann ist S ⊆ U2(V ) genaudann ein Spread von V , wenn κ(S) ein Ovoid von Λ2V ist.Beweis. Zeige: Für W,W ′ ∈ U2 gilt: W ∩W ′ 6= {0} ⇔ κ(W ) ⊥ κ(W ′).Dann folgt die Behauptung daraus, dass Spreads in V und Ovoide in Λ2V dieselbe Gröÿe haben.�⇒�: Ist U ∩W 6= {0}, dann gibt es ein u, w, w′ ∈ V mit W = 〈u, w〉 und
W ′ = 〈u, w′〉. Mit Lemma 1.3.3 folgt:

(u ∧ w, u ∧ w′) = Q((u ∧ w) + (u ∧ w′)) −Q(u ∧ w) −Q(u ∧ w′)

= Q(u ∧ (w + w′)) = 0�⇐� Ist nun W ∩W ′ = {0}, so gibt es eine Basis (v1, . . . , v4) von V mit W =
〈v1, v2〉 und W ′ = 〈v3, v4〉.Angenommen v1 ∧ v2 ⊥ v3 ∧ v4. Dann ist Q((v1 ∧ v2) + (v3 ∧ v4)) = 0 undna
h Lemma 1.3.3 gibt es x =

∑
aivi und y =

∑
bivi in V mit

(v1 ∧ v2) + (v3 ∧ v4) = x ∧ y

=
∑

i<j

(aibj − ajbi)vi ∧ vjEs folgt: (i) a1b2−a2b1 = 1 und (ii) a3b4−a4b3 = 1. Das heiÿt, b3 6= 0 oder b4 6= 0.Auÿerdem ist a1b4 = a4b1 und a2b4 = a4b2. Somit gilt a2b4b1 = a4b1b2 = a1b4b2und falls b4 6= 0 ist folgt damit a2b1 = a1b2. Das ist ein Widerspru
h zu (i).Falls b3 6= 0 ist, ergibt si
h der Widerspru
h analog aus a1b3 = a3b1 und
a2b3 = a3b2.De�niert man für f ∈ GL(V )

Λ2f : Λ2V → Λ2V∑

i<j

aij ei ∧ ej 7→
∑

i<j

aij f(ei) ∧ f(ej),



1.3. DIE KLEINKORRESPONDENZ 13dann ist Λ2f ∈ GL(Λ2V ). Na
h Satz [Tay92, 12.17℄ gilt für alle ξ ∈ Λ2V :
Q((Λ2f)(ξ)) = det(f)Q(ξ)Das heiÿt, Λ2f ∈ GO(Λ2V ). Damit ist dur
h f 7→ Λ2f ein Homomorphismus von

GL(V ) na
h GO(Λ2V ) de�niert.Lemma 1.3.6. Sei S ein Spread von V , f ∈ GL(V ) und O = κ(S). Dann ist Sgenau dann invariant unter f , wenn O invariant unter Λ2f ist.Beweis. Sei 〈x ∧ y〉 ∈ O mit 〈x, y〉 ∈ S. Dann ist
Λ2f(〈x ∧ y〉) = 〈Λ2f(x ∧ y)〉 = 〈f(x) ∧ f(y)〉 = κ(〈f(x), f(y)〉).Also Λ2f(〈x ∧ y〉) ∈ O genau dann, wenn f(〈x, y〉) ∈ S.Satz 1.3.7 ([Tay92, Thm. 12.20.℄). Die Abbildung

κ : SL(V ) → Ω(Λ2(V )), f 7→ Λ2fist ein Epimorphismus mit Kern {±1}. Dabei bezei
hnet Ω(Λ2(V )) die Kommu-tatorgruppe von Λ2(V ).AnwendungsbeispielDie Sätze dieses Kapitels können verwendet werden um mittels der Kleinkorres-pondenz aus Wissen über Spreads in vierdimensionalen Räumen Informationenüber Ovoide in V +(6, q) und V +(8, q) zu gewinnen. Beispielsweise kann man ineinigen Fällen auss
hlieÿen, dass bestimmte orthogonale Abbildungen Automor-phismen von Ovoiden sind. Für einige orthogonale Abbildungen f kann gezeigtwerden, dass alle f -invarianten Ovoide bestimmte Fixpunkte von f enthalten.Bemerkung. Sei V = GF(q)4 und a ∈ N ungerade. Dann induziert der Epi-morphismus κ aus Satz 1.3.7 eine Bijektion zwis
hen {g ∈ SL(V ) | ord(g) = a}und {f ∈ O(Λ2(V )) | ord(f) = a}.Beweis. Sei f ∈ O(Λ2(V )) mit ord(f) = a ungerade, dann ist f ein Quadrat in
O(Λ2(V )). Na
h [Tay92, S. 164℄ gilt Ω(Λ2(V )) = 〈g2 | g ∈ O(Λ2(V ))〉. Das heiÿt
f ∈ Ω(Λ2(V )). Somit gibt es ein g ∈ SL(V ) mit f = Λ2g. Da Kern(κ) = {±1}ergibt si
h ga = ±1. Falls ga = −1, ist ord(−g) = a und f = Λ2(−g). Istumgekehrt h ∈ SL(V ) mit ord(h) ungerade, so ist ord(Λ2h) = ord(h).Ist nun f = Λ2g mit g ∈ V = GF(q)4, dann gibt es na
h Lemma 1.3.6 genaudann ein f -invariantes Ovoid von Λ2(V ), wenn es einen g-invarianten Spreadvon V gibt. Kennt man also die Automorphismen der Spreads von GF(q)4, sokennt man na
h obiger Bemerkung die Automorphismen ungerader Ordnung vonOvoiden in Λ2(V ).



14 KAPITEL 1. GRUNDLAGENBeispiel. Sei S ein Spread von GF(7)4 und g ∈ GL(4, 7) mit ord(g) = 7 und
g(S) = S. Aus [MR95, CD98, Dema℄ folgt, dass es eine Zerlegung V = V1 ⊕ V2 in
g-invariante Teilräume V1, V2 gibt, sodass f auf beiden Teilräumen das Minimal-polynom (X − 1)2 hat. Wir kennen also die Normalformen der Automorphismender Ordnung 7 von S. Diese Information verwenden wir nun, um die Normalfor-men orthogonaler Abbildungen der Ordnung 7 zu bere
hnen, die ein Ovoid von
Λ2(V ) ≃ V +(6, 7) invariant lassen.Sei O ein Ovoid von W = Λ2V und f ∈ O(W ) der Ordnung 7, so dass f(O) =
O ist. Da ord(f) ungerade ist, gibt es ein g ∈ SL(V ) mit ord(g) = ord(f) = 7 und
Λ2g = f . Na
h Satz 1.3.4 und 1.3.5 existiert ein Spread S ⊆ V mit κ(S) = O,dabei ist g(S) = S. Nun verwenden wir die obige Feststellung über Spreads in
GF(7)4: Es gibt also g-invariante Teilräume V1, V2 von V , so dass V = V1 ⊕ V2und g auf Vi das Minimalpolynom (X − 1)2 hat.Sei {e1, e2} g-Jordanbasis von V1 und {e3, e4} g-Jordanbasis von V2, es geltealso g(e1) = e1 + e2 und g(e2) = e2 sowie g(e3) = e3 + e4 und g(e4) = e4. Dannist W1 := 〈e1 ∧ e3, e2 ∧ e4, e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3〉 ein von e1 ∧ e3 erzeugter zyklis
her
f -Modul, und auf W2 := 〈e1 ∧ e2, e3 ∧ e4, e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3〉 ist f die Identität.Das heiÿt, es gibt eine Basis von W , bezügli
h der Λ2g die folgende Jordan-normalform hat:(1.1) 



1
1 1

1 1
1

1
1


Ist also f ∈ O(V +(6, 7)) der Ordnung 7 und O ein f -invariantes Ovoid, dann hat

f die obige Normalform.Betra
hten wir nun Abbildungen h ∈ O(V +(8, q)), so können wir mit Hilfeder Projektion aus Satz 1.2.4 feststellen, dass man
he singulären Punkte in jedem
h-invarianten Ovoid enthalten sind. Sei W = V +(8, q), h ∈ O(W ) und P einsingulärer Punkt von W mit h(P ) = P . Wie auf Seite 9 de�nieren wir W :=
(W ∩P⊥)/P , und h : W →W dur
h v 7→ h(v). Falls es keine Ovoide von W gibt,die invariant unter h sind, so folgt mit Satz 1.2.4, dass P ∈ O ist für alle Ovoide
O von W .Gibt es einen singulären Punkt P ′ in W ∩P⊥ mit h(P ′) = P ′, so dass es au
hzur Abbildung h̃ : (W ∩ P ′⊥)/P ′ → (W ∩ P ′⊥)/P ′, v + P ′ 7→ h(v) + P ′ keine
h̃-invarianten Ovoide gibt, dann enthält jedes h-invariante Ovoid die Punkte Pund P ′. Diese sind aber orthogonal zueinander. Es kann also kein h-invariantesOvoid geben.Beispiel. Sei h ∈ O(V +(8, 7)) der Ordnung 7 und es gebe eine Zerlegung U1 ⊥ U2von V +(8, 7) in h-invariante Teilräume. Dabei sei h∣∣

U1
6= 1 und das Minimalpo-



1.3. DIE KLEINKORRESPONDENZ 15lynom m von h∣∣
U1

sei unglei
h (X − 1)3. ( Die mögli
hen Normalformen für h,sind � in der Notation von Kapitel 3 � in Tabelle A.1 na
hzulesen.)Sei P ein singulärer Punkt von U2 mit h(P ) = P . De�niere wie in Satz 1.2.4
h̄ auf P⊥/P dur
h v̄ 7→ h(v). Dann ist

P⊥/P = U1 ⊥ U2mit h̄-invarianten Räumen U1, U2. Dabei hat h̄∣∣U1
das Minimalpolynomm 6= (X−

1)3. Insbesondere hat die Jordan-Normalform ni
ht die Gestalt (1.1) aus obigemBeispiel, sodass es keine Ovoide gibt, wel
he invariant unter h̄ sind. Na
h Satz1.2.4 gibt es folgli
h keine Ovoide, die invariant unter h sind und den singulärenPunkt P ni
ht enthalten. Falls es ein h-invariantes Ovoid von V +(8, 7) gibt, soenthält dieses also alle singulären Fixpunkte von U2. Insbesondere gibt es keine h-invarianten Ovoide, falls U2 zwei singuläre Fixpunkte P1, P2 mit P1 ⊥ P2 enthält.



Kapitel 2Die bekannten Ovoide in V +(8, q)Es sind mehrere Konstruktionen für Ovoide in V +(8, q) bekannt. Diese führenzu mehreren Serien inäquivalenter Ovoide. Auÿerdem ist ein sporadis
hes Ovo-id bekannt. In diesem Abs
hnitt werden kurz die Konstruktionen dieser Ovoideangegeben. Genaueres �ndet si
h in [CKW88, Kan82a, Moo93a℄.2.1 Unitäre OvoideFür q ≡ 0, 2 mod 3 de�niert Kantor in [Kan82a, 4.℄ die unitären Ovoide von
V +(8, q) wie folgt.Sei p prim, n ∈ N und q = pn mit q ≡ 0 mod 3 oder q ≡ 2 mod 3. Seiweiterhin K := GF(q) und L := GF(q2). Für a ∈ L sei ā := aq. Dann sind

T : L→ K, x 7→ a + ā und N : L→ K, x 7→ aādie Spur- und die Normabbildung. Es sei V der dur
h
V :=







α β c
γ a β̄
b γ̄ ᾱ



∣∣∣∣∣∣
α, β, γ ∈ L, a, b, c ∈ K, a+ T (α) = 0



de�nierte K-Vektorraum. Sei weiterhin Q : V → K gegeben dur
h

Q(A) :=
∑

i<j

(aijaji − aiiajj).Dann ist Q eine quadratis
he Form auf V und ist A =

(
α β c
γ a β̄
b γ̄ ᾱ

)
∈ V , so gilt

Q(A) = α2 + αα + α2 + T (βγ) + bc.16



2.2. REE-TITS OVOIDE 17Falls q ≡ 2 mod 3, dann ist V isomorph zu V +(8, q). Ist q ≡ 0 mod 3, so ist
Rad(V ) =

〈(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)〉 und V/Rad(V ) ist isomorph zu V (7, q).Sei nun
X∞ :=




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 und X(ρ, σ) :=



ρ̄ ρ̄σ N(ρ)
σ̄ N(σ) ρσ̄
1 σ ρ


für ρ, σ ∈ L. De�niert man

O := {〈X(ρ, σ)〉 | T (ρ) +N(σ) = 0} ∪ {〈X∞〉},dann gilt:(i) Falls p 6= 3 ist, so ist O ein Ovoid von V .(ii) Ist p = 3 und O das Bild von O unter der Projektion V → V/Rad(V ) dannist O ein Ovoid von V/Rad(V ).Das so konstruierte O heiÿt unitäres Ovoid.Jeder quadratis
he Raum vom Typ V (2n−1, q) lässt si
h in einen Raum vomTyp V +(2n, q) einbetten. Ovoide von V (2n− 1, q) bestehen � ebenso wie Ovoidevon V +(2n, q) � aus jeweils qn−1 + 1 paarweise ni
ht orthogonalen singulärenPunkten (vgl. 1.2.3). Also lässt si
h jedes Ovoid von V (2n− 1, q) in einen Raumvom Typ V +(2n, q) einbetten, so dass es au
h dort ein Ovoid ist. Insbesonderegibt es eine Einbettung des unitären Ovoids Ō für p = 3 in den Raum V +(8, q),ohne dass die Ovoid-Eigens
haft verloren geht.2.2 Ree-Tits OvoideWeitere Ovoide von V (7, q) sind die Ree-Tits Ovoide [Tit61℄. Diese Ovoide sindau
h bei Kantor in [Kan82a, 6.℄ bes
hrieben.Sei q = 32e−1 mit 1 ≤ e ∈ N und K := GF(q). Für a ∈ K sei aσ := a3e.De�niere V := K7 und eine quadratis
he Form Q auf V dur
h
Q(x) := x1x7 + x2x6 + x3x5 + x2

4.Des Weiteren sei für x, y, z ∈ K:
u(x, y, z) := x2y − xz + yσ − xσ+3

v(x, y, z) := xσyσ − zσ + xy2 + yz − x2σ+3

w(x, y, z) := xzσ − xσ+1yσ − xσ+3y + x2y2 − yσ+1 − z2 + x2σ+4.Dann ist
O := {〈 (1, x, y, z, u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z)) 〉 | x, y, z ∈ K}

∪ {〈(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)〉}ein Ovoid von V .



18 KAPITEL 2. DIE BEKANNTEN OVOIDE IN V +(8, Q)2.3 Desarguess
he OvoideBei Kantor ([Kan82a, 7.℄ und [Kan82b, 8., 12.℄) ist folgende Bes
hreibung desdesarguess
hen Ovoids in V +(8, q) zu �nden:Es sei q eine Zweipotenz, K = GF(q) und L = GF(q3). Weiter seien
T : L→ K, x 7→ x+ xq + xq2 und N : L→ K, x 7→ xq2+q+1die Spur- und die Normabbildung. Betra
hte den K-Vektorraum

V := K ⊕ L⊕ L⊕K.De�niert man Q : V → K dur
h Q(a, b, c, d) := ad+ T (bc), so ist Q eine quadra-tis
he Form und V mit dieser Form ein Raum vom Typ V +(8, q). Dur
h
O :=

{〈
(1, t, tq+q2

, N(t))
〉 ∣∣∣ t ∈ L

}
∪ {〈(0, 0, 0, 1)〉}ist ein Ovoid von V de�niert.2.4 Das Ovoid von DyeDas Ovoid von Dye [Dye77, 4.℄ ist ein Ovoid von V +(8, 8). Die Konstruktiondieses Ovoids ist ebenfalls bei Kantor in [Kan82a, 8.℄ angegeben.Sei O := {〈e1〉 , . . . , 〈e9〉} ein Ovoid von V +(8, 2). (Bis auf Äquivalenz gibt esgenau ein Ovoid in V +(8, 2), vgl. [Kan82a, 3.℄). Sei a ∈ GF(8) mit a3 +a2+1 = 0.Wähle eine Einbettung von V +(8, 2) in den Raum V +(8, 8). Dann de�niert

O := {〈ei〉 | 1 ≤ i ≤ 9}

∪
{〈
aei + a2ej + a4ek

〉 ∣∣ 1 ≤ i, j, k ≤ 9, i, j, k paarw. vers
h.}ein Ovoid von V +(8, 8).2.5 Ovoide aus dem Wurzelsystem E8In diesem Abs
hnitt werden zuerst die Ovoide bes
hrieben, die Conway, Kleidmanund Wilson in [CKW88℄ aus dem Wurzelsystem vom Typ E8 konstruieren. ImAns
hluss �ndet si
h die Verallgemeinerung dieser Konstruktion von Moorhouse[Moo93a℄.Sei L ⊆ R8 das Gitter zum Wurzelsystem vom Typ E8:
L =

{
1

2
(a1, . . . , a8)

∣∣ ai ∈ Z, ai ≡ aj mod 2 für alle i, j, 8∑

i=0

ai ≡ 0mod 4}.



2.5. OVOIDE AUS DEM WURZELSYSTEM E8 19Sei weiterhin p eine Primzahl. Dann ist L := L/pL ein 8-dimensionaler Vektor-raum über GF(p). Für v ∈ L sei v̄ := v + vL ∈ L̄. Es bezei
hne hier (·, ·) daseuklidis
he Skalarprodukt auf R8. Für alle v ∈ L gilt (v, v) ∈ 2Z, daher könnenwir folgende Abbildung de�nieren:
Q : L̄→ GF(p), v̄ 7→

1

2
(v, v).

Q ist eine quadratis
he Form auf L̄ und L̄ ≃ V +(8, p). Dies führt nun zu zweiKonstruktionen für Ovoide.Die binären Ovoide: Ist p ungerade und x ∈ L mit (x, x) = 2p, dann ist(2.1) O2,p(x) := {〈v̄〉 | v ∈ L, (v, v) = 2p, v ≡ xmod 2L}ein Ovoid von L̄.Die ternären Ovoide: Ist p ≥ 5 und x ∈ L mit (x, x) = 4p, so ist(2.2) O3,p(x) := {〈v̄〉 | v ∈ L, (v, v) = 4p, v ≡ xmod 3L}ein Ovoid von L̄.In diesen Familien �nden si
h zwei zuvor bekannte �sporadis
he� Ovoide wie-der. Für p = 7 erhält man aus der ternären Konstruktion das Ovoid von Shult[Shu85℄. Im Fall p = 5 gehört das Ovoid von Cooperstein [Coo90℄ zur Familie derternären Ovoide.Die ternären Ovoide zerfallen für p ≡ 2 mod 3 in zwei Serien. Im Fall p = 5ist dabei das Ovoid aus der ersten ternären Serie zum binären Ovoid äquivalent.Conway, Kleidman und Wilson haben jedo
h gezeigt, dass für gröÿere p die binäreKonstruktion Ovoide liefert, die ni
ht äquivalent zu Ovoiden der ersten ternärenSerie sind ([CKW88, 5.℄).Moorhouse hat die obigen Konstruktionen von Conway, Kleidman und Wilsonverallgemeinert. Für je zwei vers
hiedene Primzahlen r, p erhält er Ovoide Or,p(x)aus dem Gitter L, siehe [Moo93a℄ und [Moo93b℄.Seien p, r prim und p 6= r. Für i ∈ N mit 1 ≤ i ≤
[

r
2

] sei ni die natürli
heZahl, für die 1 ≤ ni ≤
[

r
2

] und i2n2
i ≡ 1 mod r gilt. De�niere

Sr,p :=

[r/2]⋃

i=1

{niv | v ∈ L, (v, v) = 2i(r − i)p} und
S ′

r,p :=

[r/2]⋃

i=1

{pniv | v ∈ L, (v, v) = 2i(r − i)/p} ⊆ Sr,p .Sei nun x ∈ L, so dass −p
2
(x, x) 6≡ 0 mod r und ein Quadrat modulo r ist. Seiweiterhin 1 ≤ nx ≤

[
r
2

] und n2
x(x, x) ≡ −2p mod r. Setze

Or,p(x) := {〈v̄〉 | v ∈ Sr,p \ pL, v ≡ nxx mod rL} .



20 KAPITEL 2. DIE BEKANNTEN OVOIDE IN V +(8, Q)Moorhouse hat gezeigt, dass Or,p(x) genau dann ein Ovoid von L̄ ist, wenn
(nxx + rL) ∩ S ′

r,p = ∅ ist. Dabei ist im Fall r < p die Bedingung (nxx + rL) ∩
S ′

r,p = ∅ immer erfüllt und falls r > p ist, so existiert ein geeingnetes x, so dass
(nxx+ rL) ∩ S ′

r,p = ∅ gilt.Es ist unklar, wie viele dieser Ovoide zueinander oder zu einem Ovoid derbinären oder ternären Serie äquivalent sind. Für p ≤ 11 und r ≤ 13 tritt nur einOvoid auf, das ni
ht s
hon zur binären oder ternären Familie gehört. Es handeltsi
h dabei um ein Ovoid in V +(8, 11).



Kapitel 3Normalformen orthogonalerAbbildungenIn diesem Kapitel befassen wir uns mit Normalformen orthogonaler Abbildungen.Ziel ist es, bis auf Konjugation die zyklis
hen Gruppen bestimmter Ordnungenin O(V +(8, q)) bere
hnen zu können. Im ersten Abs
hnitt stellen wir fest, wel-
hes die Normalformen orthogonaler Abbildungen sind. Dann untersu
hen wirdie Mögli
hkeiten, zu einer linearen Abbildung f ∈ GL(V ) mit gegebener Nor-malform eine quadratis
hen Form auf V zu de�nieren, so dass f eine orthogonaleAbbildung ist. Wir verwenden dabei die elementare Darstellung von Huppert[Hup80a, Hup80b℄. Andere Zugänge zur Bere
hnung von Konjugiertenklassen inorthogonalen Gruppen �nden si
h beispielsweise in [Zas58℄ und [Wal63b℄.3.1 Orthogonale ZerlegungenIn diesem Abs
hnitt bes
häftigen wir uns damit, wel
he Normalformen linearerAbbildungen als Normalformen orthogonaler Abbildungen auftreten können.Huppert teilt die bezügli
h einer orthogonalen Abbildung orthogonal unzer-legbaren Räume in drei Klassen ein. Da si
h diese Klasseneinteilung auf Ähnli
h-keiten verallgemeinern lässt, betra
hten wir in diesem Abs
hnitt zunä
hst au
hÄhnli
hkeiten. Bei der folgenden Untersu
hung der einzelnen Typen orthogonalunzerlegbarer Räume bes
hränken wir uns dann jedo
h auf die Betra
htung or-thogonaler Abbildungen.De�nition 3.1.1. Sei V 6= {0} ein K-Vektorraum und g : V → V eine lineareAbbildung.(i) V heiÿt irreduzibler g-Modul, wenn V auÿer {0} und V keinen g-invarian-ten Teilraum enthält.(ii) V ist ein unzerlegbarer g-Modul, wenn es keine Teilräume V1, V2 von Vgibt, so dass V = V1 ⊕ V2 und g(Vi) ⊆ Vi 6= {0}.21



22 KAPITEL 3. NORMALFORMEN ORTHOGONALER ABBILDUNGEN(iii) Ist eine symmetris
he Bilinearform auf V de�niert, so heiÿt V orthogonalunzerlegbarer g-Modul, wenn es keine Teilräume V1, V2 von V gibt, so dass
V = V1 ⊥ V2 und g(Vi) ⊆ Vi 6= {0} ist.Bemerkung. (i) Ist V = V1 ⊕ V2 ein orthogonal unzerlegbarer f -Modul mit
f -invarianten Teilräumen V1 und V2, so sind V1, V2 ausgeartet. Denn an-dernfalls wäre V = Vi ⊥ V ⊥

i für ein i ∈ {1, 2} eine Zerlegung von V in
f -invariante Teilräume.(ii) Insbesondere ist Rad(Vi) für i ∈ {1, 2} ein ni
httrivialer f -invarianterTeilraum von Vi. Ist pn das Minimalpolynom von f

∣∣
Vi

mit irreduziblem p,dann enthält Rad(Vi) den irreduziblen Teilmodul pn−1(f)(Vi) von Vi.De�nition 3.1.2. Sei K ein Körper und p =
∑m

i=0 aiX
i ∈ K[X] ein Polynomvom Grad m mit p(0) 6= 0.(i) Für s ∈ K \ {0} de�niere

p∗s :=
1

p(0)
Xm · p

( s
X

)
=

1

a0
·

m∑

i=0

ais
iXm−i.Falls s = 1 ist, so s
hreiben wir p∗ für p∗s.(ii) p heiÿt symmetris
h, wenn p∗ = a−1

m · p ist.Es gilt (p∗s)∗s = a−1
m p, denn

(p∗s)∗s =
1

p∗s(0)
Xm · p∗s

( s
X

)
=

1

p∗s(0)
Xm ·

1

p(0)

( s
X

)m

p(X)

= a−1
m

p(0)

sm
·

1

p(0)
· smp(X) = a−1

m p.Ist q ∈ K[X] ein weiteres Polynom mit q(0) 6= 0, so ist (pq)∗s = p∗sq∗s .Lemma 3.1.3 (analog [Hup80a, 1.6 a)℄). Sei V ein quadratis
her K-Raum und
f ∈ GO(V ) eine Ähnli
hkeit mit Multiplikator s. Sei auÿerdem p ∈ K[X] mit
p(0) 6= 0 und sei n := deg(p), dann gilt für alle v, w ∈ V

(p(f)(v), w) = p(0) (v, f−np∗s(f)(w)).Beweis. Es sei p =
∑n

i=0 aiX
i. Dann gilt

(p(f)(v), w) =

n∑

i=0

ai(f
i(v), w) =

n∑

i=0

ais
i(v, f−i(w))

=
(
v,

n∑

i=0

ais
if−i(w)

)
= p(0)

(
v, f−np∗s(f)(w)

)
.



3.1. ORTHOGONALE ZERLEGUNGEN 23Satz 3.1.4 (analog zu [Hup80a, 1.6 b)℄). Sei V ein K-Vektorraum mit Bilinear-form (·, ·) und f eine Ähnli
hkeit von V mit Multiplikator s. Seien p1, p2 ∈ K[X]mit p1(0) 6= 0. Sind p∗s

1 und p2 teilerfremd und ist vi ∈ Kern pi(f) für i ∈ {1, 2},dann ist (v1, v2) = 0.Beweis. Sind p∗s

1 , p2 teilerfremd, so gibt es q, r ∈ K[X], so dass 1 = rp∗s

1 + qp2.Sei m := deg(p1). Es gilt
0 = (p1(f)(v1), f

mr(f)(v2)) = p1(0)
(
v1, f

−mp∗s

1 (f) (fmr(f)(v2))
)

= p1(0)
(
v1, r(f)p∗s

1 (f)(v2) + qp2(f)(v2)︸ ︷︷ ︸
=0

)
= p1(0) (v1, (rp

∗s

1 + qp2)(f)(v2))

= p1(0)(v1, v2).Satz 3.1.5 (analog zu [Hup80a, 1.7 b)℄). Sei V ein ni
ht ausgearteter quadrati-s
her Raum und f ∈ GO(V ) eine Ähnli
hkeit mit Multiplikator s, so dass V einzerlegbarer, orthogonal unzerlegbarer f -Modul ist. Ist V = V1 ⊕ · · ·⊕ Vℓ eine Zer-legung in unzerlegbare f -Moduln, dann ist ℓ = 2 und ist p das Minimalpolynomvon f ∣∣
V1
, so ist p∗s das Minimalpolynom von f ∣∣

V2
.Beweis. Für 1 ≤ i ≤ ℓ sei pki

i das Minimalpolynom von f ∣∣
Vi

mit pi irreduzibel.Weiterhin sei k1 ≥ ki für i ≥ 2. Da V orthogonal unzerlegbar ist, ist jedes Viausgeartet, das heiÿt Rad(Vi) 6= ∅. Es folgt
pi(f)ki−1Vi ⊆ Rad(Vi) für 1 ≤ i ≤ ℓ,denn pi(f)ki−1Vi ist der einzige minimale ni
ht triviale f -Teilmodul von V und

Rad(Vi) ist f -invariant. Da V ni
ht ausgeartet ist, gilt p1(f)k1−1(V1) * V ⊥
j fürein j ≥ 2. Sei o.B.d.A. j = 2.Sei v1 ∈ V1 und v2 ∈ V2, so dass (p1(f)k1−1(v1), v2) 6= 0 und sei m := deg(p1).Mit Lemma 3.1.3 ergibt si
h

0 6= (p1(f)k1−1(v1), v2) = p1(0)k1−1(v1, f
−m(k1−1)p∗s

1 (f)k1−1(v2)).Also ist p∗s

1 (f)k1−1(V2) * V ⊥
1 . Insbesondere ist p∗s

1 (f)k1−1(V2) 6= {0} und V ⊥
1 ∩

V2 ( V2.Für alle w1 ∈ V1 und w2 ∈ V2 gilt
0 = (p1(f)k1(w1), w2) = p1(0)k1(w1, f

−mk1p∗s

1 (f)k1(w2)),so dass p∗s

1 (f)k1(V2) ⊆ V ⊥
1 ∩ V2 ist. Da V ⊥

1 ∩ V2 ein e
hter f -Teilmodul von V2 istund p∗s

1 , p2 irreduzibel sind, muss p∗s

1 = p2 gelten. Aus p∗s

1 (f)k1−1(V2) 6= {0} und
k1 ≥ k2 ergibt si
h k1 = k2.



24 KAPITEL 3. NORMALFORMEN ORTHOGONALER ABBILDUNGENIm Folgenden wird gezeigt, dass V1⊕V2 ni
ht ausgeartet ist, woraus V = V1⊕
V2 folgt, da V orthogonal unzerlegbar ist. Angenommen es sei Rad(V1⊕V2) 6= {0}.Ist U ⊆ Rad(V1 ⊕ V2) ein minimaler ni
httrivialer f -Teilmodul von V1 ⊕ V2,dann ist U ⊆ p1(f)k1−1(V1) ⊕ p2(f)k2−1(V2). Es gibt also w1 ∈ p1(f)k1−1(V1) und
w2 ∈ p2(f)k2−1(V2), so dass 0 6= w1 + w2 ∈ Rad(V1 ⊕ V2). Es sei w1 6= 0. Für alle
u2 ∈ V2 gilt

0 = (w1 + w2, u2) = (w1, u2),da w2 ∈ p2(f)k2−1(V2) ⊆ Rad(V2) ist. Somit ist w1 ∈ p1(f)k1−1(V1) ∩ V ⊥
2 . Dasheiÿt, p1(f)k1−1(V1) ∩ V ⊥

2 ist ein ni
httrivialer Teilmodul von V1, enthält al-so den irreduziblen f -Modul p1(f)k1−1(V1). Es ergibt si
h ein Widerspru
h zu
p1(f)k1−1(V1) * V ⊥

2 .Aus den obigen Sätzen erhält man die folgende Einteilung von orthogonalunzerlegbaren Moduln in drei Klassen:Satz 3.1.6. Sei V ein ni
ht ausgearteter quadratis
her Raum und f ∈ GO(V )eine Ähnli
hkeit mit Multiplikator s, so dass V ein orthogonal unzerlegbarer f -Modul ist. Dann ist V von einem der folgenden Typen:Typ I: Es gibt unzerlegbare f -Moduln V1, V2, so dass V = V1 ⊕ V2 ist. Dabeihaben f ∣∣
V1

und f ∣∣
V2

das selbe Minimalpolynom pn und es gilt p∗s = p.Typ II: V ist ein unzerlegbarer f -Modul und das Minimalpolynom von f ist
pn für ein n ∈ N und ein irreduzibles Polynom p mit p∗s = pTyp III: Es ist V = V1 ⊕ V2 mit unzerlegbaren f -Moduln V1, V2. Ist pn dasMinimalpolynom von f

∣∣
V1
, dann ist (p∗s)n das Minimalpolynom von f

∣∣
V2
.Dabei sind p und p∗s teilerfremd. V1 und V2 sind ausgeartet.Sei V ein orthogonal unzerlegbarer f -Modul. Der Typ (wie in Satz 3.1.6) von

V sei t ∈ {I, II, III} und f habe auf V das Minimalpolynom p. Dann sagen wirau
h �V ist vom Typ (t, p)� oder �vom Typ tp�.Im Folgenden betra
hten wir nur no
h unzerlegbare f -Moduln zu orthogona-len Abbildungen f . Wir werden feststellen, zu wel
hen Polynomen p es quadrati-s
he Räume V und orthogonale Abbildungen f ∈ O(V ) mit Minimalpolynom pgibt, so dass V ein f -Modul von einem der obigen Typen ist.Im Fall orthogonaler Abbildungen f gibt es na
h [Hup80a, 2.1℄ f -Moduln vomTyp I nur für sol
he f , deren Minimalpolynom von der Form (X ± 1)n ist:Lemma 3.1.7 ([Hup80a, 2.1℄). Sei V ein ni
ht ausgearteter quadratis
her Raumund f ∈ O(V ) eine orthogonale Abbildung, so dass V ein orthogonal unzerlegbarer
f -Modul vom Typ Ipn ist mit irreduziblem p und n ∈ N. Dann ist p = X ± 1.Zunä
hst bes
häftigen wir uns nun speziell mit orthogonal unzerlegbaren f -Moduln auf denen f ∈ O(V ) das Minimalpolynom (X ± 1)t mit t ∈ N hat.Sei V ein K-Vektorraum, f ∈ GL(V ) und b = (v1, . . . , vn) eine Basis von V .Wir bezei
hnen b als f -Jordanbasis, wenn f(vn) = λvn und f(vi) = λvi + vi+1 istfür i < n und ein λ ∈ K.



3.1. ORTHOGONALE ZERLEGUNGEN 25Lemma 3.1.8. Sei V ein unzerlegbarer f -Modul, f ∈ O(V ) mit Minimalpolynom
(X − λ)t, λ2 = 1 und (v1, . . . , vn) eine f -Jordanbasis von V . Dann gilt:(i) Für alle 1 < i, j ≤ n ist (vi, vj) + λ(vi−1, vj) + λ(vi, vj−1) = 0.(ii) Ist die Bilinearform von einer quadratis
hen Form Q induziert, so ist

Q(vi) = −λ(vi, vi−1) für alle 1 < i ≤ n.Beweis. Für alle 1 < i, j ≤ n gilt
(vi−1, vj−1) = (f(vi−1), f(vj−1)) = (λvi−1 + vi, λvj−1 + vj)

= (vi−1, vj−1) + λ(vi−1, vj) + λ(vi, vj−1) + (vi, vj).

Q(vi−1) = Q(f(vi−1)) = Q(vi + λvi−1) = λ(vi, vi−1) +Q(vi) +Q(vi−1).Satz 3.1.9. Sei V ein K-Vektorraum mit symmetris
her Bilinearform (·, ·) und
f : V → V eine orthogonale Abbildung mit Minimalpolynom (X ± 1)t. Seienauÿerdem V1 und V2 zwei f -invariante Teilräume von V und (x1, . . . , xn) eine
f
∣∣
V1
-Jordanbasis von V1. Weiter sei (y1, . . . , yn) eine f ∣∣

V2
-Jordanbasis von V2.Dann gilt:(i) (xi, yj) = 0 für i+ j > n+ 1.(ii) Ist k ∈ {1, . . . , n}, so dass (xi, yj) = 0 für i+ j > k + 1, so gilt

(xi, yk−i+1) = (−1)i+1(x1, yk)für alle 1 ≤ i ≤ k.Beweis. Sei (X + λ)t das Minimalpolynom von f .(i) Sei zunä
hst i = n und 1 ≤ j < n. Dann gilt wegen λ = ±1

(xn, yj) = (f(xn), f(yj)) = (λxn, λyj + yj+1) = (xn, yj) + λ(xn, yj+1).Es folgt (xn, yj+1) = 0.Sei nun 1 ≤ i < n und es gelte (xi+1, yk) = 0 für alle k > n+1−(i+1) = n−i.Weiterhin sei n > j ≥ n+ 1 − i. Dann gilt
(xi, yj) = (f(xi), f(yj)) = (λxi + xi+1, λyj + yj+1)

= (xi, yj) + λ(xi, yj+1) + λ(xi+1, yj) + (xi+1, yj+1)

= (xi, yj) + λ(xi, yj+1),da j > n− i. Also ist (xi, yj+1) = 0.(ii) Für i = 1 ist o�ensi
htli
h (xi, yk−i+1) = (−1)i+1(x1, yk). Sei also 1 < i ≤ kund
(xi−1, yk−(i−1)+1) = (−1)i(x1, yk).



26 KAPITEL 3. NORMALFORMEN ORTHOGONALER ABBILDUNGENWie in Lemma 3.1.8 (i) gilt
0 = λ(xi−1, yk−(i−1)+1) + λ(xi, yk−i+1) + (xi, yk−i+2).Wegen i+ (k − i+ 2) > k + 1 ist (xi, y(k+1)−i+1) = 0. Es folgt
(xi, yk−i+1) = −(xi−1, yk−(i−1)+1) = (−1)i+1(x1, yk).Mit diesen Hilfsmitteln können wir nun die mögli
hen Bilinearformen bere
h-nen, bezügli
h derer f orthogonal ist. Dies liefert Restriktionen an die Existenzorthogonal unzerlegbarer f -Moduln.Beispiel. Sei V ein ni
ht ausgearteter quadratis
her K-Raum und f ∈ O(V )mit Minimalpolynom (X − 1)4. Ist V orthogonal unzerlegbar, so ist V na
h Satz3.1.6 entweder vom Typ I(X−1)4 und es gibt eine Zerlegung V = V1 ⊕ V2 mitunzerlegbaren Moduln Vi oder V ist vom Typ II(X−1)4 .(i) Sei V vom Typ I(X−1)4 und seien (b1, . . . , b4) und (b5, . . . , b8) Jordanbasenvon V1 bzw. V2. Es bezei
hne G = ((bi, bj))i,j∈{1,...,8} die Matrix der Bilinearformvon V bzgl. der Basis (b1, . . . , b8). Dann hatG na
h Satz 3.1.9 und der Bemerkungvon Seite 22 die folgende Form:

G =




∗ ∗ a ∗ ∗ ∗ d
∗ −a ∗ ∗ −d
a ∗ d

−d
∗ ∗ ∗ −d ∗ ∗ c
∗ ∗ d ∗ −c
∗ −d c
d




.

(ii) Hat V den Typ II(X−1)4 und ist (b1, . . . , b4) eine Jordanbasis von V , sosieht die Matrix G = ((bi, bj))i,j∈{1,...,4} der Bilinearform von V wie folgt aus:
G =




∗ ∗ ∗ −a
∗ ∗ a
∗ −a
a


Weil V ni
ht ausgeartet ist, ist dabei a 6= 0 und, da die Bilinearform symmetris
hist, tritt dieser Fall nur auf, wenn Char(K) = 2 ist.Folgerung 3.1.10. (i) Ist Char(K) = 2 und ist die Bilinearform von einerquadratis
hen Form induziert, dann gibt es Moduln vom Typ II(X±1)n hö
hs-tens für gerade n.(ii) Bei ungerader Charakteristik gibt es Moduln vom Typ II(X±1)n hö
hstensfür ungerade n.



3.1. ORTHOGONALE ZERLEGUNGEN 27(iii) Ist Char(K) 6= 2 und V ein orthogonal unzerlegbarer Modul vom Typ
I(X±1)n , so ist n gerade.Beweis. (i) Sei V ein orthogonal unzerlegbar f -Modul vom Typ II(X±1)n und
(v1, . . . , vn) eine f -Jordanbasis von V . Wegen 3.1.9(i) gilt (vn, vj) = 0 für alle
j > 1. Für ungerades n folgt aus 3.1.9(ii), dass

(v1, vn) = ±
(
vn+1

2

, vn+1

2

)
= 2Q

(
vn+1

2

)
= 0ist. Das heiÿt, vn ∈ Rad(V ), was ein Widerspru
h zu V ni
ht ausgeartet ist.(ii) Sei V ein orthogonal unzerlegbar f -Modul vom Typ II(X±1)n und sei

(v1, . . . , vn) eine f -Jordanbasis von V . Für gerades n folgt aus 3.1.9 (ii),dass
(vn, v1) = (−1)n+1(v1, vn) = −(vn, v1),also vn ∈ Rad(V ) ist.(iii) Seien V1, V2 unzerlegbare Moduln mit V = V1 ⊕ V2. Sei (v1, . . . vn) eineJordanbasis von V1 und (w1, . . . wn) eine Jordanbasis von V2. Sei weiterhin Uder von v1+w1 erzeugte Teilmodul von V . Dann sind V1, V2 und U ausgeartet.Damit ist (v1, vn) = (w1, wn) = (v1 + w1, vn + wn) = 0. Das heiÿt

0 = (v1 + w1, vn + wn) = (v1, wn) + (vn, w1).Also ist (vn, w1) = −(v1, wn). Aus Satz 3.1.9(ii) folgt auÿerdem (vn, w1) =
(−1)n+1(v1, wn). Somit ist n gerade.De�nition 3.1.11. Sei (k, p) ∈ {I, II, III} × K[X]. Genau dann heiÿt (k, p)zulässiger Typ, wenn eine der folgenden Aussagen gilt:(i) Es ist k = I und p = (X ± 1)n für ein n ∈ N, wobei n gerade ist, falls
Char(K) 6= 2 ist.(ii) Es gibt ein irreduzibles, symmetris
hes q ∈ K[X] mit deg(q) > 1, so dass
p = qn für ein n ∈ N, und k = II.(iii) Es gilt k = II und p = (X±1)n, wobei n ungerade ist, falls Char(K) 6= 2ist, und n gerade ist, wenn Char(K) = 2 ist.(iv) Es gibt ein unsymmetris
hes und irreduzibles q ∈ K[X], so dass p =
(qq∗)n ist für ein n ∈ N. Auÿerdem ist k = III.Es bezei
hne T die Menge der zulässigen Typen aus {I, II, III} ×K[X].Satz 3.1.12. Ist t ∈ T ein zulässiger Typ, dann gibt es einen quadratis
henRaum V und eine orthogonale Abbildung f ∈ O(V ), so dass V ein orthogonalunzerlegbarer f -Modul vom Typ t ist.Beweis. Für Typ II wird der Satz in [Hup80b, 3.2, 3.4 und 3.5℄ bewiesen.Ist t = (III, p), dann gibt es na
h [Hup80b, 3.6℄ einen K-Vektorraum V mitsymmetris
her Bilinearform (·, ·) und ein f ∈ O(V ), so dass V ni
ht ausgearteter



28 KAPITEL 3. NORMALFORMEN ORTHOGONALER ABBILDUNGEN
f -Modul vom Typ t ist. Sei V = V1 ⊕ V2 mit unzerlegbaren f -Moduln Vi. De�-niert man Q(v1 + v2) := (v1, v2) für alle v1 ∈ V1 und v2 ∈ V2, dann ist Q einequadratis
he Form auf V , bezügli
h wel
her f orthogonal ist. Da V1 und V2 totalausgeartet sind, ist (x, y) = Q(x+ y) −Q(x) −Q(y).Im Fall des Typs I gilt die Behauptung bei ungerader Charakteristik na
h[Hup80a, 2.3 b)℄. Ist die Charakteristik gerade, so lässt si
h Aussage genau wieim Beweis von [Hup80a, 2.3 b)℄ zeigen.3.2 Die quadratis
hen Formen orthogonal unzer-legbarer ModulnIm letzten Abs
hnitt haben wir gesehen, zu wel
hen linearen Abbildungen f si
heine quadratis
he Form de�nieren lässt, so dass f orthogonal ist. Hier untersu
henwir nun genauer, wel
hes die mögli
hen f -invarianten quadratis
hen Formen sind.Zudem haben wir als Ziel, zu vers
hiedenen Ordnungen bis auf Konjugation diezyklis
hen orthogonalen Gruppen dieser Ordnungen zu �nden.Sei V ein quadratis
her Raum und f, g ∈ O(V ). Es sei V = V1 ⊥ V2 = W1 ⊥
W2 mit f -invarianten Teilräumen V1, V2 und g-invarianten Räumen W1,W2. Für
i ∈ {1, 2} sei der f -Modul Vi äquivalent zum g-Modul Wi in dem Sinne, dass eseine Isometrie hi : Vi → Wi gibt mit g∣∣

Wi
◦ hi = hi ◦ f |Vi

. De�niert man dannauf V eine Abbildung h dur
h h(x1 + x2) := h1(x1) + h2(x2) für xi ∈ Vi, so ist
h ∈ O(V ) und es ist h−1gh = f . Das heiÿt, f und g sind konjugiert in O(V ). Wirinteressieren uns in diesem Abs
hnitt deshalb insbesondere dafür, wel
he Modulnder einzelnen Typen es bis auf Äquivalenz gibt.Lemma 3.2.1. Sei V ein K-Vektorraum und unzerlegbarer f -Modul. Auÿerdemsei (v1, . . . , vn) eine f -Jordanbasis von V . Dann ist (w1, . . . , wn) genau dann eine
f -Jordanbasis von V , wenn es a1, . . . , an ∈ K gibt mit a1 6= 0, so dass wk =∑n

i=k ai−k+1vi ist.Beweis. �⇒�: Sei (w1, . . . , wn) eine f -Jordanbasis von V . Dann gibt es Elemente
a1, . . . , an ∈ K so dass w1 =

∑n
i=1 aivi ist.Sei 1 ≤ k < n und es gelte wk =

n∑
i=k

ai−k+1vi, dann ist
f(wk) =

n∑

i=k

ai−k+1f(vi) =

n∑

i=k

ai−k+1λvi +

n−1∑

i=k

ai−k+1vi+1

= λwk +

n∑

i=k+1

ai−1−k+1vi.Es folgt n∑
i=k+1

ai−(k+1)+1vi = f(wk) − λwk = wk+1.



3.2. QUADRATISCHE FORMEN 29�⇐�: Seien nun a1, . . . , an ∈ K, so dass a1 6= 0 und wk =
∑n

i=k ai−k+1vi ist füralle k. Aus a1 6= 0 folgt, dass (w1, . . . , wn) linear unabhängig, also eine Basis von
V , ist.Für k = n ist f(wn) = f(a1vn) = a1λvn = λwn. Ist nun 1 ≤ k < n, so gilt

f(wk) =

n∑

i=k

ai−k+1f(vi) =

n∑

i=k

ai−k+1λvi +

n−1∑

i=k

ai−k+1vi+1

= λ

n∑

i=k

ai−k+1vi +

n∑

i=k+1

ai−k−1+1vi = λwk + wk+1.Bemerkung. Die Basiswe
hselmatrix zum Basiswe
hsel aus obigem Satz hat alsodie folgende Form: 


a1 0 . . . 0

a2 a1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

an . . . a2 a1


3.2.1 Moduln vom Typ II(x±1)nLemma 3.2.2. SeiK ein Körper, p = X±1 ∈ K[X] und V ein ni
ht ausgearteterquadratis
her K-Raum. Weiterhin sei f eine orthogonale Abbildung von V , sodass V ein unzerlegbarer f -Modul vom Typ IIpn ist. Sei i < n

2
und v ∈ V \p(f)(V ),dann gibt es ein w ∈ V \ p(f)(V ), so dass

Q(pj(f)(w)) = Q(pj(f)(v)) für alle j ≥ i und
Q(pi−1(f)(w)) = 0.Beweis. Da V ni
ht ausgeartet ist, gilt (pn−1(f)(v), v) 6= 0. Wegen Satz 3.1.9 istalso (pi−1(f)(v), pn−i(f)(v)) 6= 0. De�niere

α := −
Q(pi−1(f)(v))

(pi−1(f)(v), pn−i(f)(v))
und w := v + αpn−2i+1(f)v.Sei j ≥ i − 1. Mit i < n

2
folgt n − 2i + 1 + j ≥ n − i > n

2
. Aus Satz 3.1.9 undLemma 3.1.8 ergibt si
h somit, dass Q(pn−2i+1+j(f)(v)) = 0 ist. Für j = i−1 giltalso

Q(pi−1(f)(w)) = Q(pi−1(f)(v) + αpn−i(f)(v))

= Q(pi−1(f)(v)) + α(pi−1(f)(v), pn−i(f)(v)) = 0.Sei nun j > i − 1. Dann ist j + n − 2i + 1 + j = n − 2i + 1 + 2j > n − 1,woraus (pj(f)(v), pn−2i+1+j(f)(v)) = 0 folgt. Damit ist
Q(pj(f)(w)) = Q(pj(f)(v) + αpj+n−2i+1(f)(v)) = Q(pj(f)(v)).



30 KAPITEL 3. NORMALFORMEN ORTHOGONALER ABBILDUNGENBeispiel. Sei V ein quadratis
her K-Raum, Char(K) 6= 2 und f ∈ O(V ), so dass
V ein f -Modul vom Typ II(X−1)n ist. Dann folgt aus Lemma 3.2.2, dass es eine
f -Jordanbasis von V gibt, so dass die Matrix G der Bilinearform bezügli
h dieserBasis wie folgt aussieht.

G =




0 . . . 0 ∗ . . . ∗ a
...

...
... . .

.

0 . . . 0 ∗ . .
.

∗ . . . ∗ ±a
... . .

.
. .
.

∗ . .
.

a


Wegen Lemma 3.1.8 ist dabei G eindeutig dur
h a bestimmt.Satz 3.2.3. Sei K ein endli
her Körper mit Char(K) 6= 2 und p = X ± 1 ∈

K[X]. Für i ∈ {1, 2} sei Vi ein K-Vektorraum mit quadratis
her Form Qi und
fi ∈ O(Vi), so dass Vi ein ni
ht ausgearteter unzerlegbarer fi-Modul vom Typ IIpnist. Bezei
hne βi die von Qi induzierte Bilinearform auf Vi. Folgende Aussagensind äquivalent:(i) V1 ist isometris
h zu V2, das heiÿt, es gibt einen Isomorphismus h : V1 →

V2 mit Q2(h(x)) = Q1(x) für alle x ∈ V1.(ii) Ist u ∈ V1 \ p(f1)(V1) und w ∈ V2 \ p(f2)(V2), dann ist
β1

(
pn−1(f1)u, u

)
β2

(
pn−1(f2)w,w

)−1ein Quadrat in K.(iii) Es gibt eine Isometrie h : V1 → V2 mit h ◦ f1 = f2 ◦ h.Beweis. Sei K� := {a2 | a ∈ K∗}.�(i)⇒ (ii)�: Sei u ∈ V1 \ p(f1)(V1) und w ∈ V2 \ p(f2)(V2) beliebig.Dann ist b1 := (p0(f1)(u), . . . , p
n−1(f1)(u)) eine f1 Jordanbasis von V1, und b2 :=

(p0(f2)(w), . . . , pn−1(f2)(w)) eine f2 Jordanbasis von V2. Für i ∈ {1, 2} bezei
hne
Gi die Matrix der Bilinearform auf Vi bezügli
h der Basis bi.Aus (i) folgt det(G1) det(G2)

−1 ∈ K�. Da n ungerade ist ergibt si
h aus Satz3.1.9, dass det(G1) = β1(u, p
n−1(f1)(u))

n und det(G2) = β2(w, p
n−1(f2)(w))n ist,woraus die Behauptung folgt.�(ii)⇒ (iii)�: Na
h 3.2.2 kann man eine f1-Jordanbasis b1 = (u1, . . . , un) von

V1 und eine f2-Jordanbasis b2 = (w1, . . . , wn) von V2 so wählen, dass Q(ui) =
Q(wi) = 0 ist für alle i < n

2
. Wegen (ii) ist

β1(u1, un)β2(w1, wn)
−1 = β1(u1, p

n−1(f1)(u1))β2(w1, p
n−1(f2)(w1))

−1 ∈ K�.Sei a ∈ K mit a2 = β1(u1, un)β2(w1, wn)
−1. De�niere h : V1 → V2 dur
h lineareFortsetzung von ui 7→ awi.



3.2. QUADRATISCHE FORMEN 31Satz 3.2.4. Sei K ein endli
her Körper mit Char(K) = 2 und p = X+1 ∈ K[X].Weiterhin sei V ein K-Vektorraum mit quadratis
her Form Q und f ∈ O(V ), sodass V ein ni
ht ausgearteter unzerlegbarer f -Modul vom Typ IIpn ist. Dann sindäquivalent:(i) Der Wittindex von V ist n
2
.(ii) Es gibt ein v ∈ p

n
2
−1(f)(V ) \ p

n
2 (f)(V ) mit Q(v) = 0.Beweis. Sei U := p

n
2
+1(f)(V ). Mit 3.1.9 folgt, dass U total singulär und U⊥ =

p
n
2
−1(f)(V ) ist.�(ii) ⇒ (i)�: Ist v ∈ p

n
2
−1(f)(V ) \ p

n
2 (f)(V ) mit Q(v) = 0, so ist W := U ⊕〈v〉ein total singulärer Teilraum von V mit

dimW = dimU + 1 = n−
(n

2
+ 1
)

+ 1 =
n

2
.�(i) ⇒ (ii)�: Ist der Wittindex von V glei
h n

2
, so gibt es einen total singulärenTeilraum von V , der U enthält. Da

U⊥ = p
n
2
−1(f)(V ) =

〈
p

n
2
−1(f)(v), p

n
2 (f)(v)

〉
⊕ Uist gibt es ein w ∈

〈
p

n
2
−1(f)(v), p

n
2 (f)(v)

〉 mit Q(w) = 0. Aus Q(p
n
2 (f)(v)) 6= 0folgt w ∈ p

n
2
−1(f)(V ) \ p

n
2 (f)(V ).Satz 3.2.5. Sei K ein endli
her Körper mit Char(K) = 2 und p = X+1 ∈ K[X].Für i ∈ {1, 2} sei (Vi, Qi) ein quadratis
her K-Vektorraum und fi ∈ O(Vi), sodass Vi ein ni
ht ausgearteter unzerlegbarer fi-Modul vom Typ IIpn ist. FolgendeAussagen sind äquivalent(i) V1 ist isometris
h zu V2.(ii) Es gibt eine Isometrie h : V1 → V2 mit h ◦ f1 = f2 ◦ h.Beweis. Hat V1 den Wittindex n

2
, so gibt es ein v ∈ p

n
2
−1 (f1) (V1) \ p

n
2 (f1) (V1)mit Q (v1) = 0. Mit Lemma 3.2.2 folgt, dass es ein w ∈ V1 \ p (f1) (V1) gibt mit

Q (pi) (f1) (w) = 0 für alle i ≤ n
2
. O.B.dA sei Q (pn

2 (f1) (w)
)

= 1. Falls (i) gilt,so gibt es analog ein u ∈ V2 \ p (f2) (V2) mit Q (pi) (f2) (w) = 0 für alle i ≤ n
2
und

Q
(
p

n
2 (f2) (w)

)
= 1. Ist die Abbildung h : V1 → V2 dur
h lineare Fortsetzung von

pi (f1) (w) 7→ pi (f2) (u) de�niert, so gilt h ◦ f1 = f2 ◦ h und Q2 (h (x)) = Q1 (x)für alle x ∈ V1.Der Wittindex von V1 und V2 sei nun kleiner als n
2
. Für i ∈ {1, 2} sei vi ∈

p
n
2
−1 (fi) (Vi) \ p

n
2 (fi) (Vi) mit Q(p(fi)(vi) = 1. Dann ist Q(vi) +X +X2 ∈ K[X]irreduzibel. Es folgt, dass Q(v1) +Q(v2) +X +X2 reduzibel ist.Sei α ∈ K mit Q (v1) + α + α2 = Q (v2) und de�niere u := v1 + αp (f1) (v1).Dann ist u ∈ V1 \ p (f1) (V1). Auÿerdem gilt

Q (u) = Q (v2) und Q (p (f1) (u)) = Q (p (f2) (v2)) .



32 KAPITEL 3. NORMALFORMEN ORTHOGONALER ABBILDUNGENMit Lemma 3.2.2 folgt, dass es w1 ∈ V1 \ p (f1) (V1) und w2 ∈ V2 \ p (f2) (V2) gibt,so dass
Q
(
pi (f1) (w1)

)
= Q

(
pi (f2) (w2)

)
= 0 für i < n

2
− 1,

Q
(
p

n
2
−1 (f1) (w1)

)
= Q

(
p

n
2
−1 (f2) (w2)

)und Q
(
p

n
2 (f1) (w1)

)
= Q

(
p

n
2 (f2) (w2)

)
= 1.De�niert man h : V1 → V2 als lineare Fortsetzung von pi (f1) (w1) 7→ pi (f2) (w2),dann gilt h ◦ f1 = f2 ◦ h und Q2 (h (x)) = Q1 (x) für alle x ∈ V1.3.2.2 Moduln vom Typ I(x±1)nIst V ein quadratis
her K-Raum, Char(K) 6= 2 und V ein f -Modul vom Typ

I(X±1)n , dann gibt es na
h [Hup80a, 2.4℄ total singuläre f -Moduln W1,W2, sodass V = W1 ⊕ W2. Falls CharK = 2, so gilt diese Aussage ni
ht mehr, wiefolgendes Beispiel zeigt.Beispiel. Sei K = GF(8), V := K2 und f die Identität auf V . Die quadratis
heForm auf V sei de�niert dur
h Q(x) := x2
1 +x1x2 +x2

2. Dann ist V vom Typ IX−1und es gibt keine total singulären Räume V1, V2, so dass V = V1 ⊕ V2 ist.Es gibt im allgemeinen au
h keine Zerlegung V = W1 ⊕W2 mit total ausge-arteten Teilmoduln W1,W2, vgl. Beispiel 2.5 in [Hup80a℄.Wir werden im Folgenden zeigen, dass es für Moduln vom Typ I(X±1)n mitgeradem n eine Zerlegung mit total singuläre Teilmoduln gibt. Im Fall ungeraderCharakteristik gilt dies wegen 3.1.10 dann insbesondere für alle Moduln vomTyp I.Satz 3.2.6. Sei V ein f -Modul vom Typ I(X±1)n . Dann gibt es f -invariante Teil-räume U , W mit Jordanbasen (u1, . . . , un) und (w1, . . . , wn) von U und W , sodass V = U ⊕W und Q(vi) = Q(wi) = 0 für i ≤ n
2
.Beweis. Sei V = U ⊕W mit f -invarianten Teilräumen U und W .Sei 1 ≤ i0 ≤

n
2
, so dass Q(uj) = 0 ist für i0 + 1 ≤ j ≤ n

2
. Wegen Lemma 3.1.9ist (ui0, wn−i0+1) = ±(u1, wn) 6= 0. De�niere α := −

Q(ui0
)

(ui0
,wn−i0+1)

und
u′j :=

{
uj − αwn−2i0+j+1, falls j ≤ 2i0 − 1

uj, sonstDann ist (u′1, . . . , u
′
n) eine f -Jordanbasis und es gilt V = 〈u′1, . . . , u

′
n〉 ⊕W . Für

j > 2i0 − 1 ist o�ensi
htli
h Q(u′j) = Q(uj).Sei nun i0 ≤ j ≤ 2i0 − 1. Aus j ≥ i0 und i0 ≤ n
2
folgt

n− 2i0 + j + 1 ≥ n− i0 + 1 ≥ n−
n

2
+ 1 =

n

2
+ 1.



3.2. QUADRATISCHE FORMEN 33Da U ausgeartet ist, gilt un ∈ Rad(U). Wegen 3.1.9 ist damit (ui, uj) = 0für j ≥ n − i + 1. Also ist Q(ui) = ±(ui, ui−1) = 0 für i ≥ n
2

+ 1. Das heiÿt
Q(un−2i0+j+1) = 0, so dass

Q(u′j) = Q(uj) −
Q(ui0)

(ui0, wn−i0+1)
(uj, wn−2i0+j+1),woraus Q(u′i0) = 0 folgt. Falls j > i0 ist, so gilt n− 2i0 + j + 1 > n− j + 1, alsoist (vj , wn−2i0+j+1) = 0 und somit Q(wj) = Q(vj).Folgerung 3.2.7. Ist n gerade und V ein f -Modul vom Typ I(X±1)n , so gibt estotal singuläre f -Moduln U , W , so dass V = U ⊕W gilt.Beweis. Wie in Satz 3.2.6 sei V = U ⊕ W mit f -invarianten Räumen U , Wund seien (u1, . . . , un) und (w1, . . . , wn) Jordanbasen von U resp. W , so dass

Q(vi) = Q(wi) = 0 ist für i ≤ n
2
.Da V orthogonal unzerlegbar ist, sind U und W ausgeartet, so dass un ∈

Rad(U), vgl. Bemerkung S. 22. Wegen Satz 3.1.9 (ii) ist also (ui, uj) = 0 für
i+ j ≥ n + 1 und mit Lemma 3.1.8 folgt Q(ui) = ±(ui, ui−1) = 0 für i ≥ n

2
+ 1.Damit ist, da n gerade ist, Q(ui) = 0 für 1 ≤ i ≤ n. Somit ist U total singulär.Analog ist W total singulär.Lemma 3.2.8. Sei V = V1 ⊕ V2 ein ni
ht ausgearteter quadratis
her Raum und

f ∈ O(V ). Des Weiteren seien V1 und V2 total singulär und f -invariant. Sei
(v1, . . . , vn) eine Basis von V1. Dann gilt:(i) Es gibt eine Basis (vn+1, . . . , v2n) von V2 so dass BV := (v1, . . . , v2n) einehyperbolis
he Basis von V ist.(ii) Ist A die Matrix von f ∣∣

V1
bezügli
h der Basis (v1, . . . , vn), so ist (A A−t

)die Matrix zu f bezügli
h BV .Beweis. (i) Allgemein gilt: Sind x1, . . . , xi ∈ V , dann ist dim(〈x1, . . . , xi〉
⊥) ≥

dim(V ) − i.Also ist dim 〈v2, . . . , vn〉
⊥ ≥ n + 1 und es gibt ein vn+1 ∈ V2 ∩ 〈v2, . . . , vn〉

⊥.Da V ni
ht ausgeartet ist, ist 〈v1, vn+1〉 eine hyperbolis
he Ebene. Per Induktionergibt si
h die Behauptung.(ii) Ist M die Matrix zu fV bezügli
h der Basis BV , dann ist MGM t = G,wobei G die zur Bilinearform gehörige Matrix ist. Es folgt direkt, dass M =(
A
A−t

) ist.Lemma 3.2.9. Sei n gerade und p = (X±1)n. Seien V,W zwei ni
ht ausgeartetequadratis
he Räume und fV , fW orthogonale Abbildungen auf V resp. W , so dass
V und W als fV - resp. fW -Moduln vom Typ Ip sind. Dann gibt es eine Isometrie
h : V →W , so dass h ◦ fV = fW ◦ h ist.



34 KAPITEL 3. NORMALFORMEN ORTHOGONALER ABBILDUNGENBeweis. Wir wählen Zerlegungen V = V1 ⊕ V2 und W = W1 ⊕ W2 mit totalsingulären Teilmoduln Vi, Wi. Seien BV1
und BW1

Jordanbasen von V1 resp. W1.Wie in Lemma 3.2.8 ergänzen wir diese Basen zu hyperbolis
hen Basen BV und
BW von V resp. W . Die Matrizen von fV und fW bezügli
h diesen Basen sinddann glei
h und es folgt die Behauptung.3.2.3 Moduln vom Typ IIIpp∗Lemma 3.2.10. Sei K ein Körper mit Char(K) = 2, V ein quadratis
her K-Raum und f ∈ O(V ), so dass V ein unzerlegbarer f -Modul ist. Des Weiteren sei
pn das Minimalpolynom von f mit irreduziblem p ∈ K[X]. Ist V total ausgeartetaber ni
ht total singulär, so ist p = X + 1.Beweis. Sei V total ausgeartet und x ∈ V \ p(f)(V ). Dann gilt

Q(x+ f(x)) = Q(x) +Q(f(x)) + (x, f(x)) = 0.Falls p 6= X + 1, so ist y := x+ f(x) ∈ V \ p(f)(V ). Da V =
〈
y, f(y), . . . , fk(y)

〉für k = n · deg(p), ist V total singulär.Folgerung 3.2.11. Sei V = V1 ⊕ V2 ein ni
ht ausgearteter quadratis
her K-Raum, f ∈ O(V ), so dass V ein orthogonal unzerlegbarer f -Modul vom Typ
IIIpp∗ ist mit f -invarianten V1, V2. Dann sind V1, V2 total singulär.Satz 3.2.12. Seien V,W zwei ni
ht ausgeartete quadratis
he K-Räume und fV ,
fW orthogonale Abbildungen auf V resp. W . Weiterhin seien V und W als fV -bzw. fW -Moduln vom Typ IIIpp∗. Dann gibt es eine Isometrie h : V →W , so dass
h ◦ fV = fW ◦ h ist.Beweis. Seien V = V1 ⊕ V2 und W = W1 ⊕W2 Zerlegungen in Teilmoduln, sodass V1 und W1 dasselbe Minimalpolynom haben. Wähle Basen BV1

von V1 und
BW1

von W1, so dass die Matrizen von fV auf V1 und fW auf W1 bezügli
h dieserBasen glei
h sind. Mit Lemma 3.2.8 ist es mögli
h, hyperbolis
he Basen von VundW zu wählen, sodass fV und fW in der jeweiligen Basis die selbe darstellendeMatrix haben.3.2.4 Moduln vom Typ IIpnIn diesem Abs
hnitt betra
hten wir Moduln vom Typ IIpn mit irreduziblem p 6=
(X ± 1).Lemma 3.2.13. Sei V ein ni
ht ausgearteter quadratis
her Raum und f ∈ O(V ),so dass V ein unzerlegbarer f -Modul vom Typ IIpn ist mit irreduziblem p. Ist
p 6= (X ± 1), so ist deg(p) und somit dim(V ), gerade.



3.2. QUADRATISCHE FORMEN 35Beweis. Sei d ungerade und p =
∑d

i=0 aiX
i mit ad = 1. Da p symmetris
h ist,folgt a0ad−i = ai für 1 ≤ i ≤ d. Mit ad = 1 ergibt si
h insbesondere, dass a0 = ±1ist. Es gilt nun

p =

d−1

2∑

i=0

aiX
i +

d∑

i= d+1

2

a0ad−iX
i =

d−1

2∑

i=0

aiX
i + a0

d−1

2∑

j=0

ajX
d−j

=

d−1

2∑

i=0

ai(X
i + a0X

d−i).Falls a0 = −1 ist, so ist p(1) = 0 und für a0 = 1 ist p(−1) = 0. Das heiÿt, (X±1)teilt p.Sei g eine lineare Abbildung eines Vektorraums W , so dass W ein unzerlegba-rer g-Modul ist. g habe das Minimalpolynom pd mit irreduziblem symmetris
hem
p 6= X ± 1. Na
h [Hup80b, 3.2, 3.5℄ lässt si
h auf W eine quadratis
he Form sode�nieren, dass W ni
ht ausgeartet und g eine orthogonale Abbildung ist. Um ei-ne sol
he quadratis
he Form konkret zu bestimmen, ist die folgende Beoba
htunghilfrei
h.Sei V ein quadratis
her Raum und f ∈ O(V ), so dass V ein unzerlegbarer
f -Modul ist. Es sei an = 1 und p =

∑n
i=0 aiX

i das Minimalpolynom von f . Für
v ∈ V und j ≤ n gilt dann:

(f j(v), v) = (fn(v), fn−j(v)) = −
n−1∑

i=0

ai(f
i(v), fn−j(v))

= −

n−j∑

i=0

ai(v, f
n−j−i(v)) −

n−1∑

n−j+1

ai(f
i−j+n(v), v)(3.1)

= −

n−j∑

k=0

an−j−k(v, f
k(v)) −

j−1∑

k=1

ak+n−j(f
k(v), v).Das heiÿt, falls j > n

2
ist oder j = n

2
und a0 + 1 6= 0 ist, so ist (f j(v), v)dur
h (v, v), (f(v), v), . . . , (f j−1(v), v) bestimmt. Für Q(v) erhält man dur
h eineähnli
he Re
hnung die folgende Formel:(3.2) (

1 −
n−2∑

i=0

a2
i

)
Q(v) =

∑

i<j≤n−1

aiaj(v, f
j−i(v)).Wählen wir also eine Basis der Form (w, g(w), . . . , gn−1(w)) von W , so könnenwir (3.1) und (3.2) verwenden um eine Matrix G zu bestimmen, die bezügli
h dergegebenen Basis eine quadratis
he Form auf W de�niert, so dass g orthogonalist.



36 KAPITEL 3. NORMALFORMEN ORTHOGONALER ABBILDUNGENBeispiel. Sei K = GF(7) und p = X2 + αX + 1 ∈ K[X] irreduzibel. Auÿerdemsei V ein ni
ht ausgearteter quadratis
her K-Raum und f ∈ O(V ), so dass V als
f -Modul vom Typ IIp ist. Es gibt ein v ∈ V mit Q(v) = 1 (s. [Gro02, 4.8℄). ImFall deg(p) = 2 vereinfa
ht si
h (3.1) zu

(1 + a0)(f(v), v) = −a1(v, v).Also gilt (f(v), v) = −α
2
(v, v) = −α. Bezügli
h der Basis (v, f(v)) ist damit(

2 −α
−α 2

) die Matrix der Bilinearform von V .In den Tabellen in Anhang A ist zu sehen, wel
he Moduln vom Typ IIp zuden für die Ovoidsu
he in dieser Arbeit betra
hteten orthogonalen Abbildungentatsä
hli
h aufgetreten sind. In allen Fällen mit deg(p) > 1 ist hier p irreduzibelund oft ist deg(p) = 2. Es ist deshalb lei
ht mögli
h mit Hilfe von (3.1), (3.2)und gegebenenfalls des Computers die mögli
hen quadratis
hen Formen zu diesenTypen zu bestimmen.Im allgemeinen Fall gilt, dass irreduzible Moduln vom Typ IIp ni
ht maxima-len Wittindex haben, wenn deg(p) > 1 ist [Hup70, Satz 3 a),b)℄.Für Körper K ungerader Charakteristik klassi�ziert Zassenhaus in [Zas58℄Paare (X,G) von (n× n)-Matrizen über K, wobei G die Matrix einer symmetri-s
hen Bilinearform auf Kn und X die Matrix einer bezügli
h dieser Bilinearformorthogonalen Abbildung auf Kn ist. Eine Normalform für Matrixpaare, die einenorthogonal unzerlegbaren Modul vom Typ II de�nieren, �ndet si
h in dabei in[Zas58, � 3, Thm. 1 b)℄.3.3 Typen orthogonaler ZerlegungenSei V ein quadratis
her Raum und f ∈ O(V ). Aus Abs
hnitt 3.1 sind die mögli-
hen Typen der orthogonal unzerlegbaren f -Moduln von V bekannt. Wir verallge-meinern hier nun den Begri� des Typs von unzerlegbaren Moduln und de�nierenTypen von orthogonalen Zerlegungen. Dann geben wir einen Algorithmus an, derdie mögli
hen Typen von Zerlegungen zu orthogonalen Abbildungen vorgegebe-ner Ordnung bere
hnet.Sei V ein quadratis
her K-Raum, f ∈ O(V ) und V = V1 ⊥ · · · ⊥ Vr eineZerlegung von V in orthogonal unzerlegbare f -Moduln. Dann bezei
hnen wir
{V1, . . . , Vr} als f -Zerlegung von V .Wir s
hreiben in diesem Abs
hnitt Jx1, . . . , xnK für die Mehrfa
hmenge zumTupel (x1, . . . , xn).De�nition 3.3.1. Sei T die Menge der zulässigen Typen na
h De�nition 3.1.11und Z := {V1, . . . , Vr} eine f -Zerlegung eines quadratis
hen Raums V . Ist ti ∈ Tder Typ des f -Moduls Vi für 1 ≤ i ≤ r, dann heiÿt

τ(f, Z) := Jt1, . . . , trK



3.3. TYPEN ORTHOGONALER ZERLEGUNGEN 37der f -Typ der Zerlegung Z.Wir s
hreiben au
h t1 ⊥ · · · ⊥ tr für den Typ von Z.Im Fall gerader Charakteristik ist es mögli
h, dass es zu einem quadratis
henRaum V und einer Abbildung f ∈ O(V ) mehrere f -Zerlegungen von V mitvers
hiedenem Typ gibt, wie im folgenden Beispiel zu sehen ist.Beispiel. Sei K ein Körper mit Char(K) = 2, V := K6 und e1, . . . , e6 eine Basisvon V . SeiQ : V → K de�niert dur
h Q(
∑
aiei) := a1a2+a

2
2+a3a4+a

2
4+a5a6+a

2
5.Des Weiteren sei f ∈ GL(V ), mit

f(ei) =

{
ei + ei+1, falls i ∈ {1, 3, 5}

ei, falls i ∈ {2, 4, 6}.Dann ist f ∈ O(V ) und für i ∈ {1, 2, 3} ist Vi := 〈e2i−1, e2i〉 ein f -Moduln vomTyp II(X−1)2 . Also ist V = V1 ⊥ V2 ⊥ V3 eine f -Zerlegung vom Typ
II(X−1)2 ⊥ II(X−1)2 ⊥ II(X−1)2 .Sei nun v := e3 + e5 und w := e1 + e5. Auÿerdem sei

U1 := 〈v, f(v)〉 und U2 := 〈w, f(w)〉 .In [Hup80a, 2.2.b)℄ ist gezeigt, dass im Fall gerader Charakteristik ein ni
ht ausge-arteter Modul V = V1⊕V2 mit Minimalpolynom (X+1)n orthogonal unzerlegbarist, falls V1, V2 ausgeartete unzerlegbare Moduln sind (und die Bilinearform auf
V symmetris
h oder symplektis
h ist).Da (v, f(v)) = (e3, e4)+(e5, e6) = 0 und (w, f(w)) = (e1, e2)+(e5, e6) = 0 ist,sind U1 und U2 ausgeartet. U1 +U2 ist jedo
h ni
ht ausgeartet, sodass U1⊕U2 einorthogonal unzerlegbarer f -Modul vom Typ I(X−1)2 ist. Also ist V = (U1 ⊕U2) ⊥
(U1 ⊕ U2)

⊥ eine Zerlegung von V vom Typ I(X−1)2 ⊥ II(X−1)2 .Für g ∈ O(V ) sei im Folgenden ḡ ∈ PO(V ) das Bild des kanonis
hen Epi-morphismus. Sei f ∈ O(V ) und Z eine f -Zerlegung von V . Dann ist Z eine
g-Zerlegung von V für alle g ∈ O(V ) mit 〈ḡ〉 =

〈
f̄
〉. Gegebenenfalls sind jedo
hder g-Typ und der f -Typ von Z vers
hieden.De�nition 3.3.2. Ist f ∈ O(V ) und und Z eine f -Zerlegung von V , dann sei(i) τ(〈f〉 , Z) := {τ(g, Z) | g ∈ O(V ), 〈g〉 = 〈f〉} der 〈f〉-Typ der Zerlegung Zund(ii) τ(〈f̄〉 , Z) :=

{
τ(g, Z) | g ∈ O(V ), 〈ḡ〉 =

〈
f̄
〉} der 〈f̄〉-Typ von Z.



38 KAPITEL 3. NORMALFORMEN ORTHOGONALER ABBILDUNGENUnser Ziel ist es nun einen Algorithmus anzugeben, der zu gegebener Ordnung
d ∈ N Repräsentanten zu allen 〈f̄〉-Typen von Zerlegungen bere
hnet, für die〈
f̄
〉
≤ PO(V ) und ord(f̄) = d ist.Bea
hte: Ist (k, p) ∈ T der Typ eines orthogonal unzerlegbaren f -Moduls Uund ist 〈f〉 = 〈±g〉, so hat U als g-Modul den Typ (k, q), wobei q das Minimal-polynom von g ist. Da si
h ledigli
h die Polynomkomponente des Typs ändert,bes
hränken wir uns nun auf die Betra
htung der Minimalpolynome.Notation. Ist g ∈ O(V ) und W ein g-invarianter Teilraum von V , so bezei
hne

µW (g) das Minimalpolynom von g∣∣
W
.Sei g = λfk mit k ∈ N und λ ∈ K und sei W ein f -invarianter Teilraum von

V . Dann hängt das Minimalpolynom von g∣∣
W

nur von λ, k und µW (f) ab. Wirkönnen µW (g) wie folgt bestimmen:Ist CµW (f) die Begleitmatrix des Polynoms µW (f), dann ist µW (g) das Mini-malpolynom von λCk
µW (f). Wir führen die folgende Bezei
hnung ein:Notation. Sei k ∈ N, λ ∈ K und p ∈ K[X] \ {0}. Dann bezei
hne p[λ,k] dasMinimalpolynom von λCk

p , wobei Cp die Begleitmatrix des Polynoms p ist.Sei nun f ∈ O(V ) und Z = {V1, . . . , Vr} eine f -Zerlegung von V . De�niere
µZ(f) := JµV1

(f), . . . , µVr
(f)K und

µZ(f)[λ,k] := JµV1
(f)[λ,k], . . . , µVr

(f)[λ,k]Kfür k ∈ N und λ ∈ K. Auÿerdem sei
T
(〈
f̄
〉
, Z
)

:=
{
µZ(g) | g ∈ O(V ), 〈ḡ〉 =

〈
f̄
〉}
.Dann gilt:

T
(〈
f̄
〉
, Z
)

=
{
µZ(g) | ggT(ord(f̄), k) = 1, g = ±fk

}

=
{
µZ(f)[λ,k]

∣∣ ggT(ord(f̄), k) = 1, λ = ±1
}
.Sei nun V ein n-dimensionaler K-Raum und d ∈ N. Des Weiteren sei Gd :=

{G ≤ PO(V ) | G zyklis
h, ord(G) = d}. Mit dem folgenden S
hema bere
hnetman dann alle Zerlegungstypen, die als G-Typ für Gruppen G ∈ Gd vorkommenkönnen.(i) Bere
hne alle Teiler q von Xd − 1 bzw. Xd + 1 die in einem zulässigen Typ
(k, q) ∈ T auftreten.(ii) Bilde die MengeM aller Mehrfa
hmengen von Polynomen, die zu zulässigenZerlegungstypen gehören, d.h. aller Mehrfa
hmengen, für die die Summe derGrade kleiner als n + 1 ist. Weiterhin muss die Ordnung der zugehörigenBegleitmatrix d sein.



3.3. TYPEN ORTHOGONALER ZERLEGUNGEN 39(iii) Bilde die Klassen {m[λ,k]
∣∣ ggT(d, k) = 1, λ = ±1

} der Elemente m ∈ M .Sei {m1, . . . , ml} ein Repräsentantensystem der Menge dieser Klassen.(iv) Ergänze jeden Repräsentanten mi = Jq1, . . . , qrK zu einer Liste (na
h De�-nition 3.1.11) zulässiger Typen J(k1, q1), . . . , (kj, qr)K.Ist d ungerade, so führt die folgende Beoba
htung zu einer Vereinfa
hung: Ist
G ≤ PO(V ) zyklis
h mit ord(G) = d, so gibt es ein f ∈ O(V ), mit ord(f) =
ord(G) und G =

〈
f
〉. Denn ist f ∈ O(V ) mit G =

〈
f
〉, dann ist fd = ±1. Falls

fd = −1 ist, so gilt ord(f 2) = a und 〈f 2〉 = G, da d ungerade ist.Su
hen wir also die Typen von Zerlegungen, die zu zyklis
hen Gruppen G ≤
PO(V ) ungerader Ordnung d gehören können, so genügt es, die Repräsentantender 〈f〉-Typen von Zerlegungen zu Abbildungen f ∈ O(V ) mit ord(f) = d zubestimmen.In S
hritt (i) werden in diesem Fall nur Teiler von Xd − 1 bere
hnet und inS
hritt (iii) bildet man dann die Klassen

{
m[1,k]

∣∣ ggT(d, k) = 1
}Eine genauere Formulierung des Verfahrens zur Bestimmung der Zerlegungs-typen �ndet si
h in Algorithmus 3.3.3.Beispiel. Sei V = V +(8, 7) und d := 19. In GF(7)[X] gilt

X19 − 1 =(X3 + 2X − 1)(X3 + 3X2 + 3X − 1)(X3 + 4X2 +X − 1)

(X3 + 5X2 − 1)(X3 + 4X2 + 4X − 1)(X3 −X2 + 3X − 1)(X − 1).Ist f ∈ O(V ) mit ord(f) = 19 und ist Z eine f -Zerlegung von V , so ist Z voneinem der folgenden drei Typen:
JIII(X3+2X−1)(X3+5X2−1), IIX−1, IIX−1K

JIII(X3+3X2+3X−1)(X3+4X2+4X−1), IIX−1, IIX−1K

JIII(X3+4X2+X−1)(X3−X2+3X−1), IIX−1, IIX−1K.Sei p0 := X − 1, p1 := X3 + 2X − 1, p2 := X3 + 3X2 + 3X − 1 und p3 :=
X3 + 4X2 +X − 1. Dann ist

(p1p
∗
1)

[1,2] = p2p
∗
2 und (p1p

∗
1)

[1,4] = p3p
∗
3.Das heiÿt, der 〈f〉-Typ von Z ist

{JIIp0
, IIp0

, IIIp1p∗
1
K, JIIp0

, IIp0
, IIIp2p∗

2
K, JIIp0

, IIp0
, IIIp3p∗

3
K}.Es gibt also ein g ∈ O(V ), so dass 〈g〉 = 〈f〉 und Z eine g-Zerlegung vom Typ

JIIp0
, IIp0

, IIIp1p∗
1
K ist.



40 KAPITEL 3. NORMALFORMEN ORTHOGONALER ABBILDUNGEN
Algorithmus 3.3.3 Zerlegungs-TypenEingabe: K Körper, n, d ∈ NAusgabe: Eine Liste L von Typen von Zerlegungen für die folgendes gilt: Ist V ein n-dimensionaler quadratis
her K-Raum und G eine zyklis
he Untergruppe von PO(V )der Ordnung d, dann gibt es ein f ∈ O(V ) mit 〈f〉 = G und eine Zerlegung V =
V1 ⊥ · · · ⊥ Vr in orthogonal unzerlegbare f -Moduln, deren Typ in L ist.pro
edure Zerlegungstypen(K, n, d)Sei Λ :=

{
{1}, falls dungerade
{1,−1}, falls d gerade.for λ ∈ Λ doDe�niere P := Xd − λ ∈ K[X]Bere
hne eine Faktorisierung Πk

i=1p
ei

i von P mit irreduziblen,normierten, paarweise teilerfremden Polynomen p1, . . . , pk.Setze A := {pe
i | pi symm., e < ei} ∪ {(pip

∗
i )

e) | pi unsymm., e < ei}Sei
Mλ :=

{
Jq1, . . . , qrK

∣∣∣∣ r ∈ N, qi ∈ A,

r∑

i=1

deg(qi) ≤ n,

kgV{q1, . . . , qr} ∤ (Xj ± 1) für alle j < d

}for m ∈Mλ und k ∈ N mit ggT(k, d) = 1 doif m[1,k] 6= m thenEntferne m[1,k] aus Mλ.end ifif d gerade, Char(K) 6= 2 und m[−1,k] 6= m thenEntferne m[−1,k] aus Mλ.end ifend forend forSetze M :=
⋃

λ∈ΛMλ und
δ : T → N, (k, p) 7→

{
2 deg(p), falls k = I

deg(p), falls k ∈ {II, III}Für m = Jq1, . . . qrK ∈M sei
Tm :=

{
J(k1, q1), . . . (kr, qr)K | (ki, qi) ∈ T,

r∑

i=1

δ(ki, qi) = n
}
.return ⋃

m∈M Tmend pro
edure



3.3. TYPEN ORTHOGONALER ZERLEGUNGEN 41Wegen Satz 3.2.12 gibt es bis auf Konjugation nur eine Abbildung f ∈ O(V )vom Typ IIIp1p∗
1
. Folgli
h gibt es bis auf Konjugation nur eine zyklis
he Unter-gruppe der Ordnung 19 von O(V ).Na
h Lemma 3.2.8 können wir eine Basis B von V so wählen, dass die Matrix

MB von g bezügli
h B und die Matrix GB der Bilinearform auf V bezügli
h Bwie folgt aussehen:
MB =




0 1 0
0 0 1
1 −2 0

2 1 0
0 0 1
1 0 0

1
1




, GB =




1
1

1
1

1
1

1
1




.



Kapitel 4Invarianten und ÄquivalenzIn diesem Kapitel entwi
keln wir einen Äquivalenztest, der zum Klassi�zieren vonOvoiden benötigt wird. Der Algorithmus basiert auf der Idee, s
hrittweise eineSemiähnli
hkeit zwis
hen Ovoiden zu konstruieren. Zur e�zienten Bere
hnungwerden dabei Invarianten verwendet, die wir im ersten Abs
hnitt des Kapitelseinführen. Wir s
hlieÿen das Kapitel mit einer Anwendung des Äquivalenztestszur Bere
hnung von Ovoidstabilisatoren ab.4.1 Der FingerprintDer �Fingerprint� ist eine Invariante für Ovoide und Teilovoide, die bei ungeraderCharakteristik verwendet werden kann. Sie ist beispielsweise in [Moo93a℄ und[CD00℄ bes
hrieben.Für x ∈ GF(q) sei im Folgenden
[x] :=





0, falls x = 0

−1, falls x kein Quadrat ist
1, sonstIst q prim, so ist [x] =

(
x
q

) das Legendresymbol.De�nition 4.1.1. Sei V ein quadratis
her Raum und O = {〈v1〉 , . . . , 〈vk〉} einTeilovoid von V . De�niere A := (aij) dur
h aij := [(vi, vj)] und setze M := AAt.Es sei M = (mij). Für r ∈ N de�niere fr := | {(i, j) | |mij| = r} |. Dann nennenwir Ifi(O) := (f0, . . . , fk) den Fingerprint von O.Satz 4.1.2. Sei V ein endli
her quadratis
her K-Raum, O ein Teilovoid von Vund F := Ifi(O). Dann gilt:(i) F ist unabhängig von den in De�nition 4.1.1 gewählten Repräsentanten
vi der singulären Punkte von O. 42



4.1. DER FINGERPRINT 43(ii) Ist O′ ein zu O äquivalentes Teilovoid, so gilt F = Ifi(O
′).Beweis. Wir verwenden die Notation aus De�nition 4.1.1. Die Einträge der Ma-trix M sind mij =

k∑
l=1

[(vi, vl)][(vl, vj)].Für 1 ≤ i ≤ k seien λi ∈ K∗ beliebig, dann gilt:
∑

l

[(λivi, λlvl)][(λlvl, λjvj)] =
∑

l

[λiλl(vi, vl)][λl][λj][(vl, vj)]

=
∑

l

[λi][λj ][λl]
2[(vi, vl)][(vl, vj)]

= [λi][λj]
∑

l

[(vi, vl)][(vl, vj)] = ±mij .Daraus folgt, dass Ifi unabhängig von der Wahl der Repräsentanten ist.Sei nun O′ ein Teilovoid und γ eine Semiähnli
hkeit von V mit Multiplikator
s und Körperautomorphismus σ, so dass γ(O) = O′ ist. Dann gilt:

∑

l

[(γ(vi), γ(vl))][(γ(vl), γ(vj))] =
∑

l

[s · (vi, vl)
σ][s · (vl, vj)

σ]

=
∑

l

[s]2[(vi, vl)
σ][(vl, vj)

σ] = mij .Im Laufe des weiter unten entwi
kelten Äquivalenztests müssen die Invarian-ten vieler Teilovoide bestimmt werden. Da die Bestimmung des Fingerprints dieMultiplikation zweier Matrizen erfordert, ist das sehr Zeitaufwendig. Die folgen-den Varianten des Fingerprints sparen Re
henzeit gegenüber der Bere
hnung desvollen Fingerprints, wenn eine Äquivalenzabbildung bereits teilweise bekannt ist.Sie benötigen nur O(|O|2) bzw. O(|O|) Re
henoperationen. Dies führt zu einerwesentli
h Bes
hleunigung des Algorithmus.De�nition 4.1.3. Sei O = {〈v1〉 , . . . , 〈vk〉} ein Teilovoid von V . Für 1 ≤ i ≤ kde�niere f (i)
r := |{j | |

∑
l[(vi, vl)][(vl, vj)]| = r}|. Dann sei(i) Ifi(O, 〈vi〉) := (f

(i)
0 , . . . , f

(i)
k ) und(ii) Ifi(O, 〈vi〉 , 〈vj〉) :=

∣∣∑
l

[(vi, vl)][(vl, vj)]
∣∣.Der Beweis von 4.1.2 liefert au
h hier die Invarianz:Lemma 4.1.4. Ist γ eine Semiähnli
hkeit von V , dann ist(i) Ifi(O, 〈vi〉) = Ifi(γ(O), 〈γ(vi)〉) und(ii) Ifi(O, 〈vi〉 , 〈vj〉) = Ifi(γ(O), 〈γ(vi)〉 , 〈γ(vj〉)).



44 KAPITEL 4. INVARIANTEN UND ÄQUIVALENZ4.2 Der FootprintWenn die Charakteristik des Körpers 2 ist, dann ist [(vi, vj)] = 0 für alle paarweisevers
hiedenen Punkte 〈vi〉 , 〈vj〉 des Ovoids und der Fingerprint liefert keine Infor-mation. Daher geben wir hier eine weitere Invariante an, die au
h über Körperngerader Charakteristik verwendet werden kann.De�nition 4.2.1. Sei O ein Teilovoid des quadratis
hen K-Raums V . Sind u, p ∈
V mit (u, p) 6= 0, dann sei up := u

(u,p)
. Für 〈p〉 , 〈q〉 ∈ O de�nere

fO,p : K∗ → N

a 7→ | {{〈v〉 , 〈w〉} ⊆ O \ {〈p〉} | (vp, wp) = a} | und
fO,p,q : K∗ → N

a 7→ | {〈v〉 ∈ O \ {〈p〉 , 〈q〉} | (vp, qp) = a} |.Für g = fO,p bzw. g = fO,p,q bezei
hne hier Ĩm(g) die Mehrfa
hmenge zum Tupel
(g(a) | a ∈ K∗).(i) Es sei Ifo(O) die Mehrfa
hmenge zum Tupel (ĨmfO,p | 〈p〉 ∈ O

). Wirnennen Ifo(O) den Footprint von O.(ii) Für 〈p〉 ∈ O sei Ifo(O, 〈p〉) := ĨmfO,p.(iii) Sind 〈p〉 , 〈q〉 ∈ O, mit 〈p〉 6= 〈q〉, dann sei Ifo(O, 〈p〉 , 〈q〉) := ĨmfO,p,q.Wir zeigen, dass die obigen De�nitionen ni
ht von der Wahl der Erzeuger pder Punkte 〈p〉 ∈ O abhängen und dass Ifo eine Invariante ist.Satz 4.2.2. Sei O ein Teilovoid von V und seien 〈p〉 , 〈q〉 ∈ O mit 〈p〉 6= 〈q〉Dann gilt:(i) Ist λ ∈ K∗, dann ist ĨmfO,p = ĨmfO,λp und ĨmfO,p,q = ĨmfO,λp,q.(ii) Ist γ eine Semiähnli
hkeit von V , so ist
Ifo(O, 〈p〉 , 〈q〉) = Ifo(γ(O), γ(〈p〉 , γ(〈q〉)),

Ifo(O, 〈p〉) = Ifo(γ(O), γ(〈p〉)) und
Ifo(O) = Ifo(γ(O)).Beweis. (i) Da (vλp, wλp) = (v,w)

(v,λp),(w,λp)
= 1

λ2 (vp, wp) ist, ist
fO,p(a) = fO,λp

( a
λ2

) und fO,p,q(a) = fO,λp,q

( a
λ2

)
,woraus die Behauptung folgt.



4.2. DER FOOTPRINT 45(ii) Sei γ Semiähnli
hkeit mit Multiplikator s und Körperautomorphismus σ.Dann ist
(γ(v)γ(p), γ(w)γ(p)) =

(γ(v), γ(w))

(γ(v), γ(p)) (γ(w), γ(p))

=
(v, v)σ

s · (v, p)σ(v, p)σ
=

1

s
(vp, wp)

σ.Es folgt fγ(O),γ(p)(
aσ

s
) = fO,p(a). Also ist Ĩmfγ(O),γ(p) = ĨmfO,p und somit

Ifo(O) = Ifo(γ(O)). Analog ist Ifo(O, 〈p〉 , 〈q〉) = Ifo(γ(O), γ(〈p〉 , γ(〈q〉)).Tabelle 4.1 enthält die Footprints der bekannten Ovoide in V +(8, q) für q =
7, 8, 9. Die Bes
hreibungen dieser Ovoide �nden si
h in Kapitel 2. In der re
htenSpalte der Tabelle geben die Exponenten die Vielfa
hheiten der Elemente in derjeweiligen Mehrfa
hmenge an.Typ q FootprintDye-Ovoid 8 {{12544(3), 23296(4)}(9),

{17248, 18400(3), 19456(3)}(504)}desarguess
hes Ovoid 8 {{18688(7), }(513)}unitäres Ovoid 8 {{18688(7)}(513)}unitäres Ovoid 9 {{29889(4), 36450(4)}(730)}ternäres Ovoid 7 {{8085, 8477, 8575, 10290, 11221, 12005}(64),
{8147, 8475, 9015, 10321, 11203, 11492}(280)}binäres Ovoid 7 {{8575, 8967, 9653, 9800, 10339, 11319}(288),
{8676, 8739, 8811, 9099, 10989, 12339}(56)}Tabelle 4.1: Der Footprint für einige Ovoide von V +(8, q)Es fällt auf, dass das unitäre und das desarguess
he Ovoid den selben Foot-print haben. Dies ist für alle endli
hen Körper der Charakteristik 2 der Fall, wiewir im Folgenden sehen werden.Satz 4.2.3. Sei K = GF(q) mit geradem q, V ein quadratis
her K-Raum undsei O das desarguess
he oder das unitäre Ovoid von V . Sind 〈p〉 , 〈v〉 ∈ O mit

〈p〉 6= 〈v〉 und ist k ∈ K∗, so gilt
|{〈w〉 ∈ O \ {〈p〉 , 〈v〉} | (vp, wp) = k}| =

|O| − 2

|K∗|
= q2 + q + 1.Beweis. Sei O das desarguess
he Ovoid. Wir verwenden die Notation aus Ab-s
hnitt 2.3. Na
h [Kan82a, 7.℄ operiert PSL(2, q3) dreifa
h transitiv auf O. Des-halb können wir o.B.d.A. annehmen, dass p = (0, 0, 0, 1) und v = (1, 0, 0, 0) ist.



46 KAPITEL 4. INVARIANTEN UND ÄQUIVALENZIst 〈w〉 ∈ O mit 〈w〉 6= 〈p〉, so gibt es ein t ∈ L, so dass w = (1, t, tq
2+q, N(t)).Es ist (w, p) = Q(p + w) = 1 +N(t) + T (tq

2+q+1) = 1, also wp = w und es gilt
(vp, wp) = (v, w) = Q(v + w) = Q(0, t, tq

2+q, tq
2+q+1)

= T (tq
2+q+1) = tq

2+q+1 = N(t).Für beliebiges k ∈ K∗ ist
|{t ∈ L∗ | N(t) = k}| =

∣∣ Kern(N
∣∣
L∗

)
∣∣ = |L∗|

|K∗|
= q2 + q + 1,woraus die Behauptung folgt.Betra
hte nun das unitäre Ovoid. Wir verwenden die Notationen aus 2.1. Na
h[Kan82a, 4.℄ operiert GU(3, q) als zweifa
h transitive Gruppe von Automorphis-men auf dem unitären Ovoid. Sei also hier o.B.d.A. p = X∞ und v := X(0, 0).Für alle ρ, σ ∈ L ist (X∞, X(ρ, σ)) = 1 und für w = 〈X(ρ, σ)〉 ∈ O gilt

(vp, wp) = (X(0, 0), X(ρ, σ)) = N(ρ). Ist nun k ∈ K∗, so ist
{X(ρ, σ) | N(σ) = T (ρ), N(ρ) = k}

= {X(ρ, σ) | ρ ∈ L \K, N(σ) = T (ρ), N(ρ) = k} ∪̇ {X(ρ, 0) | ρ ∈ K, N(ρ) = k}

=
( ⋃̇

ρ∈L\K,
N(ρ)=k

{X(ρ, σ) | σ ∈ L∗, N(σ) = T (ρ)}
)
∪̇ {X(ρ, 0) | ρ ∈ K, N(ρ) = k} .Es folgt:

|{〈w〉 ∈ O \ {〈p〉 , 〈v〉} | (vp, wp) = k}| = |{X(ρ, σ) | N(σ) = T (ρ), N(ρ) = k}|

= |{ρ ∈ L \K | N(ρ) = k}| ·
|L∗|

|K∗|
+ |{ρ ∈ K | N(ρ) = k}|

=

(
|L∗|

|K∗|
− 1

)
(q + 1) + 1 = q2 + q + 1.

4.3 Die DimensionsinvarianteWie in Abs
hnitt 4.2 gesehen, unters
heidet die Invariante Ifo das unitäre Ovoidund das desarguess
he Ovoid ni
ht. Um diesen Mangel auszuglei
hen, de�nierenwir eine weitere Invariante, die für diese beiden Ovoide vers
hiedene Werte liefert.De�nition 4.3.1. Sei C ein Teilovoid eines quadratis
hen K-Raums V . Dann sei
〈C〉 der kleinste Teilraum von V , so dass C in der Menge der singulären Punktevon V enthalten ist. Insbesondere sei dim 〈C〉 die K-Vektorraum-Dimension von
〈C〉. Wir sagen au
h, dass C die Dimension dim 〈C〉 hat.



4.3. DIE DIMENSIONSINVARIANTE 47Für beliebige paarweise vers
hiedene p1, . . . , p4 ∈ O ist dim 〈p1, . . . , p4〉 ∈
{3, 4}, denn 〈p1, p2〉 ist eine hyperbolis
he Ebene, die auÿer p1 und p2 keinesingulären Punkte enthält. Das heiÿt dim 〈p1, p2, p3〉 = 3.De�nition 4.3.2. Sei V ein ni
ht ausgearteter quadratis
her Raum und O einTeilovoid von V . Setze

Idim(O) := | {M ⊆ O | |M | = 4, dim 〈M〉 = 3} |.O�ensi
htli
h ist Idim invariant unter Semiähnli
hkeiten.Satz 4.3.3. Sei O das desarguess
he Ovoid in V +(8, q). Für alle M ⊆ O mit
|M | = 4 gilt dim 〈M〉 = 4.Beweis. Es werden die Bezei
hnungen aus Abs
hnitt 2.3 verwendet. Sei M =
{〈p1〉 , . . . , 〈p4〉} ⊆ Omit |M | = 4. Sei o.B.d.A. p1 = (0, 0, 0, 1) und p2 = (1, 0, 0, 0)und für i ∈ {3, 4} sei ti ∈ L mit pi = (1, ti, t

q2+q
i , N(ti)). Sind nun λ1, . . . , λ4 ∈ Kmit∑λipi = 0, dann folgt

λ3t3 + λ4t4 = 0 und λ3t
q2+q
3 + λ4t

q2+q
4 = 0.Nimmt man die zweite Glei
hung ho
h q2, so ergibt si
h

λ3t3 = λ4t4 und λ3t
q+1
3 + λ4t

q+1
4 = 0.Also gilt 0 = λ4t4t

q
3 + λ4t

q+1
4 = λ4t4(t3 + t4)

q. Da 〈p1〉 , . . . , 〈p4〉 paarweise ver-s
hieden sind, folgt λ4 = 0. Wegen dim 〈p1, p2, p3〉 = 3 folgt λ1 = λ2 = λ3 = 0,und somit ist dim 〈p1, . . . , p4〉 = 4.Satz 4.3.4. Sei V ein quadratis
her GF(q)-Raum mit geradem q und sei O dasunitäre Ovoid von V . Sind 〈p1〉 6= 〈p2〉 ∈ O beliebig, dann gilt
∣∣{M ⊆ O

∣∣ |M | = 4, 〈p1〉 , 〈p2〉 ∈M, dim 〈M〉 = 3}
∣∣ =

(
q − 1

2

)Beweis. Wir verwenden die Notationen aus Abs
hnitt 2.1. Sei o.B.d.A. p1 = X∞und p2 = X(0, 0). Auÿerdem seien 〈p3〉 , 〈p4〉 ∈ O mit pi = X(ρi, σi) und ρi, σi ∈
L, so dass 〈p1〉 , . . . , 〈p4〉 paarweise vers
hieden sind.Zeige dass {p1, . . . , p4} genau dann linear abhängig ist, wenn σ3 = σ4 = 0 ist.�⇐�: Ist X(ρ, 0) ∈ O, so ist T (ρ) = N(0) = 0, das heiÿt ρ = ρ.Sei nun σ3 = σ4 = 0. Dann gilt für λ1, . . . , λ4 ∈ GF(q):

4∑

i=1

λipi =



λ3ρ3 + λ4ρ4 0 λ1 + λ3N(ρ3) + λ4N(ρ4)

0 0 0
λ2 + λ3 + λ4 0 λ3ρ3 + λ4ρ4






48 KAPITEL 4. INVARIANTEN UND ÄQUIVALENZSetze λ4 := 1, λ3 := ρ4ρ
−1
3 , λ2 := ρ4ρ

−1
3 + 1 und λ1 := N(ρ4) + ρ4ρ

−1
3 N(ρ3).Da q gerade ist, ergibt si
h ∑λipi = 0.�⇒�: Sei jetzt σ4 6= 0 und es gelte ∑λipi = 0. Das heiÿt,

0 =
4∑

i=1

λipi =



∗ λ3ρ̄3σ3 + λ4ρ̄4σ4 ∗
∗ ∗ ∗
∗ λ3σ3 + λ4σ4 λ3ρ3 + λ4ρ4


Aus λ3σ3 + λ4σ4 = λ3ρ̄3σ3 + λ4ρ̄4σ4 = 0 ergibt si
h λ4σ4(ρ̄3 + ρ̄4) = 0. Damit ist

λ4 = 0 oder ρ3 = ρ4. Falls ρ3 = ρ4 ist, folgt λ3 = λ4 und weiter σ3 = σ4, wasein Widerspru
h zu 〈p3〉 6= 〈p4〉 ist. Das heiÿt λ4 = 0. Die Vektoren p1, p2, p3 sindaber linear unabhängig, woraus folgt, dass au
h λ1 = λ2 = λ3 = 0 ist. Also ist
{p1, . . . , p4} linear unabhängig.Damit ist {p1, . . . , p4} genau dann linear abhängig, wenn σ1 = σ2 = 0 ist, dasheiÿt genau dann, wenn T (ρ3) = T (ρ4) = 0 ist, also genau dann wenn ρ3, ρ4 ∈
K = GF(q) sind. Da p3, p4 6= p2 ist genau dann, wenn ρ3, ρ4 6= 0 gilt, ergibt diesgenau (|K∗|

2

) vers
hiedene Mögli
hkeiten für (ρ3, ρ4), so dass {p1, . . . , p4} linearabhängig ist.Die Invariante Idim unters
heidet also das unitäre Ovoid vom desarguess
henOvoid. Allerdings ist die Bere
hnung der Dimensionsinvariante re
ht aufwändig,sie wird daher nur verwendet, falls Ifo ni
ht genug Information liefert.4.4 ÄquivalenztestWir geben in diesem Abs
hnitt einen Algorithmus an, der testet, ob zwei ge-gebene Ovoide äquivalent sind. Zwei Ovoide O und O′ heiÿen äquivalent, wennes eine Semiähnli
hkeit gibt, die O auf O′ abbildet. Im Falle äquivalenter Ovoidekonstruiert der Algorithmus eine sol
he Semiähnli
hkeit explizit. Wir formulierenden Algorithmus hier für Teilovoide, um ihn au
h in Kapitel 5 bei der Ovoidsu
heverwenden zu können.Der Äquivalenztest, formuliert in Algorithmus 4.4.2, funktioniert folgender-maÿen: Seien O und O′ zwei Teilovoide und (b1, . . . , bn) eine Basis von V , so dass
〈bi〉 ∈ O ist für 1 ≤ i ≤ ℓ := dim 〈O〉 ≤ n. Der Algorithmus su
ht zunä
hstsystematis
h Bilder P1, . . . , Pℓ ∈ O′ für die Punkte 〈b1〉 , . . . , 〈bℓ〉. Die Invarianten
Ifi und Ifo aus den Abs
hnitten 4.1 und 4.2 werden dabei verwendet, um ni
htin Frage kommende Bilder frühzeitig auszus
hlieÿen. Mit dem unten angegebenSatz 4.4.1 wird festgestellt, wel
he Erzeuger der Punkte P1, . . . , Pℓ als Bilder von
b1, . . . , bℓ in Frage kommen. Dies liefert eine Abbildung ψ : 〈 bi | 1 ≤ i ≤ ℓ〉 → V .Falls ℓ < n ist, wird die Abbildung am Ende gegebenenfalls auf ganz V fortge-setzt.Ist 0 ≤ i0 ≤ ℓ und ϕ : 〈bi | 1 ≤ i ≤ i0〉 → V , so dass 〈ϕ(bi)〉 ∈ O′ ist für
1 ≤ i ≤ i0, so ruft man Algorithmus 4.4.2 mit den Parametern (O, O′, (b1, . . . , bn),
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ϕ, i0) auf, um zu testen, ob es eine Semiähnili
hkeit ψ gibt mit 〈ϕ(bi)〉 = 〈ψ(bi)〉für 1 ≤ i ≤ i0, wel
he O auf O

′ abbildet. Das Verfahren verläuft rekursiv: DieFunktion bere
hnet die mögli
hen Fortsetzungen von ϕ zu einer auf b1, . . . , bi0+1de�nierten Abbildung ϕ′ und ruft si
h für jede der gefundenen Fortsetzungenselbst auf. Die Parameter für den erneuten Aufruf sind dabei (O, O′, (b1, . . . , bn),
ϕ′, i0 + 1). Für den vollen Äquivalenztest ruft man Algorithmus 4.4.2 also mitder leeren Abbildung als ϕ und i0 := 0 auf.Algorithmus 4.4.2 setzt Teilovoide der Länge mindestens 3 voraus, da er Satz4.4.1 verwendet. Dies ist aber in der Praxis keine groÿe Eins
hränkung.Satz 4.4.1. Sei V ein quadratis
her K-Raum und ψ eine σ-Ähnli
hkeit von Vmit Multiplikator s. Des Weiteren sei n ≥ 3 und es seien 〈b1〉 , . . . , 〈bn〉 paarweisevers
hiedene Punkte von O. Sind v1, . . . , vn ∈ V , so dass ψ(b1) = v1 und 〈ψ(bi)〉 =
〈vi〉 ist für 1 < i ≤ n, dann gilt:

s =
(b2, b3)

σ(v1, v2)(v1, v3)

(v2, v3)(b1, b2)σ(b1, b3)σund für 1 < i ≤ n ist ψ(bi) = λivi, wobei λi = s (b1,bi)
σ

(v1,vi)
.Beweis. Es existieren λ1, . . . , λn ∈ K, so dass ψ(bi) = λivi, dabei ist λ1 = 1. Da

ψ eine Ähnli
hkeit ist, gilt für alle i, j ∈ {1, . . . , n}

s · (bi, bj)
σ = (ψ(bi), ψ(bj)) = λiλj(vi, vj).Insbesondere folgt für j = 1

λi = s ·
(b1, bi)

σ

(v1, vi)
für 1 < i ≤ n.Auÿerdem ist

(b2, b3)
σ =

1

s
· λ2λ3(v2, v3)

= s ·
(b1, b2)

σ

(v1, v2)
·
(b1, b3)

σ

(v1, v3)
· (v2, v3).Also ist s = (v1,v2)

(b1,b2)σ

(v1,v3)
(b1,b3)σ

(b2,b3)σ

(v2,v3)
.



50 KAPITEL 4. INVARIANTEN UND ÄQUIVALENZAlgorithmus 4.4.2 Äquivalenztest für TeilovoideEingabe: O, O′ Teilovoide des quadratis
hen K-Raums V mit ℓ := dim(〈O〉) =
dim(〈O′〉) ≥ 3 und (b1, . . . , bn) Basis von V , so dass 〈bi〉 ∈ O für 1 ≤ i ≤ ℓ ≤ n.Weiter 0 ≤ i0 ≤ ℓ und ϕ : {bi | 1 ≤ i ≤ i0} → V , so dass 〈ϕ(bi)〉 ∈ O′ für 1 ≤ i ≤ i0.Ausgabe: Semiähnli
hkeit ψ von V , mit ψ(O) = O′ und ψ(〈bi〉) = 〈ϕ(bi)〉 für i ≤ i0,falls eine sol
he existiert, ∅ sonst.pro
edure Ovoid-Äquivalenz(O, O′, (b1, . . . bn), ϕ, i0)if i0 ≥ 3 thenSetze Σ := {σ | σ ∈ Aut(K)}.for σ ∈ Aut(K) do # Verwende Satz 4.4.1:Setze sσ := (b2,b3)σ (ϕ(b1),ϕ(b2)) (ϕ(b1),ϕ(b3))

(ϕ(b2),ϕ(b3)) (b1,b2)σ (b1,b3)σ ,
λ1 := 1 und λk := sσ

(b1,bk)
(ϕ(b1),ϕ(bk)) für 2 ≤ k ≤ i0.De�niere ψσ : 〈b1, . . . , bi0〉 → V dur
h ∑ aibi 7→

∑
aσ

i λiϕ(bi).# Teste, ob si
h ψσ auf De�nitionsberei
h wie Semiähnli
hkeit verhält:if ∃ i ∈ {1, . . . , i0}: Q(ψσ(bi)) 6= sσQ(bi)
σ oder

∃ i, j ∈ {1, . . . , i0}: (ψσ(bi), ψσ(bj)) 6= sσ(bi, bj)
σ thenEntferne σ aus Σ.end ifif Σ = ∅ then return ∅end ifend forend ifif i0 = ℓ thenfor σ ∈ Σ doif ψσ(O) = O′ und ∃ Fortsetzung ψ̂σ, von ψσ auf V thenreturn ψ̂σend ifend forelsefor 〈x〉 ∈ O′ \ {〈ϕ(b1)〉 , . . . , 〈ϕ(bi0)〉} doSetze ϕ(bi0+1) := x.Sei C := O \ {〈b1〉 , . . . , 〈bi0+1〉} und C′ := O′ \ {〈ϕ(b1)〉 , . . . , 〈ϕ(bi0+1)〉}.Sei fPrint := Ifo, falls Char(K) = 2 und fPrint := Ifi sonst.if fPrint(C, 〈bk〉 , 〈bi0+1〉) = fPrint(C′, ϕ(〈bk〉), 〈x〉) für 1 ≤ k ≤ i0 thenif i0 > 0 or fPrint(C′, 〈x〉) = fPrint(C, 〈bi0+1〉) thenSetze ψx := Ovoid-Äquivalenz(O, O′, (b1, . . . bn), ϕ, i0 + 1)if ψx 6= ∅ then return ψxend ifend ifend ifend forend ifreturn ∅end pro
edure



4.4. ÄQUIVALENZTEST 51Sei nun O := {O1, . . . ,Or} eine Menge von Teilovoiden glei
her Länge undglei
her Dimension. Um die Elemente von O auf Äquivalenz zu testen, partitio-niert man O zunä
hst mit Hilfe einer der Invarianten I, die in den Abs
hnitten 4.1bis 4.3 bes
hrieben wurden. Für jedes Element der Partition wird dann ein Äqui-valenztest gegen ein �Prototyp�-Teilovoid dur
hgeführt (z.B. bei vollen Ovoidenein bekanntes Ovoid mit glei
her Invariante).Im Fall ungerader Charakteristik wird dabei als Invariante I immer Ifi verwen-det. Bei gerader Charakteristik verwenden wir Ifo als Invariante für Teilovoide.Für volle a
htdimensionale Ovoide über GF(q) kommt, falls q gerade und
q ≡ 2 mod 3 ist, die Dimensionsinvariante als weiteres Kriterium zum Einsatz,da hier das desarguess
he und das unitäre Ovoid auftreten können, die den selbenFootprint haben. Hat ein Ovoid O den Footprint des desarguess
hen/unitärenOvoids, so verwenden wir die Sätze 4.3.3 und 4.3.4: Man wählt zwei Punkte
P1, P2 ∈ O und bere
hnet

| {M ⊆ O | |M | = 4, P1, P2 ∈M, dim 〈M〉 = 3} |.Anhand dieses Wertes lässt si
h na
h Satz 4.3.3 und 4.3.4 das desarguess
heOvoid vom unitären Ovoid unters
heiden. Hierbei ist der Re
henaufwand deut-li
h geringer bei der Verwendung der �vollen� Dimensionsinvariante, allerdings istni
ht mehr garantiert, dass Ovoide mit vers
hiedenen Werten au
h wirkli
h in-äquivalent sind (nur das desarguess
he und das unitäre Ovoid werden zuverlässigunters
hieden). Hier werden also gegebenenfalls weitere Äquivalenztest am Endeder Bere
hnungen nötig.Zur BasiswahlAlgorithmus 4.4.2 verlangt als Eingabe eine Basis von V . Die Laufzeit des Algo-rithmus hängt von der Wahl der Basiselemente b1, . . . , bℓ ab. Wir geben hier eineWahl für b1, . . . , bℓ an, die mögli
h ist, falls der Stabilisator von O in PΓO(V )bekannt ist, und die eine e�ektive Bere
hnung verspri
ht.Seien O und O′ Ovoide des quadratis
hen Raums V . Für C ⊆ O sei auÿerdem
SO,C :=

{
g ∈ StabΓO(V )(O)

∣∣ g(P ) = P für alle P ∈ C
}
.Ist γ ∈ ΓO(V ) mit γ(O) = O′, dann ist

γSO,C =
{
γ′ ∈ ΓO(V ) | γ′(O) = O

′, γ′
∣∣
C

= γ
∣∣
C

}Für x ∈ O gibt es dann |γ(xSO,C)| = |xSO,C | mögli
he Bildpunkte in O′ unterSemiähnli
hkeiten γ′ für die γ′(O) = O′ und γ′
∣∣
C

= γ
∣∣
C
gilt. Liegt x ∈ O alsoin einer langen Bahn von SO,C , so gibt es viele mögli
he Bilder von x unterÄquivalenzabbildungen zwis
hen O und O′, die die Abbildung γ∣∣

C
fortsetzen. Esist also � im Mittel wie im worst 
ase � einfa
her, ein �zulässiges� Bild von x zu�nden. Deshalb wird man bei der Basiswahl folgendermaÿen vorgehen:



52 KAPITEL 4. INVARIANTEN UND ÄQUIVALENZSei 0 ≤ k < ℓ = dim(〈O〉) und seien b1, . . . , bk linear unabhängige Elementevon V mit 〈bi〉 ∈ O als Basiselemente gewählt. Man bere
hnet dann die Bah-nenzerlegung von O unter SO,{〈b1〉,...,〈bk〉} und wählt den (k + 1)-ten Basisvektor
bk+1 ∈ V , so dass 〈bk+1〉 in einer mögli
hst langen Bahn liegt.4.5 Stabilisatoren von OvoidenMit Hilfe von Algorithmus 4.4.2 lässt si
h au
h der Stabilisator von Ovoiden in
ΓO bere
hnen.Sei V ein quadratis
her Raum und O ein Ovoid von V . Sei weiterhin ℓ :=
dim 〈O〉 und b1, . . . , bn eine Basis von V mit 〈bi〉 ∈ O für i ≤ ℓ. De�niere S0 :=
StabΓO(V )(O) und

Sk := {f ∈ S0 | f(〈bi〉) = 〈bi〉 für 1 ≤ i ≤ k}für 1 ≤ k ≤ ℓ. Wegen Sℓ ≤ Sℓ−1 ≤ · · · ≤ S0 = StabΓO(V )(O) genügt es alsozunä
hst Sℓ und dann Si−1 aus Si für 1 ≤ i ≤ ℓ zu bere
hnen. Dazu verwendenwir das folgende Lemma.Lemma 4.5.1. Sei i0 ≥ 0, p ∈ O und M :=
{
g ∈ Si0−1

∣∣ g(〈bi0〉) ∈ 〈p〉Si0

}.Dann gilt:(i) Es gibt genau dann ein f ∈ Si0−1 mit f(〈bi0〉) = p, wenn M 6= ∅ ist.(ii) Ist f ∈ Si0−1 mit f(〈bi0〉) = p, dann ist M ⊆ 〈Si0 ∪ f〉.Beweis. (i) Sei g ∈ M . Dann gibt es ein ϕ ∈ Si0 mit ϕ(p) = g(〈bi0〉) und es ist
f := ϕ−1 ◦ g ∈ Si0−1 mit f(〈bi0〉) = p.(ii) Sei g ∈M und ϕ ∈ Si0 mit ϕ(p) = g(〈bi0〉). Dann ist ψ := f−1 ◦ ϕ−1 ◦ g ∈
Si0−1 mit ψ(〈bi0〉) = 〈bi0〉. Also ist ψ ∈ Si0 und g = ϕ ◦ f ◦ ψ ∈ 〈Si0 ∪ f〉.Nun lässt si
h StabΓO(V )(O) wie folgt bestimmen. Zunä
hst bere
hnen wirmit Hilfe von Satz 4.4.1 die Gruppe Sℓ. Ist 1 ≤ i0 ≤ ℓ und Si0 bekannt, dannbere
hnet si
h Si0−1 folgendermaÿen:1. Bere
hne eine Bahnenzerlegung

O =
⋃̇

1≤j≤r

〈xj〉
Si0mit passendem r ∈ N.2. Wir verwenden Algorithmus 4.4.2 von Seite 50: Für 1 ≤ j ≤ r de�niere

ϕj(bi) := bi, falls 1 ≤ i ≤ i0 − 1 und ϕj(bi0) := xj und bere
hne na
hAlgorithmus 4.4.2
fj := Ovoid-Äquivalenz(O,O, (b1, . . . bn), ϕj, i0).Dann ist fj ∈ Si0−1 mit f(〈bi0〉) = 〈xj〉, falls eine sol
he Abbildung existiert,ansonsten ist fj = ∅.



4.5. STABILISATOREN VON OVOIDEN 533. Setze
S ′ := {fj | 1 ≤ j ≤ r, fj 6= ∅} .Aus Lemma 4.5.1 folgt, dass 〈Si0 ∪ S

′〉 = Si0−1 ist.



Kapitel 5Ovoidsu
he in V +(2n, q)Wir entwi
keln hier einen Algorithmus zur Ovoidsu
he in V = V +(2n, q). Daeine systematis
he Su
he na
h allen Ovoiden zu aufwändig ist, bes
hränken wiruns darauf, alle Ovoide von V zu �nden, die invariant unter einer Gruppe 1 6=
G ≤ ΓO(V ) sind. In diesem Fall vereinfa
ht si
h die Su
he, da dann jedes OvoidVereinigung von G-Bahnen ist.Wir beginnen das Kapitel mit der Bes
hreibung einiger Hilfsmittel, die zurBes
hleunigung der systematis
hen Su
he na
h Ovoiden beitragen und gebendann einen Su
halgorithmus an, der bis auf Äquivalenz alle G-invarianten Ovoide�ndet.5.1 Partition der singulären PunkteDer unten bes
hriebene Algorithmus 5.3.1 su
ht zu gegebener Gruppe G ≤
ΓO(V ) alle Mengen von G-Bahnen, deren Vereinigung ein Ovoid ist. Das fol-gende Lemma liefert zu gegebenem singulären Punkt P eine Partition der Mengeder singulären Punkte, so dass jedes Ovoid, wel
hes P enthält, aus jeder Klassegenau ein Element enthält. Die Verwendung dieser Partition erlei
htert die Su
hena
h den geeigneten Kombinationen von Bahnen.Lemma 5.1.1 ([CD00℄). Sei V = V +(2n, q) und (e1, . . . , e2n) eine hyperbolis
heBasis (vgl. Def. 1.1.4) von V . Für a = (a2, . . . , an) ∈ GF(q)n−1 sei

La :=

{〈
2n∑

i=1

xiei

〉
∈ I(V )

∣∣∣∣∣ x1 = 1, xi = ai für 2 ≤ i ≤ n

}
.Dann gilt(i) I(V ) \ I(〈en+1〉

⊥) =
⋃̇
La.(ii) Ist O ein Ovoid von V mit 〈en+1〉 ∈ O, so gibt es zu jedem a ∈ GF(q)n−1genau ein x ∈ La mit 〈x〉 ∈ O. 54



5.2. ÄQUIVALENZ VON TEILOVOIDEN 55Beweis. (i) Sei x =
∑2n

i=1 xiei ∈ V . Dann ist x /∈ 〈en+1〉
⊥ genau dann, wenn

x1 6= 0. Das heiÿt, 〈x〉 ∈ La für a = 1
x1

(x2, . . . , xn). O�ensi
htli
h ist La ∩ Lb = ∅für a 6= b.(ii) Sei a ∈ GF(q)n−1 und x ∈ La. Falls Q(x) = 0 ist, so ist 0 =
n∑

i=1

xixn+i undmit x1 = 1 folgt
xn+1 = −

n∑

i=2

aixn+i.Ist y ein weiterer singulärer Punkt von La, dann gilt
(x, y) =

n∑

i=1

xiyn+i + yixn+i = yn+1 + xn+1 +

n∑

i=2

aiyn+i + aixn+i = 0.Es gibt also hö
hstens ein x ∈ La mit 〈x〉 ∈ O.Sei nun 〈en+1〉 6= 〈x〉 ∈ O. Dann ist x1 = (x, en+1) 6= 0. Sei o.B.d.A. x1 = 1,dann ist x ∈ L(x2,...,xn).Aus |O \ {〈en+1〉}| = qn−1 = |GF(q)n−1| und La ∩ Lb = ∅ für a 6= b folgt dieBehauptung.5.2 Äquivalenz von TeilovoidenIm Laufe des Su
halgorithmus werden die G-invarianten Ovoide s
hrittweise aus
G-invarianten Teilovoiden konstruiert. Da wir die Ovoide nur bis auf Äquiva-lenz �nden wollen, kann man Teilovoide verna
hlässigen, von denen bekannt ist,dass alle Fortsetzungen äquivalent zu den Fortsetzungen s
hon berü
ksi
htigterAnfangsstü
ke sind. Dies kann in man
hen Fällen, beispielsweise falls der Algo-rithmus s
hon in den ersten Iterationss
hritten sehr viele Teilovoide konstruierthat, zu einer deutli
hen Bes
hleunigung der Su
he führen.Die Methode basiert auf folgendem Äquivalenzbegri� für Teilovoide:De�nition 5.2.1. Sei V ein ni
ht ausgearteter quadratis
her Raum und seien
C1, C2 Teilovoide von V . Des Weiteren sei H ≤ ΓO(V ). Die Teilovoide C1 und
C2 heiÿen H-äquivalent genau dann, wenn es ein γ ∈ H gibt mit γ(C1) = C2.Damit sind äquivalente Ovoide im Sinne von De�nition 1.2.2 au
h ΓO(V )-äquivalente Teilovoide na
h De�nition 5.2.1.Sei V ein ni
ht ausgearteter quadratis
her Raum, H ≤ ΓO(V ) und γ ∈ Hmit γ(C1) = C2, das heiÿt, C1, C2 sind H-äquivalente Teilovoide von V . Ist dann
O ein Ovoid mit C1 ⊆ O, so ist o�ensi
htli
h γ(O) ein Ovoid, wel
hes C2 enthält.Mit anderen Worten: Zu jeder Fortsetzung von C1 gibt es eine H-äquivalenteFortsetzung von C2.



56 KAPITEL 5. OVOIDSUCHE IN V +(2N,Q)Sei nun G ≤ ΓO(V ) und O ein G-invariantes Ovoid von V . Ist dann γ ∈
NΓO(V )(G), so gibt es für alle g ∈ G ein g′ ∈ G mit gγ = γg′ und es gilt

g(γ(O)) = γ(g′(O)) = γ(O).Also ist in diesem Fall au
h γ(O) ein G-invariantes Ovoid. Bei der Su
he na
h
G-invarianten Ovoiden können wir also die NΓO(V )(G)-Äquivalenz als Äquivalenz-begri� für Teilovoide verwenden.Der Äquivalenztest für Teilovoide bzgl. H-Äquivalenz verläuft analog zumÄquivalenztest aus Algorithmus 4.4.2 von Seite 50. Es muss ledigli
h zusätzli
hgetestet werden, ob die konstruierten Semiähnli
hkeiten in H enthalten sind.5.3 Ein Algorithmus zur Ovoidsu
heIn diesem Abs
hnitt formulieren wir nun den angekündigten Algorithmus zurOvoidsu
he. Zunä
hst geben wir die �Grobstruktur� der Methode an. Dana
hkonkretisieren wir das Kernstü
k des Algorithmus, die s
hrittweise Konstruktionvon Ovoiden aus Teilovoiden, in Algorithmus 5.3.1. Den Abs
hluss des Kapitelsbilden einige Bemerkungen zum Laufzeitverhalten des Algorithmus.Es sei V = V +(2n, q) und G ≤ ΓO(V ). Die Su
he na
h allen G-invariantenOvoiden von V verläuft na
h folgendem S
hema:(i) Bere
hne die Bahnenzerlegung I(V ) =

⋃̇
xG(ii) Wähle einen maximalen total singulären Teilraum U von V und bestimmedie Menge S :=

{
〈x〉G

∣∣∣ x ∈ U, 〈x〉G ist Teilovoid}(iii) Bilde Äquivalenzklassen von S bezügli
h NΓO(V )(G)-Äquivalenz und wähleein Repräsentantensystem R := {s1, . . . , sm}.(iv) Führe für jede �Startmenge� s ∈ R die folgenden S
hritte dur
h:iv(a) Wähle 〈x〉 ∈ s und eine hyperbolis
he Basis (e1, . . . , e2n) von V mit
en+1 = x. Bilde die Partition I(V ) \ I(x⊥) =

⋃
a∈GF(q)n−1 La wie in Satz5.1.1.iv(b) Ergänze s bahnenweise zu Ovoiden von V unter Berü
ksi
htigung derPartition aus iv(a).Dieser S
hritt ist in Algorithmus 5.3.1 genauer dargestellt.(v) Führe Äquivalenztest mittels Algorithmus 4.4.2 dur
h.Alternativen zur Wahl der Teilovoide in S
hritt (ii)In S
hritt (ii) des Su
halgorithmus Seite 56 wird ein maximaler total singulärerTeilraum gewählt, um eine Menge S von �Startmengen� so zu de�nieren, dassjedes G-invarinate Ovoid von V eines der Teilovoide aus S enthält. Es sind au
handere Wahlen für S als die in S
hritt (ii) angegebene denkbar. Hier werden einige



5.3. EIN ALGORITHMUS ZUR OVOIDSUCHE 57Mögli
hkeiten aufgelistet. Wel
he Methode nützli
h oder au
h nur anwendbar ist,hängt vom konkreten Fall ab. Es s
heint hier keine Wahl zu geben, die in jedemFall �gut� oder �s
hle
ht� ist.(a) Sei A :=
{
|xG|

∣∣ x ∈ I(V ), xG ist Teilovoid}. Gibt es eine Teilmenge M ⊆
A, so dass ggT(A \M) ∤ qn−1 + 1, dann lässt si
h aus den Bahnen, derenLänge in A\M ist, kein Ovoid zusammensetzen. Das heiÿt, für jedes Ovoid
O von V gibt es ein x ∈ O mit |xG| ∈M . Wir können also

S :=
{
xG
∣∣ xG ist Teilovoid, |xG| ∈ M

}wählen.Beispiel. Es sei K = GF(9) = GF(3)[z]/(z2 − z − 1) und V = V +(8, 9).Auÿerdem sei G = 〈f〉 mit f ∈ O(V ) und ord(f) = 7. Da 7 kein Teiler von
93 +1 ist, enthält jedes Ovoid von V mindestens einen singulären Fixpunktvon V und wir könnten diese Fixpunkte als �Startmengen� wählen. Wegen
ord(f) = 7 ist nun

(X − 1)(X3 + zX2 + z7X − 1)(X3 + z3X2 + z5X − 1)das Minimalpolynom von f . Das heiÿt es gibt Teilräume V1, V2 von V , sodass V = V1 ⊥ V2 ist, wobei V1 ein f -Modul vom Typ III und V2 einehyperbolis
he Ebene ist. V enthält also genau zwei singuläre Fixpunkte
P1, P2. Ist nun O ein Ovoid von V , dann ist |O| = 93 + 1 = 104 · 7 + 2.Falls O invariant unter f ist, so muss O die beiden Fixpunkte enthalten.Wir wählen also in diesem Fall S = {{P1, P2}}.(b) Sei V ein quadratis
her Raum und G = 〈f〉 mit f ∈ ΓO(V ). Sei P wie inSatz 1.2.4 ein singulärer Punkt von V mit f(P ) = P , VP := P⊥/P und
fP : VP → VP de�niert dur
h v 7→ f(v). Falls es keine Ovoide von VP gibt,die invariant unter fP sind, so ist P na
h Satz 1.2.4 in jedem Ovoid von V ,wel
hes invariant unter f ist, enthalten. De�niere
S1 := {P ∈ O | f(P ) = P, es gibt keine fP -invarianten Ovoide von VP} .Falls S1 6= ∅ ist, so können wir S := {S1} wählen.Beispiel. Sei V = V +(8, 7) und f ∈ O(V ), so dass V eine f -Zerlegungvom Typ II(X−1)3 ⊥ II(X−1)3 ⊥ (IIX−1)

2 hat. Es ist also V = V1 ⊥ V2 ⊥ V3mit f -invarianten Teilräumen V1, V2, V3, so dass V1, V2 vom Typ II(X−1)3 ,
dimV3 = 2 und f

∣∣
V3

= 1 ist. Auÿerdem habe V3 den Wittindex 1 (dasist der Fall, wenn V1 und V2 vers
hiedenen Isometrie-Typ haben). Ist nun
P ∈ V3 mit Q(P ) = 0 und sind VP , fP wie oben de�niert, so gibt es keine
fP -invarianten Ovoide von VP , vgl. Beispiel Seite 14. Bezei
hnen nun P1, P2die singulären Punkte von V3, so de�nieren wir S := {{P1, P2}}.



58 KAPITEL 5. OVOIDSUCHE IN V +(2N,Q)(
) Sei V = V +(8, q) und O ein Ovoid von V , dann ist dim(O) ≥ 7. Denn sonstwäre O Ovoid eines 6-dimensionalen Teilraums. Da Ovoide von V +(6, q)aber e
ht kleiner sind als sol
he von V +(8, q), vgl. Satz 1.2.3, kann dieserTeilraum ni
ht isomorph zu V +(6, q) sein. Na
h [Tha81, Abs
hnitt 1℄ gibtes jedo
h keine Ovoide von V −(6, q).Es ist also mögli
h als �Startmengen� alle sol
hen Bahnen zu betra
hten,die ni
ht in einen gegebenen se
hsdimensionalen Teilraum �passen�. Wählealso einen Teilraum W von V mit dim(W ) = 6 und setzte
S :=

{
〈x〉G

∣∣∣ x /∈ W, 〈x〉G ist Teilovoid} .Dies ist insbesondere dann interessant, wenn es einen groÿen f -invariantenTeilraum gibt, auf dem 〈f〉 nur kurze Bahnen hat. Im allgemeinen Fall istjedo
h ni
ht garantiert, dass dieses Vorgehen wirkli
h eine Erlei
hterungist, da die so gewählte Menge S der �Startmengen� sehr groÿ werden kann.
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Algorithmus 5.3.1 Ovoidsu
heEingabe: Sei ∅ 6= C eine Menge ni
htleerer G-invarianter Teilovoide von

V +(2n, q). Dabei sei 〈en+1〉 ∈ C für alle C ∈ C und I(V ) \ I(〈en+1〉
⊥) =⋃

a∈GF(q)n−1 La eine Partition von I(V ) wie in Satz 5.1.1. Auÿerdem sei r ∈ Q.Ausgabe: Bis auf Äquivalenz werden alle G-invarianten Ovoide bestimmt, dieeines der Teilovoid aus C enthalten.1: pro
edure Ovoide(C, G, r)2: Setze O := {C ∈ C | |C| = qn−1 + 1}.3: for C ∈ C \O do4: Wähle ein α ∈ GF(q)n−1 mit Lα ∩ C = ∅.# Ist O Ovoid mit C ⊆ O, dann existiert wegen 5.1.1 ein x ∈ Lα,# so dass C ∪ xG ⊆ O.5: Sei EC :=
{
C ∪ xG

∣∣ x ∈ Lα, C ∪ xG ist Teilovoid}.6: for Ĉ ∈ EC do7: Für a ∈ GF(q)n−1 sei L bC
a :=

{
x ∈ La | Ĉ ∪ xG ist Teilovoid}8: if L bC

a = ∅ für ein a ∈ GF(q)n−1 then9: # Wegen 5.1.1 gibt es kein Ovoid das Ĉ enthält.10: Entferne Ĉ aus EC .11: end if12: end for13: end for14: Setze E :=
⋃

C∈C\O EC .15: if r ≤ 0,9 then16: Bilde Äquivalenzklassen von E bezügli
h NΓO(V )(G)-Äquivalenz und17: bestimme ein Repräsentantensystem E ′ dieser Klassen.18: Setze r′ := |E′|
|E|

.19: else20: Setze E ′ := E und r′ := r.21: end if22: Wähle eine Partition P von E ′.23: for p ∈ P do24: Bere
hne rekursiv Op := Ovoide(p,G, r′).25: Füge die Ovoide aus Op zur Menge O hinzu.26: end for27: return O28: end pro
edure



60 KAPITEL 5. OVOIDSUCHE IN V +(2N,Q)In Zeile 22 von Algorithmus 5.3.1 wird eine Partition P von E ′ gewählt. Dieshat rein te
hnis
he Gründe. Je kleiner die Elemente von P gewählt werden destoweniger Spei
her brau
ht der Algorithmus. In den nä
hsten Rekursionss
hrit-ten können dabei aber Teilovoide, die aus vers
hiedenen Elementen der Parti-tion hervorgegangen sind, natürli
h ni
ht mehr auf Äquivalenz getestet werden,was von Na
hteil ist, wenn es viele Äquivalenzen zwis
hen den Teilovoiden gibt.Hier wird dann mögli
herweise doppelt gere
hnet. Ist E ′ also klein, so wird man
P = {E ′} wählen. Falls r′ > 0,9 ist, also in den nä
hsten Iterationss
hrittenkeine Äquivalenztests zwis
hen Teilovoiden dur
hgeführt werden, so wählt man
P = {{C} | C ∈ E ′}. Ansonsten sind bei groÿem E ′ mögli
he Kriterien für einePartition auÿer dem Wert von r′ die Gröÿe der Teilovoide in E ′, die Gröÿe von
NΓO(V )(G) und die Rekursionstiefe.Variationen von Algorithmus 5.3.1

• In S
hritt iv(a) des Su
halgorithmus (Seite 56) wird zu einem Punkt xder �Startmenge� s eine Partition der singulären Punkte von V gewählt.Diese wird in Algorithmus 5.3.1, Zeilen 6 bis 12 verwendet um unter denbisher konstruierten Teilovoiden sol
he aus zu sortieren, die si
h ni
ht zuvollen G-invarianten Ovoiden erweitern lassen. Die Partition hängt dabeivon der Wahl von x und der Basiswahl ab. Wir können also in S
hrittiv(a) Partitionen zu vers
hiedenen hyperbolis
hen Basen und gegebenenfallszu vers
hiedenen Punkten von s wählen. Führt man dann die S
hritte inZeile 6 bis 12 von Algorithmus 5.3.1 für diese vers
hiedenen Partitionendur
h, so lässt si
h, falls ein gegebenes Teilovoid Ĉ ni
ht zu einem vollen
G-invarianten Ovoid erweiterbar ist, dies gegebenenfalls früher feststellen.In der praktis
hen Dur
hführung des Algorithmus wurden oft zwei bis dreisol
her Partitionen verwendet.

• In Zeile 4 und 5 von Algorithmus 5.3.1 werden die Teilovoide C ∈ C unterBerü
ksi
htigung der Partition I(V ) \ I(〈en+1〉
⊥) =

⋃̇
La erweitert. Hierkann es nützli
h sein, statt der zuvor gewählten Partition eine andere zubere
hnen.Sei C ∈ C ein Teilovoid. Falls es einen Teilraum U von V gibt mit C ⊆ U ≃

V +(2n − 2, q), können wir eine hyperbolis
he Basis b′ = (e′1, . . . , e
′
2n) von

V wählen, so dass 〈C〉 ⊆ 〈e′1, . . . , e′n−1, e
′
n+1, . . . , e

′
2n−1

〉 und 〈e′n+1

〉
∈ C ist.Für a = (a2, . . . , an) ∈ GF(q)n−1 sei dann wie in Satz 5.1.1

L′
a :=

{〈
2n∑

i=1

xie
′
i

〉
∈ I(V )

∣∣∣∣∣ x1 = 1, xi = ai für 2 ≤ i ≤ n

}
.Wähle nun α = (a2, . . . , an) ∈ GF(q)n−1 mit an 6= 0 und de�niere

EC :=
{
C ∪ xG

∣∣ x ∈ L′
α, C ∪ xG ist Teilovoid}



5.3. EIN ALGORITHMUS ZUR OVOIDSUCHE 61Dann ist dim(Ĉ) > dim(C) für alle Ĉ ∈ EC .Wir können also errei
hen, dass bei der Erweiterung des Teilovoids die Di-mension steigt. Dies ist nützli
h, falls es in V viele G-invariante Teilovoidegibt, die in einem Teilraum vom Typ V +(2n− 2, q) enthalten sind.
• In Zeile 16 werden die bisher gefundenen Teilovoide auf Äquivalenz getes-tet. Für die Ents
heidung, ob sol
he Tests dur
hgeführt werden sollen, hates si
h als praktikabel erwiesen, si
h dana
h zu ri
hten wie viele Äquiva-lenzen im letzten Rekursionss
hritt an dieser Stelle gefunden wurden. Fürdie zu dieser Arbeit dur
hgeführten Re
hnungen ers
heint die S
hranke 0,9zwe
kmäÿig. Es ist jedo
h mögli
h, dass andere S
hranken bessere Ergeb-nisse liefern. Auÿerdem ist es gegebenenfalls nützli
h, die Teilovoide na
hihrer Gröÿe oder Dimension zunä
hst in Klassen einzuteilen, um dann klas-senweise zu ents
heiden, ob ein Äquivalenztest dur
hgeführt werden soll.Das Laufzeitverhalten des Su
halgorithmusUm einen Eindru
k von der Leistungsfähigkeit des oben bes
hriebenen Su
hal-gorithmus zu bekommen, sind in Tabelle 5.1 die Laufzeiten einiger Beispiele zurOvoidsu
he mit Algorithmus 5.3.1 zusammengestellt.Wir betra
hten den quadratis
hen Raum V = V +(8, q) und eine zyklis
heGruppe G ≤ PO(V ). Weiter sei C0 ein G-invariantes Teilovoid von V und

C = {C0}. Auÿerdem sei r := 0. Dies ist hier die Ausgangssituation für Al-gorithmus 5.3.1.In Zeile 22 von Algorithmus 5.3.1 muss eine Partition P der Menge der bis da-hin gefundenen Teilovoide E ′ gewählt werden. Für die Beispiele dieses Abs
hnittswurde P folgendermaÿen gewählt:
P := {P0} ∪ {{C} | C /∈ P0} mit
P0 := {C ∈ E ′ | C, dim(〈C〉) < 7 oder |C| ≤ 15}Für Teilovoide, die im Verlauf des Algorithmus aus den Teilovoiden aus P0entstanden sind, wurden keine Äquivalenztests mehr dur
hgeführt.In Tabelle 5.1 sind nun die folgende Werte aufgelistet.

• die Gröÿe q des Körpers über wel
hem die Su
he dur
hgeführt wurde.
• die Ordnung der zyklis
hen Gruppe G,
• der Typ einer f -Zerlegung von V , wobei G =

〈
f̄
〉, mit f ∈ O(V ). Falls

q = 8 ist, bezei
hnet z ein Element von GF(8) mit z3 + z+ 1 = 0, d.h. einenErzeuger von GF(8)∗. Die Exponenten + bzw − geben an ob der zugehörige
f -Modul maximalen bzw. ni
ht maximalen Wittindex hat.

• die Gröÿe des Teilovoids C0,
• die Dimension dC0

von 〈C0〉,
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• die Längen derG-Bahnen C ′, für die C0∪C
′ ein Teilovoid ist (Die Exponentengeben die Häu�gkeiten an mit der die einzelnen Bahnlängen auftreten.)

• die Anzahl # bC der Teilovoide Ĉ, die in Zeile 10 von Algorithmus 5.3.1 ausder Menge der bisher gefunden Teilovoide entfernt wurden,
• die dur
hs
hnittli
he Gröÿe ∅| bC| der Teilovoide Ĉ, die in Zeile 10 von Algo-rithmus 5.3.1 aus der Menge der bisher gefunden Teilovoide entfernt wurden,
• die Anzahl #O der insgesamt gefundenen Ovoide,
• die Laufzeit des in GAP implementierten Algorithmus auf einem AMD Opte-ron 242 Prozessor.
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q |G| Typ |C0| dC0

Bahnlängen # bC ∅| bC| #O Zeit
7 7 II(X−1)5 ⊥ (IIX−1)

3 7 5 {1(49), 7(4011)} 1221 28 0 0:06:55
7 7 II(X−1)5 ⊥ (IIX−1)

3 8 3 {7(4410)} 281 29 0 0:04:03
7 7 II(X−1)7 ⊥ IIX−1 1 1 {7(10633)} 12551 29 41 1:20:47
7 7 II(X−1)7 ⊥ IIX−1 7 7 {1(1), 7(4055)} 674 27 9 0:01:04
7 7 (II(X−1)3 ⊥ II(X−1)3)

+ ⊥ (IIx−1)
2 7 3 {1(91), 7(5292)} 895 32 0 80:32:32

7 7 (II(X−1)3 ⊥ II(X−1)3)
+ ⊥ (IIx−1)

2 2 2 {7(10584)} 216 9 0 0:01:55

7 6 (III(X−3)(X−5))
2 ⊥

(
(IIX−1)

2
)−

⊥
(
(IIX+1)

2
)−

6 4 {1(14), 2(24), 3(564), 6(5757)} 142539 29 18 2:51:18

7 6 (III(X−3)(X−5))
2 ⊥

(
(IIX−1)

2
)+

⊥
(
(IIX+1)

2
)+ 6 4 {1(18), 2(15), 3(426), 6(5048)} 47185 28 0 1:32:55

7 6 III(X−3)(X−5) ⊥
(
(IIX−1)

2
)+

⊥
(
(IIX+1)

4
)+

6 4 {1(60), 2(749), 3(8), 6(5110)} 809914 31 737 16:44:00

7 6 III(X−3)(X−5) ⊥
(
(IIX−1)

2
)+

⊥
(
(IIX+1)

4
)+

6 3 {1(58), 2(861), 3(6), 6(6069)} 313327 32 187 9:47:16

8 7 III(X−z)(X−z6) ⊥ III(X−z2)(X−z5) ⊥
(
I(X−1)

)2
7 5 {1(68), 7(10912)} 27609 30 0 3:50:58

8 9 (IIX2+z4X+1)
3 ⊥ IIX2+X+1 9 4 {9(9408)} 955 36 42 0:19:11

8 9 II(x2+z4x+1) ⊥ II(x2+z4x+1) ⊥
(
I(x−1)

)2
9 3 {1(72), 9(10592)} 17128 45 28 2:17:26Tabelle 5.1: Re
henbeispiele zu Algorithmus 5.3.1



Kapitel 6Ergebnisse der Ovoidsu
heFür q ∈ {7, 8, 9} wurde per Computer eine systematis
he Su
he na
h Ovoidenin V = V +(8, q) dur
hgeführt. Dazu wurde Algorithmus 5.3.1 verwendet, der zuvorgegebener Gruppe G die G-invarianten Ovoide bere
hnet. Als G wurden vor-wiegend zyklis
he Untergruppen von PO(V ) verwendet. Die Ergebnisse der Ovo-idsu
he zu zyklis
hen Gruppen �nden si
h in tabellaris
her Form in Anhang A.Bei der Ovoidsu
he wurden keine neuen Ovoide gefunden. Aus der Su
heergeben si
h jedo
h Restriktionen an die Stabilisatoren neuer Ovoide. Diese sindin den folgenden Abs
hnitten zusammengefasst.Seien G,G′ ≤ PΓO(V ) zueinander konjugiert, es gebe also ein γ ∈ PΓO(V ),so dass γ−1Gγ = G′ ist. Weiter sei O ein G-invariantes Ovoid. Dann gibt es füralle g′ ∈ G′ ein g ∈ G mit g′ = γ−1gγ und es gilt
g′(γ−1(O)) = γ−1(g(O)) = γ−1(O).Also ist γ−1(O) ein zu O äquivalentes, G′-invariantes Ovoid. Daher ist bei derOvoidsu
he aus jeder Konjugiertenklasse von PΓO(V ) nur ein Repräsentant zubetra
hten.Um bis auf Konjugation die zyklis
hen Gruppen G ≤ PO(V ) einer vorgege-benen Ordnung d ∈ N zu �nden, wurden die Ergebnisse aus Kapitel 3 verwendet:Zunä
hst wurden dabei mit Algorithmus 3.3.3 die mögli
hen G-Typen orthogo-naler Zerlegungen von V bestimmt. Dann wurden mit Hilfe der Ergebnisse ausAbs
hnitt 3.2 bis auf Konjugation die zyklis
hen Gruppen bestimmt, die eineZerlegung von einem der bere
hneten Typen zulassen (bea
hte dazu au
h dasBeispiel von Seite 39).6.1 Ovoide von V +(8, 7)Es sei hier V := V +(8, 7). In V sind bis auf Äquivalenz zwei Ovoide bekannt.Sie gehören zur binären und ternären Familie von Conway, Kleidman und Wilson(siehe Abs
hnitt 2.5). 64



6.1. OVOIDE VON V +(8, 7) 65In diesem Abs
hnitt sind zunä
hst in Lemma 6.1.1 die Ergebnisse der Su
hena
h Ovoiden von V , die invariant unter zyklis
hen Gruppen G ≤ PO(V ) sind,angegeben. Ans
hlieÿend wird untersu
ht, zu wel
hen Abbildungen f ∈ PGO(V )\
PO(V ) es 〈f〉-invariante Ovoide gibt. S
hlieÿli
h wurde in V +(8, 7) au
h eineOvoidsu
he zu elementarabels
hen Gruppen der Ordnung 9 dur
hgeführt. DieResultate, die si
h insgesamt aus diesen Betra
htungen ergeben, sind am Endedes Abs
hnitts in Satz 6.1.4 zusammengefasst.Die Su
he na
h Ovoiden von V +(8, 7), die invariant unter zyklis
hen Gruppen
G ≤ PO(V ) fester Ordnung sind, liefert das folgende Lemma:Lemma 6.1.1. Sei V = V +(8, 7) und g ∈ PO(V ). Ist O ein g-invariantes Ovoidvon V , wel
hes keines der beiden bekannten Ovoide ist, also ni
ht aus der binärenoder ternären Konstruktion stammt, dann gilt:(i) a ∤ ord(g) für a ∈ {43, 19, 9, 8, 7, 5}.(ii) Falls ord(g) = 6 ist, dann gibt es g-invariante Teilräume V1, V2 von V ,so dass V = V1 ⊥ V2, dim(V2) = 6 und ord(g

∣∣
V2

) ≤ 2 ist.Bea
hte, dass 2, 3, 5, 7, 19 und 43 genau die Primteiler von |PO(V +(8, 7))|sind.Ist V ein ni
ht ausgearteter quadratis
her Raum und f ∈ GO(V ), so bezei
hnehier f̄ ∈ PGO(V ) das Bild von f unter dem kanonis
hen Epimorphismus. ImFolgenden werden zyklis
he Gruppen 〈f̄〉 mit f̄ ∈ PGO(V ) \ PO(V ) betra
htetund untersu
ht, wel
he dieser Gruppen 〈f̄〉-invariante Ovoide zulassen.Lemma 6.1.2. Sei V ein ni
ht ausgearteter quadratis
her Raum über einemendli
hen Körper K. Ist g ∈ GO(V ) mit Multiplikator sg, so dass ḡ ∈ PGO(V ) \
PO(V ) ist. Dann gilt:(i) sg ist kein Quadrat in K und ord(ḡ) ist gerade.(ii) Ist s ∈ K ein beliebiges Ni
htquadrat, dann gibt es eine Ähnli
hkeit f ∈

GO(V ) mit Multiplikator s, so dass ḡ = f̄ .Beweis. (i) Sei α = ord(ḡ) und λ ∈ K mit gα = λ1. Dann gilt für alle x, y ∈ V :
λ2(x, y) = (λx, λy) = (gα(x), gα(y)) = sα

g (x, y).Da V ni
ht ausgeartet ist, folgt λ2 = sα
g . Ist sg = a2 für ein a ∈ K, so ist

g′ := 1
a
g ∈ O(V ) mit ḡ = g′, das heiÿt ḡ ∈ PO(V ). Also ist sg kein Quadrat in Kund α gerade.(ii) Da sg kein Quadrat ist, gibt es ein b ∈ K mit b2sg = s. Dann ist f :=

bg ∈ GO(V ) mit Multiplikator s und ḡ = f̄ .Sei nun V = V +(8, 7) und f ∈ GO(V ), so dass f̄ ∈ PGO(V )\PO(V ) ist. Fallses ein 〈f〉-invariantes Ovoid von V gibt, wel
hes ni
ht eines der beiden bekannten



66 KAPITEL 6. ERGEBNISSE DER OVOIDSUCHEist, so folgt, wegen f̄ 2 ∈ PO(V ), aus Lemma 6.1.1, dass ord(f̄) = 2ℓ · 3m ist mit
ℓ ≤ 3 und m ≤ 1. Das heiÿt, ord(f̄) ∈ {2, 4, 8, 6, 12, 24}.In den Fällen ord(f̄) ∈ {2, 4} konnte keine vollständige Su
he na
h 〈f̄〉-invarianten Ovoiden dur
hgeführt werden. In den anderen Fällen, das heiÿt für
ord(f̄) ∈ {8, 6, 12, 24}, gibt es keine 〈f̄〉-invarianten Ovoide.Die hierzu untersu
hten Fälle sind in Tabelle 6.1 angegeben. Dabei steht je-weils in der ersten Spalte die Ordnung von f und in der zweiten Spalte derMultiplikator des für die Re
hnungen gewählten Repräsentanten f ∈ GO(V ) von
f . Wegen Lemma 6.1.2 müssen nur Abbildungen f ∈ GO(V ) mit Multiplikator
sf = −1 betra
htet werden. Die dritte Spalte enthält den Typ einer Zerlegung von
V in orthogonal unzerlegbare f -Moduln. In der letzten Spalte ist gegebenenfallsverzei
hnet, ob bei der Su
he Ovoide aufgetreten sind, falls hier �?� eingetragenist, konnte die Su
hen ni
ht vollständig dur
hgeführt werden.Zu jeder auftretenden Ordnung |f̄ | sind ledigli
h jene Fälle aufgelistet, die zuzyklis
hen Gruppen 〈f̄〉 ≤ PGO(V ) gehören, bei denen die Su
he na
h Ovoiden,die invariant unter der Gruppe 〈f̄ 2

〉
≤ PO(V ) sind, ni
ht (vollständig) dur
hge-führt wurde.Im Fall ord(f̄) = 6 wurden nur sol
he Abbildungen f betra
htet, für die

f 6 = −1 ist, denn andernfalls hat V eine f 3-Zerlegung vom Typ (III(X−1)(X+1))
4und in diesem Fall gibt es keine f 3-invarianten Ovoide. Falls ord(f̄) = 24 ist, soist f̄ 3 ∈ PGO(V )\PO(V ) mit ord(f̄ 3) = 8, sodass au
h hier keine 〈f̄〉-invariantenOvoide auftreten.

|f̄ | sf Typ eine Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f -Moduln Ovoide
2 −1 (III(X−1)(X+1))

4 �
2 −1 (IIX2+1)

4 ?
6 −1 II(X2+2)(X2+4) ⊥ (IIX2+1)

2 �
6 −1

(
II(X2+2)(X2+4)

)2 �
8 −1

(
III(X2+3X+1)(X2+4X+1)

)2 �
8 −1 III(X2+3X+1)(X2+4X+1) ⊥

(
II+

X2+1

)2 �
8 −1 III(X2+3X+1)(X2+4X+1) ⊥ IIX2+1) ⊥ III(X−1)(X+1) �
8 −1 III(X2+3X+1)(X2+4X+1) ⊥ (III(X−1)(X+1))

2 �
8 −1 IIx2+a1x−1 ⊥ IIx2+a2x−1 ⊥ IIx2+a3x−1 ⊥ IIx2+a4x−1,

ai ∈ {±1,±4}
�

12 −1 III(X−4)(X−5) ⊥ IIX2+1 ⊥ IIX2+1 ⊥ IIX2+1 �
12 −1 III(X−4)(X−5) ⊥ IIX2+1 ⊥ IIX2+1 ⊥ III(X−1)(X+1) �



6.2. OVOIDE VON V +(8, 8) 67
|f̄ | sf Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f -Moduln Ovoide
12 −1 III(X−4)(X−5) ⊥ IIX2+1 ⊥ III(X−1)(X+1) ⊥ III(X−1)(X+1) �Tabelle 6.1: Ovoidsu
he zu Ähnli
hkeiten von V ≃ V +(8, 7)Auÿer der Su
he zu zyklis
hen Gruppen wurde in V +(8, 7) au
h eine Su
hena
h den Ovoiden dur
hgeführt, die invariant unter elementarabels
hen Gruppender Ordnung 9 sind. Au
h hier sind auÿer den bekannten keine weiteren Ovoidenaufgetreten:Lemma 6.1.3. Sei V = V +(8, 7) und G ≤ PGO(V ) elementarabels
h der Ord-nung 9. Ist O ein G-invariantes Ovoid von V , dann ist O eines der beiden be-kannten Ovoide von V +(8, 7).Ein neues Ovoid O besitzt nun na
h Lemma 6.1.1 keinen Automorphismus derOrdnung 9 und ist na
h Lemma 6.1.3 unter keiner elementarabels
hen Gruppeder Ordnung 9 invariant. Da p-Gruppen ein ni
httriviales Zentrum besitzen, istalso die 3-Sylow Untergruppe des Stabilisators von O eine Untergruppe von Z3.Mit |PO(V +(8, 7))| = 218 · 35 · 54 · 712 · 19 · 43, erhält man somit aus 6.1.1 und6.1.3 den folgenden Satz.Satz 6.1.4. Sei V = V +(8, 7) und O ein Ovoid von V , wel
hes ni
ht aus derbinären bzw. ternären Konstruktion stammt. Dann gilt:(i) | StabPGO(V )(O)| = 2ℓ · 3m für ein ℓ ≥ 0 und m ∈ {0, 1} .(ii) Ist f̄ ∈ | StabPGO(V )(O)| mit ord(f̄) = 2k, so ist k ≤ 2.6.2 Ovoide von V +(8, 8)Die bekannten Ovoide von V := V +(8, 8) sind das unitäre Ovoid, das desargues-s
he Ovoid und das Ovoid von Dye, siehe Kapitel 2.Aus der Su
he na
h G-invarianten Ovoiden in V zu zyklis
hen Gruppen G ≤

PO(V ) ergibt si
h das folgende Lemma:Lemma 6.2.1. Sei V = V +(8, 8) und g ∈ PO(V ). Ist O = g(O) ein Ovoid von
V , das ni
ht das desarguess
he oder unitäre Ovoid und ni
ht das Dye-Ovoid ist,dann gilt:(i) a ∤ ord(g) für a ∈ {73, 19, 13, 8}.(ii) Falls ord(g) ∈ {9, 7}, dann gibt es g-invariante Teilräume V1, V2 von V ,so dass V = V1 ⊥ V2, dim(V2) = 6 und g∣∣

V2
= 1 ist.Weitere Betra
htungen ergeben, dass es keine zyklis
hen Gruppen der Ord-nung 49 in PO(V ) gibt. Ist auÿerdem G ≤ PO(V ) elementarabels
h der Ordnung

49, so enthält G ein Element g, wel
hes ni
ht von der Form aus 6.2.1 (ii) ist.



68 KAPITEL 6. ERGEBNISSE DER OVOIDSUCHEAlle Ovoide, die G als Automorphismengruppe zulassen, sind also bekannt. In
PO(V ) gibt es des Weiteren keine zyklis
hen Gruppen der Ordnung 27. Eine 5-Sylowgruppe von O(V ) hat die Ordnung 25 und es gibt keine Ovoide die invariantunter einer sol
hen Gruppe sind.Da |PO(V )| = |O(V )| = 237 · 39 · 52 · 74 · 132 · 19 · 73 ist, ergibt si
h s
hlieÿli
hmit Lemma 6.2.1 der folgende Satz.Satz 6.2.2. Sei V = V +(8, 8) und O ein Ovoid von V , das ni
ht das unitäre,desarguess
he oder das Ovoid von Dye ist. Dann gilt:(i) | StabPO(V )(O)| = 2ℓ · 3m · 5k · 7r mit geeigneten ℓ,m ≥ 0 und k, r ∈ {0, 1}.(ii) Hat f̄ ∈ StabPO(V )(O) die Ordnung 2j, so ist j ≤ 2.(iii) Ist f̄ ∈ StabPO(V )(O) der Ordnung 3j, so ist j ≤ 2.Genauer: j = 1 oder V = V1 ⊥ V2 mit f -invarianten Teilräumen Vi von V ,so dass dim(V2) = 6 und f ∣∣

V2
= 1.6.3 Ovoide von V +(8, 9)Für V = V +(8, 9) ist bis auf Äquivalenz nur ein Ovoid von V bekannt, das unitäreOvoid. Es ist |PO(V )| = 218 · 324 · 54 · 7 · 13 · 412 · 73. Da dieser Wert sehr groÿist, gestaltet si
h die Ovoidsu
he hier s
hwierig.Die Ergebnisse einer Su
he na
h Ovoiden von V zu zyklis
hen Gruppen Gsind in Anhang Seite 79 aufgelistet. Insgesamt ergibt si
h:Satz 6.3.1. Sei V = V +(8, 9) und O ein Ovoid von V , das ni
ht das unitäreOvoid ist. Weiter sei g ∈ PO(V ) mit g(O) = O, dann gilt a ∤ ord(g) für alle

a ∈ {24, 32, 52, 13, 41, 73}.Bea
hte dazu, dass eine 5-Sylow Untergruppe von PO(V ) elementarabels
hist, es also keine zyklis
hen Untergruppen von PO(V ) der Ordnung 25 gibt.Um Abs
hätzungen über die Gröÿe der 5-Sylow Untergruppen der Automor-phismengruppe neuer Ovoide O zu erhalten, wäre es interessant, alle Ovoide zubestimmen, die invariant unter einer elementarabels
hen Gruppe G ≤ PO(V )der Ordnung 25 sind. Leider konnte diese Su
he, wegen des hohen re
hneris
henAufwandes, ni
ht dur
hgeführt werden.Aus dem selben Grund wäre natürli
h eine vollständige Su
he na
h Ovoidenin V wüns
henswert, die invariant unter einer zyklis
hen Gruppe der Ordnung
7 sind. Die Su
he mit zyklis
he Gruppen der Ordnungen 7 und 8 ist jedo
hsehr aufwändig und konnte ni
ht vollständig dur
hgeführt werden. Au
h einerandomisierte unvollständige Su
he erbra
hte hier keine neuen Ovoide.



Kapitel 7Anwendung der Algorithmen in
V +(6, 8)Die in den Kapiteln 4 und 5 zur Su
he 8-dimensionaler Ovoide entwi
kelten Me-thoden lassen si
h natürli
h au
h auf Räume anderer Dimension anwenden. Indiesem Kapitel werden nun einige Beispiele sol
her Anwendungen für Ovoide in
V +(6, 8) gegeben.7.1 Die Projektionen des Dye-OvoidsDur
h Projektion wie in Satz 1.2.4 ergeben si
h aus dem Ovoid von Dye bis aufÄquivalenz 13 Ovoide von V +(6, 8), vgl. au
h [Wil99, 4.2.1℄. Wir erweitern hierdas Ergebnis von B.Williams und bere
hnen die Stabilisatoren dieser Ovoide.Sei V = V +(8, 8). Wie in Abs
hnitt 2.4 sei {e1, . . . , e9} ein Ovoid von V +(8, 2)und a ∈ GF(8) mit a3+a2+1 = 0. Es sei O das Ovoid von Dye, bestehend aus denPunkten 〈e1〉V , . . . , 〈e9〉V und den Punkten 〈aei + a2ej + a4ek〉V mit paarweisevers
hiedenen i, j, k.Tabelle 7.1 enthält die 13 Projektionen von O. Dabei steht in der ersten Spal-te der singuläre Punkt P /∈ O, zu wel
hem die Projektion wie in Satz 1.2.4dur
hgeführt wurde. Die zweite Spalte enthält den Stabilisator der Projektionin PΓO

(〈
Ō
〉). In der dritten Spalte ist gegebenenfalls eine Referenz, in der dasentspre
hende se
hsdimensionale Ovoid zu �nden ist, angegeben.Der Stabilisator wurde mit Hilfe des auf Seite 52 bes
hriebenen Algorithmusbere
hnet. Die Notation der Gruppen orientiert si
h an der Notation in GAP.7.2 Semi�elds und OvoideWie in Abs
hnitt 1.3 bes
hrieben, entspre
hen Ovoide von V +(6, q) eineindeu-tig Spreads von GF(q)4 und somit Translationsebenen der Ordnung q2 mit Kern69



70 KAPITEL 7. ANWENDUNG DER ALGORITHMEN IN V +(6, 8)Projektionspunkt StabPΓO(〈Ō〉)
(
Ō
) Bemerkungen1 e2 + e3 + e4 + e5 + a2e8 S4 × (((C2)

4 : C3) : C2) [HJ90, Tb.1 VI℄2 e2 + e3 +a4e4 +a4e5 +a6e7 +a2e8 +a6e9 C2 × C2 ×A43 e1 + a5e2 + a5e3 + a1e4 + a1e5 + e6 C2 × S3 ×A4 [Kan82a, 8.4℄4 a2e1 + a5e4 + a6e6 + a6e7 + a4e8 + a4e9 C2 × C2 × S35 a5e1+a2e2+a3e3+a6e4+a4e5+ae6+e7 C2 × (C7 : C3)6 e1 + a6e5 + a3e6 + a5e7 + e8 + e9 C3 × S3 × S37 a5e1 + a6e2 + a4e3 + a2e4 + a6e5 + e8 D128 a3e1 + ae2 + a4e3 + e4 + e5 + a3e6 + a6e7 C2 ×A49 e1 + ae2 + a6e3 + a4e4 + ae5 C6 × S4 [Kan82a, 8.3℄10 e1 + a7e4 + a5e8 + a2e9 C2 × S5 [Kan82a, 8.2℄11 e1 + ae3 + e6 + e7 + a6e8 + a6e9 C2 × S3 × S312 e1 + a3e2 + a5e3 + a2e4 + a3e5 C2 × S413 e2 + e3 + e4 + e5 (PSL(2, 64) : C3) : C2 [Kan82a, 8.1℄Tabelle 7.1: Die Projektionen des Ovoids von Dye
GF(q). Ein Spezialfall der Translationsebenen sind sol
he Ebenen, die dur
h Se-mi�elds bes
hrieben werden.Ist p eine Primzahl, dann sind für e ≥ 4 sind Semi�eldebenen der Ordnung
pe für die Ordnungen 16, 32 und 81 in [Knu65, 6.2℄, [Wal63a℄ und [Demb℄ klassi-�ziert. Cardinali, Polverino und Trombetti geben in [CPT06℄ eine Klassi�kationder Semi�eld Ebene der Ordnung q4 mit Kern GF(q2) und Zentrum GF(q). Wirbetra
hten in diesem Abs
hnitt die Semi�eldebenen der Ordnung 26 mit Kern
GF(23) also sol
he Ebenen, die Ovoiden von V +(6, 8) entspre
hen.Die im Folgenden angegebenen Überlegungen führen zu einem Algorithmus,mit wel
hem die Semi�eldebenen der Ordnung 64 mit Kern GF(8) bestimmtwerden können.Es sei p eine Primzahl q = pe für ein e ∈ N. Jede Semi�eldebene der Ordnung
q2 mit Kern GF(q) wird dur
h eine sogenannte Spreadmenge S ⊆ GF(q)2×2bes
hrieben. Dabei ist S ein 2e-dimensionaler GF(p)-Vektorraum und es ist S \
{0} ⊆ GL(2, q). Um alle Semi�eldebenen zu bestimmen, bere
hnen wir alle Basensol
her Spreadmengen in GL(2, 8).Sei S ⊆ GF(q)2×2 eine Spreadmenge. Dann ist die Abbildung

α : S → GF(q)2,
(
a11 a12
a21 a22

)
7→ (a11, a12)bijektiv. Ein Element A einer Spreadmenge ist also dur
h (1, 0)A bestimmt.Für jedes A ∈ S ist S ′ := {sA−1 | s ∈ S} eine zu S äquivalente Spreadmenge,das heiÿt S und S ′ de�nieren äquivalente Ebenen. Wir können also o.B.d.A.annehmen, dass 1 ∈ S ist.



7.2. SEMIFIELDS UND OVOIDE 71Für unseren Fall sei nun p = 2 und q = 8. Die Spreadmengen haben dann dieDimension 6 über GF(2). Wir s
hreiben GF(8) = GF(2)[ζ ]. Um die gesu
htenSpreadmengen zu bestimmen, su
ht man nun sukzessive die 5-Tupel (s1, . . . , s5) ∈
GL(2, 8)5, für die

(1, 0)s1 = (ζ, 0), (1, 0)s2 = (ζ2, 0), (1, 0)s3 = (0, 1),

(1, 0)s4 = (0, ζ) und (1, 0)s5 = (0, ζ2)gilt, und die zusammen mit 1 eine Basis einer Spreadmenge bilden.Bis auf Äquivalenz ergeben si
h 10 Semi�eldebenen der Ordnung 64 mit Kern
GF(8). All diese Ebenen sind bereits bekannt. A
ht dieser Ebenen sind in [HJ90℄bes
hrieben. Die anderen beiden �nden si
h in [CW99, S. 128 ii, iv℄.Mit Hilfe der Kleinkorrespondenz ergeben si
h aus diesen Ebenen bis aufÄquivalenz a
ht Ovoide von V +(6, 8). Dabei ist zu bea
hten, dass transponierteSpreadmengen äquivalente Ovoide induzieren.Der Algorithmus aus Abs
hnitt 4.5 wurde angewendet um die Stabilisatorendieser Ovoide zu bestimmen. Die Ergebnisse der Re
hnungen sind in Tabelle 7.2verzei
hnet. Dabei enthält die zweite Spalte einen Verweis auf die Konstruktionder betre�enden Ebene und die dritte Spalte eine Bes
hreibung des Stabilisa-tors des Ovoids in PΓO. In der vierten Spalte ist die Gröÿe dieses Stabilisatorsangegeben.Ebene StabPΓO(〈O〉)(O) | StabPΓO(〈O〉)(O)|1 [HJ90, Tbl. 1, I℄ (PSL(2, 64) : C3) : C2 28 · 33 · 5 · 7 · 132 [HJ90, Tbl. 1, II℄ (((C2)

4 : C3) : C2) ×D8 28 · 33 [HJ90, Tbl. 1, III℄ (((C2)
4 : C3) : C2) ×D8 28 · 34 [HJ90, Tbl. 1, IV℄, [HJ90, Tbl. 1, V℄ (C2)

6 : C2 275 [HJ90, Tbl. 1, VI℄ (((C2)
4 : C3) : C2) × S4 28 · 326 [HJ90, Tbl. 1, VII℄ (((C2)
4 : C3) : C2) ×D8 28 · 37 [HJ90, Tbl. 1, VIII℄ (((C2)

4) : C2) × S4 28 · 38 [CW99, S. 128 ii℄, [CW99, S. 128 iv℄ ((C2)
6 : C7) : C9 26 · 32 · 7Tabelle 7.2: Die Semi�eld-Ovoide in V +(6, 8)Man bea
hte, dass Huang und Johnson [HJ90℄ in drei Fällen zu kleine Auto-morphismengruppen angeben: Aus der Kleinkorrespondez erhält man einen Iso-morphismus zwis
hen der Gruppe PΓL∗(V ) der Kollineationen und Korrelationenauf P(V ) und der Gruppe PΓO(Λ2(V )), siehe [Tay92, Thm. 12.18℄. Da die Grup-pe der Kollineationen auf P(V ) den Index 2 in PΓL∗(V ) hat, kann si
h die Gröÿeder Stabilisatoren der Ovoide von V +(6, 8) hö
hstens um den Faktor 2 von derGröÿe der Automorphismengruppen der zugehörigen Semi�eldebenen unters
hei-den. Das heiÿt im Fall [HJ90, Tbl. 1, VI℄ ist die Automorphismengruppe um den



72 KAPITEL 7. ANWENDUNG DER ALGORITHMEN IN V +(6, 8)Faktor 32 und in den Fällen [HJ90, Tbl. 1,VII VIII℄ um den Faktor 3 gröÿer alsHuang und Johnson angeben.7.3 Weitere Ovoide von V +(6, 8)Die Ovoide von V +(6, q) sind für q ≤ 7 klassi�ziert. Wir betra
hten hier V =
V +(6, 8) und bestimmen bis auf Äquivalenz alle Ovoide O von V , die invariantunter einer Abbildung f ∈ PO(V ) mit ord(f) ∈ {5, 7, 8, 9, 13, 73} sind. Bea
hte,dass 2, 3, 5, 7, 13 und 73 genau die Teiler von |PO(V )| sind.Die Ergebnisse dieser Re
hnung �nden si
h in Tabelle 7.3. Die erste Spalteenthält die Ordnung von f , die zweite eine Bes
hreibung des Stabilisators desOvoids. In der dritten Spalte wird gegebenenfalls angegeben, wel
her Translati-onsebene das Ovoid via Kleinkorrespondenz entspri
ht.Es fällt auf, dass einige der Ovoide ausgespro
hen kleine Automorphismen-gruppen besitzen. Auÿerdem treten viele Ovoide auf, die ni
ht in den Tabellen7.2 und 7.1 vorkommen. Dies gibt einen weiteren Hinweis darauf, dass es sehrviele Ovoide in V +(6, 8) gibt. Eine vollständige Klassi�kation ist wahrs
heinli
hnur mit speziell auf diesen Fall zuges
hnittenen Methoden mögli
h.Es ist PO(V +(6, 8)) ≃ PSL(4, 8). B. Mwene bes
hreibt in [Mwe76℄ die Unter-gruppenstruktur von PSL(4, 2m). Daraus ergibt si
h, dass die Ordnungen ni
htau�ösbarer Untergruppen von PO(V +(6, 8)) dur
h 5 oder 7 teilbar sind. Mit denin Tabelle 7.3 eingetragenen Ergebnissen der Ovoidsu
he in V +(6, 8) erhalten wir:Folgerung 7.3.1. Es sei O ein Ovoid von V +(6, 8) mit ni
ht au�ösbarem Sta-bilisator SO, dann enthält SO einen einfa
hen Normalteiler N , so dass SO/Nau�ösbar ist. Dabei gilt eine der folgenden Aussagen:(i) N ≃ A5 und O entspri
ht entweder mittels Kleinkorrespondenz der Trans-lationsebene der Ordnung 64 aus [Kan82
℄ oder ist die in [Kan82a, 8.2℄ be-s
hriebene Projektion des Ovoids von Dye.(ii) N ≃ Sz(8) und O entspri
ht der Lüneburg-Ebene der Ordnung 64.(iii) N ≃ PSL(2, 64) und O entspri
ht der desarguess
hen Ebene.(iv) N ≃ PSL(2, 8) und O entspri
ht entweder einer der beiden Ott-S
hä�er-Ebenen der Ordnung 64 oder der Hall-Ebene der Ordnung 64.



7.3. WEITERE OVOIDE VON V +(6, 8) 73
|f | StabPΓO(〈O〉(O) Bemerkung5 S5 × S3 [Kan82
℄5 S5 × C2 Proj. des Dye-Ovoids, Tbl. 7.1 Nr. 105 D205 C55 C3 ×D105, 7, 13 Sz(8) : C3 Lüneburg-Ebene [Lün80℄5, 7, 9, 13 (PSL(2, 64) : C3) : C2 desarguess
he Ebene7 C2 × (((C2)

3 : C7) : C3)7 (C7 : C3) : C27 (C7 : C3) × C2 Proj. des Dye-Ovoids, Tbl. 7.1, Nr. 5.7 D147 D147 (C63 : C3) : C27, 9 (PSL(2, 8) : C3) × C2 Ott-S
hä�er-Ebene [FJ84℄7 ((C7 : C3) : C2) × C27 ((C2)
6 : C7) : C9 Semi�eldebene. [CW99, S. 128, ii, iv℄7, 9 (PSL(2, 8) : C3) × C2 Ott-S
hä�er-Ebene [FJ84℄7 (((C4)
3 : C7) : C3) : C27, 9 (((C9 × PSL(2, 8)) : C3) : C2) × C2 Hall-Ebene [HP73, IX 2.℄9 D189 (((C9)
2 : C3) : C2) : C2 verallgemeinerte André-Ebene9 C2 × (D18)

2 verallgemeinerte André-Ebene9 C2 × S3 ×D189 (C2)
2 ×D189 C2 ×D18 × S39 D18 ×D89 S4 ×D189 C2 × (D18)

2 verallgemeinerte André-Ebene9 (C2)
2 ×D189 D189 ((C9 : C3) : C2) × C29 (C63 : C3) : C29 (C9 : C3) : C29 C9 : C39 D18 Tabelle 7.3: Einige Ovoide von V +(6, 8)



Anhang AErgebnistabellenIn V = V +(8, q) wurde für q ∈ {7, 8, 9} mit Hilfe der Algorithmen aus denKapiteln 4 und 5 zu vers
hiedenen Ordnungen d na
h allen Ovoiden gesu
ht,die invariant unter einer zyklis
hen Gruppe 〈f〉 ≤ PO(V ) der Ordnung d sind.Die Ergebnisse werden in Kapitel 6 zusammengefasst und sind in den folgendenTabellen aufgeführt. Die ersten Spalte enthält dabei jeweils die Ordnung der Ab-bildung f ∈ PO(V ), die zweite Spalte den Typ einer f -Zerlegung von V für einenRepräsentanten f ∈ O(V ) von f und die letzte Spalte die Isomorphieklasse der〈
f
〉-invarianten Ovoide. Bei den Typen der Zerlegungen bedeutet ein + oder− alsExponent, dass der entspre
hende Modul von maximalem resp. ni
htmaximalemWittindex ist. Über jeder Tabelle ist die Ordnung der zugehörigen projektiven or-thogonalen Gruppe des jeweiligen Raumes angegeben. Tritt in einer Tabelle einemögli
he Ordnung ni
ht auf, so waren die Bere
hnung zu dieser Ordnung zu auf-wändig, sodass sie ni
ht (vollständig) dur
hgeführt wurden. Tritt eine Ordnungjedo
h auf, so sind bis auf Konjugation alle Gruppen dieser Ordnung aufgelistet.Gegebenenfalls besitzen sie jedo
h den Eintrag �?� in der dritten Spalte. DieserFall musste dann ebenfalls o�en bleiben.A.1 V = V +(8, 7)

|PO(V +(8, 7))| = 218 · 35 · 54 · 712 · 19 · 43

|f | Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f -Moduln Ovoide
43 II−

X6−3X5+X4−X3+X2−3X+1 ⊥ (II(X−1))
2 �

19 III(X3+2X−1)(X3−2X2−1) ⊥
(
II(X−1)

)2 �
9 III(X3−4)(X3−2) ⊥ III(X−4)(X−2) �
9 III(X3−4)(X3−2) ⊥ II(X−1) ⊥ II(X−1) binär
8 (IIX2+4X+1)

3 ⊥ IIX2+1 �74



A.1. V = V +(8, 7) 75
|f | Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f -Moduln Ovoide
8 (IIX2+4X+1)

3 ⊥ (IIX−1)
2 �

8 (IIX2+4X+1)
3 ⊥ IIX−1 ⊥ IIX+1 �

8 (IIX2+4X+1)
2 ⊥ IIX2+3X+1 ⊥ IIX2+1 �

8 (IIX2+4X+1)
2 ⊥ IIX2+3X+1 ⊥ (IIX−1)

2 �
8 (IIX2+4X+1)

2 ⊥ IIX2+3X+1 ⊥ IIX−1 ⊥ IIX+1 �
8 (IIX2+4X+1)

2 ⊥ (IIX2+1)
2 �

8 (IIX2+4X+1)
2 ⊥ IIX2+1 ⊥ (IIX−1)

2 �
8 (IIX2+4X+1)

2 ⊥ IIX2+1 ⊥ IIX−1 ⊥ IIX+1 �
8 (IIX2+4X+1)

2 ⊥ (IIX−1)
4 �

8 (IIX2+4X+1)
2 ⊥

(
(IIX−1)

2
)−

⊥
(
(IIX+1)

2
)− �

8 (IIX2+4X+1)
2 ⊥

(
(IIX−1)

2
)+

⊥
(
(IIX+1)

2
)+ �

8 (IIX2+4X+1)
2 ⊥ (IIX−1)

3 ⊥ IIX+1 �
8 IIX2+4X+1 ⊥ IIX2+3X+1 ⊥ (IIX2+1)

2 �
8 IIX2+4X+1 ⊥ IIX2+3X+1 ⊥ IIX2+1 ⊥ (IIX−1)

2 binär, ternär
8 IIX2+4X+1 ⊥ IIX2+3X+1 ⊥ IIX2+1 ⊥ IIX−1 ⊥ IIX+1 binär, ternär
8 IIX2+4X+1 ⊥ IIX2+3X+1 ⊥ (IIX−1)

4 ternär
8 IIX2+4X+1 ⊥ IIX2+3X+1 ⊥

(
(IIX−1)

2
)−

⊥
(
(IIX+1)

2
)− ternär, binär

8 IIX2+4X+1 ⊥ IIX2+3X+1 ⊥
(
(IIX−1)

2
)+

⊥
(
(IIX+1)

2
)+ �

8 IIX2+4X+1 ⊥ IIX2+3X+1 ⊥ (IIX−1)
3 ⊥ IIX+1 ternär, binär

8 IIX2+4X+1 ⊥ (IIX2+1)
3 �

8 IIX2+4X+1 ⊥ (IIX2+1)
2 ⊥ (IIX−1)

2 �
8 IIX2+4X+1 ⊥ (IIX2+1)

2 ⊥ IIX−1 ⊥ IIX+1 �
8 IIX2+4X+1 ⊥ IIX2+1 ⊥ (IIX−1)

4 �
8 IIX2+4X+1 ⊥ IIX2+1 ⊥

(
(IIX−1)

2
)−

⊥
(
(IIX+1)

2
)− �

8 IIX2+4X+1 ⊥ IIX2+1 ⊥
(
(IIX−1)

2
)+

⊥
(
(IIX+1)

2
)+ �

8 IIX2+4X+1 ⊥ IIX2+1 ⊥ (IIX−1)
3 ⊥ IIX+1 �

8 IIX2+4X+1 ⊥
(
(IIX−1)

4
)+

⊥
(
(IIX+1)

2
)− �

8 IIX2+4X+1 ⊥
(
(IIX−1)

4
)−

⊥
(
(IIX+1)

2
)+ �

8 IIX2+4X+1 ⊥ (IIX−1)
5 ⊥ IIX+1 �

8 IIX2+4X+1 ⊥ (IIX−1)
3 ⊥ (IIX+1)

3 �
8 IIX2+4X+1 ⊥ (IIX−1)

6 �



76 ANHANG A. ERGEBNISTABELLEN
|f | Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f -Moduln Ovoide
8 (III(X2+X−1)(X2−X−1))

2 �
8 III(X2+X−1)(X2−X−1) ⊥ III(X2+3X−1)(X2+4X−1) �
7 I(X−1)2 ⊥ I(X−1)2 �
7 I(X−1)2 ⊥ (IIX−1)

4 �
7 (II(X−1)3)

2 ⊥ ((IIX−1)
2)− �

7 (II(X−1)3)
2 ⊥ ((IIX−1)

2)+ �
7 I(X−1)4 �
7 I(X−1)2 ⊥ II(X−1)3 ⊥ IIX−1 �
7 II(X−1)7 ⊥ IIX−1 binär, ternär
7 II(X−1)5 ⊥ II(X−1)3 �
7 II(X−1)5 ⊥ (IIX−1)

3 �
7 II(X−1)3 ⊥ (IIX−1)

5 �
6 (III(X−3)(X−5))

3 ⊥ III(X−2)(X−4) �
6

(
III(X−3)(X−5)

)2
⊥
(
III(X−2)(X−4)

)2 �
6 (III(X−3)(X−5))

3 ⊥ IIX+1 ⊥ IIX−1 binär
6 (III(X−3)(X−5))

3(IIX−1)
2 �

6 (III(X−3)(X−5))
2 ⊥ III(X−2)(X−4) ⊥ (IIX+1)

2 �
6 (III(X−3)(X−5))

2 ⊥ III(X−2)(X−4) ⊥ IIX+1 ⊥ IIX−1 binär
6 (III(X−3)(X−5))

2 ⊥ III(X−2)(X−4) ⊥ (IIX−1)
2 binär

6 (III(X−3)(X−5))
2 ⊥ (IIX+1)

3 ⊥ IIX−1 binär, ternär
6 (III(X−3)(X−5))

2 ⊥ ((IIX+1)
2)− ⊥ ((IIX−1)

2)− binär, ternär
6 (III(X−3)(X−5))

2 ⊥ ((IIX+1)
2)+ ⊥ ((IIX−1)

2)+ �
6 (III(X−3)(X−5))

2 ⊥ IIX+1 ⊥ (IIX−1)
3 �

6 (III(X−3)(X−5))
2 ⊥ (IIX−1)

4 �
6 III(X−3)(X−5) ⊥ III(X−2)(X−4) ⊥ (IIX−1)

4 �
6 III(X−2)(X−4) ⊥ III(X−3)(X−5) ⊥ IIX+1 ⊥ (IIX−1)

3 binär, ternär
6 III(X−2)(X−4) ⊥ III(X−3)(X−5) ⊥ ((IIX+1)

2)+ ⊥ ((IIX−1)
2)+ binär, ternär

6 III(X−2)(X−4) ⊥ III(X−3)(X−5) ⊥ ((IIX+1)
2)− ⊥ ((IIX−1)

2)− �
6 III(X−3)(X−5) ⊥ (IIX−1)

6 ?
6 III(X−3)(X−5) ⊥ IIX+1 ⊥ (IIX−1)

5 ?
6 III(X−3)(X−5) ⊥ ((IIX+1)

2)+ ⊥ ((IIX−1)
4)+ ternär, binär

6 III(X−3)(X−5) ⊥ ((IIX+1)
2)− ⊥ ((IIX−1)

4)− �



A.2. V = V +(8, 8) 77
|f | Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f -Moduln Ovoide
6 III(X−3)(X−5) ⊥ (IIX+1)

3 ⊥ (IIX−1)
3 ?

6 III(X−3)(X−5) ⊥ ((IIX+1)
4)+ ⊥ ((IIX−1)

2)+ �
6 III(X−3)(X−5) ⊥ ((IIX+1)

4)− ⊥ ((IIX−1)
2)− ?

6 III(X−3)(X−5) ⊥ (IIX+1)
5 ⊥ IIX−1 ?

6 (III(X2−5)(X2−3))
2 �

6 III(X2−5)(X2−3)) ⊥ (IIX2+1)
2 �

5 IIX4+X3+X2+X+1 ⊥ IIX4+X3+X2+X+1 �
5 (IIX−1)

4 ⊥ IIX4+X3+X2+X+1 binär, ternärA.2 V = V +(8, 8)

|PO(V +(8, 8))| = 237 · 39 · 52 · 74 · 132 · 19 · 73In der folgenden Tabelle bezei
hnet z ein Element von GF(8) mit z3 + z+ 1 = 0,
z ist also ein Erzeuger von GF(8)∗.
|f | Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f -Moduln Ovoide
73 IX+1 ⊥ III(X3+zX+1)(X3+zX2+1) desarguess
h
19 I−

X+1 ⊥ II−
X6+z3X5+z6X4+z6X3+z6X2+z3X+1 desarguess
h, unitär

13 II+
X4+z3X3+z5X2+z3X+1 ⊥ II+

X4+z3X3+z5X2+z3X+1 �
13 II+

X4+z3X3+z5X2+z3X+1 ⊥ II+
X4+z5X3+z6X2+z5X+1 �

13 I+
X+1 ⊥ I+

X+1 ⊥ II+
X4+z3X3+z5X2+z3X+1 �

9 (IIX2+z4X+1)
4 �

9 (IIX2+z4X+1)
3 ⊥ IIX2+z2X+1 �

9 (IIX2+z4X+1)
2 ⊥ (IIX2+z2X+1)

2 �
9 (IIX2+z4X+1)

2 ⊥ IIX2+z2X+1 ⊥ IIX2+zX+1 �
9 (IIX2+z4X+1)

3 ⊥ IIX2+X+1 desarguess
h
9 (IIX2+z4X+1)

2 ⊥ IIX2+z2X+1 ⊥ IIX2+X+1 �
9 (IIX2+z4X+1)

2 ⊥ IIX2+zX+1 ⊥ IIX2+X+1 �
9 (IIX2+z4X+1)

2 ⊥ (IIX2+X+1)
2 �

9 IIX2+z4X+1 ⊥ IIX2+z2X+1 ⊥ IIX2+zX+1 ⊥ IIX2+X+1 desarguess
h, Dye
9 IIX2+z4X+1 ⊥ IIX2+z2X+1 ⊥ (IIX2+X+1)

2 �
9 IIX2+z4X+1 ⊥ (IIX2+X+1)

3 �
9 (IIX2+z4X+1)

3 ⊥ (IIX−1)
2 �



78 ANHANG A. ERGEBNISTABELLEN
|f | Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f -Moduln Ovoide
9 (IIX2+z4X+1)

2 ⊥ IIX2+z2X+1 ⊥ (IIX−1)
2 �

9 (IIX2+z4X+1)
2 ⊥ IIX2+zX+1 ⊥ (IIX−1)

2 unitär
9 (IIX2+z4X+1)

2 ⊥ IIX2+X+1 ⊥ (IIX−1)
2 �

9 IIX2+z4X+1 ⊥ IIX2+z2X+1 ⊥ IIX2+zX+1 ⊥ (IIX−1)
2 �

9 IIX2+z4X+1 ⊥ IIX2+z2X+1 ⊥ IIX2+X+1 ⊥ (IIX−1)
2 unitär

9 IIX2+z4X+1 ⊥ IIX2+zX+1 ⊥ IIX2+X+1 ⊥ (IIX−1)
2 unitär

9 IIX2+z4X+1 ⊥ (IIX2+X+1)
2 ⊥ (IIX−1)

2 �
9 (IIX2+z4X+1)

2 ⊥ (IIX−1)
4 unitär

9 IIX2+z4X+1 ⊥ IIX2+z2X+1 ⊥ (IIX−1)
4 �

9 IIX2+z4X+1 ⊥ IIX2+X+1 ⊥ (IIX−1)
4 �

9 IIX2+z4X+1 ⊥ (IIX−1)
6 ?

8 (IX−1)
+ ⊥ (II(X−1)6)

+ �
8 (IX−1)

− ⊥ (II(X−1)6)
− �

8 II(X−1)8 Dye, unitär
8 (II(X−1)2)

+ ⊥ (II(X−1)6)
+ �

8 (II(X−1)2)
− ⊥ (II(X−1)6)

− �
7 (III(X−z)(X−z6))

4 �
7 (III(X−z)(X−z6))

3 ⊥ III(X−z2)(X−z5) �
7 (III(X−z)(X−z6))

3 ⊥ III(X−z3)(X−z4) desarguess
h
7 (III(X−z)(X−z6))

3 ⊥ (IIX−1)
2 �

7 (III(X−z)(X−z6))
2 ⊥ (III(X−z2)(X−z5))

2 �
7 (III(X−z)(X−z6))

2 ⊥ III(X−z2)(X−z5) ⊥ III(X−z3)(X−z4) �
7 (III(X−z)(X−z6))

2 ⊥ III(X−z2)(X−z5) ⊥ (IIX−1)
2 unitär

7 (III(X−z)(X−z6))
2 ⊥ III(X−z3)(X−z4) ⊥ (IIX−1)

2 �
7 (III(X−z)(X−z6))

2 ⊥ (IIX−1)
4 �

7 III(X−z)(X−z6) ⊥ III(X−z2)(X−z5) ⊥ III(X−z3)(X−z4) ⊥ (IIX−1)
2 Dye

7 III(X−z)(X−z6) ⊥ III(X−z2)(X−z5) ⊥ (IIX−1)
4 �

7 III(X−z)(X−z6) ⊥ (IIX−1)
6 ?

5 IIX4+X3+X2+X+1 ⊥ IIX4+X3+X2+X+1 �
5 IX+1 ⊥ IX+1 ⊥ IIX4+X3+X2+X+1 ?



A.3. V ≃ V +(8, 9) 79A.3 V ≃ V +(8, 9)

|PO(V )| = 218 · 324 · 54 · 7 · 13 · 412 · 73In dieser Tabelle bezei
hnet z ein Element von GF(9) für das z2 − z− 1 = 0 gilt,d.h. einen Erzeuger von GF(9)∗.
|f | Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f -Moduln Ovoide
73 IIX−1 ⊥ IIX−1 ⊥ IIX6+X5+z5X4+z7X3+z5X2+X+1 unitär
41 IIX4−X3+zX2−X+1 ⊥ IIX4−X3+zX2−X+1 �
41 IIX4−X3+zX2−X+1 ⊥ IIX4−X3+z3X2−X+1 �
41 IIX4−X3+zX2−X+1 ⊥ IIX4+zX3+z5X2+zX+1 �
41 IIX4−X3+zX2−X+1 ⊥ IIX4+z2X3+z3X2+z2X+1 �
41 IIX4−X3+zX2−X+1 ⊥ IIX4+z3X3+z7X2+z3X+1 �
41 IIX4−X3+zX2−X+1 ⊥ IIX4+z5X3+z5X+1 �
41 IIX−1 ⊥ IIX−1 ⊥ IIX−1 ⊥ IIX−1 ⊥ IIX4−X3+zX2−X+1 �16 (III(X+z)(X+z7))

2 ⊥ III(X2+z)(X2+z7) �16 III(X+z)(X+z7) ⊥ III(X+z2)(X+z6) ⊥ III(X2+z)(X2+z7) �16 III(X+z)(X+z7) ⊥ III(X+z3)(X+z5) ⊥ III(X2+z)(X2+z7) �16 (III(X+z2)(X+z6))
2 ⊥ III(X2+z)(X2+z7) �16 III(X2+z)(X2+z7) ⊥ III(X+z)(X+z7) ⊥ (IIX+1)

2 unitär16 III(X2+z)(X2+z7) ⊥ III(X+z)(X+z7) ⊥ IIX−1 ⊥ IIX+1 unitär16 III(X2+z3)(X2+z5) ⊥ III(X+z)(X+z7) ⊥ (IIX+1)
2 unitär16 III(X2+z)(X2+z7) ⊥ III(X+z2)(X+z6) ⊥ (IIX+1)
2 �16 III(X2+z)(X2+z7) ⊥ III(X+z2)(X+z6) ⊥ IIX−1 ⊥ IIX+1 �16 III(X2+z)(X2+z7) ⊥ (IIX+1)

4 �16 III(X2+z)(X2+z7) ⊥ IIX−1 ⊥ (IIX+1)
3 �16 III(X2+z)(X2+z7) ⊥ (IIX−1)

2 ⊥ (IIX+1)
2 �16 III(X4+z)(X4+z7) �

13 IIX−1 ⊥ IIX−1 ⊥ III(X3−X−1)(X3+X2−1) �
9 II(X−1)5 ⊥ II(X−1)3 �
9 I(X−1)4 �
9 II(X−1)5 ⊥ IX−1 ⊥ IIX−1 �
9 II(X−1)7 ⊥ IIX−1 �



Anhang BEin Beispielprogramm in GAPAls Beispiel für die Implementierung der Algorithmen dieser Arbeit geben wirhier ein GAP-Programm an, das den Stabilisator eines Ovoids bere
hnet. DerAlgorithmus ist in Abs
hnitt 4.5 bes
hrieben.Es sei K ein endli
her Körper, n ∈ N und V := Kn ein quadratis
her Raum.Weiterhin sei O ein Ovoid von V , so dass dim 〈O〉 = n ist. Mit der Funktion
ovoidStabilisator läÿt si
h nun der Stabilisator von O in PΓO(V ) bere
hnen.ovoidStabilisatorEingabe: der Körper field := K; die quadratis
he Form qForm auf V ; eineListe ovo = {p1, . . . , pr} ⊆ V , so dass {〈p1〉 , . . . , 〈pr〉} = O ist.Ausgabe: eine Gruppe G ≤ ΓO(V ) als Matrixgruppe über dem Primkörpervon K, so dass G ≤ PΓO(V ) der Stabilisator von O ist.Die HilfsprogrammeDie Funktion ovoidStabilisator verwendet die folgenden Hilfsprogramme:�ngerPrtSEingabe: die quadratis
he Form qForm auf V ; ovo = {p1, . . . , pr} ⊆ V und

pt ∈ V , so dass C := {〈p1〉 , . . . , 〈pr〉 , 〈pt〉} ein Teilovoid von V ist.Ausgabe: Ifi(C, 〈pt〉) wie in De�nition 4.1.3.�ngerPrtSSEingabe: die quadratis
he Form qForm auf V ; ovo = {p1, . . . , pr} ⊆ V und
pt1, pt2 ∈ V , so dass C := {〈p1〉 , . . . , 〈pr〉 , 〈pt1〉 , 〈pt2〉} ein Teilovoid von
V ist.Ausgabe: Ifi(C, 〈pt1〉 , 〈pt2〉) wie in De�nition 4.1.3.footPrtSEingabe: die quadratis
he Form qForm auf V ; ovo = {p1, . . . , pr} ⊆ V und
pt ∈ V , so dass C := {〈p1〉 , . . . , 〈pr〉 , 〈pt〉} ein Teilovoid von V ist.80



81Ausgabe: Ifo(C, 〈pt〉) wie in De�nition 4.2.1.footPrtSSEingabe: die quadratis
he Form qForm auf V ; ovo = {p1, . . . , pr} ⊆ V und
pt1, pt2 ∈ V , so dass C := {〈p1〉 , . . . , 〈pr〉 , 〈pt1〉 , 〈pt2〉} ein Teilovoid von
V ist.Ausgabe: Ifi(C, 〈pt1〉 , 〈pt2〉) wie in De�nition 4.2.1.semiLinMapByGensEingabe: ein K-Vektorraum W1 mit Basis gens1; eine Liste gens2 von Vek-toren eines K-Vektorraums mit |gens1| = |gens2| =: d; ein Körperautomor-phismus σ := sig von K.Ausgabe: Eine σ-semilineare Abbildung φ : W1 → 〈gens2〉 mit φ(gens1i) =
gens2i für 1 ≤ i ≤ d, falls eine sol
he existiert, fail sonst.semiLinMapMatEingabe: eine Basis gens1 von V ; eine Liste gens2 ⊆ V mit |gens1| =
|gens2|; ein Körperautomorphismus σ := sig von K.Ausgabe: Eine Matrix über dem Primkörper von K, die eine σ-semilineareAbbildung φ : V → V mit φ(gens1i) = gens2i für 1 ≤ i ≤ d de�niert, fallseine sol
he existiert, fail sonst.extendEquiv (Algorithmus 4.4.2)Eingabe: die quadratis
he Form qForm auf V ; ovo = {p1, . . . , pr} ⊆ V , sodass O := {〈p1〉 , . . . , 〈pr〉} ein Ovoid von V ist; eine Basis {b1, . . . , bn} ⊆ ovovon V ; eine Liste sim ⊆ V ; i0 mit 1 ≤ i0 ≤ n.Ausgabe: Eine Semiähnli
hkeit φ von V mit φ(O) = O und φ(〈bi〉) = 〈simi〉für 1 ≤ i0 − 1, falls eine sol
he existiert, ∅ sonst.stabilizerDimEingabe: die quadratis
he Form qForm auf V ; ovo = {p1, . . . , pr} ⊆ V , sodass O := {〈p1〉 , . . . , 〈pr〉} ein Ovoid von V ist; eine Basis B ⊆ ovo von V .Ausgabe: Eine Gruppe G ≤ ΓO(V ) als Matrixgruppe über dem Primkörpervon K mit Ḡ = {γ ∈ PΓO(V ) | γ(O) = O und γ(〈b〉) = 〈b〉 für b ∈ B}stabilizer_i0Eingabe: i0 mit 0 ≤ i0 < n; die quadratis
he Form qForm auf V ; ovo =
{p1, . . . , pr} ⊆ V , so dass O := {〈p1〉 , . . . , 〈pr〉} ein Ovoid von V ist; eineBasis B = {b1, . . . , bn} ⊆ ovo von V ; eine Gruppe stab ≤ ΓO(V ), so dass
stab = {γ ∈ PΓO(V ) | γ(O) = O und γ(〈bi〉) = 〈bi〉 für i ≤ i0 + 1} ist.Ausgabe: eine Gruppe stab ≤ ΓO(V ) mit
stab = {γ ∈ PΓO(V ) | γ(O) = O und γ(〈bi〉) = 〈bi〉 für 1 ≤ i ≤ i0} .



82 ANHANG B. EIN BEISPIELPROGRAMM IN GAPovoidStabilisator:= fun
tion(ovo, field, qForm)lo
al fingerPrtS, fingerPrtSS, footPrtS, footPrtSS,semiLinMapByGens, semiLinMapMat, extendEquiv,stabilizerDim, stabilizer_i0, invarS, invarSS, K,fieldBas, dim, ovoSp, B, b, invList, i, D_i, j,O_B, VBas, stab, i0;################# Hilfsprogramme #################fingerPrtS:=fun
tion(ovo,pt,qForm)lo
al squares, sMat, i, j, b, qVe
, k;squares:= Set(field,x->x^2);squares:= Differen
e(squares,[Zero(field)℄);sMat:=[℄;for i in [1..Size(ovo)℄ dosMat[i℄:=[℄;for j in [1..i-1℄ dosMat[i℄[j℄:=sMat[j℄[i℄;od;sMat[i℄[i℄:= 0;for j in [i+1..Size(ovo)℄ dosMat[i℄[j℄:=qForm(ovo[i℄+ovo[j℄);if sMat[i℄[j℄ in squares thensMat[i℄[j℄:= 1;elsesMat[i℄[j℄:=-1;fi;od;od;b:=[℄;for i in [1..Size(ovo)℄dob[i℄:= qForm(ovo[i℄+pt);if b[i℄ in squares thenb[i℄:= 1;elseb[i℄:=-1;fi;od;qVe
:=[℄;for k in [1..Size(ovo)℄ doqVe
[k℄:=0;for i in [1..Size(ovo)℄ doqVe
[k℄:=qVe
[k℄+b[i℄*sMat[k℄[i℄;od;qVe
[k℄:=AbsInt(qVe
[k℄);od;return Colle
ted(Flat(qVe
));end;



83##################################################fingerPrtSS:=fun
tion(ovo,pt1,pt2,qForm)lo
al field, squares, fpr, k, b_k1, b_k2;field:= Field(Con
atenation(ovo));squares:= Set(field,x->x^2);squares:= Differen
e(squares,[Zero(field)℄);fpr:=0;for k in [1..Size(ovo)℄ dob_k1 := qForm(ovo[k℄+pt1);b_k2 := qForm(ovo[k℄+pt2);if b_k1 in squares thenb_k1:= 1;elseb_k1:=-1;fi;if b_k2 in squares thenb_k2:= 1;elseb_k2:=-1;fi;fpr:=fpr+b_k1 *b_k2;od;fpr:=AbsInt(fpr);return fpr;end;##################################################footPrtS:= fun
tion(
ap,pkt,qForm)lo
al bMat, bVe
, i, j, inv;bMat:=[℄;bVe
:=[℄;for i in [1..Size(
ap)℄ dobVe
[i℄:= qForm(
ap[i℄+pkt);bMat[i℄:=[℄;for j in [1..i-1℄ dobMat[i℄[j℄:=bMat[j℄[i℄;od;bMat[i℄[i℄:= 0;for j in [i+1..Size(
ap)℄ dobMat[i℄[j℄:=qForm(
ap[i℄+
ap[j℄);od;od;inv:=[℄;for i in [1..Size(
ap)℄ dofor j in [i+1..Size(
ap)℄ doAdd(inv,bMat[i℄[j℄*(bVe
[i℄*bVe
[j℄)^(-1));od;od;inv:=Colle
ted(inv);Apply(inv,x->x[2℄);return(SortedList(inv));end;



84 ANHANG B. EIN BEISPIELPROGRAMM IN GAP##################################################footPrtSS:= fun
tion(
ap,p1,p2,qForm)lo
al bVe
1, bVe
2, i, b12, inv;bVe
1:=[℄;bVe
2:=[℄;for i in [1..Size(
ap)℄ dobVe
1[i℄:= qForm(
ap[i℄+p1);bVe
2[i℄:= qForm(
ap[i℄+p2);od;b12:=qForm(p1+p2);inv:=[℄;for i in [1..Size(
ap)℄ doAdd(inv,bVe
1[i℄*(bVe
2[i℄*b12)^(-1));od;inv:=Colle
ted(inv);Apply(inv,x->x[2℄);return(SortedList(inv));end;##################################################semiLinMapByGens:=fun
tion(W1,gens1,gens2,sig)lo
al d, W2, sigN, ind, i, bas1, bild, mat, map;d:= Dimension(W1);W2:=Ve
torSpa
e(LeftA
tingDomain(W1),gens2);if d<>Dimension(W2) thenPrint("-");return fail;fi;sigN:= ShallowCopy(sig);if Size(gens1)<>Size(gens2) thenreturn fail;fi;ind:= [1℄;i:=2;while Size(ind)<d doif not gens1[i℄ inVe
torSpa
e(LeftA
tingDomain(W1),gens1{ind}) thenAdd(ind,i);fi;i:= i+1;od;bas1:=gens1{ind};bild:=gens2{ind};if Size(bas1)=Size(bas1[1℄) thenmat:= List(bas1^(-1),v->List(v,a->a^sig))*bild;map:=x->List(x,a->a^sigN)*mat;elsebas1:=Basis(W1,bas1);map:=x->List(Coeffi
ients(bas1,x),a->a^sigN)*bild;fi;



85if ForAny(Differen
e([1..Size(gens1)℄,ind),i->map(gens1[i℄)<>gens2[i℄) thenreturn fail;fi;return MappingByFun
tion(W1,W2,map);end;##################################################semiLinMapMat:= fun
tion(V,gens1,gens2,sig)lo
al sigMat, blo
ks, sigMatBU, map, mat, matBU, sig_mat;sigMat:=List(fieldBas,b-> Coeffi
ients( fieldBas,b^sig));blo
ks:= List([1..dim℄, i->[i,i,sigMat℄);sigMatBU:=Blo
kMatrix(blo
ks,dim,dim);map:=semiLinMapByGens(V,gens1,gens2,sig);mat:=List(VBas,b-> Coeffi
ients(VBas,b^map));matBU:=BlownUpMat( fieldBas, mat );sig_mat:=sigMatBU*matBU;return sig_mat;end;##################################################extendEquiv:=fun
tion(B, sim, i_0, ovo,qForm)lo
al isO1OnToO2, isFeasSigma, invSSTest, sigmas, sig,multi, phi, i, lambda, W, map, im, Im, x,ovoDiff, phi_x;# testet, ob das Bild von O unter der sig-semilinearen# Abbildung sim glei
h Ov2 ist.isO1OnToO2:= fun
tion(sim,sig,O_B,Ov2)lo
al Im, i, x;Im := [℄;for i in [1..Size(O_B)℄ dox:=O_B[i℄;Im[i℄:=Sum([1..Size(sim)℄, j->x[j℄^sig * sim[j℄);Im[i℄:=Im[i℄*First(Im[i℄,k->k<>0*k)^(-1);od;if Set(Im)=Set(Ov2) thenreturn true;fi;return false;end;isFeasSigma:= fun
tion(sig,qForm, O_B, B, Ov2, sim, i_0)lo
al multi, phi, i, lambda;if i_0-1>=3 thenmulti:=qForm(B[2℄+B[3℄)^sig *qForm(sim[1℄+sim[2℄)*qForm(sim[1℄+sim[3℄)/(qForm(B[1℄+B[3℄)^sig *qForm(B[2℄+B[1℄)^sig*qForm(sim[2℄+sim[3℄));phi:=[℄;phi[1℄:=sim[1℄;for i in [2..i_0-1℄ dolambda:= multi*qForm(B[1℄+B[i℄)^sig/qForm(sim[1℄+sim[i℄);



86 ANHANG B. EIN BEISPIELPROGRAMM IN GAPphi[i℄:= lambda*sim[i℄;od;## Definiert phi eine Semiähnli
hkeit?:if ForAny([2..i_0-2℄, k-> qForm(phi[k℄+phi[i_0-1℄)<> multi*qForm(B[k℄+B[i_0-1℄)^sig) thenreturn false;fi;fi;return true;end;invSSTest:=fun
tion(inv_O,ovo,sim,i0,invarSS,qForm)lo
al k,b1,b2,b3,s1,s2,s3;for k in [1..i0-1℄ doif invarSS(ovo,sim[i0℄,sim[k℄,qForm) <> inv_O[i0℄[k℄ thenreturn false;fi;od;return true;end;sigmas:= Set(Group(FrobeniusAutomorphism(field)));if i_0-1>=3 thensigmas:=Filtered(sigmas,sig->isFeasSigma(sig,qForm, O_B, B, ovo, sim, i_0));if sigmas =[℄ thenreturn [℄;fi;fi;if i_0 > Size(B) then# teste ob es einen Semiähnli
hkeit phi gibt mit# phi(<B_i>)=sim(<B_i>), die ovo auf ovo abbildet?for sig in sigmas domulti:=qForm(B[2℄+B[3℄)^sig *qForm(sim[1℄+sim[2℄)*qForm(sim[1℄+sim[3℄)/(qForm(B[1℄+B[3℄)^sig *qForm(B[2℄+B[1℄)^sig*qForm(sim[2℄+sim[3℄));phi:=[℄;phi[1℄:=sim[1℄;for i in [2..i_0-1℄ dolambda:= multi*qForm(B[1℄+B[i℄)^sig/qForm(sim[1℄+sim[i℄);phi[i℄:= lambda*sim[i℄;od;if isO1OnToO2(phi,sig,O_B,ovo) thenW:= Subspa
e(field^dim,B);map:=semiLinMapByGens(W,B,phi,sig);im:= List(VBas,b->b^map);map:=semiLinMapMat(field^dim,VBas,im,sig);if map<> fail thenreturn map;fi;fi;



87od;return[℄;fi;## Die mögli
hen Fortsetzungen von sim werden gesu
ht:Im:= Differen
e(ovo,sim{[1..i_0-1℄});for x in Im dosim[i_0℄:=x;ovoDiff:=Differen
e(ovo,sim{[1..i_0℄});if invSSTest(invList[3℄,ovoDiff,sim,i_0,invarSS,qForm) thenif i_0>1or invarS(ovoDiff,x,qForm)= invList[1℄[i_0℄ thensim[i_0℄:=x;phi_x := extendEquiv(B, sim, i_0+1, ovo,qForm);if phi_x <> [℄ thenreturn phi_x;fi;fi;fi;od;return[℄;end;##################################################stabilizerDim:= fun
tion(ovo,B,qForm)lo
al ptMapToMaps, stab_dim, phi_sigList, phiSig, phi,sig, map, ovoIm, mat;# Bestimmt die Semiähnli
hkeiten die B[i℄ auf sim[i℄# abbilden für 0<=i<=Size(B)ptMapToMaps:= fun
tion(B,sim,qForm)lo
al sigmas, bForm, maps, sig, multi, phi, i, lambda;sigmas:= Group(FrobeniusAutomorphism(field));bForm:= fun
tion(x,y)return qForm(x+y)-qForm(x)- qForm(y);end;if ForAny([2..Size(sim)℄,i->bForm(sim[1℄,sim[i℄)=Zero(field)) thenreturn [℄;fi;maps:=[℄;for sig in sigmas domulti:=bForm(B[2℄,B[3℄)^sig *bForm(sim[1℄,sim[2℄)*bForm(sim[1℄,sim[3℄)/ ( bForm(B[1℄,B[3℄)^sig *bForm(B[2℄,B[1℄)^sig*bForm(sim[2℄,sim[3℄) );phi:=[℄;phi[1℄:=sim[1℄;for i in [2..Size(sim)℄ dolambda:= multi*bForm(B[1℄,B[i℄)^sig/bForm(sim[1℄,sim[i℄);phi[i℄:= lambda*sim[i℄;od;## Definiert phi eine Semiähnli
hkeit?:if ForAll(Combinations([1..Size(sim)℄,2), k->



88 ANHANG B. EIN BEISPIELPROGRAMM IN GAPbForm(phi[k[1℄℄,phi[k[2℄℄)= multi*bForm(B[k[1℄℄,B[k[2℄℄)^sig)and ForAll([1..Size(sim)℄, i->qForm(phi[i℄)= multi*qForm(B[i℄)^sig) thenAdd(maps, [phi,sig, multi℄);fi;od;return maps;end;ovo:= List(ovo, p->p*First(p,a->a<>0*a)^-1);stab_dim:=[℄;phi_sigList:= ptMapToMaps(B,B,qForm);for phiSig in phi_sigList dophi:= phiSig[1℄;sig:= phiSig[2℄;map:=semiLinMapByGens(field^dim,B,phi,sig);ovoIm:= List(ovo,p->p^map);ovoIm:= List(ovoIm, p->p*First(p,a->a<>0*a)^-1);if Set(ovoIm)=Set(ovo) thenmat:= semiLinMapMat(field^dim,B,phi,sig);Add(stab_dim,mat);fi;od;return Group(stab_dim);end;##################################################stabilizer_i0:= fun
tion(ovo,B,stab,qForm,i0)lo
al orbitsSemiGrpOnLines, orbs, gens, o, p, sim, map_o;orbitsSemiGrpOnLines:= fun
tion(grp,set)lo
al bdVe
, basV, orbs;bdVe
:= fun
tion(v, fieldBas)lo
al e, d, w, i, w_i;e:= Canoni
alBasis(field^dim);d:= Size(fieldBas);w:=[℄;for i in [1..dim℄ dow_i:=v{[(i-1)*d+1..i*d℄};w[i℄:= Sum([1..d℄,j->fieldBas[j℄*w_i[j℄);od;w:= Sum([1..dim℄, i->e[i℄*w[i℄);w:= w*First(w,a->a<>0*a)^-1;return w;end;basV:= Canoni
alBasis(field^dim);set:= List(set,v->BlownUpVe
tor( fieldBas, v));orbs:=Orbits(grp, set,OnLines);orbs:= Set(orbs, ob-> Set(ob,v -> bdVe
(v, fieldBas)));return orbs;end;orbs:= orbitsSemiGrpOnLines(stab,ovo);gens:= ShallowCopy(GeneratorsOfGroup(stab));orbs:= Differen
e(orbs, List(B{[1..i0℄},x->[x℄));



89for o in orbs dop:= o[1℄;sim:=Con
atenation(B{[1..i0℄}, [p℄);map_o:=extendEquiv(B,sim,i0+2,ovo, qForm);if map_o<>[℄ thenAdd(gens, map_o);fi;od;return Group(gens);end;################# Hauptprogramm: #################if Chara
teristi
(field)=2 theninvarS:= footPrtS; invarSS:= footPrtSS;elseinvarS:= fingerPrtS; invarSS:= fingerPrtSS;fi;K:= PrimeField(field);fieldBas:= Basis(Ve
torSpa
e(K,Set(field)));dim:= Size(ovo[1℄);ovo:= List(ovo,x->x*First(x, a->a<>0*a)^-1);ovoSp:=Ve
torSpa
e(field,ovo);B:=[℄;while Size(B)< dim dob:=First(ovo, p -> not p in Subspa
e(field^dim,B));if b=fail then Error(); fi;Add(B,b);od;invList:=[[℄,[℄,[℄℄;for i in [1..Size(B)℄ doD_i:=Differen
e(ovo,B{[1..i℄});invList[1℄[i℄:=invarS(D_i,B[i℄,qForm);invList[3℄[i℄:=[℄;for j in [1..i-1℄ doinvList[3℄[i℄[j℄:=invarSS(D_i,B[i℄,B[j℄,qForm);od;od;B:= Basis(Ve
torSpa
e(field,B),B);;O_B:= List(ovo,x->Coeffi
ients(B,x));VBas:= Canoni
alBasis(field^dim);stab:= stabilizerDim(ovo,B,qForm);i0:=dim-1;while i0>=0 dostab:=stabilizer_i0(ovo,B,stab,qForm,i0);i0:=i0-1;od;return stab;end;
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