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Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit Ovoiden in 8-dimensionalen quadratischen Rau-
men von maximalem Wittindex.

Sei V' ein endlicher nicht ausgearteter quadratischer GF(g)-Raum. Ein Ovoid
O von V ist eine Menge singuldrer Punkte, das heifst singulérer eindimensionaler
Teilrdume von V', so dass O mit jedem maximalen total singuldren Teilraum
von V genau einen Punkt gemeinsam hat. Wir sagen, dass ein quadratischer
GF(¢g)-Raum V vom Typ V1 (2n, q) ist, falls dim(V') = 2n ist und V' maximalen
Wittindex hat.

Aufer in Rdumen vom Typ V*(6, ¢), deren Ovoide iiber die Kleinkorrespon-
denz den Spreads von GF(q)* entsprechen, sind nur wenige Beispiele fiir Ovoide
bekannt. Es wird vermutet, dass es in nicht ausgearteten quadratischen Rdumen
der Dimension grofer 8 keine Ovoide gibt. Dazu sind die folgenden Nichtexis-
tenzaussagen bekannt:

Nach Thas |Tha81]| gibt es keine Ovoide, falls V' nicht maximalen Wittindex
hat und dim(V) > 6 ist. Weiterhin gibt es keine Ovoide, wenn dim(V) > 9
und ungerade ist, sieche [Tha81, GM97|. Ist V' = V(n,p®) ein n-dimensionaler
quadratischer GF(p®)-Raum mit p prim und e € IN, so haben Blockhuis und
Moorhouse [BM95] gezeigt, dass V' keine Ovoide enthélt, falls

n— _2 _4
n—1 n—1

Das heift, zu gegebener Primzahl p existiert eine Schranke n,, so dass es keine
Ovoide von V(n, p®) gibt, falls n > n, ist. Eine tabellarische Ubersicht zu weite-
ren Existenz- bzw. Nichtexistenzaussagen von Ovoiden in verschiedenen Raumen
findet sich in |[Tha01].

Sei nun V ein quadratischer Raum vom Typ V7 (8, ¢). In diesem Fall bildet
die so genannte , Trialitdt* die Ovoide von V bijektiv auf orthogonale Spreads von
V' ab. Die Ovoide von V sind bisher nur fiir ¢ < 5 klassifiziert [CD00]. Weiterhin
ist zu den Automorphismengruppen der Ovoide von V' folgendes bekannt:

Alle Ovoide von V, die eine 2-transitive bzw. primitive Automorphismengrup-
pe besitzen sind klassifiziert, vgl. [K1e88, Gun00|. Fiir die Félle ¢ = 7 und ¢ = 25
zeigt ein Computerresultat von B.Williams |Wil99|, dass es keine Ovoide mit
transitiver Automorphismengruppe gibt.

3



4 INHALTSVERZEICHNIS

Die vorliegende Arbeit entstand aus der Idee, fiir ¢ > 7 neue Ovoide in 8-
dimensionalen quadratischen GF(g)-Rdumen zu finden. Mit Hilfe des Computer-
algebrasystems GAP wurde speziell fiir ¢ € {7,8,9} systematisch nach Ovoiden
gesucht. Dabei sind leider keine neuen Ovoide aufgetreten. Jedoch erlaubt die
Systematik, Aussagen iiber die Stabilisatoren von Ovoiden zu treffen, die nicht
aus einer der bekannten Konstruktionen stammen.

Bei der Ovoidsuche in dieser Arbeit wurden vorwiegend zyklische Gruppen
G < PO(V) bestimmter Ordnungen vorgeben und alle Ovoide von V' bestimmt,
die invariant unter einer solchen Gruppe G sind. Dadurch ergeben sich Abschétz-
ungen fiir die Ordnung von Gruppen und deren Elemente, die als Stabilisatoren
solcher Ovoide auftreten konnen, die nicht zu den bisher bekannten zdhlen. Diese
Arbeit gliedert sich nun wie folgt.

Im ersten Kapitel werden zunichst grundlegende Begriffe und Notationen zur
Theorie der quadratischen Riume angegeben. Dann werden Ovoide eingefiihrt
und schlieflich wird aufgezeigt, wie sich mit Hilfe der Kleinkorrespondenz Spreads
von GF(g)* bijektiv auf Ovoide von VT (6, q) abbilden lassen.

Danach werden im zweiten Kapitel die bekannten Ovoide von V' (8, g) vorge-
stellt.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit Normalformen orthogonaler Abbildungen mit
dem Ziel bis auf Konjugation die zyklischen Untergruppen bestimmter Ordnungen
in O(V*(8,q)) bestimmen zu koénnen. Wir erhalten dadurch eine Beschreibung
der zyklischen Gruppen, die als Automorphismengruppen von Ovoiden in Fra-
ge kommen. Da die Berechnung der Konjugiertenklassen von O(V*(8,¢)) sehr
aufwindig ist, werden viele der spiteren Rechnungen durch diese theoretische
Betrachtung erst ermdglicht oder zumindest stark vereinfacht. Aufierdem ergibt
sich so eine iibersichtlich strukturierte Aufzihlung der betrachteten Falle.

Die folgenden Kapitel konzentrieren sich dann auf die Suche nach Ovoiden
mit Hilfe des Computers.

In Kapitel 4 werden zunéchst Invarianten fiir Ovoide behandelt, die die Ovo-
idsuche deutlich erleichtern. Sie werden sowohl verwendet um wéhrend der Ovoid-
suche Aquivalenzklassen von Teilovoiden zu bilden, als auch um Aquivalenztests
fiir volle Ovoide durchzufiihren. Im Anschluss an die Beschreibung des Aquiva-
lenztest wird dessen Anwendung zur Berechnung von Automorphismengruppen
von Ovoiden besprochen.

Im nachfolgenden Kapitel 5 wird dann ein Suchalgorithmus fiir Ovoide in
V*(2n, q) entwickelt. Zu einzelnen Schritten des Algorithmus werden kurz Varia-
tionsmoglichkeiten besprochen und dann einige Beispiele zu dessen Laufzeitver-
halten angegeben.

In Kapitel 6 sind die Ergebnisse der Ovoidsuche, die fiir ¢ = 7,8,9in V*(8, ¢q)
durchgefiihrt wurde, zusammengefasst. Die einzelnen Ergebnisse der Suche mit
vorgegeben zyklischen Automorphismengruppen sind im Anhang A in tabellari-
scher Form angegeben.

Kapitel 7 demonstriert die Anwendungsmoglichkeiten der entwickelten Me-
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thoden auf Ovoide von VT (6, ¢), das heifst auf Translationsebenen der Ordnung
¢* mit Kern GF(q). Es werden hier einige Beispiele fiir ¢ = 8 gerechnet. Konkret
berechnen wir die Stabilisatoren der Ovoide von V7 (6, 8), die sich durch Projekti-
on aus dem Ovoid von Dye ergeben. Dann werden die Ovoide bestimmt, die iiber
die Kleinkorrespondenz den Semifieldebenen der Ordnung 64 mit Kern GF(8)
entsprechen und auch hier die Stabilisatoren berechnet. Schlieflich verwenden
wir den Suchalgorithmus aus Kapitel 5 um alle Ovoide von V7 (6,8) zu finden,
die invariant unter einer zyklischen Gruppe G < PO(V*(6,8)) der Ordnung 5, 7,
8,9, 13 oder 73 sind. Wir stellen fest, welches die Ovoide von V*(6,8) mit nicht
auflosbarem Stabilisator sind.

In Anhang B findet sich als Beispiel fiir die Implementierung der Algorithmen
dieser Arbeit ein GAP-Programm zur Berechnung des Stabilisators eines Ovoids.

Ich danke meinem Betreuer Herrn Dempwolff fiir seine Hilfe beim Erstellen
dieser Arbeit. Auferdem danke ich meinen Freunden fiir ihre Unterstiitzung und
hilfreiche Diskussionen.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Quadratische Raume

In diesem Abschnitt fiihren wir die verwendeten Notationen fiir quadratische
Réaume ein. Einzelheiten zu quadratischen Rdumen finden sich beispielsweise in
[Tay92| und |Gro02].

Definition 1.1.1. Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
Q:V — K heilst quadratische Form auf V genau dann, wenn
(i) Fiir alle x € V und alle a € K ist Q(ax) = a*Q(x).
(ii) Durch (z,y) := Q(z +vy) — Q(z) — Q(y) ist eine Bilinearform auf V
definiert.
(V, Q) heikt quadratischer Raum.

Wenn nur eine quadratische Form auf einem Vektorraum V betrachtet wird,
nennen wir auch V' quadratischen Raum, ohne die Form explizit zu benennen.

Definition 1.1.2. Sei V ein quadratischer K-Raum. V heifst
(i) ausgeartet, falls es ein v € V' \ {0} gibt mit (v, w) = 0 fiir alle w € V,
(ii) total ausgeartet, wenn (v, w) = 0 fiir alle v,w € V,
(iii) singuldr, falls es ein v € V' \ {0} gibt mit Q(v) = 0,
(iv) total singuldr, falls Q(v) = 0 fiir alle v € V ist.

Man sieht leicht, dass jeder total singulidre Raum total ausgeartet ist. Falls
Char(K) gerade ist, gilt die Umkehrung jedoch nicht.

Je zwei maximale total singulére Teilrdume eines quadratische Raums V' ha-
ben die gleiche Dimension. Diese Dimension heifst Wittindex von V.

Definition 1.1.3. Sei V' ein quadratischer Raum.
(i) Ist U C V ein Teilraum, so ist U+ := {v € V| (v,u) = 0 fiir alle u € U}
das orthogonale Komplement von U in V.
(ii) Die Menge Rad(V) := V+ = {v e V| (v,w) = 0 fiir alle w € V} wird
als Radikal von V' bezeichnet.
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Definition 1.1.4. Sei (V,Q) ein quadratischer Raum und v € V \ {0}. Falls
Q(v) = 0 ist, so heilt v singuldr und (v) wird als singuldrer Punkt von V' be-
zeichnet. Wir bezeichnen mit I(V') die Menge der singuldren Punkte von V.

Sind v,w € V '\ {0} singulér und (v, w) = 1, so heift das Paar {v, w} hyper-
bolisches Paar und (v, w) heifst hyperbolische Ebene.

Sei B = (vy,...,v9,) eine Basis von V| so dass V = (v;,v,41) L -+ L
(Un_1,Vay,) ist und die Paare {v;,v,4;} fiir alle 1 < ¢ < n hyperbolische Paare
sind. Dann heiltt B hyperbolische Basis von V.

Lemma 1.1.5 ([Tay92, S. 138|). Ist V ein endlicher nicht ausgearteter quad-
ratischer Raum, dann gibt es hyperbolische Ebenen Vi,...,V, von V und einen
Tewlraum W wvon V', der keine singuldren Vektoren enthdlt, so dass V = Vi L
<o LV, LW oast. Dabei ist dimW < 2, und V' st bis auf Isomorphie eindeutig
durch n und W bestimmt. Die Zahl n ist der Wittindex von V.

Lemma 1.1.6 (|Tay92, S. 139]). Sei V=V, L --- L' V,, L W ein quadratischer
Raum iber GF(q) mit hyperbolischen Ebenen V; und nicht singuldrem W.
Fir 1 < i < n sei {e;, e i} ein hyperbolisches Paar von V;. Nach Lemma
1.1.5 st dim W < 2, es ergeben sich somit die folgenden drei Falle:
(i) Falls dim(W) = 0, so ist V. = V; L --- L V, und (e1,...,ea,) eine
hyperbolische Basis von V. Es gilt

2n n
Q E Ti€; :5 TiZitn-
i=1 =1

Wir schreiben in diesem Fall V7 (2n,q) fir (V,Q).
(11) Im Fall im(W) = 1 sei W = (eay41). Dann ist die quadratische Form
gegeben durch

2n+1 n

Q <Z ﬂﬁiei) = Z TiTivn + Q€2n11)Tant1-

i=1 i=1
Wir schreiben V (2n + 1, q) fir (V,Q).

(111) Falls dim(W') = 2 ist, so gibt es eg, 11, 2,02 € W mit Qegn1) = 1 und
(e2n+1,€2n12) = 1, so dass W = (egn i1, €9n40). Fir die quadratische Form
gilt

2n+2 n
2 2
Q E Ti€; | = E Tiliyn + T 1 + Tong1T2n42 + Q(€2n+2)3€2n+2-

i=1

Da W keine singuliren Punkte enthdlt, ist das Polynom X? + X + Q(ean12)
irreduzibel iber GF(q).
Wir schreiben V= (2n + 2, q) fir (V,Q) in diesem Fall.
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Definition 1.1.7. Ist V ein K-Vektorraum, f: V' — V eine Abbildung und
o € Aut(K), so heilit f genau dann o-semilinear, wenn

flu+v) = f(u) + f(v) fir alle u,v € V, und

flav) = af(v) fiir allev e V, a € K.
f heit semilinear, falls es ein 0 € Aut(K) gibt, so dass f eine o-semilineare
Abbildung ist.

Definition 1.1.8. Sei V ein quadratischer Raum, f: V — V eine bijektive,
semilineare Abbildung auf V und s € K \ {0}.
(i) f heikt Semidhnlichkeit mit Multiplikator s, wenn es einen Korperauto-
morphismus o gibt, so dass Q(f(x)) = sQ(x)? fiir alle z € V.
(ii) Tst o = 1, so heikt f Ahnlichkeit.

Sei V' ein quadratischer Raum. Dann bezeichne O(V') die Gruppe der ortho-
gonalen Abbildungen von V', das heift

OV)={feGL(V)| Q(f(v)) =Q(v) fiir allev € V}

Des Weiteren sei GO(V) die Gruppe der Ahnlichkeiten von V und TO(V) die
Gruppe der Semidhnlichkeiten von V. Fiir G € {O(V), GO(V),I'O(V)} bezeich-
net zudem PG = G/ Z(G) die zugehorige projektive Gruppe.

1.2 Ovoide

Definition 1.2.1. Sei V' ein endlicher nicht ausgearteter quadratischer Raum
und O eine Menge singuldrer Punkte von V.
(i) O heilt Ovoid, wenn es zu jedem maximalen total singuldren Teilraum W
von V' genau ein (z) € O gibt mit x € W.
(ii) Falls O mit jedem maximalen total singuldren Teilraum hochstens einen
Punkt gemeinsam hat, so heift O Teilovoid.

Ist zum Beispiel V' =V (3,q) oder V.=V (4, q), dann hat V den Wittindex 1,
sodass ein Ovoid von V' genau aus allen singuldren Punkten von V' besteht.

Ist O ein Teilovoid eines quadratischen Raums, so ldsst sich O nicht notwendig
zu einem Ovoid erweitern.

Definition 1.2.2. Sei V' ein endlicher nicht ausgearteter quadratischer Raum.
Zwei Teilovoide O und O von V heifen dquivalent, wenn es eine Semidhnlichkeit
v auf V' gibt, so dass O’ = v(0). Wir schreiben dann O ~ O'.

Je zwei verschiedene Punkte eines Ovoids O sind nicht orthogonal, denn sind
(x), (y) € O mit (x,y) = 0, so gibt es einen maximalen total singuléren Teilraum,
der (x,y) enthélt, also ist (z) = (y).
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Satz 1.2.3. Seim € N und V. = V™ (2m,q), V(2m — 1,q) oder V—(2m —

2,q) mit positivem Wittindex. Ist O eine Menge von singularen, paarweise nicht
orthogonalen Punkten von V', so ist O genau dann ein Ovoid von V, wenn || =
m—1

q + 1.

Beweis. Es bezeichne H,, 4 die Anzahl der maximalen total singuldren Teilraume
eines d-dimensionalen quadratischen Raumes vom Wittindex n. Dann gilt nach
[Cam00, 6.14]:

Hy g =11, (1 + q)

wobei
0, fallsd=2n+1
e=4q —1, fallsd=2n
1, fallsd=2n+ 2.

Sei d nun die Dimension von V. Ist n = 1, so besteht ein Ovoid von V' genau aus
allen singulédren Punkten von V' und die Behauptung folgt daraus, dass H; 4 =
g™ 1+1 die Anzahl der singuliiren Punkte von V ist. Sei also im Folgenden n > 2.

Ist 0 # x € V mit Q(z) = 0, dann ist die Anzahl der maximalen total
singuldren Teilrdume von V, die x enthalten, gleich H,,_; 4_5. Falls O ein Ovoid
von V ist, so ist also

Hnd
Ol= —C =14¢""=14+q¢g""
| | Hn—l,d—2

Fiir die umgekehrte Richtung sei nun |O] = ¢™ ! + 1. Da die Punkte von O
paarweise nicht orthogonal sind, hat jeder maximale total singuldre Teilraum

hochstens einen Punkt mit O gemeinsam. Gébe es nun einen maximalen total

singuldren Teilraum, der keinen Punkt aus O enthilt, so wire |O] < zz s =
n—1,d—

1+ gL, O

Im Folgenden sehen wir, wie sich aus Ovoiden quadratischer Raume durch
Projektion Ovoide von quadratischen Rdumen kleinerer Dimension gewinnen las-
sen.

Sei (V, Q) ein nicht ausgearteter quadratischer Raum, O ein Ovoid von V' und
P ein singuliirer Punkt von V mit P ¢ O. Definiere V := P+/P. Dann gilt:

dimV =dim Pt —dimP =dimV —dimP -1 =dimV — 2

Definiere auferdem Q:V - K, T Q(;x) Da P singuliir ist, ist Q wohldefiniert.
® ist dann eine quadratische Form auf V.. Dabei ist V' vom Typ V+t(2n, q) genau
dann, wenn V' vom Typ V*(2n — 2, q) ist.

Satz 1.2.4. Sei O ein Ovoid eines nicht ausgearteten quadratischen Raums V'
und P ein singulirer Punkt von V mit P ¢ O. Es sei V = P+/P und auf V sei
eine quadratischer Form definiert durch Q(Z) := Q(x). Dann gilt:



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

(i) Die Menge O :={(z) | (z) € O,z € P+} ist ein Ovoid in V.
(ii) Sei f eine Semidhnlichkeit von V mit f(P) = P und f(O) = O. Definiere
f:V =V, 5 f(v). Dann ist f (0) = 0.
Beweis. (i) Fiir alle (z) € O ist Q(T) = Q(x) = 0. Wegen P ¢ O, ist (T) # 0
fiir alle (z) € O.
Sei W ein maximaler total singulirer Teilraum von V. Es ist zu zeigen, dass
es genau ein () € O gibt mit 7 € W.
Definiere W' := {v € Pt ‘ v € W} Dann ist W’ total singuldr und es gilt
W' =W.
W' ist maximaler total singulérer Teilraum von V. Denn ist y € V mit
Q(y) =0 und y L o' fiir alle v’ € W/, so ist y € P+, da P C W’'. AuRerdem
gilt 7 L v fiir alle v € W, also 7 € W. Das heift y € W".
Da W' maximaler total singuldrer Teilraum von V' ist, gibt es ein x € W’
mit (r) € O. Es folgt () € Ound 7 € W,
O enthilt offensichtlich hochstens einen singuldren Punkt aus W, da 0 #
(x,y) = (T,7) fir alle (z), (y) € O.
(ii) f ist wohldefiniert, da f(P) = P ist. Weil f Semiihnlichkeit ist, folgt
f(P*) = f(P)*P+. Daraus ergibt sich f(O) = 0.
O

1.3 Die Kleinkorrespondenz

Die Kleinkorrespondenz ist eine inklusionserhaltende Abbildung zwischen den
Teilrdumen eines vierdimensionalen K-Vektorraums V' und total ausgearteten
Teilriumen eines 6-dimensionalen K-Raums W vom Typ V7 (6, ¢). Dabei werden
Punkte und Ebenen von P(V) auf maximale total singulidre Teilrdiume von W
und Geraden von P(V) auf singuldre Punkte abgebildet. Fiir uns ist die Klein-
korrespondenz deshalb interessant, weil sie eine Bijektion zwischen den Spreads
von V und den Ovoiden von W liefert. Eine genauere Beschreibung der Klein-
korrespondenz ist in |Tay92, Kap. 12| zu finden.

Definition 1.3.1. Sei V' ein GF(¢)-Raum und dim V' = 2n. Eine Menge 8 von
n-dimensionalen Teilriumen von V heifst genau dann Spread, wenn

(i) V= U U und
Ues
(ii)) U W =V fir alle UW € S mit U # W

Lemma 1.3.2. Ist V ein 2n-dimensionaler GF(q)-Raum und § ein Spread von
V, so ist |8 =q" + 1.

Beweis. Aus der Definition der Spreads folgt direkt, dass V = {0} U U U\ {0}
Ues

ist. Das heift ¢* = [V| =1+ [8| - (¢" — 1) und somit ist |§| = Lozl = g 4 1.

-1

O
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Sei nun V' ein K-Vektorraum mit dim (V) = 4 und A,V das dufere Quadrat
von V. Ist (eq,...,e,) eine Basis von V, so ist {e; Ae; |i < j} eine Basis von A,V
und durch

Q < Z xijei N\ 6j) = T12%34 — T1,3T24 + T14%23
i<j
lisst sich eine quadratische Form auf AoV definieren. (A,V, Q) ist nicht ausgeartet
und ist K = GF(q), so ist (AV, Q) ~V*(6,q).

Lemma 1.3.3. Ist £ € AV, so ist Q(&) = 0 genau dann, wenn es v,w € V gibt
mit & =v A w.

Beweis. <" Ist v = Zle a;e; und w = Zle b;e; dann ist
g =vANw= Z(aibj - ajbi)ei VAN €;
i<j

Durch Einsetzen in die oben definierte quadratische Form ) rechnet man aus,
dass Q(§) = 0 ist.
,=" Sei £ = ZK]. xi;e; A ej # 0. Dann gibt es k <[ mit zy; # 0. Definiere

4 4
V= g zee; und  w = E Tie;,
i=1

i=1
wobei z;; := 0 fiir alle ¢ und z;; := —xj;, falls 2 > j. Dann gilt

VAW = g (Tigzj — xjkxilzei Nej

1<j ~
J =:Cijkl

Falls i, j, k, [ nicht paarweise verschieden sind, ergibt sich durch einfache Rech-
nung, dass a;;p = ;o ist. Falls 4, j, k, [ paarweise verschieden sind, folgt ;i =
x;;xr daraus, dass Q(€) = 0, also X19%34 — T13T24+ 1423 ist. Damit ist a:;llv/\w =
&. O

Die Menge der singulidren Punkte von AyV heifst Kleinquadrik und wird hier
mit K(V') bezeichnet. Auferdem sei in diesem Abschnitt Uy(V') die Menge der
zweidimensionalen Teilrdume von V'

Satz 1.3.4. Sei V' ein K-Raum mit dim(V') = 4. Dann ist die Abbildung

k: Us(V) — K(V)
(,y) = (z A y)

bijektiv.
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Beweis. k ist wohldefiniert. Denn ist (z,y) = (2/, '), so gibt es eine 2 x 2 Matrix
A = (a;;) iiber K, so dass ¢ = a2’ + any’ und y = a;p2’ + axy’ ist, woraus
x ANy =det(A) 2’ Ay folgt.

Aus Lemma 1.3.3 folgt, dass x surjektiv ist und dass (x A y) € K ist fiir alle
zweidimensionalen Teilrdume (x,y) von V. Beachte dabei, dass x Ay = 0 ist,
genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind.

Es bleibt zu zeigen, dass k injektiv ist. Seien Ly, Ly € Us. Falls Ly N Ly = {0},
so ist Ly = (u,v), Ly = (v/,v’) mit linear unabhéngigen u,v, v, v’ € V. Dann
sind auch u A v, A v’ linear unabhéngig, also k(Ly) # k(Ls).

Sei nun 0 # u € Ly N Ly und v,v" € V mit Ly = (u,v) und Ly = (u,v’). Ist
k(L1) = k(Lsy), also u A v = au A ' fiir ein a € K*, dann ist u A (v — av’) = 0,
sodass u, v — av’ linear abhiingig sind. Es folgt, dass v" € (u,v) = Li. Das heift
Ly = Ls.

]
Satz 1.3.5. Sei V' ein Vektorraum mit dim(V') = 4. Dann ist S C Us(V') genau
dann ein Spread von V', wenn k(S) ein Ovoid von AV ist.
Beweis. Zeige: Fiir W, W' € Uy gilt: W NW' # {0} & (W) L x(W').

Dann folgt die Behauptung daraus, dass Spreads in V' und Ovoide in A,V die
selbe Grofse haben.

L= Ist UNW # {0}, dann gibt es ein u,w,w’ € V mit W = (u,w) und
W' = (u,w'). Mit Lemma 1.3.3 folgt:

(uAhw, uhNw')=Q((uAw)+ (uAw)) —QuAw)— Q(uAw')
=QuA(w+w))=0
»<="Ist nun W N W’ = {0}, so gibt es eine Basis (vy,...,v4) von V mit W =
(v1,v9) und W' = (v3, vy4).

Angenommen v; Avy L w3 Awvg. Dann ist Q((vy A vg) + (v3 Awvy)) = 0 und

nach Lemma 1.3.3 gibt es x = > a;v; und y = > b;v; in V' mit

(1 Avg) + (L3 Avy) =z Ay
= Z(aibj — ajbi)vi A Uj
i<j
Es fOlgt (1) alb2 —CLle =1 und (11) a3b4—a4b3 = 1. Das helﬁt, bg §£ 0 oder b4 §£ 0.
Auflerdem ist a1b4 = CL4b1 und a2b4 = a4b2. Somit gllt a2b4b1 = CL4b1b2 = a1b4b2
und falls by # 0 ist folgt damit asb; = a1be. Das ist ein Widerspruch zu (i).
Falls b3 # 0 ist, ergibt sich der Widerspruch analog aus a;b3 = asb; und
agbg = 0,3[)2. ]
Definiert man fiir f € GL(V)
f\gfn f\g‘/ —9'f\2Lf
D ageiNej =Y ay fle) A fle),

1<j 1<j
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dann ist Ay f € GL(A2V). Nach Satz [Tay92, 12.17| gilt fiir alle £ € A,V

Q((A2f)(&)) = det(f)Q(E)

Das heifst, Ay f € GO(A;V). Damit ist durch f +— Ay f ein Homomorphismus von
GL(V') nach GO(A,V') definiert.

Lemma 1.3.6. Sei 8 ein Spread von V', f € GL(V) und O = k(8). Dann ist 8
genau dann invariant unter f, wenn O invariant unter Ao f ist.

Beweis. Sei (x Ay) € O mit (z,y) € S. Dann ist

Aof((z Ay)) = (Naf(z Ay)) = (F(2) A Fy)) = s({f(2), F(Y))-
Also Ao f({(z Ay)) € O genau dann, wenn f({x,y)) € 8. O
Satz 1.3.7 (|Tay92, Thm. 12.20.]). Die Abbildung

ke SL(V) = Q(A2(V)),  f— Aof

ist ein Epimorphismus mit Kern {£1}. Dabei bezeichnet Q(A2(V')) die Kommu-
tatorgruppe von Ao(V').

Anwendungsbeispiel

Die Sétze dieses Kapitels konnen verwendet werden um mittels der Kleinkorres-
pondenz aus Wissen iiber Spreads in vierdimensionalen Rdumen Informationen
iber Ovoide in V*(6,¢) und V*(8,¢) zu gewinnen. Beispielsweise kann man in
einigen Fillen ausschliefien, dass bestimmte orthogonale Abbildungen Automor-
phismen von Ovoiden sind. Fiir einige orthogonale Abbildungen f kann gezeigt
werden, dass alle f-invarianten Ovoide bestimmte Fixpunkte von f enthalten.

Bemerkung. Sei V = GF(¢)* und a € N ungerade. Dann induziert der Epi-
morphismus K aus Satz 1.3.7 eine Bijektion zwischen {g € SL(V) | ord(g) = a}
und { f € O(A2(V)) | ord(f) = a}.

Beweis. Sei f € O(Ay(V)) mit ord(f) = a ungerade, dann ist f ein Quadrat in
O(A2(V)). Nach |Tay92, S. 164] gilt Q(Ay(V)) = (g% | g € O(A2(V))). Das heift
f € Q(A2(V)). Somit gibt es ein g € SL(V) mit f = Ayg. Da Kern(k) = {£1}
ergibt sich ¢* = +1. Falls ¢* = —1, ist ord(—g) = a und f = As(—g). Ist
umgekehrt A € SL(V) mit ord(h) ungerade, so ist ord(Agh) = ord(h). O

Ist nun f = Ayg mit g € V = GF(¢)*, dann gibt es nach Lemma 1.3.6 genau
dann ein f-invariantes Ovoid von A(V'), wenn es einen g-invarianten Spread
von V gibt. Kennt man also die Automorphismen der Spreads von GF(q)*, so
kennt man nach obiger Bemerkung die Automorphismen ungerader Ordnung von

Ovoiden in Ay (V).
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Beispiel. Sei 8 ein Spread von GF(7)? und g € GL(4,7) mit ord(g) = 7 und
g(8) = 8. Aus [MR95, CD98, Dema| folgt, dass es eine Zerlegung V =V, @ V5 in
g-invariante Teilrdume V7, V5 gibt, sodass f auf beiden Teilrdumen das Minimal-
polynom (X — 1)? hat. Wir kennen also die Normalformen der Automorphismen
der Ordnung 7 von 8. Diese Information verwenden wir nun, um die Normalfor-
men orthogonaler Abbildungen der Ordnung 7 zu berechnen, die ein Ovoid von
Ao(V) >~ V*(6,7) invariant lassen.

Sei O ein Ovoid von W = AyV und f € O(W) der Ordnung 7, so dass f(0) =
O ist. Da ord(f) ungerade ist, gibt es ein g € SL(V') mit ord(g) = ord(f) = 7 und
Aog = f. Nach Satz 1.3.4 und 1.3.5 existiert ein Spread S C V mit x(S) = O,
dabei ist g(S) = S. Nun verwenden wir die obige Feststellung iiber Spreads in
GF(7)*: Es gibt also g-invariante Teilriume V;, V5 von V, so dass V =V, @& V4
und g auf V; das Minimalpolynom (X — 1)? hat.

Sei {e1, ex} g-Jordanbasis von V; und {es, e4} g-Jordanbasis von V3, es gelte
also g(e1) = e1 + e; und g(ey) = ey sowie g(es) = e3 + e4 und g(ey) = e4. Dann
ist Wy = (e1 Nes, ea Aey, 1 Aeg+ es Aes) ein von e; A ez erzeugter zyklischer
f-Modul, und auf Wy := (e; Aey, e3 Aeq, e1 A ey —es Aeg) ist f die Identitét.

Das heifst, es gibt eine Basis von W, beziiglich der Ayg die folgende Jordan-
normalform hat:

1
11
11

(1.1)

1
1
1

Ist also f € O(V*(6,7)) der Ordnung 7 und O ein f-invariantes Ovoid, dann hat
f die obige Normalform.

Betrachten wir nun Abbildungen h € O(V*(8,¢)), so konnen wir mit Hilfe
der Projektion aus Satz 1.2.4 feststellen, dass manche singuldaren Punkte in jedem
h-invarianten Ovoid enthalten sind. Sei W = V7*(8,q), h € O(W) und P ein
singulirer Punkt von W mit h(P) = P. Wie auf Seite 9 definieren wir W :=
(WNPH)/P,und h: W — W durch T+ h(v). Falls es keine Ovoide von W gibt,
die invariant unter h sind, so folgt mit Satz 1.2.4, dass P € O ist fiir alle Ovoide
O von W.

Gibt es einen singulidren Punkt P" in W N P+ mit h(P') = P’, so dass es auch
zur Abbildung h: (W N PL)/P — (W N PYY/P', v+ P — h(v) + P keine
h-invarianten Ovoide gibt, dann enthélt jedes h-invariante Ovoid die Punkte P
und P’. Diese sind aber orthogonal zueinander. Es kann also kein h-invariantes
Ovoid geben.

Beispiel. Sei h € O(V1(8,7)) der Ordnung 7 und es gebe eine Zerlegung Uy 1 Us
von V*(8,7) in h-invariante Teilriume. Dabei sei h}Ul # 1 und das Minimalpo-
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lynom m von h‘Ul sei ungleich (X — 1)3. ( Die mdglichen Normalformen fiir ,
sind in der Notation von Kapitel 3 in Tabelle A.1 nachzulesen.)
Sei P ein singuldrer Punkt von Uy mit h(P) = P. Definiere wie in Satz 1.2.4

h auf P+ /P durch v — h(v). Dann ist
PH/P=T, LU,

mit h-invarianten Rdumen Uy, U,. Dabei hat B‘U—l das Minimalpolynom m # (X —
1)3. Insbesondere hat die Jordan-Normalform nicht die Gestalt (1.1) aus obigem
Beispiel, sodass es keine Ovoide gibt, welche invariant unter h sind. Nach Satz
1.2.4 gibt es folglich keine Ovoide, die invariant unter A sind und den singuldren
Punkt P nicht enthalten. Falls es ein h-invariantes Ovoid von V7 (8,7) gibt, so
enthilt dieses also alle singuldren Fixpunkte von Us. Insbesondere gibt es keine h-
invarianten Ovoide, falls Uy zwei singulire Fixpunkte Py, P, mit P; L P, enthilt.



Kapitel 2

Die bekannten Ovoide in V(8, g)

Es sind mehrere Konstruktionen fiir Ovoide in V*(8,¢) bekannt. Diese fithren
zu mehreren Serien indquivalenter Ovoide. Auferdem ist ein sporadisches Ovo-
id bekannt. In diesem Abschnitt werden kurz die Konstruktionen dieser Ovoide
angegeben. Genaueres findet sich in [CKW88, Kan82a, Mo0093a].

2.1 Unitare Ovoide

Fiir ¢ = 0,2 mod 3 definiert Kantor in [Kan82a, 4.| die unitdren Ovoide von
V*(8,q) wie folgt.

Sei p prim, n € IN und ¢ = p” mit ¢ = 0 mod 3 oder ¢ = 2 mod 3. Sei
weiterhin K := GF(q) und L := GF(¢?). Fiir a € L sei @ := a?. Dann sind

T:L—-K, zxz—a+a und N:L— K, xw— aa
die Spur- und die Normabbildung. Es sei V' der durch

a B

V.= v a,B,ve€ L, a,b,ce K,a+T(a) =0
b

IS
L RO

gl
definierte K-Vektorraum. Sei weiterhin @): V' — K gegeben durch

Q(A) := Z(aijaﬂ — aiay;).

i<j
a B c
Dann ist @ eine quadratische Form auf V undist A= | v a g | € V, so gilt
b 5 a

Q(A) = o® + aa+a* + T(By) + be.

16
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Y

Falls ¢ = 2 mod

3
10
Rad(V):<<8 (1)

Sei nun

dann ist V isomorph zu V*(8,¢). Ist ¢ = 0 mod 3, so ist
0

0 > und V/ Rad(V) ist isomorph zu V (7, q).

1

Xy i=

o O O
S O =

0 P

0 und X(p,0):= & N(o) po
0 1

m

—+

fiir p,o € L. Definier
0= {{(X(p,0)) | T(p) + N(o) = 0} U{(Xe)},

an

J

dann gilt:
(i) Falls p # 3 ist, so ist O ein Ovoid von V.
(ii) Ist p = 3 und O das Bild von O unter der Projektion V' — V/Rad(V) dann
ist O ein Ovoid von V/Rad(V).

Das so konstruierte O heifdt unitares Ovoid.

Jeder quadratische Raum vom Typ V(2n — 1, ¢) ldsst sich in einen Raum vom
Typ V*1(2n, q) einbetten. Ovoide von V' (2n — 1, ¢) bestehen — ebenso wie Ovoide
von VT (2n,q) aus jeweils ¢"~' + 1 paarweise nicht orthogonalen singuliren
Punkten (vgl. 1.2.3). Also lésst sich jedes Ovoid von V(2n — 1, ¢) in einen Raum
vom Typ V*(2n,q) einbetten, so dass es auch dort ein Ovoid ist. Insbesondere
gibt es eine Einbettung des unitiren Ovoids O fiir p = 3 in den Raum V*(8, q),
ohne dass die Ovoid-Eigenschaft verloren geht.

2.2 Ree-Tits Ovoide

Weitere Ovoide von V(7,q) sind die Ree-Tits Ovoide [Tit61]. Diese Ovoide sind
auch bei Kantor in [Kan82a, 6.] beschrieben.

Sei ¢ = 3% I mit 1 < e € N und K := GF(q). Fiir a € K sei a’ := a*.
Definiere V := K7 und eine quadratische Form ) auf V durch

Q(z) = 1107 + D96 + 375 + 77

Des Weiteren sei fiir z,y, z € K:
u(z,y, 2) = 2’y —xz 4 y° — 23
(@, y, 2) = 27y — 27 + ay? + yz — 2200
w(,y, 2) = 227 — a7 lyT — a7y 4 a2y ot L2y g2
Dann ist

O :={((1,z,y,z,u(x,y, 2),v(x,y, 2),w(x,y,2))) | x,y,z € K}
U {{(0,0,0,0,0,0,1))}

ein Ovoid von V.
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2.3 Desarguessche Ovoide

Bei Kantor (|Kan82a, 7.] und |Kan82b, 8., 12.]) ist folgende Beschreibung des
desarguesschen Ovoids in V*(8, ¢) zu finden:
Es sei q eine Zweipotenz, K = GF(q) und L = GF(¢*). Weiter seien

T: L — K, T o+ 3? + 27 und N:L— K, T s pdtatl
die Spur- und die Normabbildung. Betrachte den K-Vektorraum
V=K&LeLoK.

Definiert man Q: V' — K durch Q(a,b, c,d) := ad + T(bc), so ist Q) eine quadra-
tische Form und V' mit dieser Form ein Raum vom Typ V*(8,¢). Durch

0= { (1.t N(1))) ) te L}u{((0,0,0,1))}

ist ein Ovoid von V definiert.

2.4 Das Ovoid von Dye

Das Ovoid von Dye [Dye77, 4.] ist ein Ovoid von V*(8,8). Die Konstruktion
dieses Ovoids ist ebenfalls bei Kantor in [Kan82a, 8.] angegeben.

Sei O := {{e1),..., (eg)} ein Ovoid von V*(8,2). (Bis auf Aquivalenz gibt es
genau ein Ovoid in V(8,2), vgl. [Kan82a, 3.]). Sei a € GF(8) mit a®>+a%+1 = 0.
Wihle eine Einbettung von V1 (8,2) in den Raum V7 (8,8). Dann definiert

O:={(e;)| 1<i<9}
U {<aei + azej + a4ek> ‘ 1<14,7,k <9, 1,7, k paarw. Versch.}

ein Ovoid von V*(8, 8).

2.5 Ovoide aus dem Wurzelsystem FEg

In diesem Abschnitt werden zuerst die Ovoide beschrieben, die Conway, Kleidman
und Wilson in [CKW88| aus dem Wurzelsystem vom Typ FEg konstruieren. Im
Anschluss findet sich die Verallgemeinerung dieser Konstruktion von Moorhouse
[Moo093al.

Sei L C R® das Gitter zum Wurzelsystem vom Typ FEj:

8
1 . o
L= {§(a1,...,a8) ‘ a; € Z, a; = ajmod 2 fiir alle i, j, ;ai = 0 mod 4}.
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Sei weiterhin p eine Primzahl. Dann ist L := L/pL ein 8-dimensionaler Vektor-
raum iiber GF(p). Fiir v € L sei v := v+ vL € L. Es bezeichne hier (-,-) das
euklidische Skalarprodukt auf R®. Fiir alle v € L gilt (v,v) € 27Z, daher kénnen
wir folgende Abbildung definieren:

Q: L — GF(p), v — =(v,v).

Q ist eine quadratische Form auf L und L ~ V*(8,p). Dies fiihrt nun zu zwei
Konstruktionen fiir Ovoide.

Die bindren Ovoide: Ist p ungerade und = € L mit (z,z) = 2p, dann ist
(2.1) Og,(x) :={(v) | ve L, (v,v)=2p, v=rxrmod2L}

ein Ovoid von L.
Die terndren Ovoide: Ist p > 5 und x € L mit (x,z) = 4p, so ist

(2.2) O3,(x) :=={(v) | ve L, (v,v) =4p, v=2rmod 3L}

ein Ovoid von L.

In diesen Familien finden sich zwei zuvor bekannte ,sporadische Ovoide wie-
der. Fiir p = 7 erhélt man aus der terndren Konstruktion das Ovoid von Shult
[Shu85|. Im Fall p = 5 gehort das Ovoid von Cooperstein [Coo90| zur Familie der
terniaren Ovoide.

Die terndren Ovoide zerfallen fiir p = 2 mod 3 in zwei Serien. Im Fall p =5
ist dabei das Ovoid aus der ersten terndren Serie zum bindren Ovoid dquivalent.
Conway, Kleidman und Wilson haben jedoch gezeigt, dass fiir grofere p die binére
Konstruktion Ovoide liefert, die nicht dquivalent zu Ovoiden der ersten ternéiren
Serie sind (JCKW88, 5.]).

Moorhouse hat die obigen Konstruktionen von Conway, Kleidman und Wilson
verallgemeinert. Fiir je zwei verschiedene Primzahlen r, p erhélt er Ovoide O,. ,(z)
aus dem Gitter L, sieche [Mo093a| und [Moo93b].

Seien p, r prim und p # r. Fiir i € N mit 1 < < [%] sei n; die natiirliche
Zahl, fiir die 1 < n; < [g] und z'2n? =1 mod r gilt. Definiere

[r/2]

Sepi=|J{nw | veL, (v,v)=2i(r—i)p}  und
i—1
[r/2]

Sy, = U {pniv| v e L, (v,v)=2i(r—14)/p} CS,,.

i=1
Sei nun x € L, so dass —£(z,2) # 0 mod r und ein Quadrat modulo r ist. Sei

weiterhin 1 < n, < [%] und n2(z,z) = —2p mod r. Setze

Orp(z) :={(0) | ve S, \pL, v=n,z modrL}.
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Moorhouse hat gezeigt, dass O, ,(x) genau dann ein Ovoid von L ist, wenn
(new 4+rL) NS, , = 0 ist. Dabei ist im Fall » < p die Bedingung (n,2 +rL) N
Sp = () immer erfiillt und falls r > p ist, so existiert ein geeingnetes x, so dass
(newr +rL)N S, , =0 gilt,

Es ist unklar, wie viele dieser Ovoide zueinander oder zu einem Ovoid der
bindren oder ternédren Serie dquivalent sind. Fiir p < 11 und r < 13 tritt nur ein
Ovoid auf, das nicht schon zur biniren oder terndren Familie gehort. Es handelt
sich dabei um ein Ovoid in V*(8,11).



Kapitel 3

Normalformen orthogonaler
Abbildungen

In diesem Kapitel befassen wir uns mit Normalformen orthogonaler Abbildungen.
Ziel ist es, bis auf Konjugation die zyklischen Gruppen bestimmter Ordnungen
in O(V*(8,q)) berechnen zu konnen. Im ersten Abschnitt stellen wir fest, wel-
ches die Normalformen orthogonaler Abbildungen sind. Dann untersuchen wir
die Moglichkeiten, zu einer linearen Abbildung f € GL(V) mit gegebener Nor-
malform eine quadratischen Form auf V' zu definieren, so dass f eine orthogonale
Abbildung ist. Wir verwenden dabei die elementare Darstellung von Huppert
[Hup80a, Hup80b|. Andere Zuginge zur Berechnung von Konjugiertenklassen in
orthogonalen Gruppen finden sich beispielsweise in |Zas58| und [Wal63b].

3.1 Orthogonale Zerlegungen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns damit, welche Normalformen linearer
Abbildungen als Normalformen orthogonaler Abbildungen auftreten kénnen.

Huppert teilt die beziiglich einer orthogonalen Abbildung orthogonal unzer-
legbaren Riume in drei Klassen ein. Da sich diese Klasseneinteilung auf Ahnlich-
keiten verallgemeinern ldsst, betrachten wir in diesem Abschnitt zunéchst auch
Ahnlichkeiten. Bei der folgenden Untersuchung der einzelnen Typen orthogonal
unzerlegbarer Riume beschrinken wir uns dann jedoch auf die Betrachtung or-
thogonaler Abbildungen.

Definition 3.1.1. Sei V' # {0} ein K-Vektorraum und g: V' — V eine lineare
Abbildung.
(i) V heikt irreduzibler g-Modul, wenn V aufer {0} und V' keinen g-invarian-
ten Teilraum enthalt.
(ii) V ist ein unzerlegbarer g-Modul, wenn es keine Teilrdume Vi, Vo von V

gibt, so dass V =V, & V5 und ¢g(V;) CV; # {0}.

21
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(iii) Ist eine symmetrische Bilinearform auf V' definiert, so heift V' orthogonal
unzerlegbarer g-Modul, wenn es keine Teilrdume Vi, V5 von V' gibt, so dass
V=V, LVyund g(V;) CV; # {0} ist.

Bemerkung. (i) Ist V- =V1 @ Vy ein orthogonal unzerlegbarer f-Modul mit
f-invarianten Teilriumen Vi und Vi, so sind Vi, Vo ausgeartet. Denn an-
dernfalls wire V.= V; L Vit fiir ein i € {1,2} eine Zerlegung von V in
f-invariante Teilrdume.

(i1) Insbesondere ist Rad(V;) fir i € {1,2} ein nichttrivialer f-invarianter
Teilraum von V;. Ist p™ das Minimalpolynom von f}% mit irreduziblem p,

dann enthdlt Rad(V;) den irreduziblen Teilmodul p"=*(f)(V;) von V;.

Definition 3.1.2. Sei K ein Korper und p = >" a; X" € K[X] ein Polynom
vom Grad m mit p(0) # 0.
(i) Fiir s € K\ {0} definiere

1 s R : .
p*s — Xm. P (_) — . aiSsz—z.
p(0) X Qg ;
Falls s = 1 ist, so schreiben wir p* fiir p*s.
(i) p heikt symmetrisch, wenn p* = a_! - p ist.

Es gilt (p*)* =a_! p, denn

(p™)*™ = p*sl(o)Xm P (%) - p*sl(o)Xm ' p(lO) <%)mp(X)
p(0) 1

=a 't —— . "p(X) =ap.
s™  p(0) )

Ist ¢ € K[X] ein weiteres Polynom mit ¢(0) # 0, so ist (pg)*™ = p*¢*.

Lemma 3.1.3 (analog [Hup80a, 1.6 a)|). Sei V' ein quadratischer K-Raum und
f € GO(V) eine Ahnlichkeit mit Multiplikator s. Sei auflerdem p € K[X] mit
p(0) # 0 und sei n := deg(p), dann gilt fir alle v,w € V

(p(f) (), w) = p(0) (v, f~"p™(f)(w)).

Beweis. Es sei p=73 " a; X" Dann gilt

(p() (), w) =Y ai(f'(v), w) = Z a;s' (v, [~ (w))

1=0

= (0. ) ais'f M w)) = p(0) (v, 0" () (w).
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Satz 3.1.4 (analog zu [Hup80a, 1.6 b)[). Sei V' ein K-Vektorraum mit Bilinear-
form (-,-) und f eine Ahnlichkeit von V' mit Multiplikator s. Seien py,ps € K[X]
mit p1(0) # 0. Sind pi* und py teilerfremd und ist v; € Kernp;(f) fir i € {1,2},
dann ist (vy,ve) = 0.

Beweis. Sind pi®, po teilerfremd, so gibt es ¢,r € K[X], so dass 1 = rp}* + gpo.
Sei m := deg(p;). Es gilt

(p1(F) (1), f7r(f)(02)) = pr(0) (o1, f77P3 () (Fr () (v2)))
= p1(0) (01, 7(F)pi (F) (02) + apa(f)(v2) ) = pr(0) (vr, (rp}* + qp2) (f) (v2))
N—_———

=0

p1(0) (v, o).
O

Satz 3.1.5 (analog zu [Hup80a, 1.7 b)|). Sei V' ein nicht ausgearteter quadrati-
scher Raum und f € GO(V) eine Ahnlichkeit mit Multiplikator s, so dass V ein
zerlegbarer, orthogonal unzerlegbarer f-Modul ist. Ist V =V & ---@®V, eine Zer-
leqgung in unzerlegbare f-Moduln, dann ist { = 2 und ist p das Minimalpolynom
von f‘vl, so ist p*s das Minimalpolynom von f‘vg'

Beweis. Fir 1 <1 < { sei pZ das Minimalpolynom von f‘v mit p; irreduzibel.
Weiterhin sei k; > k; fiir ¢ > 2. Da V orthogonal unzerlegbar ist, ist jedes V;
ausgeartet, das heift Rad(V;) # 0. Es folgt

pi( )PV, C Rad(V;)  fiir 1 < i </,

denn p;(f)*~1V; ist der einzige minimale nicht triviale f-Teilmodul von V und
Rad(V;) ist f-invariant. Da V nicht ausgeartet ist, gilt pi(f)* (V1) € V;* fiir
ein j > 2. Sei 0.B.d.A. j =2.

Sei v; € V; und vy € Va, so dass (p1(f)*~1(v1), v9) # 0 und sei m := deg(p;).
Mit Lemma 3.1.3 ergibt sich

0 # (p1(f)"H(vr), v2) = pa(0)~H (on, f7mEVpi ()17 ().

Also ist py*(f)*~1(Va) € Vit. Insbesondere ist pi*(f)¥~*(Va) # {0} und V- N
Vo G Vo
Fiir alle wy, € V) und wy € V5 gilt

0= (pl(f)kl (wy), wy) = p1(0)k1 (w1, f_mklpiks (f)kl (w2)),

so dass pi*(f)F (V) C V2N Vy ist. Da ViE N V; ein echter f-Teilmodul von Vs ist
und p;*, po irreduzibel sind, muss p;* = py gelten. Aus pi*(f)*~1(V3) # {0} und
k1 > ko ergibt sich ky = ko.
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Im Folgenden wird gezeigt, dass V3 & V5 nicht ausgeartet ist, woraus V = V; @
V; folgt, da V orthogonal unzerlegbar ist. Angenommen es sei Rad(V;®V,) # {0}.
Ist U C Rad(V; @ V,) ein minimaler nichttrivialer f-Teilmodul von V; & V5,
dann ist U C py(f) =1 (V1) @ p2(f)*2~1(Va). Es gibt also wy € pi(f)*~1(V}) und
wy € Po(f)*271(V3), so dass 0 # wy + wy € Rad(V;, @ V3). Es sei wy # 0. Fiir alle
ug € Vo gilt
0= (wl + ’lUQ,Ug) = (wl,UQ),

da wy € po(f)F21(Vy) C Rad(Va) ist. Somit ist wy € pi(f)*~1(V1) N Vit Das
heift, pi(f)*~1(V1) N Vit ist ein nichttrivialer Teilmodul von Vj, enthilt al-
so den irreduziblen f-Modul p;(f)¥~1(V}). Es ergibt sich ein Widerspruch zu

p () 1) € V5t O

Aus den obigen Sitzen erhilt man die folgende Einteilung von orthogonal
unzerlegbaren Moduln in drei Klassen:

Satz 3.1.6. Sei V ein nicht ausgearteter quadratischer Raum und f € GO(V)
eine Ahnlichkeit mit Multiplikator s, so dass V' ein orthogonal unzerlegbarer f-
Modul ist. Dann ist V von einem der folgenden Typen:
Typ I: Es gibt unzerlegbare f-Moduln Vi, Vs, so dass V = Vi & V; ist. Dabei
haben f}vl und f}vg das selbe Minimalpolynom p™ und es gilt p*s = p.
Typ II: V ist ein unzerlegbarer f-Modul und das Minimalpolynom von f ist
p" fiir einn € N und ein irreduzibles Polynom p mit p*s = p
Typ III: Es ist V = V) @ Vo mit unzerlegbaren f-Moduln Vi, V,. Ist p™ das
Minimalpolynom von f}vl, dann ist (p**)" das Minimalpolynom von ‘f‘Vz'
Dabei sind p und p*s teilerfremd. Vi und Vs, sind ausgeartet.

Sei V' ein orthogonal unzerlegbarer f-Modul. Der Typ (wie in Satz 3.1.6) von
V sei t € {I, 11,111} und f habe auf V' das Minimalpolynom p. Dann sagen wir
auch ,V ist vom Typ (¢,p)* oder ,yom Typ ¢,”.

Im Folgenden betrachten wir nur noch unzerlegbare f-Moduln zu orthogona-
len Abbildungen f. Wir werden feststellen, zu welchen Polynomen p es quadrati-
sche Rdume V' und orthogonale Abbildungen f € O(V) mit Minimalpolynom p
gibt, so dass V' ein f-Modul von einem der obigen Typen ist.

Im Fall orthogonaler Abbildungen f gibt es nach [Hup80a, 2.1] f~-Moduln vom
Typ I nur fiir solche f, deren Minimalpolynom von der Form (X + 1)" ist:

Lemma 3.1.7 ([Hup80a, 2.1]). Sei V' ein nicht ausgearteter quadratischer Raum
und f € O(V) eine orthogonale Abbildung, so dass V' ein orthogonal unzerlegbarer
f-Modul vom Typ Ly ist mit irreduziblem p und n € IN. Dann ist p = X £ 1.

Zunichst beschéftigen wir uns nun speziell mit orthogonal unzerlegbaren f-
Moduln auf denen f € O(V) das Minimalpolynom (X + 1)* mit ¢ € IN hat.

Sei V' ein K-Vektorraum, f € GL(V) und b = (vq,...,v,) eine Basis von V.
Wir bezeichnen b als f-Jordanbasis, wenn f(v,) = Av, und f(v;) = Av; + v;41 ist
fiir i <n und ein A € K.
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Lemma 3.1.8. Sei V' ein unzerlegbarer f-Modul, f € O(V') mit Minimalpolynom
(X =N AN =1 und (vi,...,v,) eine f-Jordanbasis von V. Dann gilt:
(1) Fir alle 1 <i,j <n ist (v;,v5) + AMvi_1,v;) + AN(vi,vj-1) = 0.
(i1) Ist die Bilinearform von einer quadratischen Form @ induziert, so ist
Q(v;) = = A(vi,vi—1) fiir alle 1 < i < n.

Beweis. Fiir alle 1 < 1,7 <n gilt

(vi-1,vj-1) = (f (vi=1), f(v-1)) = (Avie1 + v5, Avjo1 + ;)
= (Ui—la Uj_l) -+ >\(Ui—17 Uj) -+ >\(Ui7 Uj—l) -+ (’UZ', Uj).

Qvi—1) = Q(f(vim1)) = Q(vi + Avi—1) = Avi,vim1) + Q(v;) + Q(vi—q).
O

Satz 3.1.9. Sei V' ein K-Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform (-,-) und
f:V — V eine orthogonale Abbildung mit Minimalpolynom (X + 1)*. Seien

auferdem Vi und Vy zwei f-invariante Teilrdume von V und (z1,...,x,) eine
flvl—Jordanbasis von Vy. Weiter sei (Y1,...,Yn) eine f}VQ—Jordanbasis von V.
Dann gilt:

(i) (zi,y;) =0 firi+j>n+1.
(11) Ist k € {1,...,n}, so dass (z;,y;) =0 firi+j>k+1, so gilt

z'+1(

($i>yk—z’+1) = (—1) xlayk)

fiir alle 1 <1 < k.

Beweis. Sei (X + \)' das Minimalpolynom von f.
(i) Sei zundchst ¢ = n und 1 < j < n. Dann gilt wegen A = +1

(Tn,y5) = (f(2n), f(¥5) = A0, Ayj + yj1) = (T, Y5) + M, Y1)

Es folgt (2, y;+1) = 0.
Seinun 1 < ¢ < nund es gelte (z;41,y,) =0 firallek >n+1—(i+1) =n—i.
Weiterhin sei n > j > n+ 1 — 4. Dann gilt

(w5, 95) = (f(23), f(y;)) = Az + iq1, Ay + yj11)
= (z4,y;) + Mi, yj1) + M@it1, y5) + (Tit1, Yj11)
= (z4,y;) + M@i, yj41),

da j >n —i. Also ist (z;,y;41) = 0.
(ii) Fiir 4 = 1 ist offensichtlich (z;, yp_iz1) = (—1) (21, y)- Seialso 1 < i < k
und
(ﬂfi—l,yk—(i—1)+1) = (—1)2(551,.%)-
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Wie in Lemma 3.1.8 (i) gilt

0 = M@i1, Yo—(i-1)+1) + MTi, Yr—it1) + (Ti, Yp—iv2)-
Wegen i + (k —i+2) >k + 1ist (i, Ye41)—i4+1) = 0. Es folgt

i+1(

(xz‘uyk—i—i-l) = —(36’@'—1,yk—(i—1)+1) = (—1) xlayk)-

O

Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir nun die méglichen Bilinearformen berech-
nen, beziiglich derer f orthogonal ist. Dies liefert Restriktionen an die Existenz
orthogonal unzerlegbarer f-Moduln.

Beispiel. Sei V ein nicht ausgearteter quadratischer K-Raum und f € O(V)
mit Minimalpolynom (X — 1)%. Ist V orthogonal unzerlegbar, so ist V nach Satz
3.1.6 entweder vom Typ I(x_1y» und es gibt eine Zerlegung V' = Vi & V, mit
unzerlegbaren Moduln V; oder V' ist vom Typ IIx_y).

(i) Sei V vom Typ I(x_1ys und seien (by,...,bs) und (bs,...,bs) Jordanbasen

.....

von V bzgl. der Basis (by, ..., bg). Dann hat G nach Satz 3.1.9 und der Bemerkung
von Seite 22 die folgende Form:

R S * * * d
* —a * *  —d
a * d
—d
G = * % *x —d| x x c
*  x d *  —cC
* —d c
d

(ii) Hat V' den Typ II(x_1y» und ist (b,...,bs) eine Jordanbasis von V, so

.....

¥ %  x —q
G — x % q
- *  —a
a

Weil V' nicht ausgeartet ist, ist dabei a # 0 und, da die Bilinearform symmetrisch
ist, tritt dieser Fall nur auf, wenn Char(K) = 2 ist.

Folgerung 3.1.10. (i) Ist Char(K) = 2 und ist die Bilinearform von einer
quadratischen Form induziert, dann gibt es Moduln vom Typ Il x+1)» hichs-
tens fiir gerade n.

(ii) Bei ungerader Charakteristik gibt es Moduln vom Typ Il x41y» hdchstens
fiir ungerade n.
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(i1i) Ist Char(K) # 2 und V' ein orthogonal unzerlegbarer Modul vom Typ
Lix+1), s0 ist n gerade.

Beweis. (i) Sei V ein orthogonal unzerlegbar f-Modul vom Typ II(x41y» und
(vi,...,v,) eine f-Jordanbasis von V. Wegen 3.1.9(i) gilt (v,,v;) = 0 fiir alle
j > 1. Fiir ungerades n folgt aus 3.1.9(ii), dass

(v1,v,) = :I:(v%,v%l) = QQ(U%) =0

ist. Das heift, v, € Rad(V'), was ein Widerspruch zu V' nicht ausgeartet ist.

(ii) Sei V' ein orthogonal unzerlegbar f-Modul vom Typ IIxiy» und sei
(v1,...,v,) eine f-Jordanbasis von V. Fiir gerades n folgt aus 3.1.9 (ii),
dass

(U, v1) = (=1)""H(v1,v0) = —(va, 01),

also v, € Rad(V) ist.

(iii) Seien Vi, V4, unzerlegbare Moduln mit V' =V} @ V5. Sei (vq,...v,) eine
Jordanbasis von V; und (wy, . ..w,) eine Jordanbasis von V5. Sei weiterhin U
der von v;+w; erzeugte Teilmodul von V. Dann sind V;, V5 und U ausgeartet.
Damit ist (vy,v,) = (w1, w,) = (v1 + wq, v, + w,) = 0. Das heifst

0 = (v1 + wy, v, + wy) = (v, wy,) + (Vy, wy).

Also ist (v,,w1) = —(vy,w,). Aus Satz 3.1.9(ii) folgt aukerdem (v,,w;) =
(—=1)""(vy, w,). Somit ist n gerade.
U

Definition 3.1.11. Sei (k,p) € {I,II,III} x K[X]. Genau dann heift (k,p)
zuldssiger Typ, wenn eine der folgenden Aussagen gilt:

(i) Esist K =L und p = (X £ 1)" fiir ein n € N, wobei n gerade ist, falls

Char(K) # 2 ist.

(ii) Es gibt ein irreduzibles, symmetrisches ¢ € K[X] mit deg(q) > 1, so dass

p=q" fireinn € N, und k£ = II.

(iii) Es gilt & =1II und p = (X +1)", wobei n ungerade ist, falls Char(K) # 2

ist, und n gerade ist, wenn Char(K) = 2 ist.

(iv) Es gibt ein unsymmetrisches und irreduzibles ¢ € K[X], so dass p =

(gq*)™ ist fiir ein n € N. Auferdem ist k = III.

Es bezeichne T die Menge der zuléssigen Typen aus {I,II,III} x K[X].

Satz 3.1.12. Ist t € T ein zulissiger Typ, dann gibt es einen quadratischen
Raum V' und eine orthogonale Abbildung f € O(V), so dass V ein orthogonal
unzerlegbarer f-Modul vom Typ t ist.

Beweis. Fiir Typ II wird der Satz in [Hup80b, 3.2, 3.4 und 3.5] bewiesen.
Ist ¢t = (III, p), dann gibt es nach |[Hup80b, 3.6] einen K-Vektorraum V' mit
symmetrischer Bilinearform (-, -) und ein f € O(V), so dass V nicht ausgearteter
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f-Modul vom Typ t ist. Sei V = V; & V5 mit unzerlegbaren f-Moduln V. Defi-
niert man Q(v; + vg) = (v1,v) fiir alle v; € V; und vy € V5, dann ist @ eine
quadratische Form auf V| beziiglich welcher f orthogonal ist. Da V; und V5 total
ausgeartet sind, ist (z,y) = Q(z +vy) — Q(z) — Q(y).

Im Fall des Typs I gilt die Behauptung bei ungerader Charakteristik nach
|[Hup80a, 2.3 b)|. Ist die Charakteristik gerade, so ldsst sich Aussage genau wie
im Beweis von [Hup80a, 2.3 b)| zeigen. O

3.2 Die quadratischen Formen orthogonal unzer-
legbarer Moduln

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, zu welchen linearen Abbildungen f sich
eine quadratische Form definieren lésst, so dass f orthogonal ist. Hier untersuchen
wir nun genauer, welches die moglichen f-invarianten quadratischen Formen sind.
Zudem haben wir als Ziel, zu verschiedenen Ordnungen bis auf Konjugation die
zyklischen orthogonalen Gruppen dieser Ordnungen zu finden.

Sei V' ein quadratischer Raum und f,g € O(V). Essei V=V L Vo =W; L
W5 mit f-invarianten Teilrdumen Vi, V5 und g-invarianten Raumen Wy, Ws. Fiir
i € {1,2} sei der f-Modul V; dquivalent zum g-Modul W; in dem Sinne, dass es
eine Isometrie h;: V; — W; gibt mit g’WZ_ o h; = h; o fly,. Definiert man dann
auf V eine Abbildung h durch h(zy + x3) := hi(x1) + ha(zs) fiir x; € V;, so ist
h € O(V) und es ist h=tgh = f. Das heikt, f und g sind konjugiert in O(V'). Wir
interessieren uns in diesem Abschnitt deshalb insbesondere dafiir, welche Moduln
der einzelnen Typen es bis auf Aquivalenz gibt.

Lemma 3.2.1. Se: V ein K-Vektorraum und unzerlegbarer f-Modul. Auferdem
sei (vy,...,v,) eine f-Jordanbasis von V. Dann ist (w1, ..., w,) genau dann eine
f-Jordanbasis von V, wenn es ay,...,a, € K gibt mit a; # 0, so dass wy =

n .
Y Qiek41; GSt.
Beweis. ,=*: Sei (wy,...,w,) eine f-Jordanbasis von V. Dann gibt es Elemente

ai,...,a, € K so dass wy =Y, a;v; ist.

n
Sei 1 <k < n und es gelte wy, = Y a;_g41v;, dann ist
i—k

n n n—1
flwg) = Z i1 f (i) = Z Uik 1AV + Z @i~k +1Vi41
i=k i=k i=k

n
= \wy, + E Aj—1—k+10;-
i=k+1
n

Es folgt > ai(kr1)11vi = f(wp) — Mo = Wy
i=k+1
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,<" Seien nun a,...,a, € K, so dass a; # 0 und wy, = Z?:k a;_py1v; ist fiir
alle k. Aus a; # 0 folgt, dass (wy, ..., w,) linear unabhéngig, also eine Basis von
V, ist.

Fir k =nist f(w,) = f(a1v,) = a1 A\v, = Aw,,. Ist nun 1 < k < n, so gilt

n

E i1 f(v;) E Qi1 AV; + E @ik 41Vit1

=A E ai—g+1V; + E Qi f—1410V; = AWk + Wh41.

i=k i=k+1
]

Bemerkung. Die Basiswechselmatriz zum Basiswechsel aus obigem Satz hat also
die folgende Form:

al 0 ce 0
a2 a1

0
Qn, a2 a1

3.2.1 Moduln vom Typ II;11)n

Lemma 3.2.2. Sei K ein Korper, p = X+1 € K[X]| undV ein nicht ausgearteter
quadratischer K-Raum. Weiterhin sei f eine orthogonale Abbildung von V, so
dass V' ein unzerlegbarer f-Modul vom Typ Iyn ist. Seii < § undv € V\p(f)(V),
dann gibt es einw € V \ p(f)(V), so dass

QW (/)(w)) = QW (f)(v)) fir alle j > i und

Q' (f)(w)) =0.
Beweis. Da V nicht ausgeartet ist, gilt (p"~1(f)(v),v) # 0. Wegen Satz 3.1.9 ist
also (p"1(f)(v),p""(f)(v)) # 0. Definiere

QY (W) —2i+1
= —— — und w:i=v+ap" T (f)v.
(P~ (F) (), " () (v))
Sei j >i—1. Miti < g folgt n —2i+1+7 >n—14> 7. Aus Satz 3.1.9 und
Lemma 3.1.8 ergibt sich somit, dass Q(p" "™ (f)(v)) = 0 ist. Fiir j = ¢ — 1 gilt
also

Q' (N w)) = QU (f)(v) +ap" () (v))
= QW' (N)(w) +al (/) (©),p"(f)(v)) = 0.

Seinun 7 >4i—1. Dannist j+n—2i+14+j=n—-2i4+1+2j >n—1,
woraus (p?(f)(v), p" 2T (f)(v)) = 0 folgt. Damit ist

QW' (f)(w)) = QY (f)(v) + ap” ™ (f)(v)) = QW (f)(v)).
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Beispiel. Sei V ein quadratischer K-Raum, Char(K) # 2 und f € O(V), so dass
V ein f-Modul vom Typ Il x_y)» ist. Dann folgt aus Lemma 3.2.2, dass es eine
f-Jordanbasis von V gibt, so dass die Matrix G der Bilinearform beziiglich dieser
Basis wie folgt aussieht.

0 0 * * a
0 0 *
G=|"= * | *a
k
a

Wegen Lemma 3.1.8 ist dabei GG eindeutig durch a bestimmt.

Satz 3.2.3. Sei K ein endlicher Korper mit Char(K) # 2 und p = X £1 €
K[X]. Firi € {1,2} sei V; ein K-Vektorraum mit quadratischer Form @Q; und
fi € O(V;), so dass V; ein nicht ausgearteter unzerlegbarer f;-Modul vom Typ I1,n
ist. Bezeichne (; die von Q; induzierte Bilinearform auf V;. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

(i) Vi ist isometrisch zu Vs, das heifit, es gibt einen Isomorphismus h: V; —

Vo mit Qao(h(x)) = Q1(x) fir alle x € V7.

(ii) Ist w € Vi \ p(f1) (V1) und w € Vo \ p(f2)(Va), dann ist

By (7" (), ) Be (0" (f)w,w)

ein Quadrat in K.
(111) Es gibt eine Isometrie h: Vi — Vo mit ho f; = fyoh.

Beweis. Sei KU :={a?| a € K*}.

S(1)= (1) Sei w € V1 \ p(f1)(V1) und w € V5 \ p(f2)(V2) beliebig.

Dann ist by := (p°(f1)(u),...,p" *(f1)(u)) eine f; Jordanbasis von V;, und by :=
(P°(f2)(w), ..., p" 1(f2)(w)) eine fo Jordanbasis von V,. Fiir i € {1,2} bezeichne
G; die Matrix der Bilinearform auf V; beziiglich der Basis b;.

Aus (i) folgt det(G1) det(G2)~! € K. Da n ungerade ist ergibt sich aus Satz
3.1.9, dass det(G1) = B1(u, p" 1 (f1)(u))™ und det(Gy) = Bo(w, p" 1 (f2)(w))™ ist,
woraus die Behauptung folgt.

»(il)= (iii)*: Nach 3.2.2 kann man eine fi-Jordanbasis by = (uq,...,u,) von
V1 und eine fo-Jordanbasis by = (wy,...,w,) von V, so wihlen, dass Q(u;) =
Q(w;) = 0 ist fiir alle i < 5. Wegen (ii) ist

Br(ur, ) Bo(wr, we) ™ = Bi(wn, p™(f1) (ur) Ba(wr, p" 7 (fo) (wn)) ™h € K-

Sei a € K mit a® = £ (uy, uy)B2(wr, w,)" L. Definiere h: V; — V4 durch lineare
Fortsetzung von u; — aw;. O
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Satz 3.2.4. Sei K ein endlicher Kérper mit Char(K) =2 undp = X+1 € K[X].
Weiterhin sei V' ein K-Vektorraum mit quadratischer Form Q und f € O(V), so
dass V' ein nicht ausgearteter unzerlegbarer f-Modul vom Typ 11, ist. Dann sind
aquivalent:

(i) Der Wittindex von V ist %.

(ii) Es gibt ein v € p2 =L (f)(V) \ p2 (f)(V) mit Q(v) = 0.

Beweis. Sei U := p3+(f)(V). Mit 3.1.9 folgt, dass U total singulir und U+ =
PNV s n
(i) = () Ist v € pE1(£)(V)\pE(H(V) mit Qv) = 0, 50 ist W = U & (o)

ein total singuldrer Teilraum von V' mit
dimW = dimU +1=n— (5+1) +1=7.

(1) = (ii)“: Ist der Wittindex von V' gleich %, so gibt es einen total singuliren
Teilraum von V', der U enthélt. Da

Ut =p: H(HV) = pE (), p2(fv)) @ U

ist gibt es ein w € <p%_17gf)(v), p2(f)(v)) mit Q(w) = 0. Aus Q(p2(f)(v)) # 0
folgt w € p2~1(f)(V) \ p2 (f)(V). [

Satz 3.2.5. Sei K ein endlicher Kérper mit Char(K) =2 undp = X+1 € K[X].
Firi € {1,2} sei (V;,Q;) ein quadratischer K-Vektorraum und f; € O(V;), so
dass V; ein nicht ausgearteter unzerlegbarer f;-Modul vom Typ Il ist. Folgende
Aussagen sind dquivalent

(i) Vi ist isometrisch zu V5.

(i1) Es gibt eine Isometrie h: Vi — Vo mit ho fi = fyoh.
Beweis. Hat V; den Wittindex 2, so gibt es ein v € p2~' (f1) (V1) \ p% (f1) (Vi)
mit @ (v1) = 0. Mit Lemma 3.2.2 folgt, dass es ein w € V4 \ p(f1) (V1) gibt mit
Q () (f1) (w) = 0 fiir alle i < 2. O.B.dA sei Q (p2 (f1) (w)) = 1. Falls (i) gilt,
so gibt es analog ein u € V5 \ p (f2) (V) mit Q (p) (f2) (w) = 0 fiir alle t < 2 und
Q (p? (f2) (w)) = 1. Ist die Abbildung h : V; — V4 durch lineare Fortsetzung von
P (fi) (w) = p' (f2) (u) definiert, so gilt ho fi = fyoh und Qs (h(2)) = Q1 (2)
fir alle z € V.

Der Wittindex von Vi und V3 sei nun kleiner als 3. Fiir i € {1,2} sei v; €

p2~" (fi) (Vi) \p2 (fi) (Vi) mit Q(p(fi)(v;) = 1. Dann ist Q(v;) + X + X* € K[X]
irreduzibel. Es folgt, dass Q(v1) + Q(vq) + X + X? reduzibel ist.

Sei a € K mit Q (v;) + @ + a? = Q (v2) und definiere u := vy + ap (f1) (v1).
Dann ist u € V3 \ p(f1) (V1). Auferdem gilt

Q(u)=Q(vz) und Q(p(fi)(u))=Q(p(f2) ().
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Mit Lemma 3.2.2 folgt, dass es wy € Vi \p (f1) (V1) und we € V2 \p (f2) (V2) gibt,
so dass

-1,

62(pi(ji)( )) Q (¥ (f2) (w )) =0 firi<-— >

Q(p2~ w)) = Q (P27 (f2) (w2))
und Q(p2(f1)( 1)) = (%<f2><w2>>:1.

Definiert man h: V; — V; als lineare Fortsetzung von p’ (f1) (w1) — p' (f2) (ws),
dann gilt ho fi = foohund Q3 (h(x)) = Q1 (x) fiir alle z € V7. O

3.2.2 Moduln vom Typ [(;41)n

Ist V ein quadratischer K-Raum, Char(K) # 2 und V ein f-Modul vom Typ
I(x+1)», dann gibt es nach [Hup80a, 2.4| total singulidre f-Moduln Wy, W3, so
dass V = Wy @& Wi, Falls Char K = 2, so gilt diese Aussage nicht mehr, wie
folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel. Sei K = GF(8), V := K? und f die Identitit auf V. Die quadratische
Form auf V sei definiert durch Q(z) := 2% + 129 + 23. Dann ist V vom Typ Ix_;
und es gibt keine total singuldren Raume Vi, V5, so dass V =V} @ V; ist.

Es gibt im allgemeinen auch keine Zerlegung V' = W; & W5 mit total ausge-
arteten Teilmoduln Wi, Ws, vgl. Beispiel 2.5 in [Hup80a].

Wir werden im Folgenden zeigen, dass es fiir Moduln vom Typ I(x+1)» mit
geradem n eine Zerlegung mit total singuldre Teilmoduln gibt. Im Fall ungerader
Charakteristik gilt dies wegen 3.1.10 dann insbesondere fiir alle Moduln vom
Typ I.

Satz 3.2.6. Sei V' ein f-Modul vom Typ I x+1)». Dann gibt es f-invariante Teil-
raume U, W mit Jordanbasen (uy,...,u,) und (wy,...,w,) von U und W, so
dass V. =U @ W und Q(v;) = Q(w;) = 0 fiiri < 3.
Beweis. Sei V. =U & W mit f-invarianten Teilrdumen U und W.

Sei 1 <ip < 4, so dass Q(u;) = 0 ist fiir ig +1 < j < §. Wegen Lemma 3.1.9
ist (Wiy, Wn—ig+1) = E(ug, wy,) # 0. Definiere o := —% und

207 7L*/LO

/. Uj — OAWn—2i9+5+1, fallsy S 2@0 -1
Uy, sonst

Dann ist (u},...,u}) eine f-Jordanbasis und es gilt V = (u

r

J > 2ip — 1 ist offensichtlich Q(u}) = Q(u;).
Sei nun ig < j < 24 — 1. Aus j > 4o und ig < 5 folgt

beoun) @ W, Fir

n—%mﬁ+1zn—m+1zn—§+1:g+1
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Da U ausgeartet ist, gilt u, € Rad(U). Wegen 3.1.9 ist damit (u;,u;) = 0
fir j > n —i+ 1. Also ist Q(u;) = %(us, ui—1) = 0 fiir 4 > § + 1. Das heikt
Q(un—2io+j+1> =0, so dass

Q(uio)

) (uj7 wn—2io+j+1)7

Q) = Qluy) -
(u) = Q(uy) (i
woraus Q(u; ) = 0 folgt. Falls j > i ist, so gilt n —2ig+j +1>n —j + 1, also
ist (Uj,wn_2i0+j+1> = 0 und somit Q(w]) = Q(’Uj). O

Folgerung 3.2.7. Ist n gerade und V ein f-Modul vom Typ I xi1y», so gibt es
total singuldre f-Moduln U, W, so dass V =U @& W gilt.

Beweis. Wie in Satz 3.2.6 sei V = U & W mit f-invarianten Riumen U, W
und seien (uq,...,u,) und (wi,...,w,) Jordanbasen von U resp. W, so dass
Q(vi) = Q(w;) = 0 ist fiir i < 7.

Da V orthogonal unzerlegbar ist, sind U und W ausgeartet, so dass u, €
Rad(U), vgl. Bemerkung S. 22. Wegen Satz 3.1.9 (ii) ist also (u;,u;) = 0 fiir
i+ j >n+ 1 und mit Lemma 3.1.8 folgt Q(u;) = (s, u—y) = 0 fiir i > § + 1.

Damit ist, da n gerade ist, Q(u;) = 0 fiir 1 <7 < n. Somit ist U total singulér.
Analog ist W total singulér. O

Lemma 3.2.8. Sei V =V, & V5 ein nicht ausgearteter quadratischer Raum und
f € O(V). Des Weiteren seien Vi und Vy total singuldr und f-invariant. Sei
(v1,...,v,) eine Basis von V1. Dann gilt:
(i) Es gibt eine Basis (Vpi1, ..., V2,) von Vo so dass By := (vy,...,vy,) eine
hyperbolische Basis von V' ist.

(ii) Ist A die Matriz von f}vl beziiglich der Basis (vy,...,v,), So ist (A At)
die Matriz zu f beziiglich By .

Beweis. (i) Allgemein gilt: Sind 21, ...,2; € V, dann ist dim({zy,...,2;)") >
dim(V') — 4.

Also ist dim (vy, . .. ,vn>L >n+ 1 und es gibt ein v, € Vo N (vg,... ,vn)l.
Da V nicht ausgeartet ist, ist (vy,v,11) eine hyperbolische Ebene. Per Induktion
ergibt sich die Behauptung.

(i) Ist M die Matrix zu fy beziiglich der Basis By, dann ist MGM' = G,
wobei G die zur Bilinearform gehorige Matrix ist. Es folgt direkt, dass M =

( A ) ist. 0

Lemma 3.2.9. Sein gerade undp = (X £1)". Seien V, W zwei nicht ausgeartete
quadratische Raume und fy, fyy orthogonale Abbildungen auf V' resp. W, so dass
Vund W als fy- resp. fw-Moduln vom Typ 1, sind. Dann gibt es eine Isometrie
h:V — W, so dass ho fy = fy oh ist.
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Beweis. Wir wihlen Zerlegungen V = V3 & Vo und W = W; & W, mit total
singuldren Teilmoduln V;, W;. Seien By, und By, Jordanbasen von V; resp. Wj.
Wie in Lemma 3.2.8 ergénzen wir diese Basen zu hyperbolischen Basen By und
By von V resp. W. Die Matrizen von fi, und fy beziiglich diesen Basen sind
dann gleich und es folgt die Behauptung. O

3.2.3 Moduln vom Typ III,,-

Lemma 3.2.10. Sei K ein Korper mit Char(K) = 2, V ein quadratischer K-
Raum und f € O(V), so dass V' ein unzerlegbarer f-Modul ist. Des Weiteren sei
p™ das Minimalpolynom von f mit irreduziblem p € K[X]. Ist V total ausgeartet
aber nicht total singuldr, so ist p = X + 1.

Beweis. Sei V total ausgeartet und x € V' \ p(f)(V). Dann gilt
Qz + f(x)) = Qz) + Q(f () + (z, f(x)) = 0.

Fallsp# X+ 1,s0ist y : =z + f(x) e V\p(f)(V). DaV = <y,f(y),,fk(y)>
fiir k = n - deg(p), ist V total singulér. O

Folgerung 3.2.11. Sei V = Vi @& V; ein nicht ausgearteter quadratischer K-
Raum, f € O(V), so dass V' ein orthogonal unzerlegbarer f-Modul vom Typ
1L, ist mit f-invarianten Vi, Vo. Dann sind Vi, Vs total singuldr.

Satz 3.2.12. Seien V. W zwei nicht ausgeartete quadratische K-Rdume und fy,
fw orthogonale Abbildungen auf V' resp. W. Weiterhin seien V- und W als fy -
bzw. fw-Moduln vom Typ I11,,-. Dann gibt es eine Isometrie h: V. — W, so dass
hofv :fWOh 15t.

Beweis. Seien V =V, & Vo, und W = W; & Wy Zerlegungen in Teilmoduln, so
dass Vi und W, dasselbe Minimalpolynom haben. Wéahle Basen By, von V; und
By, von Wy, so dass die Matrizen von fy auf V; und fy auf W; beziiglich dieser
Basen gleich sind. Mit Lemma 3.2.8 ist es moglich, hyperbolische Basen von V/
und W zu wahlen, sodass fi und fy in der jeweiligen Basis die selbe darstellende
Matrix haben. ]

3.2.4 Moduln vom Typ II»

In diesem Abschnitt betrachten wir Moduln vom Typ IL,» mit irreduziblem p #
(X £1).

Lemma 3.2.13. Sei V' ein nicht ausgearteter quadratischer Raum und f € O(V),
so dass V ein unzerlegbarer f-Modul vom Typ Il ist mit irreduziblem p. Ist
p # (X £1), so ist deg(p) und somit dim(V'), gerade.



3.2. QUADRATISCHE FORMEN 35

Beweis. Sei d ungerade und p = Z?:o a; X* mit ag = 1. Da p symmetrisch ist,
folgt agaq_; = a; fiir 1 < i < d. Mit ay = 1 ergibt sich insbesondere, dass ag = +1
ist. Es gilt nun

d—1 d—1 a—1
2 d 2 2
p= E a; X'+ E Aog—; X' = E a; X"+ ag E and_J
i=0 i=dt1 i=0 §=0

T
L

2
= Z CI,Z(XZ + CI,QXd_i).
1=0

Falls ap = —1 ist, so ist p(1) = 0 und fiir ag = 1 ist p(—1) = 0. Das heifst, (X +1)
teilt p. O

Sei g eine lineare Abbildung eines Vektorraums W, so dass W ein unzerlegha-
rer g-Modul ist. ¢ habe das Minimalpolynom p¢ mit irreduziblem symmetrischem
p # X £ 1. Nach [Hup80b, 3.2, 3.5] lisst sich auf W eine quadratische Form so
definieren, dass WW nicht ausgeartet und g eine orthogonale Abbildung ist. Um ei-
ne solche quadratische Form konkret zu bestimmen, ist die folgende Beobachtung
hilfreich.

Sei V' ein quadratischer Raum und f € O(V), so dass V ein unzerlegbarer
f-Modul ist. Es sei a,, = 1 und p = Y ; a; X" das Minimalpolynom von f. Fiir
v € V und j < n gilt dann:

(P).0) = (), F0) = = Sl ) ")
(31) =S o, ) — S (), 0)
i=0 n—j+1
=S (0 P 0)) = s (0, ).
k=0 k=1

Das heift, falls j > % ist oder j = % und a9+ 1 # 0 ist, so ist (f7(v),v)
durch (v,v), (f(v),v),...,(f77 (v),v) bestimmt. Fiir Q(v) erhélt man durch eine
dhnliche Rechnung die folgende Formel:

(32) (1—§fﬁ)Qw>= S uay(o, 7))

i=0 i<j<n—1

Wihlen wir also eine Basis der Form (w,g(w),...,¢" }(w)) von W, so konnen
wir (3.1) und (3.2) verwenden um eine Matrix G zu bestimmen, die beziiglich der
gegebenen Basis eine quadratische Form auf W definiert, so dass g orthogonal
ist.
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Beispiel. Sei K = GF(7) und p = X? + aX + 1 € K[X] irreduzibel. Auferdem
sei V ein nicht ausgearteter quadratischer K-Raum und f € O(V), so dass V als
f-Modul vom Typ II, ist. Es gibt ein v € V mit Q(v) = 1 (s. [Gro02, 4.8]). Im
Fall deg(p) = 2 vereinfacht sich (3.1) zu

(14 ao)(f(v),v) = —a1(v,v).

Also gilt (f(v),v) = —§(v,v) = —a. Beziiglich der Basis (v, f(v)) ist damit

(—Qa —2a> die Matrix der Bilinearform von V.

In den Tabellen in Anhang A ist zu sehen, welche Moduln vom Typ II, zu
den fiir die Ovoidsuche in dieser Arbeit betrachteten orthogonalen Abbildungen
tatsichlich aufgetreten sind. In allen Féllen mit deg(p) > 1 ist hier p irreduzibel
und oft ist deg(p) = 2. Es ist deshalb leicht moglich mit Hilfe von (3.1), (3.2)
und gegebenenfalls des Computers die moglichen quadratischen Formen zu diesen
Typen zu bestimmen.

Im allgemeinen Fall gilt, dass irreduzible Moduln vom Typ II, nicht maxima-
len Wittindex haben, wenn deg(p) > 1 ist [Hup70, Satz 3 a),b)|.

Fiir Korper K ungerader Charakteristik klassifiziert Zassenhaus in |Zasb8|
Paare (X, G) von (n x n)-Matrizen iiber K, wobei G die Matrix einer symmetri-
schen Bilinearform auf K™ und X die Matrix einer beziiglich dieser Bilinearform
orthogonalen Abbildung auf K™ ist. Eine Normalform fiir Matrixpaare, die einen
orthogonal unzerlegbaren Modul vom Typ II definieren, findet sich in dabei in
|Zas58, § 3, Thm. 1 b)].

3.3 Typen orthogonaler Zerlegungen

Sei V' ein quadratischer Raum und f € O(V'). Aus Abschnitt 3.1 sind die mogli-
chen Typen der orthogonal unzerleghbaren f-Moduln von V' bekannt. Wir verallge-
meinern hier nun den Begriff des Typs von unzerlegbaren Moduln und definieren
Typen von orthogonalen Zerlegungen. Dann geben wir einen Algorithmus an, der
die moglichen Typen von Zerlegungen zu orthogonalen Abbildungen vorgegebe-
ner Ordnung berechnet.

Sei V' ein quadratischer K-Raum, f € O(V) und V =V, L --- L V, eine
Zerlegung von V' in orthogonal unzerlegbare f-Moduln. Dann bezeichnen wir
{Vi,...,V,} als f-Zerlegung von V.

Wir schreiben in diesem Abschnitt [z,...,z,] fiir die Mehrfachmenge zum
Tupel (z1,...,x,).

Definition 3.3.1. Sei T die Menge der zuldssigen Typen nach Definition 3.1.11
und Z :={Vi,...,V,} eine f-Zerlegung eines quadratischen Raums V. Ist ¢t; € T
der Typ des f-Moduls V; fiir 1 < i < r, dann heifst

T(f, Z) = [t1,...,t]



3.3. TYPEN ORTHOGONALER ZERLEGUNGEN 37

der f-Typ der Zerlegung Z.
Wir schreiben auch ¢; L --- L ¢, fiir den Typ von Z.

Im Fall gerader Charakteristik ist es moglich, dass es zu einem quadratischen
Raum V und einer Abbildung f € O(V) mehrere f-Zerlegungen von V mit
verschiedenem Typ gibt, wie im folgenden Beispiel zu sehen ist.

Beispiel. Sei K ein Korper mit Char(K) =2, V := K% und ey, ..., ¢4 eine Basis
von V. Sei Q: V — K definiert durch Q(3" ase;) 1= ajay+a3+azas+ai+asag+a?.
Des Weiteren sei f € GL(V'), mit

) i+1; falls 7 € 17375
Fley = 4 ¢ e fallsieqL3,5)
€, falls ¢ € {2,4,6}.

Dann ist f € O(V) und fiir ¢ € {1,2,3} ist V; := (e9_1, €2;) ein f-Moduln vom
Typ I(x_1)2. Alsoist V =V, L V5 L V3 eine f-Zerlegung vom Typ

II(X_1)2 J_ II(X_l)Z J_ II(X_1)2 .

Sei nun v := e3 + e5 und w := e; + e5. Aulerdem sei

Uy == (v, f(v)) und Uy = (w, f(w)).

In [Hup80a, 2.2.b)] ist gezeigt, dass im Fall gerader Charakteristik ein nicht ausge-
arteter Modul V' = V; @ V5 mit Minimalpolynom (X +1)™ orthogonal unzerlegbar
ist, falls V4, V4, ausgeartete unzerlegbare Moduln sind (und die Bilinearform auf
V' symmetrisch oder symplektisch ist).

Da (v, f(v)) = (€3, e4) + (€5, €6) = 0 und (w, f(w)) = (e1, €2) + (€5, €6) = 0 ist,
sind U; und U, ausgeartet. U; + U, ist jedoch nicht ausgeartet, sodass U; @& U, ein
orthogonal unzerlegbarer f-Modul vom Typ I(x_)2 ist. Alsoist V = (U; ®U,) L
(U, @ Uy)* eine Zerlegung von V vom Typ Lix—1y2 L x_qy2.

Fiir g € O(V) sei im Folgenden g € PO(V) das Bild des kanonischen Epi-
morphismus. Sei f € O(V) und Z eine f-Zerlegung von V. Dann ist Z eine
g-Zerlegung von V fiir alle g € O(V) mit (g) = (f). Gegebenenfalls sind jedoch
der g-Typ und der f-Typ von Z verschieden.

Definition 3.3.2. Ist f € O(V) und und Z eine f-Zerlegung von V, dann sei

(i) 7((f), 2) ==A{7(9,2) | g € O(V), {g) = (f)} der (f)-Typ der Zerlegung Z

und

(i) 7((f), 2) ={7(9.2) | g € O(V), (g) = (f)} der (f)-Typ von Z.
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Unser Ziel ist es nun einen Algorithmus anzugeben, der zu gegebener Ordnung
d € IN Repriasentanten zu allen <f>—Typen von Zerlegungen berechnet, fiir die
(f) <PO(V) und ord(f) = d ist.

Beachte: Ist (k,p) € T der Typ eines orthogonal unzerlegbaren f-Moduls U
und ist (f) = (£g), so hat U als g-Modul den Typ (k, q), wobei ¢ das Minimal-
polynom von g ist. Da sich lediglich die Polynomkomponente des Typs dndert,
beschranken wir uns nun auf die Betrachtung der Minimalpolynome.

Notation. Ist g € O(V) und W ein g-invarianter Teilraum von V', so bezeichne
puw(g) das Minimalpolynom von g}W.

Sei g = A\f* mit £ € N und X\ € K und sei W ein f-invarianter Teilraum von
V. Dann hangt das Minimalpolynom von g}W nur von A, k und uy (f) ab. Wir
kénnen py (g) wie folgt bestimmen:

Ist Cy,, () die Begleitmatrix des Polynoms pw (f), dann ist py(g) das Mini-
malpolynom von ACﬁW(f). Wir fiihren die folgende Bezeichnung ein:

Notation. Sei k € N, A\ € K und p € K[X]\ {0}. Dann bezeichne p™* das
Minimalpolynom von )\C';f, wobei C, die Begleitmatriz des Polynoms p ist.

Seinun f € O(V) und Z = {Vi,...,V,.} eine f-Zerlegung von V. Definiere

:uZ(f) = [[le(f),---,ﬂm.(f)]] und
Mz(f)[A’k] = [[le(f)u’k]a e ,Mvr(f)[k’k]]]

flir k € N und A € K. Auflerdem sei
T((f),2) ={nz(9)| g€ OV), (g =(f)}

Dann gilt:

T ((f),2) ={pz(g) | egT(ord(f), k) =1, g = £f"}
= {Mz(f)u’k} ‘ ggT(ord(f),k) =1, A = +1}.

Sei nun V ein n-dimensionaler K-Raum und d € IN. Des Weiteren sei G4 :=
{G < PO(V) | Guzyklisch, ord(G) = d}. Mit dem folgenden Schema berechnet
man dann alle Zerlegungstypen, die als G-Typ fiir Gruppen G € G4 vorkommen
kénnen.

(i) Berechne alle Teiler ¢ von X¢ —1 bzw. X9+ 1 die in einem zulissigen Typ
(k,q) € T auftreten.

(i) Bilde die Menge M aller Mehrfachmengen von Polynomen, die zu zuléssigen
Zerlegungstypen gehdren, d.h. aller Mehrfachmengen, fiir die die Summe der
Grade kleiner als n + 1 ist. Weiterhin muss die Ordnung der zugehdrigen
Begleitmatrix d sein.
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(iii) Bilde die Klassen {mp"k} } geT(d, k) =1, A= j:l} der Elemente m € M.
Sei {my, ..., m;} ein Reprisentantensystem der Menge dieser Klassen.

(iv) Ergénze jeden Représentanten m; = [qi, ..., ¢.] zu einer Liste (nach Defi-
nition 3.1.11) zuldssiger Typen [(k1,q1),- .-, (kj, ¢)]-

Ist d ungerade, so fiihrt die folgende Beobachtung zu einer Vereinfachung: Ist
G < PO(V) zyklisch mit ord(G) = d, so gibt es ein f € O(V), mit ord(f) =
ord(G) und G = (f). Denn ist f € O(V) mit G = (f), dann ist f¢ = £1. Falls
f%= —1 ist, so gilt ord(f?) = a und (f2) = G, da d ungerade ist.

Suchen wir also die Typen von Zerlegungen, die zu zyklischen Gruppen G <
PO(V') ungerader Ordnung d gehdren konnen, so geniigt es, die Représentanten
der (f)-Typen von Zerlegungen zu Abbildungen f € O(V) mit ord(f) = d zu
bestimmen.

In Schritt (i) werden in diesem Fall nur Teiler von X? — 1 berechnet und in

Schritt (iii) bildet man dann die Klassen
{m[l’k] | geT(d, k) =1}

Eine genauere Formulierung des Verfahrens zur Bestimmung der Zerlegungs-
typen findet sich in Algorithmus 3.3.3.

Beispiel. Sei V =V*(8,7) und d := 19. In GF(7)[X] gilt
XY 1 =(XP 42X - 1D)(XP+3X2+3X —1)(X? +4X*+ X — 1)
(X2 +5X% - 1)(X? +4X?2+4X — 1)(X° = X?+3X —1)(X - 1).

Ist f € O(V) mit ord(f) = 19 und ist Z eine f-Zerlegung von V', so ist Z von
einem der folgenden drei Typen:

[T x3 2 —1)(x3+5x2-1), x—1, Hx 1]
[T x5 43 x248x 1) (x3+ax214x—1), x—1, Hx_q]
[T x3 yaxz g x—1)(x3—x243x-1), Ux—1, Ix 1]

Seipy =X —1,p1:=X34+2X -1, py = X>+3X?2+3X — 1 und pg :=
X%+ 4X?%2+4+ X — 1. Dann ist

)[1,4] *

(pp))! = popy  und  (pyp})Y = paps.

Das heifst, der (f)-Typ von Z ist

{[[Hpo’ Hpo’ HIplpI]L [[Hpm Hpm HIPsz]]’ [[Hpo’ Hpm IHP3P§]]}'

Es gibt also ein g € O(V), so dass (g) = (f) und Z eine g-Zerlegung vom Typ
[T, Ty, TTL,,0] dst.
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Algorithmus 3.3.3 Zerlegungs-Typen

Eingabe: K Korper, n,d € IN

Ausgabe: Eine Liste L von Typen von Zerlegungen fiir die folgendes gilt: Ist V' ein n-
dimensionaler quadratischer K-Raum und G eine zyklische Untergruppe von PO(V)
der Ordnung d, dann gibt es ein f € O(V) mit <7> = @ und eine Zerlegung V =
Vi L -+ L V, in orthogonal unzerlegbare f-Moduln, deren Typ in L ist.
procedure ZERLEGUNGSTYPEN(K, n, d)

Sei A {1}, falls d ungerade
ei A :=

{1,—1}, falls dgerade.
for A € A do

Definiere P := X — X\ € K[X]
Berechne eine Faktorisierung Hlepfi von P mit irreduziblen,

normierten, paarweise teilerfremden Polynomen pq, ..., pg.
Setze A := {pS | p; symm., e < e;} U{(pip})¢) | pi unsymm., e < e;}
Sei
T
M)y = {[[ql,...,qr]] relN, g € A,Zdeg(qi) <mn,

i=1

keV{g,..., ¢} 1 (X7 £1) fiir alle j < d}

for m € M) und k € N mit ggT(k,d) =1 do
if m[Lk £ m then
Entferne !
end if
if d gerade, Char(K) # 2 und m[=b* % m then
Entferne m[=%*! aus M.
end if
end for
end for
Setze M :=Jycp My und

aus M.

falls k =
5.T LN, (kop) o 2deg(p), falls k=1
deg(p),  falls k € {II, IIT}

Fiir m = [q1,...q,] € M sei
T o= { [(k1,q)s - (krya)] | (kivqi) €7, 25(/%%') =n}.
=1

return J,,ca T
end procedure




3.3. TYPEN ORTHOGONALER ZERLEGUNGEN 41

Wegen Satz 3.2.12 gibt es bis auf Konjugation nur eine Abbildung f € O(V)
vom Typ III, ;. Folglich gibt es bis auf Konjugation nur eine zyklische Unter-
gruppe der Ordnung 19 von O(V).

Nach Lemma 3.2.8 kénnen wir eine Basis B von V' so wihlen, dass die Matrix
Mp von g beziiglich B und die Matrix G g der Bilinearform auf V' beziiglich B
wie folgt aussehen:

oo

1
0
—2

OO
—

Mp =

= O N
OO
O = O
D)
oy
|
—




Kapitel 4

Invarianten und Aquivalenz

In diesem Kapitel entwickeln wir einen Aquivalenztest, der zum Klassifizieren von
Ovoiden benotigt wird. Der Algorithmus basiert auf der Idee, schrittweise eine
Semidhnlichkeit zwischen Ovoiden zu konstruieren. Zur effizienten Berechnung
werden dabei Invarianten verwendet, die wir im ersten Abschnitt des Kapitels
einfiihren. Wir schliefen das Kapitel mit einer Anwendung des Aquivalenztests
zur Berechnung von Ovoidstabilisatoren ab.

4.1 Der Fingerprint

Der Fingerprint“ ist eine Invariante fiir Ovoide und Teilovoide, die bei ungerader
Charakteristik verwendet werden kann. Sie ist beispielsweise in [Mo093a| und
[CDO00] beschrieben.

Fiir x € GF(q) sei im Folgenden

0, fallsz=0
[z] .= ¢ —1, falls 2 kein Quadrat ist
1, sonst

Ist ¢ prim, so ist [z] = <§> das Legendresymbol.

Definition 4.1.1. Sei V' ein quadratischer Raum und O = {(v1),..., (vx)} ein
Teilovoid von V. Definiere A := (a;;) durch a;; := [(v;,v;)] und setze M := AA".
Es sei M = (my;). Fiir r € N definiere f, :== |[{(i,7) | |my;| =r}|. Dann nennen
wir Jg(0) := (fo, ..., fx) den Fingerprint von O.

Satz 4.1.2. Seir V' ein endlicher quadratischer K-Raum, O ein Teilovoid von V'
und F = T5(0). Dann gilt:
(i) F ist unabhdingig von den in Definition 4.1.1 gewdhlten Reprisentanten
v; der singuldren Punkte von O.
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(ii) Ist O ein zu O dquivalentes Teilovoid, so gilt F' = Jg5(0').

Beweis. Wir verwenden die Notation aus Definition 4.1.1. Die Eintrige der Ma-
k
trix M sind m;; = > [(vi, v)][(vi, v;)].
=1
Fiir 1 <i < k seien \; € K* beliebig, dann gilt:

D 1o AT, Agog)] = Y ada(vs, )] A (o, v5)]

l l

= NN s, o) (v, v)]

l

= AT D[, w)][(on, v)] = Em.

l

Daraus folgt, dass J¢ unabhingig von der Wahl der Reprisentanten ist.
Sei nun O ein Teilovoid und 7 eine Semidhnlichkeit von V' mit Multiplikator
s und Korperautomorphismus o, so dass v(0) = O’ ist. Dann gilt:

D[, vy (o), (W) = Dl - (v 00)°]ls - (v1,0)°]
! !
= > s l(vs )7 ][(0n, 0)7] = my.
!

O

Im Laufe des weiter unten entwickelten Aquivalenztests miissen die Invarian-
ten vieler Teilovoide bestimmt werden. Da die Bestimmung des Fingerprints die
Multiplikation zweier Matrizen erfordert, ist das sehr Zeitaufwendig. Die folgen-
den Varianten des Fingerprints sparen Rechenzeit gegeniiber der Berechnung des
vollen Fingerprints, wenn eine Aquivalenzabbildung bereits teilweise bekannt ist.
Sie bendtigen nur O(|Of%) bzw. O(]O]) Rechenoperationen. Dies fiihrt zu einer
wesentlich Beschleunigung des Algorithmus.

Definition 4.1.3. Sei O = {(vy),..., (vg)} ein Teilovoid von V. Fiir 1 <i < k
definiere 7 = |{j | |3,[(vi,v)][(vi,v;)]| = r}|. Dann sei

(i) Ta(0, () = (/.. f%) und
(i) T(0, (vi), (vy)) == !;[(w,w)][(ij)ﬂ-
Der Beweis von 4.1.2 liefert auch hier die Invarianz:

Lemma 4.1.4. Ist v eine Semidhnlichkeit von V', dann st
(i) T5(O, (vi)) = Tri(v(0), {y(vi))) und
(1) Te(O, (vi) , (v5)) = Tu(v(0), (y(vi)) . (¥(v)))).
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4.2 Der Footprint

Wenn die Charakteristik des Korpers 2 ist, dann ist [(v;, v;)] = 0 fiir alle paarweise
verschiedenen Punkte (v;) , (v;) des Ovoids und der Fingerprint liefert keine Infor-
mation. Daher geben wir hier eine weitere Invariante an, die auch iiber Kérpern
gerader Charakteristik verwendet werden kann.

Definition 4.2.1. Sei O ein Teilovoid des quadratischen K-Raums V. Sind u, p €

V- mit (u,p) # 0, dann sei u,, := . Fiir (p), (q) € O definere

fop: K* = N
a— [{{(v),(w)} CO\{(»} | (vp,wp) =a}| und

fopq: K — N
ar |[{(v) € O\{(p) . (@} (vp.qp) = a}|.

Fiir g = fo, bzw. g = fop,4 bezeichne hier I/;n(g) die Mehrfachmenge zum Tupel
(9(a) | a'€ K*). B
(i) Es sei Jp(O0) die Mehrfachmenge zum Tupel (Imfo, | (p) € O). Wir
nennen Jg,(0) den Footprint von O.
(ii) Fiir (p) € O sei Jg (O, (p)) :=Imfo,.
(iii) Sind (p),{(g) € O, mit (p) # (g), dann sei T5, (O, (p), (q)) := Imfo

Wir zeigen, dass die obigen Definitionen nicht von der Wahl der Erzeuger p
der Punkte (p) € O abhiingen und dass Jy, eine Invariante ist.

Satz 4.2.2. Sei O ein Teilovoid von V und seien (p),{(q) € O mit (p) # (q)
Dann gilt:

(i) Ist X € K*, dann ist I/ano,p = I/;nfo,xp und I/;nfapg = I/;nfo,xpvq.

(ii) Ist y eine Semidhnlichkeit von V, so ist

L A
3
G G

(v,w) 1

Beweis. (1) Da (U)\p, w)\p) = Ap),(wAp) = 3z

(vp, wp) ist, ist

fopla) = fo <%) und - fopq(a) = forpg (%) )

woraus die Behauptung folgt.
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(ii) Sei vy Semidhnlichkeit mit Multiplikator s und Kérperautomorphismus o.
Dann ist

(p)) (v(w), 7(p))
)0’

1 o
= ey s

Es folgt [y (%) = fop(a). Also ist Ifrvnfﬁ,(om(p) = Ifrvnfom und somit

J1(0) = Tio(7(0)). Analog ist Tg, (0, (p) , (0)) = T (7(0),v((p) , Y({q)))- -

Tabelle 4.1 enthilt die Footprints der bekannten Ovoide in V' (8, q) fiir ¢ =
7, 8, 9. Die Beschreibungen dieser Ovoide finden sich in Kapitel 2. In der rechten
Spalte der Tabelle geben die Exponenten die Vielfachheiten der Elemente in der
jeweiligen Mehrfachmenge an.

Typ Footprint
Dye-Ovoid {{125440) 232961}
{17248, 1840()(3) , 1945631001
{{18688() }<513}
{{18688(7 }<513>}
{{29889™), 364501 }(730)}
{{8085, 8477, 8575,10290, 11221, 12005} 64,
{8147, 8475,9015, 10321, 11203, 11492} 289}
bingres Ovoid 7 | {{8575,8967,9653, 9800, 10339, 11319} (8%,
{8676, 8739, 8811, 9099, 10989, 12339} *9)}

o al

desarguessches Ovoid

unitares Ovoid

unitares Ovoid

~J|©|0C0|Co

terndres Ovoid

Tabelle 4.1: Der Footprint fiir einige Ovoide von VT (8, q)

Es fallt auf, dass das unitdre und das desarguessche Ovoid den selben Foot-
print haben. Dies ist fiir alle endlichen Korper der Charakteristik 2 der Fall, wie
wir im Folgenden sehen werden.

Satz 4.2.3. Sei K = GF(q) mit geradem q, V ein quadratischer K-Raum und
sei O das desarquessche oder das unitire Ovoid von V. Sind (p),(v) € O mit
(p) # (v) und ist k € K*, so gilt

0] -2
| K|

{(w) € ON{(p), (W)} | (vp, wp) = k}| = =¢ +q+1

Beweis. Sei O das desarguessche Ovoid. Wir verwenden die Notation aus Ab-
schnitt 2.3. Nach |[Kan82a, 7.| operiert PSL(2, ¢%) dreifach transitiv auf O. Des-
halb kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass p = (0,0,0,1) und v = (1,0, 0,0) ist.
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Ist (w) € O mit (w) # (p), so gibt es ein t € L, so dass w = (1,t,t9°+9 N(t)).
Es ist (w,p) = Q(p +w) = 1+ N(t) + T(t9"+9+1) = 1, also w, = w und es gilt

(vp, wp) = (v,w) = Qv+ w) = Q(0,1, tq2+q’tq2+q+1)
7 — e

Fiir beliebiges k € K* ist

{teL"| N(t) =k} = | Kern(N|,,) | = “IL(*H =¢ +q+1,
woraus die Behauptung folgt.

Betrachte nun das unitére Ovoid. Wir verwenden die Notationen aus 2.1. Nach
|[Kan82a, 4.| operiert GU(3, q) als zweifach transitive Gruppe von Automorphis-
men auf dem unitidren Ovoid. Sei also hier 0.B.d.A. p = X, und v := X(0,0).

Fiir alle p,o € L ist (Xx,X(p,0)) = 1 und fir w = (X(p,0)) € O gilt
(vp, wp) = (X(0,0),X(p,0)) = N(p). Ist nun k € K*, so ist

{X(p,0) | N(o) =T(p), N(p) = k}
= {X(p.0) | pe L\ K, N(0) =T(p), N(p) = k} U{X(p,0) | p€ K, N(p) = I}
= (U (X(.0)| 0 €L, N(0) =T(p)} ) U{X(p,0) | p € K, N(p) =k}
PEL\K,

N(p)=k

Es folgt:

[{{w) € ON{{p), (W)} | (vp,wp) = k}| = [{X(p,0) | N(o) =T(p), N(p) = k}|

=o€ LNK | M) =B} e + o € K | N(s) = k)
(I »
= (|K*| —1) (g+1)+1=¢ +q+1.

4.3 Die Dimensionsinvariante

Wie in Abschnitt 4.2 gesehen, unterscheidet die Invariante Jg, das unitéare Ovoid
und das desarguessche Ovoid nicht. Um diesen Mangel auszugleichen, definieren
wir eine weitere Invariante, die fiir diese beiden Ovoide verschiedene Werte liefert.

Definition 4.3.1. Sei € ein Teilovoid eines quadratischen K-Raums V. Dann sei
(€) der kleinste Teilraum von V| so dass € in der Menge der singulédren Punkte
von V enthalten ist. Insbesondere sei dim (€) die K-Vektorraum-Dimension von
(C). Wir sagen auch, dass € die Dimension dim (C) hat.
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Fiir beliebige paarweise verschiedene pq,...,py € O ist dim (py,...,ps) €
{3, 4}, denn (py,ps) ist eine hyperbolische Ebene, die aufker p; und ps keine
singuldren Punkte enthélt. Das heift dim (p1, p2, p3) = 3.

Definition 4.3.2. Sei V' ein nicht ausgearteter quadratischer Raum und O ein
Teilovoid von V. Setze

Jaim(0) = [{M CO| |[M|=4,dim (M) =3} |.
Offensichtlich ist Jg;, invariant unter Semidhnlichkeiten.

Satz 4.3.3. Sei O das desarguessche Ovoid in V' (8,q). Fir alle M C O mit
|M| =4 gilt dim (M) = 4.

Beweis. Es werden die Bezeichnungen aus Abschnitt 2.3 verwendet. Sei M =
{{p1) ..., (pa)} € Omit |M|=4.Seio.B.d.A.p; =(0,0,0,1) und p; = (1,0,0,0)
und fiir i € {3,4} sei t; € L mit p; = (l,ti,t;fﬂ, N(t;)). Sind nun Ay,..., \; € K
mit Y A\;p; = 0, dann folgt

>\3t3 + )\4t4 =0 und Agtgz—i_q + )\4t32+q = 0.
Nimmt man die zweite Gleichung hoch ¢2, so ergibt sich

)\3t3 = )\4t4 und Agtg—i_l —+ )\4tz+1 =0.

Also gilt 0 = Mgtatd + AgtdT = Myta(ts + 4)9. Da (p1),. .., (ps) paarweise ver-
schieden sind, folgt Ay = 0. Wegen dim (py, p2, p3) = 3 folgt A\; = Ay = A3 = 0,
und somit ist dim (py,...,ps) = 4. O

Satz 4.3.4. Sei V ein quadratischer GF(q)-Raum mit geradem q und sei O das
unitdre Ovoid von V. Sind (p1) # (p2) € O beliebig, dann gilt

(M CO[|M[ =4, (). (pa) € M, dim (M) =3} = (q;)

Beweis. Wir verwenden die Notationen aus Abschnitt 2.1. Sei 0.B.d.A. p; = X
und po = X(0,0). Auferdem seien (p3), (p4) € O mit p; = X(p;,0;) und p;,0; €
L, so dass (p1),...,(ps) paarweise verschieden sind.

Zeige dass {p1,...,ps} genau dann linear abhéngig ist, wenn o3 = 04 = 0 ist.

<= Tst X(p,0) € O, soist T(p) = N(0) =0, das heilst p = p.

Sei nun o3 = 04 = 0. Dann gilt fiir Ay,..., Ay € GF(q):

)\3p3 + )\4p4 0 >\1 + )\3N(p3) + >\4N(p4)

4
Z Aipi = 0 0 0
i=1 )\2 + )\3 + )\4 0 )\303 + )\404
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Setze \y := 1, \3 := p4,0§1, Ay = p4pgl + 1 und Ay := N(py) + p4p§1N(p3).
Da ¢ gerade ist, ergibt sich > \;p; = 0.
,=" Sei jetzt o4 # 0 und es gelte > A\;p; = 0. Das heift,

* A3p303 + A\4paoy *

4
0= Z Aipi = | * * *
i=1 * A303 + A0y A3p3 + Agpy

Aus \303 + A\y04 = A3p303 + Aypaoy = 0 ergibt sich \yoy4(ps + ps) = 0. Damit ist
A = 0 oder p3 = py. Falls p3 = p, ist, folgt A3 = Ay und weiter o3 = o4, was
ein Widerspruch zu (p3) # (p4) ist. Das heifst \; = 0. Die Vektoren pq, po, p3 sind
aber linear unabhéngig, woraus folgt, dass auch A\; = Ay = A3 = 0 ist. Also ist
{p1,...,ps} linear unabhéngig.

Damit ist {pi,...,ps} genau dann linear abhéingig, wenn o1 = 05 = 0 ist, das
heift genau dann, wenn T'(p3) = T'(ps) = 0 ist, also genau dann wenn ps3, py €
K = GF(q) sind. Da p3,py # po ist genau dann, wenn ps, py # 0 gilt, ergibt dies
genau ('Igﬂ) verschiedene Moglichkeiten fiir (ps, ps), so dass {p1,...,ps} linear
abhéingig ist. 0

Die Invariante Jg;,, unterscheidet also das unitdre Ovoid vom desarguesschen
Ovoid. Allerdings ist die Berechnung der Dimensionsinvariante recht aufwéndig,
sie wird daher nur verwendet, falls Jg, nicht genug Information liefert.

4.4 Aquivalenztest

Wir geben in diesem Abschnitt einen Algorithmus an, der testet, ob zwei ge-
gebene Ovoide dquivalent sind. Zwei Ovoide O und O’ heilen dquivalent, wenn
es eine Semidhnlichkeit gibt, die O auf O’ abbildet. Im Falle dquivalenter Ovoide
konstruiert der Algorithmus eine solche Semidhnlichkeit explizit. Wir formulieren
den Algorithmus hier fiir Teilovoide, um ihn auch in Kapitel 5 bei der Ovoidsuche
verwenden zu kdnnen.

Der Aquivalenztest, formuliert in Algorithmus 4.4.2, funktioniert folgender-
mafen: Seien O und O’ zwei Teilovoide und (by,...,b,) eine Basis von V, so dass
(b;y € Oist fiir 1 <4 < ¢ := dim(0) < n. Der Algorithmus sucht zunéchst
systematisch Bilder P, ..., P, € O’ fiir die Punkte (b;), ..., (b;). Die Invarianten
Js und Jg, aus den Abschnitten 4.1 und 4.2 werden dabei verwendet, um nicht
in Frage kommende Bilder friihzeitig auszuschliefsen. Mit dem unten angegeben
Satz 4.4.1 wird festgestellt, welche Erzeuger der Punkte Py, ..., P, als Bilder von
bi,...,by in Frage kommen. Dies liefert eine Abbildung ¢: (b; |1 <i</{) = V.
Falls ¢ < n ist, wird die Abbildung am Ende gegebenenfalls auf ganz V' fortge-
setzt.

Ist 0 <4y < Cund ¢: (b; | 1 <i<ig) — V, so dass (p(b;)) € O ist fiir
1 <4 <ip, so ruft man Algorithmus 4.4.2 mit den Parametern (O, O, (b1, ...,b,),
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©, 1p) auf, um zu testen, ob es eine Semidhnilichkeit ¢ gibt mit (p(b;)) = (Y (b;))
fiir 1 < i < ig, welche O auf O abbildet. Das Verfahren verlauft rekursiv: Die
Funktion berechnet die moglichen Fortsetzungen von ¢ zu einer auf by, ..., b; 41
definierten Abbildung ¢’ und ruft sich fiir jede der gefundenen Fortsetzungen
selbst auf. Die Parameter fiir den erneuten Aufruf sind dabei (O, O, (by,...,b,),
¢, ip + 1). Fiir den vollen Aquivalenztest ruft man Algorithmus 4.4.2 also mit
der leeren Abbildung als ¢ und 7y := 0 auf.

Algorithmus 4.4.2 setzt Teilovoide der Linge mindestens 3 voraus, da er Satz
4.4.1 verwendet. Dies ist aber in der Praxis keine groke Einschrinkung.

Satz 4.4.1. Sei V ein quadratischer K-Raum und v eine o-Ahnlichkeit von V
mit Multiplikator s. Des Weiteren sein > 3 und es seien (by) , ..., (b,) paarweise
verschiedene Punkte von O. Sind vy, ... v, € V, so dass ¥(by) = vy und (Y (b;)) =
(v;) st fir 1 <i <mn, dann gilt:

_ (ba, b3)? (v1, v2)(v1, v3)
(v2, v3) (b1, b2)7 (b1, b3)°

und fir 1 <1 <n ist (b;) = \v;, wobei \; = s (brba)7

(v17vi)
Beweis. Es existieren Aq,..., A, € K, so dass ©¥(b;) = \jv;, dabei ist A\; = 1. Da
1 eine Ahnlichkeit ist, gilt fiir alle 4,j € {1,...,n}

s+ (b3 0;)7 = ((bi), ¥(bs)) = Aidj(vi, vy).
Insbesondere folgt fiir j =1

)\i:s-M fiir 1 <4 < n.
(Ulavi)

Auerdem ist

1
(62, 53)0 = ; : >\2>\3(U2, Us)
(b1,b2)7 (b1, b3)°

% (v1, v9) ' (v1,v3) (2, )

: _ (v1,v2) (v1,v3) (b2,b3)”
Also ist s = AT RCTOR 0
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Algorithmus 4.4.2 Aquivalenztest fiir Teilovoide

Eingabe: O, O’ Teilovoide des quadratischen K-Raums V mit ¢ := dim((0)) =
dim({0’)) > 3 und (by,...,b,) Basis von V, so dass (b;) € O fir 1 <i < ¢ < n.
Weiter 0 < ip <l und p: {b; | 1 <i<ig} — V,sodass (pb;)) € O fiir 1 <i<ip.

Ausgabe: Semidhnlichkeit ¢ von V, mit ¢(0) = O" und ¥ ((b;)) = (p(b;)) fiir 7 < i,
falls eine solche existiert, () sonst.
procedure OVOID-AQUIVALENZ(O, O, (by,...by), ©, ig)

if ’io >3 then
Setze ¥ :={0 | 0 € Aut(K)}.

for 0 € Aut(K) do # Verwende Satz 4.4.1:

' (bba)” (p(b1).p(b2)) (p(br).o(b3))
Setze so 1= 0 o)) (b 52)° (Brobs)”

A= 1 und Mg = 5o sy fiir 2 < k < do.
Definiere 1y : (b1,...,bi,) — V durch Y a;b; — > a7 Xip(b;).
# Teste, ob sich 9, auf Definitionsbereich wie Semidhnlichkeit verhélt:
if 3ie{l,...,i0}: Q(¥s(b;)) # s,Q(b;)? oder
= i,j € {17 U 7i0}: (wa(bi)awa(bj)) 7& Sa(bia bj)o then

Entferne o aus X.

end if
if ¥ = () then return ()
end if
end for
end if
if ig = ¢ then
for c € ¥ do
if 1, (0) = O" und 3 Fortsetzung 1;0, von 9, auf V then
return {p\a
end if
end for

else
for (z) € 0"\ {{o(b1)), .., (¢(bi))} do
Setze @(bjy+1) := .
Sei C:= 0\ {(b1),...,{(big+1)} und € := 0"\ {{@(b1)),..., (@(biy+1))}
Sei fPrint := Jy,, falls Char(K) = 2 und fPrint := Jg sonst.
if fPrint(C, (by) , (biy+1)) = fPrint(C’, p((bx)), (x)) fir 1 < k < iy then
if 49 > 0 or fPrint(¢’, (z)) = fPrint(C, (b;;+1)) then
Setze 1), := OVOID-AQUIVALENZ(O, O, (by,...by,), @, ig + 1)
if 1, # () then return 1,
end if
end if
end if
end for
end if
return ()
end procedure
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Sei nun O := {O4,...,0,} eine Menge von Teilovoiden gleicher Linge und
gleicher Dimension. Um die Elemente von O auf Aquivalenz zu testen, partitio-
niert man O zunéchst mit Hilfe einer der Invarianten J, die in den Abschnitten 4.1
bis 4.3 beschrieben wurden. Fiir jedes Element der Partition wird dann ein Aqui-
valenztest gegen ein ,Prototyp“-Teilovoid durchgefiihrt (z.B. bei vollen Ovoiden
ein bekanntes Ovoid mit gleicher Invariante).

Im Fall ungerader Charakteristik wird dabei als Invariante J immer Jg; verwen-
det. Bei gerader Charakteristik verwenden wir Jg, als Invariante fiir Teilovoide.

Fiir volle achtdimensionale Ovoide iiber GF(q) kommt, falls ¢ gerade und
g = 2 mod 3 ist, die Dimensionsinvariante als weiteres Kriterium zum Einsatz,
da hier das desarguessche und das unitére Ovoid auftreten konnen, die den selben
Footprint haben. Hat ein Ovoid O den Footprint des desarguesschen/unitéiren
Ovoids, so verwenden wir die Sitze 4.3.3 und 4.3.4: Man wahlt zwei Punkte
P, P, € O und berechnet

[{M CO||M| =4, PP, e M, dim(M)=3}|.

Anhand dieses Wertes lédsst sich nach Satz 4.3.3 und 4.3.4 das desarguessche
Ovoid vom unitédren Ovoid unterscheiden. Hierbei ist der Rechenaufwand deut-
lich geringer bei der Verwendung der ,yollen” Dimensionsinvariante, allerdings ist
nicht mehr garantiert, dass Ovoide mit verschiedenen Werten auch wirklich in-
dquivalent sind (nur das desarguessche und das unitire Ovoid werden zuverléssig
unterschieden). Hier werden also gegebenenfalls weitere Aquivalenztest am Ende
der Berechnungen notig.

Zur Basiswahl

Algorithmus 4.4.2 verlangt als Eingabe eine Basis von V. Die Laufzeit des Algo-
rithmus hiangt von der Wahl der Basiselemente by, ..., b, ab. Wir geben hier eine
Wabhl fiir by,...,b, an, die moglich ist, falls der Stabilisator von O in PTO(V)
bekannt ist, und die eine effektive Berechnung verspricht.

Seien O und O’ Ovoide des quadratischen Raums V. Fiir € C O sei aulierdem

So.e = { g € Stabrow(0) | g(P) = P fiir alle P € C}.
Ist v € TO(V) mit v(0) = O, dann ist
vSoe=1{7 €TOV)| 7(0) =0, v/|c =1}

Fiir x € O gibt es dann |y(xz%0¢)| = |z%0.¢| mdgliche Bildpunkte in O’ unter
Semiahnlichkeiten ' fiir die 7v/(0) = O’ und 7"6 = fy}e gilt. Liegt x € O also
in einer langen Bahn von Spe, so gibt es viele mogliche Bilder von z unter
Aquivalenzabbildungen zwischen O und ¢, die die Abbildung 7’@ fortsetzen. Es
ist also — im Mittel wie im worst case — einfacher, ein ,zuléssiges* Bild von x zu
finden. Deshalb wird man bei der Basiswahl folgendermafen vorgehen:
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Sei 0 < k < ¢ = dim((0)) und seien by, ..., b linear unabhingige Elemente
von V mit (b;) € O als Basiselemente gewihlt. Man berechnet dann die Bah-
nenzerlegung von O unter So (,),..¢,)} und wihlt den (k + 1)-ten Basisvektor
ber1 € V, so dass (b, 1) in einer moglichst langen Bahn liegt.

4.5 Stabilisatoren von Ovoiden

Mit Hilfe von Algorithmus 4.4.2 ldsst sich auch der Stabilisator von Ovoiden in
I'O berechnen.

Sei V' ein quadratischer Raum und O ein Ovoid von V. Sei weiterhin ¢ :=
dim (O) und by, ...,b, eine Basis von V mit (b;) € O fiir i < £. Definiere S; :=
Stabpo(v)(O) und

Spi=1{f €Sy | FUb)) = (b;) fiir 1 <i <k}

fir 1 <k < 0. Wegen Sy < Spy < -+ < Sy = Stabrow)(0) geniigt es also

zunédchst Sy und dann S;_; aus S; fir 1 < i < /¢ zu berechnen. Dazu verwenden
wir das folgende Lemma.

Lemma 4.5.1. Seiig > 0, p € O und M = {g € S;_1 | g({biy)) € (p)Sio }.
Dann gilt:

(i) Es gibt genau dann ein f € S;y—1 mit f((bi,)) = p, wenn M # () ist.

(1i) Ist f € Si,—1 mit f({bi,)) = p, dann ist M C (S;, U f).

Beweis. (i) Sei g € M. Dann gibt es ein ¢ € S;, mit ¢(p) = g((b;,)) und es ist
f=¢ " og € Sj—1 mit f({b,)) = p.
(ii) Sei g € M und ¢ € S, mit p(p) = g({(b;,)). Dann ist ¢ := flop loge
Sip—1 mit ¥ ((bi,)) = (b,). Also ist ¢ € S;; und g = po foh € (S;, U f). O
Nun ldsst sich Stabro)(O) wie folgt bestimmen. Zunichst berechnen wir
mit Hilfe von Satz 4.4.1 die Gruppe S;. Ist 1 < iy < £ und S;, bekannt, dann

berechnet sich S;,_; folgendermafsen:
1. Berechne eine Bahnenzerlegung

0= [J ()%
1<j<r

mit passendem r € IN.

2. Wir verwenden Algorithmus 4.4.2 von Seite 50: Fiir 1 < j < r definiere
0;i(b;) == b;, falls 1 < i < 4y — 1 und ¢,(b;,) := z; und berechne nach
Algorithmus 4.4.2

f; == OvoID-AQUIVALENZ(O, O, (by, ... by), ¢, o).

Dann ist f; € S;,—1 mit f((b;,)) = (x;), falls eine solche Abbildung existiert,
ansonsten ist f; = ().



4.5. STABILISATOREN VON OVOIDEN

53

3. Setze
St={fi11<j<r f; #0}.
Aus Lemma 4.5.1 folgt, dass (S;, U S’) = S;,_1 ist.



Kapitel 5

Ovoidsuche in V1 (2n, q)

Wir entwickeln hier einen Algorithmus zur Ovoidsuche in V' = V*(2n,q). Da
eine systematische Suche nach allen Ovoiden zu aufwindig ist, beschrinken wir
uns darauf, alle Ovoide von V' zu finden, die invariant unter einer Gruppe 1 #
G <TO(V) sind. In diesem Fall vereinfacht sich die Suche, da dann jedes Ovoid
Vereinigung von G-Bahnen ist.

Wir beginnen das Kapitel mit der Beschreibung einiger Hilfsmittel, die zur
Beschleunigung der systematischen Suche nach Ovoiden beitragen und geben
dann einen Suchalgorithmus an, der bis auf Aquivalenz alle G-invarianten Ovoide
findet.

5.1 Partition der singuliren Punkte

Der unten beschriebene Algorithmus 5.3.1 sucht zu gegebener Gruppe G <
['O(V) alle Mengen von G-Bahnen, deren Vereinigung ein Ovoid ist. Das fol-
gende Lemma liefert zu gegebenem singuliren Punkt P eine Partition der Menge
der singuldren Punkte, so dass jedes Ovoid, welches P enthilt, aus jeder Klasse
genau ein Element enthélt. Die Verwendung dieser Partition erleichtert die Suche
nach den geeigneten Kombinationen von Bahnen.

Lemma 5.1.1 ([CD00]). Sei V =V (2n,q) und (eq,...,ea,) eine hyperbolische
Basis (vgl. Def. 1.1.4) von V. Fiir a = (ay, . ..,a,) € GF(q)" ! sei

L, := {<z": :L'i6i> el(V)

Dann gilt

(i) IV)\I({ensn)™) = U La-

(11) Ist O ein Ovoid von V mit (e 1) € O, so gibt es zu jedem a € GF(q)" ™!
genau ein x € L, mit (x) € O.

T =1, :Ei:aifergz'gn}.

o4
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Beweis. (i) Sei ©# = >.7" w;e; € V. Dann ist x ¢ (ens1)" genau dann, wenn
x1 # 0. Das heikt, (z) € L, fiir a = x—ll(@, ..., xy). Offensichtlich ist L, N L, = ()
fiir a # b.
(ii) Sei a € GF(¢)" ! und x € L,. Falls Q(z) = 0 ist, so ist 0 = >_ x;x,4; und
i=1
mit x; = 1 folgt

n
Tny1 = — E Qi Ly -
i=2

Ist y ein weiterer singuldrer Punkt von L,, dann gilt

(ZL’, y) = Z TiYn+i + YiTnti = Ynt1 + T + Z AilYnti + QiTpy; = 0.
i=1 =2

Es gibt also hochstens ein z € L, mit (z) € O.
Sei nun (e,4+1) # (x) € O. Dann ist 1 = (z,€,41) # 0. Sei 0.B.d.A. 2, =1,
dann ist * € Lz, 2,
Aus |0\ {{en1)}| = ¢ = |GF(¢)" | und L, N Ly = 0 fiir a # b folgt die
Behauptung.
U

5.2 Aquivalenz von Teilovoiden

Im Laufe des Suchalgorithmus werden die G-invarianten Ovoide schrittweise aus
G-invarianten Teilovoiden konstruiert. Da wir die Ovoide nur bis auf Aquiva-
lenz finden wollen, kann man Teilovoide vernachlissigen, von denen bekannt ist,
dass alle Fortsetzungen dquivalent zu den Fortsetzungen schon beriicksichtigter
Anfangsstiicke sind. Dies kann in manchen Fillen, beispielsweise falls der Algo-
rithmus schon in den ersten Iterationsschritten sehr viele Teilovoide konstruiert
hat, zu einer deutlichen Beschleunigung der Suche fiihren.
Die Methode basiert auf folgendem Aquivalenzbegriff fiir Teilovoide:

Definition 5.2.1. Sei V' ein nicht ausgearteter quadratischer Raum und seien
(4, Cy Teilovoide von V. Des Weiteren sei H < I'O(V'). Die Teilovoide C; und
Cy heifien H-dquivalent genau dann, wenn es ein v € H gibt mit v(C}) = Cs.

Damit sind dquivalente Ovoide im Sinne von Definition 1.2.2 auch I'O(V)-
dquivalente Teilovoide nach Definition 5.2.1.

Sei V' ein nicht ausgearteter quadratischer Raum, H < TO(V) und v € H
mit y(C) = Cy, das heikt, C, Cy sind H-dquivalente Teilovoide von V. Ist dann
O ein Ovoid mit C; C O, so ist offensichtlich v(O) ein Ovoid, welches Cy enthélt.
Mit anderen Worten: Zu jeder Fortsetzung von C) gibt es eine H-Aquivalente
Fortsetzung von Cj.
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Sei nun G < I'O(V) und O ein G-invariantes Ovoid von V. Ist dann v €
Nrow)(G), so gibt es fiir alle g € G ein ¢’ € G mit gy = vg' und es gilt

Also ist in diesem Fall auch v(0O) ein G-invariantes Ovoid. Bei der Suche nach
G-invarianten Ovoiden konnen wir also die Npo(v)(G)—Aquivalenz als Aquivalenz-
begriff fiir Teilovoide verwenden.

Der Aquivalenztest fiir Teilovoide bzgl. H-Aquivalenz verliuft analog zum
Aquivalenztest aus Algorithmus 4.4.2 von Seite 50. Es muss lediglich zusitzlich
getestet werden, ob die konstruierten Semidhnlichkeiten in H enthalten sind.

5.3 Ein Algorithmus zur Ovoidsuche

In diesem Abschnitt formulieren wir nun den angekiindigten Algorithmus zur
Ovoidsuche. Zunéchst geben wir die ,Grobstruktur der Methode an. Danach
konkretisieren wir das Kernstiick des Algorithmus, die schrittweise Konstruktion
von Ovoiden aus Teilovoiden, in Algorithmus 5.3.1. Den Abschluss des Kapitels
bilden einige Bemerkungen zum Laufzeitverhalten des Algorithmus.

Es sei V = V*(2n,q) und G < T'O(V). Die Suche nach allen G-invarianten
Ovoiden von V' verlduft nach folgendem Schema:
(i) Berechne die Bahnenzerlegung I(V) = |J2¢

(ii) Wihle einen maximalen total singuldren Teilraum U von V und bestimme

die Menge S := {<£E>G ’ el () ist Teilovoid}

(iii) Bilde Aquivalenzklassen von S beziiglich Npo(v)(G)—Aquivalenz und wahle
ein Reprisentantensystem R := {s1,...,5p}
(iv) Fiihre fiir jede ,Startmenge” s € R die folgenden Schritte durch:
iv(a) Wéhle (z) € s und eine hyperbolische Basis (ey,...,es,) von V mit
ent1 = x. Bilde die Partition I(V)\ I(zt) = Uacar(gn-1 La wie in Satz
0.1.1.
iv(b) Ergénze s bahnenweise zu Ovoiden von V unter Beriicksichtigung der
Partition aus iv(a).
Dieser Schritt ist in Algorithmus 5.3.1 genauer dargestellt.
(v) Fiihre Aquivalenztest mittels Algorithmus 4.4.2 durch.

Alternativen zur Wahl der Teilovoide in Schritt (ii)

In Schritt (ii) des Suchalgorithmus Seite 56 wird ein maximaler total singulérer
Teilraum gewihlt, um eine Menge S von ,Startmengen“ so zu definieren, dass
jedes G-invarinate Ovoid von V eines der Teilovoide aus S enthilt. Es sind auch
andere Wahlen fiir S als die in Schritt (ii) angegebene denkbar. Hier werden einige



5.3. EIN ALGORITHMUS ZUR OVOIDSUCHE o7

Moglichkeiten aufgelistet. Welche Methode niitzlich oder auch nur anwendbar ist,
hangt vom konkreten Fall ab. Es scheint hier keine Wahl zu geben, die in jedem
Fall ,gut® oder ,schlecht® ist.

(a)

Sei A:={|z¢| | z € I(V), 2 ist Teilovoid}. Gibt es eine Teilmenge M C
A, so dass ggT(A\ M) f ¢"~! + 1, dann liisst sich aus den Bahnen, deren
Lange in A\ M ist, kein Ovoid zusammensetzen. Das heift, fiir jedes Ovoid
O von V gibt es ein z € O mit |#¢| € M. Wir kénnen also

S = {a%| 2 ist Teilovoid, |z%| € M}
wahlen.

Beispiel. Es sei K = GF(9) = GF(3)[2]/(2? — 2z —1) und V = V*(8,9).
Auferdem sei G = (f) mit f € O(V) und ord(f) = 7. Da 7 kein Teiler von
93 4+ 1 ist, enthilt jedes Ovoid von V mindestens einen singuliren Fixpunkt
von V und wir konnten diese Fixpunkte als ,Startmengen® wihlen. Wegen

ord(f) = 7 ist nun
(X —D(XP+2X2+ 27X - 1D)(XP+2X2+2°X — 1)

das Minimalpolynom von f. Das heifst es gibt Teilrdume V;, V5 von V| so
dass V = Vi L V5 ist, wobei V; ein f-Modul vom Typ III und V5 eine
hyperbolische Ebene ist. V' enthilt also genau zwei singuldare Fixpunkte
Py, P,. Ist nun O ein Ovoid von V, dann ist [O] = 93 +1 = 104 -7 + 2.
Falls O invariant unter f ist, so muss O die beiden Fixpunkte enthalten.
Wir wihlen also in diesem Fall S = {{P, P,}}.

Sei V' ein quadratischer Raum und G = (f) mit f € [O(V). Sei P wie in
Satz 1.2.4 ein singuliirer Punkt von V mit f(P) = P, Vp := P1/P und
fp: Vp — Vp definiert durch v — f(v). Falls es keine Ovoide von Vp gibt,
die invariant unter fp sind, so ist P nach Satz 1.2.4 in jedem Ovoid von V/,
welches invariant unter f ist, enthalten. Definiere

S1:={Pe€0| f(P)= P, es gibt keine fp-invarianten Ovoide von Vp}.
Falls Sy # 0 ist, so konnen wir S := {S;} wihlen.

Beispiel. Sei V = V*(8,7) und f € O(V), so dass V eine f-Zerlegung
vom Typ II(x_1s L Ix 13 L (IIx_1)* hat. Esist also V =V, L V5 L V4
mit f-invarianten TeilrAumen Vi, V5, Vs, so dass Vi, V3 vom Typ IIx_y)s,
dimV; = 2 und f}V3 = 1 ist. Aukerdem habe V3 den Wittindex 1 (das
ist der Fall, wenn V; und V, verschiedenen Isometrie-Typ haben). Ist nun
P € V3 mit Q(P) = 0 und sind Vp, fp wie oben definiert, so gibt es keine
fp-invarianten Ovoide von Vp, vgl. Beispiel Seite 14. Bezeichnen nun Py, P
die singuldren Punkte von V3, so definieren wir S := {{ P, P»}}.
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(c) Sei V.=V7(8,¢) und O ein Ovoid von V, dann ist dim(O) > 7. Denn sonst

wire O Ovoid eines 6-dimensionalen Teilraums. Da Ovoide von V7 (6, q)
aber echt kleiner sind als solche von V1 (8, ¢q), vgl. Satz 1.2.3, kann dieser
Teilraum nicht isomorph zu V*(6, q) sein. Nach [Tha81, Abschnitt 1] gibt
es jedoch keine Ovoide von V= (6, q).

Es ist also moglich als ,Startmengen® alle solchen Bahnen zu betrachten,
die nicht in einen gegebenen sechsdimensionalen Teilraum ,passen”. Wéhle
also einen Teilraum W von V mit dim(W) = 6 und setzte

S = {<£B>G ’ x ¢ W, (2)¢ ist Teilovoid}.

Dies ist insbesondere dann interessant, wenn es einen grofen f-invarianten
Teilraum gibt, auf dem (f) nur kurze Bahnen hat. Im allgemeinen Fall ist
jedoch nicht garantiert, dass dieses Vorgehen wirklich eine Erleichterung
ist, da die so gewahlte Menge S der ,Startmengen* sehr grof werden kann.
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Algorithmus 5.3.1 Ovoidsuche

Eingabe: Sei ) # € eine Menge nichtleerer G-invarianter Teilovoide von

V*(2n,q). Dabei sei (e,1) € C fiir alle C € € und I(V) \ I({epps)") =
Uscar(gn-1 La eine Partition von I(V) wie in Satz 5.1.1. Aukerdem sei r € Q.

Ausgabe: Bis auf Aquivalenz werden alle G-invarianten Ovoide bestimmt, die

eines der Teilovoid aus € enthalten.

1: procedure OVOIDE(C, G, r)

2:
3:
4:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:

Setze O :={C € C| |C| =q¢" ' +1}.
for C € €\ O do
Wiihle ein « € GF(¢)"™! mit L, N € = 0.
# Ist O Ovoid mit C' C O, dann existiert wegen 5.1.1 ein x € L,
# so dass C' U z% C O.
Sei B¢ = {C’ uz¢ ‘ x € Ly, CUxY ist Teilovoid}.
for C € Ec- do R R
Fiir a € GF(q)" " sei LY := {z € L, | C Uz ist Teilovoid }
if LS = 0 fiir ein a € GF(¢)"! then
# Wegen 5.1.1 gibt es kein Ovoid das C enthiilt.
Entferne C aus E¢.
end if
end for
end for
Setze E = Jpee\o Ec-
if » <0,9 then
Bilde Aquivalenzklassen von E beziiglich NFO(V)(G)—Aquivalenz und
bestimme ein Reprasentantensystem £’ dieser Klassen.

Setze r’ := %
else

Setze E' := E und 7’ :=r.
end if
Wihle eine Partition P von E'.
for pe P do

Berechne rekursiv O, := OVOIDE(p, G, 1’).
Fiige die Ovoide aus O, zur Menge O hinzu.
end for
return O

28: end procedure
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In Zeile 22 von Algorithmus 5.3.1 wird eine Partition P von E’ gewihlt. Dies
hat rein technische Griinde. Je kleiner die Elemente von P gewéhlt werden desto
weniger Speicher braucht der Algorithmus. In den néchsten Rekursionsschrit-
ten konnen dabei aber Teilovoide, die aus verschiedenen Elementen der Parti-
tion hervorgegangen sind, natiirlich nicht mehr auf Aquivalenz getestet werden,
was von Nachteil ist, wenn es viele Aquivalenzen zwischen den Teilovoiden gibt.
Hier wird dann moglicherweise doppelt gerechnet. Ist E’ also klein, so wird man
P = {F’} wihlen. Falls " > 0,9 ist, also in den n#chsten Iterationsschritten
keine Aquivalenztests zwischen Teilovoiden durchgefiihrt werden, so wihlt man
P ={{C} | C € E'}. Ansonsten sind bei grokem E’ mogliche Kriterien fiir eine
Partition aufser dem Wert von 7’ die Groke der Teilovoide in E’, die Grofe von
Nro)(G) und die Rekursionstiefe.

Variationen von Algorithmus 5.3.1

e In Schritt iv(a) des Suchalgorithmus (Seite 56) wird zu einem Punkt x
der ,Startmenge“ s eine Partition der singuliren Punkte von V' gewihlt.
Diese wird in Algorithmus 5.3.1, Zeilen 6 bis 12 verwendet um unter den
bisher konstruierten Teilovoiden solche aus zu sortieren, die sich nicht zu
vollen G-invarianten Ovoiden erweitern lassen. Die Partition hangt dabei
von der Wahl von z und der Basiswahl ab. Wir kdnnen also in Schritt
iv(a) Partitionen zu verschiedenen hyperbolischen Basen und gegebenenfalls
zu verschiedenen Punkten von s wihlen. Fiihrt man dann die Schritte in
Zeile 6 bis 12 von Algorithmus 5.3.1 fiir diese verschiedenen Partitionen
durch, so lisst sich, falls ein gegebenes Teilovoid C' nicht zu einem vollen
G-invarianten Ovoid erweiterbar ist, dies gegebenenfalls friither feststellen.

In der praktischen Durchfiihrung des Algorithmus wurden oft zwei bis drei
solcher Partitionen verwendet.

e In Zeile 4 und 5 von Algorithmus 5.3.1 werden die Teilovoide C' € € unter
Beriicksichtigung der Partition I(V) \ I({e,1)") = |J Lo erweitert. Hier
kann es niitzlich sein, statt der zuvor gewihlten Partition eine andere zu
berechnen.

Sei C' € C ein Teilovoid. Falls es einen Teilraum U von V gibt mit C' C U ~
VT (2n — 2,q), konnen wir eine hyperbolische Basis ' = (¢}, ...,¢€},) von
V wiihlen, so dass (C) C (€},...,€_1, €nyy,-.. €h_q) und (e, 4) € C ist.
Fiir a = (ay, ..., a,) € GF(¢)"! sei dann wie in Satz 5.1.1

L = {<Zn xie;> eI(V)

Wihle nun a = (ag, . ..,a,) € GF(¢)""! mit a,, # 0 und definiere
Ec:={CU z¢ | ze L, CU z% ist Teilovoid }

r1 =1, xi:aifﬁrQSign}.
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Dann ist dim(C) > dim(C) fiir alle C € E.

Wir konnen also erreichen, dass bei der Erweiterung des Teilovoids die Di-
mension steigt. Dies ist niitzlich, falls es in V' viele G-invariante Teilovoide
gibt, die in einem Teilraum vom Typ V1 (2n — 2, ¢) enthalten sind.

e In Zeile 16 werden die bisher gefundenen Teilovoide auf Aquivalenz getes-
tet. Fiir die Entscheidung, ob solche Tests durchgefiihrt werden sollen, hat
es sich als praktikabel erwiesen, sich danach zu richten wie viele Aquiva-
lenzen im letzten Rekursionsschritt an dieser Stelle gefunden wurden. Fiir
die zu dieser Arbeit durchgefithrten Rechnungen erscheint die Schranke 0,9
zweckmifig. Es ist jedoch moglich, dass andere Schranken bessere Ergeb-
nisse liefern. Aufierdem ist es gegebenenfalls niitzlich, die Teilovoide nach
ihrer Grofe oder Dimension zunéchst in Klassen einzuteilen, um dann klas-
senweise zu entscheiden, ob ein Aquivalenztest durchgefiihrt werden soll.

Das Laufzeitverhalten des Suchalgorithmus

Um einen Eindruck von der Leistungsfihigkeit des oben beschriebenen Suchal-
gorithmus zu bekommen, sind in Tabelle 5.1 die Laufzeiten einiger Beispiele zur
Ovoidsuche mit Algorithmus 5.3.1 zusammengestellt.

Wir betrachten den quadratischen Raum V' = V*(8,¢) und eine zyklische
Gruppe G < PO(V). Weiter sei Cy ein G-invariantes Teilovoid von V' und
C = {Ch}. Aukerdem sei r := 0. Dies ist hier die Ausgangssituation fiir Al-
gorithmus 5.3.1.

In Zeile 22 von Algorithmus 5.3.1 muss eine Partition P der Menge der bis da-
hin gefundenen Teilovoide £’ gewihlt werden. Fiir die Beispiele dieses Abschnitts
wurde P folgendermafien gewéhlt:

P:={R;u{{C}| C¢ R}  mit
Py:={C e FE'| C, dm((C)) < 7 oder |C| < 15}

Fiir Teilovoide, die im Verlauf des Algorithmus aus den Teilovoiden aus F,
entstanden sind, wurden keine Aquivalenztests mehr durchgefiihrt.
In Tabelle 5.1 sind nun die folgende Werte aufgelistet.

e die Groke ¢ des Korpers iiber welchem die Suche durchgefiihrt wurde.

e die Ordnung der zyklischen Gruppe G,

e der Typ einer f-Zerlegung von V, wobei G = (f), mit f € O(V). Falls
q = 8 ist, bezeichnet z ein Element von GF(8) mit 23+ 2 +1 = 0, d.h. einen
Erzeuger von GF(8)*. Die Exponenten + bzw — geben an ob der zugehérige
f-Modul maximalen bzw. nicht maximalen Wittindex hat.

e die Groke des Teilovoids Cy,

e die Dimension d¢, von (Cj),
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die Langen der G-Bahnen C’, fiir die CoUC" ein Teilovoid ist (Die Exponenten
geben die Héufigkeiten an mit der die einzelnen Bahnléngen auftreten.)

die Anzahl #5 der Teilovoide 6, die in Zeile 10 von Algorithmus 5.3.1 aus
der Menge der bisher gefunden Teilovoide entfernt wurden,

die durchschnittliche Grofse 96 der Teilovoide C, die in Zeile 10 von Algo-
rithmus 5.3.1 aus der Menge der bisher gefunden Teilovoide entfernt wurden,

e die Anzahl #¢ der insgesamt gefundenen Ovoide,
e die Laufzeit des in GAP implementierten Algorithmus auf einem AMD Opte-

ron 242 Prozessor.



q||G|| Typ |Co| | dc, | Bahnlingen #6 | 90 | #o Zeit
7|7 | Ix_pp L (Ix_y)? 7 | 5 | {1049 701y 1221 28| 0] 0:06:55
7|7 | Ix_1ps L (IIx_q)3 8 | 3 | {7410} 281 | 29| 0] 0:04:03
7|7 | Ix_qy LIIx 1| 1 | {70633} 12551 | 29| 41| 1:20:47
717 [ Mx_pyr L1x 7|7 [ {1, 71055y 674 | 27| 9| 0:01:04
T 7 | (Mxopys LI pys) T L (I1,—1)? 7| 3 | {100 76292 895 | 32| 0]80:32:32
7|7 | (Mxo1ys Lxy 3)+ (IL,_1)? 2 | 2 | {7(10584)} 216 9| 0] 0:01:55
7| 6 | (Lx_3(x_5) (Ilx_, ) <(HX+1)2)_ 6 4 | {104 204 30564) (67N | 142539 | 29 | 18| 2:51:18
7| 6 | (M x_gx_5)% L ((IIX_1)2)+ ((le+1)2)+ 6 | 4 | {108 205 3(426) 6608 | 47185 | 28| 0| 1:32:55
7] 6 | My 3 x_5 L ((IIX_1)2)+ 1 ((le+1)4)+ 6 | 4 | {169 20119 3(8) 6610} | 809914 | 31| 737 | 16:44:00
7| 6 |y _gx_s L ((IIX_1)2)+ 1 ((IIXH)4)+ 6 | 3 | {165 20661 306) 600691 | 313327 | 32 |187 | 9:47:16
8| 7 | I (x—sy(x—s0y L I x_s2y x5y L (Ix_n)? 7 | 5 | {168 7(10912)y 27609 | 30| 0] 3:50:58
81 9 | (Mx2ysaxi1)® L1lx2,xiq 9 | 4 |{90408)} 955 | 36| 42| 0:19:11
81 9 |Mu2ysipsr) L M2,y L (I(gc_l))2 9 | 3 |{1(7™) 9(10592)y 17128 | 45| 28| 2:17:26

Tabelle 5.1: Rechenbeispiele zu Algorithmus 5.3.1

HHONSAIOAO dNZ SONINHILIHODTV NIH €6

€9



Kapitel 6

Ergebnisse der Ovoidsuche

Fiir ¢ € {7,8,9} wurde per Computer eine systematische Suche nach Ovoiden
in V= V*(8,¢) durchgefiihrt. Dazu wurde Algorithmus 5.3.1 verwendet, der zu
vorgegebener Gruppe G die G-invarianten Ovoide berechnet. Als G wurden vor-
wiegend zyklische Untergruppen von PO(V') verwendet. Die Ergebnisse der Ovo-
idsuche zu zyklischen Gruppen finden sich in tabellarischer Form in Anhang A.

Bei der Ovoidsuche wurden keine neuen Ovoide gefunden. Aus der Suche
ergeben sich jedoch Restriktionen an die Stabilisatoren neuer Ovoide. Diese sind
in den folgenden Abschnitten zusammengefasst.

Seien G,G’" < PI'O(V) zueinander konjugiert, es gebe also ein v € PT'O(V),
so dass v 1Gy = G’ ist. Weiter sei O ein G-invariantes Ovoid. Dann gibt es fiir
alle ¢ € G’ ein g € G mit ¢’ =y 1gy und es gilt

g'(v109)) =7 (9(0)) =~+71(0).

Also ist 771(0) ein zu O Aquivalentes, G'-invariantes Ovoid. Daher ist bei der
Ovoidsuche aus jeder Konjugiertenklasse von PI'O(V') nur ein Représentant zu
betrachten.

Um bis auf Konjugation die zyklischen Gruppen G' < PO(V) einer vorgege-
benen Ordnung d € N zu finden, wurden die Ergebnisse aus Kapitel 3 verwendet:
Zunichst wurden dabei mit Algorithmus 3.3.3 die moglichen G-Typen orthogo-
naler Zerlegungen von V bestimmt. Dann wurden mit Hilfe der Ergebnisse aus
Abschnitt 3.2 bis auf Konjugation die zyklischen Gruppen bestimmt, die eine
Zerlegung von einem der berechneten Typen zulassen (beachte dazu auch das
Beispiel von Seite 39).

6.1 Ovoide von V' (8,7)
Es sei hier V := V*(8,7). In V sind bis auf Aquivalenz zwei Ovoide bekannt.
Sie gehdren zur bindren und ternéren Familie von Conway, Kleidman und Wilson

(sieche Abschnitt 2.5).
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In diesem Abschnitt sind zunéchst in Lemma 6.1.1 die Ergebnisse der Suche
nach Ovoiden von V die invariant unter zyklischen Gruppen G < PO(V) sind,
angegeben. Anschliekend wird untersucht, zu welchen Abbildungen f € PGO(V)\
PO(V) es (f)-invariante Ovoide gibt. Schlieflich wurde in V*(8,7) auch eine
Ovoidsuche zu elementarabelschen Gruppen der Ordnung 9 durchgefiihrt. Die
Resultate, die sich insgesamt aus diesen Betrachtungen ergeben, sind am Ende
des Abschnitts in Satz 6.1.4 zusammengefasst.

Die Suche nach Ovoiden von V' (8,7), die invariant unter zyklischen Gruppen
G < PO(V) fester Ordnung sind, liefert das folgende Lemma:

Lemma 6.1.1. Sei V =V*(8,7) und g € PO(V). Ist O ein g-invariantes Ovoid
von V', welches keines der beiden bekannten Ovoide ist, also nicht aus der bindren
oder terndren Konstruktion stammt, dann gilt:

(i) aford(g) fira e {43,19,9, 8,7, 5}.

(i1) Falls ord(g) = 6 ist, dann gibt es g-invariante Teilrdume Vi, Vy von V,

so dass V =V, L Va, dim(V,) = 6 und ord(g’VQ) < 2 ist.

Beachte, dass 2, 3, 5, 7, 19 und 43 genau die Primteiler von | PO(V*(8,7))]
sind.

Ist V' ein nicht ausgearteter quadratischer Raum und f € GO(V'), so bezeichne
hier f € PGO(V) das Bild von f unter dem kanonischen Epimorphismus. Im
Folgenden werden zyklische Gruppen (f) mit f € PGO(V) \ PO(V) betrachtet

und untersucht, welche dieser Gruppen <f>—invariante Ovoide zulassen.

Lemma 6.1.2. Se; V ein nicht ausgearteter quadratischer Raum tiber einem
endlichen Kérper K. Ist g € GO(V') mit Multiplikator s,, so dass g € PGO(V) \
PO(V) ist. Dann gilt:

(1) s, ist kein Quadrat in K und ord(g) ist gerade.

(i1) Ist s € K ein beliebiges Nichtquadrat, dann gibt es eine Ahnlichkeit f €

GO(V) mit Multiplikator s, so dass G = f.

Beweis. (i) Sei a = ord(g) und A € K mit g® = A1. Dann gilt fiir alle z,y € V:

N(z,y) = Az, Ay) = (9%(x), 9 () = s (z,y).

Da V nicht ausgeartet ist, folgt \? = sy Ist s4 = a® fiir ein @ € K, so ist
g =19 € O(V) mit g = ¢, das heikt g € PO(V). Also ist s, kein Quadrat in K
und « gerade.

(ii) Da s, kein Quadrat ist, gibt es ein b € K mit b?s, = s. Dann ist [ :=
bg € GO(V) mit Multiplikator s und g = f. O]

Seinun V = V*(8,7) und f € GO(V), so dass f € PGO(V)\PO(V) ist. Falls

es ein (f)-invariantes Ovoid von V' gibt, welches nicht eines der beiden bekannten
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ist, so folgt, wegen f2 € PO(V), aus Lemma 6.1.1, dass ord(f) = 2¢- 3™ ist mit
¢ <3 und m < 1. Das heift, ord(f) € {2,4,8,6,12,24}.

In den Fillen ord(f) € {2,4} konnte keine vollstindige Suche nach {f)-
invarianten Ovoiden durchgefiihrt werden. In den anderen Fillen, das heift fiir
ord(f) € {8,6,12,24}, gibt es keine { f)-invarianten Ovoide.

Die hierzu untersuchten Fille sind in Tabelle 6.1 angegeben. Dabei steht je-
weils in der ersten Spalte die Ordnung von f und in der zweiten Spalte der
Multiplikator des fiir die Rechnungen gewéhlten Reprisentanten f € GO(V') von
f. Wegen Lemma 6.1.2 miissen nur Abbildungen f € GO(V) mit Multiplikator
sy = —1 betrachtet werden. Die dritte Spalte enthélt den Typ einer Zerlegung von
V' in orthogonal unzerlegbare f-Moduln. In der letzten Spalte ist gegebenenfalls
verzeichnet, ob bei der Suche Ovoide aufgetreten sind, falls hier ,,”* eingetragen
ist, konnte die Suchen nicht vollstéindig durchgefiihrt werden.

Zu jeder auftretenden Ordnung |f| sind lediglich jene Félle aufgelistet, die zu
zyklischen Gruppen <f> < PGO(V) gehoren, bei denen die Suche nach Ovoiden,
die invariant unter der Gruppe (f?) < PO(V) sind, nicht (vollstindig) durchge-
fiihrt wurde.

Im Fall ord(f) = 6 wurden nur solche Abbildungen f betrachtet, fiir die
f® = —1 ist, denn andernfalls hat V eine f3-Zerlegung vom Typ (III x_1)x41))*
und in diesem Fall gibt es keine f3-invarianten Ovoide. Falls ord(f) = 24 ist, so
ist 3 € PGO(V)\PO(V) mit ord(f?*) = 8, sodass auch hier keine { f)-invarianten
Ovoide auftreten.

| /] s | Typ eine Zerlegung in orthogonal unzerleghare f-Moduln Ovoide

2| =1 | (I x—1yx41))*
2| =1 (Ix2yq)* !

6 | =1 | TI(x2yo)(x2pay L (Ix2yy)?

6| =1 | (Th(x242)(x> +4))2

2
(HI(X2+3X+1)(X2+4X+1))

8| -1 HI(X2+3X+1)(X2+4X+1)J—(II;—(2+1>

8 | =1 | MI(x2ysx 1) xz4ax+1) L Mxe ) LIy 1y(xen)

8 | =1 | Mlxoqsx41)x2+ax+1) L (Mix_1yx41))°

8 | —1 IIx2+a1x—l 1 IIx2+a2x—1 1 IIx2+a3x—l 1 IIx2+a4:c—17
a; € {:l:l, :|:4}

12 _1 III(X_4)(X_5) J_ le2+1 J_ IIX2+1 _]_ IIX2+1

12| =1 T x gy x—5) L Mx2qy L Ty2 gy L I x 1y x40
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/] s¢ | Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f-Moduln Ovoide

12 =1 | T x—gyx—5) L Mxoqq L I x1yx 41y L Mlx—1yx41)
Tabelle 6.1: Ovoidsuche zu Ahnlichkeiten von V ~ V¥ (8,7)

Aufer der Suche zu zyklischen Gruppen wurde in V*(8,7) auch eine Suche
nach den Ovoiden durchgefiihrt, die invariant unter elementarabelschen Gruppen
der Ordnung 9 sind. Auch hier sind aufser den bekannten keine weiteren Ovoiden
aufgetreten:

Lemma 6.1.3. Sei V =V*(8,7) und G < PGO(V) elementarabelsch der Ord-
nung 9. Ist O ein G-invariantes Ovoid von V', dann ist O eines der beiden be-

kannten Ovoide von V*(8,7).

Ein neues Ovoid O besitzt nun nach Lemma 6.1.1 keinen Automorphismus der
Ordnung 9 und ist nach Lemma 6.1.3 unter keiner elementarabelschen Gruppe
der Ordnung 9 invariant. Da p-Gruppen ein nichttriviales Zentrum besitzen, ist
also die 3-Sylow Untergruppe des Stabilisators von O eine Untergruppe von Zs.
Mit |PO(VT(8,7))] = 218-35.5%. 72.19 - 43, erhiilt man somit aus 6.1.1 und
6.1.3 den folgenden Satz.

Satz 6.1.4. Sei V = V*(8,7) und O ein Ovoid von V, welches nicht aus der
bindren bzw. terndren Konstruktion stammt. Dann gilt:
(Z) | Stalzp(;o(v)(ON = 2Z -3m fﬂ’f‘ ein ¢ >0 und m € {0, 1} .

(ii) Ist f € |Stabpcon)(0)| mit ord(f) = 2*, so ist k < 2.

6.2 Ovoide von V' (8,8)

Die bekannten Ovoide von V' := V7 (8, 8) sind das unitdre Ovoid, das desargues-
sche Ovoid und das Ovoid von Dye, siehe Kapitel 2.

Aus der Suche nach G-invarianten Ovoiden in V' zu zyklischen Gruppen G <
PO(V) ergibt sich das folgende Lemma:

Lemma 6.2.1. Sei V = V*(8,8) und g € PO(V). Ist O = ¢g(0O) ein Ovoid von
V', das nicht das desarquessche oder unitdre Ovoid und nicht das Dye-QOvoid ist,
dann gilt:

(i) atord(g) fir a € {73, 19, 13, 8}.

(i1) Falls ord(g) € {9,7}, dann gibt es g-invariante Teilrdume Vy, Va von V,

so dass V =V, LV, dim(Vy) = 6 und g‘vz =1 4st.

Weitere Betrachtungen ergeben, dass es keine zyklischen Gruppen der Ord-
nung 49 in PO(V) gibt. Ist auferdem G < PO(V') elementarabelsch der Ordnung
49, so enthélt G ein Element g, welches nicht von der Form aus 6.2.1 (ii) ist.
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Alle Ovoide, die G als Automorphismengruppe zulassen, sind also bekannt. In
PO(V) gibt es des Weiteren keine zyklischen Gruppen der Ordnung 27. Eine 5-
Sylowgruppe von O(V') hat die Ordnung 25 und es gibt keine Ovoide die invariant
unter einer solchen Gruppe sind.

Da |PO(V)| = |O(V)| =237-3%-52.7%.13%.19 - 73 ist, ergibt sich schlieflich
mit Lemma 6.2.1 der folgende Satz.

Satz 6.2.2. Sei V = V71(8,8) und O ein Ovoid von V, das nicht das unitire,
desarguessche oder das Ovoid von Dye ist. Dann gilt:
(i) |Stabpon)(0)| = 2°-3™-5%.7" mit geeigneten €, m > 0 und k,r € {0,1}.
(ii) Hat f € Stabpon(0) die Ordnung 27, so ist j < 2.
(iti) Ist f € Stabpow(O) der Ordnung 37, so ist j < 2.
Genauer: j =1 oder V=V L Vo mit ?—mvarianten Teilrdumen V; von V,

so dass dim(V2) = 6 und ﬂw =1.

6.3 Ovoide von V" (8,9)

Fiir V = V*(8,9) ist bis auf Aquivalenz nur ein Ovoid von V' bekannt, das unitiire
Ovoid. Es ist |PO(V)| = 2'8.3%*.5%.7.13-41? - 73. Da dieser Wert sehr grof
ist, gestaltet sich die Ovoidsuche hier schwierig.

Die Ergebnisse einer Suche nach Ovoiden von V' zu zyklischen Gruppen G
sind in Anhang Seite 79 aufgelistet. Insgesamt ergibt sich:

Satz 6.3.1. Sei V = V7*(8,9) und O ein Ovoid von V, das nicht das unitdre
Ovoid ist. Weiter sei g € PO(V) mit g(O) = O, dann gilt a 1 ord(g) fir alle
a € {24,32,52,13,41, 73}.

Beachte dazu, dass eine 5-Sylow Untergruppe von PO(V') elementarabelsch
ist, es also keine zyklischen Untergruppen von PO(V') der Ordnung 25 gibt.

Um Abschéitzungen iiber die Grofe der 5-Sylow Untergruppen der Automor-
phismengruppe neuer Ovoide O zu erhalten, wire es interessant, alle Ovoide zu
bestimmen, die invariant unter einer elementarabelschen Gruppe G < PO(V)
der Ordnung 25 sind. Leider konnte diese Suche, wegen des hohen rechnerischen
Aufwandes, nicht durchgefiihrt werden.

Aus dem selben Grund wire natiirlich eine vollstdndige Suche nach Ovoiden
in V' wiinschenswert, die invariant unter einer zyklischen Gruppe der Ordnung
7 sind. Die Suche mit zyklische Gruppen der Ordnungen 7 und 8 ist jedoch
sehr aufwindig und konnte nicht vollstindig durchgefiihrt werden. Auch eine
randomisierte unvollstindige Suche erbrachte hier keine neuen Ovoide.



Kapitel 7

Anwendung der Algorithmen in

V(6,8)

Die in den Kapiteln 4 und 5 zur Suche 8-dimensionaler Ovoide entwickelten Me-
thoden lassen sich natiirlich auch auf Riume anderer Dimension anwenden. In
diesem Kapitel werden nun einige Beispiele solcher Anwendungen fiir Ovoide in
V*(6,8) gegeben.

7.1 Die Projektionen des Dye-Ovoids

Durch Projektion wie in Satz 1.2.4 ergeben sich aus dem Ovoid von Dye bis auf
Aquivalenz 13 Ovoide von V*(6,8), vgl. auch [Wil99, 4.2.1]. Wir erweitern hier
das Ergebnis von B.Williams und berechnen die Stabilisatoren dieser Ovoide.

Sei V' = V7(8,8). Wie in Abschnitt 2.4 sei {e,...,e9} ein Ovoid von V(8,2)
und a € GF(8) mit a®+a*+1 = 0. Es sei O das Ovoid von Dye, bestehend aus den
Punkten (eq)y,..., (eg),, und den Punkten (ae; 4+ ae; 4+ a'e;),, mit paarweise
verschiedenen 1, 7, k.

Tabelle 7.1 enthélt die 13 Projektionen von O. Dabei steht in der ersten Spal-
te der singulire Punkt P ¢ O, zu welchem die Projektion wie in Satz 1.2.4
durchgefiihrt wurde. Die zweite Spalte enthilt den Stabilisator der Projektion
in PT'O (<(5>) In der dritten Spalte ist gegebenenfalls eine Referenz, in der das
entsprechende sechsdimensionale Ovoid zu finden ist, angegeben.

Der Stabilisator wurde mit Hilfe des auf Seite 52 beschriebenen Algorithmus
berechnet. Die Notation der Gruppen orientiert sich an der Notation in GAP.

7.2 Semifields und Ovoide

Wie in Abschnitt 1.3 beschrieben, entsprechen Ovoide von V*1(6,¢) eineindeu-
tig Spreads von GF(¢)? und somit Translationsebenen der Ordnung ¢* mit Kern
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Projektionspunkt Stabpro((0)) (0) Bemerkungen
1 | ex+e3+eq+es+aes Sy x (((C2)*: C3) : Cy) | [HI90, Th.1 VI]
2 es+e3+a'es+a'es +aler +aZeg +aleq | Co x Cy x Ay
3 | e; +dPey+aPes+ales+ales +eq Co x S3 x Ay [Kan82a, 8.4|
4 a’e1 + a’eq + abeg + aler + a'eg + ateg | Co x Cy x S3
5 | a’ej+a’es+ades+ales+atestaegter | Oy x (Cr : C3)
6 e1 + abes + aleg + aler + es + €9 C3 x S3 x S3
7 abeq + ales + a*es + a2eq + ales + es Dqs
8 adeq + aey + a*es +eq + e5 + aleg +aler | Cy x Ay
9 | e +aes + abes + a*es + aes Ce x Sy [Kan82a, 8.3]
10 | eq + a"eq + a®eg + a?eqg Cy x S5 [Kan82a, 8.2]
11 | e1 + aes + eg + e + aSeg + aleg Cy x S3 x S3
12 | e1 + a®eq + aPes + a®eqs + a’es Cy x Sy
13 | ex+e3+estes (PSL(2,64): C3): Cy | |Kan82a, 8.1]

Tabelle 7.1: Die Projektionen des Ovoids von Dye

GF(q). Ein Spezialfall der Translationsebenen sind solche Ebenen, die durch Se-
mifields beschrieben werden.

Ist p eine Primzahl, dann sind fiir e > 4 sind Semifieldebenen der Ordnung
p° fiir die Ordnungen 16, 32 und 81 in [Knu65, 6.2|, [Wal63a| und [Demb]| klassi-
fiziert. Cardinali, Polverino und Trombetti geben in [CPT06| eine Klassifikation
der Semifield Ebene der Ordnung ¢* mit Kern GF(¢?) und Zentrum GF(q). Wir
betrachten in diesem Abschnitt die Semifieldebenen der Ordnung 2° mit Kern
GF(2?3) also solche Ebenen, die Ovoiden von V™ (6,8) entsprechen.

Die im Folgenden angegebenen Uberlegungen fiihren zu einem Algorithmus,
mit welchem die Semifieldebenen der Ordnung 64 mit Kern GF(8) bestimmt
werden koénnen.

Es sei p eine Primzahl ¢ = p° fiir ein e € IN. Jede Semifieldebene der Ordnung
¢*> mit Kern GF(q) wird durch eine sogenannte Spreadmenge S C GF(q)**?
beschrieben. Dabei ist S ein 2e-dimensionaler GF(p)-Vektorraum und es ist S\
{0} € GL(2, q). Um alle Semifieldebenen zu bestimmen, berechnen wir alle Basen
solcher Spreadmengen in GL(2, 8).

Sei S C GF(q)?*? eine Spreadmenge. Dann ist die Abbildung

a21 QA22

a: S — GF(q)?, (au @12 ) — (a1, a12)

bijektiv. Ein Element A einer Spreadmenge ist also durch (1,0)A bestimmt.

Fiir jedes A € S'ist S’ := {sA™1 | s € S} eine zu S dquivalente Spreadmenge,
das heikt S und S’ definieren dquivalente Ebenen. Wir konnen also 0.B.d.A.
annehmen, dass 1 € S ist.
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Fiir unseren Fall sei nun p = 2 und ¢ = 8. Die Spreadmengen haben dann die
Dimension 6 iiber GF(2). Wir schreiben GF(8) = GF(2)[¢]. Um die gesuchten
Spreadmengen zu bestimmen, sucht man nun sukzessive die 5-Tupel (sq,...,s5) €
GL(2,8), fiir die

(1,0)s1 = (¢,0), (1,0)s2 = (¢*0), (1,0)s3=(0,1),
(1a0)$4 = (O,C) (170)85 = (07C2)

gilt, und die zusammen mit 1 eine Basis einer Spreadmenge bilden.

und

Bis auf Aquivalenz ergeben sich 10 Semifieldebenen der Ordnung 64 mit Kern
GF(8). All diese Ebenen sind bereits bekannt. Acht dieser Ebenen sind in [HJ90]
beschrieben. Die anderen beiden finden sich in [CW99, S. 128 ii, iv].

Mit Hilfe der Kleinkorrespondenz ergeben sich aus diesen Ebenen bis auf
Aquivalenz acht Ovoide von V*(6,8). Dabei ist zu beachten, dass transponierte
Spreadmengen dquivalente Ovoide induzieren.

Der Algorithmus aus Abschnitt 4.5 wurde angewendet um die Stabilisatoren
dieser Ovoide zu bestimmen. Die Ergebnisse der Rechnungen sind in Tabelle 7.2
verzeichnet. Dabei enthélt die zweite Spalte einen Verweis auf die Konstruktion
der betreffenden Ebene und die dritte Spalte eine Beschreibung des Stabilisa-
tors des Ovoids in PI'O. In der vierten Spalte ist die Grofke dieses Stabilisators
angegeben.

Ebene Stabpro((oy)(0) | Stabpro (o) (0)]
1 | [HJ90, Thl. 1, 1] (PSL(2,64) : C3) : Co 28.3%.5.7-13
2 | [HJ90, Tbl. 1, II| (((C2)*: C3) : C3) x Dy 28.3
3 | [HJ90, Tbl. 1, III| (((C2)*: C3) : C3) x Dg 28.3
4 | [HJ90, Thbl. 1, IV], [HJ90, Thl. 1, V] (Co)% : Cy 27
5 | [HJ90, Tbl. 1, VI] (((C2)* : C3) : Co) x Sy 28 .32
6 | [HJ90, Thl. 1, VII] (((C2)*: C3) : C3) x Dg 28.3
7 | [HJ90, Thl. 1, VIII| (((C2)*) : Ca) x Sy 28.3
8 | [CW99, S. 128 ii], [CW99, S. 128 iv]| (C2)8 : C7) = Co 20.32.7

Tabelle 7.2: Die Semifield-Ovoide in V*(6, 8)

Man beachte, dass Huang und Johnson [HJ90| in drei Féllen zu kleine Auto-
morphismengruppen angeben: Aus der Kleinkorrespondez erhilt man einen Iso-
morphismus zwischen der Gruppe PI'L* (V') der Kollineationen und Korrelationen
auf P(V') und der Gruppe PT'O(A5(V)), siehe [Tay92, Thm. 12.18]. Da die Grup-
pe der Kollineationen auf P(V') den Index 2 in PI'L*(V') hat, kann sich die Grofe
der Stabilisatoren der Ovoide von V*(6,8) hochstens um den Faktor 2 von der
Grofe der Automorphismengruppen der zugehorigen Semifieldebenen unterschei-
den. Das heift im Fall [HJ90, Tbl. 1, VI| ist die Automorphismengruppe um den
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Faktor 32 und in den Fillen |HJ90, Tbl. 1,VII VIII| um den Faktor 3 grofer als
Huang und Johnson angeben.

7.3 Weitere Ovoide von V*(6,8)

Die Ovoide von V7*(6,q) sind fiir ¢ < 7 klassifiziert. Wir betrachten hier V' =
V*(6,8) und bestimmen bis auf Aquivalenz alle Ovoide O von V, die invariant
unter einer Abbildung f € PO(V) mit ord(f) € {5,7,8,9,13,73} sind. Beachte,
dass 2, 3, 5, 7, 13 und 73 genau die Teiler von | PO(V)| sind.

Die Ergebnisse dieser Rechnung finden sich in Tabelle 7.3. Die erste Spalte
enthilt die Ordnung von f, die zweite eine Beschreibung des Stabilisators des
Ovoids. In der dritten Spalte wird gegebenenfalls angegeben, welcher Translati-
onsebene das Ovoid via Kleinkorrespondenz entspricht.

Es féllt auf, dass einige der Ovoide ausgesprochen kleine Automorphismen-
gruppen besitzen. Auferdem treten viele Ovoide auf, die nicht in den Tabellen
7.2 und 7.1 vorkommen. Dies gibt einen weiteren Hinweis darauf, dass es sehr
viele Ovoide in V*(6,8) gibt. Eine vollstindige Klassifikation ist wahrscheinlich
nur mit speziell auf diesen Fall zugeschnittenen Methoden moglich.

Es ist PO(V*(6,8)) ~ PSL(4, 8). B. Mwene beschreibt in [Mwe76| die Unter-
gruppenstruktur von PSL(4,2"). Daraus ergibt sich, dass die Ordnungen nicht
auflosbarer Untergruppen von PO(V'(6,8)) durch 5 oder 7 teilbar sind. Mit den
in Tabelle 7.3 eingetragenen Ergebnissen der Ovoidsuche in V7 (6, 8) erhalten wir:

Folgerung 7.3.1. Es sei O ein Ovoid von V*(6,8) mit nicht auflosbarem Sta-
bilisator So, dann enthdlt S einen einfachen Normalteiler N, so dass So/N
aufliosbar ist. Dabei gilt eine der folgenden Aussagen:

(i) N ~ Ay und O entspricht entweder mittels Kleinkorrespondenz der Trans-
lationsebene der Ordnung 64 aus [Kan82¢| oder ist die in [Kan82a, 8.2] be-
schriebene Projektion des Ovotids von Dye.

(ii) N ~ Sz(8) und O entspricht der Lineburg-Ebene der Ordnung 64.

(11i) N ~ PSL(2,64) und O entspricht der desarquesschen Ebene.

(iv) N ~ PSL(2,8) und O entspricht entweder einer der beiden Ott-Schiffer-
Ebenen der Ordnung 64 oder der Hall-Ebene der Ordnung 64.
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73

/|

Stabpro(y(O)

Bemerkung

S5><S3

[Kan82c]

S5><CQ

Proj. des Dye-Ovoids, Tbl. 7.1 Nr. 10

Dag

Cs

QU | Ot | Ot | OU| Ot

03 X D10

5,7, 13

Sz(8): Cs

Liineburg-Ebene [Liin80]

5,7,9,13

(PSL(2,64) : C3) : Co

desarguessche Ebene

02 X (((02)3 : 07) : 03)

(07 : 03) : CQ

(07 : 03) X CQ

Proj. des Dye-Ovoids, Thl. 7.1, Nr. 5.

Dy

Dy

Ce3 : C3) : Cy

NeJ

PSL( ) 03) X Cg

Ott-Schéffer-Ebene [FJ84]

) CQ) XCQ

02)6 7)1 Co

Semifieldebene. [CW99, S. 128, ii, iv]

NeJ

PSL( ) 03) X Cg

Ott-Schéffer-Ebene [FJ84]

NeJ

(
(
(¢
(
(
(((Ca)*: C7) : Cs) : G

(((Cy x PSL(2,8)) : C3) : Ca) x Cy

Hall-Ebene [HP73, IX 2.]

D1g

(((09)2 . 03) . CQ) . CQ

verallgemeinerte André-Ebene

CQ X (D18)2

verallgemeinerte André-Ebene

02 X Sg XDlg

(02)2 X D18

02 XDlg XSg

D18 X Dg

54 X D18

02 X (D18)2

verallgemeinerte André-Ebene

(02)2 X D18

D1g

((Cg : 03) : Cg) X Cg

(063 . Cg) . CQ

(09 : 03) : 02

09203

Nolil =T BN} BiNoJl IiNe 3 BNo i INo Bl BN BNo Jl INo B BNl B No Bl BN BN< B BN B N B e B B B N B AN N N N AR I N B N BN |

D1g

Tabelle 7.3: Einige Ovoide von V*(6,8)



Anhang A

Ergebnistabellen

In V = V*(8,q) wurde fiir ¢ € {7,8,9} mit Hilfe der Algorithmen aus den
Kapiteln 4 und 5 zu verschiedenen Ordnungen d nach allen Ovoiden gesucht,
die invariant unter einer zyklischen Gruppe (f) < PO(V) der Ordnung d sind.
Die Ergebnisse werden in Kapitel 6 zusammengefasst und sind in den folgenden
Tabellen aufgefiihrt. Die ersten Spalte enthilt dabei jeweils die Ordnung der Ab-
bildung f € PO(V), die zweite Spalte den Typ einer f-Zerlegung von V fiir einen
Reprisentanten f € O(V) von f und die letzte Spalte die Isomorphieklasse der
<7>—invarianten Ovoide. Bei den Typen der Zerlegungen bedeutet ein + oder — als
Exponent, dass der entsprechende Modul von maximalem resp. nichtmaximalem
Wittindex ist. Uber jeder Tabelle ist die Ordnung der zugehdrigen projektiven or-
thogonalen Gruppe des jeweiligen Raumes angegeben. Tritt in einer Tabelle eine
mogliche Ordnung nicht auf, so waren die Berechnung zu dieser Ordnung zu auf-
wiandig, sodass sie nicht (vollstdndig) durchgefiihrt wurden. Tritt eine Ordnung
jedoch auf, so sind bis auf Konjugation alle Gruppen dieser Ordnung aufgelistet.
Gegebenenfalls besitzen sie jedoch den Eintrag “?” in der dritten Spalte. Dieser
Fall musste dann ebenfalls offen bleiben.

Al V=V*ET7)
|PO(V*(8,7))| =21%-3%-5%.72.19 . 43

|f| | Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f-Moduln Ovoide

43 11}673X5+X47X3+X2,3XJF1 L (II(X—I))2

2
19 IH(XSJFQX,l)(XS,QXz,l) 1 (H(X—l)) —

9 HI(X3—4)(X3—2) 1 HI(X—4)(X—2)

9 III(X3,4)(X3,2) 1 II(Xfl) 1 H(X*U binér

8 (le2+4x+1)3 J_ IIX2+1 I
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Al

V =V*(8,7)

75

Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f-Moduln

Ovoide

(Ix2pax41)” L (Ix—1)? —
(Mx2pgxs1)” LIx g LIy gy —
(Mx2paxs1)” L Ixapaxq L Iyayy

(2 yax41)” L Ixz axgn L (Ixo1)® —
(xzgaxyr)” LIxe gy g LIIx g L1x 4

(Mxzyaxs1)? L (xapq)?

(2 ax41)” L Ixepy L (Ix—p)° —
(xzgaxgr)” LIxe g LIIx g L1x 4

(x> yax41)° L (Ix 1) —
(Leepaxsn)® L ((x-n)®) L (Mxs)®)

(e paxe)® L ((0x0?) L ((0c0)?)

(Mx2paxs1)” L (Tx—1)® LTIx 4

Mxepaxr L Mxepsxin L (xeg)”

My yaxsn L xegaxsn L yayy L (Ix_q)?

binér, ternar

My paxst L yeqgxsr L Myxanq LIIx g LIy gy

binér, ternar

Mxepaxr L Myepsxir L (xo1)’

ternar

L ()

ternér, binér

Hx2paxsr L Hx2p3x41 L ( (x4 )

Mo qaxr L Hxeqaxgr L ((Hx—a )

1 ()

xepaxs1 L Mxepaxgn L (xo1)® LIxgy

ternér, binér

Mz gx i1 L (Ix2yp)?

Ix2axq1 L (lx2pq)” L (IIx_1)°

Ix2yax1 L (Mxopq)® LIx g L x4y

Mxepaxir L Myeyy L (Ix—q)*

Hx2paxyr L My2q L

((x-0)?) 1 (e)?)
((H;H)?)+ 1 ((IIXH)2)+

Myeyaxsr L Ixagy L (Iyx—1)® LIy

Hxzpaxi1 L ( (ILx— 1)4)+ ( (Ix 1) )7

4 2 +
xz axsr L ( (Ix_1) (HX+1 )

Mz iaxgr L (Ixo1)” L x4

oo [ co | o | Co

(
Txeyaxir L (Ix_1)° L (Txpq)?
(

Iy paxpr L (Ix—p)°
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Zerlegung in orthogonal unzerleghare f-Moduln

Ovoide

(I x24 x—1)(x2—x-1))°

MIxeyx—1y(x2—x—1) L Mx213x1)(x2rax-1)

I(X—l)2 J_ I(X_1)2

Iix 12 L (Tx_1)*

(II(X_1)3)2 1 ((HX,1)2)_

(II(X_1)3)2 1 ((IIx_1)%)*

I(X,l)zl

Tix_1y2 L I(x g8 L1x

H(X71)7 1 Ilx—q

bindr, ternir

IMix_1y)s L x_1)3

Hx_ 1) L (Ix_1)?

H(Xfl)?’ 1 (IIX_1)5

(I x—3)(x—5))° L Mx_2)(x—a)

2

(I (x—3)(x -5) (WL(x—2yx-1))

I x_ayx—5))° L Hxgr L Iy bindir

I x—3)(x—35))° (ITx 1)

I x—3y(x—5))% L Mx_oyx—4y L (Tx41)? —
binar

T x5y x—5))? L T (x—a)(x—ay L (Ix_1)? biniir

I (x_3)x—5)? L (Mx41)* LTx 4

bindr, ternir

I x—g)(x-5))% L ((ITx41)*) " L ((Ix-1)*)~

binér, ternar

I x —3)(x—5) (Mx41)%)* L ((Mx—1)*)7*

) L
)?
)
)?
I x—gy(x—5))% L OIx_o)x—4)y L Mxq1 LIIx 4
)
)* L
)* L
)? L
)?

I (x_ay(x—5)% L xq L (Tx_)3

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

I x—3)(x-5)% L IIx_1)*

I x—g)(x—5) L Mx_oyx—a) L (Ix_1)*

I xoy(x—ay L II(x g)x_5) L Mxy1 L (IIx_1)?

binér, ternar

I x—2)(x—4) L Mlx_g)(x—5) L (Ix41)*) " L (ITx-1)*)"

binér, ternar

T x —2)y(x—4) L Mx_syx—5) L (Ix41)*)" L (MIx-1)?)~

T x —3)(x—5) L (TIx—1)°

?

HI(X73)(X75) 1 IIX+1 1 (IIX_1)5

?

IM(x gy x—5) L ((Mx41)*)* L (Mx-1)")7F

ternér, binér

olo|lo|lo|lo|lo|lo|lao|lo|lojlo|lolojlo|lolo|lo|lo|lao|lo|N|N | N[N [N o=

I x—g)(x—5) L (MIx41)%)~ L (AIx—1)*)~




A2, V=V*(8,8) 7
|f| | Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f-Moduln Ovoide
6 | IMLx_s)x—5) L (Lx41)* L IIx_1)* ?
6 | Mx sy x—s) L ([x+1)")* L ((Mx-1)*)7"
6 | Mx a)x—s) L (([Ix+1)*)" L ((Mx-1)*)" !
6 | Iy _sy x5 L (Lxs1)® LIx ?
6 | (I(x>—5)x>—3))°
6 | IM(x2_5)(x2-3)) L (Ilx241)?
5 | Ixayxsyxzoxir L Hxapxspxeixq
5 | (Mx—1)* L yayxsyx2yxi1 binir, ternir

A2 V=V*3,3)

|PO(V*(8,8))| =237.3%.52.74.132.19 . 73

In der folgenden Tabelle bezeichnet z ein Element von GF(8) mit 23+ 2 +1 =0,
z ist also ein Erzeuger von GF(8)*.

|1

Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f-Moduln

Ovoide

73

Ix41 L Lxs o x 1) (X3 42X241)

desarguessch

19

Ty, LIy

desarguessch, unitar

13

X6 423 X5426X4426X3426X2423X 41
It

X4423X3425X2423X+1 - HX4+23X3+z)X2+23X+1

13

II+4 3 Y3455 X243 J—II+4 5X34 56 X245
X4 423 X3429X2423X+1 X4 425X3426X2425X+1

—_
w

+
X+1 1 IX—ﬁ-l 1 IIX4+Z3X3+,Z5X2+23X+1

4
Ix2qzax41

3

IIX2+Z4X+1 J_ IIX2+z2X+1

My2yzixi1)” L (Hy2is2xi1)’

3
IIX2+Z4X+1 J_ IIX2+X+1

desarguessch

Hx2yraxq1)” Lllxeqoxqn Lx2yxpg

Hx2yoaxq1)” LIlxegoxgr Lllxegxia

It

(1 )

( )

( )

(xzyzixgn)” Lxa sex gy L ey oxi
( )

( )?

( )?

(

IIX2+Z4X+1) J_ (IIX2+X+1)2

Hx2izaxi1 L Hx2qeexir L Hxegoxgn Ly xqa

desarguessch, Dye

Iz iy L Iyeisox g L (xesyiq)?

IIX2+Z4X+1 J_ (IIX2+X+1)3

Nelil BNoBN BNoB BNo B BN« INo B BN« B« 2 B2 B =3} BNoR IiNe]

(x> ax41)° L (lx_1)?




78

ANHANG A. ERGEBNISTABELLEN

|f| | Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f-Moduln Ovoide
(x2qpax41)” L Ixeyox gy L (IIx—1)® —
(Ixeyoax1)? L Ixeyoxqq L (Ix—1)° unitar
(Mxzpzaxp1)” L Ixerxpy L (Iy—1)?
Ty poax L Ixeyoexgs L Iyeoxy L (ko) —
xoyzaxq1 L Mxepaexin L xeyxqq L (Ixop)” unitar
Mxeyaxsr L Ixepxyn L Ixegxgq L (Iy—1)? unitar
Mxepxir L (Mxepxin)” L (Iy_1)? —
(My2ysaxs1)” L [x_1)* unitér
xeyoixqr LIy qexgr L (xop)* —
xeyoaxir L Ixeg g L (Ixo1)? —
Ix2p iy L (IIx_1)° ?

(Ix—1)" L (Ix_1)e)*

(Ix—1)7 L (Hx—1)s)~

Dye, unitir

1 (II(X_1)6)7

HI(X 2)(X —2z5)

III(X Z)(X 26) J_III(X ZQ)(X z))

(
(
( )!
( )
(ML x 2y (x - 26))° LT x 2y (x —24) desarguessch
(M (x —2y(x—20))® L (Tx—1)? —
(M x 2y (x—20)) L (M(x 22y (x—25))?
(T x —2)(x—20))® L I x o2y (x—z5) L M x_ay(x—24) —
(I (x—ay(xx—20))? L T (o (x—am) L (I )2 unitar
(T x 2y (x —26))* L M x oy (x—z4) L (TIx_1)?
(I x —2)(x—26))% L (TTx_1)* —
I (x—2y(x—20) L I x_s2)(x 25y L I x _usy(x -2ty L (IIx_1)? Dye
I x—2y(x—z0) L I x_s2)(x—zsy L (IIx_1)*
I x 2y (x—20) L (ILx_1)° ?
Mxapxspxzpx+1 L xagxspx24 x40

”

Ixyr L Ixyr L xaqxsyx2yx41




A3, V=V*(8,9)

79

A3 V~V*(8,9)

|[PO(V)| =218.3%.54.7.13-412. 73

In dieser Tabelle bezeichnet z ein Element von GF(9) fiir das 2% — 2z — 1 = 0 gilt,

d.h. einen Erzeuger von GF(9)*.

|f| | Zerlegung in orthogonal unzerlegbare f-Moduln Ovoide
73 | Ox—1 LIIx—1 L Ilx6 4 x54,5X4427X3425X24X+1 unitar
41 | Hxa_xsqoxzox41 L xa_xspox2- x40

41 | Oxa_xsy.x2—x41 L Hxa_xsyzsx2_x41 —
41 | Hxaxsjex2-x41 L IIxapoxs s x2iaxi

41 | Ixa_xsyoxz xy1 L Hxaq2xsyosxey2x i —
41 | Hxaxsiex2—x41 L IIxaqasxsirxeiosx i

41 | Ixa_xsyox2-xy1 L xaqosxsyosx i

A1 | Txoq LTxoq L g L1 L I xooxe xos _
16 | (I (x 42y (x127))” L I(x2 12y (x2427)

16 | IIxyzy(x+27) L Mlxqa2)(x420) L Hxz gz (x2427) —
16 | IIxyzy(x+27) L Mlxqas)(x420) L HIxz gz (x2427) —
16 | (I (x4 22y (x426))° L Tx2 42y (x2427)

16 | I x2 .y (x2427) L M x oy xqey) L (Hxg1)? unitar
16 | T xopayxogar) L M xpay(xiery L Ix 1 LTy 4s unitir
16 | T xoqam(xpasy L M xeayxser) L (Mx11)? unitir

16 | TT(x24zy(x2427) L I (x 22y xqz0) L (Ix11)?

16 | T (x2 42 (x2 42y L Ml ix a2y xpze) L o1 L Iy

16 | T (x240x242m) L (Mxy1)*

16 | I x2yz)(xzqery L x—1 L (IIx4q)?

16 HI(X2+Z)(X2+Z7) 1L (HX,1)2 1 (le+1)2

16 | I x442)(x4427)

13 IIXfl J_ IIX71 J_ III(X3—X—1)(X3+X2—1)

H(X—1)5 1 H(X—1)3

I(X,l)ax

Iy 1y LIxoq LIy,

O (O | © | ©

H(X71)7 1 IIx_4




Anhang B
Ein Beispielprogramm in GAP

Als Beispiel fiir die Implementierung der Algorithmen dieser Arbeit geben wir
hier ein GAP-Programm an, das den Stabilisator eines Ovoids berechnet. Der
Algorithmus ist in Abschnitt 4.5 beschrieben.

Es sei K ein endlicher Kérper, n € IN und V := K" ein quadratischer Raum.
Weiterhin sei O ein Ovoid von V', so dass dim (O) = n ist. Mit der Funktion
ovoidStabilisator 1a#t sich nun der Stabilisator von O in PI'O(V') berechnen.

ovoidStabilisator
Eingabe: der Korper field := K; die quadratische Form ¢Form auf V; eine
Liste ovo = {p1,...,p,} €V, sodass {(p1),...,(p,)} = O ist.

Ausgabe: eine Gruppe GG < I'O(V) als Matrixgruppe iiber dem Primkdrper
von K, so dass G < PT'O(V) der Stabilisator von O ist.

Die Hilfsprogramme

Die Funktion ovoitdStabilisator verwendet die folgenden Hilfsprogramme:

fingerPrtS
Eingabe: die quadratische Form gForm auf V; ovo = {p1,...,p,} €V und
pt € V sodass C:={(p1),...,(p-), (pt)} ein Teilovoid von V ist.

Ausgabe: J5(C, (pt)) wie in Definition 4.1.3.

fingerPrtSS
Eingabe: die quadratische Form ¢Form auf V'; ovo = {p1,...,p,} €V und
ptl,pt2 € V, so dass C := {(p1),...,{(p), (ptl), (pt2)} ein Teilovoid von
V ist.
Ausgabe: J5(C, (ptl), (pt2)) wie in Definition 4.1.3.

footPrtS
Eingabe: die quadratische Form ¢Form auf V'; ovo = {p1,...,p,} €V und
pt € V,sodass C:={(p1),...,(pr), (pt)} ein Teilovoid von V ist.

80
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Ausgabe: T, (C, (pt)) wie in Definition 4.2.1.

footPrtSS
Eingabe: die quadratische Form gForm auf V; ovo = {p1,...,p,} C V und
ptl,pt2 € V, so dass C := {(p1),...,(p), (ptl), (pt2)} ein Teilovoid von
V ist.
Ausgabe: J5(C, (ptl) , (pt2)) wie in Definition 4.2.1.

semiLinMapByGens
Eingabe: ein K-Vektorraum W1 mit Basis gensl; eine Liste gens2 von Vek-
toren eines K-Vektorraums mit |[gensl| = |gens2| =: d; ein Koérperautomor-

phismus ¢ := sig von K.
Ausgabe: Eine o-semilineare Abbildung ¢: W1 — (gens2) mit ¢(gensl;) =
gens2; fiir 1 <4 < d, falls eine solche existiert, faul sonst.

semiLinMapMat
Eingabe: eine Basis gensl von V; eine Liste gens2 C V mit |gensl| =
|gens2|; ein Kérperautomorphismus o := sig von K.
Ausgabe: Eine Matrix iiber dem Primkoérper von K, die eine o-semilineare
Abbildung ¢: V' — V mit ¢(gensl;) = gens2; fir 1 < i < d definiert, falls
eine solche existiert, fail sonst.

extendEquiv (Algorithmus 4.4.2)
Eingabe: die quadratische Form ¢Form auf V; ovo = {p1,...,p.} CV, so
dass O :={(p1),..., (pr)} ein Ovoid von V ist; eine Basis {by,...,b,} C ovo
von V; eine Liste sim C V; 0 mit 1 <0 < n.
Ausgabe: Eine Semidhnlichkeit ¢ von V mit ¢(O) = O und ¢((b;)) = (sim;)
fiir 1 <4y — 1, falls eine solche existiert, () sonst.

stabilizerDim
Eingabe: die quadratische Form ¢Form auf V; ovo = {p1,...,p.} CV, so
dass O :=={(p1),..., (pr)} ein Ovoid von V ist; eine Basis B C ovo von V.

Ausgabe: Eine Gruppe GG < T'O(V) als Matrixgruppe iiber dem Primkorper
von K mit G = {y € PI'O(V) | v(0) = O und ~((b)) = (b) fiir b € B}

stabilizer i0
Eingabe: i0 mit 0 < 0 < n; die quadratische Form qForm auf V; ovo =
{p1,-..,pr} € V,s0dass O := {(p1),...,(pr)} ein Ovoid von V ist; eine
Basis B = {b1,...,b,} C ovo von V; eine Gruppe stab < T'O(V), so dass
stab = {~v € PTO(V) | v(0) = O und ~({b;)) = (b;) fiir i < i0 + 1} ist.
Ausgabe: eine Gruppe stab < TO(V) mit
stab = {~v € PTO(V) | v(0) = O und ~({b;)) = (b;) fiir 1 <i <i0}.
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ovoidStabilisator:= function(ovo, field, qForm)
local fingerPrtS, fingerPrtSS, footPrtS, footPrtSS,
semilLinMapByGens, semilinMapMat, extendEquiv,
stabilizerDim, stabilizer_i0O, invarS, invarSS, K,
fieldBas, dim, ovoSp, B, b, invlList, i, D_i, j,
0_B, VBas, stab, 1i0;

#unaddHa s Hilfsprogramme ########4####1#ES

fingerPrtS:=function(ovo,pt,qForm)
local squares, sMat, i, j, b, qVec, k;

squares:= Set(field,x->x"2);
squares:= Difference(squares, [Zero(field)]);
sMat:=[];

for i in [1..Size(ovo)] do
sMat[i]:=[];
for j in [1..i-1] do
sMat[i] [j]:=sMat[j]1[i];
od;
sMat[i][i]:= O;
for j in [i+1..Size(ovo)] do
sMat[i] [j] :=qForm(ovo[i]+ovo[j]);
if sMat[i][j] in squares then
sMat[i][j]:= 1;
else
sMat[i][j]:=-1;
fi;
od;
od;
b:=[1;
for i in [1..Size(ovo)]ldo
b[i] := gForm(ovo[i]l+pt);
if b[i] in squares then
b[i]l:= 1;
else
blil:=-1;
fi;
od;
qVec:=[];
for k in [1..Size(ovo)] do
qVec[k] :=0;
for i in [1..Size(ovo)] do
qVec[k] :=qVec[k]+b[il*sMat [k] [i];
od;
qVec[k] :=AbsInt(qVec[k]);
od;
return Collected(Flat(qVec));
end;
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fingerPrtSS:=function(ovo,ptl,pt2,qForm)
local field, squares, fpr, k, b_kl, b_k2;

field:= Field(Concatenation(ovo));
squares:= Set(field,x->x"2);
squares:= Difference(squares, [Zero(field)]);
fpr:=0;
for k in [1..Size(ovo)] do
b_k1 := gForm(ovo[k]+ptl);

b_k2 := gForm(ovo[k]+pt2);

if b_kl in squares then
b_kl:= 1;

else
b_kl:=-1;

fi;

if b_k2 in squares then
b_k2:= 1;

else
b_k2:=-1;

fi;

fpr:=fpr+b_k1 *b_k2;
od;
fpr:=AbsInt(fpr);
return fpr;
end;

HEHAHAEHBHHEHAEH B H AR HEH RS R AR B SRS R AR RS RS R RS
footPrtS:= function(cap,pkt,qForm)
local bMat, bVec, i, j, inv;

bMat:=[];
bVec:=[];
for i in [1..Size(cap)] do
bVec[i] := qForm(cap[i]+pkt);
bMat[i]:=[];
for j in [1..i-1] do
bMat[i] [j]:=bMat[j][i];
od;
bMat [i] [i]:= O;
for j in [i+1..Size(cap)] do
bMat [i] [j]:=qForm(cap[il+cap[j]l);
od;
od;
inv:=[];
for i in [1..Size(cap)] do
for j in [i+1..Size(cap)] do
Add (inv,bMat[i] [j1*(bVec[i]*bVec[j1)~(-1));
od;
od;
inv:=Collected(inv);
Apply(inv,x->x[2]);
return(SortedList (inv)) ;
end;
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HERFHBHHHAFH B AR BFHHBEFHHERHH B R SRR RS H B RS HHERS H B RS
footPrtSS:= function(cap,pl,p2,qForm)
local bVecl, bVec2, i, bl2, inv;

bVeci:=[];

bVec2:=[];

for i in [1..Size(cap)] do
bVec1[i] := gqForm(cap[i]+p1l);
bVec2[i] := gqForm(cap[i]+p2);

od;
b12:=qForm(p1l+p2);
inv:=[];

for i in [1..Size(cap)] do
Add(inv,bVec1[i] *(bVec2[i]*b12)~(-1));
od;
inv:=Collected(inv);
Apply(inv,x->x[2]);
return(SortedList (inv));
end;

R s s s s R R
semilinMapByGens:=function(Wl,gensl,gens2,sig)
local d, W2, sigN, ind, i, basl, bild, mat, map;

d:= Dimension(W1);
W2:=VectorSpace(LeftActingDomain(W1l) ,gens2) ;
if d<>Dimension(W2) then

Print("-");

return fail;
fi;
sigN:= ShallowCopy(sig);
if Size(gens1)<>Size(gens2) then

return fail;
fi;
ind:= [1];
i:=2;
while Size(ind)<d do

if not gensi[i] in

VectorSpace(LeftActingDomain(W1l) ,gens1{ind}) then
Add(ind,i);

fi;

i:= i+1;
od;
basl:=gens1{ind};
bild:=gens2{ind};
if Size(basl)=Size(basi1[1]) then

mat:= List(bas1~(-1),v->List(v,a->a"sig))*bild;

map:=x->List(x,a->a"sigN)*mat;
else

basl:=Basis(W1,basl);

map:=x->List(Coefficients(basl,x),a->a"sigN)*bild;
fi;



if ForAny(Difference([1..Size(gens1)],ind),
i->map(gens1[i])<>gens2[i]) then
return fail;
fi;
return MappingByFunction(W1,W2,map) ;
end;

H#HHSHAH SRS HEHAEF G HASH S F RS H GBS R H S H AR B H A SR ES RS
semiLinMapMat:= function(V,gensl,gens2,sig)
local sigMat, blocks, sigMatBU, map, mat, matBU, sig_mat;

sigMat:=List(fieldBas,b-> Coefficients( fieldBas,b"sig));
blocks:= List([1l..dim], i->[i,i,sigMat]);
sigMatBU:=BlockMatrix(blocks,dim,dim) ;
map:=semilLinMapByGens(V,gens1,gens2,sig);
mat:=List(VBas,b-> Coefficients(VBas,b map));
matBU:=BlownUpMat( fieldBas, mat );
sig_mat:=sigMatBU*matBU;
return sig_mat;

end;

#t#HH S H A S A A R R S
extendEquiv:=function(B, sim, i_0, ovo,qForm)
local is010nTo02, isFeasSigma, invSSTest, sigmas, sig,
multi, phi, i, lambda, W, map, im, Im, x,
ovoDiff, phi_x;

# testet, ob das Bild von 0 unter der sig-semilinearen
# Abbildung sim gleich 0Ov2 ist.
is010nTo02:= function(sim,sig,0_B,0v2)

local Im, i, x;

Im := [];
for i in [1..Size(0_B)] do
x:=0_B[i];

Im[i]:=Sum([1..Size(sim)], j->x[j]l-sig * sim[j]);
Im[i]:=Im[i]#First(Im[i] ,k->k<>0%k)~(-1);

od;

if Set(Im)=Set(0v2) then
return true;

fi;

return false;

end;

isFeasSigma:= function(sig,qForm, 0_B, B, 0v2, sim, i_0)
local multi, phi, i, lambda;
if i_0-1>=3 then

multi:=qForm(B[2]+B[3]) "sig *qForm(sim[1]+sim[2])
*qForm(sim[1]+sim[3])
/(qForm(B[1]+B[3]) ~sig *qForm(B[2]+B[1]) "sig

*qForm(sim[2]+sim[3]));

phi:=[1;

phi[1] :=sim[1];

for i in [2..i_0-1] do

lambda:= multi*qForm(B[1]+B[i]) ~sig/qForm(sim[1]+sim[i]);
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phi[i]:= lambda*sim[i];
od;
## Definiert phi eine Semi&hnlichkeit?:
if ForAny([2..i_0-2], k-> qForm(phi[k]+phi[i_0-1])
<> multi*qForm(B[k]+B[i_0-1])"sig) then
return false;
fi;
fi;
return true;
end;

invSSTest:=function(inv_0,ovo,sim,i0, invarSS,qForm)
local k,b1,b2,b3,s1,s2,s83;
for k in [1..i0-1] do
if invarSS(ovo,sim[iO],sim[k],qForm) <> inv_0[i0] [k] then
return false;
fi;
od;
return true;
end;

sigmas:= Set(Group(FrobeniusAutomorphism(field)));
if 1_0-1>=3 then
sigmas:=
Filtered(sigmas,sig->
isFeasSigma(sig,qForm, 0_B, B, ovo, sim, i_0));
if sigmas =[] then
return [];
fi;
fi;
if i 0 > Size(B) then
# teste ob es einen Semi&hnlichkeit phi gibt mit
# phi(<B_i>)=sim(<B_i>), die ovo auf ovo abbildet?
for sig in sigmas do
multi:=qForm(B[2]+B[3]) sig *qForm(sim[1]+sim[2])
*qForm(sim[1]+sim[3])
/(qForm(B[1]+B[3]) ~sig *qForm(B[2]+B[1]) "sig
*qForm(sim[2]+sim[3]));
phi:=[1;
phi[1]:=sim[1];
for i in [2..i_0-1] do
lambda:= multi*qForm(B[1]+B[i]) ~sig/qForm(sim[1]+sim[i]);
phi[i] := lambda*sim[i];
od;
if is010nTo02(phi,sig,0_B,ovo) then
W:= Subspace(field~dim,B);
map:=semilLinMapByGens(W,B,phi,sig);
im:= List(VBas,b->b"map);
map:=semilLinMapMat
(field"dim,VBas,im,sig);
if map<> fail then
return map;
fi;
fi;



od;

return[];
fi;
## Die moglichen Fortsetzungen von sim werden gesucht:
Im:= Difference(ovo,sim{[1..i_0-1]});
for x in Im do

sim[i_0] :=x;

ovoDiff:=Difference(ovo,sim{[1..i_0]1});

if invSSTest (invList[3],ovoDiff,sim,i_0,invarSS,qForm) then

if i_0>1
or invarS(ovoDiff,x,qForm)= invList[1][i_0] then
sim[i_0] :=x;
phi_x := extendEquiv(B, sim, i_0+1, ovo,qForm);
if phi_x <> [] then
return phi_x;
fi;
fi;

fi;
od;
return[];

end;

HHHSHAH SRS HEHAF A HASH A F RS H S B SHRH S H AR B H A SR SRS
stabilizerDim:= function(ovo,B,qForm)
local ptMapToMaps, stab_dim, phi_siglist, phiSig, phi,
sig, map, ovolm, mat;

# Bestimmt die Semiihnlichkeiten die B[i] auf sim[il
# abbilden fiir 0<=i<=Size(B)
ptMapToMaps:= function(B,sim,qForm)
local sigmas, bForm, maps, sig, multi, phi, i, lambda;

sigmas:= Group (FrobeniusAutomorphism(field));
bForm:= function(x,y)
return gqForm(x+y)-qForm(x)- gForm(y);

end;

if ForAny([2..Size(sim)],
i->bForm(sim[1],sim[i])=Zero(field)) then

return [];

fi;

maps:=[];

for sig in sigmas do

multi:=bForm(B[2],B[3]) "sig *bForm(sim[1],sim[2])
*bForm(sim[1],sim[3])
/ ( bForm(B[1],B[3]) sig *bForm(B[2],B[1]) sig
*bForm(sim[2] ,sim[3]) );
phi:=[1;
phil1] :=sim[1];
for i in [2..Size(sim)] do
lambda:= multi*bForm(B[1],B[i]) “sig/bForm(sim[1],sim[i]);
phi[i]:= lambda*sim[i];
od;
## Definiert phi eine Semi&hnlichkeit?:
if ForAll(Combinations([1..Size(sim)]1,2), k->
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bForm(phil[k[1]],phil[k[2]])
= multi*bForm(B[k[1]],B[k[2]]) sig)
and ForAll([1..Size(sim)], i->
gForm(phi[i])= multi*qForm(B[i])~sig) then
Add (maps, [phi,sig, multi]);
fi;
od;
return maps;
end;
ovo:= List(ovo, p->p*First(p,a->a<>0*a)~-1);
stab_dim:=[];
phi_siglist:= ptMapToMaps(B,B,qForm) ;
for phiSig in phi_siglList do
phi:= phiSig[1];
sig:= phiSig[2];
map:=semilinMapByGens (field~dim,B,phi,sig);
ovoIm:= List(ovo,p->p~map);
ovoIm:= List(ovoIm, p->p*First(p,a->a<>0%a)~-1);
if Set(ovoIm)=Set(ovo) then
mat:= semilinMapMat(field~dim,B,phi,sig);
Add(stab_dim,mat) ;
fi;
od;
return Group(stab_dim);
end;

HHHH R RS RS RS E RS S AR S AR SRS SR S RS SRR
stabilizer_i0:= function(ovo,B,stab,qForm,i0)
local

orbitsSemiGrpOnLines, orbs, gens, o, p, sim, map_o;

orbitsSemiGrpOnLines:= function(grp,set)
local bdVec, basV, orbs;
bdVec:= function(v, fieldBas)

end;

orbs:
gens:
orbs:

local e, d, w, i, w_i;

e:= CanonicalBasis(field~dim);

d:= Size(fieldBas);

w:=[];

for i in [1..dim] do
w_i:r=v{[(i-1)*d+1..i*d]};
wl[i]:= Sum([1..d],j->fieldBas[jl*w_i[j]);

od;

w:= Sum([1..dim], i->e[il*w([i]);

w:= wxFirst(w,a->a<>0%a)"~-1;

return w;

end;

basV:= CanonicalBasis(field~dim);

set:= List(set,v->BlownUpVector( fieldBas, v));
orbs:=0rbits(grp, set,OnLines);

orbs:= Set(orbs, ob-> Set(ob,v -> bdVec(v, fieldBas)));
return orbs;

orbitsSemiGrpOnLines(stab,ovo);
ShallowCopy (Generators0fGroup (stab)) ;
Difference(orbs, List(B{[1..i0]1},x->[x]1));
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for o in orbs do
p:= ol[1];
sim:=Concatenation(B{[1..i0]1}, [pl);
map_o:=extendEquiv(B,sim,i0+2,0ovo, qForm);
if map_o<>[] then

Add (gens, map_o);

fi;

od;

return Group(gens);

end;

#E#HERH R AR HHAH# AR Hauptprogramm: #######AH#EHHHAHHS
if Characteristic(field)=2 then
invarS:= footPrtS; invarSS:= footPrtSS;
else
invarS:= fingerPrtS; invarSS:= fingerPrtSS;
fi;
K:= PrimeField(field);
fieldBas:= Basis(VectorSpace(K,Set(field)));
dim:= Size(ovo[1]);
ovo:= List(ovo,x->x*First(x, a->a<>0*a)~-1);
ovoSp:=VectorSpace(field,ovo);
B:=[];
while Size(B)< dim do
b:=First(ovo, p -> not p in Subspace(field~dim,B));
if b=fail then Error(); fi;
Add(B,b);
od;
invList:=[[],[],[0];
for i in [1..Size(B)] do
D_i:=Difference(ovo,B{[1..1i]});
invList[1] [i] :=invarS(D_i,B[i],qForm);
invList[3][i]:=[];
for j in [1..i-1] do
invList[3][i][j]:=invarSS(D_i,B[i],B[j],qForm);
od;
od;
B:= Basis(VectorSpace(field,B),B);;
0_B:= List(ovo,x->Coefficients(B,x));
VBas:= CanonicalBasis(field~dim) ;
stab:= stabilizerDim(ovo,B,qForm);
i0:=dim-1;
while i0>=0 do
stab:=stabilizer_i0O(ovo,B,stab,qForm,i0);
i0:=i0-1;
od;
return stab;
end;
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