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Figure 1: Demonstration of the Plan  Abstraction 
Methodology
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Figure 3: Graph of Candidate Abstract Operations from 3 andã  4-disk ToH-problem and Indicated Consistent Paths <α,β,γ>
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Application Condition:
- initial state:	 on_peg(X,t), on_peg(Y,_), on_peg(Z,_) 
- goal state:	 on_peg(X,_), on_peg(Y,t), on_peg(Z,_)
- constraints:	 X≠Y, X ≠Z, Y≠Z
Operator Sequence: split(X,Z), m'(X,Y), join(Z,Y) 

Figure 4: Variabilized Abstrac� t Plan as Result of path <β>

1 ô � õ · Ä ¼~L�I ê Ä���� ³�¢��Ñ�¦´�³�¢�¬D¤��T�� X³��¦¬D¥�¬X½
³�¢���µ�¢� X�3�¯®Ë¡�¬g¥�µ<�mµ�³��T¥n³A¤� X³�¢¾¤� �¡�¬D¥�¥��¯¡�³aµ
µ�³a R³���«
è ¾ E!� � Å��¦³�¢u«
è ¾ì'� � À"Å%¢��T���_³3¢��¯µ��_µ�³a X³3�¯µ
 X���0®n�T���¦­D�¯®
½���¬D« ³3¢��Ä¡�¬D¥�¡����T³��0µ�³a X³��¯µb«�à ¾ E!� �
 X¥�®�«
à ¾ì'� � �¦¥�®nÁ�¡��¯®ð©n°�³�¢��r¤n£m X¥a¯�à � Â
Ãr®�®g��³j��¬g¥� d£�£�°DÀæ³�¢��äµ�¢� R���¯®�¤� X³�¢Ô®n�7��¥��¯µ
  ¡�¬D�����¯µj¤�¬D¥�®g�¦¥�§�µ��¯ñgÁ��T¥�¡��¨¬X½2«
�¦¥n�¦«� d£
 X©�µ�³3�a D¡�³Ïµ�³� X³���®n�¯µ�¡����¦¤�³��¦¬D¥�µP«
è�¬ � ÂdÂ¯Â � «�è >Å��¦³�¢O«
è ¾ ( ó + �`, ô ³�õ.- � �
	 «
è�³�Â�Í�¢��¯µ��A«
�¦¥n�¦«� d£
 X©�µ�³3�a D¡�³>µ�³a R³��¯µ4¡�¬g¥]³a +��¥
��±� D¡�³�£¦°
³�¢�¬]µ��%µ��T¥�´
³��T¥�¡��¯µJÅ%¢n�m¡3¢Ï X����¥��¯¡��¯µ3µ� X��°6³�¬A§DÁ� R�a X¥n³��T�
³�¢��
 X¤�¤n£��c¡T R©n�¿£��¦³�°6¬X½i³3¢��r¬D¤��T�a R³��¦¬D¥�µº�¦¥Û³�¢��
¤� X³�¢FÂ(Ý�¬D���¯ g¡�¢�µ�¬gÁ��a¡��A¤n£m X¥°¯�à �  �µ�³a R³��
 X©�µ�³3�a D¡�³��¦¬D¥Ñ«� X¤�¤n�¦¥�§�� ô � õ ¡T R¥�¥�¬XÅ�©#�Ð®n�T´
��¥��¯®ð³�¢���¬DÁ�§g¢�L
� ô � õ ·0«
àd¼KLcI Å ��� «
à µ°¶ É µò¶°� · �� X¥�®

 Ä ­:Å ú � Â¯ÂdÂ � DÇÆ µ�Á�¡3¢�³�¢� X³
� ­®«�è ³  X¥�®



«
à.ã «�à)( ó + �`, ô ³�õ.- � � ÆnÂ¾×D¬�×D´\Ø#ÃÐ¹Ò×�¤���¬�®nÁ�¡��¯µ
�¦¥�®n�T�¯®�µ�¢� R���¯®�¤n£m X¥¾ X©�µ�³��� D¡�³��¦¬D¥�µ_ g¡T¡�¬D�a®n´
�¦¥�§Û³�¬ð³�¢���¤���¬g¤�¬]µ��¯®Þ«�¬�®n��£\ÂÛÝ�¬D�r³3¢��� X©�´
µ�³��� D¡�³Ä¤n£m X¥�½e��¬g«¨¤� X³�¢�ï óû��·�Ý��¦§DÁ���� 9 ¼
³�¢��� X©�µ�³��� D¡�³��¦¬D¥2«� R¤�¤n��¥�§nµ6¢� d­D�Ï d£¦���¯ D®n°
©��T�T¥ð¤����¯µ��T¥n³��¯®Ñ�¦¥6Í4 X©n£¦� ú Â

� ë VA� [r[ áFT á�ë � ã2á�çéâ ç:T
YOVí� â �WZ\[ ãæå � ë2ãO]
á�çÇâ [

×X�¦¥�¡��Û¥�¬XÅ_Àº³�¢n�mµ
¤� X¤#�T��¢� DµÆ¤����¯µ��T¥n³��¯®� X¥
 X¤�¤���¬n D¡�¢æ½�¬D��µ�¤��T�¯®g�¦¥�§ Á�¤�¤n£m X¥�¥n�¦¥�§Ç©n°
£¦�¯ X��¥n�¦¥�§Çµ�¢� X�3�¯®È R©�µ�³��a D¡�³j��¬g¥�µ6½���¬D« µ�Á�¡�´
¡��¯µ�µ<½�Án£�¤n£m X¥�¥n�¦¥�§Ï¡T gµ��¯µTÂÛÍ�¢��T�3�T©]°DÀ/³3¢����¦¥�´
³���¬�®nÁ�¡��¯®
µ�¤��T�¯®nÁ�¤Ñ���¯ñgÁn�¦���T«��T¥n³aµ ú À �  X¥�® M
 X���%µ� R³��mµ<�����¯®&Â�Í�¢n�mµºµ��¯¡�³��¦¬D¥A®n�¯ d£mµ>Å���³3¢� X¤�´
¤���¬] g¡�¢��¯µ�³3¬Æ R¥A��ÿí¡3�¦�T¥]³0¬D��§] R¥n��Õ¯ R³��¦¬D¥Û X¥�®
Á�³���£��¦Õ¯ X³��¦¬D¥�¬X½Ä³3¢���£¦�¯ X��¥��¯®� R©�µ�³��a D¡�³J¤n£m X¥�µ
³�¬� D¡3¢n�¦�T­D�_³�¢��0½�¬DÁ���³3¢A���¯ñDÁn�¦���T«��T¥]³¯Â
Ãrµ_ d£¦���¯ D®n°6¤���¬g¤�¬]µ��¯®Þ©n°î4/¬n¬  R¥�®�Ý��mµ�¢��T�
÷ 4/¬]¬- R¥�®ÔÝ��mµ�¢��T�¯À ú¯ûDû"úTþ À¾¡�¬D¥�¡��T¤�³ ½�¬D��´
«� X³j��¬g¥Ç¬X­D�T�W��±²¤n£m X¥� X³j��¬g¥�µÞ�cµ� ª«��T³�¢�¬�®
³�¢� X³Ô¡�¬D«
©n�¦¥��¯µ ³�¢��õ��±�¤n£m X¥� X³��¦¬D¥�´�©� Dµj�¯®
¤� X�a g®g��§g«-Å��¦³�¢W³�¢���¤� X�� D®g�¦§D« ¬X½Ä¡�¬D¥�¡��T¤�³
½�¬D��«� X³j��¬g¥ ÷ _ �T¥�¥� X���u���¦�	��
cÀ údûDüDûXþ ³�¬(���T´
µ�Án£¦³���¥� Ò«��T³�¢�¬�®JÅ%¢n�m¡�¢�¡T X¥
 XÁ�³�¬D«� R³��m¡T d£�£�°
¡����¯ X³3�Ð J¢n�¦�T�a X�a¡3¢n�m¡T d£i¡3£m Dµ�µ����:¡T R³��¦¬D¥6³����T�0¬X½
µ�¢� X�3�¯®Ñ��±²¤n£m X¥� X³j��¬g¥�µTÂ

3bhkj v�ûyt ÷ul øÃzÛt°n l x�m vfsÛ7
n0�ez �yqCz
7 l 7 p �
� p sut ü
monÑ7�û p nrq	sut

Í�¢���©� Dµ<�m¡��m®n�¯ 0�mµ�³�¬r¡�¬D¥�µ�³��3Á�¡�³> Ä¡3£m Dµ�µ����:¡T R´
³��¦¬D¥Ñ¢n�¦�T�a X�a¡3¢]°DÀ²��¥AÅÒ¢n�c¡3¢A�¯ D¡3¢�¥�¬�®n�0�¦¥A³�¢��
¢n�¦�T�a X�a¡3¢n°Û���!o��¯¡�³aµ0³3¢���µ�¢� X���¯®6 X©�µj³��a D¡�³��¦¬D¥
¬X½� ðµ��T³r¬X½�¤n£m X¥�¥n�¦¥�§�¡T Dµ��¯µuÂ!Í�¢��Ñ X©�µ�³��a g¡�³
¤n£m X¥�ÅÒ¢n�c¡3¢2¡T X¥�©#� µ�³3¬D���¯®� R³� 6¥�¬�®n�DÀ��mµ
³�¢��T¥¾­+ +£¿�m®(½�¬D�A d£�£Ð¬R½!³�¢��ð¥�¬²®n�	;ùµA®n�¯µ3¡��T¥�´
®n�T¥n³aµTÂrÍF¬A¡�¬D¥�µ�³3��Á�¡�³_µ�Á�¡3¢� Ñ¡3£m Dµ�µ<���:¡T X³j��¬g¥
¢n�¦�T�a X�a¡3¢n°DÀ/¬D¥��Ñ�¦«�¤�¬g��³a X¥n³
¤���¬D¤��T�3³�°Þ¬X½_×D´
Ø#ÃÐ¹Ò×�¡T X¥ð©��JÁ�³���£¿�¦ÕT�¯®&Â
6�½AÅ��W£¦¬]¬DÖ  X³W×D´\Ø#ÃÐ¹Ò×Î DµÞ �£¦�¯ X�3¥n��¥�§
½�Á�¥�¡�³��¦¬D¥��ËÅÒ¢n�c¡3¢�«� R¤�µÄ �&Ï����$'&~8�$	�Ì8
�0�
�#�
-/���	�ÿ&Û¬D¥n³�¬Î =&"�
��$'&Î�*17&"�#����8
�Û-F������&TÀ
Å��

no shared abstraction

{ 1,...,4,2
�

 ,...,5 }*� *�

p p�  _ t _ _
merge(
�
a,b,a)

{ 2 ,3 ,4 ,5 }*�*�*�*�
m´(a� ,c)

{ 1,2,3
�
,4}

t _ _ _ _ t

u u
l n _

m´(b� ,a)

t _ _
m´(c� ,a)

clea� r
larg� e
disk� s

{ 4 , 5 }*�*�
3 oper� a� tions

{ 2,3
�
,4}

    u
    n
_ _ l 

u
n
l _ _

7 oper� a� tions

{ 3,4
�

}

t _ _ _ _ t

Ý��¦§DÁ���� � L Ö £m Dµ3µ<���:¡T X³��¦¬D¥Û�����T�� D¡�¢n°Ñ¬X½iØ�£m X¥
Ã0©�µ�³��a D¡�³j��¬g¥�µ

¡T X¥(�¯ Dµ<��£���°¾µ��T�Û³3¢� X³�³�¢��Ñ½�¬X£�£¦¬+Å���¥�§Þ�¦¥�¡3£¦Á�´
µ<�¦¬D¥ð¢�¬X£m®�µ"L

�Ò· � ú ¼�ã��%· � � ¼/��½ � � ã � ú
Í�¢n�mµÇµj³a X³��T«��T¥n³æ��±²¤����¯µ3µ��¯µæ³�¢���¬D©n­D�¦¬DÁ�µ
¤���¬D¤#�T��³�°DÀ&³�¢� X³r X©�µ�³��� D¡�³��¦¬D¥�µ�£��¯ R��¥��¯®Ó½e��¬g«
 Ñµ��T³Ä¬R½�¡�¬D¥�¡����T³��J¤n£c R¥�µr X���! +£cµj¬�­X d£��c®6 X©�´
µ�³��� D¡�³��¦¬D¥�µP½e¬g�! X¥n°�µ�Á�©�µ��T³¯Â.d%¥Ï³3¢���¬D³3¢��T�
¢� X¥�®&Àg�¦³º�cµ�¡3£¦�¯ X��³�¢� X³º��±²³3�T¥�®g��¥�§�³�¢��Ðµj�T³>¬X½
¤n£m X¥�µP½e�3¬D«¨Å%¢n�m¡�¢� X©�µ�³3�a D¡�³��¦¬D¥�µr X�3��³�¬A©��
¡�¬D¥�µ�³3��Á�¡�³��¯®�«� d°!�3�¯®nÁ�¡��r³�¢��Äµ��T³�¬X½F���¯µ�Án£¦³�´
�¦¥�§ µ�¢� R���¯®� X©�µ�³3�a D¡�³��¦¬D¥�µTÂJÃÈ¡3£m Dµ3µ<���:¡T X³��¦¬D¥
¬X½i R©�µ�³��a D¡�³º¤n£m X¥�µ%¡T X¥A©#�r©�Án�¿£m®Ó¬D¥�³3¢��Ä©� X´
µ<�mµJ¬X½� ð¡3£m Dµ�µ<���:¡T X³��¦¬D¥W¬X½�³�¢���¡�¬D¥�¡����T³3����±²´
 X«�¤n£¦�º¤n£c R¥�µTÂN6�½! ³ �mµ4 �¥�¬�®n�/�¦¥J³�¢��>¡3£m Dµ�µ<����´
¡T X³��¦¬D¥�¢n���T�� X�a¡3¢]°DÀn³�¢��T¥
£¦�T³#"� ³ ®n�T¥�¬D³��%³�¢��
µ��T³J¬X½�³�¢���¡�¬D¥�¡��3�T³�����±� X«�¤n£¦��¤n£m X¥�µJÅ%¢n�m¡�¢
©���£¦¬D¥�§Þ³�¬A³�¢� X³
¡3£c gµ�µTÂa6�½$ ³ �mµJ Ûµ�Á�©&¡3£c gµ�µ
¬X½% �ìÄ�¦¥�³3¢��!¢n�¦�T�a R�a¡�¢n°DÀ&³�¢��T¥&"' ³ ã("' �ì
¢�¬X£m®�µÛ R¥�®¾³�¢��T����½�¬D�����%·)"� �ì ¼Úã*�%·+"' ³ ¼
�mµ� d£mµ�¬ð³���Á��DÂðÃÄ¥� X©�µ�³��� D¡�³_¤n£m X¥Ú¯�è-, ¹ ¡T X¥
©��Û gµ�µ�¬�¡3�c R³��¯®WÅ��¦³�¢W�¯ D¡�¢�¡3£m Dµ�µ� ³ À/Å%¢��T���
¯�è , ¹ ­.�Ò·+"' ³ ¼aÂ
Ã�³�°n¤n�m¡T d£����T¤����¯µ��T¥n³a X³j��­g�� R©�µ�³��a D¡�³�¤n£c R¥
½e¬g�
 2¡3£m Dµ�µ/ ³ µ�¢�¬DÁn£m® ©#�Ë¡3¢�¬]µ��T¥æ�¦¥ä (Å� d°
³�¢� X³���³W®g�¿ÚF�T�aµ�½���¬D«ï³�¢��Ë R©�µ�³��a D¡�³6¤n£m X¥�µ
Å%¢n�m¡3¢�¢� ¯­g��©#�T�T¥�µ���£¦�¯¡�³��¯®W½�¬D�_³3¢��Ûµ�Á�¤��T��´
¡3£m Dµ�µ��¯µß¬X½0 ³ Â Í�¬Ç D¡3¢n�¦�T­D�2³�¢n�mµ�¡�¬D¥�®g�¦´
³��¦¬D¥FÀ�¯Ìè , ¹ ¡T X¥W©��Û®n�¯µ���§g¥� X³��¯®� DµP½�¬X£�£�¬XÅÄµºL
¯�è , ¹ ­ó·��%·+"' �³Ü¼ » �Ò·+"' ì ¼�¼_��½� ì �mµAµ�Á�´
¤��T��¡3£c gµ�µ�¬R½$ ³ Â�Í�¢��Û R¤�¤n£¿�m¡T X³j��¬g¥Ë®n¬D«� +��¥
 DµºÅ���£�£� gµ>³3¢��Ð¡3£m Dµ�µ����:¡T R³��¦¬D¥Û¢n�¦�T�a X��¡�¢n°�¢� gµ



2 1
4 3 _

m(a1 ,c) m(a1 ,b) m(c2 ,b) m(c2 ,a)m(b
3

,c) m(b
3

,a)

  1
4 3 2

    1
4 3 2

3   1
4 _ 2

2
3
4 1 _

1
2
3
4 _ _

3
4 1 2

Figure 6: The 4-Disk4  Merge Problem 4*
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