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Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Entwicklung eines Wérmetransportmodells fiir
tiefe geothermische (hydrothermale) Reservoire. Existenz- und Eindeutigkeits-
aussagen beziiglich einer schwachen Losung des vorgestellten Modells werden
getitigt. Weiterhin wird ein Verfahren zur Approximation dieser Losung basie-
rend auf einem linearen Galerkin-Schema dargelegt, wobei sowohl die Konver-
genz nachgewiesen als auch eine Konvergenzrate erarbeitet werden.
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1 Einleitung

Geothermie beschreibt die im zugénglichen Teil der Erdkruste gespeicherte Wér-
me und z#&hlt zu den erneuerbaren Energietrdgern. Der Bedarf nach solchen al-
ternativen Energietrégern hat sich in den letzten Jahren bzw. Jahrzehnten im-
mens verstérkt, insbesondere durch steigende Preise fossiler Rohstoffe und deren
Knappheit, aber auch auf Grund des Klimawandels. Da Erdwéirme einen nahe-
zu unbegrenzten Energievorrat darstellt und im Vergleich zu Solar- bzw. Wind-
kraftanlagen unabhéngig von #ufleren Einfliissen (insbesondere unabhéingig von
den Wetterbedingungen) verfiigbar ist, kann Geothermie einen wesentlichen An-
teil dieses Bedarfs decken. Tiefe geothermische Reservoire, die zur wirtschaft-
lichen Strom- und Fernwérmeerzeugung eingesetzt werden, kann man auch in
Deutschland finden, z.B. im Gebiet des Oberrheingrabens (siehe [27]).

Unterschiedliche, miteinander gekoppelte physikalische Vorgénge miissen bei der
Reservoirmodellierung mit einbezogen werden. Dazu gehoren z.B. das Span-
nungsfeld, chemische Prozesse, Stofftransport, Flieiwege und -geschwindigkeiten
und Wirmetransport. Dies findet man unter anderem in [3], [4], [5], [17], [18],
[19], [20], [24] und in den darin genannten Referenzen.

Um die mogliche Produktionsleistung und das Langzeitverhalten eines Geother-
miewerkes vorhersagen zu konnen, muss unter anderem vor Inbetriebnahme die
zu erwartende Reservoirtemperatur wiahrend des laufenden Betriebs, d.h. die
Temperatur des Wassers, das zur Erdoberfliche beférdert wird, simuliert wer-
den. Das bedeutet, dass ein mathematisches Modell fiir den Wirmetransport
innerhalb eines tiefen geothermischen Reservoirs, das sich in durchschnittlich
3000m Tiefe befindet, entwickelt werden muss. Verschiedene Wérmetransport-
modelle und Ansétze zur numerischen Losung findet man z.B. in [15] und [23].
Spezielle Ansiitze sind unter anderem die Local Discontinuous Galerkin Method
(siehe [6], [16]), die Petrov-Galerkin Methode (siehe [2], [21]), Methoden mittels
radialer Basisfunktionen (siehe [30]), Multiskalenansétze (siche [12]), Methoden
basierend auf einer Integralgleichung (siehe [11]) und Finite Elemente Methoden
mit exakter Zeitdiskretisierung (siehe [13], [14]).

Tiefe Geothermiequellen kénnen in drei Kategorien eingeteilt werden: petrother-
male/HDR (Hot Dry Rock) Systeme, Systeme mit tiefen Erdwérmesonden, hy-
drothermale Systeme. In unserem Modell zum Wiarmetransport wollen wir uns
auf hydrothermale Systeme konzentrieren. In hydrothermalen Systemen zirku-
liert vorhandenes Thermalwasser zwischen zwei tiefen, gebohrten Brunnen iiber
vorhandene, natiirliche Grundwasserleiter (genannt Aquifere).

Ausgehend von dieser Situation leiten wir in Kapitel 2 die transiente Advektions-
Diffusions-Gleichung fiir ein zweiphasiges poréses Medium B bestehend aus einer
festen Phase aus Gestein und einer fliissigen Phase aus Wasser her

or
(cp)pa = V- (kpVT) — Aeeprve - VT + Q.

Diese partielle Differentialgleichung (zur Theorie partieller Differentialgleichun-
gen siehe z.B. [8], [26], [29]) stellt die zeitliche Entwicklung der Temperatur im
Inneren des geothermischen Reservoirs B dar, die durch diffusive und advektive
Wairmeiibertragung und einen Quellterm gekennzeichnet ist.
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Basierend auf dieser Gleichung wird in Kapitel 3 ein Anfangs-Randwert-Problem
aufgestellt. Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung dieses Problems
wird dann mit Hilfe von Theorem 10.3 aus [26] bewiesen. Eine Aussage zur
Stetigkeit der Losung folgt unmittelbar aus dem Sobolev’schen Einbettungssatz
und ist ein Spezialfall von Lemma 10.4 in [26].

Da das zu 16sende Problem unendlich dimensional ist, entwickeln wir in Kapi-
tel 4 ein Verfahren zur Approximation, dem das lineare Galerkin Schema zu-
grunde liegt. Die Konvergenz der Approximation beziiglich bestimmter Funk-
tionenriume wird dann in Theorem 4.1 nachgewiesen. Ahnliche Betrachtungen
zur Approximation partieller Differentialgleichungen findet man unter anderem
in [7] und [25].

Uberlegungen zur Konvergenzrate im L?(B)-Raum werden in Kapitel 5 getiitigt
bevor in Kapitel 6 ein Fazit gezogen wird.

2 Herleitung der TADG

Das Anfangs-Randwert-Problem, das wir entwickeln, um den Wérmetransport
innerhalb tiefer geothermischer Systeme zu beschreiben, hat als Hauptbaustein
die transiente Advektions-Diffusions-Gleichung (TADG). Sie wird im Folgenden
fiir ein pordses Medium bestehend aus einer festen (Gestein) und einer fliissigen
Phase (Wasser) hergeleitet. Diese Vereinfachung auf zwei Phasen basiert auf der
Konzentration auf hydrothermale Systeme, in denen, wie in der Einleitung ge-
schildert, vorhandenes Thermalwasser zwischen zwei tiefen Brunnen zirkuliert.

Zunéichst moéchten wir die auftretenden Gréflen definieren. Im Folgenden be-
zeichne B ein beliebiges beschrianktes Gebiet (d.h. offen und zusammenhéngend)
in R3, das das geothermische Reservoir beschreibt. Bekanntlich ist die Wérme-
energie innerhalb von B zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch

/B e, (. OT () dV (z),

wobei ¢(x,t) die Wiarmekapazitét, p(z,t) die Dichte und T'(x,t) die Temperatur
an der Stelle x zur Zeit ¢ darstellt. Das Volumenelement wird mit dV bezeichnet.
Falls nicht anders erwéhnt, sind alle bisher und im weiteren Verlauf eingefiihrten
Groflen skalar.

Weiterhin ist die Warmeenergie, die durch den Rand von B, notiert durch 9B,
flieit, gegeben durch

¢(x,t) - n(x) dS(x).
oB
Hierbei sei ¢(z,t) € R der Wirmefluss an der Stelle x zur Zeit ¢ und n(x) € R3
die duflere Einheitsnormale zu 0B im Randpunkt x. Das Fldchenelement ist
durch dS gegeben.
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Die durch die Wéarmequelle Q(z, t) in Punkten x zur Zeit t erzeugte Wiarmeener-

gie in B entspricht
[ Q) avia)
B

Das FEnergieerhaltungsgesetz besagt, dass die zeitliche Anderung der Wirme-
energie in B identisch ist zur Summe aus der entzogenen Wérmeernergie, die
durch den Rand 0B fliefit, und der erzeugten Wirmeenergie in B, also

% (@, t)p(x, )T (x,t) dV(z) = ¢(:1: t)-n(x) dS(x)
B
/Q z,t) dV(z

Unter Verwendung des Satzes von Gauf$ (fiir ¢(-,t) differenzierbar in B fiir jeden
Zeitpunkt t) gilt somit

% Bc(m,t)p(x T (z,t) dV (z) = —/sz'¢($,t) dV () (1)

+/BQ(x,t) dv(z)

Fiir eine vektorielle Funktion f : B — R3?, die in # € B differenzierbar ist,
definieren wir die Divergenz von f in x durch

af i
Z 81‘1

wobei “” das Euklidische Skalarprodukt in R3 bezeichnet.

Nehmen wir an, dass die Funktion c(-, t)p(-, t)T(-,t) € C(B), d.h. einmal stetig
differenzierbar auf 3, dann kénnen wir auf Gleichung (1) das Transport Theorem
anwenden und erhalten

/ <§t(c(x,t)p(x,t)T(a¢,t)) +V, - (c(:z:,t)p(z,t)T(x,t)v(:c,t))) dv (z)
/V ~o(z,t) dV (z /thdV (2)

wobei E die partielle Ableitung beziiglich der Zeit und v(x,t) € R? die Ge-
schwindigkeit eines Partikels = zum Zeitpunkt ¢ beschreibt.

Da diese Gleichung sehr komplex ist, wollen wir zunédchst folgende Vereinfachun-
gen vornehmen. Die Warmekapazitit ¢ und die Dichte p werden als rdumlich und
zeitlich konstant angenommen, d.h. ¢ = ¢(x,t) = const und p = p(x,t) = const
fiir alle z und ¢. Dies hat zur Folge, dass wir Gleichung (2) vereinfachen kénnen
zu

/B (cp %T(x,t) +cp Vy - (T(x,t)v(x,t))) dVv(z) (3)
= / (cp %T(x,t) +ep (VoT(z,t) - v(z,t) + T(z,t)Vy 'v(x,t))) dv(z)

/v (1) dV (z /thdv
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Ein Modell ohne diese vereinfachenden Annahmen wird in naher Zukunft bear-
beitet werden.

Nun betrachten wir Gleichung (3) jeweils fiir die feste und die fliissige Phase
getrennt. Die jeweiligen Grofien erhalten als Index ein ‘s’ fiir die feste und ein
‘” fiir die fliissige Phase.

In der festen Phase nehmen wir an, dass das Gestein ein starres, unbewegliches
Skelett ist. Dies bedeutet, dass vs = 0 und somit keine seismische Aktivitit vor-
liegt. Zum einen ist dies eine idealisierte Annahme, da durch die Nutzung des
Systems starke Spannungen innerhalb des Gesteins auftreten kénnen, die sich
unter Umsténden in kleineren Erdstoflen niederschlagen, die wiederum die vo-
handenen Fliewege des Wassers verschlieen und die umliegende Infrastruktur
beschidigen kénnen. Zum anderen entspricht es dem Anliegen der hydrother-
malen Geothermie, diese unerwiinschten Nebeneffekte zu vermeiden. Auflerdem
treten diese Nebeneffekte bei hydrothermalen Systemen, anders als bei HDR-
Systemen, eher selten auf.

Somit reduziert sich Gleichung (3) zu

/Bcspsgt s(z,t) dV (z /V sz, t) dV (x /stth)

Da diese Gleichung auch fiir jede beliebige Teilmenge von B giiltig ist, gilt folglich

CsPs %Ts(x,t) = —Vau-¢s(z,t) + Qs(2,1)
fiir alle z € B, t.
Das Fourier-Gesetz besagt, dass sich der Wéarmefluss darstellen ldsst als
ods(x,t) = —ks(x, )V Ty(x, t),

wobei ks(x,t) die skalare Wiarmeleitfdhigkeit des Gesteins im Punkt  zur Zeit
t beschreibt.

Somit erhalten wir die transiente Diffusionsgleichung fiir die feste Phase

Ty(w,t) = Va - (ks(2, 1)V Ti(2, 1)) + Qs(, 1) (4)

. 0
sPs B
fir alle z € B, t.

Unsere fliissige Phase besteht aus Wasser, das bekanntlichermaflen nahezu in-
kompressibel ist. Deshalb nehmen wir an, dass V - vy = 0. Setzen wir dies in
Gleichung (3) ein, erhalten wir

/B (Cfpf gtTf(x t) + ceps ve(z,t) - Vwa(x,t)> dV(x)

- /Bv - pe(,t) dV (z /Qfscth()
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Analoges Vorgehen wie bei der festen Phase liefert die transiente Advektions-
Diffusions-Gleichung fiir die fliissige Phase, die folgendermaflen aussieht

0
Cfpt &Tf(xv t) = V.- (kf(xv t)vJ,Tf(x7 t)) — Cfpf Uf(‘ra t) . Vfo(JE, t) (5)
+Qs(z,t)
fiir alle z € B, t.

Die Geschwindigkeit vf ist hier als die FlieSgeschwindigkeit des Wassers zu ver-
stehen. Sie kann {iber das sogenannte Darcy-Gesetz bestimmt werden.

Um zu einer kontinuierlichen Warmetransportgleichung fiir das zweiphasige
pordse Medium bestehend aus fester und fliissiger Phase zu gelangen, verwenden
wir die nachstehende Vorgehensweise.

(i) Im pordsen Medium herrscht das thermodynamische Gleichgewicht, das
besagt, dass die Temperatur des Gesteins der Temperatur des Wassers
entspricht, d.h. T, =Ty =T.

(ii) Es sind keine Warmequellen in der festen Phase vorhanden, d.h. Qs = 0.

(iii) Die transiente Advektions-Diffusions-Gleichung fiir das zweiphasige porése
Medium wird durch Addition der phasenbezogenen Gleichungen (4) und
(5) gewichtet mit der Porositéit A = const € R des Mediums gebildet.

Die in (iii) beschriebene Gewichtung setzen wir an als

(cp)p = )\Cfpf + (1 - )\)Cspsv
ko = Mo+ (1— Ak,

wobei der Index ‘p’ die pordsen Materialgrofien bezeichnet (vgl. [19]).
Verwenden wir Q = Q¢ erhalten wir somit die transiente Advektions-Diffusions-
Gleichung fiir das zweiphasige porése Medium (TADG)
0
(ep)p aT(w,t) = V- (kp(z,t)V,T(x,t)) — cepr vi(z,t) - Vi T(z,t) (6)
+Q(z,1)
fiir alle z € B, t.

Zur Modellierung des Quellterms wird angenommen, dass nur die Injektion und
Extraktion des Wassers (Temperatur des Wassers) als Quelle bzw. Senke wirken
(vgl. [11]). Wir wéhlen dazu den Ansatz

Qx,t) = /\cfpr(T(xext,t)é(x — Zext) — T(Ting, t)0(x — xinj)), x € B,t,

Dabei bezeichnet ) den Durchfluss, Tinj DZW. Text den Injektions- bzw. Extrak-
tionspunkt (Zinj, Text € B, Tinj # Text) und ¢ die Dirac-Funktion. Bei diesem
Ansatz wird angenommen, dass der Durchfluss im Injektions- und Extraktions-
punkt identisch sowie zeitlich und rdumlich konstant ist.
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3 Schwache L6ésung des ARP

Das iibergeordnete Ziel unserer Modellierung ist es, den Wérmetransport inner-
halb eines idealisierten geothermischen Reservoirs von Beginn der Produktion
zum Zeitpunkt ¢ = 0 bis zu einem festen Endzeitpunkt ¢ = tenq < o0 mit
der in Kapitel 2 hergeleiteten TADG (Gleichung (6)) zu simulieren. Um dies
realisieren zu konnen, bendtigen wir zusétzliche Informationen in Form einer
Anfangsbedingung und einer Randbedingung.

Das Anfangs-Randwert-Problem (ARP), das wir betrachten, lautet

oT .
(cp)pa = V- (kpVT) = Aeeprvs - VT +Q  in B x (0, tend] (7)
7(,0) = T, inB (8)
oT
o = F  auf 9B x (0,tend]- 9)

Dabei beschreibt die Funktion F' die Neumann-Randbedingung, d.h. die Ablei-
tung der Temperatur in Richtung der dufleren Einheitsnormalen zu 95B.

Auf Grund der Komplexitat dieses ARP konzentrieren wir uns auf die schwache
Formulierung des Problems und werden zeigen, dass unter bestimmten Voraus-
setzungen eine schwache Losung existiert und dass sie eindeutig ist. Dazu bilden
wir zunéichst die schwache Formulierung durch Multiplikation von Gleichung (7)
mit einer beliebigen Testfunktion U : B — R und darauffolgender Integration
iiber B.

(erly [ 5i7(@t) UGo) aV (@) (10)
= [ @A) V) ava)
+/(V$k:p(x,t) — Xegprve(z, t)) - (Vo T(2,t)) Ux) dV ()
B

+/BQ(Jc,t) U(z) dV (x).

Zu diesem Zeitpunkt gehen wir davon aus, dass die jeweiligen Integrale existie-
ren. Die dazu nétigen Funktionenrdume werden wir im weiteren Verlauf spe-
zifizieren. In Gleichung (10) wurde ausgenutzt, dass der Laplaceoperator, der
definiert ist als

3 82
Am = a2
; z?
die nachstehende Beziehung fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen
G, H erfiillt
A G)H(x) =V, (G(x)V,H(z)) — V,G(x) - V. H(x).

Unser Ziel ist es nun die Neumann-Randbedingung in diese schwache Formulie-
rung eingehen zu lassen. Dazu benétigen wir den ersten Green’schen Satz (vgl.

[10]).
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Lemma 3.1. (Erster Green’scher Satz) SeiT' C Riez‘nfbeschrdnktes Gebiet mit
glattem Rand OT. Sind G € C)(T) und H € CA(T), T =T U, dann gilt

/F (G(2)A H (2) + VoG(z) - Vo H(z)) dV(z) = | G(2) aan (z) dS().

or

Verwenden wir nun Lemma 3.1 in Gleichung (10) so erhalten wir
(erly [ 5i7(.t) UGo) aV (@)
/v T(2,t) - Vo (ko (2,8) Uz)) dV (2)
+/86 (aanT(x,t)) (kp(z,t) U(x)) dV (x)
+ /B(mGp(x,t) — Aeepeve(x,t)) - (Vo T(x,t)) U(z) dV(x)

+/BQ(x,t) U(zx) dV (z).

Die Neumann-Randbedingung (9) liefert letztendlich

(cp)p /315 (z,t) U(z) dV(z) (11)
- _/ ky (2, )V, T(x,t) - VU (z +/ z,t) U(z) dS(z)
B oB
—)\cfpf/vi(m7t) (VT (x,t)) U V(x) /Q x,t) v (z).

Somit bleibt bei der schwachen Formulierung des ARP Gleichung (11) fiir ¢t €
(0, tena] und die Anfangsbedingung (8) in schwacher Form, d.h.

/ T(x,0) Ulz) dV (z) = / To(z) Uz) dV (z)
B B

erhalten.

Nun konzentrieren wir uns auf die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage beziiglich
der Losung der schwachen Formulierung des ARP. Dazu tétigen wir folgende
Annahmen an die konstanten bzw. variablen Materialparameter:

(A1) (cp)p,ct,pt, A >0
(A2) (i) kp € CO(B x [0,tena]), kplz,t) > 0 fiir alle z € B,t € [0, tend]

(i) vr € C(B x [0,tenal, R?), ve(x,t) # 0 fiir alle z € B,t € [0,tenq] bis
auf eine Nullmenge.

Die quadratische Form a, die durch
1
AT U) = —— / ko (@, OV T2 ) - Vo Uz) dV (2)
cp)p Ji

?f;f: /B”f“’” (VoT(2,1)) Ul2) dV (z)

definiert ist, erfiillt unter den Annahmen (A1) und (A2) die Bedingungen
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(B1) Stetigkeit: Fiir alle T,U € H*(B) und t € (0, tena] gilt

a(t; T,U)| < o || T][325) IUll0m), >0,
(B2) Koerzivitit: Fiir alle T € H(B) und t € (0, tena] gilt

a(taTa T) > ||T||$-(1(B) -8 HT|‘%2(B)3 7.6 >0,

wobei a, 3,7 Konstanten unabhingig von ¢ sind. Weiterhin bezeichnet L2(B)
den Hilbert-Raum aller quadratintegrablen Funktionen auf B, der mit dem Ska-
larprodukt (G, H)12(p) := [z G(z)H(x) dV (x) < oo und der daraus induzierten
Norm ||G|l2) = /(G,G)1L2(5), G, H € L*(B), ausgestattet ist. Mit H'(B)

notieren wir den folgenden Sobolev-Raum

H%B){GeL%@’gf Iﬁw)mrmm1L23}

versehen mit der Norm [|G||y1(5) = (IB((G(QC))2 +|V.G(2)]?) dV(x))% < 0.

Die beiden Riume L?(B) und H!(B) sind separable Hilbert-Riume, wobei H!(B)
stetig und dicht in L?(B) eingebettet ist (vgl. [1], [26]).

Wir definieren den Quell-Rand-Term R durch

1
o | ele.0F (@0 UG) ds(a),

1
(R,U) = (Cp)p/BQ(x,t) U(zx) dV (z) + @

wobei (-, ) das Pairing zwischen H!(B) und dessen Dualraum (H*(B))* bezeich-
net.

Nehmen wir weiter an, dass die beschrinkte, lineare Abbildung A(t) : H'(B) —
(H(B))* erfiillt, dass

at; T,U) = —(AW)T, U2y, T.U € H'(B), (12)

kénnen wir die schwache Formulierung des ARP inklusive der Anfangsbedin-
gung als das Anfangswert-Problem (beziiglich einer gewohnlichen Differential-
gleichung in t) darstellen

dT

— =AW+ R, T(0)="Th. (13)

Nun méchten wir Theorem 10.3 und Lemma 10.4 aus [26] benutzen, um Existenz
und Eindeutigkeit der Losung von (13) und somit der schwachen Lésung der
TADG zu erhalten. Dazu miissen die Bedingungen

(C1) R € L2((0, tena); (H1(B))*)

(C2) T, € LA(B)

erfiillt sein. Formulieren wir fiir unseren Fall Theorem 10.3 aus [26], so erhalten
wir
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Theorem 3.2. (Ezistenz und Findeutigkeit) Genigen R und Ty der Bedin-
gung (C1) bzw. (C2), so existiert zum Anfangswert-Problem (13) eine eindeutige
Lésung T € L2((0, tena); HH(B)) NH((0, tena); (H(B))*).

Analog zu den Uberlegungen in [26] kénnen wir somit wegen des Sobolev’schen
Einbettungssatzes (vgl. [1]) schlieBen, dass T' € C([0, tena], (H'(B))*) liegt, und
die Anfangsbedingung interpretiert werden kann. Die Reformulierung von Theo-
rem 10.4 aus [26] liefert sogar folgendes Lemma.

Lemma 3.3. Angenommen T € L2((0,tenq); HY(B)) N H((0, tena); (HH(B))*),
dann gilt T € C([0,tena), L*(B)).

Somit konnten wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung der schwachen
Formulierung des ARP und deren Stetigkeit unter den Annahmen (A1), (A2),
(B1), (B2), (C1) und (C2) nachweisen.

Da (H!(B))* kein Raum von Distributionen ist, wollen wir uns niher mit der
Interpretation von Gleichung (13) befassen. Falls B glatt genug ist, dann besitzt
jede Funktion in H!(B) eine Spur in 9B, die in Hz(B) liegt. Nehmen wir an,
dass G € L2(B) und H € H~2(8B) beliebig, dann befindet sich das Funktional
G & H definiert durch

(Go H,M) = (G,M)125) + aBH(Q:) M(z) dS(x), M € H(B),

in (H(B))*.
Laut der Definition von R gilt deshalb, dass Bedingung (C1) erfiillt ist, wenn
Q € L2((0,tena); L2(B))  und  kyF € L2((0, tena); H 2 (9B)).

Formal gilt dann mit dem ersten Green’schen Satz
(AT, U)rzs) + (R, U)

= (C;)p /ka(%t) A T(z,t) U(z) dV (z)
( 1 /(V kp(z,t) — Aeppe (vi(z, t) - Vo T(2,t)) U(z) dV(zx)

Cp o [ Qe V@) v

0
+(cp)p /83 < kp (1) 6nT(:r t) + kp(x,t) F(:c,t)) Ul(z) dS(x)

fiir alle U € H!(B). Somit ist T formal eine Losung der TADG

oT
(cp)pa = V- (k,VT) = Xegprve - VT + Q

mit Randbedingung
oT
an
Das Ganze gilt nur formal, da 2 n L picht im Sinne der Spur existiert, wenn ledig-

lich T' € H*(B) gilt. Eine stiirkere Aussage ist moglich, falls hohere Regularitiit
gefordert wird.
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4 Lineares Galerkin Schema

Das in Kapitel 3 eingefiihrte schwache Problem ist unendlich dimensional. Zur
Approximation der Losung T dieses unendlich dimensionalen Problems durch
die Losung T’y eines eindlich dimensionalen Problems verwenden wir die lineare
Galerkin Methode. Ziel dieses Kapitels ist es, zu zeigen, dass diese endlich di-
mensionale Losung im Grenzwert fiir J — oo gegen die unendlich dimensionale
Losung konvergiert. Die Vorgehensweise, die wir verfolgen, stiitzt sich vor allem
auf diejenige in [9] und [26].

Zuniichst miissen wir bestimmte Teilrdiume des Sobolv-Raumes H!(B) definie-
ren. Dazu benétigen wir ein Gitter Y aus N; € N paarweise disjunkten Punkten

Y={y1,....yn,| yi e Bfirallei=1,..., Ny und y; # y;
fur alle 4,7 =1,..., Ny mit i # j}.

AuBerdem nehmen wir an, dass die skalaren Kerne K;(-,v;), i = 1,..., Ny,
stetig differenzierbar und linear unabhéngig sind. Den Teilraum H; definieren
wir durch

HJ = Span{KJ('7y1)a sy KJ(')?JNJ)}

und fordern beim Grenziibergang

(™ ist dicht in 1'(B).
J

Fiir festes J € N betrachten wir die durch
Ny
Ty :RE > Hy teTit) =Y T/ (K ()
i=1

definierte Approximation der Losung von (13). Die Funktion T ist definiert
durch die Gleichungen

0
(Cp)p fTJ, K = —<k'p, VTJ . VK>L2(B) (14)
ot L2(5)
7)\Cfpf<'l)f . VTJ,K>L2(B) + <R, K>

fir alle K € H; und

<TJ(0),K>L2(B) = <TOaK>L2(B) VKeH;. (15)

Gleichungen (14) und (15) stellen ein lineares Galerkin-Schema dar. Die Exis-
tenz und Eindeutigkeit der Losung Ty auf einem Intervall [0, ¢ ;] folgt somit mit
Standardargumenten fiir Cauchy-Probleme gewohnlicher Differentialgleichun-
gen. Mit Hilfe dieses Ansatzes fiir Ty konnen wir folgende Konvergenzaussage
treffen.
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Theorem 4.1. (Konvergenz) Die Lisung Ty der Gleichungen (14) und (15)
existiert und ist eindeutig bestimmt fiir t; = tenq < 0o. Weiterhin gilt, dass T
fiir J — oo gegen die schwache Lésung T der TADG

ar

= = AWT
i T+ R

mit Anfangsbedingung T(0) = Ty € L2(B) konvergiert im Sinne von

Ty — T stark in L%([0, tena]; H'(B)) und LP([0, tena]; L%(B)) fiir alle
1<p<o
T — T % —schwach in L>°([0, tena; L2(B))

fiir alle 0 < tepq < 0.

Die in Theorem 4.1 erwéhnten Banachrdume L”, 1 < p < oo, und L sind mit
den iiblichen Normen ausgestattet, d.h.

1
||F||LP(D,E>( [ 1F@r dvoc)) < 0,
D
1P|l .ty = esssup [F(z)] < oo,
xeD

wobei F': D — E eine p-messbare bzw. eine messbare, wesentlich beschriankte
Funktion ist.

Beweis. (Theorem 4.1) Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung T; wurde
bereits fiir ein Intervall [0, ¢ ;] nachgewiesen. Nun mdchten wir zeigen, dass t; =
tond < OO gﬂt.

Ersetzen wir den in (12) definierten Operator A(-) durch A(-) + 8 Id, dann
erfiillt dieser Operator die Koerzivitdtsbedingung (B2) mit § = 0. Wéhlen wir
Ty = eP'T; und K = T in (14), so erhalten wir

0
<8tTJ7TJ> = —a(t;T5,Ty) = B{Ts,Ts)12B)
L2(B)

+67ﬁt <R, TJ>.
Diese Vorgehensweise ist an diejenige in [22] angelehnt. Die weitere Beweisfiih-
rung ist vergleichbar mit der in [9].
Die Relation <%T],TJ>L2(B) =12 175172 () liefert dann

10
iaHTJHiZ(B) = —a(t;Ts,Ty) = B{Ts, Ts)r2(5) (16)

—|—€_ﬁt <R, TJ>
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Integrieren wir Gleichung (16) von 0 bis 7 € (0, tena], so gilt
2 (I By ~ 1T O (1)
+ [Catsm0. 10 a4 5 [T Ol i
_ /O " PR, T (1)) dt.

Mit der Koerzivitit von a, e 8% < 1 fiir ¢ € [0,%enq] und der Ungleichung von
Cauchy-Schwarz folgt

1 T
5 (IO = 1T Olfes) + [ IO &t (3)

< / 1Rl et 5y 11T (8l s .

An dieser Stelle ist zu sehen, dass 0 < 5 = teng < 00 gelten muss.

Fiir € > 0 fest und beliebige y, z € R gilt die Ungleichung

15 1 € 1 2
S 2 ye= (/S —2) >0
SRR (\@y \/%Z) =

Diese Ungleichung verwenden wir, um die rechte Seite in (18) abzuschétzen und
erhalten

1 T
5 (IOl = 1T Olfe) + [ IO &t (19)

e [T 9 1 (7 5
< 5 | ROy a5 [ IO

Betrachten wir nun die Anfangsbedingung T so konnen wir folgendes feststellen.
Da laut Gleichung (15) (T;(0), K)12(5) = (To, K)12(g) fiir alle K € H; gilt, so
ist insbesondere (77(0),75(0))r28) = (To, Ts(0))12(5) gliltig. Wenden wir auf
diese Gleichung die Ungleichung von Cauchy-Schwarz an, inklusive der Tatsache,
dass Ty # 0, so bedeutet dies, dass

15 (O)IE28) < [1TollE2(s) < o0- (20)

Wihlen wir ¢ = %

Gleichung (19) zu

> 0 und verwenden wir die Abschétzung (20), so wird

1 o
3 IO + 3 [ IOl @

< c( 1RO - dt+|To|%z<B>)<oo,

wobei C' > 0 eine Konstante unabhéngig von 7 ist.
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Daraus lisst sich schlieflen, dass Ty fiir J — oo innerhalb einer beschrinkten
Teilmenge von L>°([0, tena; (H'(B))*) bleibt. Ahnliche Uberlegungen und Aus-
sagen zur Beschrianktheit der Losung fiir den Fall der sphérischen Navier-Stokes
Gleichung findet man in [9].

Integriert man in der gleichen Weise Gleichung (16) von 0 bis tenq, so bleibt T’y
fiir J — oo innerhalb einer beschréinkten Teilmenge von L2([0, tena]; H*(B)).

Um die Ergebnisse zur starken Konvergenz nachweisen zu kénnen, benétigen wir
aufferdem Aussagen iiber das Verhalten von A(-)Ty und 08Tt~’ fiir J — oo. Die Ste-
tigkeit von a laut Bedingung (B1) in Kapitel 3 liefert uns, dass A(-)T; fiir J — oo
innerhalb einer beschréinkten Teilmenge von L2([0, tena]; (H(B))*) bleibt. Ana-
log gilt wegen R € L%([0,tenal; (H'(B))*) und der TADG (13), dass 38% fiir
J — oo innerhalb einer beschrinkten Teilmenge von L2([0, tend]; (H(B))*)
bleibt.

Somit existiert ein 7' und eine Teilfolge (7)) C (T), die folgende Konver-
genzaussagen fiir jedes 0 < tenq < oo erfiillen:

Ty T T  schwach in LQ([O,tcnd]§H1(B)) (21)
(9TJ/ J' —o0 aT ) : 2 . 1 *
o e schwach in L*([0, tenal; (K (B))*)

ATy 290 AT schwach in L2([0, tena]; (H'(B))*)

Ty =% f 4 _schwach in L>°([0, tena); L2(B))
Mit Hilfe eines Kompaktheitssatzes von Temam in [28], S. 271 ff, kénnen wir
aus (21) sogar fiir jedes 0 < teng < 0o schlieflen, dass

J'—o0

Ty "=5°T stark in L2([0, tena); L2(B)). (22)

Ziel ist es, zu zeigen, dass T eine schwache Losung der TADG mit Anfangsbe-
dingung 7'(0) = Tp ist. Wegen der Eindeutigkeit der schwachen Losung muss
dann T = T gelten und die Folge (T';) konvergiert selbst gegen T im Sinne von
(21).

Gehen wir in (14) zum Grenzwert iiber, erhilt man auf Grund von (21)

<‘9TZK> T ) + BT K = e PURK) (23)
ot /e

fiir alle K € H .
Mit der Stetigkeit von a gilt (23) sogar fiir alle K € H'(B).

Mit (21) koénnen wir folgern, dass

T7:(0) =% 7(0) schwach in H!(B).
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Auflerdem wissen wir, dass (T7/(0), K)125) = (To, K)12(s) fiir alle K € H .
Dies bedeutet aber, dass

7(0) = Tp. (24)

Bedingungen (23) und (24) zeigen, dass T eine schwache Losung der TADG mit
Anfangsbedingung T'(0) = Ty ist.

Kommen wir nun zu den noch zu beweisenden Ergebnissen zur starken Konver-
genz, d.h.

T; T2 T stark in Lp([O,tend];LQ(B)) fir alle 1 < p < co.
Dazu definieren wir
Xj(tena) = % T (tena) = T(tena)|[f2(5)
s [T - 10,10 - 1) a@

0
tend
8 / T (8) = T()] 2 ) .

Mit dieser Definition reicht es aus zu zeigen, dass X j(tenq) Tz,

Gleichung (16) besagt, dass

10
§&HTJH%2(B) = —a(t;T;,Ty) — B(Ts, Ts)L2(8)
4*6476t<}{,111>.

Die Definition von X j(tend) liefert deshalb
XJ (tend)
1 1
= —(Ty(tena) T(tend))r2(5) + 3 T (tena)[F2 () + B T (0)[F2 )

+ [ (el TO.T)0) ~ a6 Ty 0. T0) + a6 T0). 7)) de
- /O P R, Ty (1) bt + 8 /0 T = TR e

tend
3 / T (8) 125, .

Unter Verwendung von (21) und (22) fiir T; erhalten wir

}inl )(J(tend)
1 5 1 5 fend
= 5 [T(tena)llL2(s) + 5 [1Tollz2s) — ; a(t; T(t), T(t)) dt

tend tend
+ /0 e PYUR(),T(t)) dt — /O I T(O)[F2s dt.
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Um den Grenzwert explizit zu bestimmen, ersetzen wir in (23) (T, K) durch
(T, T). Dies fiihrt zu

0
<T,T> T+ a(t; T T) + 8 [T gs)
L2(B)

ot
10 2 2
= 3 2Tl + DT+ B T
= 6_5t<R,T>~

Infolgedessen erreichen wir das gewiinschte Resultat

]lim XJ(tend) =0.

Weiterhin wissen wir wegen der Koerzivitdt von a, dass folgendes erfiillt ist

tend
0 <y [T I Tl @
tend
< p ; Ty (t) = T(t)| 2 dt
tend
+ /0 a(t: Ty () — T(1), Ty () — T(1)) dt
S XJ(tend)~

Aus dieser Abschétzung in Kombination mit dem Grenzwert von X j(tenq) in
(25) ergibt sich

T; "= T stark in L2([0, tena); H'(B)) und stark in L%([0, tena]; L*(B)).

Kombiniert man nun diese Ergebnisse mit der Eigenschaft, dass T fiir J —
oo innerhalb einer beschriinkten Teilmenge von L2([0, tena]; HY(B)) bleibt, so
konnen wir den Satz der Lebesgue-dominierten Konvergenz anwenden und er-
zielen die Konvergenzaussage

T; "=2° T stark in LP([0, tena]; L%(B)) fiir alle 1 < p < oo.

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Der gewéhlte Losungsansatz basierend auf einem linearen Galerkin Schema
garantiert somit bei geeigneter Wahl des Gitters Y, der Kerne K; und der
Teilrdume H; (siehe Beginn dieses Kapitels), dass die approximative Losung
Ty fir J — oo gegen die schwache Losung T' der TADG konvergiert. Dies ist
also ein wichtiger Bestandteil der numerischen Umsetzung, die wir bereits ver-
folgen und zu der wir in naher Zukunft die ersten Ergebnisse vertffentlichen
werden.



5 Konvergenzrate

16

5 Konvergenzrate

In diesem Kapitel mochten wir Konvergenzraten fiir den Fehler in der L2(B)-
Norm herleiten, d.h. wir wollen den Approximationsfehler der Naherung von T'

durch T fiir ein festes J € N in der genannten Norm abschétzen.

Sei J € N fest, T; die Losung von (14) und (15) und 7' die schwache Losung

der TADG. Dann definieren wir den Fehler d durch

d=T-Tjy.

Mit der Vorgehensweise, die wir im Beweis zu Theorem 4.1 zur Herleitung von

Gleichung (18) verfolgt haben, erhalten wir fiir jedes 7 € (0, tepd]
(M)~ 1O ) + [ 14O Eer s
B L2(B) L2(B) o v HL(B)
< [ IR@ o0 @) 140l d

oder dquivalent

1A= ) — 11Oz ()

< —2v/0 1d)1170 s) dt+2/0 RO )+ 1)) -

Fiir € > 0 fest und beliebige y, z € R gilt die Ungleichung

2
1 1
5y2+€z2—yz:<\/§y—ﬁz> > 0.

Mit dieser Ungleichung vereinfacht sich Gleichung (25) zu
ey < =27 [ 0B dt+e [ 1R ). d

1 T
2 [ Ol e+ 140 e
Waéhlen wir nun € = % > 0, so erhalten wir

1 T
(D)2 < 5/0 IRO)[Era (1)) dt + [1dO)][E2 )

(25)

(26)

1 T T
< %/o RO)|[Err )+ dt + [1d(O)]F2 s +/O d()[[F2 s dt.

Die letzte Ungleichung ist giiltig, da || - [[L2(s) > 0. Auf diese Abschitzung

mochten wir das Lemma von Gronwall anwenden, das folgendes besagt.



6 Fazit 17

Lemma 5.1. (Lemma von Gronwall) Sei I = [a,b] C R mit —oco < a < b < c0.
Seien ¢, 1 und w reelle Funktionen auf dem Intervall I. Wenn der negative
Teil von ¢ auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von I integrierbar ist, 1 €
C(I,R}) und w € C(I) die Integralgleichung

w(t) < () +/ Y(s)w(s)ds

fiir jedes t € I erfiillt, so gilt

wt) < o)+ | t so(sw(s)e(mm dr) ds

fiir jedes t € 1.

Vergleichen wir nun Lemma 5.1 mit (26) so kénnen wir folgendes schliefien

Theorem 5.2. (Abschiitzung des 1L?-Fehlers) Sei J € N, so kann der Fehler d
zwischen der approximativen Lésung Ty und der Losung T der TADG fiir jedes
7 € (0, tend] abgeschitzt werden durch

1 T
1) < 5 / IR s s+t +11d(0)]122s

T 1 t 2 2 (T_t)
+/0 (27/0 1R )+ d5+||d(0)||L2(B)>e "

Bemerkung 5.3. Der Fehler hingt erwartungsgemafl vom Fehler zum Zeit-
punkt 0 ab. Uberraschenderweise hiingt der Fehler aber auch vom Quell-Rand-
Term R und der Koerzivitdtskonstanten v ab. Deshalb ist es moglich, dass der
Fehler mit der Zeit stark anwéchst.

Natiirlich ist es interessant Konvergenzraten auch in anderen Riumen zu be-
trachten. Deshalb wird zur Zeit an einer Fehlerabschitzung in der H*(B)-Norm
gearbeitet.

6 Fazit

Zur Modellierung des Wiarmetransports in tiefen geothermischen Reservoiren
haben wir in Kapitel 2 unter bestimmten vereinfachenden Annahmen an die Ma-
terialparameter Dichte, Warmekapazitiat, Warmeleitfihigkeit und Geschwindig-
keit die transiente Advektions-Diffusions-Gleichung fiir ein zweiphasiges poroses
Medium B bestehend aus einer festen (Gestein) und einer fliissigen (Wasser)
Phase hergeleitet. Dabei haben wir den nétigen Injektions- und Extraktions-
punkt in Form eines Quellterms modelliert.

Diese Gleichung ist der Grundbaustein des Anfangs-Randwert-Problems, das in
der Folge (Kapitel 3) betrachtet wurde. Die Untersuchungen zur Existenz und
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Eindeutigkeit einer schwachen Loésung dieses Anfangs-Randwert-Problems ha-
ben zu Spezifikationen der Funktionenrdume gefiihrt, in denen sich die Wéarme-
leitfihigkeit, die FlieBgeschwindigkeit des Wassers, die Randwert-Funktion und
der Quellterm befinden. Im weiteren Verlauf unserer Arbeit méchten wir ver-
suchen diese Restriktionen zu verringern, um noch néher an der Realitédt des
eigentlichen Problems der geothermischen Warmetransportmodellierung zu blei-
ben. Auflerdem wurde gezeigt, dass die schwache Losung stetig ist.

Da das in Kapitel 3 entwickelte schwache Problem zur spéteren numerischen
Umsetzung auf Grund seiner Dimensionalitét (unendlich) nicht geeignet ist, ha-
ben wir ein Verfahren zur Approximation entwickelt. Dies haben wir mit Hilfe
eines linearen Galerkin Schemas basierend auf einem geeigneten Punktegitter,
skalaren Kernen und Teilriumen des Sobolev-Raumes H!(B) getan. Konver-
genzaussagen beziiglich schwacher und starker Konvergenz wurden in Theorem
4.1 in Kapitel 4 bewiesen.

Um die Giite der eingefiithrten Approximation abschétzen zu kénnen, haben wir
in Kapitel 5 eine Konvergenzrate in der L?(B)-Norm hergeleitet. Diese Fehler-
abschétzung zeigt, dass der Fehler vom anfénglichen Fehler, d.h. dem Fehler zum
Zeitpunkt ¢ = 0, abhéngt, aber auch unter anderem von dem Quell-Rand-Wert.
Dies hat zur Folge, dass sich der Fehler zwischen Approximation und eigentlicher
Losung iiber die Zeit stark vergrofiern kann. An weiteren Fehlerabschétzungen
wird momentan gearbeitet.

Uber die numerische Umsetzung des in dieser Arbeit entwickelten Konzepts
werden wir in naher Zukunft berichten.

Dank: Diese Arbeit wurde unterstiitzt vom Ministerium fiir Umwelt, Forsten
und Verbraucherschutz, Rheinland-Pfalz im Rahmen des Projekts MathGeo-
therm (Kapitel 14 02, Titel 686 72) und von dem vom Land Rheinland-Pfalz
geforderten Exzellenzcluster Center for Mathematical and Computational Mo-
delling ((CM)?) der TU Kaiserslautern im Rahmen des Projekts EGMS (Pro-
jektleitung in beiden Projekten: Prof. Dr. W. Freeden (TU Kaiserslautern)).
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