Eine transfinite Zahl als Grenzwert

von Thomas Limberg, am 03.04.2010

Ist im Folgenden von reellen Zahlen, Zahlenfolgen, o.A. die Rede, so sollen damit stets die
nichtnegativen reellen Zahlen, Zahlenfolgen, o.A. gemeint sein, es sei denn wir méchten

explizit davon abweichen.

Unendlichkeit tritt in der Mathematik an verschiedenen Stellen auf. Die beiden bedeutendsten
sind dabei die Analysis und die Mengenlehre. Dort haben sich unabhéngig voneinander zwei
Erscheinungsformen des Unendlichen entwickelt. Uber die anfiéngliche Situation lasst sich
Folgendes sagen: In der Analysis taucht Unendlichkeit bei Grenzwertprozessen auf. So kann
eine reelle Zahlenfolge gegen eine reelle Zahl konvergieren oder sie kann "gegen Unendlich
divergieren" (wenn man bstimmte Definitionen nutzt - siehe weiter unten - kann man auch
sagen: "gegen Unendlich konvergieren"), also Uber jede Schranke hinaus anwachsen. In der
Mengenlehre tritt Unendlichkeit bei der Machtigkeit von Mengen auf, wie z.B. den

natirlichen, rationalen und reellen Zahlen. Zu Beginn hatten die Menschen nur eine vage
Vorstellung vom Unendlichen. Gottfried Wilhelm Leibniz und Isaac Newton entwickelten die
Grundlagen der Infinitesimalrechnung und damit des mathematischen Fachgebietes der
Analysis. Spater erfuhr der Grenzwertbegriff noch einige Veranderungen hin zur heutigen
Form. Damit existierete erstmals eine prazise mathematische Beschreibung des Unendlichen
in dieser Erscheinungsform. So ist der Limes einer reellen Zahlenfolge ist definiert als:

Def. 1: Eine reelle Zahlenfolge (an)nelN strebt gegen Unendlich, in Zeichen ’111?30 a,=x

oder lima,=o n.D.g.dw. VXxER,ANENV N<ne€N:a,>x

Auch in der Mengenlehre gab es eine Prazisierung des Unendlichkeitsbegriffres.
Bahnbrechende Entdeckungen machte hier Georg Cantor, der transfinite Kardinalzahlen fir
die Machtigkeit von Mengen einflihrte. Er fand heraus, dass die Menge der reellen Zahlen
machtiger ist als die Menge der natlrlichen und rationalen Zahlen. Und dass es ein unendlich

groBes System unendlich machtiger Mengen gibt, von denen die eine machtiger ist als die

andere. Die Machtigkeit der natirlichen Zahlen ist NO , die nachstgréBere Machtigkeit ist

N, ,esfolgen N, , N, , X, , u.s.w. Fassen wir zusammen: Vorher gab es nur ein

einziges Unendlich, welches durch das Symbol oo reprasentiert wurde. Es wurde keine
weitere Unterscheidung oder Aufteilung gemacht dahingehend, dass es unterschiedlich gro3e
Unendlichs geben kdénnte. Spater hat man in dem einen Zweig der Mathematik, wo
Unendlichkeit auftritt, der Mengenlehre, eine feinere Struktur des Unendlichen entdeckt. In
dem anderen Zweig der Mathematik, der Analysis, wird jedoch weiterhin nur ein einziges

Unendlich verwendet. Daraus ergibt sich aber nun ein Problem. Denn in beiden Fallen liegt ja
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derselbe Gegenstand, der des Unendlichen, vor, nur halt in unterschiedlichen
Erscheinungsformen. Man mdchte diese beiden Auspréagungen wieder miteinander in
Verbindung setzen, indem die Feinstruktur des Unendlichen aus der Mengenlehre auf die

Erscheinungsform in der Analysis, Ubertragen wird.

Dazu stellt sich die Frage, gegen welches Unendlich (also gegen welche transfinite

Kardinalzahl) konvergiert eine Zahlenfolge ? Man kann sich nun mehrere Moglichkeiten

vorstellen, wie der Grenwzertbegriff auf transfinite Kardinalzahlen erweitert werden kénnte.

Dazu zwei Argumentationen:

Argumentation 1: Der Grenzwert von Zahlenfolgen, die ins Unendliche wachsen, sollte dort
seine logische Fortsetzung finden, indem stetige Funktionen stetig bleiben, denn dieses

Verfahren ist ein hdufig angewendetes, wenn man z.B. reelle Funktionen o.A.

verallgemeinert. So kann man (b,),cn:=(n) auf INU{N /| erweitern, indem man

einfach (bn),,ewu{xo}l:(n) setzt. Analog verhalt es sich z.B. bei der Folge
(Ca)uenuis,) :=(n”) . Anders sieht es aber bei einer exponentiellen Folge aus, z.B.

(d,),en:=(2") . Hierist dN0:=2N“=G . Da diese Folgen, als reelle Funktionen

betrachtet, bisher Gberall stetig sind, wiirde man erwarten, dass dies auch im

Unendlichen zutrifft und man wirde schreiben:
lim b,=lim ¢, =N, und limd,=C
Argumentation 2: Betrachten wir das Anwachsen der oben definierten Folgen (bn) und
(dn) im Bereich der natlrlichen Zahlen. Jedes Folgenglied bzv , NE€N , wird
von einem Folgenglied von (dn) , Z.B. dN , Uberstiegen. Aber auch andersherum
gilt: Jedes Folgenglied d, , N€EIN , wird von einem Folgenglied von (b,) , z.B.
bzl‘"+1 , Uberstiegen. Beide Folgen miissen also gegen denselben unendlichen Wert

konvergieren. Fur alle reellen Zahlenfolgen (an)ne,N sollte gelten:
V xeR,ANENV N<nelN:q,>x <: lima, =N,

Dann ware:
lim b,=limc,=limd =N,

Oder man kdnnte in diesem Fall schreiben:

lim b,= lim ¢,= lim d =¥,

x— N, x—=N, x—N,
Beide Mdéglichkeiten haben zunachst ihre Berechtigung, denn es handelt nsich bei ihnen um

Definitionen. Die Definition des Grenzwertes einer reellen Zahlenfolge unterscheidet namlich

zwei Falle.
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Def. 2: Fall 1: Der (potentielle) Grenzwert a liegtin IR, . Dann definiert man:

lima,=a 1 Ve€RANENV N=neN:|a—a,|<e

n—o0
Fall 2: Die Folge strebt gegen Unendlich. Hier definiert man:
lima,=0 (& VxeR,ANENV N<n€N:a, >x

n— o0

Definitionen sind aber (selbst-)gewahlte Festlegungen. Man kénnte also gemafi

Argumentation 2 im Fall 1 statt lima,=a  5,ch lim a,=a , und, im Fall 2, statt
n—oo

n—N,

lim a,=%  auch einfach lim an=N

n— o0 i’lﬁxo

0 schreiben und dies damit so festlegen. Eine

solche Verfahresweise ware aber unbefriedigend, denn Jeder kénnte den Grenzwert im
Unendlichen so definieren, wie es ihm beliebt. Wenn man es aber genau betrachtet, ist es
doch so, dass es sich im Fall 1 und 2 um denselben mathematischen Begriff handelt. Es ist
somit wiinschenswert, dass seiner Definition ein héheres Konzept zugrunde gelegt wird, das
die Falle 1 und 2 vereint und aus dem somit die Schreibweise im Fall 2 folgen wirde. Dem

Grenzwertbegriff soll also eine allgemeine Definition zugrundelegt werden.

Eine solche Defintion des Grenzwertes findet man in der Topologie. Sie sieht
folgendermanBen aus:

Def. 3: Betrachten wir den topologischen Raum bestehend aus einer Menge M und einer
Topologie sowie eine Folge mit Gliedern a,,EM , eine Zahl a €M und die

Umgebungen U (a) bzw. eine Umgebungsbasis 8 (a) von a.

lima,=a 1 YUe€U(a)ANENV N<neN:a, U

n— oo

o VBeB(a)ANENV N<neN:a,eB
Nun kann man den topologischen Raum aus der Menge IR, und der Ordnungstopologie

verwenden und Umgebungsbasen ga’(a) folgendermaBen wahlen:
B(0):=[[0,;x[:x€R.] undfir a€R] wahlen wir

e%(a)i={]a—8,'a+8[:86|R*+, g<a| . Die Vereinigung des Grenzwertbegriffes der Félle
1 und 2 von Def. 2 erhalt mann nun, indem man zu den reellen Zahlen noch ein Element, das
man mit oo bezeichnet, hinzufligt. So entstehen die erweiterten reellen Zahlen |R_+ . Das
Element oo wird dabei folgendermaBen definiert:
Def. 4: o steht fir ein Element mit der Eigenschaft: ¥V x€IR,:x<o0

Als topologischen Raum nehmen wir also die Menge |R—Jr und als Topologie erneut die

Ordnungstopologie. Als Umgebungsbasis flir oo kdnnen wir dann
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B(x):=[]x;0]:x€R.] wahlen. Damit haben wir die Limes-Definition fiir die

erweitrerten reellen Zahlen verallgemeinert.

Nun wollen wir herausfinden, welche Kardinalzahl wir anstelle von oo verwenden missen.
Dazu schauen wir uns noch einmal genau an, wie wir die erweiterten reellen Zahlen
konstruiert und die Limes-Definition auf sie erweitert heben. Wir haben zunéachst die reellen
Zahlen genommen und ihnen ein zusatzliches Element mit bestimmten Eigenschaften
hinzugefigt. Dann haben wir einen neuen topologischen Raum betrachtet, der aus der
erweiterten Menge zusammen mit der Ordnungstopologie bestand. AbschlieBend haben wir

eine Umgebungsbasis fir das neue Element gewahlt. Auf gleiche Weise miissen wir nun auch
mit den Kardinalzahlen verfahren. Wir entfernen oo also zunachst wieder aus den

erweiterten reellen Zahlen, gehen also von der Menge der reellen Zahlen aus, und fligen zu
ihnen die Kardinalzahlen hinzu. AnschlieBend werden wir untersuchen, welche Kardinalzahl

flir das Element oo steht, wobei das womdglich von der jeweiligen Zahlenfolge, die
betrachtet wird, abhangen kann (siehe obige 2 Argumentationen). Aus diesen beiden
Argumentationen wird auch deutlich, dass uns vor allem die Kardinalzahlen bis ¢

interessieren. Wir erweitern die Menge der reellen Zahlen also erst einmal zu

IR+U[N0,‘Q';] , welches wir zuasmmen mit der Ordnungstopologie als topologischer Raum

auffassen. Wie sehen nun die Umgebungen von transfiniten Kardinalzahlen aus? Das ist eine

schwierige Frage, denn wir wissen ja nicht einmal, wie genau die Zusammensetzung der

Kardinalzahlen zwischen NO und ¢ aussieht. Gilt die Kontinuumshypothese, so besteht

das obige Intervall nur aus seinen beiden Grenzen. Gilt sie hingegen nicht, so existieren
zwischen diesen beiden Grenzen weitere (mindestens eine) Kardinalzahlen. Schauen wir uns

einmal an, wie die Umgebungen einer bestimmten transfiniten Kardinalzahl aussehen.

Transfinite Kardinalzahlen, die gréBer als NO sind, sind von weiteren transfiniten
Kardinalzahlen umgeben. Die Umgebungen von NO hingegen setzen sich aus zwei

verschiedenen Teilen zusammen. Im unteren Teil (also fiir Zahlen <X ) finden wir reelle

Zahlen, im oberen Teil andere transfinite Kardinalzahlen. Aus Argumentation 1 und 2 (oben)

geht hervor, dass NO flr uns eine groBe Rolle spielt. Wir untersuchen also fiir's Erste
seine Umgebungen. Als Umgebungsbasis flr NO finden wir
B(No):=[1x,k[:xER.,k€]N,;€]] . Damit kénnen wir nun untersuchen, ob eine

Folge reeller Zahlen den Grenzwert NO hat, namlich:
lima,=N, ® VBeB(N,)INENV N<nelN:a,eB
o VxeR., k€IN,,C]ANENV N<nelN:a,€]x k|
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Da Vne€lN:aq,€R, ist VnelN:a,<¥, , also:
lima, =N, © VxeR,ANeNV N<nelN:a,€]x;N,[
o VxeR,ANENV N=<nelN:a,>x

Dieser Ausdruck stimmt Uberein mit der Definition des Limes in Def. 2, Fall 2. D.h. also, jede

Folge, die im klassischen Sinne gegen Unendlich strebt, hat in der allgemeinen topologischen

Grenzwertdefinition den Grenzwert X, . Diese Erkenntnis ist konform zu der Aussage von

Bertrand Russell in seiner 1919 erschienenen "Introduction to Mathematical Philosophy", in

der es zu deutsch heitBt:

"Die Kardinalzahl NO ist der Limes (der GroBe nach) der Kardinalzahlen 1, 2, 3, ... n,
... , obwohl der numerische Unterschied zwischen X, und einer endlichen
Kardinalzahl konstant unendlich ist: Vom quantitativen Gesichtspunkt aus streben die

endlichen Zahlen nicht gegen N, . Die Zahl X, ist deshalb der Limes der

endlichen Zahlen, weil sie in der Zahlenfolge unmittelbar nach ihnen kommt; dies ist
eine Ordnungs- und nicht eine GréBenbeziehung."
Wir mussen also oben die Argumentation 1 verwerfen und Argumentation 2 anerkennen.

Doch was bedeutet dies fir die Exponentialfunktion (zur Basis 2)? Es ist schwer zu glauben,
aber es sieht so aus, als dass sie bei NO eine Unstetigkeitsstelle hat, denn
2% =C#N8,= lim 2"
n—N,

Wir haben erkannt, dass es mdglich ist, eine der von Georg Cantor entdeckten transfiniten

Kardinalzahlen als Grenzwert aufzufassen, und den Grenzwertbegriff auf |R+U[N0]

erweitert. Nun wollen wir untrersuchen, welche Auswirkungen dies auf die Rechenregeln fur

Grenzwerte hat. Sei Xx€IR,UN, . wir finden n€NUN, mit x<n .Esist
No=N,+x=N,+n=X, ,also N,+x=N, .Wenn x>1 ,soist
No=N;x=N;n=K, ,also Nyx=N; .Fir 0<x<1 existiert n€INUN  mit

1 N N
—<Xx .Dannist N,=—<N;x<N, .Alsofiralle x€RIUN, ist N, x=8,
n n

lima,=N, g limb,=x .4
n—

N
No n—=N,

Seien (a,),en, (b,),en reelle Zahlenfolgen mit

x€R,UN, . Dann ist nhj? (a,+b,)=N, . Fur x#0 ist zudem nl:ril (a,b,)=N,

Es ist also wie gehabt, fiir reelle Zahlenfolgen (a,),cn,(P,),en gilt
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lim (a,+b,)=lim a,+lim b, .. lim (a,-b,)=lim a, lim b,

n—=¥, n—N, n—=N, n—=yx, n—=N, n—N,

auBer im Falle

111’1’1 an=0/\ llm bn=N0 Und 111’1’1 an=0/\ 111’1’1 bn=N0 . H|er |St namllch N()O:O ,

n—-N, n—=N, n—-N, n—-N,

n—-N;

i (5 on)=o

Unser wesentliches Resultat ist also, dass eine Operation mit Unendlich (genauer, einer

. 1 .
wohingegen z.B. lim ((—)(n))=l . Aber es gibt auch Falle mit Ubereinstimmung, z.B.

transfiniten Kardinalzahl) nicht immer Uber Grenzwertprozesse ausgefiihrt werden kann.
Dass also das Ergebnis einer Operation mit Unendlich nicht mit dem Grenzwert dieser
Operation, angewendet auf die als Grenzwertprozess aufgefassten Operanden,

lim (a,b,)

.
n—=¥N,

Ubereinstimmen muss. Soist X,"0=0 wahrend flir

. _ . _ N, .
lim a, =N Alim 5,=0 erschiedene Werte zulésst. Auerdem ist 2 % lim 2"

n—=¥, n—N, n—N,
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