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Zusammenfassung

Die Beweisentwicklungsumgebung Q-MKkRP soll Mathematiker bei einer
ihrer Haupttitigkeiten, ndmlich dem Beweisen mathematischer Theoreme un-
terstiitzen. Diese Unterstiitzung mufl so komfortabel sein, dal die Beweise mit
vertretharem Aufwand formal durchgefiihrt werden kénnen und dafl die Kor-
rektheit der so erzeugten Beweise durch das System sichergestellt wird. Ein
solches System wird sich nur dann wirklich durchsetzen, wenn die rechner-
gestiitzte Suche nach formalen Beweisen weniger aufwendig und leichter ist,
als ohne das System.

Um dies zu erreichen, ergeben sich verschiedene Anforderungen an eine
solche Entwicklungsumgebung, die wir im einzelnen beschreiben. Diese be-
treffen insbesondere die Ausdruckskraft der verwendeten Objektsprache, die
Moglichkeit, abstrakt iiber Beweispldne zu reden, die am Menschen orientierte
Présentation der gefundenen Beweise, aber auch die effiziente Unterstiitzung
beim Fiillen von Beweisliicken. Das im folgenden vorgestellte Q-MKRP-System
ist eine Synthese der Ansitze des vollautomatischen, des interaktiven und des
planbasierten Beweisens und versucht erstmalig die Ergebnisse dieser drei For-
schungsrichtungen in einem System zu vereinigen. Dieser Artikel soll eine Uber-
sicht iber unsere Arbeit an diesem System geben.

1 Einfiihrung

Die klassische Aufgabe eines rechnergestiitzten Beweissystems ist der Nachweis, ob
eine bestimmte Formel, das Theorem, aus einer gegebenen Formelmenge, der Axio-
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menmenge (der Wissensbasis), logisch folgt. Diese Frage ist im allgemeinen unent-
scheidbar, jedoch wenn das Theorem gilt, dann kann man es in endlich vielen Schrit-
ten beweisen. In den letzten dreiflig Jahren wurden méachtige Kalkiile wie Resolution
und Paramodulation entwickelt und verfeinert, mit denen in vielen fiir die Praxis
relevanten Spezialfiallen positive Ergebnisse erzielt werden kénnen.

Das Hauptinteresse im Gebiet des automatischen Beweisens war lange Zeit — und ist
heute auch weitgehend noch — von der Motivation geprégt, effiziente vollautomatische
Systeme zu entwickeln. In diesem Paradigma sind verschiedene automatische Bewei-
ser entstanden, wie das duflerst effiziente OTTER-System vom Argonne National Lab,
USA, und unser eigenes MKRP-System, ein leistungsfahiger Resolutionsbheweiser fiir
eine sortierte Logik erster Stufe mit eingebauter Gleichheit. Uber einen Zeitraum
von fast fiinfzehn Jahren haben wir Starken und Schwachen des MKRP-Systems un-
ter anderem dadurch getestet, dafl wir Theoreme eines mathematischen Lehrbuches
[Deu71] mit dem System bewiesen haben. Obwohl viele Theoreme formal in MKRP
bewiesen werden konnten, ist die abschlieBende Bewertung doch eher negativ, denn
es zeigten sich prinzipielle Schwichen von automatischen Beweisern, die allen au-
tomatischen Beweisern anhaften und die eine Benutzung eines solchen klassischen
Systems als Werkzeug im Sinne eines rechnergestiitzten mathematischen Assistenten
utopisch erscheinen lassen. Diese Schwachen haben dazu gefithrt, dal unser derzeiti-
ges Forschungsinteresse im wesentlichen nicht mehr im Rahmen des klassischen Be-
weiserbaus liegt, sondern daf} sich die Arbeiten auf ein neues Paradigma und System,
namlich das Q-MKRP-System, konzentrieren. Die negativen Erfahrungen lassen sich
im wesentlichen so zusammenfassen:

1. Die Darstellung mathematischer Probleme in einer Logik erster Stufe ist oft
nicht einfach, selbst wenn es sich dabei um eine Logik mit Gleichheit und Sor-
ten handelt. Es zeigte sich bei der tatsédchlichen Kodierung des Lehrbuches,
daf} eine ausdrucksstérkere Sprache notwendig ist, da sonst der Aufwand fiir
die Kodierung sehr grof wird und der Zusammenhang zwischen den Fakten im
Lehrbuch und deren Kodierung oft nicht mehr offensichtlich ist. Diese Sprache
muf} auf jeden Fall Konstrukte héherer Stufe enthalten. Damit sie moglichst na-
he an die von Mathematikern verwendete Sprache herankommt, sind Sorten als
Ausdrucksmittel wichtig. Dies hat bei uns zur Entwicklung der Objektsprache
POST gefiihrt, die weiter unten ausfithrlicher dargestellt wird.

2. Ein Beweiser wie MKRP zeichnet sich unter anderem dadurch aus, daff er uni-
versell einsetzbar ist, weil er zunichst kein spezielles mathematisches Wissen
hat. Daher ist es notig, die fir den Beweis notwendigen Informationen fiir
jeden Satz immer wieder neu einzugeben. Dieser Prozefl ist nicht nur sehr um-
standlich, sondern aufgrund der Redundanz in verschiedenen Versionen auch
in hohem Mafle fehleranféllig. Ein System, das die enorme Informationsmen-
ge von einigen Megabytes, die bei der Kodierung eines einzigen Lehrbuches
anfillt, verwalten muf}, benétigt eine zentrale Datenbank des mathematischen



Faktenwissens. Dazu haben wir die 2-Datenbank entwickelt und aufgebaut, die
es gestattet mathematisches Wissen strukturiert abzulegen.

3. Oft sind Satze zu schwer, als daf} sie vollautomatisch bewiesen werden kénnen.
Will man ein solches System als Werkzeug benutzen, so mufl der Benutzer
die Méglichkeit haben, in den Beweisprozef eingreifen und diesen gegebenen-
falls interaktiv steuern zu kénnen. Leider ist das bei klassischen Beweissyste-
men nahezu unméglich, da der Suchraum riesig ist, die Beweissuche in einem
nur Eingeweihten verstandlichen Format ablauft und zudem wenig geeignet ist,
die menschliche Intuition zu unterstiitzen. Die derzeitigen interaktiven Syste-
me fiir die Beweisentwicklung sind zwar sehr viel besser in ihren Représen-
tationsmoglichkeiten mathematischer Sachverhalte, aber sie sind oft relativ
schwach in ihrer deduktiven Unterstiitzung.

4. Fir Beweiser, die wie das MKRP-System auf einer Normalform arbeiten, stellt
sich die Frage, wie gefundene Beweise so préasentiert werden kénnen, daf sie
dem Benutzer verstindlich sind. Fiir ein System, das als interaktives Werkzeug
eingesetzt werden soll, erhélt diese Frage natiirlich noch viel starkeres Gewicht.
Der Benutzer will keine Klauselbeweise, die oft einige hundert Schritte lang
sind, lesen miissen, sondern moglichst gut gewahlte und strukturierte Darstel-
lungen, die die wesentlichen Schritte betonen. In unserem Fall wird in den
Beweisen die Sprache POST zur Darstellung verwendet und durch geeignete
Transformationen in eine mathematische Umgangssprache tiberfiihrt.

Um Mathematikern eine grofitmogliche automatische Unterstiitzung bei der Bewei-
sentwicklung bieten zu kénnen, haben wir das im folgenden beschriebene System
Q-MKRP entworfen und bisher teilweise implementiert. Es ist eine interaktive Be-
weisentwicklungsumgebung, die Vorteile des maschinenorientierten Beweisens, wie
der Resolution, und des eher auf menschlichem Vorgehen aufbauenden planungsba-
sierten Beweisens, wie es von Bundy [Bun88] und anderen vorgeschlagen wurde, zu
verbinden versucht. Dazu sollen in einer Umgebung, in der ein Benutzer seine Bewei-
se interaktiv entwickeln kann, klassische automatische Beweiser erster Stufe wie das
MEKRP-System integriert werden, aber auch Beweiser fiir Logiken héherer Stufe wie
Tps [AINPY0] oder unser eigenes System LEO, das weiter unten vorgestellt wird. Da-
durch werden dem Benutzer die Moglichkeiten an die Hand gegeben, die eigenen Ideen
auszufithren, ohne daf} er wie in einer der heutigen Beweisentwicklungsumgebungen
gezwungen ist, den Beweis durch die Angabe von Kalkiilregeln oder zusammenge-
setzten Kalkiilregeln (sogenannten Taktiken) detailliert selbst fithren zu miissen.
Das Problem wird am Anfang als trivialer Beweisbaum eingefiihrt, und dieser wird
als zentrale Datenstruktur solange modifiziert, bis ein endgiiltiger Beweis erzeugt ist.
Der Benutzer hat dabei mehrere Moglichkeiten einzugreifen, er kann insbesondere

e mathematisches Faktenwissen aus der 2-Datenbank in den Beweisbaum ein-
bauen (im folgenden gehen wir darauf nicht ein, siehe [Ker91b, SK93]),
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Abbildung 1: Architektur von Q-MKRP

e verschiedene automatische Beweiser aufrufen, unter anderem MKRP oder LEO
(vergleiche Abschnitt 2),

e auf vorhandene Methoden aus der Methodenbank zuriickgreifen, die dann zum
Beispiel einzelne Beweisschritte ausfithren (vergleiche Abschnitt 3),

e neue Methoden erzeugen lassen durch die Kombination bestehender Methoden
oder durch die Anwendung von Metamethoden, oder

e cinen Analogieplaner verwenden, der Beweisplane durch Analogie zu bereits
vorhandenen erstellt (vergleiche Abschnitt 3),

o den erzeugten Beweis von einem Verifizierer iiberpriifen lassen und

e automatisch erzeugte Beweise in das Format des natiirlichen Schliefens trans-
formieren oder den Gesamtbeweis in natiirliche Sprache {ibersetzen lassen (ver-

gleiche Abschnitt 4).

Man kann die Aufgabe des Benutzers als einen abstrakten Planungsprozefl auffassen,
in dem ein Beweis interaktiv mit dem System entwickelt wird. Der Benutzer plant
sein Vorgehen auf einer wesentlich abstrakteren Ebene als auf der eines konkreten
Beweises, und er kann dabei allgemeine Lemmata oder Beweismethoden verschie-
dener Granularitdt benutzen. Diese menschliche Planungsaufgabe soll zunehmend



von einer automatischen Planungskomponente unterstiitzt werden, so dal der Au-
tomatisierungsgrad von (-MKRP auf die Dauer steigen wird. Der Planer kann den
Beweisbaum so modifizieren, dafl als Begriindungen fiir Beweiszeilen, die Methoden
oder Beweise der angeschlossenen vollautomatischen Beweiser eingetragen werden.
Um das Gesamtproblem zu beweisen, miissen diese Schritte abschlieend vom Verifi-
zierer Uberpriift werden, da wir — wie auch Bundy — nicht fordern, dafl eine Methode
immer erfolgreich, ja nicht einmal korrekt sein muB. Einen Uberblick iiber die Archi-

tektur von Q-MKRP gibt Abbildung 1.

2 Mechanisierung von Logiken héherer Stufe

Der Beweiserbau fiir Logiken héherer Stufe ist durch die Beobachtung motiviert, dafl
die mathematische Fachsprache (und damit auch die in fast allen mathematischen
Lehrbiichern verwendete Sprache) inhdrent Konstrukte hoherer Stufe verwendet, also
Konstrukte, in denen nicht nur iiber Eigenschaften von Objekten gesprochen wird,
wie in Gerade(4), sondern auch {iber solche von Funktionen wie Stetig(f) oder von
Pradikaten, wie Symmetrisch(=). Um eine Sprache zu entwickeln, in der sich sol-
che mathematischen Konzepte addquat darstellen lassen, hat man die Alternative,
entweder diese Konstrukte in einer Mengentheorie zu kodieren oder direkt in einer
Préadikatenlogik hoherer Stufe. In der mathematischen Praxis verwendet man meist
eine Mischung aus beidem: die Mengenlehre stellt zwar ein méachtiges Hilfsmittel zur
Beschreibung mathematischer Sachverhalte dar, aber auch Konstrukte héherer Stu-
fe sind iblich und werden zudem, vor allem durch die Wahl der Notation (n, m, k
fir natiirliche Zahlen; f, g, h fir Funktionen usw.) implizit sortiert beziehungsweise
getypt. Die theoretische Moglichkeit wieder alles in die Mengenlehre zu iibersetzen,
wird praktisch natiirlich nie durchgefithrt, sondern die Schliisse werden vielmehr di-
rekt in der jeweiligen (im allgemeinen sehr méchtigen und mit Spezialkonstrukten
angereicherten) Fachsprache durchgefiihrt.

Entsprechend gibt es fiir die Automatisierung nun zwei Mé&glichkeiten: man kann
die mathematischen Konstrukte in eine Mengenlehre wie die von Zermelo-Fraenkel
oder in die fiir die anschlieBende Mechanisierung wesentlich besser geeignete von
von Neumann-Godel-Bernays kodieren (wie zum Beispiel in [BLM*86, Qua92] vor-
geschlagen) und versuchen, einen automatischen Beweiser erster Stufe zu verwenden,
der um Verfahren zur Behandlung der anfallenden Mengenkonstrukte angereichert
wird. Eine solche Behandlung hat sich zumindest in unserem Fall als nicht sehr er-
folgversprechend herausgestellt: allein die Darstellung einer Funktion als linkstotale,
rechtseindeutige Relation ist fiir dieses ja noch relativ simple Konstrukt so aufwen-
dig, daf} an eine erfolgreiche Bearbeitung schwieriger Probleme mit einem allgemeinen
Beweiser erster Stufe nicht zu denken ist.

Daher haben wir uns entschlossen, den zweiten Weg einzuschlagen und als Aus-
gangspunkt eine sortierte Logik hoherer Stufe zu verwenden. Eine Ubersetzung von
Konstrukten der Mengenlehre in eine solche Logik ist relativ natiirlich, so dal man



mit einer solchen Sprache eine gute Annéherung an die mathematische Fachsprache
erreichen kann. Aus diesen Uberlegungen entstand die sortierte Sprache héherer Stufe
POST, die wir kurz vorstellen wollen.

Fiir ihre Operationalisierung haben wir beide Hauptansatze zur Automatisierung von
Logiken héherer Stufe untersucht, nimlich zum einen die Ubersetzung von POST
in eine (sortierte) Logik erster Stufe und zum anderen die Entwicklung von Bewei-
sern fiir Logiken hoherer Stufe. Beiden Anséatzen ist gemeinsam, daf} sie fiir die Be-
wertung der Vollstandigkeit der entwickelten Methoden nicht die Standardsemantik
einsetzen, da es bezliglich dieser Semantik nach dem Gédelschen Unvollstandigkeits-
resultat keine vollstandigen Kalkiile geben kann. Vielmehr bauen sie wie tiblich auf
verallgemeinerten Semantiken auf, die auf Henkin [Hen50] zuriickgehen.

2.1 POST

Die Sprache POST ist die universelle Reprasentationssprache fiir das Q-MKRP-
Projekt. Um diesen Anspruch erfiillen zu kénnen, mufl POS7 die teilweise wider-
spriichlichen Anforderungen von moglichst maximaler Expressivitat einerseits und
der Mechanisierbarkeit andererseits beriicksichtigen. Bei dem Entwurt waren deswe-
gen einerseits die Anforderungen der mathematischen Praxis und andererseits die
Suchraumeinschrankungen, die zur Entwicklung von effizienten automatischen Be-
weisern notig sind, mafigebend. POST basiert auf einer Logik héherer Stufe in Form
eines getypten A-Kalkiils [Chu40]. In diesem sind im Gegensatz zur Pradikatenlogik
erster Stufe auch sogenannte A-Abstraktionen der Form Az. A erlaubt, wobei dieser
Ausdruck eine Funktion repréasentiert, die einen Term B auf den Term abbildet, den
man erhélt, wenn man in A alle freien Vorkommen von x durch B ersetzt (diese Er-
setzung nennt man A-Konversion). Zum Beispiel 1a8t sich die Quadratfunktion durch
den A-Ausdruck Az. x-z darstellen. Die Theorie der A-Konversion wird in A-Kalkiilen
als universell giiltig angenommen.

Wir haben in POST diese Logik hoherer Stufe mit Sorten angereichert, so dafi das
Typsystem zu einer ordnungssortierten Struktur verallgemeinert wird. Die Erfah-
rungen mit dem Beweisen erster Stufe haben gezeigt, dafl sortierte Logiken sowohl
die Expressivitat als auch die Mechanisierbarkeit erhéhen, denn Sorten wirken bei
geschickter Nutzung als Randbedingungen, die den Suchraum einschranken. Dariiber-
hinaus hat der Benutzer die Moglichkeit, einen Teil seines taxonomischen Wissens
pragnant und adédquat in der Signatur auszudriicken und so den Inferenzprozeduren
fiir eine entsprechende Spezialbehandlung zugéanglich zu machen.

Durch die Sorten und die Moglichkeit Termdeklarationen anzugeben, unterstiitzt
POST inbesondere die Formalisierung von Funktionsklassen mit Werte- und Defi-
nitionsbereich. So lassen sich zum Beispiel in der folgenden Signatur

[+:NxIN—=N.[+:GxG—=G,[+:UxU—=G,[+:GxU—=U],
[—I—:UXG—)U],[(:CW—I—IW):G]

die Eigenschaften der Addition auf natiirlichen Zahlen (IN), geraden (G) und unge-

6



raden (U) Zahlen sehr natiirlich spezifizieren. Fiir die letzte Termdeklaration wurde
zum Beispiel ausgenutzt, dafl die Verdoppelung einer natiirlichen Zahl immer zu einer
geraden Zahl fiihrt.

Im Zusammenhang mit Funktionen héherer Stufe entfalten sortierte A-Kalkiile mit
Termdeklarationen eine besondere Ausdruckskraft: so 14t sich zum Beispiel die Klas-
se der Polynome (P) durch die folgende Signatur als Subklasse der Funktionen auf
den reellen Zahlen (IR) vollstindig charakterisieren

[(Azre aR) : P, [(Azr @) : Pl [(Azr. fr(2) + gp(2)) : Pl [(AzRe fr(z) - gp(z)) : P].

Hier wird ausgenutzt, dal konstante Funktionen (p(z) = a) und die Identitatsfunk-
tion (p(x) = x) Polynome sind, und die Menge der Polynome der Abschlufl dieser
beiden Funktionen unter der Summe und dem Produkt von Funktionen ist.

2.2 Ubersetzung von héherer Stufe in erste Stufe

Zur Operationalisierung von POST gibt es wie erwdhnt die Méoglichkeit, eine sor-
tierte Logik erster Stufe zu verwenden. Dazu werden Ausdriicke der Logik héherer
Stufe durch eine sogenannte Reifikation in die Logik erster Stufe {ibersetzt [Ker91a].
Dies geschieht durch die Einfiihrung neuer Funktions- und Pradikatssymbole «,
so dafl beispielsweise Ausdriicke der Form Stetig(f) in «(Stetig, f) tibersetzt wer-
den. Sowohl Stetig als auch f werden in diesem Ausdruck als Objekte erster Stufe
aufgefaBt. Durch diese Ubersetzung ist es auch méglich iiber Objekte zu quanti-
fizieren, die urspriinglich Funktionssymbole oder Prédikatssymbole waren, wie in
VP.Symmetrisch(P) < (Vz,y. P(z,y) = P(y,z)).

Um allerdings beziiglich einer im Henkinschen Sinne verallgemeinerten Semantik voll-
standig zu sein, reicht es nicht aus, nur alle Formeln auf diese Weise zu iibersetzen.
Es sind weitere Axiome erforderlich, namlich die Extensionalitdtsaxiome und Kom-
prehensionsaxiome.

Die Extensionalitdtsaxiome besagen, dafl zwei Funktionen, die in all ihren Werten
iibereinstimmen, gleich sind. Es handelt sich also um Formeln der Form

Vi, ¢g.Ve.a(f,z) = alg,z) = f=g.

Die Komprehensionsaxiome erlauben das Zusammenfassen von Ausdriicken. Schauen
wir uns dazu ein Beispiel an, namlich die Aussage, dal alle Menschen alle Eigen-
schaften vom Vater oder von der Mutter ererbt haben, das heifit, daf sich jede ihrer
Eigenschaften bei Vater oder Mutter wiederfinden 1at. Dies kann man in einer Lo-
gik zweiter Stufe durch folgende Formel ausdriicken: VP. V. mensch(z) A P(z) =
P(vater(z)) V P(mutter(z)). Die Pradikatsvariable P kann zum Beispiel mit der
Pradikatskonstanten kurzsichtig instantiiert werden. Soll P(t) durch eine Formel wie
(trinkt_kaffee(t) = schlaft_schlecht(t)) ersetzt werden, braucht man bei einer Uber-
setzung das folgende Komprehensionsaxiom: 3Q. V. Q(x) < (trinkt_kaffee(z) =
schlaft_schlecht(z)). Da es von diesen Axiomen a priori unendlich viele gibt, berei-
ten sie beim Ubersetzungsansatz besondere Probleme. Allerding sind fiir den Beweis



vieler Theoreme keine solchen Axiome notwendig, dann namlich wenn die Theore-
me zwar eine Syntax hoherer Stufe verwenden, aber direkt in erster Stufe beweisbar
sind. Es gibt zwar unendlich viele Komprehensionsaxiome, aber zu einer gegebenen
Signatur lassen sich diese endlich reprasentieren [Ker94], so dafl man prinzipiell aus
einem endlichen Problem der Logik héherer Stufe ein endliches Problem der Logik
erster Stufe erhélt. Allerdings kann diese prinzipielle Endlichkeit alle verniinftigen
Schranken heutiger Rechner sprengen.

2.3 Direkte Mechanisierung von POST

Der andere Ansatz zur Operationalisierung von POST besteht in der Entwicklung
von maschinenorientierten Kalkiilen direkt fiir diese Sprache. Dieser kommt im Ge-
gensatz zum Ubersetzungsansatz ohne die Komprehensionsaxiome aus, da diese in
der Theorie der A\-Konversion bereits fest in die Unifikation eingebaut sind. Eine Me-
chanisierung der Extensionalitatsaxiome konnte in [Koh95] erstmals erreicht werden.
Unsere Arbeiten zum Beweisen in POS7T bauen auf Huets Unifikationsalgorithmus
fiir den einfach getypten A-Kalkiil [Hue72] auf, der zusammen mit den Arbeiten
von Andrews [AndT71] die Grundlage fiir einen Resolutionskalkiil der Logik hoherer
Stufe bildet. Dieser Algorithmus hat allerdings auf theoretischer Ebene eine ganze
Reihe von technischen Schwierigkeiten wie die Unentscheidbarkeit der Unifikation, die
Nichtexistenz von allgemeinsten Unifikatoren und die enorme Proliferation méglicher
Unifikatoren zu meistern.

Im Tps-Projekt [AINP90] von Andrews, in dem seit iiber fiinfzehn Jahren System
zum Beweisen von Satzen hoherer Stufe gebaut wurde, konnte zwar die generelle
Machbarkeit der Mechanisierung von Logiken héherer Stufe gezeigt werden, aller-
dings wurde auch deutlich, daf§ trotz der praktischen Verbesserungen iiber diesen
langen Zeitraum die angewandten Methoden noch zu schwach fiir den praktischen
Einsatz sind. Insbesondere sind Systeme wie TPs auf dem Fragment erster Stufe
weit schwécher als heutige Beweiser erster Stufe. Unserer Meinung nach lassen sich
die Schwachen hauptsichlich darauf zuriickfithren, dafl in Systemen héherer Stufe all
die Methoden und Techniken (wie die Spezialbehandlung fiir Sorten und Gleichheit,
maéchtige Suchstrategien und ausgefeilte Implementierungstechniken wie das Termin-
dexing), die das automatische Beweisen erster Stufe erfolgreich gemacht haben, noch
nicht eingesetzt beziehungsweise entwickelt worden sind. Jiingste Entwicklungen in
diesem Gebiet werden auch stark durch logische Programmiersprachen héherer Stufe
beeinflufit. Wichtige Systeme, die auf getypten A-Kalkiilen hoherer Stufe basieren
sind zum Beispiel Isabelle [Pau90], A-Prolog [NM88] und ELF [Pfe91].

In POST stellte sich die Entwicklung von Unifikationsalgorithmen als ein sehr
schwieriges Unterfangen heraus, da die Mechanismen der A-Konversion, der Sorten
und der Termdeklarationen auf nichttriviale Weise interagieren. Insbesondere ist im
Gegensatz zu einfach getypten A-Kalkiilen eine Eindeutigkeit von approximierenden
Bindungen einer gegebenen Sorte nicht mehr garantiert, da jede Termdeklaration mit
entsprechendem Kopfsymbol einen Beitrag leisten kann. Dieses Phanomen ist aller-



dings keine Besonderheit des A-Kalkiils, da es bereits bei Termen erster Stufe, wie
sie von Schmidt-Schaufl [SS89] betrachtet wurden, auftritt. Allerdings lassen sich mit
dem Hilfsmittel der approximierenden Bindungen auf herkémmliche Weise Unifikati-
onsalgorithmen hoherer Stufe [JK94, KP93, Koh94] bauen, deren Verzweigungsrate
im Vergleich zum getypten Fall durch gewisse Termdeklarationen stark beschrankt
ist.

Durch die sortierte Unifikation lassen sich die bekannten Widerlegungskalkiile fiir
Logiken hoherer Stufe [Hue72, And89] zu sortierten Kalkiilen [Koh94] fiix POST
verallgemeinern. Im System LEO (Logic Engine for Q-MKRP) werden im Moment
verschiedene sortierte Widerlegungskalkiile héherer Stufe prototypisch implementiert
und auf ihre praktische Verwendbarkeit getestet.

In der Logik erster Stufe haben sortierte Unifikationsalgorithmen mit Termdekla-
rationen direkt zur Entwicklung spezieller Resolutionskalkiile mit dynamischer Sor-
teninformation [Wei91] gefithrt. Diese wurden dann in [KK94, KK95] ihrerseits eine
Grundlage fiir die Mechanisierung partieller Funktionen, basierend auf den bekann-
ten Kleene-Logiken [Kle52]. Diese Ansatze sollen in POST verallgemeinert werden,
um damit Kalkiile zu haben, die mit der Behandlung von Sorten und partiellen
Funktionen einen signifikanten Teil der mathematischen Umgangssprache adaquat
mechanisieren.

3 Beweisplanung

Eine wichtige Komponente zur Unterstiitzung des Benutzers ist ein rechnergestiitztes
Verfahren zur Beweisplanung. Der wesentliche Unterschied zum traditionellen Vorge-
hen der Bewetssuche ist, dal nicht alle moglichen Inferenzschritte aufgelistet werden,
um in diesem (riesigen) Suchbaum dann eine Sequenz von Schritten zu finden, die
den Satz beweist. Stattdessen wird der Beweis auf einer viel allgemeineren Ebene,
unter der Verwendung von bereichsspezifischen Methoden geplant. Natiirlich gibt es
auch hier wieder einen Suchraum, aber durch die abstraktere Sichtweise, die dem
menschlichen Vorgehen sehr viel ndher kommt, werden diese Suchrdume auch fiir
schwierige Probleme handhabbar. Wir verfolgen dabei eine Erweiterung von Bundys
Ansatz [Bun88], den wir im folgenden beschreiben wollen.

Der Beweisplanungsansatz von Bundy baut auf den taktikbasierten Deduktionssy-
stemen wie NUPRL [Con86] auf. Wahrend die Taktiken in NUPRL Beweisprozeduren
sind, werden in Bundys Ansatz die Taktiken zu sogenannten Methoden erweitert,
indem sie um Spezifikationen ergédnzt werden. Methoden stellen damit Planungs-
operatoren im klassischen Sinne der Planverfahren in der KI dar, mit denen eine
rechnergestiitzte Planung des Beweises moglich ist. Wenn ein vollstandiger Plan ge-
funden ist, wird dieser ausgefithrt, das heifit die entsprechenden Taktiken werden auf
den partiellen Beweis angewendet und auf diese Weise wird dann ein fertiger Beweis
auf Kalkiilebene generiert. Da die Spezifikation der Methoden in der Regel eine Ab-
straktion der Eigenschaften der Taktik ist, mufl der gefundene Beweis abschliefend



auf seine Korrektheit iiberpriift werden. Falls der Beweis nicht vollstandig ist, wird
der Planungsvorgang mit den verbliebenen, offenen Teilproblemen rekursiv erneut
gestartet. Der gesamte Prozefl von der Analyse des Problems bis zum vollstandigen
Beweis ist also ein verschréankter Prozel von Beweisplanung, Anwendung von Takti-
ken und anschlieBender Verifikation (und eventueller menschlicher Interaktionen).
Unsere Erweiterung des Ansatzes von Bundy besteht darin, zusatzlich Metametho-
den einzufiihren, die die bestehenden Methoden verandern kénnen. Dies wird da-
durch motiviert, daf Mathematiker die von ihnen erlernten Beweisverfahren durch-
aus abadndern, um sie an neue Situationen anzupassen. Um dies auch mit den im
Rechner benutzten Methoden tun zu kénnen, haben wir vorgeschlagen, Methoden
und Taktiken teilweise deklarativ zu beschreiben [HKKR94], da die Anderung einer
deklarativen Sprache durch die Metamethoden natiirlich einfacher ist als die einer
prozeduralen.

3.1 Methoden

Methoden sollen sowohl Beweisprozeduren (die Taktiken) reprasentieren als auch ent-
sprechende Planungsoperatoren (durch deren Spezifikation). Da auflerdem Methoden
weitgehend deklarativ beschrieben werden sollen, benétigen wir Metavariablen, die
fiir Symbole, Formeln, Beweiszeilen usw. stehen. Zu diesem Zweck bestehen Metho-
den in unserem Ansatz aus sechs Komponenten, von denen die ersten fiinf deklarativ
sind, wiahrend die letzte prozedural ist:

o Die Deklaration ist eine Signatur, die die verwendeten Metavariablen definiert.

o Die Voraussetzungen bestehen aus einer Liste von Beweiszeilen, die von der
Methode benutzt werden, um die sogenannten Folgerungen zu beweisen.

o Die Randbedingungen sind zusétzliche Bedingungen, die gelten miissen, bevor
die Methode angewendet werden kann.

e Die Folgerungen bestehen aus einer Liste von Beweiszeilen, die von der Methode
bewiesen werden.

o Der Deklarative Inhalt wird von dem prozeduralen Inhalt interpretiert.

o Der Prozedurale Inhalt ist entweder eine Standardprozedur, die den deklarati-
ven Inhalt interpretiert, oder eine spezielle Inferenzprozedur, die fiir einen ganz
bestimmten Problemtyp geschrieben wurde.

Die Voraussetzungen, Randbedingungen und Folgerungen geben an, ob eine Methode
in einer bestimmten Beweissituation anwendbar ist. Wahrend diese Spezifikation al-
so alle Informationen enthélt, die fiir den Planer notwendig sind, repréasentieren der
deklarative Inhalt und der prozedurale Inhalt zusammen eine Taktik, die in Syste-
men wie NUPRL oder in Bundys Ansatz als Prozedur realisiert wiirden. Die Taktik
generiert spater den eigentlichen Beweis. Die Aufteilung von deklarativem und pro-
zeduralem Wissen einer Taktik bewegt sich innerhalb einer breiten Spannweite. Die
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einzige Bedingung, die wir an Methoden stellen, ist, dal der prozedurale Inhalt Be-
weiszeilen konstruiert, die in den aktuellen Beweiszustand eingefiigt werden kénnen.
Im einen Extrem ist der prozedurale Inhalt ein einfacher Interpreter, der das Be-
weisschema im deklarativen Inhalt in den aktuellen Beweiszustand einfiigt (indem
er die Metavariablen entsprechend bindet); im anderen Extrem (das genau Bundys
Ansatz entspricht) ignoriert der prozedurale Inhalt den leeren deklarativen Inhalt
und konstruiert neue Beweiszeilen rein prozedural.

Wiirden wir nur rein prozedurale Taktiken erlauben, so miifiten bei einer Modifikation
von Methoden die entsprechenden Programme verédndert werden. Wird eine Methode
durch eine Metamethode modifiziert, so bleibt das prozedurale Wissen unverandert,
nur das deklarative wird gedndert. Erst durch die Trennung von prozeduralem und
deklarativem Wissen in den Methoden werden Metamethoden praktisch realisierbar.

3.2 Ein Beispiel: Die Homomorphie-Methode

Wir wollen nun die hom1-1-Methode beispielhaft vorfithren (siehe Abbildung 2). Das
Beweisverfahren, das durch diese Methode repréasentiert wird, kann informell so be-
schrieben werden: Wenn F' eine in Zeile Ly gegebene Funktion und P ein in Lo
definiertes Prddikat ist und wir haben das Ziel, in Lg P(F(C)) zu zeigen, dann zeige
in Ly P(C) und benutze dies, um P(F(C)) zu zeigen. Die ldee dieses Verfahrens ist,
dafl F' ein Homomorphismus beziiglich der Eigenschaft P ist.

Methode : hom1-1

Ly, Ly, L3, Ly, Ls, Ls: beweiszeile
Deklarationen Ji1,J2, J3: begrundung X,Y: variable

O, U, Uy, Uy formel P, F,C: constante
Voraussetzungen | Ly, [y, L3

typ(C') = ergebnistyp(F') &
bR:l(?i(;llgungen Wy = WX = Ol

U, = V[X « F(O)]
Folgerungen Lg

(L) (L) F9V. 05 7

(Ly) (L1, L) FVX.P(X)& U (Jy)
Deklarativer (Ls) (L1, L) FP(C) (Js)
Inhalt (L4) (L1, L2)F Uy (def-e Lo, L3)

(Ls) (L1,L2)F W, (OFFENLy, Ly)

(Le) (L1,L2)F P(F(C)) (def-1i Lo, L;)
Prozeduraler .
Inhalt schema-interpreter

Abbildung 2: Die Methode hom1-1.
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Die Spezifikation von homi-1 fordert in Ly und L, lediglich die Existenz einer De-
finition fiir ¥ und P und keine weiteren Eigenschaften. Die Ausfithrung der Taktik
hinterlafit daher eine Liicke im Beweis: Nachdem ein vollstandiger Plan gefunden
wurde, fiigt die Taktik von hom1-1 die Zeilen L; bis Lg in den Beweis ein; fiir 4,
Ly und L3 sind durch das Planen Begriindungen gefunden worden; L4y und Lg erhal-
ten eine Begriindung, indem die Untertaktiken def-e und def-1i ausgefithrt werden,
die die Definition von P aus Zeile L, auf die Formeln aus Lz bzw. Lg anwenden;
die Begriindung von Zeile L; bleibt jedoch offen. Dies fiithrt in der folgenden Verifi-
kationsphase zu einem rekursiven Aufruf der Beweisplanung. Kann L5 so bewiesen
werden, ist der Beweis vollstandig gefiihrt, andernfalls ist die Anwendung von hom1-1
gescheitert.

Die Methode hom1-1 la88t sich nur fiir ein einstelliges Pradikat und eine einstelli-
ge Funktion benutzen (daher der Name homi-1). Ein entsprechendes, auf Homo-
morpie beruhendes Beweisvertahren 1a8t sich auch auf mehrstellige Pradikate oder
Funktionen anwenden. In unserem Ansatz kann aus der Methode hom1-1 eine pas-
sende Methode durch eine Metamethode add-argument automatisch erzeugt wer-
den [HKKR94]. Die Metamethode erhélt als Argumente eine Methode und ein ein-
stelliges Funktions- bzw. Pradikatssymbol (G sie ersetzt dann alle Vorkommen von
G(A) durch G'(A, B) und fiigt zu jeder Zeile, in der solch ein A ohne GG vorkommt,
eine zusatzliche Kopie ein, in der A durch B ersetzt ist.

Als Ergebnis der Anwendung von add-argument auf hom1-1 und F' erhélt man ei-
ne Methode hom1-2, die unter anderem als Folgerung die Zeile P(F'(C, D)) und als
Voraussetzung die Zeilen P(C') und P(D) enthélt. Diese Methode kann man nun
auf das neue Beweisziel symmetrisch(o U p) anwenden, und man erhélt die Teilziele
symmetrisch(p) und symmetrisch(o) als Ergebnis. Dies ist ein wichtiger Schritt in
dem Beweis, dafl die Vereinigung zweier symmetrischer Relationen wieder symme-
trisch ist.

3.3 Rechnergestiitzte Analogiebildung

Eine der wichtigsten Heuristiken, die Menschen bei der Suche nach Beweisen ver-
wenden, ist die Analogie. Beweisen durch Analogie bedeutet, einen Beweis fiir ein
Zieltheorem T35 zu finden, indem man versucht, den Beweis eines dhnlichen Quell-
theorems 77 zu iibertragen.

Um Analogie effizient im Q-MKRP-System behandeln zu kénnen, haben wir die fol-
genden Fragen naher untersuchen:

o Welche Operationen fithren Mathematiker aus, um den Beweis des Theorems
T, analog zum Beweis eines Theorems T} zu fithren?

e Wie kann man diese Operationen formal reprasentieren und implementieren?

e Wie kann man Analogien auf einer abstrakteren Ebene als der eines Kalkiilbe-
weises, zum Beispiel auf der von Beweisideen erfassen?
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Quelltheorem | Zieltheorem
T1 T2
Quellbeweis
ffll’ T1 7
q.e.d.

Abbildung 3: Analogie im Theorembeweisen

Um diese Fragen fiir real vorkommende nicht-triviale Beispiele zu 16sen, haben wir
zunéchst empirische Untersuchungen der Beweise in [Deu71]| durchgefithrt, die vom
Autor explizit als ,,analoger Beweis* angegeben waren.

Diese Untersuchungen haben ergeben, dafl bisherige Anséatze, Beweisen durch Ana-
logie zu automatisieren (siehe zum Beispiel [Owe90, Slo92]), nur bedingt geeignet
sind, tatsdchlich vorkommende Beweise durch Analogie zu finden, da diese Verfah-
ren vor allem auf der Abbildung von Symbolen des Quelltheorem auf Symbole des
Zieltheorem und auf dem Transfer von logischen Kalkiilschritten beruhen.

Es zeigt sich, dal auch Abstraktionen und andere Reformulierungen fir die un-
tersuchten Analogien erforderlich sind, die tiber Symbolabbildungen hinausgehen.
Diese Reformulierungen fithren Heuristiken aus, die den Zusammenhang zwischen
den Anderungen einer zu beweisenden Formel und der Anderung ihres Beweispla-
nes beschreiben. Beispielsweise wird eine Reformulierung, die die Argumente einer
Funktion vervielfacht, hdufig benutzt, um Theoreme von n-dimensionalen Raumen
auf (n + m)-dimensionale Radume zu iibertragen. Eine solche Reformulierung kann
nicht durch schlichte Symbolabbildung erreicht werden, weil das Vervieltachen von
Argumenten die Beweisstruktur verandert. Soviel zur ersten Frage.
Reformulierungen werden durch die schon erwédhnten Metamethoden, die Beweis-
pléane verdndern, ausgefithrt. Einzelne Reformulierungsprozeduren sind zu Testzwek-
ken implementiert worden. Dadurch wurde es moglich, einige (relativ schwierige) ma-
thematische Theoreme erstmalig per Analogie zu beweisen. Ein interessantes Beispiel
ist der Beweis eines zweidimensionalen Heine-Borel-Theorems, der durch Analogie zu
einem eindimensionalen Heine-Borel-Theorem gefiihrt werden konnte [Mel95b].
Neben der Einfithrung von Reformulierungen hat die Beantwortung der dritten Frage
zu einem neuen theoretischen Ansatz fiir die Analogiebildung im Theorembeweisen
gefithrt hat (siehe [Mel95a]): In sequentiell aufgeschriebenen Beweisen kann man
die Strukturierung von Beweisen in Beweisidee und Beweisdetails nicht erkennen.
Anders verhélt es sich bei der Repréasentation von Beweisen durch Beweisplédne, in
denen hierarchische Methoden Beweisideen darstellen kénnen.

Wenn Beweisplane iibertragen werden, kann es vorkommen, dal nur die Beweis-
idee transferiert werden kann. Beispielsweise ist nur die Beweisidee vom Theorem 17
»Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form (4k + 3)* analog iibertragbar auf das

13



Theorem T3y ,Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form (4k 4 1) [Ler83]. Fiir
andere Theoreme, beispielsweise fiir die Heine-Borel-Theoreme, sind auch fast alle
Beweisdetails iibertragbar.

AuBlerdem umgeht man mit dem Transfer von Beweisplanen Probleme, die von Ver-
suchen mit der detaillierten Ubertragung logischer Kalkiilschritte bekannt sind. Be-
sonders deutlich wird das bei Methoden, die den Aufruf eines automatischen Bewei-
sers beinhalten, der einen kleinen Beweis einer Teilbehauptung ausfithrt. Die analoge
Ubertragung erfordert nur, daff der Beweiser den Beweis einer reformulierten Teil-
behauptung fithren kann, jedoch nicht, dafl jeder logische Kalkiilschritt tibertragen
werden muf. Dadurch wird die analoge Ubertragung robuster.

Unsere analogiegeleitete Beweisplankonstruktion ist eine Kontrollstrategie fiir die Be-
weisplanung, die anstelle der Suche nach anwendbaren Methoden die Ubertragung
der Methoden aus einem Quellbeweisplan bevorzugt. Fiir ein Teilziel im Zielbeweis-
plan wird ein entsprechendes Teilziel im Quellbeweisplan ausgesucht und versucht
zu reformulieren, so dafl die beiden Teilziele iibereinstimmen. Diese Reformulierung
kann, wie wir gesehen haben, den Quellbeweisplan verandern. Dann wird versucht, die
relevante Methode aus dem reformulierten Quellplan auf den Zielbeweisplan zu {iber-
tragen. Lassen sich die Begriindungen in den Beweiszeilen nicht iibertragen, wird ver-
sucht, durch allgemeine Beweisplanung neue Begriindungen zu erzeugen. Das heif}t,
analoge Ubertragung und Planung kénnen sich gegenseitig ablosen und ineinander
verschrankt werden.

4 Beweisprasentation

Eine wichtige, aber bisher wenig untersuchte Anforderung an Deduktionssysteme ist
die Prasentation gefundener Beweise in fiir Menschen verstandlicher Form. Im Ge-
biet des automatischen Beweisens sind Ubersetzungsverfahren entwickelt worden, die
Beweise aus verschiedenen maschinenorientierten Formalismen in Beweise des natiirli-
chen Schlieflens (ND-Beweise) transformieren [Lin90, PN90], aber leider fithrten diese
Untersuchungen nicht zu wirklich verstandlichen, natiirlichen Beweisen. Im Gebiet
der Generierung natiirlicher Sprache wurde untersucht, wie ND-Beweise direkt ver-
balisiert werden kénnen [Che76, McD83], wobei sich jedoch herausgestellt hat, daf
eine direkte Verbalisierung von ND-Beweisen keinen addquaten Text produziert, da
die durch die jeweiligen ND-Inferenzregeln begriindeten Ableitungen (im Vergleich
zu Ableitungen, wie man sie in typischen mathematischen Lehrbiichern findet) auf
einer viel zu niedrigen Abstraktionsebene liegen.

Wir haben deshalb einen rekonstruktiven Ansatz zu diesem Problem gewahlt, in
dem die Prasentation von einem ND-Beweis vom PROVERB-System in zwei Stufen

durchgefithrt wird [Hua94c]:

e Das System sucht zuerst nach einer neuen Repréasentation des Beweises, die
abstraktere Ableitungsschritte enthalt [Hua94d] und besser strukturiert ist.
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e In einer zweiten Stufe verbalisiert dann die Prasentationskomponente den so
abstrahierten Beweis [Hua94a).

4.1 Ein Modell fiir informelles mathematisches Bewelsen

Dieses Verarbeitungsmodell definiert eine Zwischenreprésentation, die einen geeigne-
teren Ausgangspunkt fiir die Prasentation der Beweise darstellt; insbesondere miissen
dabei Ableitungsoperatoren definiert werden, die abstrakter sind als die {iblichen lo-
gischen ND-Inferenzregeln.

Sieht man sich die Beweise in mathematischen Lehrbiichern an, so stellt man fest, dafl
die meisten dort prasentierten Ableitungen durch die Anwendung eines Faktums (das
heifit einer Definition, eines Axioms oder eines bewiesenen Theorems) und nicht allein
durch einen einzelnen logischen Inferenzschritt begriindet sind. Zum Beispiel kann
man aus den Pramissen Uy C Fj und ay € Uy, die Schluifolgerung a; € F; mittels
einer Anwendung der Teilmengendefinition ableiten. Logisch gesehen erklaren wir die
Anwendung eines Faktums durch die Existenz eines Teilbeweisbaums. Mit solchen
Baumen kann man zu jedem Faktum eine endliche Menge von bereichspezifischen
Inferenzregeln erzeugen, die alle Falle der Anwendung dieses Faktums abdeckt.

Als eine neue Zwischenrepréasentation spielen Faktenbeweise eine entscheidene Rol-
le in unserem Ansatz zur Beweisprasentation. Bevor die Prasentationstechniken der
Sprachgenerierung in der zweiten Stufe angewendet werden kénnen, miissen also
zuerst aus maschinell erzeugten ND-Beweisen abstraktere Beweise erzeugt werden,
deren Ableitungen zum groflen Teil aus der Anwendung von Fakten bestehen. Bei-
spielsweise wird der folgende ND-Beweisabschnitt

VivcU CF & Ve elU=zelF
UychieVaelU =xel
liChovVaclhooeh ek
VexreUy =z e By VD
ai €Uy = a1 € Fy a; € Uy
a; € I

=D

durch den folgenden Schritt auf der Faktenebene ersetzt:

elU,,U; C F
(ii) @ Ll 1Def—Subset

a1€F1

Die praktischen Erfahrungen mit unserer Implementierung zeigen, dafl ein breites
Spektrum von ND-Beweisen auf diese Weise wesentlich gekiirzt werden kann, der
Faktor liegt bei dreifach bis zehnfach kiirzeren Beweisen. Dariiberhinaus entsprechen
die Ableitungen auf der Faktenebene sehr gut der Intuition von Mathematikern, die
mechanisch erzeugten Beweise waren in den von uns untersuchten Beispielen fast
immer mit den im Lehrbuch angegebenen vergleichbar.
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4.2 Ein Modell fiir die Beweisprisentation

Zur Sprachgenerierung soll nun ein Modell vorgestellt werden, wie aus einem Fak-
tenbeweis eine Folge von Beweiskommunikationsaktionen (proof communicative acts,
PCAs) erzeugt werden kann, die am Ende (nach einer Reihe linguistischer Transfor-
mationen) den natiirlichsprachlichen Beweis erzeugen. Jede PCA entspricht einem
Ableitungsschritt, in dem die Information tiber die benutzten Pramissen, tiber das
neue Zwischenergebnis und iiber die Begriindung enthalten sind. Im folgenden sehen
wir eine PCA, die aus der obigen Ableitung (ii) erzeugt wird:

(Derive Reasons: (a_le U_l, U_.1C F_1)
Derived-Formula: a_1 € F'_1
Method: Def-Subset)

Daraus erzeugt PROVERB die folgende Verbalisierung:

“Because a is an element of S; and S; is a subset of 5,5, according to the
definition of subset, a is an element of S;.”

Die Présentation eines Beweises wird teilweise durch hierarchische Planung und teil-
weise durch einen lokalen Fokus gesteuert. Im Modus der hierarchischen Planung
muf} das System zu jedem Zeitpunkt entscheiden:

e wie der zu préasentierende Beweis in Teilbeweise aufgespalten werden kann,
o in welcher Reihenfolge die Teilbeweise prasentiert werden,

o welche PCAs den Ubergang von einem Teilbeweis zum nichsten vermitteln
sollen und

o welche PCAs die primitiven Teilbeweise prasentieren sollen.

Fiir viele bekannte Beweistrukturen sind Standardkommunikationsmuster vorhan-
den, durch die solche Entscheidungen gefallt werden kénnen; denn die mathemati-
sche Umgangssprache ist sehr stark ritualisiert. Solche Kommunikationsmuster wer-
den durch top-down Planungsoperatoren dargestellt. Mit dem lokalen Fokus wird
das Phénomen simuliert, dafl im allgemeinen anhand des zuletzt vermittelten Zwi-
schenergebnisses das nachste Zwischenergebnis ausgewdhlt wird. Logisch gesehen ist
in einem Beweisbaum jeder Knoten, der den lokalen Fokus als eine Pramisse benutzt,
ein solcher Kandidat. Bei der Konfliktauflésung wird derjenige Knoten bevorzugt, der
mit dem lokalen Fokus die meisten semantischen Objekte gemeinsam hat. Das Kom-
munikationswissen dariiber, wie der ausgewéhlte Knoten préasentiert werden soll, wird
durch bottom-up Prasentationsoperatoren dargestellt.
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Da die top-down Planungsoperatoren und die bottom-up Préasentationsoperatoren
im selben Format kodiert sind, lassen sich die zwei Textgenerierungstechniken leicht
in einem Planungsmechanismus miteinander verbinden.

Ein weiterer Schwerpunkt des Verarbeitungsmodells fiir die Beweispréasentation ist
die Festlegung der Referenzausdriicke in den PCAs [Hua94b]. Hier miissen Entschei-
dungen getroffen werden, ob und wie sich das System auf die als Pramissen benutzten
Zwischenergebnisse und die als Begriindung benutzte Inferenzmethode beziehen soll.
Die Verbalisierung der PCAs erfolgt schliefllich durch das unter Leitung von Wahlster
entwickelte linguistische System TAG-GEN [KF95] zur syntaktischen Generierung.

5 Ein Beispiel

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie eine mathematische Aussage in Q-MKRP
bewiesen werden kann. Als Beispiel haben wir die Aussage gewéhlt, daf die transitive
Hiille der Vereinigung zweier Relationen gleich der transitiven Hiille der Vereinigung
ihrer transitiven Hiillen ist:

(pUo) =(p"Uc™)

Obwohl wir aus Darstellungsgriinden ein recht einfaches Beispiel gewahlt haben, 148t
es sich mit den heutigen vollautomatischen Beweisern allein nicht direkt 16sen.

Als erstes muf} sich der Benutzer in der Datenbank die notwendigen Axiome, Defi-
nitionen und Hilfssétze auswéhlen, die fiir den Beweis notwendig sind bzw. die er
benutzen will. In diesem Fall wahlen wir die Definitionen der transitiven Hiille, der
Vereinigung und der Mengengleichheit. Natiirlich konnte diese Auswahl auch semi-
automatisch auf der Basis der verwendeten Symbole erfolgen, und in der Tat wird
das System diese Auswahl in Zukunft unterstiitzen. Bei der Definition der transitiven
Hiille haben wir die Wahl zwischen zwei dquivalenten Definitionen. Wir wéhlen die
Definition, die die transitive Hiille einer Relation o als die kleinste transitive Relation
beschreibt, die o enthalt. Wahrend des Beweises werden wir spater feststellen, dafl
wir zusatzlich noch die Definition fiir die Teilmengenbeziehung bendtigen.

Nun kénnen wir mit dem Beweisen beginnen und wenden als erstes die Definition der
Gleichheit von Mengen auf das Beweisziel an. Hierbei handelt es sich um die Anwen-
dung eines Faktums (siehe Abschnitt 4), der am haufigsten verwendeten Schlufweise
in Q-MKRP, fiir die natiirlich eine Taktik vorhanden ist. Als Ergebnis erhalten wir
eine Konjunktion, die wir in die beiden Hauptteilziele (p U o)* C (p* U 0*)* und
(p*Uo*)* C (pUo)* aufspalten konnen.

Nach weiteren Anwendungen von Definitionen auf die erste Formel und anschlieflen-
der Simplifikation erhalten wir die Formel pUo C (p*Uo*)*. An dieser Stelle ist eine
spezielle Taktik anwendbar, die die Homomorphieeigenschaft von U fiir C ausnutzt
(siehe Abschnitt. 3.2). Als Ergebnis erhalten wir die beiden Teilziele p C (p* U 0*)*
und o C (p* Uo*)*. Nun haben wir die Problemstellung gentigend zerlegt, so daf sie
von einem der angeschlossenen automatischen Beweiser in angemessener Zeit gelost
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werden kann. Das zweite Hauptteilziel 1488t sich dhnlich 16sen, so dafl wir vier Teil-
probleme bekommen, mit denen wir nun alternativ die Beweissysteme MKRP oder
OTTER aufrufen.

Bei diesen Aufrufen wird als erstes unsere Repréasentation des Beispiels, das ja wegen
der obigen Relationendarstellung eine Logik héherer Stufe voraussetzt, von POST in
eine Reprasentation der Logik erster Stufe ibersetzt [Ker9la]. Dann werden die ent-
standenen Formeln in Klauselnormalform transformiert und dem gewahlten Beweiser
in dessen Syntax iibergeben. Nachdem ein Beweis gefunden ist, wird das spezielle Aus-
gabeprotokoll des Beweisers in eine einheitliche Sprache iibersetzt, wobei eventuell
im Protokoll fehlende Informationen (wie zum Beispiel die angewendeten Substitutio-
nen) wiederberechnet werden miissen. Dieser einheitlich reprasentierte Resolutions-
beweis wird dann in einen Beweis transformiert, der in dem in -MKRP benutzten
Format, dem Kalkiil des natiirlichen Schlieflens, formuliert ist. Anschliefend wird
dieser Beweis wieder von der Logik erster Stufe in die urspriingliche Logik héherer
Stufe tibersetzt. Dieser Beweis kann nun in den Beweisbaum in Q-MKRP eingefiigt
werden.

Nachdem wir die vier Teilprobleme in unserem Beispiel mit einem der automatischen
Beweiser gelost haben, erhalten wir einen vollstandigen ND-Beweis. Dieser kann nun
mit der oben beschriebenen Beweistransformation abstrahiert und in natiirliche Spra-
che transformiert werden (siehe Abschnitt 4).

6 Zusammenfassung

Die Entwicklung, die zu dem beschriebenen -MKRP-System gefiihrt hat, steht
natiirlich nicht fir sich allein, sondern mufl im Grenzbereich zwischen automatischen
Beweisern, Beweispriifern und planbasierten Systemen zur Beweiserstellung gesehen
werden. Damit wird im Rahmen dieses Systems versucht, verschiedene Paradigmen
der Beweiserstellung zu verbinden. Automatische Beweiser bauen meist auf einem
maschinenorientierten Kalkiil wie dem Resolutionsverfahren auf: man spezifiziert zu
Beginn einer Beweissuche ein Problem, setzt gewisse Parameter, und dann versucht
das System ohne weitere Benutzerinteraktion einen Beweis zu finden. Die meisten
automatischen Beweiser bauen auf einer Variante der Logik erster Stufe auf, es gibt
aber zum einen spezielle Systeme zur Behandlung von vollstdandiger Induktion wie
den Boyer-Moore-Beweiser [BM79] oder das INKA-System [BHHWS86]. Zum anderen
Systeme gibt es Systeme, die auf einer Logik héherer Stufe autbauen, wie das TPs-
System [AINP90]. Das letzte System hat sowohl einen automatischen als auch einen
interaktiven Modus.

Systeme zur Beweispriifung wie AUTOMATH [Bru80] wurden auch benutzt um ma-
thematische Lehrbiicher streng formal zu beweisen. Sie nutzen in starkerem Um-
fang bereichsspezifisches Wissen aus, aber die eigentliche Beweislast liegt fast aus-
schlieBlich beim Benutzer. Fortgeschrittene Systeme sind taktikbasierte Systeme wie

NuUPRL [Con86], Isabelle [Pau90] (Isabelle erlaubt zusatzlich die Spezifikation der
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Objektlogik) und KIV [HRS90] oder wissensbasierte Systeme wie Muscadet [Pas89]
und Ontic [McA89]. Die Taktiken wurden im OYSTER-CIAM-System [BvHHS90] zu
Methoden erweitert, so daB eine deklarative Spezifikation von Taktiken angegeben
werden kann.

Wir sehen die wachsende Aufmerksamkeit, die dem Bereich des taktikbasierten und
planbasierten Beweisen gewidmet wird, nicht als Zufall, sondern als ein Indiz dafiir
an, daf} vollautomatische Beweiser zwar starke Hilfmittel, aber als eigenstandige Sy-
steme nur von einem begrenzten Nutzen sind. Sie entfalten ihre Starke vor allem als
integrierte Systeme in einer interaktiven Umgebung.
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