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Kapitel 1

Unsortierte Pradikatenlogik erster
Stufe

Als Ausgangspunkt unserer Betrachtung wollen wir in diesem Kapitel die Standard-
pradikatenlogik erster Stufe mit Syntax, Semantik und Resolutionskalkiil kurz wie-
derholen.

1.1 Syntax

Die logischen Zeichen der Pradikatenlogik sind:
— eine unendliche Menge von Variablen z, y und z (z;),

— der einstellige Junktor = (,nicht“), die zweistelligen Junktoren A (,und“), V
(yoder®), = (,impliziert*) und & (,aquivalent“),

— die Quantoren V (,fir alle®) und 3 (,es gibt ein“) sowie
— die Hilfssymbole ), ( und ..

Die Signatur S besteht fiir jede natiirliche Zahl n aus einer (méglicherweise leeren)
Menge von n-stelligen Relationssymbolen, auch Prddikatssymbole genannt, die wir in
der Regel mit P, () und R bezeichnen, sowie einer (moglicherweise leeren) Menge von
n-stelligen Funktionssymbolen, die wir in der Regel mit f, ¢ und h bezeichnen. Null-
stellige Funktionssymbole heiflen Konstanten und werden mit ¢, d und e bezeichnet.
Bevor wir den Begriff einer Formel definieren kénnen, brauchen wir den Begriff
» LTerm®. Terme werden allgemein induktiv definiert.

1.1 DEFINITION (TERME): Terme zu einer Signature S sind genau die Ausdriicke,
die sich durch endlichmalige Anwendung der folgenden Regeln erhalten lassen:

T1 Jede Variable ist ein Term.

T2 Jede Konstante ist ein Term.
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Kapitel 1. Unsortierte Pradikatenlogik erster Stufe 2

T3 Sind tq,...,t, Terme und ist f ein n-stelliges Funktionssymbol, so ist auch
f(t1,...,t,) ein Term. u

1.2 DEFINITION (FORMELN DER PRADIKATENLOGIK ERSTER STUFE): Formeln
der Pradikatenlogik erster Stufe zu einer Signature S sind genau die Ausdriicke, die
sich durch endlichmalige Anwendung der folgenden Regeln erhalten lassen:

F1 Sind t¢4,...,t, Terme und ist P ein n-stelliges Relationsssymbol, dann ist der
Ausdruck P(ty,...,1,) eine Formel. So gebildete Formeln heiflen atomar.

F2 Ist ¢ eine Formel, so ist (—¢) eine Formel.

F3 Sind ¢ und ¢ Formeln, so sind auch (¢ A ¥), (¢ V), (¢ = ¢) und (¢ < )

Formeln.
F4 Ist ¢ eine Formel und x eine Variable, so sind auch (Vzy) und (3z¢) Formeln®.

F5 In einer Gleichheitslogik ist das zweistellige Pradikatssymbol = vordefiniert,
das heifit fiir zwei Terme #; und t5 ist ¢ = ¢4 eine Formel. u

Wir vereinbaren, dafl die Bindungsstéarke der Junktoren —, A, V, = und < in die-
ser Reihenfolge abnimmt und kénnen somit viele tiberfliissige Klammern weglassen.
Anstatt (Qzp) mit Q € {V, 3} schreiben wir auch Quz. ¢.

1.3 BEISPIEL: Formeln der Pradikatenlogik sind zum Beispiel , V. Mensch(z) =
sterblich(z)“, ,Mensch(Sokrates)“ oder ,sterblich(Sokrates)“. ]

1.2 Semantik

Die Bedeutung von Formeln wird dadurch erklart, da man Formeln die Wahrheits-
werte falsch oder wahr zuweist.

1.4 DEFINITION (INTERPRETATION ):

Eine Interpretation fiir Formeln der Pradikatenlogik ist ein Paar (U,Z), bestehend
aus einer nicht-leeren Menge U, dem Universum und einer Abbildung 7, die jeder
Konstanten aus S ein Element aus ¢ zuordnet, jedem n-stelligen Funktionssymbol
aus S eine Funktion von U x --- XU — U und jedem n-stelligen Relationssymbol
eine n-stellige Relation tiber &. Fine Belegung ¢ in eine Interpretation ist eine Abbil-
dung, die jeder Variable x ein Element aus ¢/ zuordnet. Eine Interpretation und eine
Belegung ergeben zusammen die Bedeutung fiir Terme durch folgende Abbildungen:

— T¢(x) = &(x) fir jede Variable x

— T¢(¢) = I(c) fiir jede Konstante ¢

Im Gegensatz zur Logik hoherer Stufe darf in der Logik erster Stufe nur iiber Objektvariablen
quantifiziert werden.

Sortenlogiken & ihre Automatisierung



Kapitel 1. Unsortierte Pradikatenlogik erster Stufe 3

— fiir n-stelliges Funktionssymbol f und Terme t1,...,t, gilt Ze(f(t1,...,1,)) =
I(f)(If(t1>7 s 7IE(tTL>)

Fiir Formeln wird definiert?:
~ Te = Pty ..., 1)) gdw Z(P)(Ze(th), . .., Ze(tn)).
T, & (=) gdw nicht T; = ¢
~TeE (e AY) gdw I E @ und I, = o)

~ L E (V) gdw I = g oder I, = ¢

- It = (¢ & ¢) gdw Z¢ | ¢ genau dann, wenn Z; = ¢

(
(
(

— I = (¢ = ¢) gdw wenn Z¢ | ¢ dann Z; |= o
(

— TI¢ = (Vap) gdw fiir alle a € U gilt Te[ra] =
(

— I |= (Jzp) gdw es gibt ein a € U mit T, q) = @

— Hat man eine Logik mit Gleichheit, so wird zuséatzlich definiert: 7, |= (¢; = t5)
ngV I&(tl) = I&(tg)

Damit ist es nun méoglich die folgenden Begriffe zu definierten:

— Eine Interpretation Z erfillt eine Formel ¢ genau dann, wenn fiir jede Belegung
¢ gilt Z; = ¢, T heiit Modell von . T heifit Modell einer Formelmenge I' genau
dann, wenn Z Modell jeder Formel aus I ist.

— Eine Formel ¢ folgt aus einer Formelmenge I' (geschrieben als I' = ¢) genau
dann, wenn jedes Modell von I' auch Modell von ¢ ist. Eine Formel ¢ heifit
erfillbar, wenn es ein Modell von ¢ gibt, unerfillbar, wenn es kein Modell gibt,
Tautologie (geschrieben als = ¢), wenn jede Interpretation ¢ erfiillt. u

1.5 BEMERKUNG: Fiir Satze, das heifit Formeln ohne freie Variable, hdangt der
Wahrheitswert ihrer Interpretation nicht von der Belegung ab. ]

1.6 BEISPIEL: Betrachten wir die Formeln aus Beispiel 1.3. Eine intendierte Interpre-
tation ist die folgende: Das Universum ¢ ist die Menge aller Lebewesen (lebende oder
verstorbene). Das Relationssymbol ,Mensch® wird auf eine Relation abgebildet, die
genau fiir Menschen wahr ist, entsprechend wird das Relationssymbol ,,sterblich“ so
interpretiert, dafl es genau auf sterblichen Lebewesen zu wahr ausgewertet wird. Das
Konstantensymbol ,,Sokrates® wird auf den Menschen Sokrates abgebildet. Damit

Zgdw steht fiir ,,genau dann wenn®. £[z « a] ist fiir alle Variablen aufler z identisch mit ¢ und

éle — al(z) = a.
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Kapitel 1. Unsortierte Pradikatenlogik erster Stufe 4

ergibt sich fiir die Formeln ,Mensch(Sokrates)“ und ,sterblich(Sokrates)“ als Inter-
pretation jeweils der Wahrheitswert wahr. Die Formel ,,VaMensch(z) = sterblich(x)“
ergibt auch wahr, da fiir jedes einzelne Element a € U gilt, wenn a ein Mensch ist,
dann ist a auch sterblich.

Eine andere Interpretation — die natiirlich nicht intendiert ist — der Formeln ist: Das
Universum U = IN, Z(Sokrates) = 8, Z(Mensch) ist die Relation, die angibt, ob eine
Zahl durch 4 teilbar ist und Z(sterblich) gibt an, ob eine Zahl gerade ist. Auch in
diesem Fall werden alle drei Formeln zu wahr interpretiert. ]

1.3 Wichtige Eigenschaften klassischer Logik

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Eigenschaften der Standardpradikatenlogik
kurz vorgestellt werden. Dazu benétigen wir noch den Begriff eines Kalkiils.

1.7 DEFINITION (KALKUL): Ein Kalkiil ist eine Menge von Schlufiregel zusammen
mit einer Menge von Aziomen. Ausgehend von den Axiomen kann man mit den
Schlufiregeln neue Formeln ableiten. Eine Formel ¢ heifit ableitbar, wenn man sie
durch endliche Anwendung von Schlufiregeln aus den Axiomen herleiten kann. Man
schreibt = . ]

Als Beispiel fiir ein Axiom diene das Axiom vom ausgeschlossenen Dritten ¢ V -,
das besagt, dafl man fiir jede Aussage ¢ sie selbst oder aber ihr Gegenteil annehmen
kann. Die vielleicht beriihmteste Schlufiregel ist der Modus Ponens:

¥

=

W
Nimmt man zu den Axiomen noch eine Formelmenge I' hinzu und kann dann mit
den Schlufiregeln aus den Axiomen und T' eine Formel ¢ ableiten, so schreibt man

I'F .

1.8 DEFINITION (KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT): Ein Kalkiil heiBt kor-
rekt, wenn immer I' F ¢ gilt, dann gilt auch T' E ¢. Gilt umgekehrt, wann immer

I' E ¢ dann gilt auch ' F ¢, so heifit der Kalkiil vollstindig. |

1.9 BEMERKUNG: Hat man einen korrekten und vollstindigen Kalkiil, so ist es
moglich, die Allgemeingiiltigkeit von Formeln, die Beziehung I' = ¢ oder die Unerfiill-
barkeit von Formeln zu zeigen, ohne dafl es nétig ist, konkrete Modelle zu betrachten.

|

Fiir die Pradikatenlogik erster Stufe gilt:

1.10 THEOREM:

— Fiir die Prddikatenlogik erster Stufe gibt es korrekte und vollstindige Kalkiile

Sortenlogiken & ihre Automatisierung



Kapitel 1. Unsortierte Pradikatenlogik erster Stufe 5

[G6d30]. Das heifit die Semantik lifit sich vollkommen auf die Syntazx zurick-
fiihren.

— Die Prdidikatenlogik erster Stufe ist nicht entscheidbar, das heifit es gibt keinen
Algorithmus, der fir jede Formel entscheidet, ob es sich um eine Tautologie

handelt oder nicht [Chu36, Tur37].

— Die Tautologien der Prddikatenlogik erster Stufe sind rekursiv aufzihlbar (man
sagt auch die Prddikatenlogik erster Stufe ist semi-entscheidbar), das heifit es
gibt einen Algorithmus, der fir jede Tautologie nach endlicher Zeil erkennt,
daf$ es sich um eine Tautologie handelt, fir andere Formeln aber nicht zu ter-
minteren braucht. u

Fir die Pradikatenlogik erster Stufe sind eine Reihe korrekter und vollstiandiger
Kalkiile entwickelt worden, zum Beispiel der Resolutionskalkiil, der im automatischen
Beweisen eine wichtige Rolle spielt. Zum vertieften Studium gibt es eine Vielzahl von
einfithrenden Logikbiichern wie [Ric78, EFT86, Men87]. Einen Uberblick iiber das
ganze Gebiet der Logik wird in den Handbiichern [Bar77, GG89] gegeben. Wer sich
fiir automatisches Beweisen interessiert, sei auf eines der zahlreichen Lehrbiicher ver-
wiesen [Bib82, BB87, BMT79, CL73, Duf91, Fit90, Lov78]. Zum Abschlufl wollen wir

kurz den Resolutionskalkiil vorstellen.

1.4 Resolution fiir klassische Pradikatenlogik

Als groBen Durchbruch im automatischen Beweisen kann man die Entwicklung des
Resolutionskalkil 1965 durch J.A. Robinson ansehen [Rob65], der das Problem der
Instantiierung von Variablen geldst hat. Die Resolution 16st zwar bei weitem nicht
alle Probleme des automatischen Beweisens, aber viele Satze kénnen mit dieser Me-
thode vollautomatisch bewiesen werden. Der Kalkiil wurde im Laufe der Zeit etwas
verfeinert und erweitert und auch heute noch basieren die stérksten existierenden
Beweisern auf der Resolution (erweitert um Methoden zur Behandlung von Gleich-
heitsproblemen). Fiir viele Sortenlogiken ist auch ein Resolutionskalkiil entwickelt
worden. In diesem Abschnitt wird nun der Standardresolutionskalkiil vorgestellt.
Resolution ist ein negatives Testverfahren, das bei seiner Erfindung einen grofen Fort-
schritt darstellte, da die Instantiierungen fiir allquantifizierte Formeln nicht geraten
werden miissen. Der Resolutionskalkiil setzt eine Normalform, die Klauselnormal-
form, voraus, von der ausgehend weitere Klauseln hergeleitet werden. Kann man
die leere Klausel, das einzige Axiom fiir eine falsche Formel, herleiten, so war die
urspriingliche Klauselmenge und damit die Ausgangsformelmenge unerfiillbar.

Die Klauselnormalform ist eine Konjunktion von Disjunktionen, das heifit, eine For-
mel der Gestalt:

(Lyy Voo oV Lig YA oo ALyt VooV L)
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Kapitel 1. Unsortierte Pradikatenlogik erster Stufe 6

wobei die einzelnen L;;, die sogenannten Literale, atomare Formeln oder deren Nega-
tion sind. (L;1 V...V Liy,) heifit eine Klausel. Ublicherweise notiert man die Klausel-
normalform als eine Liste von Klauseln, die implizit mit “A” verkniipft sind. Die ein-
zelnen Klauseln werden dabei durchnummeriert. In der Klauselnormalform sind alle
Variablen implizit allquantifiziert. Existenzquantoren werden durch die Skolemisie-
rung eliminiert, zum Beispiel erhéalt man aus Vo Jy P(z,y) die Formel V& P(z, f(z)),
wobei f ein neues Funktionssymbol ist. Zu jeder Formelmenge kann man eine Klau-
selnormalform berechnen, die genau dann unertfiillbar ist, wenn es die Ursprungsfor-
melmenge war.

Die Klauselnormalform wird dadurch erzeugt, dal man die Ausgangsformelmenge
mit Hilfe der folgenden Aquivalenzen umformt, wobei noch eine Variablenumbenen-
nungsregel benutzt wird, die es einem erlaubt die Voraussetzungen fiir Regeln, mit
denen man einen Quantor tiber Disjunktionen und Konjunktionen ziehen kann, zu
schaffen. Dadurch 148t sich eine Formel in eine dquivalente Pranexform iiberfithren.

[EO87, S.274]:

e ~ (p= ) A (Y =)

= ~ e VY

—(p A1) ~ SV

—(p V1) ~ S Ay

—Vzp ~  dz-p

—~Jxp ~ Yz

(VYaep) A ~  Va(e A1) sofern x nicht frei in
(Vap) Vo ~  Va(e V) sofern x nicht frei in ¥
(Jzp) A ~  dz(e A1) sofern x nicht frei in ¥
(Jzp) Vo ~  dx(e V) sofern x nicht frei in ¥
(Vzp) A (Vay)  ~  Va(eAy)

(Jzp) V (J2¢) ~  FJa(p V)

V(P AX) ~ (VP A(pVX)

P A (P VX) ~ (AP V(e AX)

Eine Formel Vz; - Vz,,3yp wird durch Skolemisierung® in eine Formel ohne Exi-
stenzquantor dadurch tibergefiihrt, daf alle freien Vorkommen von y in ¢ durch den
Term f,(z1,...,2,) ersetzt werden, wobei die Skolemfunktion f, durch ein neues
Funktionssymbol dargestellt wird. Nachdem man alle Existenzquantoren durch Sko-
lemisierung beseitigt hat, hat man (wenn man nicht von beliebigen Formeln, sondern
von Satzen ausgeht) nur noch allquantifizierte Variablen in den Formeln, also kann
man die Quantoren weglassen und sich merken, dafl alle Variablen allquantifiziert
sind.

Zwar sind die Ausgangsformelmenge I' und die so erhaltene Klauselnormalform Cr
nicht mehr logisch dquivalent, aber es gilt der folgende Satz.

3Die Skolemisierung wird nach Thoralf Skolem benannt [Sko19].

Sortenlogiken & ihre Automatisierung



Kapitel 1. Unsortierte Pradikatenlogik erster Stufe 7

1.11 THEOREM: Fine Formelmenge I ist genau dann erfillbar (unerfillbar), wenn
die zugehorige Klauselnormalform Cr erfillbar (unerfillbar) ist. ]

1.12 BEISPIEL: Sei zum die folgende unerfiillbare Formelmenge I' gegeben:
(1) mensch(max)
(2) Va (mensch(z) = mensch(vater(z)))
(3) —mensch(vater(max)).
Die zugehérige Klauselnormalform Cr ist dann:
(1) mensch(max)
(2) —mensch(z) V mensch(vater(z))
(3) —mensch(vater(max)) n

Auf der Klauselnormalform kann man nun den Resolutionskalkiil anwenden. Mit
den beiden Kalkiilregeln Res und Fak werden ausgehend von einer Klauselmenge C
neue Klauseln erzeugt und zu der aktuellen Klauselmenge hinzugefiigt bis das einzige
Axiom (fiir Falschheit), die leere Klausel O abgeleitet ist. Hat man dies abgeleitet,
so hat man gezeigt, dafl die Ausgangsklauselmenge unerfiillbar ist.

Die allgemeine Resolutionsregel hat die Gestalt:

LVK,Vv...VK,
Res -L'VMyV...VM, o(L)=o(L")
o(K1)V...Vo(K,)Vo(My)V...Vo(My,)

Dabei ist o die allgemeinste Einsetzung die L und L' gleich macht, der allgemeinste

Unifikator. Im obigen Beispiel ist o gleich (z «+ max). Die Faktorisierungsregel ist:
LVILVKV...VK, o(L)=o(L")
o(L)Vo(Ky)V...Vo(K,)

Die Resolutionsregel angewendet auf (1)1 und (2)1 — die zweite Zahl soll dabei das
entsprechende Literal angeben — liefert im obigen Beispiel die Resolvente

Fak

(4) mensch(vater(max))

Diese wiederum resolviert mit Klausel (3)1, man erhalt
(5) O
Also war die Ausgangsklauselmenge Cr unertiillbar und damit auch die Formelmenge

I.
Es gilt der folgende Satz:

1.13 THEOREM: Der Resolutionskalkil bestehend aus der Resolutionsregel Res und
der Faktorregel Fak zusammen mit der leeren Klausel O als Aziom fir eine wider-
spriichliche Formel ergibt einen widerleqgungskorrekten und widerlequngsvollstindigen

Kalkil. |

Das bedeutet, man kann die leere Klausel nur ableiten, wenn die Ausgangsklausel-
menge unerfiillbar ist (Korrektheit), und umgekehrt, wenn die Ausgangsklauselmenge
unerfiillbar ist, so 1aft sich auch die leere Klausel ableiten (Vollstandigkeit).

Sortenlogiken & ihre Automatisierung
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Eine wichtige Figenschaft der Resolution ist, da} weder ganze Formeln geraten wer-
den miissen, die in die Axiome mit der Substitutionsregel eingesetzt werden miissen,
noch ist es wegen der Berechnung der allgemeinsten Unifikatoren notwendig, Einset-
zungen fiir universell quantifizierte Variablen zu raten.

1.14 BEMERKUNG: Aus den beiden Sidtzen zusammen ergibt sich also das Resoluti-
onsverfahren. Will man zeigen, daff aus einer Formelmenge I' eine Formel ¢ folgt (also
I' = ¢), so bedeutet das (in klassischer Logik) ja gerade, dal I'U{—¢} unerfiillbar ist.
Diese Formelmenge wird in die zugehérige Klauselnormalform iibersetzt, die genau
dann unerfiillbar ist, wenn es die Ausgangsformelmenge war. Nun werden solange
die Resolutions- und die Faktorregel angewandt bis die leere Klausel abgeleitet ist.
In diesem Fall ist ein Widerspruch hergeleitet, somit war die Ausgangsklauselmenge
unerfiillbar, also folgt ¢ tatsichlich aus I'. Ist keine der Regeln mehr anwendbar und
die leere Klausel ist nicht abgeleitet (was in praktischen Féallen selten vorkommt),
so war die Ausgangsklauselmenge erfiillbar, ¢ folgt also nicht aus I'. Sind aber noch
Regeln anwendbar und die leere Klausel ist noch nicht abgeleitet, so weifl man nicht,
ob sie noch abgeleitet werden kann oder nicht (was der Unentscheidbarkeit der Pradi-
katenlogik entspricht). |

Sortenlogiken & ihre Automatisierung



Kapitel 2

Grundlagen sortierter
Pradikatenlogik

Wihrend in klassischer Pradikatenlogik sowohl in Syntax als auch in der Seman-
tik alle Individuen unstrukturiert gegeniiberstehen, wird der Diskursbereich in den
Sortenlogiken strukturiert. In diesem Kapitel wollen wir uns dazu einige Beispiele
ansehen und die grundlegenden Begriffe von Sortenlogiken einfithren.

2.1 Historie, Motivation und Beispiele

In der mathematischen Praxis betrachtet man anders als in der formalen klassischen
Logik erster Stufe keine unstrukturierten Objekte, sondern legt ganz im Gegenteil
sehr viel Wert auf eine klare Strukturierung, was sich zum Beispiel in einer sorgféltig
gewahlten Nomenklatur niederschliagt. Dies trifft zwar teilweise auf die Pradikatenlo-
gik erster Stufe auch zu, es werden ja Variable (mit 2, y oder z bezeichnet), Konstante
(¢, d), Funktionen (f, g oder h) und Pradikate (P, () oder R) unterschieden, aber der
Individuenbereich (Variable und Konstante) ist nicht weiter untergliedert, wie zum
Beispiel in die Zahlbereiche natiirliche Zahlen, ganze Zahlen, rationale Zahlen, reelle
Zahlen und komplexe Zahlen. Fiir einige dieser Bereiche werden allerdings in der
Mathematik die Platzhalter nicht nur fiir eine Problemstellung festgelegt, sondern
stehen {ibergreifend fest, wie n oder m fiir natiirliche Zahlen.

Entsprechend hat man in der Logik dann auch schon frith Systeme untersucht, die
auch eine Strukturierung des Individuenbereiches erlauben, dies geschieht in den
sogenannten Sortenlogiken [Sch38, Obe62]. In diesen Logiken ist eine Menge von
Sorten SORT gegeben, und man kann den Termen der Logik Sorten aus dieser Menge
zuordnen. Bei Variablen geschieht dies dadurch, dafi man die Sorte in einem Index
angibt, fiir andere Terme werden die Sorten durch sogenannte Termdeklarationen
festgelegt. Sehen wir uns nun einige Beispiele an:

~ Vog. 22 >0

— V. Yyn- gerade(z) A gerade(y) = gerade(z + y)

Sortenlogiken & ihre Automatisierung



Kapitel 2. Grundlagen sortierter Pradikatenlogik 10

gerade(0)

— 32%|epewesen- sterblich(z)
— sterblich(sokrates)

~Vaegz. 22 >0=1*>0

Was sollte eine Sortenlogik fiir Konzepte enthalten, die es erlauben solche Ausdriicke
zu benutzen. Zuerst braucht man natiirlich die Menge SORT der Sortensymbole, in
diesem Fall also SORT = {Z,IN,lebewesen, mensch}. Dariiber hinaus soll in dieser
Menge eine Untersortenbeziehung zwischen den Sortensymbolen méoglich sein, wie
IN © Z und mensch C lebewesen. Weiterhin wollen wir ausdriicken kénnen, dafl
bestimmte Konstante zu einer Sorte gehoren, wie 0<Z, 1<IN und sokrates<mensch.
Fiir auftretende Funktionssymbole wie + wollen wir sagen kénnen, daf§ die Summe
zweier natiirlichen Zahlen wieder eine natiirliche Zahl ist, also + : IN x IN — IN.
Dies geschieht mit Hilfe von Termdeklaration, die allerdings auch noch andere Fille
umfassen kénnen, wie zum Beispiel zz * xz <IN. Zuguterletzt wollen wir auch noch
sagen konnen, dafl gewisse Pradikate nur auf bestimmten Sorten Sinn machen, zum
Beispiel sterblich macht nur fiir Lebewesen Sinn, nicht aber fiir Zahlen, und gerade
macht nur fiir ganze Zahlen Sinn, nicht aber fiir Lebewesen.

Was ist nun durch solche eine Erweiterung gewonnen? Kann man mehr ausdriicken
als vorher? Die Antwort darauf ist: Nein. Denn man kann die obigen Formeln alle
auch in unsortierter Logik ausdriicken, namlich durch:

— V. Z(z) = 2* >0

— Va.IN(z) = (Vy. IN(y) = (gerade(z) A gerade(y) = gerade(z + y)))

gerade(0)

Jz. lebewesen(x) A sterblich(z)
— sterblich(sokrates)

~ Vo Z(z) = (22> 0= 12 >0)

Zusétzlich muff man noch die Beziehungen, die in den Untersorten und Termdekla-
rationen aufgefiihrt sind, in unsortierte Pradikatenlogik tibersetzen. Dies ergibt im
obigen Fall Beziehungen wie:

- Va.N(z) = Z(z) — Va.IN(z) = Vy.IN(y) = N(z + y)
— V. mensch(z) = lebewesen(z) — Va. Z(z) = N(z * z)

— Z(0), IN(1) und mensch(sokrates)

Was ist dann also der Vorteil der sortierten Formulierung?

Sortenlogiken & ihre Automatisierung
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Im wesentlichen kann man drei Vorteile unterscheiden:

Erstens kann man in Sortenlogik gewisse unsinnige Formeln auf der syntaktischen
Ebene abfangen, die in unsortierter Logik hingeschrieben werden kénnen. Zum Bei-
spiel kann ein Ausdruck wie mensch(1) = sterblich(1) in sortierter Logik zuriickge-
wiesen werden, ebenso Ausdriicke in denen Terme wie sokrates + platon vorkommen.
Diese kénnen auch in unsortierter Logik nicht zu sinnvollen Deduktionsschritten ver-
wendet werden, zum Beispiel kann man mit der Formel mensch(1) = sterblich(1) nie
den Modus Ponens anwenden, da man nie mensch(1) in einer sinnvollen Axiomati-
sierung ableiten kénnen wird. Das heifit solche unsinnigen Formeln vergréflern zwar
nicht die Menge der ableitbaren Formeln, aber sie kénnen sehr wohl den Suchraum
vergroBern. (Zudem haben Sorten in der Logik eine dhnlich heilsame Wirkung gegen
Tippfehler wie Typen in Programmiersprachen wie PASCAL.)

Zweitens ist die Darstellung in sortierter Logik einfacher als in unsortierter Logik.
Man sieht dies an den obigen Beispielen: wihrend die sortierte Formel Vaz. 22 > 0
ein Atom enthélt, enthilt die entsprechende unsortierte Formel Va. Z(z) = 2% > 0
zwel Atome. Dies vergroflert bei einer Beweissuche den Suchraum entsprechend.
Der vielleicht entscheidende Vorteil einer sortierten Formulierung gegeniiber einer
unsortierten besteht drittens darin, daff die moéglichen Einsetzungen fiir Variablen in
Quantifizierungen wie in Vaz. 2> > 0 gegeniiber unsortierten Formulierungen einge-
schrankt ist. In dieser Formel darf man fiir * nur Terme der Sorte Z einsetzten, also
zum Beispiel 0 oder 1, nicht aber sokrates oder platon. In der entsprechenden unsor-
tierten Formel Va. Z(z) = z* > 0 kann man hingegen fiir = geliebe Terme einsetzen,
also auch sokrates, womit man erhilt Z(sokrates) = sokrates® > 0. Diese Ableitung
ist aber unsinnig, da man sie nicht weiter verwenden kann: Die Formel ist deshalb
wahr, weil die Pramisse Z(sokrates) falsch ist, also nie hergeleitet werden kann.

2.2 Syntax sortierter Logik erster Stufe

Wir wollen uns nun anschauen, wie man formal die Syntax einer sortierten Logik
erster Stufe angegeben kann. Dafiir folgen wir im wesentlichen der Darstellung in
[SS89].

Wir wollen fiir das folgende einige Notationen festlegen:

2.1 NOTATION: Wir bezeichnen die unsortierte Signatur im folgenden mit ¥, die
Menge der Funktionssymbole mit Fs und die der Pradikatssymbole mit Ps. Die

Menge der Variablen wir mit V und die der Terme mit T (abkiirzend fiir T(X))

bezeichnet. ]

2.2 DEFINITION: Sei SORT eine nichtleere Menge von Sortensymbolen.

— Eine Termdeklaration ist ein Paar (¢,5) bestehend aus einem Term und ei-
nem Sortensymbol, geschrieben als t<S, mit ¢t € T\V. Wenn ¢ die Gestalt
f(z1,...,2,) mit paarweise verschiedenen Variablen hat, dann sagen wir t<S

Sortenlogiken & ihre Automatisierung
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ist eine Funktionsdeklaration, im Falle von ¢<S reden wir von einer Konstan-
tendeklaration und andernfalls von einer eigentlichen Termdeklaration.

— Eine Untersortendeklaration hat die Form R C S mit R, S € SORT.

— Eine Prddikatsdeklaration hat die Form P<S; x --- x S, mit S; € SORT. =

Die logischen Zeichen der sortierten Pradikatenlogik sind genau die der unsortierten
Logik (vergleiche Abschnitt 1.1). Nun sind wir in der Lage eine sortierte Signatur zu
definieren:

2.3 DEFINITION (SORTIERTE SIGNATUR): Eine sortierte Signatur ¥ besteht aus:
1. einer unsortierten Signatur ¥,
2. einer Menge SORT von Sorten,

3. einer Funktion s : V — SORT, so daB fiir jede Sorte S € SORT eine abzahlbar
unendliche Menge von Variablen € V gibt mit s(z) = 5 sowie

4. je einer Menge von Termdeklarationen (mit TDyx bezeichnet), Untersortende-

klarationen (SDy) und Pradikatsdeklarationen (PDy).

In einer sortierten Logik mit Gleichheit ist das Gleichheitspradikat =y in Py und fiir
alle Sorten R und S ist =y <R X S in PDgs. [

Durch die Funktion s werden die Menge der Variablen in verschiedene Mengen Vg
partitioniert. Wir schreiben eine Variable  mit s(z) = S auch kurz als xs. In gleicher
Weise kiirzen wir fiir Konstanten auch ¢<S mit ¢g ab. Im folgenden bezeichnen wir
mit Cy, (Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, lassen wir in diesem wie in
anderen Féllen den Subskript ¥ einfach weg.) den reflexiven und transitiven Abschluf
der in SD angegebenen Relation.

Die hier erlaubten Sortenstrukturen sind relativ allgemein, was fiir die Kalkiilisie-
rung natiirlich Schwierigkeiten bereiten kann. Deshab werden die folgenden Begriffe
eingefithrt, die einfachere Sortenlogiken als Spezialfélle des allgemeinen Falles klassi-
fizieren.

2.4 DEFINITION: Eine Signatur heifit

— einsortig, wenn SORT einelementig ist.

flachsortiert, wenn es mehr als ein Sortensymbol gibt, aber keine Untersorten-
deklarationen.

— ordnungssortiert, wenn es mehr als ein Sortensymbol gibt und Untersortendek-
larationen vorhanden sind.

linear, wenn alle Terme in TD linear sind, das heif}t jede Variable hochstens
einmal vorkommt.

Sortenlogiken & ihre Automatisierung
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elementar, wenn alle Termdeklarationen Funktionsdeklarationen sind.

einfach, wenn sie elementar ist und fiir jedes Funktionssymbol genau eine Funk-
tionsdeklaration vorkommt.

baumartig, wenn durch die Untersortenbeziehung ein Baum definiert wird. ™

Schauen wir uns nun fiir all diese Falle Beispiele an:

2.5 BEISPIEL:

einsortig: SORT = {Z}. In diesem Fall bildet s alle Variablen auf Z ab und
alle Terme kénnen nur die Sorte Z erhalten.

~ flachsortiert: SORT = {Z,mensch}. Es gibt Variablen, die ganze Zahlen und

welche die Menschen denotieren, Termdeklarationen kénnen beide Sorten um-
fassen, wie in p(2z)<Z und p(&mensch ) <mensch. Allerdings ist keine Untersor-
tendeklaration wie Z  mensch moglich.

ordnungssortiert: SORT = {Z,Q, R,Z* Q", IR+} mit den Untersortenbeziehun-
geen ZCQC R, ZTCZ, ZTCQRT; QT CQ,Q" C RY; R C R, das heifit der
Struktur: R

A
Z Qt
NI
linear: Die Termdeklarationen haben die Gestalt +(*(z,yz), 2n)<Z, das
heifit Termdeklarationen der Form *(zz,x7z)<IN sind ausgeschlossen.

elementar: Die Termdeklarationen sind von der Form +(zy, ypy)<IN. Zu dieser
Termdeklaration ist gleichzeitig die Termdeklaration +(ugz,vz)<Z moglich.
Generell nicht méglich sind Termdeklarationen der Form des Beispiels fiir li-
neare Termdeklarationen.

einfach: Die obige Termdeklaration +(xy, ypy) <IN ist moglich, aber dann darf
die zweite, das heiBt +(uz,vz), nicht mehr auftreten.

baumartig: SORT = {T, R, IN, gerade, ungerade, lebewesen, vogel, mensch, m, w}

T
/\
R lebewesen
|
IN vogel mensch m w
/\
gerade ungerade u

Sortenlogiken & ihre Automatisierung
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2.6 DEFINITION (SUBSTITUTION): Man definiert eine Substitution o als einen Ho-
momorphismus auf der Menge der Terme — also eine Abbildung mit o(f(t1,...,t,)) =
flo(t1),...,0(t,)) —, so daB die Menge {z € V |o(z) # x} endlich ist. Wir bezeich-
nen mit t[z « r] den Term, der aus ¢ entsteht, wenn man die Substitution [z « r],
die alle Vorkommen von & durch r ersetzt, auf ¢ anwendet, ]

Nun kommen wir zur Definition von Termen in einer sortierten Logik. Sei also eine
Signatur X und eine Sorte S in dieser Signatur gegeben.

2.7 DEFINITION (SORTIERTE TERME): Die Menge der wohl-sortierten Terme Ty g
der Sorte S beziiglich einer Signatur Y werden rekursiv durch die folgenden drei
Regeln erzeugt:

— x € Ty g fiir alle Variablen z mit s(z) C 5
~t€Tygs wenn (t<R) € Xund RC S

—tlx—r]e€Tgswennt € Tygg, 7 € Typrund 2 € Vy mit R C s(z). u

2.8 BEISPIEL: Sei eine Signatur mit SORT = {gerade,IN}, SD = {gerade C IN}
TD = {0<gerade,s<IN — IN, s(s(2gerade)) <gerade,
+<IN x N — IN, +<gerade x gerade — gerade, yy + yp<gerade}
Wie sehen nun die Sorten einiger Terme aus: Der Term yjy+yy ist in Ty gerade (gemah
der zweiten Regel), folglich ist auch der Term s(0) 4 s(0) in Ty gerade, (0) +0 jedoch

nicht, dieser Term ist wie die beiden anderen in Ty |y |

2.9 BEMERKUNG: Eine dquivalente Moglichkeit, Terme zu definieren, besteht darin,
dafl man auf Untersortenbeziehungen ganz verzichtet und statt einer Untersortenbe-
ziehung S C T' die Termdeklaration zs<T zuladfit. In diesem Fall mufl man natiirlich
die drei Regeln anpassen. |

Es gilt das folgende Lemma:

2.10 LEMMA:
— Fir alle Sorten R,S € SORTy mit RC S gilt Ty p C Ty 5.

— Fiir alle Variablen gilt: x € Ty s & s(z) C S. u

Die Menge aller wohlsortierten Terme Ty wird definiert als die Vereinigung aller

wohlsortierten Terme aller Sorten, das heifit Ty, = |J Ty g. Wir bezeichnen fiir
SeSORT

einen Term ¢ mit SORTx(t) die Menge aller Sorten, die ¢ hat, also SORTx(t) =
{S € SORT |t € Tx s}.

Wir sagen eine Signatur Y und entsprechend die Menge der Terme Ty ist unter-
termabgeschlossen, wenn jeder Unterterm eines wohlsortierten Terms selbst wieder
wohlsortiert ist.

Sortenlogiken & ihre Automatisierung



Kapitel 2. Grundlagen sortierter Pradikatenlogik 15

2.11 BEISPIEL: Sei ¥ eine Signatur mit den Funktionssymbolen f und a, SORT =
{S} und der Termdeklaration f(a)<S. Die Menge der wohlsortierten Terme besteht
dann aus Ty = {f(a)} U V. Insbesondere ist a ¢ Ty, also ist ¥ nicht untertermab-
geschlossen. |

2.12 DEFINITION (GRUNDTERM ): Ein Grundterm ist ein Term, der keine Variablen
enthdlt. Die Menge aller Grundterme einer Sorte S wird mit Ty g4 bezeichnet, die
Menge aller wohlsortierten Grundterme mit Ty g,. [ |

Fiir das folgende machen wir die beiden Annahmen:

2.13 ANNAHME:
1. Alle Signaturen sind untertermabgeschlossen.

2. Fir jede Sorte S aus SORTy gibt es einen Grundterm ¢z aus Ty, mit S €
SORTx () u

Die erste Annahme besagt also, dafl es keine unsinnigen Terme als Unterterme in
wohlgeformten Termen geben kann. Die zweite Annahme besagt mehr oder minder,
daBl Sorten nicht-leer sind, also daf} es zu jeder Sorte tatséchlich einen Bewohner gibt,
den man auch konkret (in Form eines Grundterms) angeben kann. Es ist allerdings
auch moglich Sortensysteme mit leeren Sorten zuzulassen. Dies bereitet allerdings
in der Deduktion, dafl man gewisse zusatzliche Behauptungen zeigen muf}. Konkret,
wenn man in einem Resolutionsschritt aus den Klauseln P(zg) und =P(xs) die leere
Klausel herleiten kann, so ist noch kein Widerspruch hergeleitet, sondern man hat
noch die Randbedingung zu zeigen, dal die Sorte S nicht-leer ist.

2.14 DEFINITION (FORMELN): FEine wohlsortierte Formel wird wieder rekursiv
definiert:

F1 Fiir jedes Pradikatssymbol mit einer Pradikatsdeklaration P<S; x --- x S,
und S; € SORT, so daB fiir alle Terme ¢; € Tsorr,s;, ist P(ty,...,1,) eine
wohlsortierte (atomare) Formel.

F2 Ist ¢ eine Formel, so ist (—¢) eine Formel.

F3 Sind ¢ und ¢ Formeln, so sind auch (¢ A ¥), (¢ V¥), (¢ = ¢) und (¢ < )

Formeln.

F4 Ist ¢ eine Formel und z eine Variable mit s(x) = S, so sind auch (Vzs. ¢) und
(Jxs. ¢) Formeln.

F5 In einer Gleichheitslogik ist das zweistellige Pradikatssymbol = vordefiniert,
das heifit fiir zwei Terme #; und t, ist ¢y = ¢4 eine Formel. n

Sortenlogiken & ihre Automatisierung
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2.3 Semantik sortierter Logik erster Stufe

Wie fiir die unsortierte Logik geben wir nun eine Semantik fiir die sortierte Logik
an. Im Gegensatz zur unsortierten Logik kénnen wir uns die Semantik so vorstellen,
dafl nicht mehr ein einziges Universum existiert, sondern fiir jede Sorte S € SORT
ein Universum Us. Allerdings miissen wir nicht nur fiir Konstante angeben, wie sie
interpretiert werden sollen, sondern auch fiir Funktionen, dort kénnen aber kompli-
ziertere Situationen auftreten, im Beispiel 2.8 etwa haben wir die beiden Funkti-
onsdeklarationen +<IN x IN — IN und +<gerade x gerade — gerade. Deshalb fiihren
wir die Semantik mithilfe von partiellen Funktionen ein. Eine partielle Funktion ist
eine Funktion, die zwar eindeutig sein muf}, durchaus aber Definitionsliicken haben
kann, das heifit eine rechteindeutige Relation (sie mufl im Gegensatz zu einer totalen
Funktion nicht linkstotal sein).

2.15 DEFINITION (INTERPRETATION): Eine X-Interpretation fiir Formeln der sor-
tierten Pradikatenlogik mit der Signatur ¥ ist ein Paar (U,Z), bestehend aus ei-
ner nicht-leeren Menge U, dem Universum und einer Abbildung Z. Fiir jede Sorte

S € SORT haben wir eine nicht-leere Menge Usg C U mit U = U Us. Die
SeSORT

Abbildung 7 ordnet jeder Konstanten ein Element aus U zu, jedem n-stelligen Funk-
tionssymbol aus X eine partielle Funktion von U x - - - xU — U und jedem n-stelligen
Relationssymbol eine n-stellige Relation iiber ¢. Eine Belegung ¢ in eine Interpretati-
on ist eine Abbildung, die jeder Variable x der Sorte S ein Element aus Us zuordnet.
Eine Interpretation und eine Belegung ergeben zusammen die Bedeutung fiir Terme

durch folgende Abbildungen:
— T¢(x) = €(x) fur jede Variable x
— T¢(c) = I(e) fiir jede Konstante ¢

— fiir n-stelliges Funktionssymbol f und Terme ty,... ¢, gilt Ze(f(t1,...,10)) =
I(f)(Ze(ta), - - Ze(tn))

Zusétzlich miissen die folgenden Bedingungen erfiillt sein:
— Wenn S C T, dann gilt Us C Ur.
— Hat ein Term ¢ die Sorte S, so gilt Z(t) € Us.

— Fiir jeden wohlsortierten Term f(¢1,...,t,) ist (Z¢(t1), ..., Ze(t,)) im Definiti-
onsbereich von Z(f).

Analog zum unsortierten Fall gilt:
— T = Plty, ... tn)) gdw Z(P)(Ze(ty), . .., Ze(tn)).

— Tt = (-p) gdw nicht Z¢ E ¢

Sortenlogiken & ihre Automatisierung
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~LiE(eANY)gdw I Eound I = ¢

~ L E (V) gdw I = g oder I, = ¢

- I = (¢ = ¢) gdw wenn Z; = ¢ dann Z; = o

- I = (¢ & ) gdw Z¢ | ¢ genau dann, wenn Z; = ¢

~ I¢ = (Vas @) gdw fiir alle a € Us gilt Teppea) =

- It = (Jxs- @) gdw es gibt ein a € Us mit Teppeq) = @

— Hat man eine Logik mit Gleichheit, so wird zuséatzlich definiert: 7, |= (¢; = t5)
Da Z(f) eine partielle Funktion ist, macht der Ausdruck Z(f)(Z¢(t1),. .., Ze(t,)) nur
Sinn, wenn f(ty,...,t,) wohlsortiert ist, da dann Z(f) nur auf den entsprechenden

Termen definiert sein muf.
Die Begriffe , Erfiillbarkeit®, ,Modell“, ,,Folgerung®, ,ertilllbar“, ,,unerfiillbar®, ,, Tau-
tologie®, ,Satz® sind wie im unsortierten Fall definiert.

2.16 BEISPIEL: Sei SORT = {gerade, ungerade, IN},
SD = {gerade C IN, ungerade C IN},
TD = {Il<IN,+<IN x IN — IN, + <gerade x gerade — gerade,

zy + xy<gerade, )y + s(xy) <ungerade, ay<gerade, ay<gerade, ag<gerade}
PD = {teilt<IN x IN}
' = {VYnN. Ymp. VEp. teilt(n, m) A teilt(m, k) = teilt(n, k)

teilt(az, aq), teilt(ay, as)}

@ = teilt(aq, as)
Ein mégliches ¥-Modell fiir ' besteht in der folgenden Struktur:
U=Un=1{1,2,3,4,5,6,7,...}, mit den Teilmengen Ugerade = {2,4,6,8,10,12,...},
Uungerade = {1,3,5,7,9,11,...}, + wird auf die iibliche Addition abgebildet und
Z(teilt) ist die tibliche Teilbarkeitsrelation, die Konstanten as, a4, as werden auf 2,4, 8
abgebildet. Dieses Modell erfiillt auch . |

2.17 DEFINITION (WOHLSORTIERTE SUBSTITUTION): Eine Substitution o heiBt
wohlsortiert, wenn Sy (o(z)) 2 Sy(x). Die Menge aller wohlsortierten Substitutionen
wird mit SUBy, bezeichnet, entsprechend die der (unsortierten) Substitutionen mit

SUB;. n

2.18 DEFINITION (VERGESSENSFUNKTOR): AbschlieBend definieren wir einen Ope-
rator ,quer” " als eine Operation auf Termen und Substitutionen, der sich als Ver-

gessensfunktor verhilt: = : ¥ — ¥, 7 : Ty — Ty und - : SUBy — SUBs. Der

Vergessensfunktor ist injektiv. |
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Kapitel 3

Relativierung

In diesem Abschnitt wollen wir uns ndher ansehen, wie die sortierten Logiken mit den
unsortierten Logiken zusammenhangen. Am Belsplel von Seite 10 und des Problems
von Aufgabe Ubungsblatt 1, Aufgabe 2 und Ubungsblatt 2, Aufgabe 1 haben wir
gesehen, dafl die Ausdrucksstérke von sortierter und unsortierter Logik gleich grof}
sind. Wir wollen uns diesen Zusammenhang nun formal ansehen. Wir gehen von
einer sortierten Logik mit Signatur ¥ und einer Formelmenge I" aus und wollen eine
unsortierte Logik mit Signatur () und Formelmenge R(I') angeben, so dafi ®(T')
unerfiillbar ist genau dann, wenn I" unerfiillbar ist. Zuerst geben wir eine allgemeine
Formelrelativierung an, mit der beliebige sortierte Formeln in unsortierte Formeln
iibersetzt werden kénnen, und dann eine spezielle Termrelativierung, die nur fiir
einfache, baumartige Signaturen funktioniert, aber im Deduktionsverhalten de facto
gleich effizient ist wie die sortierte Formulierung.

3.1 Die Formelrelativierung

3.1 DEFINITION (RELATIVIERUNG): Wir definieren die Formelrelativierung, kurz
Relativierung, R als Funktor:

— Der Signatur ¥ einer sortierten Logik wird die Signatur (%) einer unsortier-
ten Logik zugeordnet mit R(¥) = ¥ U R(SORT) wobei R jedem Sortensym-
bol S aus SORT ein einstelliges Pradikatssymbol R(S) = R(S) zuordnet, das
wir der Einfachheit halber oft wieder mit S bezeichnen. Es gilt R(SORT) =

{R(5)

- Fur Formelmengen I' definieren wir die Relativierung als eine Abbildung
= {R(¢)|¢ € T}UAXy

Dabei wird ® definiert als:

— R ist der Vergessensfunktor auf Variablen, Konstanten und zusammengesetzen
Termen sowie atomaren Formeln.
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— Sind ¢ und % zwei sortierte Formeln so gilt 9}(99 k1)) = 3}(99) * (1) mit
* € {A\,V,=, <} und R(—p) = ~R(p).

— Fiir quantifizierte sortierte Formeln gilt:
R(Vrs. ) = Va. S(x) = R(p) und
R(Fzs. ) = Fz. S(x) A R(p)

Sei ¥ = (¥, SORT, 5, TD, SD, PD) eine sortierte Signatur. Die Signaturaxiome AXsy
zu dieser Signatur besteht aus der folgenden Formelmenge:

{Jz. R(S)(x)|S € SORT} U

{R(S)(1)| (t<S) € TDs} U

{Va. R(S)(z) = R(T)(2) | (SCET) € SDx}
Dabei bezeichnen wir mit @ den universellen Abschlufl der Formel ¢, das heifit die
Formel, die aus ¢ entsteht, wenn man iiber alle in ¢ vorkommenden Variablen uni-

versell quantifiziert. Zum Beispiel ist der universelle Abschluff der Formel Va. P(z,y)
die Formel Vy.Vz. P(z,y). ]

3.2 BEISPIEL: Sei eine Signatur ¥ gegeben mit

SORT = {gerade, N},
TD = {0<gerade,s<IN — IN, s(5(2gerade)) <gerade}
SD = {gerade C IN},
PD = {> <IN x N}

Weiterhin haben wir die Formelmenge

I' = {Vn. Imgerade: m > 1y "Ingerader VmN- 7 > m}
Dann ergibt sich R(I') zu*

{¥n.IN(n) = Im. gerade(m) A m > n,
—dn. gerade(n) A Vm. IN(m) = n > m}

Die Signaturaxiome AXjy ergeben sich zu:

{32. IN(z), 3z. gerade(z)} U
{gerade(0),Vz. IN(z) = IN(s(z)), V. gerade(z) = gerade(s(s(z)))}U
{Vz. gerade(z) = IN(z)}

Die Relativierung ®(I") ergibt sich als Vereinigung von SCAB(F) und AXsy. ]

Es gilt der folgende wichtige Zusammenhang, das sogenannte Sortentheorem, das die
sortierte und die unsortierte Formulierung in Zusammenhang setzt:

'Wir schreiben statt R(IN) und R(gerade) wieder kurz IN und gerade.
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3.3 THEOREM: Set I' eine sortierte Formelmenge beziiglich einer sortierten Signatur
Y, dann ist I' genau dann erfillbar, wenn R(T') in R(X) unsortiert erfillbar ist.

Bewezs:

»="1 Sei I eine eine erfiillbare sortierte Formelmenge beziiglich der sortierten Signa-
tur X, dann gibt es ein sortiertes Modell M = (U, T) von T, so daB fiir alle Belegungen
¢ gilt Ze = T'. Wir konstruieren daraus ein Modell M = <L~I,f> von R(T'), so daf fiir
alle Belegungen ¢ gilt fg = R(I). Dazu definieren wir ¢ := U, Z(R(c)) = I(c)
und Z(R(f)) ist eine totale Funktion, die mit der partiellen Funktion Z(f) auf deren
Definitionsbereich {ibereinstimmt und wéahlen zur Belegung E die Belegung ¢ := E .
Z(R(P)) wird definiert als Z(P). Fiir die neuen Pradikatssymbole R(S) definieren
wir: f(%(S)) ist die Relation, die fiir v € U genau dann erfiillt ist, wenn u € Us. Die
Behauptung ist, daff es sich dabei um ein Modell von (I') handelt. Der Beweis, daf
M ein Modell von R(T) ist, zeigt man zum einen dariiber, daf man induktiv iiber
den Aufbau der Formeln zeigt, daf fiir alle Terme und Formeln gilt: fgo R = T, .2

Die Beziehung ist fiir Variable, Konstanten, zusammengesetzen Termen, atomare und
durch Junktoren verkniipfte Formeln trivial. Die einzig interessanten Félle sind die
Quantifizierungen.

Fiir Allquantoren ergibt sich:

fg(&(vxs. ©)) ) gdw

I{Va. S(x) = R(p)) ) gdw

Fiir alle u in U gilt Ig[x(_u](S(;v) = R(p)) gdw

Fiir alle w in U gilt Z(R(S5))(u) = Iﬁx«—u](%(¢)) gdw (nach Induktionsvor.)
Fiir alle  in U gilt u € Us = Tepeou(p) gdw

Fiir alle u in Us gilt Tepp (@) gdw

Ie (Vs ).

Fiir Existenzquantoren erhalt man:

fg(?fﬁ(fl;ﬂg. ©)) gdw

Ig(\v’:v. S(z) AR(e)) . ) gdw

Es gibt ein w in U mit Ig[xbu](S(x) AR(p)) gdw

Es gibt ein v in & mit Z(R(S))(u) A fg[x(_u](f%(go)) gdw (nach Induktionsvor.)
Es gibt ein u in & mit u € Us A Teppseul(®) gdw

Es gibt ein u in Us mit Tep, o0 (0) gdw

I&(H.’l?s. 90)

Zuséatzlich mufl man nun noch zeigen, dafl die Signaturaxiome in M erfiillt sind:
Die Formeln Jz. R(S)(x) sind fiir alle Sorten S aus SORT erfiillt, da Us nicht-leer

2Wobei wir fiir Formeln ,=¢ als Aquivalenz auffassen.
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ist, es also ein ug € Us gibt, so daB Te,.,, o (R(S)(x)) erfiillt ist.

Die Formeln R(S)(¢) fiir (t<S) € TDy sind in M erfiillt, da Ig(%(S)(t)) gdw Ig(t) €
Us gdw Z¢(t) € Us fiir alle €.

Die Formeln V. R(S)(z) = R(T')(z) sind erfiillt fiir (S C T') € SDy wegen Us C Uy

und der Definition von Teilmenge.

,<=“: Nun nehmen wir an, daf§ wir ein Model M von R(I') haben. Wir definieren ein

Model M von T' durch:
~Us = {u e UT(R(S))(u)} und U =U
~ Z(c) := I(R(c))
- I(f) = T(R()

Der Beweis, daBl es sich dabei um ein sortiertes Modell handelt erfolgt wieder iiber
vollstdndige Induktion iiber den Term- und Formelaufbau: 7> = Z; o R. Es ist wieder
nur die Quantifikation interessant. Wir zeigen es nur fiir die Allquantifizierung.

fg(‘v’:ﬂs. ©) ~ B gdw
Fiir alle v in Us gilt I~lx(_u](ap) ) gdw (nach Induktionsvor.)
Fiir alle v in U gilt I(?R(S))A(u) = I{[m«—;u](%(%p)) gdw
Fiir alle w in U gilt Zep ) (R(S)(2) = R(p)) gdw
I (Y R(5)(2) = R()) v

Z(R(Vzs. o))

Die Bedingungen an Untersorten und Termdeklarationen ergeben sich aus den Sig-
naturaxiomen. Aus der ersten Klasse von Signaturaxiomen ergibt sich, dafi die Us
nicht-leer sind. |

3.4 KOROLLAR: Sei I' eine sortierte Formelmenge beziiglich einer sortierten Sig-
natur 3, dann ist I' genau dann unerfillbar (allgemeingiltig), wenn R(T') in R(X)
unsortiert unerfillbar (allgemeingiiltig) ist.

Beweis: Die Aquivalenz der Unerfiillbarkeit ergibt sich direkt aus Theorem 3.3. Die
Aquivalenz der Allgemeingiiltigkeit erhalt man aus der Eineindeutigkeit der Modell-
beziehung. ]
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3.2 Die Termrelativierung

Durch die Formelrelativierung erhalten wir eine unsortierte Formulierung, die die
Nachteile hat, dal verglichen mit der sortierten Formulierung die Formeln meist
umstandlich sind, und von daher in der Suche sich der Suchraum auch wesentlich
vergroflert. In diesem Kapitel werden wir nun fiir einfache, baumartige Signaturen
eine Termrelativierung angeben, also eine Ubersetzung in unsortierte Logik, die diese
Nachteile nicht hat.

3.5 DEFINITION (TERMRELATIVIERUNG): Sei ¥ eine einfache, baumartige Signatur
(vergleiche Definition 2.4) mit folgender Sortenstruktur:

S

N
A\\”

S11 S12 - Sa1

NN N AN

So13 - - -

Das heifit wir verwenden Multiindizes [ = (i1i5---i,) so daf} S; Untersorte

1192 Tk TRl
von Sji,.i, ist. Die Topsorte wird ohne Index mit S bezeichnet, was dem leeren
Multiindex entspricht. Da in einfachen Signaturen jedes Konstantensymbol und jedes
Funktionssymbol eine eindeutig bestimmte Sorte haben, geben wir diese Sorte als

Index am Symbol an. Wir definieren die Termrelativierung, R* als Funktor:

— Der Signatur ¥ einer sortierten Logik wird die Signatur RT(¥) einer unsor-
tierten Logik zugeordnet mit RT(¥) = ¥ U RT(SORT) wobei RT jedem Sor-
tensymbol S aus SORT ein einstelliges Funktionsssymbol RT(S) zuordnet, das
wir der Einfachheit halber oft wieder mit S bezeichnen. Es gilt RT(SORT) =

{RT(S)]S € sorT}.

— Zu einer Sorte S; mit Multiindex I = (iy25---1,) definieren wir S_I als die

Funktion A(2)[S(S;, (Sii, (- - (Sr(z))--+)))], d.h. S;=S0S;, 08,008

- Fir Formelmengen I' definieren wir die Relativierung als eine Abbildung

RYT) = {RT(¢) |p €T}
Dabei wird T auf Termen und Formeln definiert als:
- Rl(es;) = Si(e)
- R7(as,) = Fi(a)

Sortenlogiken & ihre Automatisierung



Kapitel 3. Relativierung 23

- %T(f(sllx...xsln_,sj)(tl, o)) = SH(FRY(4), .. R (20)))
- RY(P(ty,...,tn) = P(RY(th),..., R (L))

Sind ¢ und v zwei sortierte Formeln so gilt RT (p * 1) = RT(¢) * R () mit
* € {A,V,=, &} und RT(—p) = =R ().

Fiir quantifizierte sortierte Formeln gilt:

R (Va s, 0) = V. RT(¢) und RT(Jzs,. ) = Fz. RT () u

3.6 BEISPIEL: Sei eine Signatur Y gegeben mit
SORT = {gerade,IN}, TD = {O<gerade, s<IN — IN},
SD = {gerade C N}, PD = {> <IN x N}

Weiterhin haben wir die Formelmenge
I'= {Vnp. EITngerade' m > mn, _'Elngerade' Vm.n > m}

Dann ergibt sich RT(T') zu?
{¥n.3Im. N(gerade(m)) > IN(n), =3In. Vm. IN(gerade(r)) > IN(m)} -

Es gilt der folgende wichtige Zusammenhang, das sogenannte Sortentheorem, das die
sortierte und die unsortierte Formulierung in Zusammenhang setzt:

3.7 THEOREM: Sei I' eine sortierte Formelmenge beziiglich einer sortierten einfa-
chen, baumartigen Signatur ¥, dann ist I' genau dann erfillbar, wenn RT(T') in
RT(X) unsortiert erfiillbar ist.

Beweis: Der Beweis lauft analog zu dem der Formelrelativierung. Er ist im folgenden
skizziert.

»="“1 Sei I eine eine erfiillbare sortierte Formelmenge beziiglich der sortierten Signa-
tur ¥, dann gibt es ein sortiertes Modell M = (U, Z) von T', so daf fiir alle Belegungen
¢ gilt Ze = T'. Wir konstruieren daraus ein Modell M = <?/~l,f> von RT(T), so dafl
fiir alle Belegungen ¢ gilt fg = RT(T"). Dazu definieren wir ¢ := U, T(R"(¢)) = Z(c)
und fiir u; € Y gilt mit Sy = (S x--- xS, = T)

FRT(fs )(ur, ) = { T(fs,)(ug, ..., up) falls alle u; € Us,

beliebiges Element aus Uy sonst
Nun miissen noch Interpretationen fiir die neuen Funktionssymbole RT(S;) angege-
ben werden. Dafiir definieren wir f(;%T(SI)) U Us, das heifit f(?RT(SI)) |u51=
idaSI und sonst beliebiges Element in Us,.
Man kann dann induktiv zeigen, daf gilt:

fgo Rt =1,

,<*“: Die Vollstandigkeit ergibt sich durch die Definition von Us, := Bild(Z(S7)) C U

und eine entsprechende Modellkonstruktion. [ ]

3Wir schreiben statt R®T(IN) und RT(gerade) wieder kurz IN und gerade.
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Gleichheitsbehandlung und Relativierung

Bislang haben wir uns nicht speziell um das Gleichheitspradikat gekiimmert. Es 148t
sich zwar nicht direkt in Logik erster Stufe definieren, aber es 1at sich eine wi-
derlegungsaquivalente Formulierung finden, in der die Gleichheit umschrieben wird
durch die Reflexivitat: Ve. o = z, Symmetrie: Ve, y. 2 = y = y = x, Transiti-

vitdt Vo,y,z2c = y ANy = z = & = z, sowie die Substitutionseigenschaft, das
heifit Formeln der Gestalt Va1, ...,z ... 20 VYo 2 =y = f(21,. .., T, Tp) =
flzi, .oy, @) und Voo, ..o 2@ VYo, = y = Play, .., 2. ,0,) &
P(zy,...,y,...,x,) fur alle vorkommenden Funktionssymbole f und Pradikatssym-

bole P und alle Stellen . Dieses Verfahren ist allerdings ziemlich ineffizient, weswegen
man die Paramodulation erfunden hat — diese ist zwar um Gréflenordnungen besser,
aber selbst noch stark ansteuerungsbediirftig — und als Regel integriert hat. Sie besagt
grob, daB man Gleiches durch Gleiches ersetzen darf und lautet:

t=sVK;V...VK,
Ll...t'"..JVMV...VM, o(t) = o(t)
o(L[...s...)Vo(My)V...Vo(M,)Vo(Ki)V...Vo(K,)

Wir haben ja bislang noch keinen Resolutionskalkiil fiir sortierte Logik angegeben.
Deshalb sei ohne Beweis angemerkt, dafl die Komplexitidt eines Resolutionsbewei-
ses eines sortierten Theorems in sortierter Logik (mit sortierter Unifikation) gleich
der Komplexitat eines unsortierten Resolutionsbeweises der Termrelativierung des
sortierten Theorems in unsortierter Logik (mit unsortierter Unifikation) ist. Fiir eine
Gleichheitslogik, also in Gegenwart von Paramodulation ist dies allerdings nicht mehr

direkt der Fall, wenn man in Variable paramoduliert. Sei zum Beispiel eine einfache,
baumartige Signatur ¥ gegeben mit SORT = {S5,7}, TD = {a<S, f<S —T}.
Die Formelmenge I' = {Vzs. 2 = a;Yyr. f(a) = y} hat dann die Termrelativierung
RT(T) = {Va. S(z) = S(a),Vy.T(f(S(a))) = T(y)}. Die Klauselnormalform der sor-
tierten Formelmenge ist Cr = {xs = a; f(a) = yr}. Dort ist im wesentlichen nur
der einzige (sortierte) Paramodulationsschritt a wird zg in f(a) moglich, was zur
Klausel f(zg) = yr fiihrt. Die termrelativierte Klauselnormalform lautet C%T(F) =
{S(z) = S(a), T(f(S(a))) =T(y)}, hier ist es moglich z in der ersten Klausel mit
T(f(S(a))) zu unifizieren und durch T'(y) zu ersetzen. Es ergibt sich (bis auf Varia-
blenumbenennung) die Klausel S(7T'(z)) = S(a). In dieser Klausel kann man nun wie-
derum z mit T'(f(S(«))) unifizieren und durch T'(y) ersetzen, was S(T'(T(z))) = S(a)
ergibt. Auf diese Weise kann man alle Klauseln der Form S(7"(z)) = S(a) herleiten,
wobei T fiir die n-malige Anwendung der Funktion 7' steht. In anderen Worten
wahrend die sortierte Formulierung einen endlichen Suchraum aufspannt, ist dies fiir
die termrelativierte Formulierung nicht der Fall.

Dieses Problem tritt dann nicht auf, wenn man eine Paramodulation in Variablen-
positionen verbietet.
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Kapitel 4

Ubersetzung von hoéherer Stufe in
flachsortierte erste Stufe

In Kapitel 1 haben wir die unsortierte Pradikatenlogik erster Stufe kennengelernt, sie
ist zwar fiir viele Probleme sehr gut geeignet, aber zur Darstellung mathematischer
Sachverhalte ist es oft auch nétig, iber Pradikate oder Funktionen zu quantifizieren.
Beispielsweise lassen sich selbst die natiirlichen Zahlen nicht endlich in der Pradi-
katenlogik erster Stufe ausdriicken, da man das folgende Induktionsaxiom (oder ein
vergleichbares) braucht:

v prred, P(0) A (V' P(n) = P(s(n)) = V¥n'. P(n)

Es gibt aber auch speziell fiir die KI wichtige Formeln hdherer Stufe, so ist zum
Beispiel die Circumscription-Formel (vgl. [GN87, S.134]) zweiter Stufe. Diese beiden
Formeln sind echt hoherer Stufe und lassen sich in ihrer vollen Allgemeinheit nicht
durch Formeln erster Stufe ersetzen. Um mogliche Paradoxien wie die Russellsche zu
vermeiden, ist es iiblich, allen Variablen und Konstanten von Logiken héherer Stufe
einen Typ zuzuordnen, so dafi Formeln der Gestalt P(P) ausgeschlossen werden.
Typen wurden von Bertrand Russell entwickelt [Rus08] und von Alonzo Church zu
einfachen Typen vereinfacht [Chu40], die wir nun verwenden.

4.1 DEFINITION (TYPEN, TERME): Typen der Logik hoheren Stufe werden induktiv
aus den Basistypen der Ordnung 0, namlich ¢, dem Typ fir Individuen und o, dem
Typ fiicr Wahrheitswerte, gebildet: Wenn 74, ..., 7, (mit m > 1) und o Typen sind,
dann ist 7 = (7 X - -+ X 7, — o) ein Typ der Ordnung 1 + Maximum der Ordnungen
von Ty,...,T,,o. 7 ist der Typ der Funktionen mit Argumenten vom Typ 71,...,7,
und einem Wert vom Typ o.}

In der Logik héheren Stufe hat jeder Term einen Typ. Man hat zu jedem Typ unend-

lich viele Variablen 7 des entsprechenden Typs. In der Signatur werden die Typen

Tm Beispiel oben entspricht dann der Typ pred gerade dem Typ (¢ — o). Im folgenden werden
wir nur Typen betrachten, bei denen die Konstruktion wie folgt eingeschrankt ist: Wenn 7y, ..., 7,
und o Typen sind mit 7; # o, dann ist (7 X -+ X 7, — o) ein Typ.
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der Konstantensymbole (Objektkonstanten, Funktionskonstanten und Pradikatskon-
stanten) festgelegt. Genauer gesagt zu jedem Typ gibt es eine moglicherweise leere
Menge von Konstanten des entsprechenden Typs. Variablen und Konstanten des
Typs 7 sind Terme des Typs 7. Sind dann t(7**™m=9) ynd 7', ... , 17 Terme der
angegebenen Typen, so ist ¢(¢]",...,t") ein Term des Typs o. ]

4.2 DEFINITION: Eine Logik 2n-ter Stufe ist eine Sprache, in der alle Terme nur
Variablen und Konstanten der Ordnung kleiner oder gleich n enthalten. In einer
Logik (2n — 1)-ter Stufe darf dariiber hinaus iiber keine Variable der Ordnung n
quantifiziert werden. ]

Nun gibt es allerdings keine vollstandigen Kalkiile fiir Logiken hoherer Stufe beziiglich
der intuitiven Standardsemantik [G6d31]. Deshalb hat Leon Henkin einen abge-
schwachten Semantikbegriff eingefithrt [Hen50], der die Standardsemantik appro-
ximiert und fiir den es méoglich ist, vollstandige und korrekte Kalkiile anzugeben.
Beziiglich dieser Semantik kann man auch Ubersetzungen von Logik héherer Stufe
in die erster Stufe angeben. Ublicherweise geschieht das durch die Einfithrung einer
Mengenlehre, aber es gibt auch direktere Darstellungen, die fiir die iiblichen Dedukti-
onssysteme erster Stufe besser geeignet sind [Ker91]. Allerdings sind in beiden Fallen
fiir eine grofle Klasse von Problemen zusétzliche Komprehensionsaxiome notwendig.

4.3 BEISPIEL: Betrachten wir als Beispiel die Aussage, dafl alle Menschen alle Fi-
genschaften vom Vater oder von der Mutter erben, das heifit, dal sich jede ihrer
Eigenschaften bei Vater oder Mutter wiederfinden la8t. Dies kann man in Logik
zweiter Stufe durch die folgende Formel ¢ ausdriicken:
VP9, Ve, mensch(z) A P(z) =
P(vater(z)) V P(mutter(z))

Durch Instantiierung kénnen wir aus ¢ die folgende Formel ableiten
Va'. mensch(z) A hat_Schweifififie(z) =

hat_Schweifififfe(vater(x)) V hat_Schweifififfe(mutter(z))
Dies ist noch relativ einfach zu handhaben. Allerdings will man nun fiir die Pradi-
katsvariable P auch ganze Formeln (mit einer freien Variable) einsetzen konnen. Zum
Beispiel konnte man P(t) durch (trinkt_kaffee(t) = schlift_schlecht(t)) ersetzen. Als
Instanz von ¢ erhilt man dann:
Va'. mensch(z) A (trinkt_kaffee(x) = schlift_schlecht(z)) =

(trinkt_kaffee(vater(z)) = schldft_schlecht(vater(z)))V

(trinkt_kaffee(mutter(x)) = schldft_schlecht(mutter(z)))
Wenn wir ableiten wollen, dafl eine Formelmenge bestehend aus ¢, der Aussage, daf3
Max nach dem Genufl von Kaffee nicht schlafen kann, sowie der Aussage, daf seine
Eltern beide nach Kaffee sehr gut schlafen, widerspriichlich ist, so benétigen wir bei
einer Ubersetzung der Aussagen in Logik erster Stufe das folgende Axiom, das es uns
erlaubt die Variable P mit einer ganzen Formel gleichzusetzen:

Q. Vat Q(x) & (trinkt_kaffee(z) = schlift_schlecht(z)). Nun kann P mit Q
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instantiiert werden. ]

Da die Einfithrung solcher Axiome — von denen es unendlich viele gibt — im all-
gemeinen schwer zu automatisieren ist, hat man ein spezielles Beweisverfahren fiir
die Logik hoherer Stufe entwickelt: den Lambdakalkiil mit Unifikation héherer Stu-
fe [Chu40, And71, Hue73]. Der wohl am weitesten entwickelte Beweiser fiir Logik
hoherer Stufe ist das TPS-System [AINP90]. Will man in diesem Kalkiil die Un-
erfiillbarkeit der obigen Formelmenge zeigen, so liefert der Unifikationsalgorithmus
hoherer Stufe den Unifikator o = [P « Aa. (trinkt_kaffee(x) = schlift_schlecht(z))],
kein zusédtzliches Axiom ist notwendig. Damit lassen sich viele Probleme effizient
l6sen. Allerdings wird die Unifikation selbst als Teilschritt im Problemlésungsverfah-
ren unentscheidbar.

Wie sieht die Semantik nun konkret aus? Wir benutzen die folgende Notation: Seien
Ay, ..., A und B Mengen, dann bezeichnen wir mit F(Ay,..., A,; B) die Menge
aller Funktionen von A; x --- x A,, nach B.

4.4 DEFINITION (SEMANTIK DER LOGIK HOHEREN STUFE): Eine Interpretati-
on der Logik hoheren Stufe besteht aus einer Familie {¢/;} und einer Interpreta-
tionsabbildung 7, wobei die U, nichtleere Mengen sind, eine fiir jeden Typ 7, mit
U, = {wahr,falsch} und U, x..xrpoo) © F(Us,, ..., Uy, ;U,). Die Elemente von U,
heilen Wahrheitswerte und die Elemente von U, Individuen. Die Interpretationsabbil-
dung 7 bildet Konstanten des Typs 7 in die Menge U, ab. Ebenso bilden Belegungen
¢ Variablen des Typs 7 in die Menge U, ab.

Ansonsten ergibt sich nun die Semantik genau wie im Fall der Logik erster Stufe, das

heifit:
— T¢(x) = &(x) fir jede Variable x
— T¢(c¢) = I(c) fiir jede Konstante ¢

— fiir zusammengesetzte Terme t(¢4,...,1,) gilt:

Te(t(try . t0) = Te () (Te(tr), - Te ()

Fiir Formeln wird definiert:

ST = Pt ) gdw Te(P)(Ze(th), . .., Te(tn)).

Va'. @) gdw fiir alle a € U, gilt Tep ) =@

Jz7. ) gdw es gibt ein a € U, mit Tepeo) = ¢

— Hat man eine Logik mit Gleichheit, so wird zuséatzlich definiert: Z¢ |= (t] = t])
gdw Z¢(t1) = Ze(t2) in U,. ]
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Die so angegebene schwache Semantik unterscheidet sich von der Standardseman-
tik dadurch, dafi die Funktionsuniversen U, x...xs,,—o) nicht alle entsprechenden
Funktionen enthalten miissen, sondern nur eine nichtleere Teilmenge aller Funk-
tionen. Es gilt also statt U x.xrmoo) = F(Usy. oo UspsUs) nut Uirxoxrn—o) C
F(Us, ..., U, ;U,). Wir schreiben ({U;} ,TI) =T, wenn ({U.} ,Z) ein schwaches
Modell von I' ist (das heifit die Funktionsuniversen miissen nur die Beziehung mit
,C“ erfiillen) und ({U4;} ,I)E T, wenn ({U/;}_,T) ein Standardmodell von I'ist (das
heifit die Funktionsuniversen miissen nur die Beziehung mit ,=* erfiillen).

Allerdings ist die so definierte schwache Semantik oft zu schwach, wie wir oben ge-
sehen haben. Deshalb nimmt man eine a priori unendlich Menge von Komprehen-
sionsaxiomen T an, die in der Semantik erfiillt sein miissen, das heif}t man hat fiir
ein Modell ({¢4;}_,Z) = T' UY. Diese Semantik bezeichnen wir als stark. Das heifit
wir haben drei verschiedene Semantiken: die Standardsemantik, die starke Semantik
und die schwache Semantik. Entsprechend ergibt sich die Folgerungbeziehung: Sei I

eine Formelmenge und ¢ eine Formel, dann gilt:
— T'E ¢, wenn jedes Standardmodell von T' auch ein Modell von ¢ ist.
-~ T'UT kE ¢, wenn jedes starke Modell von T" auch ein Modell von ¢ ist.
~ T' = ¢, wenn jedes schwache Modell von I" auch ein Modell von ¢ ist.
Es gilt dann die einfache Beziehung:
Wenn I' = o dann T'UY | ¢ und wenn TU T |= ¢ dann T'E .

Wie sehen die Komprehensionsaxiome T nun aus?

4.5 DEFINITION (KOMPREHENSIONSAXIOME): Die Komprehensionsaziome T be-
stehen aus den folgenden Formeln:

Y/ Fiir jeden Term ¢ des Typs T # o, so daB die freien Variablen von ¢ héchstens die
verschiedenen Variablen zy,....2,,y1,...,yx vom Typ 7,..., 7, 001,...,0%
sind, die Formel:

Yy .. Vyg IfO0xm=) Y Ve (f(21,. .., 2m) = 1).

TP Fiir jede Formel ¢, so dafl die freien Variablen von ¢ hochstens die verschiedenen
Variablen zq, ..., 2, y1,...,yx vom Typ 7, ..., T, 01, ..., 0% sind, die Formel:
\V/yl . \V/yk HP(TJX...me_)O). Vzi... .V, (p($1, R $m> <~ QO) u

Anschaulich gesprochen besagen die Komprehensionsaxiome also, daf} fiir jeden Term
(jede Formel) eine Variable gibt, die diesen Term zusammenfafit. Im Beispiel 4.3 be-
deutet dies fiir die Formel trinkt_kaffee(x) = schlift_schlechi(x) gibt es ein einstelliges
Pradikatssymbol @ mit Va. Q(x) & trinkt_kaffee(x) = schlift_schlecht(x). Verwen-
det man den A-Kalkiil so ist die Existenz dieses Pradikatssymbols natiirlich direkt
gesichert, es ist namlich dann gerade ) = (). trinkt_kaffee(x) = schlift_schlecht(z).
Folglich sind im A-Kalkiil keine Komprehensionsaxiome erforderlich.
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Wir wollen nun eine Ubersetzung definieren, die Probleme der Logik hoherer Stufe
in Probleme einer flachsortierten, einfachen Logik erster Stufe {ibersetzen.

4.6 DEFINITION (QBERSETZUNG 0): Sei I' eine Formelmenge der Logik n-ter Stufe.
Wir definieren die Ubersetzung © als Funktor, der

— der Signatur ¥ einer Logik héherer Stufe die Signatur
O(¥) = (¥, SORT, s, TD,SD, PD)
einer sortierten Logik erster Stufe mit Gleichheit zuordnet mit
¥ ={0(c)|c e X} U{a" |7 kommt in ¥ vor} a neu

wobei ©(¢) ein Konstantensymbol ist, so daBl © injektiv ist und fiir jede Kon-
stante ¢ vom Typ 7 gilt O(c) ist eine Konstante der Sorte O(7), die wir der
Einfachheit halber wieder mit ¢ bezeichnen,

SORT = {O(7) |7 kommt in ¥ vor}

wobei O(7) ein Sortensymbol ist, so daBl © injektiv ist. Statt ©(7) schreiben
wir kurz 7. Fiir Variablen gilt s(©(z,)) = 7. Die Termdeklarationen bestehen
aus

TD = {c<T|c € ¥ mit Typ(c) =7} U{a"<(TXTA X+ X Ty = 7)}
wobei 7 = (71 X -+ X T, — o) mit o # o ist. Die Pradikatsdeklarationen sind
PD ={P<7|P € ¥ mit Typ(P) =7} U{a"<(TXTT X -+ X Tm)}

mit 7 = (74 X -+ X 7, — 0). Die Untersortenbeziehungen sind leer, das heifit

SD = {).

— Fiir Formelmengen I' definieren wir
o) = {@(Lp) | € F} U =, wobei = Extensionalitatsaxiome sind.

Dabei gilt:

* Fir alle Variablen z, gilt C:)(xT) = o=

* Fiir alle Konstanten ¢, gilt (:)(c.r) =cs

* Fiir Terme und atomare Formeln mit m-stelligem Topterm ¢ vom Typ 7

A

gilt: O(t(tr, ..., 1)) = a™(0(1),0(t1), ..., 0(tn))

Fiir durch Junktoren verbundene Formeln gilt O(p,%¢y) = O(p,) *O(p,)
mit * € {A,V, =, <} und O(—p) = =O(p).

* Fiir quantifizierte Formeln gilt (:)(‘v’,f. ¢) = Vam (:)(Lp)
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= ist die Menge aller Formeln mit 7 = (74 X -+ X 7, — o) und o # o:
VI Vg7 (Y2, ..., Yalm
o™ (fixr,. oy Tm) =7 (g, 21, .. xm)) = f =g
und mit 7 = (71 X - -+ X T, — 0):
VpT. Vg™ (Vi ..., YaTm,

CYT(p7.’1717...7$m)<:>C!T(q7:017...7$m)):>piq "

4.7 THEOREM: O ist korrekt beziiglich der schwachen Semantik, das heifit fir jede
Formelmenge T gilt wenn T erfillbar ist, dann ist auch O(1') erfillbar.

Beweis: Sei M = ({U:}_,T) ein schwaches Modell einer Formelmenge I'. Wir konstru-
ieren aus M ein Modell von O(T') mit U= U,, T wird definiert durch f(é)(c)) =
I(c) fiir alle Konstanten ¢ in X. (Wegen der Injektivitit von © ist diese Abbil-
dung wohldefiniert.) Fiir Belegungen definieren wir analog ¢ (O(z)) := £(x). Wegen
U™ = U, erhalten wir so alle Belegungen, denn in der sortierten Logik gibt es ja keine
Funktions oder Pradikatsvariablen. Fiir die Funktionen o™ mit 7 = (7 %+ - - X7, — 0)
definieren wir Interpretationen, so daf} sie die Interpretation des ersten Arguments
hernehmen, was ja eine Funktion darstellt, und das Ergebnis auf die Interpretationen
der resthchen Argumente anwendet. Wie konnen diese Funktionen so mterpretleren
da sie neu sind. Formal heifit das: fiir alle f € U— gilt fiir alle z, € Z/IT e T € U
Ig(aT)(f, T1y..oy X)) = f(@1,...,2,). Beachte, da f € Us = U, also eine Funktlon
ist und somit anwendbar ist. Analog definieren wir die Interpretation fiir Pradikate.
Wie im Fall der Relativierung kénnen wir durch vollstandige Induktion iiber den
Term- und Formelaufbau zeigen, daf gilt fg 00 = Ze.

Ist also M schwaches Modell fiir eine Formel ¢ aus I', das heifit Z(¢) = wahr fiir
jede Belegung ¢, so gilt fg((:)(ap)) = wahr, wobei wir alle Belegungen erhalten, also

gilt 7 ist Modell von O(p).
Es bleibt zu zeigen, dafl die Extensionalitétseigenschaften gelten, formal:

I vang(v'I;Tl7 s 7\V./."C;m . — wahr.
a(fixr, s am) = QT(g, 21, tm)) = =g
Dazu ist es nétig zu zeigen, daf fiir alle F, G in U= gilt:
wenn fiir alle X3 EUTJ,.. Xm E?/{Tm,I EL19.1 e —FG\ X rm](aT(f,$1,---a$m)) =
Ié[f,g,xl,...,a:m«—F,G,Xl ..... Xm]( (9,1, .., %)), dann Ig[fm_FG](f) = Ié[f,g«—F,G](g)’ das

heifit, F' = G

Nach Definition gilt aber L1 g iorrim —F\G X1 1o Xom] und die Interpretation von o ist
die Vorbedingung dquivalent zu F/(Xy,..., X,,) = G(X1,..., X). Da zwei Funktio-
nen gleich sind, wenn sie in allen Werten tibereinstimmen, ergibt sich /' = G.
Analoges gilt fiir die Axiome die Pradikate betreffen. |

4.8 THEOREM: O st im schwachen Sinne vollstindig, das heifit fiir jede Formelmenge
I' gilt, wenn O(T) erfillbar ist, dann ist auch ' erfillbar.

Beweis: Der Beweis lauft so &hnlich wie im obigen Fall, allerdings ist die Konstruktion
der Universen in diesem Fall etwas komplizierter. Sei also M ein beliebiges Modell
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von O(I'). Wir definieren nun induktiv die Universen iiber U = U und U, := Us.
Fiir zusammengesetzte Typen 7 = (11 X -+ X 7, — o) wird U, als Teilmenge von
Fl,,,..., U, ;:U,) definiert. Dazu definieren wir induktive injektive Funktionen g,
von U= nach F(Z;{Tl, e ,?;le;dg) und setzen U, = 1-(Us). Also ist 7, eine bijektive
Funktion von U= nach U, .2

Wir definieren 3, als bijektive Funktionen induktiv:

1.4, : U — U and 4, : Us — U, als die Indentitit, also sind beide Funktionen
trivialerweise bijektiv.

2. Seien g, und g, definiert fiir U, , ..., U, und Us. Daraus definieren wir eine
Funktion g, mit 7 = (71 X -+ X 7, — 0), 0 # o, fir Us. Fiir alle x € Uz wird
1-(x) definiert als g:(x)(Z1,...,3m) = 1o(Ze(a™) (2, h;ll(j:l), el h;ﬁ(im))) fir

alle &1 €Uy, ... &y €U,
Das folgende Diagramm zeigt die beteiligten Abbildungen auf einen Blick:

Tia") Us X Us, - e xUs — Uy

e T I
Z;{Tr—>]-_(z/v[ﬂ ey Z/V[T ; Z/V[a)

m

Um die Injektivitat von j, zu zeigen benutzen wir das Extensionalitatsaxiom
VfaVom (Val. ... VaZ . o7 (f,2",...,2") =
a’(g,zt,...,2™))=> f=g
Also gilt in einem Modell fiir alle z, 2’ in Us
fir alle yy € Us,, ... ym € Uz, wenn Ze(a7) (2, Y1, ..oy Ym) = (%)
Te(a™) (2" y1y ooy Ym) dann z = 2

Gelten 1, (z) = 3,(2') fiir beliebige # und 2’ in U=. Dann haben wir per Definition
fiir alle 4 € LV{T]) ceny iy € L?Tm

o Te07) (57 (1) A ) = BTl )@ 5 (), -, B (B D die
Abbildungen 3,,,..., 4, , 4, alle bijektiv sind, ergibt sich fiir alle y; € Us,,. ..,
Ym € Uz » Te(a7) (@, Y1,y oo Ym) = Te(a@™) (2 Y1, . .o, Ym). Wegen der Beziehung
(*) folgt @ = 2/, also ist die Injektivitat gezeigt. Die Surjektivitit ergibt sich
per definitionem, also ist die Bijektivitit gezeigt.

Die Argumentation im Falle o = o ist analog.

Also haben wir die Universen fiir alle Typen 7 definiert. Wir bezeichnen im folgenden
mit § die polymorphe Abbildung, die durch all die individuellen 7, gebildet wird.

Nun wird eine Interpretationsfunktion Z definiert mit Z(¢) := 50 Z o O(c) fiir alle
Konstanten c.

?Bijektivitit von U5 nach }-(Z;{Tl, e ,L?Tm;ﬂg) ist im allgemeinen nicht erreichbar, da dies Voll-
stdndigkeit beziiglich von Standardmodellen bedeuten wiirde.
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Wiederum per Induktion iiber den Term- und Formelautbau zeigt man fg(t) =0

I& o] (:)(t)

Zum Beispiel ergibt sich fiir die universelle Quantifikation:

lv'g(‘v’:v.rgo) gdw fiir alle d in U, gilt lv'g[x(_d](ap) gdw (nach Ind.hyp) fiir alle d in U, gilt
1Ze16(a) -1 (4O (@) gdw fiir alle d in Ur 1T,y g O(@) gdw 1Z:O(Vayp).

Wir benutzen { = 0 ¢ 00 und €[z, — d] = §o £[O(z,) — §71(d)] 0 O fiir alle
Belegungen.

Nun zeigen wir, wenn M ein Modell von ©(T") ist, dann ist M ein Modell von I'. Wenn
M ein Modell von O(T) ist, dann ist M Modell von G)( ) fiir alle ¢ € T. Sei € eine
beliebige Belegung und ¢ so definiert wie oben, dann haben wir Z;(0(y)) = wahr,
da M Modell von O(y) ist. Also gilt Ie(p) = 1(Z:(6(g))) = wahr, da § auf den
Wahrheitswerten die Identitat ist. |

Die vorgestellte Ubersetzung respektiert die schwache Semantik, will man jedoch eine
starke Semantik zugrunde legen, so mufl man die a priori unendlich vielen Kompre-
hensionsaxiome mitiibersetzen.

4.9 BEISPIEL: Als Beispiel betrachten wir das Theorem, dafl die Komposition von
bindren Relationen assoziativ ist. Formal betrachten wir eine Formelmenge I', die
die Definition der Komposition und das negierte Theorem enthalt, also (mit der
Abkiirzung 7 = (¢ X ¢t — 0))

[ ={Vp".Vo . Va'.Vy'. (poo)(z,y) & (Fz% p(x,2) ANo(z,y))
=Vp . Vo .Vu'. (pooc)ou=po(ocou)}

Die Ubersetzung lautet:

O(T) ={Vp". Yo . Val. Vy’. a” (o™ 70, p,0),z,y) & (32 " (p,z,2) Aa'(0, 2,y))
~Vp7. Vol Yy (W”)(O,a“”” (0,p,0), 1) =
(TXT—*T)(O,/)’OZ(TXT—*T (O o, ﬂ))} =

Dabei wird fiir den Beweis des Theorems aus = das folgende Extensionalitdtsaxiom
benétigt: Vp™. Vo, (Va'. Vy'. " (p,z,y) & a"(o,2,y)) = p = 0.

Diese Formelmenge kann dann mit der Termrelativierung in unsortierte Logik er-
ster Stufe iibersetzt werden, so dafi mit einem Resolutionsbeweis ein Widerspruch
abgeleitet werden kann. |
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Kapitel 5

Sortierte Unifikation

Wesentlicher Bestandteil fortgeschrittener automatischer Beweiser ist die Unifikation,
so spielt sie auch bei der Operationalisierung von Sortenlogiken eine herausragende
Rolle. Wir werden daher in diesem Kapitel einen Unifikationsalgorithmus angeben,
der wie die grundlegenden Begriffe der Sortenlogiken von Manfred Schmidt-Schaufl
[SS89] iibernommen ist.

Das Ziel der Unifikation ist es, Unifikationsprobleme T' zu l6sen, das heifit zu Mengen
{s1 = t1,...,8m = t,} eine Substitution o (vergleiche Definition 2.6) zu finden, so
daB o(s1) = o(t1),...,0(8m) = o(tm) gilt. Eine solche Substitution heiit Unifikator.
Ist man gelegentlich daran interessiert nur festzustellen, ob zwei Terme unifizier-
bar sind, so will man meistens alle Unifikatoren reprasentieren. Dies funktioniert
im unsortierten Fall (ebenso wie in eingeschrankten Féllen sortierter Logik) durch
die Angabe eines einzigen allgemeinsten Unifikators, das heifit eines Unifikators, aus
dem sich jeder andere durch Spezialisierung ergibt. Formal: Eine Substitution o heift
allgemeinster Unifikator von s und ¢, wenn o ein Unifikator ist und jeder andere Uni-
fikator 7 sich darstellen 148t als 7 = 7/ 0 o, wobei 7’ eine Substitution ist.

Eine vollstindige Menge Ux(T") von Unifikatoren ist eine Teilmenge aller Substitu-
tionen beziiglich ¥, so daf} gilt:

Korrektheit: jedes Element auf Uy(I") ist ein Unifikator von T,

Vollstindigkeit: zu jedem Unifikator 7 von I' gibt es ein Element o € Ux(I') und
eine Substitution 7/, so dafl 7 = 7' 0 0.

Eine vollstandige Menge Ux(T') von Unifikatoren heifit minimal, wenn gilt:

Minimalitat: Fir je zwei Unifikatoren o und 7 aus Ug(I') gilt, gibt es eine Unifi-
kation 7/ mit 7 = 7' o0 o, so gilt ¢ = 7.

Die Menge aller minimalen Unifikatoren bezeichnen wir mit MU(T').

Man sagt dann, die Unifikation ist unitdr, wenn fiir beliebige Unifikationsprobleme
I' die Menge MU(I') existiert und ihre Kardinalitdt kleiner gleich 1 ist (Unifika-
tionstyp 1), finitdr, wenn fiir beliebige Unifikationsprobleme I' die Menge MU(T')
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existiert und ihre Kardinalitat endlich ist (Unifikationstyp w), infinitdr, wenn fiir be-
liebige Unifikationsprobleme I' die Menge MU(T') existiert und ihre Kardinalitat fiir
mindestens ein Unifikationsproblem unendlich ist (Unifikationstyp oo), nullir, wenn
es ein Unifikationsproblem I' gibt, so daffi MU(I") nicht existiert (Unifikationstyp 0).

5.1 DEFINITION: Wir sagen, ein Unifikationsproblem I' ist geldst, wenn
— es die Gestalt {zg =1t',..., 2% = s"} hat,
— die z* sind verschieden und kommen auf der rechten Seite der Gleichungen nicht

vor.,
— s(z') € SORTy(t'), das heifit die minimale Sorte von z* ist eine Sorte von #'.

In diesem Fall erhalt man aus I' eine Substitution op =[xy « t1,..., 2, « t,]. Mit
L bezeichnen wir das unlésbare Unifikationsproblem. ]

Wir wollen uns nun einen nichtdeterministischen Unifikationsalgorithmus fiir die all-
gemeine sortierte Logik aus Kapitel 2 ansehen. Solche Algorithmen lassen sich be-
sonders iibersichtlich durch Regeln darstellen, die Unifikationsprobleme in Unifika-
tionsprobleme {iberfithren. Dabei steht T" fiir ein Unifikationsproblem und =z = y,T’
steht fiir das Unifikationsproblem, das aus I' und dem Problem z = y besteht, also
I'U{z = y}. Fiir die Transformationsregeln definiert man:

5.2 DEFINITION (KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT VON TRANSFORMATIO-
NEN): Wir nennen eine Transformation % korrekt, wenn gilt Ug(I'1) O Ux(Ty).

Wir nennen eine Transformation % vollstindig, wenn gilt Ug(T;) C Ug(Ty).! [ ]

5.3 DEFINITION (NICHTDETERMINISTISCHER UNIFIKATIONSALGORITHMUS FUR
SORTIERTE LOGIK):

x=uz,I
VVi T
VV2 =yl wenn s(z) C s(y)
y=uaT -
vvg £=ul
r=z,y=2z17T

wenn s(z) £ s(y) und s(y) £ s(z) und S ist maximale Untersorte von s(x) und
5(y) und z ist neue Variable mit s(z) = S.

=y,
= f(s1,--,80),y = flts, .. tn), 81 =11, .., 8, =1y, [

wenns(x) IZ s(y) und s(y) £ s(z) und f(s1,...,s,)<S ist eine Termdeklaration
mit S C s(z) und f(t4,...,1,)<R ist eine Termdeklaration mit R C s(y).

VV4

LFiir die letzte Beziehung ist an sich nétig, iiber die verwendeten Variablen genau Buch zu fiihren.

Einzelheiten findet man in [SS89, S.46].
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x=y,I

VVs5 T

wenn §(z) Z s(y) und s(y) IZ s(x) und es gibt keine gemeinsame Untersorte
von s(x) und s(y) und es gibt keine Termdeklarationen f(si,...,s,)<S mit
S Cs(x) und f(ty,...,t,)<R mit R C s(z).

x=1tT

VTl =11z «1]

wenn x nicht in ¢, aber in ' vorkommt und wenn s(z) € SORTx(1)

t=uT
VT2 T iT

wenn t keine Variable ist.

VT3 $:f(t1,...,tn),r

= f(s1,...,80),81 =t1,...,8, =t,, [

wenn x keine Variable in f(t,...,t,) ist, s(x) keine Sorte von f(¢1,...,t,) ist
und f(s1,...,8,)<S eine Termdeklaration ist mit S C s(z).
VT4 .I':f(tl,...,tn),r
1L
wenn x keine Variable in f(¢y,...,t,) ist, s(x) keine Sorte von f(¢y,...,t,) ist

und es keine Termdeklaration f(sy,...,s,)<S mit S C s(z) gibt.

x=1tT
1
wenn z in t vorkommt.

TT1 f(sla"'73n):f(tla"'?tn)

Slztl,...,Sn:tn

VT5

s=1
L

wenn die Kopfsymbole von s und ¢ nicht iibereinstimmen.

TT2

Dabei mufl jede Termdeklaration t<S aus der Signatur ¥ vollstindig mit neuen
Variablen umbenannt werden, bevor sie in einem Unifikationsschritt benutzt werden
darf. ]

5.4 BEMERKUNG: Mit der Regel VV1 werden triviale Beziehungen aus dem Uni-
fikationsproblem geléscht. Mit VV2 richtet man Variablen beziiglich der Untersor-
tenbeziehung. Ist dies nicht méglich, kann man mit VV3 versuchen eine gemeinsame
Untersorte fiir beide Variablen zu finden, ist auch dies nicht méglich, helfen vielleicht
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Termdeklarationen weiter, die beiden Variablen gleichzumachen. Dazu dient die Re-
gel VV 4. Ist alles dies nicht moglich, ist ein Ausdruck = y nicht unifizierbar, was
gerade VV35 besagt. Damit sind alle Falle behandelt, mit denen versucht werden
kann, zwei Variablen zu unifizieren.

Die Regeln VT1 bis VT'5 behandeln die Unifikation von Variablen mit nicht-variab-
len Termen, dabei wird unter den Voraussetungen der néchsten Definition davon
ausgegangen, dafl ein Ausdruck = = ¢ schon gelést ist. Mit VT'1 kann eine solche
Losung auf den Rest des Unifikationsproblems angewendet werden. VT2 dient dem
Richten. VT3 dient dem Abschwichen eines Problems mit einer Termdeklaration.
VTS5 ist die iibliche ,occurs-check“-Regel und VT4 deckt die restlichen Falle ab, bei
denen keine Unifikation méglich ist, also wenn der ,occurs-check® nicht zuschlagt,
aber es auch keine sortengerechte Substitution gibt, weder iiber Untersortenbezie-
hungen noch iiber Termdeklarationen.

Die Regeln TT1 und TT2 behandeln die Unifikation zweier nicht-variabler Terme.
TT1 ist die iibliche Dekomposition, sie besagt, dal die Unifikation zweier nicht-
variabler Terme auf die Unifikation aller Argumente des Kopfsymbols reduziert wer-
den kann, wenn die Terme im Kopfsymbol iibereinstimmen. Stimmen die beiden Ter-
me nicht im fiihrenden Funktionssymbol iiberein, sind die Terme nicht unifizierbar,
was gerade TT2 ausdriickt. ]

5.5 BEISPIEL: Sei eine Signatur gegeben mit
SORT = {gerade,IN}, SD = {gerade C IN}
TD = {0<gerade,s<IN — IN, 5(5(2gerade )) <gerade,
+<IN x IN — IN, +<gerade x gerade — gerade, yy + yp<gerade}
Wir betrachten zu dieser Signatur verschiedene Unifikationsproblem:

- T = {s(s(zm)) = +(u5(0))} =52 zu L.

VTZ . .
-I'= {-I'(xgeradevo) = ygerade} {ygerade = +( Lgerade> 0)}, was in geldster
Form ist.
T1
- T :{ygerade = (‘Tgeradea )as(ygerade) = s(zN) } Y3
TT1
{ygerade = +($geradea 0), s(+(z Lgerade> 0)) = s(zy)} ~=
VTZ
{ygerade = +($gerade 0), +(z geradeao) =z}
{ygerade = +(Igeradea 0), 2y = +($geradea 0)}, was in geloster Form ist.
VT3
- T :{xgerade =s(yn)} ~= (das(s(z gerade)) <gerade)
VT2
{xgerade = 5( ( “gerade )) ( gerade) yIN} ~ .
Tgerade = s(s(z gerade)) YN = s(z gerade)}a was in geloster Form ist.
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5.6 BEMERKUNG: Um wenigstens einige der neu eingefithrten Hilfvariablen (das
heifit Variablen, die im urspriinglichen System nicht vorkommen) wieder loszuwerden
kann man eine zusatzliche Regel einfiihren, namlich

x=17T
r

wenn x eine Hilfvariable ist, die nicht in I' und nicht in ¢ vorkommt und die

EH

Substitution [z « ¢] wohlsortiert ist. u

Ohne Beweis iibernehmen wir das folgende Lemma (vergleiche [SS89, Proposition
[.4.9, p.19]), das man mit struktureller Induktion zeigen kann.

5.7 LEMMA: Fir jede Sorte S € SORTy und jeden wohlsortierten, nicht-variablen
Term s der Sorte S gibt es eine Termdeklaration (t<R) € TDy mit R C S und eine
wohlsortierte Substitution o mit o(t) = s. ]

5.8 LEMMA: Der angegebene Unifikationsalgorithmus ist korrekt.
Beweis: Durch Anwendung der Regeln VV1, VV2, VV5 VT2, VT4, VTS5 und

TT2 vergroBert man die Menge der Unifikatoren sicher nicht. Hat man einen Unifi-
kator fiir & = z,y = 2z, T, so ist das natiirlich (mit Symmetrie und Transitivitat der
Gleichheit auch ein Unifikator von = y, ', also ist VV3 korrekt. Entsprechend kann
man die Korrektheit von VV4, VT3 und TT1 zeigen, wobei man zuséatzlich die Sub-
stitutionseigenschaft der Gleichheit braucht. Die Korrektheit der Regel VT1 ergibt
sich wiederum aus der Substitutionseigenschaft der Gleichheit. Hat man eine Losung
o von x = t,I'[x « t], so gilt insbesondere o(x) = o(t), also gilt o = sigma o[z « t]
und man erhélt in o(I') = oo [z « t|(T") = o(T'[x « t]). n

5.9 THEOREM: Alle Regeln aufler VV3, VV4, VT3 sind vollstindig.

Beweis: Fiir die Regeln VV1, VV2 und VT2 ist Behauptung trivial.

VV5 ist vollstdndig, denn sei o eine Substitution mit o(z) = o(y). Da o wohlsor-
tiert ist, gilt s(z) € SORTx(o(z)) und s(y) € SORTx(o(x)). Deshalb gibt es eine
Termdeklaration f(s1,...,8,)<S mit S C s(z) und f(ry,...,r.)<R mit R C s(y)
(vergleiche Lemma 5.7).

Analog ergibt sich die Vollstandigkeit von VT4. Die Vollstandigkeit von VT5 und
TT2 ergibt sich daraus, dafl Terme der Form =z = ¢, wo = in ¢ vorkommt, oder die
nicht mit dem gleichen Kopfsymbol anfangen, wie im unsortierten Fall nicht unifiziert
werden kénnen. |

5.10 THEOREM: Der angegebene Unifikationsalgorithmus ist vollstindig.

Beweis: Sei o ein Unifikator (¢ ist dann idempotent, das heifit es gilt 000 = o) in
Usx(T), dessen Trager (das ist die Menge {z |o(z) # x}) gerade der Menge der Va-
riablen aus I' entspricht. Wir teilen I' in zwei Teilmengen auf, Gleichungen die schon
gelost sind (bezeichnet mit ') und solche die noch unbehandelt sind (I'y genannt).
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In der ersten Menge sind die gelosten Gleichungen in I' und die Abkémmlinge die
aus ithnen entstehen, wenn man die Regel VT1 auf I' anwendet.

Als fundiertes Komplexitatsma$ p(o, I') nehmen wir die Multimenge aller Termtiefen
in o(I'y). Der Beweis lauft dariiber, dafl es zu (o,I") ein Paar (o/,1") gibt, so dafl "
aus I' in einem Schritt mit einer Unifikationsregel abgeleitet werden kann, wobei o’
ein Unifikator von I ist, so da} ¢’ auf alten Variablen mit ¢ iibereinstimmt und daf}
gilt p(o’, 1) < p(o,T).

Wenn g(o’,T") minimal ist, ist die Multimenge leer, also sind alle Gleichungen gelost
und wir sind fertig. Nun zeigen wir, dafl man im anderen Fall immer eine Regel an-
wenden kann, die die Komplexitéat verringert. Zuerst stellen wir fest, dafl durch VT1
die Komplexitat nicht zunimmt. Diese Regel erhoht die Komplexitdt der Terme in
o(I') nicht, da man aus o(z) = o(t) erhélt ooz « t] = o wegen der Idempotenz von
o. Nach der Definition von I';, bleiben geldste Gleichungen nach der Regelanwendung
in dieser Menge.

Seinun s =t in I'y:

1.Fall: Weder s noch t sind Variablen. Ist I' 16sbar, dann ist TT1 anwendbar und
damit 1488t sich ohne Veranderung der Losungsmenge (o, I') reduzieren.

2.Fall: Die Gleichung hat die Gestalt © = f(¢1,...,t¢,). Dann kommt x nicht in
f(t,...,t,) vor und s(xz) ¢ SORTs(f(t1,...,1,)) (sonst ist die Gleichung schon
geldst und VT'1 anwendbar. Den Fall f(t4,...,t,) = @ brauchen wir nicht zu betrach-
ten, da wir dann VT2 anwenden, was ja eine vollstindige Regel ist, die offensicht-
lich die Komplexitat nicht vergrofert.) Dann existiert wieder eine Termdeklaration
(vergleiche Lemma 5.7) f(s1,...,8,)<S mit S C s(z) und eine Substitution 7 mit
7(f(s1,...,80)) = o(f(t1,...,1,)). Mit VI3 und VT1 erhélt man ein neues System
I'". Da die Gleichung x = f(sy,...,3,) gelost ist, haben wir u(oc U 7,T") < u(o,T),
da die Tiefe von o(f(t1,...,t,)) groBer ist als die Termtiefen von o(¢;) und o(s;).
Weiterhin gilt o U 7 ist Losung von IV mit o U7 stimmt auf den Variablen von I' mit
o tiberein.

3.Fall: Die Gleichung hat die Gestalt * = y. Ist VV2 anwendbar, so fithrt die An-
wendung dieser vollstdndigen Regel zu einer Verringerung der Komplexitat, da ja
eine Gleichung nun geldst ist. Nehmen wir also an, dafl VV2 nicht anwendbar ist.
Da o(z) = o(y) gilt, haben wir s(z) € SORTx(0(x)) und s(y) € SORTg(o(x)). Wir
betrachten nun zwei Teilfalle, namlich o(x) ist Variable oder aber nicht.

Sei o(x) Variable, dann gilt s(o(z)) C s(z) und s(o(z)) C s(y), also gibt es eine
maximale Sorte S mit s§(o(z)) C S C s(z) und S C s(y). Dann ist aber Regel VV3
anwendbar und wir erhalten ein neues System I'. Mit 7 = [z « o(x)] haben wir
plo U, T") < p(o,1'). Weiterhin gilt o U 7 ist Losung von I mit o U 7 stimmt auf
den Variablen von I' mit ¢ iiberein.

Sei o(x) keine Variable, dann gibt es Termdeklarationen f(sq,...,s,)<S mit S C
s(x) und f(t1,...,1,)<R mit R C s(x) und eine Substitution 7, so daf} gilt o(x) =
7(f(s1,...,8n)) und o(y) = 7(f(t1,...,t,)). Mit den Regeln VV4 und VT1 erhalten
wir dann I”. Die Substitution ¢ U 7 stimmt auf den Variablen von I' wieder mit o
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tiberein. Weiterhin gilt p(oc U r,1") < p(o,T'). |

Wir stellen nun noch die wichtigsten Eigenschaften der allgemeinen sortierten Unifi-
kation vor, ohne auf die Beweise einzugehen. Man findet diese in [SS89].

5.11 BEMERKUNG: Es gibt endliche Signaturen, in denen die Unifikation infinitér
ist (vergleiche Ubungsblatt 8, Aufgabe 1). ]

5.12 THEOREM: Das allgemeine sortierte Unifikationsproblem ist unentscheidbar. m

Im Unifikationsalgorithmus sind es die Regeln VV4 und VT3, die fiir eventuelles
Nichtterminieren verantwortlich sind.

5.13 DEFINITION: FEine Signatur heifit reguldr, wenn die Untersortenrelation C eine
partielle Ordnung ist und fiir jeden Term ¢ hat die Menge SORTx(t) der Sorten von
t eine eindeutige kleinste Sorte.?

Eine Signatur heifit fast elementar, wenn sie linear ist und in jeder Termdeklaration
t<S ist jede Variable ein direkter Unterterm von ¢, das heifit in Termdeklaratio-
nen f(t1,...,t,)<S sind die Terme t; entweder variablenfrei oder aber selbst schon
Variablen, weiterhin darf keine Variable zweimal auftauchen. |

5.14 THEOREM: Sei X eine endliche Signatur.
1. Ist X elementar, dann ist die Unifikation entscheidbar.

2. Ist ¥ linear, dann ist lineare Unifikation (das heifst Unifikation, auf Unifika-
tionsproblemen T, in denen jede Variable hochstens einmal vorkommt) ent-

scheidbar.

3. Ist ¥ requldr und fast elementar, dann ist die Unifikation finitdr und entscheid-
bar.

4. Sind alle Funktionssymbole entweder Konstanten oder einstellige Funktionen,
dann ist die Unifikation entscheidbar. L]

2Zum Beispiel die einfachen Signaturen sind stets regulér.
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Kapitel 6

Sortierte Resolution

In diesem Kapitel wollen wir uns ansehen, wie Sorten in einem Resolutionskalkiil
verwendet werden kénnen. Die Hauptvoraussetzung, die sortierte Unifikation, haben
wir im vorigen Abschnitt kennengelernt. Um einen Resolutionskalkiil anwenden zu
kénnen, mufl zuerst aus Formeln die Klauselnormalform erzeugt werden. Wie dies
geht, haben wir in Kapitel 1 gesehen. Zuerst werden die auf Seite 6 angegebenen
Transformationsregeln angewendet, der einzige Unterschied besteht darin, dal nun
die Variablen die Sorteninformation tragen, das heifit dafl die Sorte als Index mit
angegeben wird (zum Beispiel zg). Durch Anwendung der Regeln erhdlt man eine
Pranexform, bei der alle Quantoren vorne stehen. Dann werden Existenzquantoren
durch Skolemisierung eliminiert. Dies geschieht wie folgt:

Eine Pranexftormel ¢ die eine Unterformel der Form Jxgs. ¢ enthélt wird skolemisiert,
in dem man die folgenden Schritte fiir jeden Existenzquantor von links nach rechts
durchgehend durchfiihrt. Zuerst wird die Menge der Variablen bestimmt, die in einem
Allquantor! vor dem betreffenden Existenzquantor auftauchen, wir bezeichnen sie

mit {z1,...,2,}. Dann wird eine neue n-stellige Skolemfunktion f eingefithrt, die
die Sorte f<s(xy) x -+ xs(x,) — S hat. Schlieflich wird in > jedes Vorkommen von
zg durch f(zy,...,2,) ersetzt.

Es gilt das folgende Lemma.

6.1 LEMMA: Sei ¢ eine Prdnexformel beziiglich einer Signatur ¥ und sei ¢ die
skolemisierte Form von ¢ beziglich der Signatur ¥!, die aus ¥ durch Hinzunahme
der Skolemfunkionen entsteht, dann hat ¢ ein X-Modell genau dann, wenn @' ein

Y'-Modell hat.

Beweis: Fiir den Beweis nehmen wir vereinfachend an, dal nur ein einziger Skolemi-
sierungsschritt durchgefithrt wird. Hat man ein Modell M von ¢ mit einer Belegung
[z; « a;] und xg wird durch a € Us in Jxgs. ¢ interpretiert. Dann kann man aus dieser
Y-Interpretation eine ¥'-Interpretation fiir f konstruieren, die gerade f so interpre-
tiert, daB Z(f)(a1,...,a,) = a, ansonsten wird f beliebig interpretiert. Beachte, dafl
die Menge Us als nicht-leer angenommen wird. Die umgekehrte Richtung zeigt man

1 Alternativ dazu betrachtet man die in 4 frei vorkommenden Variablen.
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entsprechend. [ ]

Auf der Klauselnormalform kann man nun den Resolutionskalkiil anwenden. Mit
den beiden Kalkiilregeln Res und Fak werden ausgehend von einer Klauselmenge C
neue Klauseln erzeugt und zu der aktuellen Klauselmenge hinzugetiigt bis das einzige
Axiom (fiir Falschheit), die leere Klausel O, abgeleitet ist. Hat man dies abgeleitet,
so hat man gezeigt, daBl die Ausgangsklauselmenge unerfiillbar ist. Zur Behandlung
der Gleichheit hat man zuséatzlich die Paramodulationsregel zur Vertfiigung.

Die allgemeine Resolutionsregel hat die Gestalt:

LVKiVv...VK,
Res ~L'V MV ...V M, o(L) = o(L))
o(Ky)V...Vo(K,)Vo(My)V...Vo(My,)

Sei L = P(s1,...,8¢) und L' = P(t1,...,1), dann steht o fiir ein beliebiges Element
aus MU({s1 =11,...,8: = lg}).

Die Faktorisierungsregel ist:

LVIVEV.. VK, o(L) = o(L)
o(L)Vo(Ki)V...Vo(K,)

wobei o wiederum ein allgemeinster Unifikator von L und L' ist.
Die Paramodulationsregel lautet:

t=sVK;V...VK,
Para Ll...t...]JVMyVv...VM, o(t) =o(t)
o(L[...s...])Vo(K1)V...Vo(K,)Vo(M)V...Vco(My)

Bei Resolutionsregel und Paramodulationsregel nehmen wir an, dafl die Klauseln
variablendisjunkt sind. Im Falle der Gleichheitsbehandlung benétigt man die Refle-
xivitdt als zusédtzliches Axiom, das heifit Axiome der Gestalt ,z5 = xs“. Weiterhin
mufl man vorsichtig sein, dafl man durch die Paramodulation nicht zu Termen ge-
langt, die nicht wohlsortiert sind. Um dies zu vermeiden nehmen wir fiir das weitere
an, daf wir eine Obersorte T' zu allen Sorten haben und dafl im Falle der Gleichheits-
behandlung die Klausel x7 = z7 in jeder Klauselmenge ist.

Der Kalkiil wird so verwendet, dafl man mit der initialen Klauselmenge beginnend
mit den Regeln Res, Fak und Para neue Klauseln herleitet und diese zur aktuel-
len Klauselmenge hinzufiigt bis die leere Klausel abgeleitet ist. In diesem Fall war
die Ausgangsformelmenge unerfiillbar. Fiir den seltenen Fall, dafl keine Regel mehr
anwendbar ist, die leere Klausel aber nicht abgeleitet werden konnte, war die Aus-
gangsklauselmenge erfiillbar. Beachte, dafl durch den Kalkiil a priori zur aktuellen
Klauselmenge stets nur Klauseln hinzugefiigt werden, es bleiben also zum Beispiel
die Eltern eines Resolutionsschritts in der Klauselmenge enthalten. Allerdings hat
man eine Reihe zusédtzlicher Verfeinerungen entwickelt, die es erlauben, iiberfliissige

Fak

Klauseln zu 16schen.
Wie man sich leicht iiberlegen kann, gilt das folgende Lemma:

6.2 LEMMA: Resolution, Faktorisierung und Paramodulation sind widerlegungskor-
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rekte Regeln. [ ]

Wie immer ist die Vollstandigkeit schwerer zu zeigen als die Korrektheit. Wir werden
dies im folgenden nur fiir Resolution und Faktorisierung tun. Fiir den allgemeinen
Vollstandigkeitsheweis siehe [SS89, S.138 ff]. Es sei lediglich angemerkt, dafl im Ge-
gensatz zur unsortierten Paramodulation, wo man nicht in Variablen paramodulieren
muf und auf die sogenannten funktional-reflexiven Axiome (das heifit auf Axiome der
Gestalt ,, f(z1,...,2,) = f(21,...,2,)“) verzichten kann, dies im sortierten Fall nicht
mehr der Fall ist:

6.3 BEISPIEL:

— Sei eine Signatur ¥ mit SORT = {A, B, T}, SD={ACT,BC T} und TD =
{a<A, B€B} gegeben. Die Klauselmenge C = {{P(z4)},{—=P(ys)}, {a = b}}
ist zwar unerfiillbar, aber dies kann nur gezeigt werden, in dem man in eine der
Variablen x4 oder yg paramoduliert, da x4 und yg nicht unifizierbar sind.

— Sei die folgende nicht-einfache Signatur ¥ mit

SORT = {A,B,C, D, T},
SD={ACT,BCT,CCT,DCT}und
TD = {a<A,b<B,c<C,d<D,g<T — T,g<A — C,g<B — D}

gegeben. Dann ist die Klauselmenge C = {{zr = 2zr}, {zc # yp},{a = b}} un-
erfiillbar, da g(a) = ¢(b) in allen Modellen gilt, was z¢ # yp widerspricht. Mit
Resolution, Faktorisierung und Paramodulation 148t sich dieser Widerspruch
aber nicht ableiten, da das Funktionssymbol ¢ nicht eingefithrt werden kann.®

Der Vollstandigkeitsbeweis gliedert sich im wesentlichen in drei Teile: erstens den Be-
weis der Grundvollstandigkeit (das heifit der Vollstandigkeit, wenn die Klauselmenge
keine Variablen enthélt), zweitens das Herbrand-Theorem, das garantiert, dal man
zu einer widerlegbaren Klauselmenge eine entsprechende variablenfreie Klauselmen-
ge findet, und drittens ein Lifting-Lemma, durch das gewéhrleistet wird, dafl man
entsprechende Grundresolutionsschritte auf den allgemeinen Fall liften kann.

6.4 THEOREM: Sei Cq eine unerfillbare Grundklauselmenge ohne Gleichheit, dann
gibt es eine Ableitung der leeren Klausel mit der Resolutions- und Faktorisierungsre-
gel. Dariberhinaus ist Unerfillbarkeit entscheidbar.

Beweis: Der Beweis dieses Satzes wird nach Anderson-Bledsoe [ABT0] per , k-Para-

meter-Induktion® gefithrt. Sei k(C,) definiert als die Summe ¥ |C| — 1, wobei
CECy:

|C| die Anzahl der Literale in der Klausel C' angibt. Sei C,, unerfiillbar. Wenn gilt
k(Cg) = 0, dann bestehen alle Klauseln aus genau einem Literal, da die Klauselmenge
unerfiillbar ist, muB sie eine Klausel und ihr Negat enthalten, die in einem Schritt mit
der Resolutionsregel zur leeren Klausel resolvieren. Gilt k(Cgy) > 0, dann gibt es eine
nicht-Unit-Klausel C in C. Wir teilen die Klausel C in zwei (nicht-leere) Klauseln Cy
und 'y auf und bilden zwei Klauselmengen C; und C,, die aus C dadurch entstehen,
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dafl wir in C die Klausel C' durch C; beziehungsweise (5 ersetzen. Da die Klauseln C4
und € Teilklauseln von C' sind, sind die neuen Klauselmengen unerfiillbar. Weiterhin
gilt auch k(Cy) < k(C) und k(Cy) < k(C), also 148t sich nach Induktionsvoraussetzung
sowohl fiir C; als auch fiir C; eine Widerlegung finden. Da aber alle alle Klauseln
variablenfrei sind, lassen sich diese Widerlegungen zu einer Gesamtwiderlegung fiir
C kombinieren.

Die Entscheidbarkeit ergibt sich daraus, dafl nur eine endliche Anzahl von Klauseln
aus der Klauselmenge C herleitbar ist. ]

Herbrand-Theorem:

6.5 THEOREM: Set eine Signatur ¥ gegeben. Eine Klauselmenge C ist X-unerfillbar,
dann und nur dann wenn es eine endliche Menge von X-Grundinstanzen aus C gibt,
die unerfillbar ist.

Beweis: Der Beweis dieses Satzes wird aus dem unsortierten Fall tibertragen. Wir
gehen nur auf die nicht-triviale Richtung des Theorems ein. Sei C eine Y-unerfiillbare
Klauselmenge. Zu dieser Klauselmenge konnen wir durch Klauselnormalformbildung
von R(C) = R(C) U AXy die zugehdrige unsortierte Klauselmenge bilden. Nach dem
Herbrand-Theorem fiir unsortierte Logik findet man zu dieser Klauselmenge eine
R(X)-unerfilllbare Grundklauselmenge Cy gr U AXs o aus Instanzen von £(C)U AXs.
Insbesondere ist Cy & U AXy widerlegbar. Es kénnte nun sein, daf} einige der Klauseln
in Cx g nicht ¥-Grundinstanzen von C entsprechen. Diese Klauseln kénnen aufgrund
der Struktur der Relativierung geléscht werden, da sie nicht zur Widerlegung beitra-
gen. Sie haben die Struktur = Ps(t), wobei ¢ ein Grundterm ist, der nicht die Sorte S
hat. (Fiir Einzelheiten siehe [SS89, S.93].) Wir konnen schliefen, daff die so entstan-
dene Klauselmenge eine endliche ¥-unerfiillbare Menge von »-Grundinstanzen von
Klauseln aus C ist. ]

6.6 LEMMA: (LIFTING-LEMMA) Seien C| und C} zwei Instanzen von Cy und Cy und
C' eine Resolvente von C| und C), dann gibt es eine Resolvente C' von Cy und Cy,
so dafy C' eine Instanz von C 1ist.

Beweis: Wir nehmen an, dafl die Variablen in Cy und C3 disjunkt sind (andernfalls
wird umbenannt). Seien L] und L) die Literale auf denen resolviert wird und sei C’
definiert als (y(C7)\Y( L)) U (v (CH\Y(LY)), wobei 7 ein allgemeinster Unifikator von
L} und L} ist. Da C{ und €} Instanzen von Cy und Cj sind, gibt es eine Substitution
6 mit C] = 6(Cy) und C) = 6(Cy). Seien nun L},..., L die Literale in C;, die
gerade L! entsprechen (das heifit 6(L}) = ... = 6(L]") = L!) fiir i = 1,2. Wenn
r; > 1, bestimme einen allgemeinsten Unifikator A; von {L;,..., L'} und definiere
L; = \;(L}) fiir i = 1,2. (Beachte, daff )\; allgemeinster Unifikator ist, also alle A;(L?)
mit j = 1,...,r; ibereinstimmen.) Dann kommt L; im Faktor A;(C;) von C; vor.
Wenn r; = 1, sei \; die leere Substitution und wieder L, = A(L}). Wir definieren
A =AUy Dann ist L! eine Instanz von L;. Da L| und L} unifizierbar sind, sind L,
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und Ly unifizierbar. Sei o der allgemeinste Unifikator von Ly und L, und

C= (6MC)N\o (L)) U (6(A(C2)\o(La))
= (oMCON\GAULL ... I }) U (0N C)N (AU L, ... L))
= (0o MC)\oo A{LL,....Li}) U (0 0 A(Ca)\o 0 A({LL, ... L })

Also ist €' eine Resolvente von (7 und 5. Wegen

"= ((CD\I(LL) U (H(CH\LS))
= (O(C)\VOULL, ... LT D) U (0N (O({ LY, ..., L7 })))
= (700(C)\y 0 0({LL, .., LT ) U (70 0(Ca)\y 0 0({L}, .., L}'})

ist C" eine Instanz von C'. Da o o A allgemeiner ist als v o 6 sind wir fertig. |

6.7 THEOREM: Sei C eine unerfillbare Klauselmenge ohne Gleichheit, dann gibt es
mit Resolutions und Faktorisierung eine Ableitung der leeren Klausel.

Beweis: Nach dem Herbrand-Theorem gibt es zu C eine endliche unerfiillbare Grund-
klauselmenge Cg, aus Instanzen von C. Diese Klauselmenge kann aufgrund der Grund-
vollstandigkeit (vergleiche Satz 6.4) widerlegt werden. Mit dem Lifting-Lemma folgt,
dal man einen solchen Beweis zu einem Beweis auf der urspriinglichen Klauselmenge
liften kann. [ ]

Zum AbschluB dieses Kapitels wollen wir uns ein Beispiel ansehen. Ein Beispiel haben
wir in Beispiel 3.6 kennengelernt, wo wir die Operationalisierung durch die Termre-
lativierung durchgefiihrt haben. Ein weiteres Beispiel war Schuberts ,,Steamroller
(vergleiche Ubungsblatt 1, Aufgabe 2, Ubungsblatt 2, Aufgabe 1, Ubungsblatt 4, Auf-
gabe 2 und Ubungsblatt 5, Aufgabe 1). In diesen Fallen lag eine einfache, baumartige
Signatur vor. Im folgenden Beispiel ist die Sortenstruktur etwas komplizierter. Es ist

nach [SS89] zitiert.

6.8 BEISPIEL: DER LOWE UND DAS EINHORN: ,Als Alice in den Wald des Ver-
gessens kam, vergaf} sie nicht alles, sondern nur gewisse Dinge. Sie vergaf} oft ihren
Namen und am wahrscheinlichsten vergafl sie den Wochentag. Nun waren der Lowe
und das Einhorn hédufige Besucher dieses Waldes, allerdings handelt es sich um selt-
same Geschopfe. Der Lowe ligt montags, dienstags und mittwochs und sagt an den
anderen Wochentagen die Wahrheit, wohingegen das Einhorn donnerstags, freitags
und samstags liigt und an den anderen Tagen die Wahrheit sagt. Eines Tages begeg-
nete Alice dem Léwen und dem Einhorn, die sich unter einem Baum ausruhten. Sie
sagten zu Alice:

Lowe: Gestern war einer meiner Liigentage.

Einhorn: Gestern war einer meiner Liigentage.
Alice, die ein aufgewecktes Madchen war, konnte aus diesen Angaben den Wochentag
herleiten. Welcher war es?*
Wie sieht eine Formalisierung in Logik aus? In unsortierter Logik kann man eine
Formulierung wahlen, die die einstelligen Pradikate Mo, Di, Mi, Do, Fr, Sa und So
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fiir die Wochentage verwendet, eine einstellige Funktion ,gestern® mit der iiblichen
Semantik und einstellige Pradikate ,liigt_lowe* und ,liigt_einhorn® die fiir die Liigen-
tage des Lowen beziehungsweise des Einhorns stehen. Weiterhin verwenden wir ein
dreistelliges Pradikat sagt(z,y, z), das genau dann wahr ist, wenn z am Tage z sagt,
dafl er am Tage y liigt. Man hat dann die folgende Problemstellung:
Axiomatisierung der Wochentage

Va. Mo(z)&—(Di(z) vV Mi(z) vV Do(z) V Fr(z) V Sa(z) V So(z)
V. Di(z) <—(Mo \/Ml V Do(z )\/Fr )V Sa(z) V So(zx

(2
Va. Mi(z) &—=(Mo(z) vV Di(x) vV Do(z) V Fr(z) vV Sa(x) V So(z))
V. Do(z)<—(Mo(z) V Di(z) V Mi(z) V Fr(z) V Sa(z) V So(z))
V. Fr(z) < x)V Sa(z)V So(z))
V.Sa(z) <—(Mo(z) V Di

~(
Vz.So(z) <—(Mo(z
Die Funktion ,gester t
V. Mo(gestern(z))< Di(z)
V. Di(gestern(z)) <Mi(z)
V. Mi(gestern(z)) < Do(z)
V. Do(gestern(z)) <Fr(x)

V Di(z) V Mi(z) vV Do(z) V Fr(z) v Sa(z

x
die Axiomatisierung:

) z)
Mo(z) ( )
Mo(z) V Di(z) x
=(Mo(z) Vv Di(z) V Mi(z) V Do(x)
Mo(x) (z) VMi(z) vV Do(z) V Fr(z) V So(z))
Mo(z) V Di(z) ) )

[14 ha

V. Fr(gestern(z)) <Sa(z)
V. Sa(gestern(z)) <So(z)
V. So(gestern(z)) <Mo(z)

Die Préadikate lugt_lowe und und lugt_einhorn ergeben sich als:
V. lugt_lowe(z) <Mo(z)V Di(z) VvV Mi(z)
Va. lugt_einhorn(z)&Do(z) V Fr(z) V Sa(x)

Die Axiomatisierung des Pradikates sagt ist:

Yy, z ligt_lowe(y) A ligt_lowe(z) = -sagt(Lowe, y, 2)
Yy, z lugt_lowe(y) A —ligt_lowe(z) =sagt(Lowe, y, 2)
Yy, z. —lugt_lowe(y) A lugt_lowe(z) =sagt(Lowe, y, 2)
Yy, z. —lugt_lowe(y) A —lugt_lowe(z) = —sagt(Lowe, y, 2)

Yy, z. lugt_einhorn(y) A lugt_einhorn(z)  =-—sagt(Einhorn,y, z)

Yy, z ligt_einhorn(y) A —ligt_einhorn(z) =-sagt(Einhorn,y, z)

Yy, z. —ligt_einhorn(y) A ligt_einhorn(z) =-sagt(Einhorn,y, z)

Vy, z. —ligt_einhorn(y) A —liigt_einhorn(z)=-—sagt(Einhorn, y, z)

Das Theorem lautet dann:

Jz. sagt(Lowe, gestern(x), x) A sagt(Einhorn, gestern(z), ).

Wobei eine konstruktive Antwort erwartet wird.

In dieser Formulierung ist das Problem natiirlich ziemlich kompliziert, da die Dar-
stellung der Wochentage umsténdlich ist. Von daher bietet es sich an eine sortierte
Formulierung zu wahlen, mit der man die Struktur der Tage statt mit vielen For-
meln iiber die Sortenstruktur darstellt. Entscheidend fiir die Effizienz einer solchen
Représentation ist dabei die geschickte Wahl der Sorten, der Untersortenbeziehung
und der Termdeklarationen.
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SORT = {tag, wahr_lowe, wahr_einhorn, lugt_lowe, lugt_einhorn,

Mo, Di, Mi, Do, Fr, Sa, So}
Mit der Sortenstruktur

SD = {Do L liigt_einhorn, Fr C liigt_einhorn, Sa C liigt_einhorn,
Mo C lugt_lowe, Di C lugt_lowe, Mi C lugt_lowe,
So C wahr_einhorn, So C wahr_lowe, liigt_einhorn C wahr _|owe,
lugt_lowe = wahr_einhorn, wahr_einhorn C tag, wahr_lowe C tag}

Tag
/ \
wahr_loewe wahr_einhorn
| |
luegt_einhorn luegt_loewe
TN TN
Do Fr Sa So Mo Di Mi

Die Funktion gestern wird nun wie folgt spezifiziert:

TD = {gestern<Di — Mo,
gestern<Mi — Di,
gestern<Do — Mi,
gestern<Fr — Do,
gestern<Sa — Fr,
gestern<So — Sa,
gestern<Mo — So}

Soweit steckt alles in der Signatur. Die restlichen Formeln vereinfachen sich allerdings
auch.

YYliigt_lowe- 7 Zliigt_lower —sagt(Lowe, y, 2)
vyl[jgt_léwe' VZwahr téwes sagt(Lowe, y, z)
VYwahr I5wer vzlﬂgt_léwe' sagt(Léwe, Y, Z)
VYwahr 1ower ¥ Zwahr 15we ﬁsagt(Lawea Y, Z)

vylﬁgt_einhorn' \V/ZIUgt_einhorn' —sagt(Einhorn, y, 2)
vylﬂgt_einhorn' VZwahr_einhorn=  sagt(Einhorn, y, 2)
VYwahr _einhorn® vzliigt_einhorn' sagt(Elnhorn, Y, Z)

vywahr_einhorn' vzwahr_einhorn' ﬁsagt(Einhoma Y, Z)
Das Theorem lautet dann:

Jtag. sagt(Lowe, gestern(z), z) A sagt(Einhorn, gestern(z), z).
Wobei eine konstruktive Antwort erwartet wird.
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Die Skolemnormalform lautet dann:

{{—sagt(Lowe, yjiigt I5wes ligt_lowe) }
{sagt(Lowe, Yligt 1owe> Zwahr_léwe) }
{sagt(Lowe, Ywahr Iowes ligt Iowe) }
{ﬂsagt(Léwe, Ywahr _1owe> Zwahr_léwe)}
{—sagt(Einhorn, ylﬂgt_einhornvZlﬁgt_einhorn)}
{sagt(Einhorn, ylﬂgt_einhormZwahr_einhorn)}L
{Sagt(Einhoma ywahr_einhornaZlﬁgt_einhorn)}

{—sagt(Einhorn, ywahr_einhormZwahr_einhorn)}
{—sagt(Lowe, gestern(ztag), Ttag) V —sagt(Einhorn, gestern(ztag), Ttag)} }

Um einen Widerspruch herzuleiten gibt es nun genau zwei Moglichkeiten zur Reso-
lution mit dem erste Literal der letzten Klausel und zwei zum zur Resolution mit
der zweiten, also insgesamt vier Moglichkeiten. Versuchen wir erst das erste Literal
wegzuresolvieren. Die beiden Moglichkeiten (mit der zweiten und der dritten Klausel)
ergeben die Unifikationsprobleme:

{ylﬁgt_léwe = geStem(xtag)a Zwahr_lowe = xtag}
{Ywahr_towe = geStem(xtag);ZI[jgt_léwe = Ttag)

Das erste Problem hat die eindeutige Losung:

[Ztag < YDo» Zwahr_lswe < UDo: Yliigt_lowe < 8estern(vpg)].

Das zweite Problem hat eine Lésung (mit ztag < wvpo), die in die Irre fithrt. Die
Resolvente zur Losung des ersten Problems lautet dann:

—sagt(Einhorn, gestern(vp, ), vpo)

Dies ergibt nach Resolution mit der siebten Klausel die leere Klausel. Der Donnerstag
ist also der Tag, an dem sowohl der Léwe als auch das Einhorn sagen, dafl sie am
Tag vorher gelogen haben.

Das Ergebnis ergibt sich im sortierten Fall aus zwei Resolventen und auch der Such-
raum ist relativ klein (initial drei mégliche Resolventen, von denen eine direkt zur
Losung fiihrt). |
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Kapitel 7

Ausblick

In der Vorlesung sind wir auf einige Bereiche nicht eingegangen. Zwei wichtige wollen
wir im folgenden kurz vorstellen.

7.1 Sortengenerierung

In Kapitel 3 haben wir gesehen, wie man aus einer sortierten Formulierung eine wider-
legungsaquivalente unsortierte Formulierung finden kann. In diesem Abschnitt wollen
wir uns der umgekehrten Frage zuwenden und sehen, wie man in einer unsortierten
beziehungsweise nur teilweise sortierten Formulierung aus einstelligen Pradikatssym-
bolen Sortensymbole machen kann und dadurch die Formulierung fiir Beweise zu ver-
einfachen. Dieser Teil ist direkt aus der Dissertation von Manfred Schmidt-Schaufl
iibernommen [SS88] und nicht in [SS89] zu finden. Da die Generierung von Sorten
aus der initialen Problemstellung insoweit eingeschréankt ist, als dafl nur einstellige
Pradikate in Sorten konvertiert werden kénnen, die initial in einer bestimmten syn-
taktischen Gestalt vorkommen, stellen wir die Generierung auf der Klauselebene vor,
so daB sie auch durchgefiithrt werden kann, nachdem eine Reihe von Ableitungsschrit-
ten durchgefithrt wurde, die ihre Anwendung erst erméglichen.

Die Sortengenerierung geschieht dadurch, dal man die folgenden Regeln anwendet,
wobei SPE die Beziehung zwischen Sorten und Préadikaten beinhaltet, und letztend-
lich dariiber Buch fithrt welche Sorten konvertiert wurden.

Die Regeln sind wie folgt gegeben (wobei der if-Teil der Regeln nur hinreichend
getestet werden mufl. Es darf also durchaus passieren, daf§ Falle durchschliipfen, da
ja die Regeln Res und Fak immer noch zur Verfiigung stehen.):
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BT1 Einfithrung von Sorten
if CS enthélt ein einstelliges Pradikat P mit Definitionssorte Spp und

then

s, .. P(x) ist aus CS ableitbar und P ist noch nicht in eine Sorte

iiberfithrt worden.
flige neues Sortensymbol Sp zur Signatur

flige neue Konstante ¢ der Sorte Sp zur Signatur

fiige die Untersortenbeziehung Sp = Spp hinzu
fiige P & Sp zu SPE.

BT2

Hinzufiigung neuer Termdeklarationen zu %

if

CS enthélt die Klausel C = {P(t)} wobei t keine Variable ist, mit
P & Spin SPE.

then

then fiige Termdeklaration t<Sp zu TD.
BT3 Hinzufiigung neuer Untersortendeklarationen
if CS enthilt die Klausel C' = {P(x)} wobei z die Sorte s(x) hat mit

P & Spin SPE.
fiige Untersortendeklaration s(z) C Sp zu SD.

BT4

Sortenveranderung von Variablen in Klauseln

if

then

CS enthalt die Klausel C' = {—P(z)} U A wobei z die Sorte s(x) hat
mit P < Sp in SPE und SpNs(z) =1T.

l6sche das Literal —P(x) aus C

ersetze x in A durch eine neue Variable der Sorte T

Neben weiteren Regeln zur Vereintfachung der Problemstellung, die zum einen Redun-
danzen l6schen, zum anderen unter gewissen Bedingungen Schnittsorten einfiihren,
werden diese Regeln angewendet bis eine der folgenden Terminierungsbedingungen

erfullt ist:

— Wenn P & Sp und —P < S_p in SPE sind und Sp und S_p eine gemeinsame
Untersorte haben, dann ist die Spezifikation widerspriichlich.

— Wenn die Klauselmenge leer und S PE leer ist, dann war die urspriingliche Klau-
selmenge erfiillbar. (Diese Bedingung schlagt natiirlich nur zu, wenn Loschun-

gen

von Redundanzen vorgenommen werden kénnen.)

— Wenn die Klauselmenge die leere Klausel enthélt, ist eine Widerlegung gefun-

den.
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7.2 Dynamische Sorten

Zu dem vorgestellten Sortenmechanismus gibt es eine Menge von Erweiterungen, die
die Ausdrucksmaéchtigkeit der Sortensprache erhdhen. Diese betreffen das Offenlas-
sen der Sorteninformation fiir Variable in der Quantifizierung und Festlegung durch
das Vorkommen in Termen oder auch den Abschlufl der Sortenstruktur unter Schnit-
ten (vergleiche zum Beispiel [Coh87]). Diese Erweiterungen sind insoweit einander
ahnlich als die Sortenstruktur a priori gegeben ist. Dies ist im Fall der dynamischen
Sorten nicht mehr der Fall. Wir kénnen im folgenden auf die dynamischen Sorten
nicht vertieft eingehen, sondern werden nur die Idee kurz vorstellen. Ausfiihrliche
Informationen findet man in [Wei89, Wei9l].

Im bisherigen Ansatz sind die Termdeklarationen und Untersortenbeziehungen fest
in die Signatur eingebaut. Im Fall der dynamischen Logik werden Termdeklarationen
der Form t<S als atomare Formeln aufgefaBt, es sind also Formeln méglich wie
t<S A P(a). Dies hat mehrere Konsequenzen:

— Die Ausdruckskraft der Logik erh6ht sich durch entsprechende Ausdriicke stark.
Wihrend bislang nur gesagt werden konnte, dafl ein Term eine bestimmte Sorte
hat, ist es nun auch moglich zu sagen, dal ein Term eine bestimmte Sorte
nicht hat, das heiit es ist moglich zu sagen —1£IN. Dies erlaubt es Sorten
in bestimmten Umfang zu definieren, wie R als die reellen Zahlen ohne Null
durch die Formel: Vz. 1 <R* & z<RAz # 0. Weiterhin ist in diesem Ansatz die
Behandlung von leeren Sorten einfach zu handhaben, man kann zum Beispiel

sagen Vo. v £5S.

— Der Unifikationsalgorithmus wird nun komplizierter, denn die Sorteninforma-
tionen fiir Terme sind nicht absolut gegeben, sondern im allgemeinen nur modu-
lo einem Constraint. Dies hat mehrere Konsequenzen. Zum einen kann es sein,
da} zu einem bestimmten Zeitpunkt in der Deduktion zwei Terme ¢; und ¢,
nicht unifizierbar sind (weil eine bestimmte Sorteninformation wie ¢;< .S fehlt),
es aber in einem spateren Zustand werden, da nun die Sorteninformation vor-
liegt. Weiterhin treten im allgemeinen Residuen bei der Resolution auf, das
heiit, wenn man zwei komplementéare Literale wegschneidet, so geschieht dies
modulo einer Bedingung an die Unifizierbarkeit. Um die leeren Sorten korrekt
abhandeln zu kénnen, reicht es nicht zwei komplementéare Klauseln der Art
{P(zs)} und {—P(xs)} zu finden, sondern man muf} auch noch zeigen, daf} die
Sorte S nichtleer ist.

Besondere Schwierigkeiten bereitet in diesem Fall die Frage der Vollstandigkeit des

Kalkiils. Dafiir ist es insbesondere wichtig, festzulegen, welche Sorteninformation man
dem Unifikationsalgorithmus zu welcher Zeit zur Verfiigung stellt.
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Sommersemester 1994 FB Informatik, Manfred Kerber
Ausgabe: 14.4.1994

Ubungsblatt 1

SORTENLOGIKEN UND IHRE AUTOMATISIERUNG

Aufgabe 1: Man bringe die Formel
Ve(e > 0= 36(6 > 0 AVaVy(lz —y| < 6 = |f(z) — fly)| < ¢))) in Klauselnormal-

form.

Aufgabe 2:

a) Ubersetze das folgende Problem in klassische Pradikatenlogik:
Wolfe, Fiichse, Vogel, Raupen und Schnecken sind Tiere, und es gibt Individuen
von jeder dieser Arten. Auflerdem gibt es Kérner, und Kérner sind Pflanzen. Je-
des Tier friflit alle Pflanzen oder alle wesentlich kleineren Tiere, die irgendwelche
Pflanzen fressen. Raupen und Schnecken sind wesentlich kleiner als Vogel, die-
se sind wesentlich kleiner als Fiichse, die ihrerseits wesentlich kleiner als Wolfe
sind. Wolfe fressen weder Fiichse noch Kérner, wihrend Voégel zwar Raupen
fressen, aber keine Schnecken. Raupen und Schnecken fressen gewisse Pflanzen.

Theorem: Es gibt ein Tier, das ein koérnerfressendes Tier frifit.
b) Bilde die zugehérige Klauselmenge.

c) Beweise das Theorem mit Hilfe des Resolutionskalkiils.



Sommersemester 1994 FB Informatik, Manfred Kerber
Ausgabe: 21.4.1994

Ubungsblatt 2

SORTENLOGIKEN UND IHRE AUTOMATISIERUNG

Aufgabe 1: Ubersetze das folgende Problem in sortierte Pradikatenlogik:

Wolfe, Fiichse, Vogel, Raupen und Schnecken sind Tiere, und es gibt Individuen
von jeder dieser Arten. Auflerdem gibt es Korner, und Koérner sind Pflanzen. Jedes
Tier friit alle Pflanzen oder alle wesentlich kleineren Tiere, die irgendwelche Pflanzen
fressen. Raupen und Schnecken sind wesentlich kleiner als Vogel, diese sind wesentlich
kleiner als Fiichse, die ihrerseits wesentlich kleiner als Wélfe sind. Wélfe fressen weder
Fiichse noch Koérner, wahrend Vogel zwar Raupen fressen, aber keine Schnecken.
Raupen und Schnecken fressen gewisse Pflanzen.

Theorem: Es gibt ein Tier, das ein kornerfressendes Tier frifit.

Aufgabe 2: Um welche Art von Signatur handelt es sich bei der folgenden Spezi-
fikation:

a) SORT = {gerade, ungerade,IN}
SD = {gerade C IN, ungerade C IN}
TD = {Oégerade,sélN — IN,s(s(xgerade))égerade}.

b) SORT = {gerade, ungerade, IN }
SD = {gerade C IN, ungerade C IN}
TD = {0<gerade, s<IN — IN, 5(s(Zgerade)) <gerade,
+<IN x IN — IN, +<gerade x gerade — gerade, yy + y|y <gerade}



Sommersemester 1994 FB Informatik, Manfred Kerber
Ausgabe: 28.4.1994

Ubungsblatt 3

SORTENLOGIKEN UND IHRE AUTOMATISIERUNG

Aufgabe 1: Wie in Bemerkung 2.9 angegeben, kann man Signaturen auch ange-
ben, ohne eine Untersortendeklarationen zuzulassen. Wie mufl man dann die Defini-
tion sortierter Terme 2.7 abédndern? Suche eine moglichst einfache Losung.

Aufgabe 2: Gebe ein Modell fiir die Formelmenge von Aufgabe 1 Ubungsblatt 2
an.

Aufgabe 3: Man beweise Lemma 2.10



Sommersemester 1994 FB Informatik, Manfred Kerber
Ausgabe: 6.5.1994

Ubungsblatt 4

SORTENLOGIKEN UND IHRE AUTOMATISIERUNG

Aufgabe 1: Zeige, daB die Relativierungsregeln fiir den Allquantor und den Exi-

stenzquantor mit der Beziehung V = —3- vertraglich ist, das heifit zeige die Aquiva-
lenz R(Ves. ¢) & R(—~Fzs. —gp).

Aufgabe 2: Relativiere die Losung von Ubungsblatt 2, Aufgabe 1 und vergleiche
das Ergebnis mit der Losung von Ubungsblatt 1, Aufgabe 2.

Aufgabe 3: Sei eine Signatur ¥ gegeben mit

SORT ={lebewesen, mensch, tier, mannlich, mann},

SD = {mensch C lebewesen, tier C lebewesen, mannlich C lebewesen,
mann C mannlich, mann C mensch},
TD = {max<mann,vater<lebewesen — mannlich},

PD = {sterblich<lebewesen}
Weiterhin haben wir die Formelmenge

I' = {VMmmensch- sterblich(m),
—sterblich(vater(max)),
Immann. sterblich(m)}

Relativiere die Formelmenge T'.



Sommersemester 1994 FB Informatik, Manfred Kerber
Ausgabe: 19.5.1994

Ubungsblatt 5

SORTENLOGIKEN UND IHRE AUTOMATISIERUNG

Aufgabe 1: Relativiere die Losung von Ubungsblatt 2, Aufgabe 1 mithilfe der
Termrelativierung und beweise das termrelativierte Theorem mithilfe des (unsortier-
ten) Resolutionskalkiils. Vergleiche das Ergebnis mit dem urspriinglichen Resoluti-
onsheweis.

Aufgabe 2: Sei eine Signatur X gegeben mit

SORT ={lebewesen, mensch, pflanze, mann},

SD = {mensch C lebewesen, pflanze C lebewesen, mann C mensch},
TD = {max<mann,vater<mensch — mann},

PD = {sterblich<lebewesen}

Weiterhin haben wir die Formelmenge

I' = {VMmensch- sterblich(m),
—sterblich(vater(max)),
dmmann. sterblich(m)}

Bilde die Termrelativierung ®" der Formelmenge T. Ist RT(T) erfiillbar?

Aufgabe 3: Man zeige im ersten Teil des Beweises des Sortentheorems fiir die
Termrelativierung per vollstandiger Induktion iiber den Termaufbau,

fgo %T = I&



Sommersemester 1994 FB Informatik, Manfred Kerber
Ausgabe: 26.5.1994

Ubungsblatt 6

SORTENLOGIKEN UND IHRE AUTOMATISIERUNG

Aufgabe 1:  Gegeben sei eine Signatur mit SORT = {IN,Z}, SD = {IN C Z},
TD = {0<N;s<IN - IN;+<Z x Z — Z} und PD = {= <Z x Z} sowie die fol-
gende Formelmenge I' = {Vaz. Vyg. v +y = y+a;Van. 0+ 2 = 2;-s(0)+0 = 5(0)}.
Bilde die Termrelativierung und zeige, daf die termrelativierte Formelmenge unertiill-
bar ist.

Aufgabe 2: Bestimme die Ordnung der folgenden Terme der Logik héherer Stufe
(beziehungsweise der Formeln der Logik hoherer Stufe):

-z,

- f(L—n)—n(J:(L—M))
~ YPU=9, P(0) A (Yn' P(n) = P(n +1)) = VYni P(n)

Aufgabe 3: Welche der folgenden Formeln sind Komprehensionsaxiome?
~ 3P° P & Va'. Q(z) V R(z)
~ Vzt. 3P0 P(z) & Q(z) V R(z)
~ Fat VPx=0), Jyn Pa,y) & Q) V R(y)
~ Vet AP0, P(2) V R(z) & Q(z)
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Ubungsblatt 7

SORTENLOGIKEN UND IHRE AUTOMATISIERUNG

Aufgabe 1: Zeige die Beziehung fg 00 = Z: in Theorem 4.7 durch vollstandige
Induktion iiber den Aufbau der Terme und Formeln.

Aufgabe 2: Betrachte die Formelmenge

I' = {VP=°). ¥a' mensch(z) A P(z) = P(vater(z))V P(mutter(z)),
mensch(max),
hat_Schweifififie(max),
—hat_Schweifififie(vater(max)),
—hat_Schweifififfe(mutter(max))}

Man iibersetze I' in sortierte Logik erster Stufe und zeige, dafl ©(T') unerfiillbar ist.

Aufgabe 3: Betrachte die Formelmenge

I' = {VP(=2). ¥zt mensch(z) A P(z) = P(vater(z)) V P(mutter(z)),
mensch(max),
trinkt_kaffee(max) = schldft_schlecht(max),
—(trinkt_kaffee(vater(max)) = schldft_schlecht(vater(max))),
—(trinkt_kaffee(mutter(max)) = schlift_schlecht(mutter(max)))}

Ubersetze T mit ©. Ist O(T) unerfiillbar? Man zeige die Unertillbarkeit von I
beziiglich der Standardsemantik durch den Ubersetzungsansatz. Welches Kompre-
hensionsaxiom ist dazu erforderlich?
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Ubungsblatt 8

SORTENLOGIKEN UND IHRE AUTOMATISIERUNG

Aufgabe 1:  Gegeben sei eine Signatur ¥ mit ¥ = {a, f}, SORT = {S,T} und
TD = {a<S,a<T, f<S — S, f<T — T}.
Lose das Unifikationsproblem I' = {zg = yr}.

Aufgabe 2: Cegeben sei eine Signatur ¥ mit ¥ = {0,s,*}, SORT = {IN,Z, R},
SD={NC Z,ZC R} und
TD = {0<N,s<N — N,s<Z — Z,s<R — R,
*<IN x IN - N, x<Z x Z — Z,*<R xR = R, x(zz,z7)<IN}.
Lose die folgenden Unifikationsprobleme:

- I'={zy = *(uz,vz)}

- T'={zn = s(ur)}

- I'={x(zy, wir) = *(s(1), s(u))}
- I'={s(zy) =0}

- I'={*(zn, wRr) = s(0)}
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Ubungsblatt 9

SORTENLOGIKEN UND IHRE AUTOMATISIERUNG

Aufgabe 1: Man axiomatisiere und 16se das folgende Problem in sortierter Logik.
»Als Alice in den Wald des Vergessens kam, vergaf sie nicht alles, sondern nur ge-
wisse Dinge. Sie vergaf} oft ihren Namen und am wahrscheinlichsten vergafl sie den
Wochentag. Nun waren der Lowe und das Einhorn haufige Besucher dieses Waldes,
allerdings handelt es sich um seltsame Geschopte. Der Lowe liigt montags, dienstags
und mittwochs und sagt an den anderen Wochentagen die Wahrheit, wohingegen
das Einhorn donnerstags, freitags und samstags liigt und an den anderen Tagen die
Wahrheit sagt. Eines Tages begegnete Alice dem Léwen und dem Einhorn, die sich
unter einem Baum ausruhten. Sie sagten zu Alice:

Lowe: Gestern war einer meiner Liigentage.

Einhorn: Gestern war einer meiner Liigentage.
Alice, die ein aufgewecktes Madchen war, konnte aus diesen Angaben den Wochentag
herleiten. Welcher war es?*



