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Teil I

Flexible Algorithmen zur Bewertung
komplexer Optionen mit mehren
Eigenschaften mittels der
funktionalen Programmiersprache
Haskell






1. EinfUhrung in Teil |

Banken, Versicherungen und andere Finanzdienstleister verwenden heutzuta-
ge immer neuere und komlexere Finanzderivate. Die Unternehmen setzen sie
vor allem fur die Zwecke Absicherung, Spekulation und Arbitrage ein. Entspre-
chend entstehen immer mehr Algorithmen im Bereich Finanzmathematik, um
die Finanzderivate so prazise und effizient wie méglich zu bewerten. Allerdings
beschranken sich die meisten solcher Algorithmen auf einen Typ oder eine Klas-
se von Finanzderivaten. Will man ein neuartiges Finanzderivat bewerten, wird
oft ein neuer, individueller Algorithmus entworfen. Die Herausforderung unse-
res Projekts besteht darin, einen innovativen Algorithmus zu entwickeln, damit
man so viele Finanzderivate wie moglich bewerten kann, idealerweise auch Fi-
nanzderivate von unbekanntem Typ. Ein wichtiger Aspekt des Projekts ist die
funktionale Denkweise. D. h. wir formulieren den Algorithmus mithilfe einer
funktionalen Programmiersprache. In unserem Projekt wird Haskell verwendet.
Fur eine kurze Vorstellung von Haskell und der funktionalen Programmierung
formulieren wir ein spezielles Kapitel im Anhang A.

Das erste Thema der Dissertation ist Teil des Projekts Composable Derivative
Contracts (ComDeCo) des Center for Mathematical and Computational Modelling
(CM)?. Unser Kooperationspartner ist die Arbeitsgruppe Softwaretechnik an der
Technischen Universitat Kaiserslautern. Im Rahmen des Projekts Composable-
Derivative-Contracts wird ein neuer generischer Ansatz zur Modellierung und
Bewertung von Finanzderivaten entwickelt. Mittels der Bausteine eines funk-
tionalen Frameworks lasst sich dabei eine grofe Klasse von Finanzderivaten
beschreiben. Die zentrale Aufgabe besteht darin, neuartige mathematische Al-
gorithmen im Rahmen des funktionalen Frameworks zu entwickeln, mit denen
sich eine enorme Anzahl von Finanzderivaten bewerten lasst.

Die Grundidee und das Grundkonzept unseres Projekts stammen aus den
Pionierarbeiten von Peyton-Jones, Eber und Seward, deren Ansatz einen ver-
nunftigen Weg zur Beschreibung und Bewertung von finanziellen Kontrakten
bietet. Ihre Artikel [30] und [31] geben einen Uberblick tiber diesen Ansatz und
seine Vorteile, zusammen mit einer einfachen Umsetzung des grundlegenden
Konzepts, das in der funktionalen Programmiersprache Haskell prasentiert ist.
Im Kapitel 3 der Dissertation werden die Beitrdge von Peyton-Jones, Eber und
Seward in Bezug auf unser Projekt diskutiert.

Unser Projekt besteht aus zwei Teilprojekten: Das eindimensionale Projekt
und das multidimensionale Projekt, die wir jeweils im Kapitel 4 und Kapitel
5 vorstellen werden. Im eindimensionalen Projekt entwerfen wir ein Konzept
zur Konstruktion von Single-Asset-Optionen, in dem es eine Reihe von grundle-
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1. Einfiihrung in Teil 1

genden Konstruktoren gibt, mit denen man verschiedene Single-Asset-Optionen
kombinieren kann. Im Rahmen des Konzepts entwickeln wir einen allgmeinen
Algorithmus, durch den die aus den Konstruktoren kombinierten Single-Asset-
Optionen bewertet werden kénnen. So auch im multidimensionalen Projekt.
Der mathematische Aspekt unseres Projekts besteht in der Entwicklung neu-
er Konzepte zur Preisberechnung sowohl fiir Single-Asset-Optionen als auch fiir
Multi-Asset-Optionen. Diese Konzepte basieren unter anderem auf dem Bino-
mialmodell, welches im Bereich der Optionsbewertung in den letzten Jahren
eine weite Verbreitung fand. Der Algorithmus zur Bewertung von Single-Asset-
Optionen ist eine Kombination von mehreren sorgfaltig ausgewahlten numeri-
schen Methoden, die auf dem eindimensionalen Binomialmodell basieren. Diese
Kombination ist nicht trivial, sondern entwikelt sich nach bestimmten Regeln
und ist eng mit den grundlegenden Konstruktoren verkntipft. Der zur Bewer-
tung von Multi-Asset-Optionen vorgeschlagene Algorithmus entspricht der von
Korn und Miller [20] entwickelten multidimensionalen Binomialmethode. Die
theoretischen Grundlagen der Finanzderivate, des Binomialmodells und alle auf
unser Projekt anzuwendende numerische Methoden diskutieren wir in Kapitel 2.



2. Finanzmathematische Grundiagen

Die Finanzmathematik ist eine Disziplin der angewandten Mathematik, die sich
mit Themen aus dem fiir Finanzdienstleister, wie etwa Banken oder Versicherun-
gen, relevanten Bereich beschéftigt. Im engeren Sinne wird mit Finanzmathe-
matik meist die bekannteste Unterdisziplin, die Bewertungstheorie, bezeichnet,
d. h. die Ermittlung theoretischer fairer Preis von Finanzderivaten. Ein wichtiges
Axiom der Bewertungstheorie ist das der Arbitragefreiheit, also der Abwesenheit
jeder Moglichkeit zur Arbitrage. In einem arbitragefreien, vollstindigen Markt
gibt es ein eindeutig bestimmtes, dquivalentes Martingalmaf3 und daher ist der
Preis jedes Finanzderivats eindeutig festgelegt. Das bekannteste Ergebnis der
Bewertungstheorie ist das Black-Scholes-Modell, das von Black und Scholes [3]
im Jahre 1973 entwikelt wurde und geschlossene Bewertungsformeln besitzt.
Das Black-Scholes-Modell ist ein kontinuierliches Modell, in dem der Aktien-
kursverlauf mittels einer geometrischen Brownschen Bewegung modelliert wird.
Es entwickelte sich sehr schnell zum Standardmodell fir die analytische Bewer -
tung von einfachen Finanzderivaten und gilt als ein Meilenstein der Finanzma-
thematik.

In unserer Arbeit beschéaftigen wir uns mit dem Binomialmodell, das eine dis-
krete Approximation des Black-Scholes-Modells darstellt. Dabei wird der kon-
tinuierliche Prozess der geometrischen Brownschen Bewegung ersetzt durch
einen diskreten stochastischen Prozess, den Binomialprozess. Aufgrund der In-
tuitivitat, der Einfachheit der Implementierung und der hohen Flexibilitat des
Binomialmodells sind die darauf basierenden numerische Methoden zur Bewer-
tung von Finanzderivaten in der Praxis weit verbreitet. Dartiber hinaus erweist
es sich als duferst flexibel bzgl. der zu bewertenden Finanzderivate.

In diesem Kapitel werden wir zunichst die Finanzderivate kurz einfiihren.
Dann erklaren wir das allgemeine Prinzip des Binomialmodells. Dazu zdhlen
die Konstruktion von Binomialbaumen, der Ablauf der darauf basierenden Me-
thode mit ihrer Implementierung sowie die Beziehungen der benétigten Parame-
ter untereinander. Im weiteren Verlauf stellen wir ein eindimensionales Binomi-
almodell, das CRR-Modell, und seine Anwendungen auf verschiedene Arten von
Finanzderivaten vor. Schlief3lich widmen wir uns einem innovationen multidi-
mensionalen Binomialmodell, welches von Korn und Miiller [20] im Jahr 2009
entwickelt wurde. Die Ausarbeitung dieses Kapitels orientiert sich hauptsach-
lich an den Bucher von Hoek und Elliott [13], Hull [14] sowie R. Korn und E.
Korn [17].
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2.1. EinfUhrung der Finanzderivate

In den letzten dreiflig Jahren haben Finanzderivate in der Finanzwelt immer
grofere Bedeutung erlangt. Futures und Optionen werden heute intensiv an
den Borsen gehandelt. Auflerhalb der Borsen werden viele verschiedene Arten
von Forward-Kontrakten, Swaps, Optionen und anderen Finanzderivaten re-
gelmapBig durch Finanzinstitute, Fondsmanager und Finanzmanager auf dem
Over-the-Counter-Markt (OTC-Markt) gehandelt. Finanzderivate bieten ein brei-
tes Anwendungsspektrum in der Finanzwelt und werden vor allem far die fol-
genden Zwecke eingesetzt:

e Absicherung (Hedging): Absicherung bestehender oder geplanter Positio-
nen gegenuber Markt- und Ausfallrisiken.

e Spekulation: Nutzung von Preisunterschieden zur Erzielung eines Ge-
winns aufgrund von Markterwartungen. Durch den Einsatz von Finanzde-
rivaten kann ein hohes Volumen mit relativ geringem Kapitaleinsatz bewegt
werden. Dies nennt man Hebelwirkung.

e Arbitrage: Nutzung von Preisdifferenzen zwischen verschiedenen Markten
und Produkten zur gleichen Zeit, insbesondere zwischen Kassa- und Deri-
vatemarkt.

Was versteht man genau unter Finanzderivaten? Allgemein ist ein Finanzderivat
ein finanzieller Kontrakt, dessen Wert an seiner Falligkeit oder seinem Verfalls-
datum durch den Wert (oder die Werte) seines Basiswertes oder Underlyings
(z. B. Aktien, Aktienindex, Zins, Kredit, Wahrung, Energiepreis, Wetter u. s. w.)
zur Falligkeit oder bis zur Falligkeit eindeutig bestimmt wird. Es gibt grob gesagt
drei Klassen von Finanzderivaten:

e Option: Eine Option ist ein finanzieller Kontrakt, der dem Kaufer oder In-
haber der Option bis zur ihre Falligkeit das Recht, aber nicht die Verpflich-
tung einrdumt, eine bestimmte Menge eines bestimmten Basiswertes zu
einem im voraus festgesetzten Austibungspreis zu kaufen oder verkaufen.

e Forward-Kontrakt und Future: Ein Forward-Kontrakt ist ein finanzieller
Kontrakt mit der Vereinbarung zwischen zwei Geschaftspartnern, einen Ba-
siswert untereinander bei Falligkeit zu einem bestimmten Austibungspreis
zu kaufen oder verkaufen. Der Unterschied zur Option ist, dass der Basis-
wert geliefert und bezahlt werden muss. Ein Future ist im wesentlichen ein
an den Borsen standardisierter Forward-Kontrakt. Der Wert eines Futures
wird téglich berechnet und von den Vertragsparteien ausgeglichen.

e Swap: Bei dem finanziellen Kontrakt Swap tauschen zwei Geschéftspart-
nern Zahlungsstrome zu mehreren vorzeitig festgelegten Zeitpunkten, die
durch eine vorgegebene Formel bestimmt werden.
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In unserer Arbeit werden wir uns im wesentlichen auf Optionen konzentrie-
ren. Wir unterteilen die Optionen in drei Schichten: Die Plain-Vanilla-Optionen,
die pfadabhangigen Optionen und die Multi-Asset-Optionen (Korrelationsoptio-
nen) und werden diese in ihren Einzehlheiten prasentieren. Pfadabhingige und
Multi-Asset-Optionen werden allgemein unter dem Begriff der exotischen Optio-
nen zusammengefasst.

2.1.1. Plain-Vanilla-Optionen

Als Plain-Vanilla-Option bezeichnet man die von ihrer Struktur her einfachs-
ten Optionen mit den Varianten europdische bzw. amerikanische Call- und Put-
Option, die eindeutig definierte, standardisierte Eigenschaften besitzen und akiv
im Derivatmarkt gehandelt werden. Im Folgenden sind die jeweiligen Definitio-
nen und Notationen aufgefiihrt:

e Eine europiische Call- bzw. Put-Option ist ein Finanzderivat mit der Ver-
einbarung, dass der Kaufer der Option zur Falligkeit 7' das Recht, aber
nicht die Pflicht hat, einen Basiswert zu einem bestimmten Austibungs-
preis K vom Verkaufer der Option zu kaufen (Call) bzw. an diesen zu ver-
kaufen (Put).

¢ Bei einer amerikanischen Call- bzw. Put-Option hat der Kaufer der Option
jederzeit bis zur Falligkeit 7' das Recht, nicht aber die Pflicht, einen Basis-
wert zu einem bestimmten Austibungspreis K vom Verkaufer der Option
zu kaufen (Call) bzw. an diesen zu verkaufen (Put).

In der Finanzmathematik sind meist die Auszahlungsfunktionen der Optionen
von Interesse. So sind die Auszahlungsfunktionen aus Sicht des Inhabers einer
Plain-Vanilla-Option wie folgt gegeben:

e Auszahlungsfunktion einer europaische Call-Option mit Falligkeit 7"
(S(T) — K)" = max (S(T) — K,0).
e Auszahlungsfunktion einer europaische Put-Option mit Falligkeit 7"

(K —S(D)".

e Auszahlungsfunktion einer amerikanischen Call-Option zum optimalen
Austibungszeitpunkt ¢* < T
(S(t") - K)".
e Auszahlungsfunktion einer amerikanischen Put-Option zum optimalen Aus-

ubungszeitpunkt t* < T
(K —St))".

Dabei bezeichnet S(¢) den Kurs des zugrunde liegenden Basiswertes zur Zeit t.
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2.1.2. Exotische Optionen

Ein besonder Aspekt des Derivatmarktes sind die nicht-standardisierten Pro-
dukte, die im Rahmen des Financial-Engineerings geschaffen wurden. Zu den
Produkten gehoren die exotischen Optionen. Sie sind Finanzderivate, die von
Plain-Vanilla-Optionen abgeleitet sind und im Allgemeinen kompliziertere Aus-
zahlungsfunktionen als die vergleichbaren Plain-Vanilla-Optionen besitzen. Wir
konnen exotische Optionen in die folgenden Klassen einteilen: Pfadunabhangige
Optionen und pfadabhingige Optionen oder Single-Asset-Optionen und Multi-
Asset-Optionen. Im Gegensatz zu den pfadunabhingigen Optionen hangt die
Auszahlung einer pfadabhangigen Option nicht nur vom Kurs des Basiswertes
zur Falligkeit, sondern vom gesamten Kursverlauf des Basiswertes ab. Und im
Gegensatz zu den Single-Asset-Optionen ist eine Multi-Asset-Option eine Option,
die nicht nur auf einem Basiswert, sondern auf mehreren Basiswerten basiert.
Von der Vielzahl der exotischen Optionen stellen wir in diesem Unterabschnitt
nur einige wichtige Vertreter vor, da der Phantasie zur Konstruktion von exoti-
schen Optionen keine Grenzen gesetzt sind. In dem Buch von Zhang [35] ist eine
grofle Auswahl exotischer Optionen aufgelistet.

Pfadunabhéngige Single-Asset-Optionen

Digitaloption Eine Digitaloption wird wertlos, wenn der Kurs des Basiswertes
zur Falligkeit T' eine festgelegte Schranke H uber- oder unterschreitet. Die Aus-
zahlungsfunktionen der Digitaloptionen zur Falligkeit 7" sind durch

Digital-Call: 1{S(T) > H},
Digital-Put: 1{S(T) < H}

gegeben, wobei

1 : A=wahr
1{A}_{o . A= falsch

die Indikatorfunktion ist.

Gap-Option Gap-Optionen sind eng verwandt mit den Digitaloptionen. Ihre
Auszahlungsfunktionen zur Falligkeit 7" sind durch

Gap-Call: (S(T) - K)-1{S(T) > H},
Gap-Put: (K —-S(T)-1{H > S5(T)}

gegeben, wobei im Allgemeinen K # H gilt. Fir K = H sind sie mit den européi-
schen Optionen identisch.
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Zusammengesetzte Option Mit dem Kauf einer zusammengesetzten Option be-
kommt man das Recht, zur Falligkeit 7' eine andere Option mit der Falligkeit
Ty > T zum Austibungspreis K zu kaufen bzw. zu verkaufen. Es gibt vier Falle,
deren Auszahlungsfunktionen zur Zeit 7' wie folgt dargestellt sind:

Call-auf-Call: (Ve [(S(Th) — K1)t] — K) T,
Call-auf-Put: (Vr [(K +] K",
Put-auf-Call: (K -V [( [ ﬂ)+,
Put-auf-Put: (K — Vi [(K DT

wobei die auftretenden europaischen Call- und Put-Optionen jeweils einen Aus-
ubungspreis K; haben und Vr[f] den diskontierten Wert von Auszahlung f zur
Zeit T bezeichnet.

Wahl-Option Bei der Wahl-Option kann man zur Falligkeit 7' entscheiden, ent-
weder einen europdischen Call mit der Falligkeit 77 > 7 und dem Austlibungs-
preis K; oder einen europaischen Put mit der Falligkeit 75 > T und dem Aus-
ubungspreis K5 zu erhalten. Ihre Auszahlungsfunktion zur Zeit T' lautet:

max (Vi [(S(11) = Kn)* |, Vi (Ko = S(12))7]) .

Pfadabhdngige Single-Asset-Optionen

Bermuda-Option Unter einer Bermuda-Option versteht man eine modifizierte
amerikanische Option, dabei kann sich die vorzeitige Austibung auf bestimmte
Termine {t1,t2,...,t,} C [0,7] beschranken. Ihre Auszahlungsfunktionen zum
Ausubungszeitpunkt ¢ sind:

Jr
Bermuda-Call: < max S(t) —K> ,
te{ts,...tn}

+
Bermuda-Put: (K — min S(t)) .
te{ty, . tn}

Barriere-Option Barriere-Optionen werden unterschieden in Knock-Out-Opti-
onen und Knock-In-Optionen. Das Optionsrecht einer Knock-Out-Option er-
lischt, sobald der Kurs des Basiswertes eine bestimmte Barriere H erreicht. Im
Gegensatz dazu 16st eine Knock-In-Option erst dann aus, wenn der Kurs des
Basiswertes die Barriere H trifft. Knock-Out-Optionen werden ferner in Down-
and-Out-, Up-and-Out- und Double-Knock-Out-Optionen unterteilt. In gleicher
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Weise konnen die Knock-In-Optionen in Down-and-In-, Up-and-In- und Double-
Knock-In-Optionen untergliedert werden. Ihre Auszahlungsfunktionen zur Fal-
ligkeit 7" im européaischen Fall sind beispielsweise:

Down-and-Out-Call: (S(T)-—K)*-1 “ﬂ&% S(t) > H »,
te|0,

Up-and-Out-Call: (S(T)—K)*-1 H[l(z)au;] S(t) < Hp,
te|0,

Down-and-In-Call: (S(T)-—K)*-1 H[loir%] S(t) < Hy,
te|0,

Up-and-In-Call: (S(T) — K)*-1< max S(t) > H ¢,
t€[0,T]

Down-and-Out-Put: (K—-S(T)*-1 H[10ir%] S(t)>H,,
telo,

Up-and-Out-Put: (K-S(T)*-1 n%g)%] S(t) < H »,
te|0,

Down-and-In-Put: (K—-S(T)*-1 H[loil}] S(t)<Hy,
telo,

Up-and-In-Put: (K —S(T))"-1¢ max S(t) > H ;.
t€[0,T]

Lookback-Option Bei Lookback-Optionen hangen die Auszahlungsfunktionen
vom Minimum und Maximum des Kurses des Basiswertes wihrend der gesam-
ten Optionslaufzeit mit Falligkeit 7" ab. Es gibt im Allgemeinen vier Typen von
Lookback-Optionen. Ihre Auszahlungen zur Zeit 7" im europédischen Fall sind
jeweils:

+
Fixed-Lookback-Call: ( max S(t) — K > ,

Fixed-Lookback-Put: (K — min S(t)

t€[0,T]
Floating-Lookback-Call: S(T) — Hﬁ&%}s(’f)’
tel0,
Floating-Lookback-Put: Irfgu:ﬁ] S(t) —S(T).
te|0,

Asiatische Option Asiatische Optionen sind Optionen, bei denen die Auszah-
lung vom durchschnittlichen Kurs des Basiswertes wahrend der Optionslaufzeit
abhangt. IThre Auszahlungen zur Falligkeit 7" im europaischen Fall betragen:

10
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Asiatische Call-Option: (% JFS)dt — K >+,

+
Asiatische Put-Option: (K — L S(t)dt)

Pfadunabhéngige Multi-Asset-Optionen

Basket-Option Bei der Basket-Option handelt es sich angeblich um die popu-
larste Multi-Asset-Option. Sie ist eine Option, deren Auszahlung vom Wert eines
Portfolios mit M Basiswerten abhangig ist. Ihre Auszahlungsfunktionen zur Fal-
ligkeit 7" sind beispielsweise:

M=

wiSi (T) - K

]

1

(2

Basket-Call: < )
M +

Basket-Put: K- wSi(T))] ,
i=1

wobei

gilt.

Produktoption Die Auszahlungsfunktionen einer Produktoption mit M Basis-
werten zur Falligkeit 7' sind:

Pfadabhd&ngige Multi-Asset-Optionen

Rainbow-Barriere-Option Die Rainbow-Barriere-Option ist eine normale Multi-
Asset-Option mit zuséatzlichen Austibungskriterien, deren Wert davon abhéngt,
ob der Kurs von einem oder einigen Basiswerten vorher festgelegte Schranken
in der Zeit bis zur Falligkeit 7" iber- bzw. unterschreitet. So kann die Option
durchaus auch wertlos werden. Beispielsweise ist die Auszahlungsfunktion ei-
ner Rainbow-Down-and-Out zur Zeit T' gegeben durch:

maX{Sl(T),...,SM(T)}-l{ A (min Si(t) >Hz>}

ierc{1,..ay \(€0T]

11
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2.2. Eindimensionales Binomialmodell

In der Finanzwelt sind Optionen und andere Finanzderivate in den letzten Jah-
ren zu einem unentbehrlichen Werkzeug zur Kontrolle und Absicherung von
Risiken geworden. Das herausfordernde Problem ist die Ermittlung der fairen
Preise von Optionen, die auf modernen mathemathischen Methoden basiert. Zur
Bewertung einfacher Optionen tragt die Black-Scholes-Formel bei, die aus dem
Black-Scholes-Modell stammt. Fur komplexere Optionen existieren jedoch kei-
ne geschlossenen Bewertungsformeln mehr und ihre fairen Preise miissen nu-
merisch gelést werden. Die Problemstellung, die mathematische Modellierung
und die numerische Simulation von Optionen, auf denen unser eindimensiona-
les Projekt basiert, werden in diesem Abschnitt ausftihrlich behandelt. Dabei
beschranken wir uns auf ein zeitdiskretes Modell, das Binomialmodell. Die ent-
sprechende numerische Simulation ist der sogenannte Binomialbaum und die
korrespondierende numerische Methode heif3it Binomialmethode.

Der Binomialbaum bzw. die Binomialmethode ist ein niitzliches und weit ver-
breitetes Verfahren, um Optionen und andere Finanzderivate zu bewerten. Dar-
unter versteht man eine Darstellung, die verschiedenen Pfade aufzeigt, in denen
der Kurs des Basiswertes einem Random Walk folgt. In jedem Simulationszeit-
schritt gibt es eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich der Kurs um
einen bestimmten Prozentsatz aufwarts bewegt, und eine gewisse Wahrschein-
lichkeit daftir, dass er sich um einen bestimmten Prozentsatz abwarts bewegt.
Die Approximationsmethode mittels Binomialbdumen lasst sich durch den zen-
tralen Grenzwertesatz motivieren. Genauer: Fir die Grenzbetrachtung unend-
lich kleiner Zeitschritte fihrt dieses Modell zur Annahme der Lognormalvertei-
lung der Kurse des Basiswertes, welche dem Black-Scholes-Modell zugrunde
liegt.

Bevor wir den Binomialbaum explizit vorstellen, fassen wir die Voraussetzun-
gen und Einflussgrofen fir die Bewertung einer Option zusammen:

e Der Finanzmarkt sei arbitragefrei und vollstandig, habe das dquivalenten
Martingalmaf3 (risikoneutralen Mafl) P und den kontinuierlichen, jahrli-
chen, risikolosen Zinssatz r.

e Der Basiswert S(¢) mit dem Anfangskurs S(0).
e Die Volatilitat (Das Schwankungsmafl) ¢ vom Kurs des Basiswertes.
e Die stetige Dividendenrendite g des Basiswertes.

e Die Zeitperiode At und die Simulationszeitschritte {ty = 0,¢1,...,ty = T}
mit ¢; =iAt far:=0,..., N.

Der Binomialbaum beinhaltet die Unterteilung der Laufzeit 7' einer Option in
eine grofe Anzahl N von kleinen Zeitperioden der Lange At. Es wird ange-
nommen, dass sich der Kurs des Basiswertes in jeder Zeitperiode [t;,¢;+1] fUr

12
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i=20,...,N — 1 von seinem Anfangskurs S(¢;) zu einem der beiden neuen Kurse
uS(t;) oder dS(t;) entwickelt. Dieser Ansatz wird in Abbildung 2.1 gezeigt. Im All-

/
S(ti)
\
dS(ti)
| |
L it1

Abbildung 2.1.: Kursbewegungen des Basiswertes uber einer Zeitperiode At
nach dem Binomialmodell

gemeinen gilt v > 1 und 0 < d < 1. Die Bewegung von S(¢;) nach uS(t;) ist daher
eine Aufwartsbewegung und die Bewegung von S(¢;) nach dS(¢;) eine Abwarts-
bewegung. Die Wahrscheinlichkeit der Aufwartsbewegung wird mit p bezeichnet.
Die Wahrscheinlichkeit der Abwartsbewegung ist ¢ mit ¢ = 1 —p. Die Parameter p,
g, v und d mussen korrekte Werte fiir den Mittelwert und die Varianz der Kurs-
veranderungen des Basiswertes wahrend einer Zeitperiode At erzeugen. Da wir
in einem risikoneutralen Markt arbeiten, entspricht die erwartete Rendite eines
Basiswertes dem risikolosen Zinssatz r. Wenn der Basiswert noch eine stetige Di-
videndenrendite g liefert, muss seine erwartete Rendite dann r — g betragen. Das
bedeutet, dass der Erwartungswert vom Kurs des Basiswertes am Ende einer
Zeitperiode [t;,t;41] fir i = 0,...,N — 1 durch E (S(ti)e(“g)m) gegeben ist, wobei
S(t;) der Kurs zum Beginn der Zeitperiode ist. Das Prinzip der risikoneutralen

Bewertung ist das Schltiisselelement bei der Verwendung von Binomialbdumen.
Daraus kénnen wir die folgenden Beziehungen der Parameter erhalten:

B elr—9)At _ g
P= u—d
und
u — e(rfg)At
q=——>F—

u—d
AugBerdem gilt wegen der Arbitragefreiheit:

(r—g)At

d<e < u.

Durch den vorgenannten Prozess kann sich der gesamte Binomialbaum vom
Kurs eines Basiswertes vom Zeitpunkt 0 bis 7" entwickeln. Wir nennen diesen

13
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Binomialbaum den S-Baum, welcher wie in Abbildung 2.2 aussieht. Dabei be-

S(N,0)
/7'/
5(2,0) S(N, 1)
—
S(1,0)
— ~
5(0,0) 5(2,1)
—
S(1,1)
~
5(2,2) S(N,N —1)
\\\\\}./
~~
S(N,N)
| ] |
to=20 t1 = At to = 2At tn=T

Abbildung 2.2.: Binomialbaum vom Kurs des Basiswertes (S-Baum)

zeichnet der Knoten S(i,j) fliri = 0,...,N und j = 0,...,7 den Kurs des Basis-
wertes nach i Zeitperioden mit i — j Aufwartsbewegungen und j Abwartsbewe-
gungen. Hierdurch kénnen alle Knoten des S-Baumes durch den Algorithmus
1 berechnet werden. Dieser Binomialbaum ist offenbar rekombinierbar, was die
numerische Handhabung wesentlich vereinfacht.

Algorithmus 1: S-Baum einer Option
Eingabe : S(0), u, d, N
Ausgabe : Alle Knoten des S-Baumes
1 fori=0to N do
for j =0toido
| S@,7) +— S(0)u'~d’
end
end

Bei der Bewertung einer Option interessieren wir uns nicht nur fiir den Kurs
des Basiswertes, sondern auch fir die Auszahlungen der Option, welche von der
Auszahlungsfunktion und den Auszahlungsterminen abhiangen. Der entspre-
chende Auszahlungsbaum wird C'-Baum (siehe Abbildung 2.3) genannt. Dabei
bezeichnet C(i,j) fur i =0,..., N und j = 0,.. ., die Auszahlung bzgl. des Kurses
S(i, 7). Die Werte der Knoten des C-Baumes werden durch den Algorithmus 2 be-
rechnet, wobei f die Auszahlungsfunktion, | den Knoten ohne Auszahlung und

14
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C(N,0)
/7./
C(2,0) C(N,1)
-
C(1,0)
— ~
C(0,0) C(2,1)
—
C(1,1)
~
C(2,2) C(N,N —1)
\\\\\)./
~~
C(N,N)
| ] |l o _____ |
to =20 t1 = At to = 2At tn=T

Abbildung 2.3.: Binomialbaum der Auszahlungen (C-Baum)

T4 die Menge aller Auszahlungstermine bezeichnet. Wir bemerken, dass fur eine
europaische Option T4 = {ty}, fur eine amerikanische Option Ty = {to,...,tn}
und fiir eine bermudische Option T4 ; {to,...,tn} gilt.

Algorithmus 2: Vom S-Baum zum C-Baum einer Option

Eingabe : S-Baum, N, f, Ta
Ausgabe : Alle Knoten des C-Baumes

1 fori=0to N do
if t; € T4 then
for j =0to i do
| C(i,5) «— (S, 7))
end
else
for j =0toido
| C(i,j)«— L
end
end

end

Mithilfe des S-Baumes und des C-Baumes einer Option kénnen wir ihren fai-
ren Preis vom Zeitpunkt 7' bis zum Zeitpunkt 0 riickwarts rekursiv berechnen.
Dabei entsteht wieder ein Binomialbaum von den inneren Werten der Option
bezogen auf alle Zeitschritte. Diesen Binomialbaum nennen wir den V-Baum
(siehe Abbildung 2.4), wobel V(0,0) dem Preis der Option zum Zeitpunkt 0 ent-
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2. Finanzmathematische Grundlagen

spricht. Im Gegensatz zum S-Baum und C-Baum wird der V-Baum rickwartig
berechnet. Die Berechnungsmethoden fir den V-Baum sind wegen der vielfal-
tigen Arten von Optionen unterschiedlich. In den folgenden Unterabschnitten
werden wir die Berechnungsmethoden fur ausgewédhlte fundamentale Options-
typen detailliert vorstellen.

V(N,0)
/'/
V(2,0) V(N,1)
e
V(1,0)
~
V(0,0) V(2,1)
~ «
V(l, 1)
~
V(2,2) V(N,N —1)
\\\\\./
~_
V(N,N)
| | |
to=0  t1=At ty=2At ty=T

Abbildung 2.4.: Binomialbaum der Werte (V-Baum)

Zusammenfassend besteht die Binomialmethode zur Bewertung einer Option
aus zwei Phasen, dem Vorwirts- und der Rickwartsphase, und drei Binomial-
baumen, dem S-Baum, dem C-Baum und dem V-Baum. In der Vorwartsphase
berechnen wir den S-Baum und den C-Baum. Und in der Riickwartsphase wird
der V-Baum rekursiv berechnet. Der Preis einer Option, den wir auf diesem Weg
erhalten, ist nicht nur korrekt im risikoneutralen Markt, sondern auch im realen
Markt.

2.2.1. Das CRR-Modell

Bislang haben wir schon einen ersten Blick auf die allgemeinen Binomialbaume
und ihre Beziehung zu einem wichtigen, als risikoneutrale Bewertung bekannten
Prinzip werfen. Der konkrete Ansatz, den wir fiir unser eindimensionales Projekt
wahlen, ist das sogenannte CRR-Modell, das Cox, Ross und Rubinstein [7] im
Jahre 1979 veroéffentlicht haben. Gemag ihrer Idee zum Binomialmodell wird
eine spezielle Gleichung zur Herleitung der Faktoren u und d gewahlt, sie ist:

u-d=1.
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2.2. Eindimensionales Binomialmodell

Aus dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung folgt dann die genauen Darstel-
lungen von « und d:
—a~

U
d = 670\/&.

Damit kann sich der S-Baum einer Option im CRR-Modell mittels des Algorith-
mus 3 entwickeln. Dabei wird der Parameter d durch Faktor 1/u ersetzt.

Algorithmus 3: S-Baum im CRR-Modell
Eingabe : S(0), u, N
Ausgabe : Alle Knoten des S-Baumes im CRR-Modell
1 fori=0to N do
for j =0toido o
| S(i,5) «— S(0)u' ™
end
end

Der Ansatz von Cox, Ross und Rubinstein [7] spiegelt eine Symmetrie zwi-
schen Aufwartsbewegung und Abwartsbewegung des Kurses des Basiswertes
wider. Sei S(t;) = S(0)u* der Kurs zum Zeitpunkt ;. Dann fiihrt eine Aufwérts-
bewegung des Kurses um den Faktor u in Zeitschritt ¢;,;, gefolgt von einer Ab-
wartsbewegung um den Faktor d = 1/u in Zeitschritt ¢, 5 oder umgekehrt, zum
Kurs S(tit2) = S(t;). Somit wiederholt sich der gleiche Kurs S(¢;) nach jeweils
zwei Zeitperioden. Die entsprechenden Knoten im Binomialbaum liegt auf der
gleichen Ebene mit dem Wert S(0)u*, die wir die Wertebene & nennen. Ein Bi-
nomialbaum im CRR-Modell mit N Zeitperioden hat deshalb 2N + 1 Wertebenen
(vgl. die Abbildung 2.5), namlich die Wertebene N bis —N. Das ist eine wich-
tige Eigenschaft des CRR-Modells, damit sich so viele Arten von Optionen wie
moglich bewerten lassen kénnen.

Weitere Details tiber die Verwendung numerischer Verfahren zur Optionsbe-
wertung basierend auf dem CRR-Modell finden sich in den folgenden Unterab-
schnitten.

2.2.2. Bewertung von europdischen Optionen

Wir beginnen mit der Bewertung der einfachsten Option, namlich der européai-
schen Option. Wenn der Basiswert S(¢) sich gemaf3 dem Binomialmodell verhalt,
so ergibt sich der Wert V(i,j) fur alle i = N —1,...,0 und j = 0,...,7 im V-
Baum bei risikoneutraler Bewertung durch die Diskontierung der Summe aus
den unter dem risikoneutralen Maf3 gewichteten Werten der Option in den Kno-
ten V(i+1,j) und V(i + 1, j 4+ 1), genauer gilt:

V(i,j)=e "INV (i+1,5)+qV(i+1,j+1)). 2.1
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S(N,0) N
1
S(N —1,0) N-1
- ~
S(N —2,0) S(N,1) | N -2
S(1,0) L1
/7
S(0,0) S(2,1) 0
/7
S(1,1) |
S(N —2,N —2) S(N,N—1) o —(N —2)
~ A
S(N—1,N —1) (N —1)
~
S(N,N) ~N
| ] | ] ] |
to t1 to IN—2 IN-1 N

Abbildung 2.5.: S-Baum im CRR-Modell mit den Wertebenen

Basierend auf Formel (2.1) konnen wir eine europaische Option mittels des Al-
gorithmus 4 bewerten.

Algorithmus 4: VV-Baum einer europaischen Option

Eingabe : C-Baum, p, ¢, r, g, At, N
Ausgabe : Alle Knoten des V-Baumes

1 // Initialisierung zum Zeitpunkt Txn
for j =0to N do
end

2 // Diskontierung vom Zeitpunkt TN zum Zeitpunkt Tp
fori=N —1to0do
for j =0toido
| V(i,5) «— e "MV (i +1,5) + qV(i+ 1,5+ 1))
end
end
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2.2.3. Bewertung von amerikanischen Optionen

Algorithmus 4 lasst sich nun leicht auf eine amerikanische Option verallgemei-
nern (siehe Algorithmus 5). Die Methode besteht darin, sich vom Ende bis zum
Anfang des Binomialbaumes zuruickzuarbeiten und an jedem Knoten zu tber-
prifen, ob eine vorzeitige Austibung sinnvoll ist. Der Wert der Option an den
Knoten im Zeitschritt N ist derselbe wie der einer europaischen Option. An Kno-
ten in jedem fruheren Zeitschritt ist der Wert der Option das Maximum aus
dem diskontierten risikoneutralen Auszahlungswert und der Auszahlung aus
der vorzeitigen Austibung. Wir beachten, dass wir hier nicht kontinuierlich prii-
fen, ob die vorzeitige Austibung sinnvoll ist, sondern nur zu den durch das Bi-
nomialmodell vorgegebenen diskreten Zeitschritten. Diese Methode kann sich
direkt auf die bermudischen Optionen anwenden lassen, dabei beschranken wir
den obengenannten Vergleichsprozess nur auf die vorgegebenen Auszahlungs-
termine T4.

Algorithmus 5: VV-Baum einer amerikanischen Option

Eingabe : C-Baum, p, q, r, g, At, N
Ausgabe : Alle Knoten des V-Baumes

1 // Initialisierung zum Zeitpunkt Tn
for j =0to N do
| V(N,j) «— C(N,j)
end

2 // Diskontierung vom Zeitpunkt T zum Zeitpunkt Tp
fori=N —-1to0do
for j =0toido
V(i,j) «— e "D (p V(i+1,5) +q- V(i+1,j+1))
if V(i,j) < C(3,75) then
| V(i,5) «— C(i, )
end
end
end

Wenn wir den Algorithmus 2 fiir den C-Baum nachvollziehen, sehen wir, dass
der C-Baum schon alle Informationen von den vorgegebenen Auszahlungstermi-
nen 74 enthalt. Dabei werden die Knoten des C-Baumes in allen Terminen, bei
denen die zugrunde liegende Option keine Auszahlungen hat, durch das Sym-
bol “L” ersetzt. Dann kénnen wir anhand des C-Baumes den V-Baum direkt
berechnen, ohne dabei zu berticksichtigen, ob die Option vom européaischen,
amerikanischen oder bermudischen Austibungstyp ist. Solch ein allgemeines
Verfahren formulieren wir im Algorithmus 6:
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Algorithmus 6: V/-Baum einer Option auf den normalen Basiswert

Eingabe : C-Baum, p, ¢, r, g, At, N
Ausgabe : Alle Knoten des V-Baumes

1 // Initialisierung zum Zeitpunkt Tn
for j =0to N do
| V(N,j) — C(N,J)
end

2 // Diskontierung vom Zeitpunkt T zum Zeitpunkt Tp
fori=N—-1to0do
for j =0toido
V(i,j) +— e "D V(i+1,5)+q-V(i+1,5+1))
if C(i,5) # L then
| V(i,4) «— max(V (i, 7), C(i, 5))
end
end
end

Algorithmus 6 ist offenbar umfassender als die Algorithmen 4 und 5. Im Rest
des Kapitels wollen wir alle Algorithmen mithilfe des C-Baumes wie in Algorith-
mus 6 beschreiben, ohne nach der Austibungsart einer Option zu unterschei-
den.

2.2.4. Bewertung von Optionen mit Barrieren

Wie wir schon erwdhnt haben, kommen Barriere-Optionen hauptsachlich in
zwei Formen vor, und zwar als Knock-Out-Optionen und als Knock-In-Optionen.
Dartiber hinaus kann der Verfall des Optionsrechts zu einer Riickvergtitung (Re-
bate) rbt fihren. Diese kann bei Knock-Out-Optionen zum Zeitpunkt des Bertih-
rens der Barriere H erfolgen. Bei Knock-In-Optionen ist die Riickvergutung rbt
nur zur Falligkeit 7" moglich, namlich in dem Fall, dass eine Option endgul-
tig nicht ausgelost wird. Die Binomialmethode zur Bewertung von Optionen mit
Barrieren wird dementsprechend in dem Knock-Out- und Knock-In-Fall unter-
teilt.

Knock-Out-Fall

Wir diskutieren zuerst den Knock-Out-Fall anhand einer europaischen Down-
and-Out-Option mit der unteren Barriere H und Ruckvergtlitung rbt. Dabei wird
der Wert der Down-and-Out-Option in allen Knoten des V-Baumes zur Zeit ¢y
initialisiert. Dann erfolgt die Bewertung in einem Knoten V' (i, j) rekursiv je nach-
dem, ob der Kurs des Basiswertes in dem entsprechenden Knoten S(i,j) im S-
Baum uber- oder unterhalb der Barriere H liegt. Im ersten Fall ergibt sich der
Wert der Down-and-Out-Option im Knoten V' (i, j) durch die diskontierte Formel
(2.1). Im zweiten Fall ist der Wert der Down-and-Out-Option im Knoten V (3, j)
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wegen der Unterschreitung der Barriere H gleich der Riuickvergutung rbt. Die
genaue Formulierung sieht man im Algorithmus 7.

Algorithmus 7: V-Baum einer europaischen Down-and-Out-Option

Eingabe : S-Baum, C-Baum, p, q, r, g, H, rbt, At, N
Ausgabe : Alle Knoten des V-Baumes

1 // Initialisierung zum Zeitpunkt Txn
for j =0to N do
if S(N,j) < H then
| V(N,j)«— rbt
else
| VI(N,j) «— C(N, )
end
end

2 // Diskontierung vom Zeitpunkt T zum Zeitpunkt Tp
fori=N—-1to0do
for j =0toido
if S(i,7) < H then
| V(i,j) — rbt
else
| V(i,5) «— e "M V(i+1,5) +q-V(i+1,5+1))
end
end
end

Durch dhnliche Uberlegungen lasst sich diese Methode auch fiir die anderen
Knock-Out-Optionen nach kleiner Modifizierung anwenden, indem das Knock-
Out-Kriterium S(i,j) < H dem entsprechenden Barriere-Typ angepasst wird.
Im Anhang B verallgemeinern wir diese Methode fir alle Knock-Out-Optionen
durch den Algorithmus 17. Wir sehen, dass die Bewertung einer Option ohne
Barriere in der Tat ein spezieller Fall zur Bewertung derselben Option mit Knock-
Out-Barriere ist, wobei S(i,j) fur alle i = 0,...,N und j = 0,...,7 niemals das
Knock-Out-Kriterium erfillt.

Knock-In-Fall

Nun diskutieren wir die Bewertung einer Knock-In-Option mit der Barriere H
und Rickvergiitung rbt. Dazu fithren wir den V-Baum ein. Der V-Baum ist
der V-Baum der dquivalenten Option der betreffenden Knock-In-Option ohne
Barriere. Wir beschreiben dann den Algorithmus fir eine europaische Down-
and-In-Option (siehe Algorithmus 8). Dabei wird die Riickvergtitung rbt nur bei
der Initialisierung zur Zeit ¢y ausgezahlt. Die Bewertung des Knoten V (7, j) er-
folgt rekursiv je nachdem, ob der Kurs des Basiswertes in dem Knoten S(i, )
im S-Baum tiber- oder unterhalb der Barriere H liegt. Falls S(i,j) oberhalb der
Barriere H ist, ergibt sich der Wert der Down-and-In-Option im Knoten V (i, j)
durch die diskontierte Formel (2.1). Sonst ist der Wert der Down-and-In-Option
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im Knoten V (i, j) gleich dem Wert im Knoten V (i, j) im V-Baum. Ein allgemeiner
Algorithmus fiir alle Knock-In-Optionen befindet sich im Anhang B (Algorithmus
18).

Algorithmus 8: VV-Baum einer europaischen Down-and-In-Option

Eingabe : S-Baum, C-Baum, p, q, r, g, H, vbt, At, N
Ausgabe : Alle Knoten des V-Baumes

1 // Initialisierung fir den V-Baum und V-Baum zum Zeitpunkt Tn
for j =0to N do

if S(N,j) < H tl}en
| V(N,j) +— V(N,j)
else
| V(N,j)«— rbt
end
end

2 // Diskontierung des V-Baumes vom Zeitpunkt Txn zum Zeitpunkt Tp
fori=N—-1to0do
for j =0to:do
| V(i,5) «— e TNV (i +1,5) + V(i + 1,5+ 1))
end
end

3 // Diskontierung des V-Baumes vom Zeitpunkt Tn zum Zeitpunkt Tp
fori=N—-1to0do
for j =0toido
if S(i,j) < H then
| V(i,5) «— V(i4)
else
| V(i,5) «— e "M V(i+1,5) +q-V(i+1,5+1))
end
end
end

Bislang haben wir die Bewertung von Optionen mit Barrieren im Binomialm-
odell vorgestellt. Fur eine europaische Barriere-Option gilt dartiber hinaus die
Behauptung, dass der Wert eines Portfolios, das aus einer Knock-In-Option und
einer Knock-Out-Option mit den gleichen Barrieren besteht, gleich dem Wert
der entsprechenden europiischen Option ohne Barriere ist. Wir nennen diese
Tatsache die In-Out-Paritat einer europdischen Barriere-Option.

Die Methoden, die wir bisher vorgestellt haben, lassen sich nicht nur im CRR-
Modell durchftihren, sondern auch in vielen anderen Binomialmodellen. Ab dem
nachsten Unterabschnitt diskutieren wir die Binomialmethoden zur Bewertung
einiger weiterer Typen von Optionen mit speziellen BinomialbAumen von Basis-
werten, welche als Varianten des S-Baumes betrachtet werden und nur im CRR-
Modell funktionieren. Die Knoten von solchen speziellen Binomialbdumen sind
nicht mehr skalare Werte, sondern reelle Wertlisten. Auferdem wollen wir im
verbleidenden Teil des Kapitels alle Algorithmen zur Berechnung des V-Baumes
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bzw. der Varianten des V-Baumes in zwei Versionen aufstellen: Die Knock-Out-
Version und die Knock-In-Version. Die Version ohne Barriere wird automatisch
nach der Knock-Out-Version klassifiziert.

2.2.5. Bewertung von Optionen mit Lookback-Basiswerten

In diesem Unterabschnitt zeigen wir, wie die Binomialbdume so erweitert wer-
den, dass sie Lookback-Optionen bewerten kénnen, die vom maximalen oder
minimalen Basiswert abhidngen. Die entsprechenden Binomialmethoden kon-
nen sowohl den europaischen Typ, als auch den amerikanischen oder bermudi-
schen Typ von Lookback-Optionen mit oder ohne Barriere handhaben und sind
rechnerisch hinreichend effizient.

Bei der Bewertung einer Lookback-Option durch die Binomialmethode ist zu
beachten, dass die Auszahlungen nicht nur vom Basiswert selbst abhangen,
sondern auch von einer Pfadfunktion F' bzgl. des Kurses des Basiswertes (bei der
Lookback-Option: F' = max() oder F' = min()). Infolgedessen muissen verschiede-
ne Werte der Pfadfunktion F' in einem Knoten des Binomialbaumes auftreten.
Unter Berticksichtigung dieses Umstandes werden wir neben dem normalen S-
Baum noch einen speziellen S¥-Baum mittels der Pfadfunktion F entwickeln,
namlich den S™%-Baum oder S™"-Baum fiir Lookback-Option. Anders als der
S-Baum steht eine Liste (oder ein Vektor) von Werten in jedem Knoten des ent-
sprechenden S*-Baumes. Korrespondierend muss die Berechnung des V-Baum
(genau VI'-Baum) dem S¥-Baum gemiafl modifiziert werden, dabei ergibt sich
der C-Baum (genauer C*-Baum) aus Algorithmus 9.

Algorithmus 9: Vom S”-Baum zum C*-Baum einer Option

Eingabe : S”-Baum, N, f, Ta
Ausgabe : Alle Knoten des C*'-Baumes
1 fori=0to N do
if t;, € T4 then
for j =0to:do
for k= 1to §|S"(i,j)| do
| CT G5k «— f (ST, 5)[K])
end
end
else
for j =0toido
| CF(g) +— L
end
end
end

Wir sehen, dass ein Knoten vom C-Baum die gleiche Linge hat wie der ent-
sprechenden Knoten vom zugehérigen S¥-Baum. Die Notation ﬁ‘SF (1, j)‘ steht
firr die Lange der Liste S¥(4,7) und CF (i, j)[k] bzw. S¥ (i, j)[k] bezeichnet das kte-
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Element der Werteliste C'(i, j) bzw. ST (i, 7).

Das allgemeine Bewertungsverfahren besteht darin, an jedem Knoten des S*'-
Baumes alle Werte fur die zugrunde liegende Pfadfunktion F' aufzustellen, den
CT-Baum dem Algorithmus 9 geméaf3 zu entwicklen und bei einer riickwirtigen
rekursiven Bewertung durch den V-Baum den Wert der betreffenden Option
fiir jeden Wert der Pfadfunktion F' zu berechnen.

Maximaler Basiswert

Wir beginnen mit den Lookback-Optionen auf den maximalen Basiswert. Die ers-
te Aufgabe besteht darin, den Binomialbaum des maximalen Basiswertes, nam-
lich den S™%"-Baum, aufzubauen. Wir betrachten den Indexbaum in der Abbil-
dung 2.6. Dieser ist der Binomialbaum des maximalen Basiswertes hinsichtlich
der Indizes der Wertebenen. Genauer: Wir ordnen in jedem Knoten des Binomi-
albaumes die Indizes der Wertebene, die alle mdéglichen maximalen Basiswerte
bis zu diesem Knoten abbilden, aufsteigend an. So entspricht z. B. der Knoten
mit dem Indexvektor (a,b,c,...)" der Werteliste (S(0)u®, S(0)u’, S(0)us,...)T.
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Abbildung 2.6.: Binomialbaum fiir den maximalen Basiswert hinsichtlich der In-
dizes der Wertebenen
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Die Konstruktionsregel des Indexbaumes kénnen wir anhand der Abbildung
2.6 abstrahieren. Zuerst initialisieren wir den oberen Rand des Indexbaumes,
wobei jeder Knoten des oberen Randes nur den Index der zugehoérigen Wertebene
besitzt. Dann entwickelt sich der ganze Baum entlang der Richtung nach unten
rechts nach dem folgenden Gesetz:

e Ein Knoten unterhalb des roten Pfads erbt einfach den Indexvektor vom
Knoten oben links.

e Ein Knoten oberhalb oder auf dem roten Pfad verbindet den Index der zu-
gehorigen Wertebene mit dem Indexvektor vom Knoten oben links.

In gleicher Weise kénnen wir den S"**-Baum kalkulieren. Das Detail formulieren
wir im Algorithmus 10.

Algorithmus 10: S™*-Baum fiir den maximalen Basiswert einer
Lookback-Option

Eingabe : S-Baum, N

Ausgabe : Alle Knoten des S™“*-Baumes

1 // Initialisierung des oberen Randes des S™*-Baum vom Zeitpunkt Tp zum
Zeitpunkt Tn
for i =0to N do
| 5™a%(4,0) «— (S(i,0)) "
end

2 // Entwicklung des S™%-Baum vom Zeitpunkt Tp zum Zeitpunkt Tn
fori=1to N do
for j =1to:do
if . > j then
// Fir die Knoten oberhalb oder auf dem roten Pfad
‘ S™ (i, §) +— (S(4,4)) " W ST (i~ 1,5 — 1)
else
‘ // Fiir die Knoten unterhalb des roten Pfads
ST (4,4) +— ST —1,7—1)
end
end
end

Dabei verbindet der Operator X die Werte von zwei Wertlisten in eine gemein-
same Wertliste.

Jetzt diskutieren wir die Berechnung des V"%*-Baumes einer Lookback-
Option. Dabei spielt die Diskontierungsmethode eine wichtige Rolle, welche un-
gleich dem normalen V-Baum ist. Denn in jedem Knoten des V"**-Baumes liegt
eine Wertliste anstatt eines einzelnen Wertes.

Wir beschreiben die Diskontierungsmethode anhand der Abbildung 2.7. Wenn
wir den Knoten V"%*(i, j) berechnen mochten, brauchen wir die Informationen
aus den Knoten V"% (i + 1,75) und V"% (i + 1,5 + 1). Die Lange eines jeden der
beiden Knoten ist grofer gleich als die Lange des Knotens V™% (i, j), welche
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ti lit1

Abbildung 2.7.: Teil eines V'**-Baumes

der Lange des Knotens C™%*(i,j) gleicht. Angenommen, £ |C™%(i,5)| = [, dann
diskontieren wir die ersten [ Elemente von V"**(i+1, j) und die letzten [ Elemente
von V™4 (j 4+ 1,j + 1) durch die Formel:

V(i j) «— e 9% (g (1 aV(i+1,§) +q- (V(i+ 1,5+ 1) » 1),

wobei der Operator | € V(i + 1, ) die ersten [ Elemente der Liste V(i + 1, ) nimmt
und der Operator V(i + 1,5 + 1) » [ die letzten [ Elemente der Liste V(i + 1,5+ 1)
nimmt. Auf diesem Wege erhalten wir den Knoten V"% (i, j).

Im Anhang B verallgemeinern wir den vorgenannten Bewertungsansatz zur
Berechnung des V"**-Baumes flir eine Lookback-Option auf den maximalen
Basiswert im Fall der Knock-Out-Barriere (siehe Algorithmus 19) oder im Fall
der Knock-In-Barriere (siehe Algorithmus 20).

Minimaler Basiswert

Nun kommen wir zur Bewertung der Lookback-Optionen auf den minimalen
Basiswert. GleichermafSen beginnen wir mit dem Indexbaum in Abbildung 2.8.
Beim Aufbau des Indexbaumes initialisieren wir zunichst im Gegensatz zum
Fall maximales Basiswertes den unteren Rand des Indexbaumes, wobei jeder
Knoten des unteren Randes nur den Index der zugehorigen Wertebene hat. Da-
nach entwickeln wir den ganzen Baum entlang der Richtung nach oben rechts
nach dem Gesetz:

e Ein Knoten oberhalb des roten Pfads erbt einfach den Indexvektor vom
Knoten unten links.

e Ein Knoten unterhalb oder auf dem roten Pfad verbindet den Index der
zugehorigen Wertebene mit dem Indexvektor vom Knoten unten links.
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Abbildung 2.8.: Binomialbaum fiir den minimalen Basiswert hinsichtlich der In-
dizes der Wertebenen

Gleicherweise erstellen wir den S™**-Baum. Den Durchlauf fassen wir im Algo-
rithmus 11 zusammen.

Algorithmus 11: S™"-Baum fiir den minimalen Basiswert einer
Lookback-Option

Eingabe : S-Baum, N _
Ausgabe : Alle Knoten des S™"-Baumes

1 // Initialisierung des unteren Randes des S™"™-Baum vom Zeitpunkt Ty zum
Zeitpunkt Tn
fori=0to N do
| 5™ (i,0) «— (S(i,4)) "
end

2 // Entwicklung des S™"-Baum vom Zeitpunkt Tp zum Zeitpunkt Ty
for:=1to N do
for j=0toi—1do
if . <j then
// Fir die Knoten unterhalb oder auf dem roten Pfad
‘ ST, ) — (S(6,4)) " X S™ (i — 1, )
else
‘ // Fir die Knoten oberhalb des roten Pfads
Smi"(i,j) « Smin(i _ Lj)
end
end
end
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Anschlieend gehen wir auf die Diskontierungsmethode anhand der Abbil-
dung 2.9 ein. Um den Knoten V™" (i, j) zu berechnen, brauchen wir ebenfalls

V(i 41, 5)

Vminp 41,5 4+ 1)

ti tit1
Abbildung 2.9.: Teil eines V"**-Baumes

die Abschnitte der Knoten V"% (i+1, j) und V™ (i+1,j+1). Falls §|C™* (i, j)| =
ist, dann bekommen wir den Knoten V"™%*(7, j) durch die Diskontierung der ers-
ten [ Elemente von V™% (i + 1, j) und der letzten ! Elemente von V" (i + 1,5 + 1)
hinsichtlich der folgenden Formel:

V(i,j) «— e T2 (p. (V(i4+1,5)» 1) +q- (1 4«V(i+1,j+1))).

Zuletzt kristallisieren wir das allgemeine Bewertungsverfahren ftir die Lookback-
Option mit dem maximalen Basiswert heraus. Nach wie vor unterscheiden wir
das Bewertungsverfahren in zwei Féalle. Fir den Knock-Out-Fall bzw. Knock-In-
Fall formulieren wir Algorithmus 21 bzw. Algorithmus 22 im Anhang B.

2.2.6. Bewertung von Optionen mit asiatischen Basiswerten

Der eben beschriebene Bewertungsansatz fir pfadabhéngige Optionen ist nume-
risch gut zu handhaben, falls die Anzahl der verschiedenen Werte der Pfadfunk-
tion F' in jedem Knoten bei steigender Anzahl an Zeitschritten nicht zu schnell
anwachst. Die Binomialmethode zur Bewertung der Lookback-Option im letzten
Unterabschnitt stellt dabei kein Problem dar, da die Anzahl der verschiedenen
Werte fiir den maximalen oder minimalen Basiswert an einem Knoten des S™%*-
Baumes oder S™"-Baumes mit i Zeitschritten nie grofer als i ist, also linear
anwachst.

Wie auch die die Lookback-Option ist die asiatische Option eine pfadabhangi-
ge Option. Deshalb kénnen wir denselben Bewertungsansatz auf die asiatischen
Optionen anwenden. Dabei berechnet die Pfadfunktion F = ave() den Mittelwert
aller Teilpfade im S-Baum vom Kurs des Basiswertes. Auf diese Weise konnen
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2.2. Eindimensionales Binomialmodell

wir den S*’*-Baum fir eine asiatische Option erhalten. Allerdings wachst die An-
zahl der Werte des Knotens im S?¢-Baum nicht mehr linear in den Zeitschritten
wie im S™¢*-Baum bzw. S™"-Baum an, sondern viel schneller, was rechnerisch
nicht handhabbar ist.

Hull [14] hat den Bewertungsansatz so erweitert, dass dieser Konstellationen
bewaltigt, bei denen an jedem Knoten des S-Baumes eine sehr grofie Anzahl
verschiedener Werte der Pfadfunktion F auftritt. Die Grundidee sieht folgender-
mafen aus: An jedem Knoten des S-Baumes werden die Berechnungen fiir
eine kleine Anzahl reprasentativer Werte der Pfadfunktion F' durchgefihrt. Ba-
sierend auf den S7-Baum entwickelt sich der C¥'-Baum vorwérts und der Wert
der zugrunde liegenden Option berechnet sich durch eine riickwartige rekursive
Bewertung auf dem V-Baum fiir jeden reprasentativen Wert der Pfadfunktion
F. Wird ein Knoten des V! '-Baumes fiir andere Werte der Pfadfunktion F bené-
tigt, ermittelt man ihn aus den bekannten Werten durch Interpolation.

Wir erlautern nun ausfiihrlich den Konstruktionsprozess des S“’“-Baumes filir
die Bewertung einer asiatische Option nach John Hulls Ansatz. Im ersten Schritt

Swe(; — 1,5 —1) S(i—1,7—1)
/’Save(i,j) / o
Swe(i — 1, 5) S(i—1,7)

ti tit1 ti tit1

Abbildung 2.10.: Teilbaum des S**“-Baumes und entsprechender Teilbaum des
S-Baumes

arbeitet man sich vorwéarts durch den S*’*-Baum und stellt dabei die maximalen
und minimalen Mittelwerte des Basiswertes in jedem Knoten des S*’“-Baumes
auf. Unter Beruicksichtigung der Tatsache, dass der Mittelwert des Basiswertes
zum Zeitschritt ¢ + 1 nur vom Mittelwert des Basiswertes zum Zeitschritt ¢ und
dem Kurs des Basiswertes zum Zeitschritt ; + 1 abhangt, kénnen die maximalen
und minimalen Mittelwerte des Basiswertes eines Knotens des S*’“-Baumes zum
Zeitschritt ¢ + 1 direkt aus den Werten der beiden vorhergehenden Knoten des
S%e-Baumes zum Zeitschritt i und dem entsprechenden Knoten des S-Baumes
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2. Finanzmathematische Grundlagen

zum Zeitschritt i + 1 berechnet werden. Man erhalt also firi=1,..., N

i-max (S%(i — 1,7 — 1))+ 5(i,7)
i+ 1 ’
i - min (S(: — 1,7)) + S(i, 5)
1+1

max (5*(i, 7)) =

min (S*°(i,j)) =

im Fall j = 1,...,i — 1 (vgl. Abbildung 2.10) bzw.

i - 59¢(i —1,0) + S(4,0)

Save(i70) = i1 ,
woer - - i-S%e(i —1,i— 1)+ S(i,0
e = =Li=1)+86:0

im Fall j = 0 oder j = i. Wir sehen, dass es nur einen Wert in den Knoten 5%"¢(i, 0)
und S*¢(i,1) fari =0,..., N gibt.

Der zweite Schritt besteht in der Wahl von reprasentativen Werten fur jeden
Knoten des S*’“-Baumes. Eine einfache Vorgehensweise besteht darin, als repra-
sentative Werte den maximalen und den minimalen Mittelwert sowie eine Anzahl
von anderen Mittelwerten, die gleichmé&fig zwischen dem Maximum und Mini-
mum verteilt sind, auszuwéhlen. Bei der Wiederholung des Durchlaufs durch
den S*¢-Baum erhilt man far jeden Knoten die reprasentative Mittelwerte des
Basiswertes.

Der Ansatz von John Hull ist einerseits effizienter als der normale Bewertungs-
ansatz durch die Einschrankung der Anzahl der reprasentativen Mittelwerte je-
des Knotens des S*’*-Baumes. Andererseits ist er ungenauer als der normale
Ansatz wegen der Verringerung der Informationen in jedem Knoten des S%¢-
Baumes. In unserem Projekt kombinieren wir beide Ansatze, um die Genauig-
keit zu erh6hen, ohne die Effizienz von Hulls Ansatzes zu beeintrachtigen. Dabei
ersellen wir den S*¢*-Baum zunichst gemif3 dem normalen Bewertungsansatz
vorwarts. Falls die Lange der Werteliste eines Knotens grofier ist als eine Hiirde
HD, wird Hulls Ansatz darauf angewendet. Also wahlen wir an jedem solchen
Knoten HD gleichméagig verteilte Werte als reprasentative Werte fiir den Mittel-
wert aus. Das dem kombinierten Ansatz entsprechende Verfahren zum Aufbau
des S““*-Baumes einer asiatischen Option wird im Algorithmus 12 ausfiihrlich
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2.2. Eindimensionales Binomialmodell

prasentiert:

Algorithmus 12: S*°-Baum des durchschnittlichen Basiswertes einer
asiatischen Option

Eingabe : S-Baum, N, HD
Ausgabe : Alle Knoten des S“’“-Baumes

1 // Initialisierung zum Zeitpunkt Tp
5%v¢(0,0) «— (S(0,0)) "
2 // Entwicklung der beiden Rinder des S%°-Baumes vom Zeitpunkt 77 zum
Zeitpunkt Tn
fori=1to N do
59(1,0) ¢— w1 - (- S*(i — 1,0) ® S(4,0))

S(iy i) — w7 - (- 87(i — 1,0 — 1) ® S(4,14))
end

3 // Entwicklung der inneren Knoten des S%“*-Baumes vom Zeitpunkt 77 zum
Zeitpunkt Tn
fori=1to N do
forj=1toi—1do
L— |5 (i — 1,5 — )|+ |5 (: — 1,7)]
if | < HD then
L - (i 5" = 1,5 — 1) @ S(i, )
Ly +— o5 - (1 8(i = 1,5) @ S(4,))
S%¢(i,5) «— La ™M Ly
else
@ i (i min (57— 1,5)) + S(0,))

b— 71 - (i-max (§7(i — 1,5 — 1)) + S(4, 4))

-
Se(i, j) «— (a <» b)
end

end

end

Die Notation @ steht fir eine Addition, bei der ein einzelner Wert komponen-

tenweise auf eine Werteliste hinzuaddiert wird. Die Notation « 41-{-D-> b bedeutet,
dass H D reprasentative Werte gleichmaglig auf das Intervall [a, b] verteilt werden.

Basierend auf dem S°’*-Baum kann sich den C?“-Baum entwickeln, damit
wir den V*’*-Baum berechnen kénnen. Das Diskontierungsverfahren des V*"¢-
Baumes vom Zeitpunkt ¢;,; zum Zeitpunkt ¢; wird in vier Unterfalle unterteilt,
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vere(i+1,7)

Vave(i+1,j+ 1)

t; lit1
Abbildung 2.11.: Teil eines V*’*-Baumes

was wir anhand der Abbildung 2.11 im Algorithmus 13 zusammenfassen.

Algorithmus 13: Diskontierung des VV**-Baumes vom Zeitpunkt ¢;;; zum
Zeitpunkt ¢;
Eingabe : S*°*-Baum, C***-Baum, p, q, r, g, rbt, At, HD

Ausgabe : DISCA (C’”e(i,j) V,Kje(i (_T_T ;7—]&-)1)>

1L 41O G)] b «— BV 4+ 1) la «— £V (i 41,5 + 1)
2 switch /,,[; do
case (I, < HD) A (la < HD)
ave ( g Vave(i+17j)
DISCA <C (7'7.7) Va'ue(z- + 17‘7 + 1))
e DA (p (Vi L) e D) g (L AV LG+ 1))
ndsw
ase (I, < HD) A (la = HD)

voer | Ve
DISCA (c (i, 5) vm(i(+ ' ji)n) H

o0

e (rm9)al <p~ (Vave(i4+1,5) » 1) +q-TP [ V(i +1,5+1)

See(i+1,5+1)
Save(i’j)
ndsw
ase (I, = HD) A (la < HD)
avers | VG +1,5)
DISCA <C (Z,J) Vave(i 4 17‘7' + 1))

Save (/]: + 17]) . ave [ g
goveqy ) ) Far@avei L)

o0

e*('rfg)At <p . P (Vave(i 4 17])

ndsw
ase (I, = HD) A (la = HD)
ave [ - Vave(i+ 17j)
DISCA (C (4,7) Veve(i 41, + 1)> —

Save(i+17j) ave [ .
wver- +q TP (V™e(i+1,5+1
Sove (i, ) q ( j+1)

o0

e~ (r—9)At (p - IP (V‘we (i+1,7)

Sove(i4+ 1,5+ 1)
5% (i, 5)

endsw
endsw
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S*e(i+1,7)
Save (Z, ])
Vave(i+1, 7) hinsichtlich der Verhaltnisse zwischen den Werten von S*¢(i, j) und
den Werten von S%¢(i + 1, j), In Algorithmus 14 wird diese Interpolation zusam-

Sve(i 41,5 +1) )
Y durchgefiihrt.
S(Z’UB(Z’]) ) g

Dabei steht IP (V‘“’e(i +1,5)

> fir die lineare Interpolation von

men mit der Interpolation IP | V*¢(i 4+ 1,7 + 1)

Algorithmus 14: Interpolation
Eingabe : S“*°-Baum, u, d

Ausgabe : [P (V‘”e(i +1,7)

Save(i—’_ 17]) ave ( N
Sa/lle(/l'7j) ’ IUP’ V (’L + 17] + 1)
1L 1S b — BISTE+ L )] la — #1S(+ 1,5 + 1)

2 fork=1tol do
switch S, = u - S%%°(4, 5)[k] do
case 3k’ € {1,...,l,}: Su =S+ 1,5)[K]

e (vesteen) Tl ) e v

S (i+1,j+1)
S*(4, j)

5°¢(i,7)

ndsw
ase Ik’ € {1,...,1, — 1} : S*°(I+ 1,5)[k'] < Su < S*°(i + 1,5) [k + 1]
See(i+1,5)
ave (. k] +—
s@e(i,g) )

(Su=8"%(i4+1,§)[K])-V Y (i+1,5) [k +1]+ (S (i+1,5) [k’ +1] = Sy)- Ve (i+1,5)[k']
Save(it1,5) K +1]— 5%V (i+1,5) [F]

o0

IP (vm(i +1,7)

endsw

ndsw

switch S; = S5"°(i, j)[k] do

case 3k' € {1,...,lq}: Sqa=S5""°(i+ 1,57+ 1)K

Save(i + 17j + 1) ave [ . !
Sove (i ) [k] «— V(i + 1,5 + 1)[K]

o

IP (V‘“’e(z’ +1,574+1)

ndsw
ase Ik’ € {1,...,la—1}: S*(i+ 1,5+ DK]<Sa<d-S*™ @G+ 1,5+ 1)K +1]
S +1,5+1)

ave(; k] +—

segy )W

(Sg—=8Y(i+1,5+1)[k'])- V€ (i+1,i+1) [k +1]+ (S (i+1,j+1) [k’ +1]—Sy4) - V€ (i+1,5+1)[k]
Save(i11,j+1) [k’ +1]—Save (it 1,5+ 1)[k’]

o0

P (Vm(z' +1,5+1)

endsw
endsw
end

Bei der Berechnung des V®*“-Baum einer asiatischen Option berticksichti-
gen wir ebenso zwei Falle: Der Knock-Out-Fall und der Knock-In-Fall. Fiir den
Knock-Out- bzw. Knock-In-Fall formulieren wir Algorithmus 23 bzw. Algorith-
mus 24 im Anhang B.
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2.3. Multidimensionales Binomialmodell

Nachdem wir im vorangegangenen Abschnitt das Binomialmodell fur verschie-
dene Single-Asset-Optionen vorgestellt und diskutiert haben, wollen wir uns in
diesem Abschnitt der Bewertung von Multi-Asset-Optionen widmen, worin die
mathematische Grundlage fiir unser multidimensionales Projekt liegt. Wir wer-
den zeigen, wie ein fairer Preis fir Multi-Asset-Optionen mit Hilfe des multidi-
mensionalen Binomialmodells bestimmt werden kann. Wir beginnen mit einer
kurzen Vorstellung des klassischen multidimensionalen Binomialmodells.

Bei den multidimensionalen Binomialmodellen nehmen wir ebenfalls an, dass
der Finanzmarkt arbitragefrei und vollstandig ist und mit dem risikoneutralen
Mag (aquivalenten Martingalmafl) P sowie dem kontinuierlichen, jahrlichen ri-
sikolosen Zinssatz r ausgestattet ist.

Wir betrachten nun eine Multi-Asset-Option basierend auf den M-dimension-
alen Basiswert

S=(Sy,....Su)"

mit Anfangskursen
S(0) = (S1(0),-.., S (0)) "

Dabei nehmen wir an, dass der Kurs jedes zugrunde liegenden Basiswertes 5;
einer geometrischen Brownschen Bewegung folgt. D. h. die Basiswertkurse ent-
sprechen einem M -dimensionalen Black-Scholes-Modell, deren Dynamik unter
dem risikoneutralen Maf3 P durch

dSi(t) = Si(t)rdt + S;(t)osdWi(t)  te[0,T) 2.2)

far i = 1,...,M gegeben sind, wobei o; die Volatilititen von S;(¢t) und W; die
Wiener-Prozesse sind. Die Wiener-Prozesse W; und W; fir ¢ # j haben die Kor-
relation p;;. Das impliziert

dsi(t) dS;(¢)\ _
Cov ( Sit) S > = oi0jpijdt

firi,j = 1,..., M. Die Korrelationen werden so angenommen, dass die entspre-
chende Varianz-Kovarianz-Matrix

01 o PIMO10OM
Y= .
2
P1MO1ON - oM

positiv definit ist.

Ein entsprechender M-dimensionaler Binomialbaum von den obengenannten
Basiswerten S; fur i = 1,..., M kann wie folgt aufgebaut werden. Zuerst zerlegen
wir wie im eindimensionalen Fall das Zeitintervall [0,7] in N aquidistante Zeit-
intervalle [ty, tx+1] der Lange At = T'/N fir k =0,..., N — 1. Anschliefend werden
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(u1S1(ts), uaSa(t:)) "

Py

T*
—»

2y (d1S1(t:), uaSa(t:) T

(u1S1(ts), d2Sa(t:)) "
(S1(ti), S2(t:))

(d1S1(ti), d2Sa(ti) T

| |
173 Tkt

Abbildung 2.12.: Kursbewegungen des Basiswertes tiber einer Zeitperiode At im
zweidimensionalen Binomialmodell

die Parameter u; und d; fir jeden Basiswert S; im JR-Modell (siche Unterab-
schnitt 2.3.1) und die Wahrscheinlichkeiten p; mit [ = 1,...,2M fur alle Zweige
eines Knotens berechnet, wobei die gesamte Korrelationsstruktur berticksichtigt
werden muss. Wie im eindimensionalen Fall werden alle zukuinftigen Basiswert-
kurse, die in den Simulationszeitpunkten {ty = 0,t1,...,ty_1,tny = T} auftreten
kénnen, in der Vorwartsphase komponentenweise initialisiert. Auch in der Riick-
wartsphase werden die Optionswerte an allen Knoten analog bestimmt, mit dem
einzigen Unterschied zum eindimensionalen Modell, dass zur Bestimmung des
Optionswertes an einem Knoten zum Zeitpunkt ¢, nun 2" Optionswerte zum
Zeitpunkt ¢, ; notig sind. Wenn wir beispielsweise einen zweidimensionalen Bi-
nomialbaum auf den Basiswerten S; und S; entwickeln, werden die Zweige an
jedem Knoten zum Zeitpunkt ¢; in Abbildung 2.12 dargestellt. Anstelle von zwei
Zweigen an jedem Knoten im eindimensionalen Modell, haben wir jetzt vier Zwei-
ge auf der Grundlage der vier verschiedenen moglichen Kursbewegungen.

Fur unser Projekt wahlen wir aber nicht das klassische multidimensionale
Binomialmodell, sondern ein entkoppeltes multidimensionales Binomialmodell,
welches im Jahr 2009 von Korn und Miller [20] entwickelt wurde und ein mo-
dernes und innovatives Modell basierend auf dem JR-Modell ist. Durch die
Zerlegung der Varianz-Kovarianz-Matrix transformieren Korn und Miiller [20]
einen M-dimensionalen kontinuierlichen Basiswertkurs in einen neuen Prozess
mit M unkorrelierten eindimensionalen Komponenten vor der Konstruktion ei-
nes diskreten Binomialmodells. Anhand dieser Transformation besteht der ent-
sprechende multidimensionale Binomialbaum aus M unabhangigen entkoppel-
ten eindimensinalen Binomialbdumen, auf denen wir die Forschungsergebnis-
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se vom eindimensionalen Binomialmodell wiederverwenden kénnen. Auf3erdem
weist die entkoppelte multidimensionale Binomialmothode ein deutlich regulare-
res Konvergenzverhalten als die klassische multidimensionale Binomialmothode
auf.

Vor der Diskussion des entkoppelten multidimensionalen Binomialmodells
wollen wir das JR-Modell im eindimensionalen Fall kurz vorstellen.

2.3.1. Das JR-Modell
Das JR-Modell ist ein alternativer Ansatz des Binomialmodells zum CRR-Modell,

das 1983 von Jarrow und Rudd [16] entwickelt wurde. Sie schlugen

1
—g= - 2.3
P=a=5 (2.3)

vor. D. h. eine Aufwartsbewegung vom Kurs des Basiswertes tritt um den Faktor
u mit der gleichen Wahrscheinlichkeit wie eine Abwartsbewegung um den Faktor
d ein. Aus dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung ohne Berticksichtigung
der Dividendenzahlung des Basiswertes folgen dann die genauen Darstellungen
von v und d:

- 6(7”750'2)At+0'\/§’

1
d = e(r—%a'Q)At—cr\/E.

2.3.2. Das entkoppelte multidimensionale Binomialmodell

In diesem Unterabschnitt werden wir den fir unser multidimensionales Projekt
relevanten Inhalt von Korn und Miller [20] unter Verwendung dhnlicher Nota-
tionen zusammenfassen.

Die allgemeine Entkopplungsregel

Wir stellen zuerst die allgemeine Entkopplungsregel vor. Unser Ziel ist die Um-
wandlung der M korrelierten geometrischen Brownschen Bewegungen S,(t) far
i =1,...,M in M unabhangige Brownsche Bewegungen. Dafiir betrachten wir
den folgenden Prozess

In(S(t)) = (In(S1(1)), .. (S (1)) ",

dessen Dynamik unter dem risikoneutralen Maf3 P durch

dn(S,(1))) = (v = 50 ) dt+ aidWi(t)  X,(0) = ln(Si(0)
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fur i« = 1,...,M gegeben sind. Dann zerlegen wir die zugehorige Varianz-
Kovarianz-Matrix mittels der Formel
2

01 o P1IMO1OM
Y — : : =GDG" (2.4)
PIMOIONM - o3
mit
M
0i0jpPij = Z 9ikdkkjk
k=1
fiar 4,5 = 1,...,M, wobei G,D € RM*M und D eine Diagonalmatrix ist. Weil ¥

positiv definit angenommen wurde, ist es ohne weiteres invertierbar. Somit sind
G und D auch invertierbar, und die Diagonalelemente von D miissen ungleich
null sein. Ferner transformieren wir den M-dimensionalen Prozess S in einen
neuen Prozess Y mit M unabhangigen Komponenten:

S(t) — Y (t) = G 1(In(S(1))). (2.5)
Unter Verwendung der neuen Notation
g’ g
: . : =G !
o g

fiir die Terme von G~! kénnen wir den Prozess Y komponentenweise darstellen
als

j=1
fiuri=1,..., M. Die Dynamik von Y ist daher durch
Vi
dY (t) = adt + dW (t) (2.6)

mit der Initialisierung
Y(0) = G~ (In(5(0)))

- - - T
gegeben, wobei W (t) = (Wl(t), cee WM(t)) und der Driftvektor

a=G"" <7' - ;02>

mit r = (r,...,7)" € RM und ¢ = (0?,...,02,)T € R™. Die komponentenweisen
Darstellungen der partiellen Differentialgleichung (2.6) lauten
dY;(t) = Oéidt + dZZdWZ(t) (27]
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mit den Initialisierungen

M
=395V m(s;(0)
j=1

far:=1,..., M, wobei
1
E g( )(7" 32)

Korn und Miiller [20] haben gezeigt, dass die Wiener-Prozesse W;(t) und W;(t)
fiir 7 # j voneinander unabhangig sind. D. h. fiir i # j sind die Komponenten Y;
und Y; des Prozesses Y unkorreliert.

Wir sehen, dass die Zerlegung (2.4) im entkoppelten multidimensionalen Bi-
nomialmodell eine entscheidende Rolle spielt. Deswegen miissen wir diese im
Folgenden genauer analysieren. Hierfur haben Korn und Miller [20] zwei Zerle-
gungsmoglichkeiten geboten. Diese sind die Eigenwertzerlegung (Spektralzerle-
gung) und die Cholesky-Zerlegung.

Eigenwertzerlegung

Mithilfe der Eigenwertzerlegung kann die positiv definite symmetrische Matrix %
durch die Form

Y =GDG!

zerlegt werden, wobei G eine orthogonale Matrix und D eine Diagonalmatrix ist.
Jedes Diagonalelement von D ist ein Eigenwert von ¥. Da ¥ symmetrisch und po-
sitiv definit ist, sind ihre Eigenwerte reell und positiv. Die Spalten- bzw. Zeilen-
vektoren von G bilden eine Orthonormalbasis im RY und werden als normierte
Eigenvektoren betrachtet. Durch die Orthogonalitit von G haben wir G—! = G

Gemas Formel (2.7) kann die Dynamik des transformierten Prozesses Y bezogen
auf die Eigenwertzerlegung durch die partiellen Differentialgleichungen

Zgu Y (r ) dt + v/ 2dWi(t) 2.8)

mit den Initialisierungen

M
=3 g5 (s;(0)
j=1

firi =1,..., M beschrieben werden, wobei Ay, ..., \j; die Eigenwerte der Varianz-
Kovarianz-Matrix ¥ und die neuen Diffusionskoeffizienten von (2.8) die Wurzeln
der Eigenwerte von X sind.
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Cholesky-Zerlegung

Die Cholesky-Zerlegung bezeichnet eine alternative Moéglichkeit der Zerlegung
einer positiv definiten symmetrischen Matrix. Dadurch kann die Varianz-Kovari-
anz-Matrix ¥ eindeutig in der Form

Y =GGT

zerlegt werden. Dabei ist G € RM*M eine untere Dreiecksmatrix mit positiven
Diagonalelementen und G'' die entsprechende obere Dreiecksmatrix. Die Matrix
D ist hier die Einheitsmatrix, d. h. d;; =1 fur allei = 1,..., M. Gemas der allge-
meinen Formel (2.7) kann die Dynamik des transformierten Prozess Y bezogen
auf die Cholesky-Zerlegung durch die partiellen Differentialgleichungen

i 1 B
dyY;(t) = Zggj b (7‘ - 20?) dt + dW;(t) (2.9
mit den Initialisierungen

Zg ln 0))

far i =1,..., M beschrieben werden, wobei der Index j der Summe im Driftterm
von (2.9) und im Startwert Y;(0) wegen der Dreiecksform der Matrix G nur bis
zum Index ¢ der Komponente lauft.

Fir unser eigenes Projekt wiahlen wir die Cholesky-Zerlegung, denn laut Korn
und Miiller [20] hat die Cholesky-Zerlegung die folgenden Vorteile fiir das ent-
koppelte multidimensionale Binomialmodell im Vergleich zur Eigenwertzerle-
gung. Erstens, die Cholesky-Zerlegung von ¥ ist eindeutig und stabil. Zweitens,
die Cholesky-Zerlegung ist relativ einfach und effizient zu implementieren. Drit-
tens, der Binomialbaum kann bei der Verwendung einer Cholesky-Zerlegung
leicht um weitere Basiswerte erweitert werden.

2.3.3. Implementierung des entkoppelten multidimensionalen
Binomialbaumes

In diesem Unterabschnitt diskutieren wir die Binomialmethode zur Bewertung
von Multi-Asset-Optionen basierend auf der Entkopplungsregel. Zuerst diskre-
tisieren wir den M -dimensionalen stochastischen Prozess Y (vgl. Formel (2.6))
mittels des Binomialbaumes. Weil der Prozess Y aus den unabhangigen eindi-

mensionalen Y; (vgl. Formel (2.7)) mit i = 1,..., M besteht, kénnen wir den Pro-
zess Y einfach komponentenweise implementieren. Dabei hat jede Komponente
Y; in jeder Zeitperiode [tx, tx+1] fur £ =0,..., N ebenfalls zwei verschiedene Bewe-

gungsrichtungen v} und d} . In Ubereinstimmung mit dem JR-Modell sehen sie
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2. Finanzmathematische Grundlagen

wie folgt aus (fir Details siehe Korn und Miiller [20]):

w = A+ Vd VAL,

7

dzf = oAt — /d;;V At

Wir setzen ;, = {uY dY} und die Wahrscheinlichkeitmage P, auf ; far i =

(]

1,..., M. Dann gilt gemif3 dem JR-Modell:
1
() =P (dY) = =
P, (u ) Pz(dl ) >
Die Kursbewegung von Y; uber [tx,tx+1] ist in Abbildung 2.13 dargestellt. Der

Yz(tk) + uz/

Yi(ty) +dY

Tk tht1

Abbildung 2.13.: Kursbewegungen des transformierten i-ten Basiswertes tiber
einer Zeitperiode At nach dem entkoppelten multidimensiona-
len Binomialmodell

daraus folgende Y;-Baum ist deshalb ein rekombinierbarer additiver Binomial-
baum. Der vollstdndige Y;-Baum sieht wie in Abbildung 2.14 aus. Der Y;-Baum,
Y5-Baum, ... und Y,;-Baum bilden zusammen den Y-Baum. Da die Kursbewe-
gung jedes Y;-Baumes tUber einer Zeitperiode At zwei Moglichkeiten «) und dY
hat, hat eine Kursbewegung des gesamten Y-Baum tiber jeder Zeitperiode 2V
Moglichkeiten. Die M-dimensionale Verdnderung des Kurses uber einer Zeitpe-
riode At bezeichnen wir mit w. Dann gilt

Y(tk+1) = Y(tk) + w
oder komponentenweise

Yi(te+1) Y1 (te) w1
: = : +1
Yo (ter1) Y (tr) WM
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2.3. Multidimensionales Binomialmodell

Yi(N,0)
Yi(2,0) Yi(N, 1)
/7
Y;(1,0)
— ~
Y;(0,0) Yi(2,1)
/7
Yi(1,1)
~
}/1(272) }/z(NvN_ 1)
Yi(N,N)
| ] |
to =20 t1 = At to = 2At tn=T

Abbildung 2.14.: Binomialbaum vom i-ten Basiswert (Y;-Baum)

far k=0,...,N — 1 mit

T Y gy Y gy
w=(wi,...,wn) E{ul,dl}xu‘x{uM,dM}.
—— [ ——

=M =Qum

Wir definieren weiter die Menge

Q= x - - X
und das Wahrscheinlichkeitsmaf3

P=P® --®Py

auf 2, wobei x das kartesische Produkt von zwei Mengen und ® das Produkt-
maf bezeichnet. Die Menge () hat offenbar 2V Elemente, namlich 2" verschie-
dene Kursbewegungen des Prozesses Y tber jeder Zeitperiode. So kénnen wir
die Menge 2 auch elementarweise darstellen

Q:{w[l]GRM‘ 121,...,2M}.

Dem Prinzip des JR-Modells gemas folgt

=M (2.10)

N | =

I
—_

M
Pw) =]]P(w)=
=1

)
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2. Finanzmathematische Grundlagen

fir alle w € Q oder P (w[l]) = 2~ fur alle I = 1,...,2™. D. h. alle 2 méglichen
Kursbewegungen von Y (tx) zu Y (tx+1) treten mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf.
Das impliziert, dass alle Pfade des entkoppelten M-dimensionalen Binomialbau-
mes vom Prozess Y auch gleich wahrscheinlich sind.
Jetzt konstruieren wir den Y-Baum nach unseren Bedurfnissen. Dafur setzen
wir
YR —y® .. xy P

far k=0,...,N und
v = {Yi(k,0),...,Yi(k, k)}

fur i = 0,..., M, wobei x das kartesische Produkt zweier Mengen ist. Die Kno-
tenmenge Y *) versammelt offenbar alle Knoten des Y-Baumes zur Zeit ¢;. Da
Yi(k) jeweils k + 1 Knoten fiir i = 1,..., M hat, hat Y*) insgesamt (k + 1) Knoten.
Deshalb kénnen wir die Knotenmenge Y *) des Y-Baumes auch elementenweise
beschreiben:

y® = {y®p eRM]zzo,...,(k:H)M—l}.

Dabei fangt der Index des Knotens nach wie vor von null an. Abbildung 2.15
zeigt eine grobe Darstellung des Y-Baumes in der obigen Notation. Dartiber hin-

Y M[0]

Y @)]0]
/7
Y (D [0]

/7
y(0) [0]

~

y(MWeM _ 1]
Y@ [3M _ 1]
YN +1)M - 1]
| ] L o e e e oo - - |

to=0  t=At ty=2At tN=T

Abbildung 2.15.: Y-Baum im entkoppelten multidimensionalen Binomialmodell
aus gibt es (2 (k+ 1)) Kanten zwischen den Knotenmengen Y*) und Y+,

Die entsprechende Methode zur Konstruktion des Y-Baumes formulieren wir im
Algorithmus 15.
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2.3. Multidimensionales Binomialmodell

Algorithmus 15: Y-Baum im entkoppelten multidimensionalen Binomi-
almodell

Eingabe : M, Y (0), ¥, d*, N

Ausgabe : Samtliche Knotenmengen des M-dimensionalen Y-Baumes

1 // Entwicklung der Y;-Bdume fir i=1,...,M
fori=1to M do

Yi(0,0) = Yi(0)
fork=1to N do

Y;i(k,0) +— Yi(k — 1,0) 4+ u}

for j =1to k do

| Yi(k,j) +— Yi(k— 1,5 — 1) +dY

end
end
end

2 // Aufbau des Y-Baumes durch die Zusammenbindung der M Y;-Bdume
for k=0to N do

for i =1to M do

Y;(k) — 0

for j =0to k do

| Y — v P UYik,j)

end

end

Y — v® oy P
end

Nach dem Aufbau des Y-Baumes wollen wir die folgende Funktion einfiihren:
h : RM _—— RM,
T — (eG”, ... ,eGM“r>T
wobei G;. fir ¢ = 1,..., M die i-te Zeile der Matrix G bezeichnet. Die Funktion
h ist die Umkehrfunktion der Transformation (2.5) vom Prozess S zum Prozess

Y, d. h. sie transformiert den Prozess Y in den Prozess S zurtick. Im Fall der
Cholesky-Zerlegung sieht » wegen der Dreiecksform der Matrix G wie folgt aus:

h : RM —RM,
; T
T —> (eg“xl ezjilgi'jmj ezylgmﬁ)
Wir wandeln jetzt mittels der Funktion ~ den Y-Baum in den S-Baum um, der die
Diskretisierung des M-dimensionalen Basiswertes S einer Multi-Asset-Option

(vgl. die stochastischen Prozesse (2.2)) in Baumform darstellt. Dazu definieren
wir die Knotenmenge

Sk —p, (Y(k)) = {h(y) ‘ y € Y(k)}
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2. Finanzmathematische Grundlagen

fir k = 0,...,N. Weil die Knotenmenge Y¥ jeweils (k + 1) Elemente besitzt,
hat S*) ebenso (k+1)M Elemente. Somit kénnen wir die Knotenmenge S*) auch
elementenweise darstellen:

SW = {s®p) = h (Y(k)[l])’ I=0,...,(k+ )M =1}

Aus den Knotenmengen S, ... SW) wird der gesamte S-Baum zusammenge-
stellt, welcher eine dhnliche Struktur hat wie der Y-Baum. Basierend auf dem
S-Baum kénnen wir die zugrunde liegende Multi-Asset-Option bewerten, also
den V-Baum (siehe Abbildung 2.16) berechnen. Die Form des V-Baumes ist fast

V@0
/
V(l)[o}
/
VO [o]
~
V[2M _ 1]
<~
VE[BM 1]
VI[N +1)M — 1]
| ] |
to=0 t1 = At to = 2A¢ tn=T

Abbildung 2.16.: V-Baum im entkoppelten multidimensionalen Binomialmodell

gleich der des Y-Baumes bzw. S-Baumes bis auf die Richtung der Baumentwick-
lung, weil der V-Baum nach wie vor von ¢y bis ¢y riickwarts berechnet werden
muss, wihrend sich der Y-Baum und S-Baum von ¢, bis ¢ vorwarts entwickeln.

Der Schwerpunkt der Berechnung des V-Baumes besteht in seiner Diskon-
tierungsregel. Die Abbildung 2.17 zeigt die Diskontierung von 2" Knoten im
Zeitpunkt t;; zu einem Knoten im Zeitpunkt ¢, des V-Baumes. Dabei sind die
Wahrscheinlichkeiten aller riickwirtigen Pfade gleich 2=, was vollkommen re-
gelrecht dem Prinzip des JR-Modells gemag ist (vgl. Formel (2.10)). Wir formu-
lieren dann die Diskontierungsfunktion disc() von der Knotenmenge V*+ zur
Knotenmenge V(*) in den Algorithmus 16.
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2.3. Multidimensionales Binomialmodell

V(b (Y () + wi(1]))

V(b (Y (1) + will)

p?/L/ =~

2~a,

v (h (Y (t) %wk[gM]))

Tk tht1

Abbildung 2.17.: Berechnung des Wertes eines Knotens in der Riickwartsphase
eines entkoppelten multidimensionalen Binomialbaumes

Algorithmus 16: disc-Funktion zum Diskontieren des Wertes einer Multi-
Asset-Option von t; 1 zu ty fir k=0,...,N — 1

Eingabe : V**Y y-Baum, h, M, V;

Ausgabe : V) = disc(VF+1)

1 for/=0to (k+ 1) —1do
v+—0
for j =1 to 2" do
| e v Vi, ( (YO 1))
end

—rAt
V<k) m +— € QMfw

end

Bislang haben wir schon das Prinzip der entkoppelten multidimensiona-
len Binomialmethode zur Bewertung von Multi-Asset-Optionen eingehend vor-
gestellt. Die verallgemeinerten Bewertungsverfahren fiir Multi-Asset-Optionen
kann man im Anhang B nachschlagen. Diese werden in drei Falle unterschieden:
Multi-Asset-Option ohne Barriere (siehe Algorithmus 25), Multi-Asset-Option
mit Knock-Out-Barrieren (siehe Algorithmus 26) und Multi-Asset-Option mit
mindestens einer Knock-In-Barriere (siehe Algorithmus 27). Dabei bezeichnet
die Menge T4 weiterhin die Menge aller Auszahlungstermine. Der Reihenfolge
nach ist jeder Fall komplizierter als der andere. Wir werden die letzten zwei Falle
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2. Finanzmathematische Grundlagen

kurz diskutieren.

Die Bewertung einer multidimensionalen Barriere-Option ist schwieriger als
der eindimensionale Barriere-Option, da bei ihnen mehr als ein Basiswert mit
Barrieren zusammenarbeiten kénnte. Wir berticksichtigen zuerst Multi-Asset-
Optionen, die nur Knock-Out-Barrieren aufweisen. In diesem Fall ist die betref-
fende Option relativ einfach zu bewerten, unter der Regel, dass die Option sofort
entwertet wird, wenn ihre Basiswerte eines der Knock-Out-Kriterien erreichen.
Wenn wir eine Multi-Asset-Option mit mindestens einer Knock-In-Barriere be-
werten moéchten, unterscheiden wir die folgenden zwei Unterfalle. Im ersten Un-
terfall betrachten wir Multi-Asset-Optionen, die lediglich Knock-In-Barrieren ha-
ben. Hierbei wird eine Option erst ausgeldst, wenn eines der Knock-In-Kriterien
erfuallt wird. Der zweite Unterfall behandelt Multi-Asset-Optionen mit sowohl
Knock-In- als auch Knock-Out-Barrieren, was komplizierter ist. Dabei nehmen
wir an, dass die Knock-Out-Barriere vorrangiger ist als die Knock-In-Barriere.
D. h. falls die Basiswerte der Multi-Asset-Option eines der Knock-Out-Kriterien
erfullt, wird die Option verfallen, selbst wenn die Knock-In-Kriterien in kom-
menden Zeitpunkten erfiillt werden. Die Option tritt erst in Kraft, wenn eines
der Knock-In-Kriterien eintritt, sofern die Knock-Out-Kriterien bis zu diesem
Zeitpunkt niemals erfallt wurden.
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Composable-Derivative-Contracts

In diesem Kapitel wollen wir eingehend die Grundidee unseres Projektes dis-
kutieren, die auf dem Konzept zu “Composing-Contracts” basiert, welches von
Peyton-Jones, Eber und Seward in den Artikeln [30] und [31] am Anfang die-
ses Jahrhundertes eingefiihrt wurde. Wir prasentieren zuerst ein physikalisches
Beispiel, um einen ersten Eindruck von der Grundidee zu erhalten.

3.1. EinfUhrung anhand eines physikalischen Beispiels

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein physikalisches Beispiel, welches eine
ahnliche Idee wie unser eigenes Projekt hat. Die Fragestellung des Beispiels ist
den Gesamtwiderstand von einer beliebigen gemischten elektronischen Schal-
tung mit Widerstianden zu berechnen. Wir wollen die Aufgabe durch die im An-
hang A eingefiihrte funktionale Programmiersprache Haskell (d. h. mittels der
funktionalen Denkweise) 16sen. Das physikalische Beispiel ist zwar viel einfa-
cher als unser Projekt, aber sinnvoll zu diskutieren. Denn wir kénnen die Er-
fahrungen daaus auswerten und diese auf unser eigenes Projekt methodisch
anwenden.

Zum Anfang werden die physikalischen Grundlagen des Beispiels kurz er-
wahnt. Eine gemischte elektronische Schaltung beeinhaltet Reihen- und Par-
allelschaltungen. In der Reihenschaltung sind zwei Teilschaltungen hinterein-
ander verschaltet, durch die der gleiche Strom flieft. Bei der Parallelschaltung
dagegen gibt es einen Knotenpunkt mit zwei Abzweigen, die jeweils eine Teil-
schaltung enthalten, an denen sich der Strom aufteilt. Ein Widerstand kann als
die kleinste Teilschaltung angesehen werden.

Der Widerstand R" einer Reihenschaltung setzt sich aus den Widerstanden R’
und R} der beiden seriellen Teilschaltungen zusammen:

R’ = R} + R}. 3.1)

Der Widerstand R? einer Parallelschaltung errechnet sich aus den Widerstanden
RY und R} der beiden parallelen Teilschaltungen nach der Formel:

=== 3.2
R+ RS 52
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Der Gesamtwiderstand einer gemischten elektronischen Schaltung entspricht
einem Ersatzwiderstand, durch den man die gesamte elektronische Schaltung
ersetzen konnte und durch den der gleiche Gesamtstrom flieBen kann. Um
den Gesamtwiderstand zu errechenen, wird die gesamte elektronische Schal-
tung in einzelne Ersatzwiderstande zerlegt, welche wiederum Teilschaltungen in
der Art der Reihen- und Parallelschaltung bilden. Dann kann der Gesamtwi-
derstand durch Berechnung aus den Ersatzwiderstinden von Teilschaltungen
nach mehrmaliger Verwendungen der Formeln (3.1) und (3.2) berechnet wer-
den. Dabei ersetzt man schrittweise alle Teilschaltungen durch Ersatzwiderstan-
de bis auf einen echten Widerstand. D. h. wir rechnen den Gesamtwiderstand
durch einen rekursiven Berechnungsprozess, was zu den Stirken der funktio-
nalen Programmierung gehort. Ein von uns formulierter Haskel1-Code fiir diese
Aufgabe sieht wie folgt aus.

Programm 3.1: Haskell-Evaluator fir Gesamtwiderstand einer gemischten
elektronischen Schaltung

—— Einheit Ohm

type Ohm = Double

—— Primitive Konstruktoren einer gemischten elektronischen
Schaltung

data Schaltung = Leitung

| Widerstand Ohm

| Reihen Schaltung Schaltung

|

Parallel Schaltung Schaltung

—-— Bewertung des Widerstands einer gemischten elektronischen
Schaltung
eval :: Schaltung —-> Ohm

eval Leitung =
eval (Widerstand r) =
eval (Reihen sl s2) =
eval (Parallel sl s2) =

eval sl) + (eval s2)
(eval sl) * (eval s2)) / ((eval sl) +
eval s2))

—~ ~ ~ B O

In der zweiten Zeile des Programms 3.1 definieren wir einen Datentyp Ohm durch
das Typsynonym (sieche Seite 195), wobei Ohm die abgeleitete Einheit des elektri-
schen Widerstands mit dem Einheitenzeichen (2 ist. In Zeile 5 bis Zeile 8 wird
ein rekursiver algebraischer Datentyp (vgl. Seite 197) Schaltung erstellt, der
aus vier Bauteilen (primitiven Konstruktoren) Leitung, Widerstand, Reihen
und Parallel besteht, durch die man ein reales Objekt von gemischter elektro-
nischer Schaltung konstruieren kénnte. Die physikalischen Bedeutungen von
diesen vier primitiven Konstruktoren werden in Tabelle 3.1 erklart. Natirlich
kénnen wir anhand der vier primitiven Konstruktoren jede gemischte elektro-
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Leitung Elektrische Leitung

Widerstand Ohm Elektrischer Widerstand mit Gréf3e der Einheit Q
Reihen Schaltung Schaltung Reihenschaltung mit zwei Teilschaltungen
Parallel Schaltung Schaltung | Parallelschaltung mit zwei Teilschaltungen

Tabelle 3.1.: Sinne von primitiven Konstruktoren des Datentyps Schaltung

nische Schaltung mit Widerstdnden in den Datentyp Schaltung konstruieren.
Jedoch kann eine solche Konstruktion im Fall einer komplizierten Schaltung zu
langatmig sein. schaltungaB in Abbildung 3.1 ist ein Beispiel fiir eine gemischte
elektronische Schaltung, wobei R; =i ) far alle i = 1,...,8 ware. Wir konstruie-

Abbildung 3.1.: Gestaltung von schaltungAB

ren nun schaltungAB in Haskell mithilfe der vier primitiven Konstruktoren.

1 schaltungAB = Reihen (Widerstand 1) (Parallel (Widerstand 2)
(Reihen (Widerstand 3) (Reihen (Parallel
(Widerstand 4) (Widerstand 5)) (Parallel
(Widerstand 6) (Parallel (Widerstand 7)

(Widerstand 8))))))

Um solch eine lang ausschweifende Konstruktion zu verkiirzen und zu ver-
deutlichen kénnen wir eine Kkleine Klasse bilden, deren Mitglieder Haskell-
Funktionen mit dem Wertebereich Schaltung sind und im Prinzip durch die
vier primitiven Konstruktoren kombiniert werden. Diese Mitglieder sind zwar
nicht-primitive Konstruktionsfunktion, sind aber wie auch die primitiven Kon-
struktoren sehr oft in Gebrauch. Basierend auf den primitiven Konstruktoren
wird die Klasse nutzlicher Konstruktionsfunktionen nach Bedarf erweitert. Des-
wegen nennen wir diese Klasse die erweiterbare Bibliothek von Konstruktions-
funktionen.

Programm 3.2: Erweiterbare Bibliothek von Konstruktionsfunktionen

™

1 —— Kuerzungen von Widerstaenden mit Groessen
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rl = Widerstand 1 Schaltung —— R1 = 1 Ohm
r2 = Widerstand 2 Schaltung —— R2Z = 2 Ohm
r3 = Widerstand 3 Schaltung —— R3 = 3 Ohm
r4 = Widerstand 4 Schaltung —— R4 = 4 Ohm
r5 = Widerstand 5 Schaltung —— R5 = 5 Ohm
r6 = Widerstand 6 Schaltung —— R6 = 6 Ohm
r7 = Widerstand 7 Schaltung —— R7 = 7 Ohm
r8 = Widerstand 8 Schaltung —— R8 = 8 Ohm

—— Reihenschaltung mit drei Teilschaltungen
reihen3 :: Schaltung —-> Schaltung -> Schaltung —-> Schaltung
reihen3 s = Reihen s $ Reihen

—— Parallelschaltung mit drei Teilschaltungen
parallel3 :: Schaltung -> Schaltung —-> Schaltung —-> Schaltung
parallel3 s = Parallel s $ Parallel

Mit Hilfe der erweiterbaren Bibliothek von Konstruktionsfunktionen kénnen wir
wiederumschaltungAB wie folgt in Haskell beschreiben, was sichtlich einfa-
cher und ktrzer als die erste Darstellung ist:

schaltungAB = Reihen rl (Parallel r2 (reihen3 r3
(Parallel r4 rb5) (parallel3 r6 r7 r8)))

Nun wollen wir die eval-Funktion kurz erklaren, die ab Zeile 11 bis zum Ende
des Programms 3.1 definiert wird und durch die der Gesamtwiderstand einer
gemischten elektronischen Schaltung berechnet werden kann. Zeile 11 gibt die
Signatur der eval-Funktion an, welche Schaltung -> Ohm lautet. D. h. wir ge-
ben eine gemischte elektronische Schaltung in die eval-Funktion ein, die durch
die primitiven Konstruktoren von Schaltung in Haskell beschrieben worden
ist. Daraus kénnen wir einen Double-Wert mit dem Datentyp Ohm erhalten, der
in der Tat der gewtlinschte Gesamtwiderstand ist. Zeile 12 143t den Widerstand
einer elektrischen Leitung auf null sinken. Zeile 13 zieht die Gréf3e mit der Ein-
heit ohm aus einem einzelnen elektronischen Widerstand heraus. Zeile 14 und
15 verwenden unmittelbar die Bewertungsformeln (3.1) und (3.2) auf Seite 47
mithilfe der Funktionen héherer Ordnung (vgl. Abschnitt A.2.6).

Ubergibt man nun beispielsweise schaltungAB der Haskell-Funktion eval,
so erhalt man direkt den Gesamtwiderstand der schaltungAB, namlich 2.58 2.

Jedoch deckt die eval-Funktion noch nicht samtliche Eingabemdéglichkeien
ab. Wenn jemand versehentlich Parallel Leitung Leitung in den Datentyp
Schaltung zur Konstruktion einer gemischten elektronischen Schaltung ein-
gibt, wird die Fehlermeldung “Division durch Null” ausgegeben. Um diese mogli-
che Fehlermeldung zu vermeiden, werden im Folgenden zwei verbesserte Versio-
nen der eval-Funktion vorgeschlagen, die unter Einsatz des Maybe-Datentyps
bzw. Maybe-Monads (vgl. Abschnitt A.2.7) das obige Problem erledigen kénnen:
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3.1. Einfiihrung anhand eines physikalischen Beispiels

Programm 3.3: eval-Funktion (verbesserte Version 1)

—— Bewertung des Widerstands einer gemischten elektronischen
Schaltung mittels des Maybe-Monads

eval :: Schaltung -> Maybe Ohm
eval Leitung = Nothing
eval (Widerstand r) = Just r

case eval sl of
Nothing -> eval s2
Just x —-> case eval s2 of
Nothing -> Just x
Just y -> Just $ x + y
eval (Parallel sl s2) = eval sl >>= \x -> eval s2 >>= \y —->
return $ (x * y) / (x + vy)

eval (Reihen sl s2)

Das Programm 3.3 vermeidet das oben erwahnte Problem durch das Maybe-
Monad. Dabei wird eine gemischte elektronische Schaltung mit der Gréf3e null
als Nothing bewertet. Im Programm 3.4 schreiben wir die Kette der monadi-
schen Operationen durch die do-Syntax um, sodass die Bedeutung des Codes
anschaulicher wird:

Programm 3.4: eval-Funktion (verbesserte Version 2)

—-— Bewertung des Widerstands einer gemischten elektronischen
Schaltung mittels des Maybe-Monads und der do-Syntax

eval :: Schaltung —-> Maybe Ohm
eval Leitung = Nothing
eval (Widerstand r) = Just r

case eval sl of
Nothing -> eval s2
Just x —-> case eval s2 of
Nothing -> Just x
Just vy -> Just $ x + y
do x <- eval sl

eval (Reihen sl s2)

eval (Parallel sl s2)

y <- eval s2
return $ (x * y) / (x +y)

Nun kehren wir zu unserem eigenen Projekt zurtick, dessen Grundidee der des
oben vorgestellten physikalischen Beispiels dhnlich ist. Wahrend wir in dem
physikalischen Beispiel den Gesamtwiderstand einer gemischten elektronischen
Schaltung von Widerstidnden berechnen, wiirden wir in unserem eigenen Pro-
jekt den fairen Preis eines Finanzderivats ermitteln. Allerdings hat unser eige-
nes Projekt ein vergleichbares Bewertungsverfahren zu dem des physikalischen
Beispiels, das wir im Folgenden kurz schrittweise (bzgl. des physikalischen Bei-
spiels) zusammenfassen:

1. Entwerfe eine vernunftige ausgewéahlte Klasse von primitiven Konstrukto-
ren (Tabelle 3.1) und eine erweiterbare Bibliothek mit ausreichend vielen
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Konstruktionsfunktionen (Programm 3.2). Durch diese beiden kann man
beliebig viele Zielobjekte (gemischte elektronische Schaltungen) kombinie-
ren.

2. Konstruiere eine Bewertungsfunktion (eval-Funktion), die auf den betref-
fenden mathematischen Grundlagen (Formeln (3.1) und (3.2)) basiert. Ihr
Definitionsbereich (Schaltung) entspricht dem Datentyp vom Zielobjekt
und ihr Wertebereich (Ohm) ist der Datentyp vom Zielwert (Gesamtwider-
stand).

In dem nachsten Abschnitt werden wir Peyton-Jones’ Konzept zu Composing-
Contracts, welches den Ausgangspunkt unseres eigenen Projekt darstellt, gemaf3
dem obigen Bewertungsverfahren genau diskutieren. Wegen der hoheren Kom-
plexitat brauchen wir dafiir neben den primitiven Konstruktoren und der Bewer -
tungsfunktion noch eine passende Bewertungsstruktur. D. h. fiir unser eigenes
Projekt muissen die drei relevanten Teilkonzepte sorgfaltig entworfen und perfekt
koordiniert werden

3.2. Peyton-Jones’ Konzept zu Composing-Contracts

Die Finanzindustrie hat einen enormen Wortschatz der Fachsprache fur ty-
pische Kombinationen von finanziellen Kontrakten (Forwards, Futures, euro-
paische Optionen, eermudische Optionen, amerikanische Optionen, Lookback-
Optionen, Knock-In-Optionen, Knock-Out-Optionen, ...). Um jeden dieser finan-
ziellen Kontrakte individuell zu behandeln, mtissten wir einen groflen Katalog
von vorgefertigten Bauteilen erstellen. Falls wir dann aber einen neuen finanziel-
len Kontrakt betrachten méchten, der nicht bereits in dem vorhandenen Katalog
ist, muissten wir diesen finanziellen Kontrakt dem Katalog hinzuftigen, wodurch
diese immer weiter wachsen wtirde und kein Ende abzusehen ware.

Wenn wir nun stattdessen eine feste, relativ kleine Klasse von primitiven Kon-
struktoren definieren kénnten, mit denen jeder finanzielle Kontrakt dargestellt
werden konnte, hatten wir einen enormen Vorteil gegentiber dem katalogbasier-
ten Ansatz. Einerseits ist es viel einfacher die vorhandenen und auch viele neue,
unvorhergesehene finanzielle Kontrakte zu kombinieren. Andererseits kénnen
wir die finanziellen Kontrakte systematisch analysieren und die Berechnungen
nicht nur tber die vorhandenen, sondern auch uber die neuen Kontrakte fiih-
ren, weil diese lediglich aus einer festen, nicht allzu grof3en Klasse von primitiven
Konstruktoren kombiniert werden.

Der Schwerpunkt dieses Abschnitts besteht darin, die Analyse finanzieller
Kontrakte mithilfe der Kenntnisse aus der funktionalen Programmierung zu un-
terstiitzen. Wir werden nun Peyton-Jones’ Vorgehensweise zur Modellierung fi-
nanzieller Kontrakte prasentieren, die er urspringlich in den Artikeln [30] und
[31] Giber das Konzept zu Composing-Contracts vorgestellt hat. Dabei wird ein
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Uberblick des Konzepts zu Composing-Contracts und seiner Vorteile zusam-
men mit einer einfachen Implementierung in Haskell eingefihrt. Das originale
Haskell-Programm und das vollstdndige Code-Dokument wurden 2007 von An-
ton van Straaten entwickelt undauf der folgenden Webseite verdffentlicht:

http://contracts.scheming.org/

Die erforderlichen Vorkenntnisse tiber finanzielle Kontrakte bzw. die funktionale
Programmiersprache Haskell werden in Kapitel 2 bzw. Anhang A behandelt.

3.2.1. Konstruktion von finanziellen Kontrakien

Der erste Schritt ist ganz klar der Ansatz zur Konstruktion von finanziellen Kon-
trakten. Wie wir aus dem physikalischen Beispiel im Abschnitt 3.1 erfahren
haben, ist das Design der primitiven Konstruktoren am wichtigsten fir die Kon-
struktion, weil wir dadurch die erweiterbare Bibliothek bzw. alle gewtlinschten
finanziellen Kontrakte kombinieren kénnen.

Primitive Konstruktoren

Peyton-Jones hat in seinem Konzept zu Composing-Contracts den interessanten
Datentyp Observable (Obs a) eingefiihrt und damit die primitiven Konstruktoren
entworfen. Unter einem Objekt vom Datentyp Observable (Obs a) versteht man
im Allgemeinen eine zeitliche veranderliche Datenmenge vom Datentyp a, wobei
eine Datenmenge in diesem Zusammenhang nicht ein einziger Wert ist, sondern
eine Zufallsvariable, d. h. eine Reihe von moglichen Werten. Anton van Straaten
hat alle primitiven Konstruktoren (vgl. Programm 3.5) der Composing-Contracts
exakt durch den Haskell-Code prasentiert:

Programm 3.5: Implementierung der primitiven Konstruktoren

data Contract =
Zero
One Currency
Give Contract
And Contract Contract

|

|

|

| Or Contract Contract

| Cond (Obs Bool) Contract Contract
| Scale (Obs Double) Contract

| When (Obs Bool) Contract

| Anytime (Obs Bool) Contract

| Until (Obs Bool) Contract

deriving Show

Aus Formel (A.1) wissen wir, dass der Datentyp eines Datentypkonstruktors
als eine Funktion angesehen wird. Deshalb kénnen wir die obigen primitiven
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Konstruktoren auf die folgende Art und Weise funktionalisieren. Der Vorteil der
Funktionalisierung (vgl. Programm 3.6) besteht darin, dass wir einen finanzi-
ellen Kontrakt rein aus Funktionen kombinieren kénnen, und eine gemischte
Darstellung mit Funktionen und Datentypkonstruktoren vermieden wird.

Programm 3.6: Funktionalisierung der primitiven Konstruktoren

1 zero :: Contract

2 Zero = Zero

3

4 one :: Currency —> Contract

5 one = One

6

7 give :: Contract —-> Contract

8 give = Give

9

10 cAnd :: Contract —-> Contract —-> Contract
11 cAnd = And

12

13 cOr :: Contract —-> Contract —> Contract

14 cOr = Or

15

16 cond :: Obs Bool -> Contract —-> Contract —-> Contract
17 cond = Cond

18

19 scale :: Obs Double —> Contract —-> Contract
20 scale = Scale

21

22 cWhen :: Obs Bool —-> Contract -> Contract

23 cWhen = When

24

25 anytime :: Obs Bool —-> Contract -> Contract
26 anytime = Anytime

27

28 cUntil :: Obs Bool -> Contract -> Contract

29 cUntil = Until

Die Bedeutungen dieser primitiven Konstruktionsfunktionen werden anschlie-
Bend der Reihe nach genau erlautert:

e zero (Programm 3.6, Zeile 1) ist ein finanzieller Kontrakt, der keine Rechte,
Geld zu erhalten, und keine Pflichten, Geld zu bezahlen, beinhaltet.

e one k (Programm 3.6, Zeile 4) ist ein finanzieller Kontrakt, der dem Inhaber
des Kontraktes sofort eine Einheit der Wahrung k (z. B. USD, GBP, EUR u. s.
w.) auszahlt.
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e Der finanzielle Kontrakt give c (Programm 3.6, Zeile 7) wandelt alle Rechte
des Kontraktes c in Pflichten und alle Pflichten des Kontraktes c in Rechte
um. Das bedeutet, dass fiir einen bilateralern Kontrakt g zwischen den
beiden Kontrahenten A und B gilt: A erwirbt den Kontrakt g impliziert,
dass B den Kontrakt give g erwirbt.

e Wenn man den finanziellen Kontrakt cAnd c1 c2 (Programm 3.6, Zeile 10)
erwirbt, dann erwirbt man unverzuglich sowohl den Kontrakt c1, als auch
den Kontrakt c2.

e Erwirbt man den finanziellen Kontrakt cOr cl c2 (Programm 3.6, Zeile
13), dann erwirbt man unverziiglich entweder den Kontrakt c1 oder den
Kontrakt c2, jedoch nicht die beiden.

e Wenn man den finanziellen Kontrakt cond b cl1 c2 (Programm 3.6, Zeile
16) erwirbt, dann erwirbt man den Kontrakt c1, falls das Observable b True
ist, und den Kontrakt c1 sonst.

e Wenn man den finanziellen Kontrakt scale o ¢ (Programm 3.6, Zeile 19)
erwirbt, dann erwirbt man den Kontrakt ¢ im gleichen Augenblick mit der
Zusatzbedingung, dass die Zahlungen bzgl. aller Rechte und Pflichten des
Kontraktes ¢ mit dem Wert des Observables o zu jeden Erwerbungszeit-
punkten multipliziert werden.

e Wenn man den finanziellen Kontrakt cwhen o c (Programm 3.6, Zeile 22)
erwirbt, so muss man den Kontrakt c kaufen, sobald das Observable o True
wird. Der Kontrakt ist wertlos in den Zustanden, in denen das Observable
o nie wieder True wird.

e Wenn man den finanziellen Kontrakt anytime o c¢ (Programm 3.6, Zeile
25) erwirbt, darf man den Kontrakt ¢ zu allen Zeitpunkten erwerben, in
denen das Observable o True ist. Der Kontrakt ist daher wertlos in den
Zustianden, in denen das Observable o nie wieder True wird.

e Einmal erworben, ist der finanzielle Kontrakt cUuntil o c¢ (Programm 3.6,
Zeile 28) genau wie Kontrakt c. Dieser Kontrakt muss aufgegeben werden,
sobald das Observable o True ist. In den Zustinden, in denen das Observa-
ble o True ist, wird der Kontrakt wertlos, weil er sofort aufgegeben werden
muss.

Die Kombination durch die primitiven Konstruktionsfunktionen ist sehr vielfal-
tig. Z. B. konnen wir eine Konstruktionsfunktion folgendermafSen kombinieren:

1 andGive :: Contract -> Contract -> Contract
2 andGive ¢ d = ¢ ‘cAnd' give d
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Der Inhaber des finanziellen Kontraktes andGive ¢ d erwirbt alle Rechte und
Pflichten des Kontraktes ¢ und die Umkehrung aller Rechte und Pflichten des
Kontraktes d. Obwohl andGive nicht zu den primitiven Konstruktionsfunktio-
nen gehort, konnen wir andGive ggf. direkt zur Konstruktion eines finanziellen
Kontraktes verwenden. D. h. wir halten andGive fiir eine nicht-primitive Kon-
struktionsfunktion.

Jetzt beschreiben wir anwendungsbezogen einen realen finanziellen Kontrakt,
die sogenannte Nullkuponanleihe, mit der man 100 € zum Zeitpunkt 10 erhalten
kann. Diese Nullkuponanleihe wird durch die Komposition von nicht weniger
als drei primitiven Konstruktionsfunktionen dargestellt. Wir beginnen mit der
primitiven Konstruktionsfunktion one (Programm 3.6, Zeile 4):

cl = one EUR

Wenn wir c1 erwerben, dann erhalten wir sofort 1 € zum aktuellen Zeitpunkt,
namlich dem Zeitpunkt null. Aber bei der Nullkuponanleihe moéchten wir 100 €
bekommen. Daftir wenden wir die primitive Konstruktionsfunktion scale (Pro-
gramm 3.6, Zeile 19) auf den Kontrakt c1 an:

c2 = scale (konst 100) cl

wobei die Funktion konst 100 die Konstante 100 auf ein Observable hebt, des-
sen Wert zu jedem Zeitpunkt 100 € ist. Nun kénnen wir mit dem Kontrakt c2
100 € erhalten, jedoch nicht zum Zeitpunkt 10, sondern zum Zeitpunkt null. Um
den gewtlinschten finanziellen Kontrakt richtig zu beschreiben, benutzen wir die
primitive Konstruktionsfunktion cwhen (Programm 3.6, Zeile 22):

c3 = when (at (mkDate 10)) c2

wobei die Funktion at (mkDate 10) ein boolesches Observable ist, das zum
Zeitpunkt 10 True wird und sonst False ist. Dann 148t sich zusammenfassend
eine Konstruktionsfunktion fir die Nullkuponanleihe kombinieren:

zcb :: Date -> Double -> Currency -> Contract
zcb t x k = cWhen (at t) (scale (konst x) (one k))

Diese Definition der zcb erganzt effektiv unsere erweiterbare Bibliothek von
(nicht-primitiven) Konstruktionsfunktionen, ebenso ntitzlich wie andGive.

Erweiterbare Bibliothek von Konstruktionsfunktionen

Nachstehend sind beispielhaft einige sehr haufig benutzte Konstruktionsfunk-
tionen aus der erweiterbaren Bibliothek des Peyton-Jones’ Konzeptes aufgeftihrt.

zcb :: Date —-> Double -> Currency -> Contract
zcb t x k = cWhen (at t) (scale (konst x) (one k))

zcb t x k ist ein finanzieller Kontrakt, dessen Inhaber x Einheiten der Wah-
rung k zum Zeitpunkt t bekommen wird.
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andGive :: Contract —-> Contract —-> Contract
andGive ¢ d = ¢ ‘cAnd' give d

Der Inhaber des finanziellen Kontraktes andGive ¢ d erwirbt alle Rechte und
Pflichten des Kontraktes ¢ und die Umkehrung aller Rechte und Pflichten des
Kontraktes d.

european :: Date —-> Contract —-> Contract
‘cOr' zero)

A

european t u = cWhen (at t) (u

european t u ist ein finanzieller Kontrakt, der einer europaischen Option ent-
spricht. Zum Zeitpunkt t kann der Inhaber entweder den Kontrakt u erwerben
oder darauf verzichten. Dabei ist at t ein boolesches Observable, das zum Zeit-
punkt t True wird.

american :: (Date, Date) —-> Contract -> Contract
american (tl, t2) u = anytime (between tl t2) u

american (tl, t2) u ist ein finanzieller Kontrakt, der einer amerikanischen
Option entspricht und dessen Inhaber folglich den Kontrakt u irgendwann zwi-
schen den Zeitpunkten t1 und t2 erwerben oder endgiltig darauf verzichten
kann. Dabei ist between t1 t2 ein boolesches Observable, das zwischen den
Zeitpunkten t1 und t2 True wird.

Die Liste der nicht-primitiven Konstruktionsfunktionen kann nach Bedarf im-
mer verlangert werden, wodurch sich die erweiterbare Bibliothek von Konstruk-
tionsfunktionen vergrofert.

3.2.2. Bewertungsfunktion

Aus der Untersuchung des physikalischen Beispiels in Abschnitt 3.1 wissen wir,
dass neben den primitiven Konstruktoren auch die Bewertungsfunktion von ho-
her Relevanz fur solche ein Projekt ist. In diesem Unterabschnitt wollen wir die
Bewertungsfunktion zur Ermittlung des fairen Preises eines finanziellen Kon-
traktes vorstellen, die eng mit den primitiven Konstruktoren aus Abschnitt 3.2.1
verbunden ist.

Datentyp der Bewertungsstruktur

Anders als das physikalische Beispiel werden wir zuerst in Composing-Contracts
neben der Bewertungsfunktion noch die sogenannte Bewertungsstruktur ein-
fihren. Die Bewertungsstruktur ist ein infomationstechnologisches Objekt zur
Speicherung und Verwaltung von Daten. Es handelt sich um eine Struktur, in
der die Daten in einer bestimmten Art und Weise angeordnet und verkntipft
werden, um den Zugriff und die Verwaltung auf diese besser zu erméglichen.
Die Bewertungsstruktur sind daher nicht nur durch ihre beinhalteten Daten

57



—

N

S

3. Grundidee von Composable-Derivative-Contracts

charakterisiert wird, sondern vor allem durch die Operationen auf diesen Da-
ten, welche Zugriff und Verwaltung realisieren. Die Bewertungsstruktur von
Composing-Contracts wird folgenderweise in Haskell definiert:

[a]

newtype PR a PR {unPr

type RV a

[RV a]} deriving Show

Die Bewertungsstruktur PR a prasentiert einen stochastischen Prozess vom Da-
tentyp a. Laut ihrer Definition ist sie in Haskell ein Datentyp von einer zwei-
dimensionalen Liste. Aber aus finanzmathematischer Sicht halten wir die Be-
wertungsstruktur PR a eher fir einen Binomialbaum als fiir eine Liste. Siehe
hierzu Abbildung 3.2 bezogen auf das Beispiel

PR [[0]1,1[1,11,12,2,21,13,3,3,31] PR Int
— 1 1 1 1 —]
3
2/
1/ \3
" O/////// \\\\\\~2///////
3
L L L1 L1 L

Abbildung 3.2.: Verdeutlichung der baumartigen Bewertungsstruktur von
Composing-Contracts anhand eines Beispiels

Um die Bewertungsfunktion perfekt vorzubereiten, stellen wir nachfolgend
noch die wichtigen arithmetischen und booleschen Operatoren (vgl. Programm
3.7) auf dem Datentyp PR a vor, die von den Typklassen Num und Ord (siehe Ab-
schnitt A.2.3) vererbt worden sind. Solche vererbte Operationen haben die glei-
chen Bedeutungen wie im Datentyp a, doch werden sie auf dem Datentyp PR a
elementweise der Liste (dem Binomialbaum) entlang durchgefiihrt, auch im Fall
der zweistelligen Operatoren (+), (-) und (*), sogar wenn die zwei Argumente
Listen (Binomialbdumen) mit verschiedenen Langen sind. Die Implementierung
solcher Operatoren sehen wir in Programm 3.7:

Programm 3.7: Fundamentale Operatoren auf PR a

instance Num a => Num (PR a) where

fromInteger i = bigK (fromInteger i)
(+) = 1ift2PrAll (+)
(=) = 1lift2PrAll (-)
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(x) = 1ift2PrAll (%)
abs = 1liftPr abs
signum = 1iftPr signum

instance Ord a => Ord (PR a) where
max = 1lift2Pr max

Mithilfe der Funktionen 1iftPr und 1ift2PrAll kénnen die fundamentalen
Operatoren die elementweise Operation bewéaltigen. Die Funktion 1ift2PrAll
realisiert zusatzlich die Behandlung von zwei Listen mit verschiedenen Langen.
In einem Beispiel haben wir zwei Listen (BinomialbAume) vom Datentyp PR Int:

bl =PR [[1],[1,1],[1,1,1]] :: PR Int
b2 = PR [[2]1,12,2],12,2,2],12,2,2,2]] :: PR Int

Nach der Addition der beiden (bl + b2) erhalten wir das folgende Ergebnis:
PR [[31,103,3],13,3,31,12,2,2,2]] :: PR Int

Implementierung der Bewertungsfunktion

Basierend auf der Bewertungsstruktur PR a kénnen wir in diesem Unterab-
schnitt mit der Implementierung Bewertungsfunktion fortfahren. Dazu schlug
Peyton-Jones eine Reihe von primitiven Funktionen vor:

Programm 3.8: Implementierung der Bewertungsfunktion

evalC :: Currency —-> Contract -> PR Double
evalC k = eval
where
eval Zero = bigK O
eval (One k2) = exch k k2
eval (Give c) = —(eval c)
eval (o ‘Scale‘' c¢) = (evalO o) * (eval c)
eval (cl ‘And' c2) = (eval cl) + (eval c2)
eval (cl ‘Or‘' c2) = max (eval cl) (eval c2)
eval (Cond o cl c2) = condPr (evalO o) (eval cl) (eval c2)
eval (When o c¢) = disc k (evalO o, eval c)
-— eval (Anytime o c) = snell k (evalO o, eval c)
eval (Until o c) = absorb k (evalO o, eval c)

Der Definitionsbereich von eval ist Contract. Beim Pattern-Matching von eval
genugt es, die Bewertung der primitiven Konstruktoren zu implementieren.
Denn die anderen Instanzen von Contract werden von den primitiven Konstruk-
toren kombiniert. Diese Instanzen kénnen in Haskell wegen der Funktionen
hoherer Ordnung durch die Bewertungsfunktion evalC automatisch bewertet
werden.
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Die Bedeutungen dieser primitiven Funktionen werden nun der Reihe nach
genau erklart:

3.3.

Gegeben einen reellen Wert a, stellt die primitive Funktion bigK a (Pro-
gramm 3.8, Zeile 4) einen konstanten reellwertigen Prozess dar, dessen
Zustande alle gleich dem Wert a sind.

Die primitive Funktion exch k k2 (Programm 3.8, Zeile 5) reprasentiert
einen in Wahrung k2 ausgedriickten reellwertigen Prozess durch einen in
Wahrung k ausgedriickten reellwertigen Prozess, wobei der Wechselkurs
zwischen den Wahrungen k und k2 vorgegeben wird.

Die primitiven Funktionen (-), (*), (+) und max (Programm 3.8, Zeile
6-9) haben wir schon auf Seite 58 erklart, die genau die fundamentalen
Operatoren auf dem Datentyp PR Double sind.

Gegeben einen Prozess o von booleschem Datentyp, wandelt die primitive
Funktion condPr o cl c2 (Programm 3.8, Zeile 10) den reellwertigen Pro-
zess c in einen anderen reellwertigen Prozess um. In den Zustanden, wo o
True ist, sind die Ergebnisse die gleichen wie c1. In den tibrigen Zustidnden
sind die Ergebnisse die gleichen wie c2.

Gegeben einen Prozess o von booleschem Datentyp, wandelt die primitive
Funktion disc k (o, c) (Programm 3.8, Zeile 11) den reellwertigen Prozess
c in einen anderen reellwertigen Prozess innerhalb derselben Wahrung k
um. In den Zustdnden, in denen o True ist, sind die Ergebnisse gleich c.
In den anderen Zustanden sind die Ergebnisse gleich den Erwartungswer-
ten, die dem diskontierten stochastischen Prozess bzgl. ¢ in der gleichen
Wéahrung k entsprechen.

Die primitive Funktion snell k (o,c) (Programm 3.8, Zeile 12) dient ei-
gentlich zur Bewertung eines finanziellen Kontraktes vom amerikanischen
Typ. Allerdings wurde diese in van Straatens Programm nicht implemen-
tiert.

Gegeben einen Prozess o von booleschem Datentyp, wandelt die primitive
Funktion absorb k (o,p) (Programm 3.8, Zeile 13) den reellwertigen Pro-
zess c in einen anderen reellwertigen Prozess innerhalb derselben Wahrung
k um. In jedem Zustand ist das Ergebnis gleich ¢, wenn o in diesem Zu-
stand nie True ist. In den Zustanden, in denen o einmal True vorkommt,
ist das Ergebnis gleich null.

Fazit

Bislang haben wir Peyton-Jones’ Konzept zu Composing-Contracts und van
Straatens Implementierung desselben vollstiandig vorgestellt. Das Konzept stellt
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eine Briicke zwischen Financial Engineering (Optionsbewertung) und funktio-
naler Programmierung (Haskell) dar. Es besteht aus zwei wesentlichen Teilen:
Die primitiven Konstruktoren und die Bewertungsfunktion. Durch die primi-
tiven Konstruktoren kann man eine riesige Auswahl an finanziellen Kontrak-
ten kombinieren. Ein Abkémmling der primitiven Konstruktoren bzw. der ent-
sprechenden primitiven Konstruktionsfunktionen ist die erweiterbare Bibliothek
von Konstruktionsfunktionen. Im Rahmen der primitiven Konstruktoren wird ei-
ne rationale Bewertungsfunktion in Kooperation mit einer verntunftigen Bewer -
tungsstruktur erstellt.

Laut Peyton-Jones mussen die zwei Teile des Konzepts perfekt kooperieren.
D. h. man soll die primitiven Konstruktoren und die Bewertungsfunktion nicht
separat voneinander entwerfen, sondern miteinander koordiniert wahrend der
Entwicklungsphase.

Peyton-Jones’ Konzept ist intelligent und kreativ und motivierte die Durch-
flihrung unseres eigenen Projekts. Leider kann die Implementierung gemaf van
Straatens Konzept nur eine kleine Auswahl von finanziellen Kontrakten bewer-
ten, etwa Forward-Kontrakte und Futures, obwohl sie in der Lage ist, eine grofle
Anzahl von finanziellen Kontrakten zu beschreiben. Der Makel liegt im Design
und der Implementierung des Konzeptes. So werden finanzmathematische Prin-
zipien (etwa die Bewertungstheorie) nur oberflachlich behandelt. Dies haben wir
im Rahmen unseres Projektes verbessert.

Das Prinzip der Implementierung unseres Projekts ist jetzt klar definiert. Wir
ubernehmen Peyton-Jones’ Grundidee und entwerfen in Haskell zunachst die
primitiven Konstruktoren, die erweiterbare Bibliothek von Konstruktionsfunk-
tionen, die Bewertungsstruktur und die Bewertungsfunktion, welche ein funk-
tionales Framework bilden. Dann bringen wir die anspruchsvollen finanzmathe-
matischen Kenntnisse (vgl. Kapitel 2) in dieses Framework ein. Der Schwerpunkt
unseres Projekts besteht deshalb darin, die Entwicklung des funktionalen Fra-
meworks und das System von Algorithmen zur Optionsbewertung im Kapitel 2
perfekt zu kombinieren.

Den Kern unseres Projekts prasentieren wir in den folgenden Kapiteln 4 (eindi-
mensionales Projekt fiir Single-Asset-Optionen) und 5 (multidimensionales Pro-
jekt fiir Multi-Asset-Optionen).
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4. Projekt fur Single-Asset-Optionen

In diesem Kapitel widmen wir uns einem eindimensionalen Projekt fiir Single-
Asset-Optionen. Dafiir entwerfen wir in den folgenden Abschnitten der Reihen-
folge nach die primitiven Konstruktoren, die erweiterbare Bibliothek von Kon-
struktionsfunktionen, die Bewertungsstruktur und die Bewertungsfunktion

4.1. Konstruktion von Single-Asset-Optionen

Das erste Ziel besteht darin, moéglichst viele Optionen durch eine moglichst klei-
ne Anzahl von Konstruktoren zu beschreiben. Wir werden im Folgenden auf die
primitiven Konstruktoren unseres Konzepts eingehen.

4.1.1. Fundamentale Datentypen

Bevor wir unsere primitiven Konstruktoren einftihren, wollen wir im Folgenden
einige fundamentale Datentypen definieren.

data Currency = USD | GBP | EUR | CNY | HKD | JPY | AUD | CHF
deriving (Eq, Show)

Der Datentyp Currency besteht aus Typkonstruktoren, die den [ISO-Wahrungs-
codes entsprechen. So steht etwa EUR fiir den Euro und UsD fiir den US-Dollar.
Dieser Datentyp kann nach Bedarf erweitert werden.

type StartPrice = Double

StartPrice ist der Datentyp des Anfangskurses des Basiswertes einer Option.
type Rate = Double

Rate ist der Datentyp des risikolosen Zinssatzes.

type Dividend = Double

Dividend ist der Datentyp der stetigen Dividendenrendite des Basiswertes einer
Option.

type Volatility = Double
Volatility ist der Datentyp der Volatilitat einer Option.

type LifeTime = Double
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LifeTime ist der Datentyp des Zeitintervalls von der Anfangszeit bis zur Fallig-
keit einer Option.

type Date = Int
Date ist der Datentyp ganzzahliger Zeitschritte bzw. Zeitpunkte.
type Datelist = [Date]

Der Datentyp Datelist enspricht deshalb einer Liste von Zeitschritten bzw.
Zeitpunkten, dessen Objekte die Indizes der Auszahlungstermine der Menge 74
enthalten.

type Input = (StartPrice, Rate, Dividend, Volatility, LifeTime,
Date)

Der Datentyp Input versammelt die wichtigen Informationen einer Option. Sie
sind: Anfangskurs des Basiswerts, risikoloser Zinssatz, stetige Dividendenren-
dite des Basiswerts, Volatilitat der Option, Falligkeit der Option und Anzahl der
gesamten Zeitschritten.

data ExType = EBA | LBB | LBS | ASI Double
deriving (Eq, Show)

Unter dem Datentyp ExType versteht man die Art des Basiswertes einer Option.
Der Typkonstruktor EBA zeigt, dass diese Option auf dem normalen Kurs ihres
Basiswertes basiert. LBB bezieht sich auf das Maximum des Kurses des Ba-
siswertes und LBS bezieht sich auf das Minimum des Kurses des Basiswertes.
Optionen mit dem Typkonstruktor AST basieren auf dem Mittelwert des Kurses
ihres Basiswertes.

type Rabatt = Double
data Barrier = NoBar | Out Rabatt | In Rabatt
deriving (Eq, Show)

Der Datentyp Barrier besteht aus drei Typkonstruktoren. Eine Option mit
NoBar hat keine Barriere. Eine Option mit Out rbt :: Out Rabatt ist eine
Knock-Out-Option mit der Ruckvergtitung rbt und eine Option mit In rbt

In Rabatt ist eine Knock-In-Option mit der Riickvergiitung rbt.

4.1.2. Primitive Konstruktoren

Nun gehen wir auf unser Konzept der primitiven Konstruktoren fir Single-Asset-
Optionen ein, welches allgemeiner und somit komplizierter als das Konzept von
Peyton-Jones (siehe Programm 3.5 in Abschnitt 3.2.1) ist.

Programm 4.1: Primitive Konstruktoren fir Single-Asset-Optionen

data Contract =
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Zero

One Currency

Column Date Double

Add Contract Contract

Sub Contract Contract

Scale Double Contract

Multi Contract Contract

Max Contract Contract

Min Contract Contract

Exp Contract

Power Double Contract

Ln Contract

Log Double Contract
Truncate Date Contract

At Datelist Contract

When Contract Contract

If Contract Contract Contract
Get Date Date ExType Barrier Contract Contract
StartP Contract

Underlying StartPrice
MaxUnderlying StartPrice
MinUnderlying StartPrice
AveUnderlying StartPrice
Area Date Date Contract

IfB Contract Contract Contract
LargerAS Contract Contract
SmallerAS Contract Contract
Equal Contract Contract

And Contract Contract

Or Contract Contract

Not Contract

deriving (Eq, Show)

In unserem Datentyp Contract gibt es insgesamt 31 Typkonstruktoren. Diese
sind 31 primitive Konstruktoren, mit denen man eine sehr grofe Unterklasse
und auch viele neue Arten von Single-Asset-Optionen konstruieren kann. Im
Gegensatz zu Peyton-Jones’ Konzept ist kein Datentyp von der Art Observable in
unserem Konzept enthalten. Die Funktion und Wirkung eines solchen Datentyps
werden durch unseren Datentyp Contract abgedeckt. D. h. gerade ein Datentyp
von der Art Observable ist in unserem Konzept tberfltissig.
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4.1.3. Bibliothek der primitiven Konstruktionsfunktionen

Nun werden wir die obigen primitiven Konstruktoren wie in Abschnitt 3.2.1
funktionalisieren, um eine Single-Asset-Option rein aus Funktionen kombinie-
ren zu kénnen und eine gemischte Kombination aus Funktionen und Typkon-
struktoren zu vermeiden. Die Bedeutungen der primitiven Konstruktoren fiir
Single-Asset-Optionen werden im Folgenden ausfurlich erklart. Dabei flihren
wir neben dem normalen finanziellen Kontrakt noch den Hilfskontrakt ein, wel-
cher eng mit einem normalen finanziellen Kontrakt zusammenarbeitet und bei
der Entscheidung der Austibung und Auszahlung des finanziellen Kontraktes
eine grofle Rolle spielt. Ein Hilfskontrakt ist boolesch bewertbar und wird als
Kriterium eines normalen finanziellen Kontraktes angesehen.

Im Folgenden widmen wir uns den Funktionalisierungen und Erklarungen der
primitiven Konstruktoren:

zero :: Contract
zZero = Zero

zero ist entweder ein trivialer finanzieller Kontrakt, der keine Rechte verbrieft,
Geld zu bekommen, und keine Pflichten beinhaltet, Geld zu bezahlen, oder ein
Hilfskontrakt, dessen Wert an jedem Zeitpunkt True ist.

one :: Currency —-> Contract
one = One

one k ist ein finanzieller Kontrakt, der zu jedem Zeitschritt eine Einheit der
Wahrung k (z. B. USD, GBP, EUR u. s. w.) auszahlt.

column :: Date —-> Double —> Contract
column = Column

column t o ist ein finanzieller Kontrakt, der am Zeitschritt t den konstanten
Double-Wert o auszahlt.

add :: Contract -> Contract —-> Contract
add = Add

Der Inhaber des finanziellen Kontraktes add c1 c2 erhélt die Summe von zwei
finanziellen Kontrakten c1 und c2.

sub :: Contract -> Contract -> Contract
sub = Sub

Der Inhaber des finanziellen Kontraktes sub cl c2 erwirbt die Differenz zwi-
schen zwei finanziellen Kontrakten c1 und c2.

scale :: Double —-> Contract —-> Contract
scale = Scale

Der Wert des finanziellen Kontraktes scale o c ist gegeben durch das Produkt
aus der reellen Zahl o und dem Wert des finanziellen Kontraktes c.
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multi :: Contract —-> Contract —> Contract
multi = Multi

Der Wert des finanziellen Kontraktes multi cl c¢2 entspricht der Multipikation
der Werten der beiden finanziellen Kontrakten c1 und c2.

cMax :: Contract —-> Contract —-> Contract
cMax = Max

Der finanzielle Kontrakt cMax cl c2 besteht aus dem Maximum von zwei finan-
ziellen Kontrakten c1 und c2.

cMin :: Contract —-> Contract —-> Contract
cMin = Min

Der finanzielle Kontrakt cMin cl1 c2 besteht aus dem das Minimum von zwei
finanziellen Kontrakten c1 und c2.

cTruncate :: Date —-> Contract —-> Contract
cTruncate = Truncate

Truncate t c ist ein abgeschnittener Teilkontrakt des finanziellen Kontraktes
c, der nach dem Zeitschritt t wertlos ist.

at :: Datelist -> Contract —-> Contract
at = At

at o c beschreibt einen finanziellen Kontrakt mit den gleichen Auszahlungen
wie c, allerdings wird der nur zu den Zeitpunkten der Datenliste o ausgezahlt.

cWhen :: Contract —-> Contract —-> Contract
cWhen = When

Der finanzielle Kontrakt cWwhen c0 c bedeutet, dass der finanzielle Kontrakt c
an einem Zeitschritt ausgezahlt wird, wenn der Hilfskontrakt cO0 an demselben
Zeitschritt True ist.

cIf :: Contract -> Contract -> Contract -> Contract
cIf = If

Der finanzielle Kontrakt cIf c0 cl c2 gleicht dem finanziellen Kontrakt c1,
falls der Hilfskontrakt c0 zum Anfangszeitpunkt True ist. Sonst gleicht cIf c0
cl c2 dem finanziellen Kontrakt c2.

get :: Date -> Date -> ExType —-> Barrier -> Contract ->
Contract —> Contract
get = Get

get tl t2 e b c0 c beschreibt einen vollstindigen finanziellen Kontrakt, der
in unserem Konzept der Normalform einer Single-Asset-Option entspricht. Dabei
stehen c fur das Subjekt, t1 und t2 fiir den Anfangs- und Endzeitpunkt und e
fir die Art des Basiswertes des finanziellen Kontraktes. Ferner bezeichnet b den
Barrieretyp des finanziellen Kontraktes und c0 ist der Hilfskontrakt.
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startP :: Contract —-> Contract
startP = StartP

StartP c ist ein finanzieller Kontrakt, dessen Inhaber in allen Zeitschritten den
Anfangswert des finanziellen Kontraktes c erwerben kann.

underlying :: StartPrice —-> Contract
underlying = Underlying

underlying s ist ein finanzieller Kontrakt, dessen Auszahlung dem Kurs seines
Basiswerts entspricht.

maxUnderlying :: StartPrice -> Contract
maxUnderlying = MaxUnderlying

maxUnderlying s ist ein finanzieller Kontrakt, dessen Auszahlung dem Maxi-
mum des Kurses seines Basiswerts entspricht.

minUnderlying :: StartPrice —-> Contract
minUnderlying = MinUnderlying

minUnderlying s ist ein finanzieller Kontrakt, dessen Auszahlung dem Mini-
mum des Kurses seines Basiswertes entspricht.

aveUnderlying :: StartPrice -> Contract
aveUnderlying = AveUnderlying

aveUnderlying s ist ein finanzieller Kontrakt, dessen Auszahlung dem Mittel-
wert des Kurses seines Basiswertes entspricht.

area :: Date —-> Date —-> Contract —-> Contract
area = Area

Der Hilfskontrakt Area t1 t2 c ist gleich dem Hilfskontrakt ¢ zwischen den
Zeitschritten t1 und t2. Auf3erhalb des Zeitintervalls von t1 bis t2 ist Area t1
t2 c uberall True.

ifB :: Contract —-> Contract —-> Contract —-> Contract
ifB = IfB

Der Hilfskontrakt IfB c0 cl c2 gleicht dem HilfsKontrakt c1, Falls der Hilfs-
kontrakt c0 zum Anfangszeitpunkt True ist. Sonst gleicht If c0 cl c2 dem
Hilfskontrakt c2.

largerAS :: Contract —-> Contract -> Contract
largerAS = LargerAS

In jedem Zeitpunkt nimmt der Hilfskontrakt largerAS cl c2 den Wert True
an, falls in diesem Zeitpunkt der Wert des finanziellen Kontraktes c1 grofer als
der Wert des finanziellen Kontraktes c2 ist. Andernfalls hat largerAsS cl1 c2 in
diesem Zeitpunkt den Wert False.
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smallerAS :: Contract —> Contract —-> Contract
smallerAS = SmallerAS

In jedem Zeitpunkt entspricht der Hilfskontrakt smallerAS cl c2 dem Wert
True, falls in diesem Zeitpunkt der Wert des finanziellen Kontraktes c1 kleiner
als der Wert des finanziellen Kontraktes c2 ist. Sonst hat smallerAs cl c2 in
diesem Zeitpunkt den Wert False.

equal :: Contract -> Contract -> Contract
equal = Equal

In jedem Zeitpunkt nimmt der Hilfskontrakt equal cl c2 den Wert True an,
falls in diesem Zeitpunkt der Wert des finanziellen Kontraktes c1 dem Wert des
finanziellen Kontraktes c2 gleicht. Andernfalls hat equal cl1 c2 in diesem Zeit-
punkt den Wert False.

cAnd :: Contract —-> Contract -> Contract
cAnd = And

In jedem Zeitpunkt ist der boolesche Wert des Hilfskontraktes cAnd cl c2
durch die Konjunktion der booleschen Werte der Hilfskontrakte c1 und c1 in
diesem Zeitpunkt gegeben.

cOr :: Contract —-> Contract —-> Contract
cOr = Or

In jedem Zeitpunkt ist der boolesche Wert des Hilfskontraktes cOr c1 c2 durch
die Disjunktion der booleschen Werte der Hilfskontrakte c1 und c1 in diesem
Zeitpunkt gegeben.

cNot :: Contract —-> Contract
cNot = Not

In jedem Zeitpunkt ist der boolesche Wert des Hilfskontraktes cNot c¢ durch
die Negation des booleschen Wertes des Hilfskontraktes c in diesem Zeitpunkt
gegeben.

4.1.4. Erweiterbare Bibliothek der Konstruktionsfunktionen

Bislang haben wir alle 31 primitiven Konstruktionsfunktionen vorgestellt. Durch
die Kombinationen primitiver Konstruktionsfunktionen kann die Bibliothek der
Konstruktionsfunktionen je nach Bedarf erweitert werden. Diese Erweiterung
bereichert nicht nur die Bibliothek, sondern vereinfacht auch die Konstruktion
finanzieller Kontrakte. Im Folgenden fiihren wir einige Beispiele nicht-primitiver
Konstruktionsfunktionen auf.

give :: Contract —-> Contract
give ¢ = sub zero c
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Die Konstruktionsfunktion give besteht aus den primitiven Konstruktionsfunk-
tionen sub und zero. Der Wert des Kontraktes give c ist in jedem Zeitpunkt
durch den negativen Wert des Kontraktes c gegeben.

correct :: Contract
correct = zero

Die Konstruktionsfunktion correct ist durch den als Hilfskontrakt aufgefassten
Kontrakt zero gegeben und nimmt somit in jedem Zeitpunkt den booleschen
Wert True an.

notCorrect :: Contract
notCorrect = cNot zero

Die Konstruktionsfunktion notCorrect besteht aus den primitiven Konstrukti-
onsfunktionen cNot und zero. Sie ist ein Hilfskontrakt, dessen boolescher Wert
in jedem Zeitpunkt False ist.

konst :: Currency -> Double -> Contract
konst k o = scale o (one k)

Die Konstruktionsfunktion konst besteht aus den primitiven Konstruktions-
funktionen scale und one. Der finanzielle Kontrakt konst k o zahlt in jedem
Zeitschritt o Einheiten der Wahrung k aus.

konstE :: Double -> Contract
konstE o = scale o (one EUR)

Die Konstruktionsfunktion konstE ist eine Variante der Konstruktionsfunktio-
nen konst. Der finanzielle Kontrakt konstE k zahlt in jedem Zeitschritt o Euro
aus.

largerEQ :: Contract -> Contract —-> Contract
largerEQ cl c2 = cOr (largerAS cl c2) (equal cl c2)

Die Konstruktionsfunktion largerEQ besteht aus den primitiven Konstruktions-
funktionen cOr, largerAsS und equal. In jedem Zeitpunkt hat der Hilfskontrakt
largerEQ cl c2 den Wert True, falls der Wert des Kontraktes c1 grofier oder
gleich dem Wert des Kontraktes c2 zu diesem Zeitpunkt ist. Sonst ist largerEQ
cl c2 in diesem Zeitspunkt False.

smallerEQ :: Contract -> Contract —-> Contract
smallerEQ cl c2 = cOr (smallerAS cl c2) (equal cl c2)

Die Konstruktionsfunktion smallerEQ besteht aus den primitiven Konstrukti-
onsfunktionen cOr, smallerAS und equal. In jedem Zeitpunkt hat der Hilfs-
kontrakt smallerEQ cl c2 den Wert True, falls der Wert des Kontraktes c1
kleiner oder gleich der Wert des Kontraktes c2 zu diesem Zeitpunkt ist. Sonst ist
smallerEQ cl c2 in diesem Zeitspunkt False.
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funcColumn :: Date —> Double —> (Double —-> Double) -> Contract
funcColumn t d_t £ = foldr add (column O (£ 0.0))

[column t1 (f (t2 * d_t)) |

(tl,t2) <= take t $ zip [1..] [1.0..]]

Der finanzielle Kontrakt funcColumn t d_t f zahlt im Zeitschritt n zwischen 0
und t den Wert £ (n*T/t) aus, wobei f eine reelle Funktion und T die Laufzeit
des finanziellen Kontraktes ist. Diese Konstruktionsfunktion kann beispielswei-
se zum Bilden einer Floating-Barriere beitragen.

Nattirlich kénnen wir auch Funktionen von realen Optionen in die Bibliothek
von Konstruktionsfunktionen einfiigen. Beispielhaft betrachten wir die Funktio-
nen fur die Plain-Vanilla-Optionen, welche mit Hilfe der Funktion get in Nor-
malform erzeugt werden:

euroCall :: StartPrice —-> Strike -> Date -> Contract

euroCall s k t_n = get 0 t_n EBA NoBar correct $ cTruncate t_n
(at [t_n] (cMax zero (sub (underlying s)
(konstE k))))

euroCall s k t_n isteine europdische Call-Option mit dem Austibungspreis k
und der Falligkeit t_n, die mit der Anzahl der gesamten Zeitschritten gemessen
wird. s ist der Anfangskurs ihres Basiswerts.

euroPut :: StartPrice -> Strike —-> Date -> Contract

euroPut s k t_n = get 0 t_n EBA NoBar correct $ cTruncate t_n
(at [t_n] (cMax zero (sub (konstE k)
(underlying s))))

euroPut s k t_n ist eine europdische Put-Option mit dem Anfangskurs ihres
Basiswerts s, dem Austibungspreis k und der Falligkeit t_n.

amerCall :: StartPrice -> Strike -> Date -> Contract

amerCall s k t_n = get 0 t_n EBA NoBar correct $ cTruncate t_n
(at [0..t_n] (cMax zero (sub (underlying s)
(konstE k))))

amerCall s k t_n ist eine amerikanische Call-Option mit dem Anfangskurs
ihres Basiswerts s, dem Austibungspreis k und der Falligkeit t_n.

amerPut :: StartPrice -> Strike -> Date -> Contract

amerPut s k t_n = get 0 t_n EBA NoBar correct $ cTruncate t_n
(at [0..t_n] (cMax zero (sub (konstE k)
(underlying s))))

amerPut s k t_n ist eine amerikanische Put-Option mit dem Anfangskurs ih-
res Basiswerts s, dem Austibungspreis k und der Falligkeit t_n.
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4.2. Bewertungsfunktion fur Single-Asset-Optionen

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Bewertungsfunktion unseres Konzepts
zur Bewertung der Single-Asset-Optionen, welche eng mit den primitiven Kon-
struktoren aus Abschnitt 4.1 zusammenarbeiten wird. Eine wichtige Vorausset-
zung der Zusammenarbeit liegt an einer geeigneten Bewertungsstruktur fiir die
Bewertungsfunktion.

4.2.1. Bewertungsstruktur und zugehérige Operatoren

Fur die Implementierung des Peyton-Jones’ Konzepts hat Anton van Straaten ei-
ne passende Bewertungsstruktur PR a entworfen, die einer zweidimensionalen
Liste in Haskell entspricht, namlich der Liste von Listen der Knoten eines Bi-
nomialbaumes im selben Zeitschritt (siche Abbildung 3.2). Leider erlaubt jeder
Baumknoten in van Straatens Design nur einen Wert, was fir unser Konzept
ungeeignet ist. In unsem Konzept kommen oft eine Reihe von Werten in einem
Baumknoten vor, wenn es beispielsweise um Optionen auf Lookback-Basiswerte
oder asiatische Basiswerte geht. Zweckmaflig setzen wir in jedem Knoten wie-
derum eine Liste, die beliebige Anzahl von Werten speichern kénnte. Der genaue
Haskell-Datentyp der Bewertungsstruktur in unserem Konzept wird wie folgt
dargestellt:

newtype BTree knoten = BTree {unBT :: [TCol knoten]}
deriving Show

type TCol knoten = [[knoten]]

Der Datentyp TCol knoten beschreibt die Zeitspalte eines Binomialbaum und
der Datentyp BTree knoten entspricht daher dem ganzen Binomialbaum, wel-
cher wie in Abbildung 4.1 aussieht. Damit die Bewertungsstruktur funktionie-

— 1 1 1 ]

[..
_—
BTree [..]
~__ [

L LI LI L1 |

Abbildung 4.1.: Bewertungsstruktur fir Single-Asset-Optionen
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ren kann, miissen die zugehorigen Operatoren definiert werden. Zunachst lasst
sich BTree knoten in eine Instanz der Typklassen Num und Ord entwickeln (vgl.
Programm 4.2), sodass die fundamentalen Operationen von Num und Ord an den
Datentyp BTree knoten vererbt werden kénnen.

Programm 4.2: Fundamentale Operatoren auf BTree knoten bzgl. Typklassen
Num und Ord far Single-Asset-Optionen

instance Num a => Num (BTree a) where

fromInteger = undefined
(+) = 1ift2BTALll (+)
(-) = 1ift2BTA1ll (-)
(%) = 1ift2BTAll (*)
abs = 1iftBT abs
signum = 1iftBT signum

instance Ord a => Ord (BTree a) where
max = 1ift2BTAll max
min = 1ift2BTAll min

Die Funktion 1iftBT f (BTree a) nimmt zunichst die dreidimensionale Liste
a aus dem Typkonstruktor BTree. Danach wird die Ein-Argument-Funktion £
auf jedes nicht-triviale Element innerhalb der Liste ¢« angewendet. AnschlieBend
kapselt die Ausgabeliste wieder in den Typkonstruktor BTree ein. So hat etwa

1iftBT abs $ BTree [[[-1]],[[],([]],([[-2],[-3,-4],[-5]]]
das Ergebnis
ceexry, tel, 011, 002y, 03,41, (5111

Die Funktion 1ift2BTA1l f a b wendet die Zwei-Argument-Funktion f auf je-
den Knoten des Baumes a und den entsprechenden Knoten des Baumes b in
der gleichen Position an. Wir bemerken, dass jeder Baumknoten in unserer Be-
wertungsstruktur einer eindimensionalen Liste entspricht. Bei der Ausfuhrung
der Funktion 1ift2BTA11 gibt es in unserem Konzept zwei verschiedene Falle:

¢ Der Knoten k des Baumes a und der entsprechende Knoten k’ des Baumes
b haben die gleiche Lange. In diesem Fall wird die Funktion zipWwith f k
k’ (siehe Seite 203) aufgerufen. Beispielsweise haben wir:

1a = BTree [[[1]],I[(2,2],(2,2]),I(2,2,1],(2,1,2],(1,1,1]]]
2 b = BTree [[[2]],[[2,1],([1,1]],1(2,2,2],12,2,2],12,2,2]]]

Nach der Ausfiihrung des Haskell-Ausdruckes

1max $ a b

erhalten wir das folgende Ergebnis:
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1 BTree [[[2]],([[2,2],(2,2]1],112,2,2],1(2,2,2],1[2,2,2]]]

e Einer der beiden Knoten hat nur ein Element. O. B. d. A. nehmen wir k =
[x] an. In diesem Fall wird die Funktion map (f x) k’ aufgerufen (siehe
Seite 201). Z. B. haben wir:

1a = BTree [[[1]],([[1],(20],[(2],[1],[1]]1]
2 b = BTree [[[2]],[[2,2],(2,2]],112,2,2],[2,2,2],12,2,2]]]

Nach der Ausfiithrung des Haskell-Ausdruckes a + b erhalten wir das fol-
gende Ergebnis:

1 BTree [[[3]],[[3,31,103,311,1[3,3,31,103,3,3],1[3,3,3111

Die Operatoren in Programm 4.2 sind lediglich die fundamentalen Operatoren
auf BTree knoten. Diese gentigen jedoch nicht fir unser Konzept. Deshalb wol-
len wir im Folgenden mithilfe der Funktionen 1iftBT und 11 ft2BTA11 die Men-
ge der zugehorigen Operatoren von BTree knoten erweitern, die alle wichtigen
zusatzlichen Operatoren enthalt. Wir fangen mit den arithmetische Operatoren
an (siehe Programm 4.3).

Programm 4.3: Zusatzliche arithmetische Operatoren auf BTree knoten fUr
Single-Asset-Optionen

expBT, 1logBT :: BTree Double —-> BTree Double

expBT = 1iftBT exp

logBT = 1iftBT log

logbase :: Double —-> BTree Double —-> BTree Double
logbase a = 1iftBT (logBase a)

(%") :: BTree Double —-> Double —> BTree Double
(") ¢ a = 1iftBT (\x —> X *%x a) cC

Die Funktionen exp, log, logBase und (*x) sind Standardfunktionen in
Haskell fur reelle Zahlen. So ist exp die nattirliche Exponentialfunktion und
log gibt den nattrlichen Logarithmus ihres Arguments aus. Ferner berechnet
logBase den Logarithmus des zweiten Arguments in der Basis des ersten und
(x+) potenziert das erste Argument mit dem zweiten.

Nun definieren wir einige Vergleichsoperatoren auf BTree knoten in Haskell
(siehe Programm 4.4).

Programm 4.4: Zusatzliche Vergleichsoperatoren auf BTree knoten fir Single-
Asset-Optionen

(%<), (%<=), (%==), (%>=), (%>) :: Ord a => BTree a —-> BTree a
-> BTree Bool
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($<) = 1ift2BT (<)

(%<=) = 1ift2BT (<=)

($==) = 1ift2BT (==)

(%>=) = 1ift2BT (>=)

(%>) = 1ift2BT (>)

In Haskell sind (<), (<=), (==), (>=) und (>) die Standardvergleichsoperato-
ren.

Zum Schluss werden noch ein paar logische Operatoren auf BTree knoten in
Haskell definiert (siehe Programm 4.5).

Programm 4.5: Zusatzliche logische Operatoren auf BTree knoten fur Single-
Asset-Optionen

(%&&), (%11) BTree Bool —> BTree Bool —> BTree Bool
(%&&) = 1ift2BTAll (&&)

(%11) = 1ift2BTAL1Ll (| ])

notBT BTree Bool —> BTree Bool

notBT = 1iftBT not

Die Standardlogikfunktionen in Haskell sind (&&), (|]) und not, wobei (&&)
die Konjunktion, (| |) die Disjunktion und not die Negation darstellt.

4.2.2. Implementierung der Bewertungsfunktion

In diesem Unterabschnitt gehen wir auf die Bewertungsfunktion fur Single-
Asset-Optionen ein, die eng mit den primitiven Konstruktoren und der Bewer-
tungsstruktur zusammenarbeiten muss. Die Bewertungsfunktion besteht aus
zwei Teilen. Der erste ist die Bewertungsfunktion eval mit einem normalen fi-
nanziellen Kontrakt als Argument, die einen reellen Binomialbaum ausgibt (sie-
he Programm 4.6).

Programm 4.6: Bewertungsfunktion bzgl. eines reellen Binomialbaumes fur
Single-Asset-Optionen

eval Contract -> BTree Double

eval Zero = bigK 0.0

eval (One k) = exch EUR k

eval (Column t o) = makeCol t o

eval (cl ‘Add' c2) (eval cl) + (eval c2)
eval (cl ‘Sub‘' c2) (eval cl) - (eval c2)
eval (o ‘Scale‘' c¢) (bigK o) * (eval c)
eval (cl ‘Multi' c2) (eval cl) *= (eval c2)
eval (cl ‘Max' c2) = max (eval cl) (eval c2)
eval (cl ‘Min‘' c2) = min (eval cl) (eval c2)
eval (Exp c) expBT (eval c)
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eval (Power o c) = (eval ¢c) %" o
eval (Ln c¢) = logBT (eval c)
eval (Log o c) = logbase o (eval c)
eval (Truncate t c) = takeBT (t+l) (eval c)
eval (At o ¢) = possiblePay o (eval c)
eval (When cO c¢) = payment (evalB c0) (eval c)
eval (If cO0 cl c2) = if (evalBool c0)
then (eval cl) else (eval c2)

eval (Get 0 t e b c0 ¢)
eval (Get tl t2 e b c0 ¢)

discount t e b (evalB c0) (eval c)
backward [[evalC (Get 0 (t2-tl) e Db
(substitute tl ((preisList t1)!!x)
c0) (substitute tl ((preisList t1l)

'1x) ¢))] | x <= [0..t1]]
eval (StartP c) = bigK $ evalC c
eval (Underlying s) = underlyingTree s
eval (MaxUnderlying s) = underlyingMaxT s
eval (MinUnderlying s) = underlyingMinT s
eval (AveUnderlying s) = underlyingAveT s

Dabei konstruieren die primitiven Funktionen in Zeilen 26-29 die verschiede-
nen Typen von S-Biumen einer Single-Asset-Option. Die primitiven Funktionen
in Zeile 20 und Zeile 21 berechnen den V-Baum und die anderen primitiven
Funktionen tragen zu dem C-Baum bei.

Der zweite Teil ist die Bewertungsfunktion evalB mit einem Hilfskontrakt
als Argument, die einen booleschen Binomialbaum zurtickgibt (siehe Programm
4.7).

Programm 4.7: Bewertungsfunktion bzgl. eines booleschen Binomialbaumes fiir
Single-Asset-Optionen

evalB :: Contract -> BTree Bool
evalB Zero = bigK True
evalB (Area tl t2 c) = makeArea tl t2 (evalB c)
evalB (IfB c0 cl c2) = if (evalBool c0)

then (evalB cl) else (evalB c2)
evalB (cl ‘LargerAS"‘ c2) = (eval cl) %> (eval c2)
evalB (cl ‘SmallerAS' c2) = (eval cl) %< (eval c2)
evalB (cl ‘Equal‘ c2) = (eval cl) %== (eval c2)
evalB (cl ‘And' c2) = (evalB cl) %&& (evalB c2)
evalB (cl ‘Or' c2) = (evalB cl) %|| (evalB c2)
evalB (Not c) = notBT (evalB c¢)
evalB (Truncate t c) = takeBT (t+l1l) (evalB c)

Wenn wir den V-Baum einer Instanz ¢ vom Datentyp Contract bewerten méch-
ten, fihren wir einfach den Befehl eval ¢ aus. Dabei werden einige Teile von
c automatisch durch die Funktion evalB bewertet. Somit fassen wir die Bewer-
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tungsfunktion evalB als eine Begleitfunktion der Bewertungsfunktion eval auf.
Beim Pattern-Matching von eval und evalB gentigt es wie in der Diskussion
des Peyton-Jones’ Konzeptes (siche Unterabschnitt 3.2.2), die primitiven Funk-
tionen aller primitiven Konstruktoren von Contract zu implementieren. Die Be-
deutungen aller primitiven Funktionen in eval und evalB werden im Folgenden
der Reihe nach genau erklart:

Programm 4.6, Zeile 2 und Programm 4.7, Zeile 2: Gegeben sei ein reeller
oder boolescher Wert a. Die primitive Funktion bigK a stellt einen reellen
oder booleschen Binomialbaum dar, dessen Knoten alle gleich dem Wert a
sind. Deshalb ist eval Zero gleich

BIree [[[0.0]],[[0.0],([0.00),([0.0],[0.0],[0.0]1]..]

Und das Ergebnis von evalB Zero lautet:

BTree [[[Trxrue]], [[True], [True]l], [[True], [True], [True]]..]

Programm 4.6, Zeile 3: Die primitive Funktion exch k k2 reprasentiert
einen in Wahrung k2 ausgedruckten reellen Binomialbaum durch einen in
Wahrung k ausgedriickten reellen Binomialbaum unter Verwendung eines
vordefinierten Wechselkurses zwischen den Wahrungen k und k2. Z. B.
liefert exch EUR USD das Ergebnis:

BTree [[[0.68]],1[0.68]1,[0.6811,[[0.68],[0.68]1,[0.6811..1

Programm 4.6, Zeile 4: Die primitive Funktion makeCol t o erstellt einen
Binomialbaum, dessen Knoten im Zeitschritt t alle gleich [o] sind, wéah-
rend die anderen Knoten alle leere Listen sind. So hat etwa makeCol 1 2
das Ergebnis:

BTree [[[]],((2]),12]], (0], 01, 00]..]

Programm 4.6, Zeile 5-14: Die primitiven Funktionen (+), (=), (), max,
min, expBT, (%$"), logBT und logbase, die die zugehoérigen Operatoren auf
dem Datentyp BTree Double sind, wurden bereits in den Programmen 4.2
und 4.3 genau erklart.

Programm 4.6, Zeile 15 und Programm 4.7, Zeile 12: Die primitive Funk-
tion takeBT t b nimmt nur die ersten t Spalten des Binomialbaumes b.
Z. B. ist takeBT 3 (bigK 1) gleich

BTree [[[1]),((2],[1]],001],([1],[1]]]

und takeBT 2 (bigK False) ist gleich:

BTree [[[Falsel], [[False], [False]]]
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Programm 4.6, Zeile 16: Durch die primitive Funktion possiblePay o b
behalt sich der Binomialbaum b alle Knoten in den Zeitspalten vor, die der
Datenliste o entsprechen. Das Ergebnis von possiblePay [0,2] (bigK
1) ist:

BTree [[[1]],((), 0], 002], 02,0110, 000,00, 00,00]..]

Programm 4.6, Zeile 17: Durch die primitive Funktion payment bl b2
wandelt sich der reelle Binomialbaum b2 gemaf3 der folgenden Regel um.
Alle Knoten von b2, die leere Listen sind, bleiben unverandert. Ein nicht-
leerer Knoten von b2 bleibt ebenfalls derselbe, falls der entsprechende Kno-
ten von bl gleich [True] ist. Andernfalls wird sich dieser Knoten in eine
Liste von Nullen mit derselben Lange umwandelt. Z. B. haben wir:

bl = BTree [[[False]],
[False]]]
b2 = BTree [[[]1,[[1],

[[True], [False]], [ [True], [False],

(111, 0021,12,2],[2]1]]

Die Ausgabe von payment bl b2 ist:
BTree [[[]]1,(011,(011,[(21,10,0],10111

Programm 4.6, Zeile 18 und Programm 4.7, Zeile 4: Die Funktion
evalBool c gibt den booleschen Wert aus dem Anfangsknoten des boo-
leschen Binomialbaumes evalB c aus.

Programm 4.6, Zeile 20: Die primitive Funktion discount ist die Kern-
funktion unseres Konzepts, die durch den Schliisselkontrakt Get mit dem
Anfangszeitpunkt null ausgeldst wird:

discount :: Date -> ExType —-> Barrier —-> BTree Bool ->
BTree Double —-> BTree Double

discount t e b (BTree c0) (BTree c) =

case (e,b) of
(EBA, NoBar) —-> BTree $ discountEBA t c¢
(LBB, NoBar) —> BTree $ discountlBB t c
(LBS, NoBar) —> BTree $ discountLBS t c
(ASI s, NoBar) -> BTree $ discountASI t s c
(EBA, Out rbt) —> BTree $ discountEBAOut t rbt c0 c
(LBB, Out rbt) -> BTree $ discountLBBOut t rbt c0 c
(LBS, Out rbt) —> BTree $ discountLBSOut t rbt c0 c
(AST s, Out rbt) —-> BTree $ discountASIOut t rbt s c0 c
(EBA, In rbt) -> BTree $ discountEBAIn (t,t) rbt

(discountEBA t c¢) c0 c
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17

18

19

20

21

22

10

11

12

13

(LBB, In rbt) -> BTree $ discountLBBIn (t,t) rbt
(discountlBB t c¢) c0 c

(LBS, In rbt) -> BTree $ discountLBSIn (t,t) rbt
(discountlBS t c) cO0 c

(AST s, In rbt) -> BTree $ discountASIIn (t,t) rbt s

(discountASI t s ¢) c0 ¢

wobei rbt die Ruckverglitung einer Barriere-Option bezeichnet und die pri-
mitive Funktion discount ruckwarts vom Zeitschritt t bis zum Zeitschritt
null durchgefiihrt wird. Die primitive Funktion discount unterteilt sich in
zwolf spezielle Falle, die den Kombinationen von vier Typen des Basiswertes
aus dem Datentyp ExType und drei Arten der Barriere aus dem Datentyp
Barrier entsprechen. Die vier Typen des Basiswertes sind der normale Ba-
siswert (EBA), der maximale Basiswert (LBB), der minimale Basiswert (LBS)
und der durchschnittliche Basiswert (ASI s). Die drei Arten der Barriere
sind erstens “ohne Barriere” (NoBar), zweitens “mit Knock-Out-Barriere”
(Out rbt), drittens “mit Knock-In-Barriere” (In rbt).

Die ersten vier Falle ohne Barriere werden als Spezialfa"lle der Variante mit
Knock-Out-Barriere aufgefasst:

discountEBA :: Date —-> [TCol Double] -> [TCol Double]
discountEBA t ps = discountEBAOut t 0 (konstSlices True) ps

discountLBB :: Date —-> [TCol Double] -> [TCol Double]
discountLBB t ps = discountLBBOut t 0 (konstSlices True) ps

discountLBS :: Date —> [TCol Double] —> [TCol Double]
discountLBS t ps = discountLBSOut t 0 (konstSlices True) ps

discountASI :: Date —-> Double -> [TCol Double] -—>
[TCol Double]
discountASI t s ps = discountASIOut t 0 s (konstSlices True)

rs

Dabei ergibt sich aus konstSlices True ein Binomialbaum ohne den Typ-
konstruktor BTree, dessen Knoten alle gleich [True] sind. Infolgedessen
werden wir uns nur auf die anderen acht Falle konzentrieren, die vier Falle
mit Knock-Out-Barriere und die vier Falle mit Knock-In-Barriere:

- Die Funktion discountEBAOut berechnet gemafs Algorithmus 17 aus
Anhang B gemaf3 den V-Baum einer Single-Asset-Option auf den nor-
malen Basiswert mit der Knock-Out-Barriere, die durch (EBZA, Out
rbt) gekennzeichnet wird.

- Die Funktion discountLBBOut berechnet gemafs Algorithmus 19 aus
Anhang B gemaf3 den V-Baum einer Single-Asset-Option auf den ma-
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—

ximalen Basiswert mit der Knock-Out-Barriere, die durch (LBB, Out
rbt) gekennzeichnet wird.

— Die Funktion discountLBSOut berechnet gemafs Algorithmus 21 aus
Anhang B gemafl den V-Baum einer Single-Asset-Option auf den mi-
nimalen Basiswert mit der Knock-Out-Barriere, die durch (LBS, Out
rbt) gekennzeichnet wird.

- Die Funktion discountASIOut berechnet gemafs Algorithmus 23 aus
Anhang B gemafl den V-Baum einer Single-Asset-Option auf den
durchschnittlichen Basiswert mit der Knock-Out-Barriere, die durch
(ASI s, Out rbt) gekennzeichnet wird.

— Die Funktion discountEBAIn bewertet gemaf3 Algorithmus 18 aus An-
hang B geméf3 den V-Baum einer Single-Asset-Option auf den norma-
len Basiswert mit der Knock-In-Barriere, die durch (EBA, In rbt)
gekennzeichnet wird.

- Die Funktion discountLBBIn bewertet geméaf3 Algorithmus 20 aus An-
hang B gemaf3 den V-Baum einer Single-Asset-Option auf den maxi-
malen Basiswert mit der Knock-In-Barriere, die durch (ILBB, In rbt)
gekennzeichnet wird.

— Die Funktion discountLBSIn bewertet gemaf3 Algorithmus 22 aus An-
hang B gemafl den V-Baum einer Single-Asset-Option auf den mini-
malen Basiswert mit der Knock-In-Barriere, die durch (LBS, In rbt)
gekennzeichnet wird.

- Die Funktion discountASIIn bewertet gemaf Algorithmus 24 aus An-
hang B gemifl den V-Baum einer Single-Asset-Option auf den durch-
schnittlichen Basiswert mit der Knock-In-Barriere, die durch (ASI s,
In rbt) gekennzeichnet wird.

Programm 4.6, Zeile 21: Die Signatur der primitiven Funktion backward
lautet:

backward :: TCol Double —-> BTree Double

wobei backward 1 alle Knoten des Zeitpunkts 1 gemaf3 Formel (2.1) schritt-
weise auf den Zeitpunkt null diskontiert. Dabei bilden alle ausgerechneten
Knoten zusammen mit dem Typkonstruktor BTree wieder einen Binomial-
baum. Die Funktion evalC c gibt den reellen Wert aus dem Anfangsknoten
des reellen Binomialbaumes eval c aus. Der Kontrakt substitute t sl
c verschiebt den Kontrakt ¢ vom Zeitpunkt null zum Zeitpunkt t, wobei s1
den Anfangswert des Basiswertes von substitute t sl c bezeichnet.

Programm 4.6, Zeile 25: Die primitive Funktion bigK und die Funktion
evalC wurden bereits auf Seite 77 und 80 vorgestellt.
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e Programm 4.6, Zeile 26: Die primitive Funktion underlyingTree s ent-
wickelt gemaf Algorithmus 3 den S-Baum einer Single-Asset-Option im
CRR-Modell mit dem Anfangskurs s, also den Binomialbaum des norma-
len Basiswerts.

e Programm 4.6, Zeile 27: Die primitive Funktion underlyingMaxT s ent-
wickelt gemaf3 Algorithmus 10 den S™*”-Baum einer Single-Asset-Option
im CRR-Modell mit dem Anfangskurs s, also den Binomialbaum des maxi-
malen Basiswerts.

e Programm 4.6, Zeile 28: Die primitive Funktion underlyingMinT s ent-
wickelt geméaf3 Algorithmus 11 den S™"-Baum einer Single-Asset-Option
im CRR-Modell mit dem Anfangskurs s, also den Binomialbaum des mini-
malen Basiswerts.

e Programm 4.6, Zeile 29: Die primitive Funktion underlyingAveT s ent-
wickelt gemaf3 Algorithmus 12 den S$*“-Baum einer Single-Asset-Option im
CRR-Modell mit dem Anfangskurs s, also den Binomialbaum des durch-
schnittlichen Basiswerts.

e Programm 4.7, Zeile 3: Durch die primitive Funktion makeArea tl1 t2 b
werden alle Knoten des booleschen Binomialbaumes b zwischen den Zeit-
punkten t1 und t2 unverandert gelassen. Die anderen Knoten von b sind
alle gleich [True].

e Programm 4.7, Zeile 6-8: Die primitiven Funktionen (%>), (%$<) und
($==), die die Vergleichsoperatoren mit dem Ausgabedatentyp BTree Bool

sind, haben wir bereits in Programm 4.4 genau erlautert.

e Programm 4.7, Zeile 9-11: Die primitiven Funktionen (%&&), (%11) und
notBT, die die logischen Operatoren auf dem Datentyp BTree Bool sind,
wurden in Programm 4.5 genau erklart.

Wie bereits erwdhnt, kann die Bewertungsfunktion eval den V-Baum eines fi-
nanziellen Kontraktes ¢ :: Contract berechnen, wobei der Anfangsknoten des
V-Baumes zum Zeitpunkt null dem fairen Preis von c entspricht. Somit kénnen
wir durch die folgende Haskell-Funktion den fairen Preis von c¢ unmittelbar
bewerten:

evalCon :: Input —-> Contract —-> Double
evalCon (startPrice, rate, dividend, volatility, lifeTime, t_N)
= head . head . head . unBT . eval

Dabei beinhaltet der Datentyp Input (siehe Seite 64) alle wichtige Informationen
einer Single-Asset-Option, etwa den Anfangskurs des Basiswertes (startPrice),
den risikolosen Zinssatz (rate), die stetige Dividendenrendite des Basiswertes
(dividend), die Volatilitit der Option (volatility), die Falligkeit der Option
(1ifeTime) sowie die Anzahl der gesamten Zeitschritte (t_N).
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4.3. Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir unseren eindimensionalen Algorithmus fiir die
Single-Asset-Optionen tberpriifen und die dabei gesammelten numerischen Er-
fahrungen darstellen. Hierbei sehen wir von der Betrachtung der Effizienz des
Algorithmus ab, da eine schnelle Bewertung mit dem allgemeinen Algorithmus
nicht moéglich ist. Im Folgenden legen wir den Schwerpunkt auf die Bewertungs-
fahigkeit des Algorithmus den Umfang seiner Anwendung.

Ein vollstindiges numerisches Beispiel besteht hier aus zwei Teilen: Die Kon-
struktion der betreffenden Single-Asset-Option in Haskell und das Bewertungs-
ergebnis. Wir wollen zuerst anhand eines einfachen Beispiels die Vorgehenswei-
se der Konstruktion einer Option und den Bewertungsvorgang schrittweise de-
monstrieren.

4.3.1. Demonstration

Das ausgewdhlte Beispiel zur Demonstration ist ein bermudischer Down-and-
Out-Call mit der Auszahlungsfunktion zum Austbungszeitpunkt ¢:

— +. i
(S(t)—50)" -1 {tg[lol,r%] S(t) > 44.55} : 4.1)

Der Anfangskurs des Basiswertes S(0) ist 50 € und seine Volatilitat ist 0.4. Der
Basiswert hat keine Dividendenrendite, der risikolose Zinssatz liegt bei 0.1 und
die Laufzeit bzw. Falligkeit der Option betragt finf Monate. Die Auszahlungster-
mine liegen an den Enden des ersten, dritten und flinften Monats. Des weiteren
ist die Anzahl der gesamten Zeitschritte der Einfachheit halber auf 5 gesetzt.
In der folgenden Tabelle listen wir die Eingabedaten gemaf3 unseren Notationen
auf:

(SO [ rfglo | T [N|] Ta |
[50€[0.1]0]04]5/12] 5 | {ti,ts,15) |

In unserem Haskell-Programm fassen wir die wichtigen Eingabedaten der Op-
tion in einem Objekt des Datentyps Input zusammen:

1 input = (50, 0.08, 0.03, 0.2, 0.5, 1000) :: Input

Nun konstruieren wir Schritt fir Schritt die Option mittels der Konstruktions-
funktionen aus unserem eindimensionalen Konzept.

e Konstruktion der Auszahlung
(S(t) —50)7 : 4.2)

— Die Darstellung des Austibungspreises 50 € in Haskell lautet:
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scale 50 (one EUR)

Die Haskell-Form fur den Basiswert S(¢) mit Anfangskurs 50 € ist:

underlying 50

Die Haskell-Form fur die Subtraktion innerhalb der beiden Klammern
der Formel (4.2) ist:

sub (underlying 50) (scale 50 (one EUR))

Somit lautet die Haskell-Darstellung der Formel (4.2):

cMax zero (sub (underlying 50) (scale 50 (one EUR)))

Falls wir die Menge der Auszahlungstermine 74 berticksichtigen, er-
halten wir die Haskell-Form:

at [1,3,5] (cMax zero (sub (underlying 50) (scale 50
(one EUR))))

Ferner konnen wir die Haskell-Form der Formel (4.2) erweitern:

payment = cTruncate 5 (at [1,3,5] (cMax zero (sub
(underlying 50) (scale 50 (one EUR)))))

Hierdurch kann die Falligkeit der Option klar aufgezeigt werden.

e Konstruktion des Kriteriums der Knock-Out-Barriere

min S(¢) > 44.55 : (4.3)
te[0,7

Die Darstellung der Barriere 44.55 € in Haskell lautet:

scale 44.55 (one EUR)

Die Haskell-Form fur den Basiswert S(¢) mit Anfangskurs 50 € ist:

underlying 50
Das Kriterium (4.3) bzw. seine aquivalente Form
YVt € [0,T] : S(t) > 44.55

ist daher in Haskell wie folgt dargestellt:

largerAS (underlying 50) (scale 44.55 (one EUR))

Durch die Konstruktionsfunktion cTruncate beschrankt sich die Be-
urteilung des Barriere-Kriteriums nur auf die Falligkeit der Option:

83



4. Projekt fiir Single-Asset-Optionen

1 barriereOut = cTruncate 5 (largerAS (underlying 50)
2 (scale 44.55 (one EUR)))

e Einsetzen von Auszahlung und Knock-Out-Barriere in die Normalform der
Option:

Unter Verwendung der Konstruktionsfunktion get (siehe Seite 67) erhalten
wir die Option beispielOption als:

1 beispielOption = get 0 5 EBA (Out 0) barriereOut
2 payment

oder ausfiihrlich:

1 beispielOption = get 0 5 EBA (Out 0) (cTruncate 5

2 (largerAS (underlying 50) (scale 44.55

3 (one EUR)))) (cTruncate 5 (at [1,3,5]

4 (cMax zero (sub (underlying 50) (scale 50
5 (one EUR))))))

Abbildung C.1 aus Anhang C wandelt die obige Normalform von beispiel-
Option in eine Ubersichtlich zerlegte Baumdarstellung um. Im Folgenden wollen
wir anhand dieser zerlegten Baumdarstellung und einer Reihe von Abbildungen
aus Anhang C den Bewertungsvorgang des Haskell-Befehls

1 eval beispielOption

Schritt fur Schritt erklaren.

e Abbildung C.2 zeigt den Bewertungsbaum von eval $ one EUR bzgl. der
Auszahlung mittels der Bewertungsform exch EUR EUR.

e In Abbildung C.3 ist der Bewertungsbaum von eval $ scale 50
(one EUR) bzgl. der Auszahlung mittels der Bewertungsform (bigK 50)
* (exch EUR EUR) dargestellt.

e Abbildung C.4 zeigt den Bewertungsbaum von eval $ underlying 50
bzgl. der Auszahlung mittels der Bewertungsform underlyingTree 50,
der dem S-Baum der Option entspricht.

e Abbildung C.5 zeigt den Bewertungsbaum von

1 eval $ sub (underlying 50) (scale 50 (one EUR))

bzgl. der Auszahlung mittels der Bewertungsform

1 (underlyingTree 50) - ((bigK 50) x (exch EUR EUR))

e Abbildung C.6 zeigt den Bewertungsbaum von eval zero bzgl. der Aus-
zahlung mittels der Bewertungsform bigKk 0.0.
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e In Abbildung C.7 ist der Bewertungsbaum von

1 eval $ cMax zero (sub (underlying 50) (scale 50 (one EUR)))

bzgl. der Auszahlung mittels der Bewertungsform

1 max (bigK 0.0) $
2 (underlyingTree 50) - ((bigK 50) x (exch EUR EUR))

dargestellt.

e Abbildung C.8 zeigt den Bewertungsbaum von

1 eval $ at [1,3,5] (cMax zero (sub (underlying 50)
2 (scale 50 (one EUR))))

bzgl. der Auszahlung mittels der Bewertungsform
1 possiblePay [1,3,5] $ max (bigK 0.0) ((underlyingTree 50) -
2 ((bigK 50) #* (exch EUR EUR)))

e In Abbildung C.9 ist der Bewertungsbaum von

eval $ cTruncate 5 (at [1,3,5] (cMax zero (sub
2 (underlying 50) (scale 50 (one EUR)))))

—

bzgl. der Auszahlung mittels der Bewertungsform

takeBT 6 $ possiblePay [1,3,5] (max (bigK 0.0)
2 ((underlyingTree 50) - ((bigK 50) % (exch EUR EUR))))

—

dargestellt. Dieser Binomialbaum entspricht dem C-Baum der Option.

e Abbildung C.10 zeigt den Bewertungsbaum von eval $ one EUR bzgl. des
Barriere-Kriteriums mittels der Bewertungsform exch EUR EUR.

e In Abbildung C.11 ist der Bewertungsbaum von eval $ scale 44.55
(one EUR) bzgl. des Barriere-Kriteriums mittels der Bewertungsform (bigK
44.55) = (exch EUR EUR) dargestellt.

e Abbildung C.12 zeigt nochmals den Bewertungsbaum von eval $ underly
ing 50 bzgl. des Barriere-Kriteriums mittels der Bewertungsform underly
ingTree 50, der dem S-Baum der Option entspricht.

e In Abbildung C.13 ist der boolesche Bewertungsbaum von

evalB $ largerAS (underlying 50) (scale 44.55 (one EUR))

—

bzgl. des Barriere-Kriteriums mittels der Bewertungsform

1 (underlyingTree 50) %> ((bigK 44.55) % (exch EUR EUR))
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dargestellt.

e Abbildung C.14 zeigt den booleschen Bewertungsbaum von
1 evalB $ cTruncate 5 (largerAS (underlying 50)
2 (scale 44.55 (one EUR)))

bzgl. des Barriere-Kriteriums mittels der Bewertungsform

1 takeBT 6 $ (underlyingTree 50) %>
2 ((bigK 44.55) % (exch EUR EUR))

Die letzte Abbildung, Abbildung C.15, zeigt den Bewertungsbaum von eval
beispielOption mittels der Bewertungsform

discount 5 EBA (Out 0) (takeBT 6 $ (underlyingTree 50) %>

1

2 ((bigK 44.55) % (exch EUR EUR))) (takeBT 6 $ possiblePay

3 [1,3,5] (max (bigK 0.0) ((underlyingTree 50) - ((bigK 50) =
4 (exch EUR EUR)))))

Dieser Binomialbaum entspricht dem V-Baum der Option.

Weil der Wert am Anfangsknoten des V-Baumes genau dem durch das Bino-
mialmodell simulierten Preis der Option entspricht, kénnen wir diesen direkt
durch die Haskell-Funktion evalCon input beispielOption ermitteln.

4.3.2. Bewertungsbeispiele

In diesem Unterabschnitt werden wir eine Reihe von unterschiedlichen Single-
Asset-Optionen durch unseren eindimensionalen Algorithmus bewerten. Da die-
se Optionen zu vielen verschiedenen Klassen gehéren und daher vielfaltige
Bewertungsmoglichkeiten haben, ist es sehr aufwendig, die Referenzwerte fiir
die numerischen Ergebnisse aller ausgewdhlten Optionen selbstandig zu be-
stimmen. Um dieses Verfahren zu vereinfachen haben wir solche Single-Asset-
Optionen ausgewahlt, die bereits in einigen wissenschaftlichen Artikeln zur Op-
tionsbewertung bewertet wurden. Dabei verwenden wir die in diesen Artikeln
ermittelten Optionswerte als Referenzwerte fiir die numerischen Ergebnisse un-
seres eigenen Algorithmus. Diese wissenschaftlichen Artikel sind [1], [14], [34]
und [35]. Einige der Referenzwerte sind analytische Losungen, d. h. sie ergeben
sich direkt aus der Black-Scholes-Formel. Die tibrigen werden durch passende
numerische Methoden berechnet.

Beispiel I: Europdische Call-Option
Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit T ist:
(S(T) — 105)"

mit den Parameter:
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(SO [ rlg[o [T[ N[ Ta |
[100€ [ 0.2]0]0.3]0.5] 1000 | {f1000} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input
input = (100, 0.2, 0, 0.3, 0.5, 1000)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract
contract = euroCall 100 105 1000

wobei es sich bei euroCall um eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterba-
ren Bibliothek handelt (sieche Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 10.97 €,
wahrewnd der entsprechende Referenzwert 10.89 € betragt. Dieses Beispiel und
der Referenzwert stammen aus dem Buch [35] von Zhang.

Beispiel II: Europdische Put-Option
Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit T ist:

(105 — S(T)*

mit den Parameter:

(SO [ rlg[o [T[ N[ Tu |
[100€]0.2[0[0.3]0.5 1000 | {tio00} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input
input = (100, 0.2, 0, 0.3, 0.5, 1000)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract
contract = euroPut 100 105 1000

wobei euroPut eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterbaren Bibliothek ist
(siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 5.979 € und
der entsprechende Referenzwert ist 5.898 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [35] von Zhang.
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Beispiel lll: Amerikanische Call-Option
Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit ¢t € [0, 7] ist:
(S(t) —105)"

mit den Parameter:
(SO | r [ g [o [T[N] Ta |
| 100€ [ 0.08 [ 0.12 [ 0.2 [ 1 [ 800 | {to, ..., ts00} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input
input = (100, 0.08, 0.12, 0.2, 1, 800)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract
contract = amerCall 100 100 800

wobei es sich bei amerCall um eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterba-
ren Bibliothek handelt (siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist6.1211 € und
der entsprechende Referenzwert betragt 6.1750 €. Das Beispiel und der Referenz-
wert stammen aus dem Buch [35] von Zhang.

Beispiel IV: Amerikanische Put-Option

Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit ¢t € [0, 7] ist:
(105 — S(t))*"

mit den Parameter:

(SO | r[o[o [T[N] Ta |
[100€]01]0]02]1/3] 4 |{to,...,ta} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input

input = (100, 0.1, 0, 0.2, 1/3, 4)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract
contract = amerPut 100 100 4

wobei amerPut eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterbaren Bibliothek ist
(siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 3.288 € und
der entsprechende Referenzwert liegt bei 3.29 €. Das Beispiel und der Referenz-
wert stammen aus dem Buch [35] von Zhang.
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Beispiel V: Europdische Asiatische Call-Option

Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit T ist:

.\
G /0 Syt - 50)

mit den Parameter:

(5@ r [o]o [T[N] Ty |
|50€]0.1]0[04]1]60] {teo} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

1 input :: Input
2 input = (50, 0.1, 0, 0.4, 1, 60)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

1 contract :: Contract

2 contract = get 0 60 (ASI 50) NoBar correct $ cTruncate 60
3 (at [60] (cMax zero (sub (aveUnderlying 50)

4 (konstE 50))))

wobei correct und konstE Konstruktionsfunktionen aus der erweiterbaren Bi-
bliothek sind (siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 5.59 € und
der entsprechende Referenzwert ist 5.62 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [14] von Hull.

Beispiel VI: Amerikanische Asiatische Call-Option

Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit ¢ € [0, T ist:
1t *
( / S(#)dt' — 50)
tJo

(SO [ r lglo [TIN] Ta |
150€]01]0[04]1][60]{to,.--,te0} |

mit den Parameter:

Der entsprechende Haskell-Code ist:

1 input :: Input
2 input = (50, 0.1, 0, 0.4, 1, 60)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:
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contract :: Contract

contract = get 0 60 (ASI 50) NoBar correct $ cTruncate 60
(at [0..60] (cMax zero (sub (aveUnderlying 50)
(konstE 50))))

wobei correct und konstE Konstruktionsfunktionen aus der erweiterbaren Bi-
bliothek sind (siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 6.19 € und
der entsprechende Referenzwert ist 6.17 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [14] von Hull.

Beispiel VII: Forward-Start-Call-Option

Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit T > 7" ist:
(S(T) = S(T")"

mit den Parameter:

SO [r [ g [ o [T[T|N] Ta |
[50€[0.1]0.05]0.15] 1]0.5]200 [ {tao0} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input
input = (50, 0.1, 0.05, 0.15, 1, 200)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract

contract = get 100 200 EBA NoBar correct $ cTruncate 200
(at [200] (cMax zero (sub (underlying 50) (startP
(underlying 50)))))

wobei correct eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterbaren Bibliothek ist
(siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 2.624 € und
der entsprechende Referenzwert ist 2.629 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [35] von Zhang.

Beispiel VIII: Forward-Start-Put-Option

Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit 7' > 7" ist:
(S(T") = S(T))"

mit den Parameter:
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(SO r | g [ o |[T[T[N] Ta |
[50€]0.1]0.05[0.15 [ 1 [0.5]200 [ {ta00} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input

input = (50, 0.1, 0.05, 0.15, 1, 200)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract

contract = get 100 200 EBA NoBar correct $ cTruncate 200
(at [200] (cMax zero (sub (startP (underlying 50))
(underlying 50))))

wobei correct eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterbaren Bibliothek ist
(siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 1.449 € und
der entsprechende Referenzwert ist 1.454 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [35] von Zhang.

Beispiel IX: Europdischer Digital-Call
Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit 7T ist:
1{S(T) > 0.5}

mit den Parameter:
(SO rfglo[T][ N | Ta |
[05€[0.1]0]0.5][0.5]1000 | {ti000} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input
input = (0.5, 0.1, 0, 0.5, 0.5, 1000)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract
contract = get 0 1000 EBA NoBar correct $ cTruncate 1000
(at [1000] (cWhen (largerAS (underlying 0.5) (konstE 0.5)
) (konstE 1)))

wobei correct und konstE Konstruktionsfunktionen aus der erweiterbaren Bi-
bliothek sind (siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 0.4502150 €
und der entsprechende Referenzwert ist 0.4622006 €. Das Beispiel und der Refe-
renzwert stammen aus der Dissertation [34] von Quecke.
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Beispiel X: Amerikanischer Digital-Call
Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit ¢t € [0, 7] ist:
1{S(t) > 0.5}

mit den Parameter:
SO[rlolo [T][N] Ts |
[a€]01]0]05]0.5]1000 | {to,--,t1000} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input
input = (a, 0.1, 0, 0.5, 0.5, 1000)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract
contract = get 0 1000 EBA NoBar correct $ cTruncate 1000
(at [0..1000] (cWhen (largerAS (underlying a) (konstE
0.5)) (konstE 1)))

wobei correct und konstE Konstruktionsfunktionen aus der erweiterbaren Bi-
bliothek sind (siehe Unterabschnitt 4.1.4).
Die Ergebnisse des Haskell-Befehls evalCon input contract sind:

a evalCon input contract | Referenzwert
0.4 € 0.5057639 € 0.4944380 €
0.3 € 0.1341434 € 0.1318085 €
0.2 € 0.0083291 € 0.0079269 €

Das Beispiel und die Referenzwerte stammen aus der Dissertation [34] von Que-
cke.

Beispiel XI: Europdischer Floating-Lookback-Call

Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit T ist:

te[0,7

+
(S(T) — min S(t))

mit den Parameter:

(SO r[g[o [T |N]| Ts |
| 50€]0.1]0][0.4]0.25 [ 200 | {t200} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:
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input :: Input
input = (50, 0.1, 0, 0.4, 0.25, 200)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract
contract = get 0 200 LBS NoBar correct $ cTruncate 200
(at [200] (sub (underlying 50) (minUnderlying 50)))

wobei correct eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterbaren Bibliothek ist
(siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 7.75 € und
der entsprechende Referenzwert ist 8.04 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [14] von Hull.

Beispiel XII: Europdischer Floating-Lookback-Put

Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit T ist:
+
t)—S(T
(ﬁ% S(t) —5( ))

mit den Parameter:
(SO | rfglo | T [N]| Ta |
| 50€]0.1]0][04]0.25[200 | {t200} |
Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input
input = (50, 0.1, 0, 0.4, 0.25, 200)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract
contract = get 0 200 LBS NoBar correct $ cTruncate 200
(at [200] (sub (maxUnderlying 50) (underlying 50)))

wobei correct eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterbaren Bibliothek ist
(siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 7.39 € und
der entsprechende Referenzwert ist 7.79 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [14] von Hull.

Beispiel XIlII: Europdischer Down-and-Out-Call mit Riickvergiitung

Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit T ist:

(S(T)—-98)" -1 {tg[lg’x%] S(t) > 95}

mit den Parameter:
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’ S(0) \ r \ g \ o \ rbt \ T ‘ N ‘ Ta
[100 € [0.08[0.03]0.2] 1 [0.5] 1000 | {ti000} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input

input = (100, 0.08, 0.03, 0.2, 0.5, 1000)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract

contract = get 0 1000 EBA (Out 1) (cTruncate 1000 (largerAS
(underlying 100) (konstE 95))) $ cTruncate 1000
(at [1000] (cMax zero (sub (underlying 100)
(konstE 98))))

wobei konstE eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterbaren Bibliothek ist
(siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 0.669 € und
der entsprechende Referenzwert ist 0.682 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [35] von Zhang.

Beispiel XIV: Europdischer Down-and-In-Call mit Riickvergiitung

Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit T ist:

(S(T) —98)" -1 {tg[l&r%] S(t) < 95}
mit den Parameter:
’ S(0) ‘ r ‘ g ‘ o ‘ rbt ‘ T ‘ N ‘ Tx
| 100 €[ 0.08 [ 0.03 [ 0.2] 1.5 ] 0.5 1000 | {1000} |
Der entsprechende Haskel1-Code ist:

input :: Input

input = (100, 0.08, 0.03, 0.2, 0.5, 1000)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract

contract = get 0 1000 EBA (In 1.5) (cTruncate 1000 (largerAS
(underlying 100) (konstE 95))) $ cTruncate 1000
(at [1000] (cMax zero (sub (underlying 100)
(konstE 98))))

wobei konstE eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterbaren Bibliothek ist
(siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 0.467 € und
der entsprechende Referenzwert ist 0.449 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [35] von Zhang.
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Beispiel XV: Europdischer Down-and-In-Call mit Floating-Barriere
Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit T ist:
(S(T) = 98)* -1 {3t € [0,T] : $(t) < 95 - 41}

mit den Parameter:
(SO | r [ g [o [T]N | Ts |
| 100€ | 0.08 | 0.03 [ 0.2 ] 0.5 [ 1000 | {t1000} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input
input = (100, 0.08, 0.03, 0.2, 0.5, 1000)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract

contract = get 0 1000 EBA (In 0) (cTruncate 1000 (largerEQ
(underlying 100) (funcColumn 1000 (0.5 / 1000)
(\x => 95 * exp (0.04 % x))))) $ cTruncate 1000
(at [1000] (cMax zero (sub (underlying 100)
(konstE 98))))

wobei funcColumn und konstE Konstruktionsfunktionen aus der erweiterbaren
Bibliothek sind (siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 2.878 € und
der entsprechende Referenzwert ist 3.108 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [35] von Zhang.

Beispiel XVI: Europdischer Down-and-Out-Call mit Early-Ending-Barriere
Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit T ist:
(S(T) —98)" -1 { min S(t) > 95}
te[0,%]

mit den Parameter:
(SO [ r [ g [o [T N [ Ta |
| 100 € ] 0.08 | 0.03 [ 0.2 ] 0.5 [ 1000 | {t1000} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input
input = (100, 0.08, 0.03, 0.2, 0.5, 1000)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:
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contract :: Contract

contract = get 0 1000 EBA (Out 0) (cTruncate 1000 (area 0 500
(largerAS (underlying 100) (konstE 95))))
S cTruncate 1000 (at [1000] (cMax zero (sub
(underlying 100) (konstE 98))))

wobei konstE eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterbaren Bibliothek ist
(siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 5.483 € und
der entsprechende Referenzwert ist 5.329 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [35] von Zhang.

Beispiel XVII: Europdischer Down-and-In-Call mit Early-Ending-Barriere
Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit T ist:
(S(T)-98)" -1 { min S(t) < 95}
t€[0, 2]

mit den Parameter:
(5O | r [ g [o [T]| N | Ty |
| 100€ [ 0.08 | 0.03 [ 0.2 [ 0.5 | 1000 | {t1000} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input
input = (100, 0.08, 0.03, 0.2, 0.5, 1000)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract

contract = get 0 1000 EBA (In 0) (cTruncate 1000 (area 0 500
(largerAS (underlying 100) (konstE 95))))
S cTruncate 1000 (at [1000] (cMax zero (sub
(underlying 100) (konstE 98))))

wobei konstE eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterbaren Bibliothek ist
(siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 2.400 € und
der entsprechende Referenzwert ist 2.547 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [35] von Zhang.

Beispiel XVIII: Europdischer Down-and-Out-Call mit Forward-Start-Barriere

Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit T ist:

(S(T) —102)* -1 { min S(t) > 98}

te[ 5,7
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mit den Parameter:
(SO | r[ g [o[T|N]| Ty |
| 100€ [ 0.1 0.05]0.2]0.5] 500 | {ts00} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input

input = (100, 0.1, 0.05, 0.2, 0.5, 500)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract

contract = get 0 500 EBA (Out 0) (cTruncate 500 (area 250 500
(largerAS (underlying 100) (konstE 98))))

S cTruncate 500 (at [500] (cMax zero (sub
(underlying 100) (konstE 102))))

wobei konstE eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterbaren Bibliothek ist
(siehe Unterabschnitt 4.1.4).

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evalCon input contract ist 4.889 € und
der entsprechende Referenzwert ist 5.068 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Buch [35] von Zhang.

Beispiel XIX: Amerikanischer Down-and-In-Put

Die Auszahlungsfunktion der Single-Asset-Option zur Zeit ¢ € [0, T ist:

(100 — S(¢))*" -1 {t/rg[iont] S(t') < H}

mit den Parameter:
(SO r gl [T N] Ta |
| a [0.06]0]0.2]0.5]500 | {to, ..., ts00} |

Der entsprechende Haskell-Code ist:

input :: Input

input = (75, 0.06, 0O, 0.2, 0.5, 500)

Die Konstruktion der Single-Asset-Option in Haskell lautet:

contract :: Contract

contract = get 0 500 EBA (In 0) (largerAS (underlying a)
(konstE H)) $ cTruncate 500 (at [0..500] (sub
(konstE 100) (underlying a)))

wobei konstE eine Konstruktionsfunktion aus der erweiterbaren Bibliothek ist
(siehe Unterabschnitt 4.1.4).
Die Ergebnisse des Haskell-Befehls evalCon input contract sind:
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a H evaluation contract | Referenzwert
80 € | 70 € 8.4346 € 8.8767 €
90 € | 70 € 1.6776 € 1.7136 €
90 € | 80 € 6.9489 € 7.0649 €
100 € | 80 € 1.6989 € 1.7847 €
100 € | 90 € 4.0223 € 4.1244 €
110 € | 90 € 1.2346 € 1.2557 €

Das Beispiel und die Referenzwerte stammen aus dem Buch [1] von Aitsahlia,
Imhof und Lai.
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In diesem Kapitel stellen wir unser multidimensionales Projekt fir Multi-Asset-
Optionen vor. Die Vorgehensweise ist dhnlich der des letzten Kapitels gemaf3
Peyton-Jones’ Konzept. Zuerst konstruieren wir die Multi-Asset-Optionen. Da-
nach entwerfen wir die Bewertungsfunktion. Wir trennen das multidimensiona-
le Projekt deshalb vom eindimensionalen, weil den Projekten verschiedenartige
Konstruktionsideen und Bewertungsmethoden zugrunde liegen, die wir geson-
dert betrachten miissen.

5.1. Konstruktion von Multi-Asset-Optionen

Im Gegensatz zum eindimensionalen Projekt berticksichtigen wir im multidi-
mensionalen Projekt keine Optionen auf maximale, minimale oder durchschnitt-
liche Basiswerte, sondern nur Optionen mit normalen Basiswerten. Dies liegt
daran, dass wegen des hohen Zeitaufwandes die Entwicklung des S-Baumes (ge-
nauer: S™%-Baumes, S""-Baumes und S$%¢-Baumes) einer Multi-Asset-Option
mit maximalen, minimalen oder durchschnittlichen Basiswerten rechnerisch
undurchfiihrbar ist.

Angesichts dieses Aspektes konnen wir Multi-Asset-Optionen relativ einfach
konstruieren. Dabei entwerfen wir, anders als im eindimensionalen Projekt, le-
diglich die primitiven Konstruktoren fiir die Auszahlungen bzw. die Auszah-
lungsfunktion einer Multi-Asset-Option. Danach setzen wir die aus den primi-
tiven Konstruktoren kombinierte Auszahlungsfunktion und die anderen wichti-
gen Informationen tber eine Multi-Asset-Option (z. B. die Barrieren, die Auszah-
lungstermine usw.) zusammen, damit eine Multi-Asset-Option ltickenlos darge-
stellt werden kann.

5.1.1. Fundamentale Datentypen

Bevor wir die Konstruktion einer Multi-Asset-Option vorstellen, fiihren wir einige
fundamentale Datentypen ein.

1 type Date = Int

Date steht nicht fur ein echtes Datum, sondern den Datentyp ganzzahliger Zeit-
schritte bzw. Zeitpunkte.

1 type Datelist = [Date]
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Der Datentyp Datelist enspricht einer Liste von Zeitschritten bzw. Zeitpunk-
ten, dessen Objekte die Indizes der Auszahlungstermine der Menge 74 auflisten.

type Index = Int

Die Objekte vom Datentpy Index bezeichnen die Indizes der Basiswerte einer
Multi-Asset-Option.

type LifeTime = Double

LifeTime ist der Datentyp des Zeitintervalls vom Anfangszeitpunkt bis zur Fal-
ligkeit einer Multi-Asset-Option.

type Rate = Double
Rate ist der Datentyp des risikolosen Zinssatzes.
type Correlation = Double

Ein Objekt vom Datentyp Correlation bezeichnet die Korrelation zwischen zwei
Basiswerten einer Multi-Asset-Option.

type Volatility = Double

Volatility ist der Datentyp der Volatilititen der Basiswerte einer Multi-Asset-
Option.

type StartPreis = Double

StartPrice ist der Datentyp der Anfangskurse der Basiswerte einer Multi-
Asset-Option.

5.1.2. Primitive Konstruktoren von Auszahlungen

Wie bereits erwahnt, konzentrieren wir uns bei der Beschreibung einer Multi-
Asset-Option auf die Konstruktion ihrer Auszahlungen bzw. ihrer Auszahlungs-
funktion. Im Folgenden listen wir die primitiven Konstruktoren der Auszahlun-
gen mittels der Haskell-Grammatik auf.

Programm 5.1: Primitive Konstruktoren der Auszahlungen einer Multi-Asset-
Option

data Payment =

—-— Block 1

Zero

| S Index

| Konst Double
| Add Payment Payment
| Sub Payment Payment
| Multi Payment Payment
| Max Payment Payment
| Min Payment Payment
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12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22
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| Exp Payment
| Power Payment Payment

| LargerAS Payment Payment
| SmallerAS Payment Payment
| Equal Payment Payment

| And Payment Payment
| Or Payment Payment
| Not Payment

| If Payment Payment Payment
deriving Show

Es gibt vorlaufig 17 Typkonstruktoren im Datentyp Payment, um die Auszah-
lungen einer Multi-Asset-Option zu beschreiben. Die Menge der Typkonstruk-
toren ist je nach Bedarf erweiterbar. Der Datentyp Payment besteht aus drei
Blocken. Die primitiven Konstruktoren im Block 1 kénnen die Auszahlungen ei-
ner Multi-Asset-Option kombinieren. Die primitiven Konstruktoren im Block 2
sind boolesch bewertbar und werden als Kriterien fur die Austibung einer Multi-
Asset-Option angesehen. Im Block 3 steht nur der primitive Konstruktor If.

5.1.3. Bibliothek der Konstruktionsfunktionen von Auszahlungen

In diesem Unterabschnitt funktionalisieren wir wie in Abschnitt 3.2.1 die pri-
mitiven Konstruktoren der Auszahlungen einer Multi-Asset-Option, um eine ge-
mischte Kombination aus Funktionen und Typkonstruktoren zu vermeiden. Da-
bei werden die Bedeutungen der einzelnen primitiven Konstruktoren der Aus-
zahlungen genau erklart.

1 zero :: Payment
2 Zero = Zero

Die Funktion zero ergibt eine leere Auszahlung.

1 cS :: Index —-> Payment
2 CcS = S

Durch cs i wird der Wert des i-ten Basiswertes einer Multi-Asset-Option aus-
gezahlt.

1 konst :: Double —-> Payment
2 konst = Konst

Die Auszahlung konst o zahlt lediglich o Wahrungseinheiten aus.

1 add :: Payment —-> Payment —-> Payment
2 add = Add

Die Funktion add al a2 ergibt die Summe der Auszahlungen al und a2.
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sub :: Payment -> Payment -> Payment
sub = Sub

Die Auszahlung sub al a2 ergibt sich aus der Differenz der zwei Auszahlungen
al und a2.

multi :: Payment -> Payment —-> Payment
multi = Multi

Die Auszahlung multi al a2 entspricht der Multipikation der zwei Auszahlun-
gen al und a2.

cMax :: Payment -> Payment —-> Payment
cMax = Max

cMax al a2 zahlt das Maximum der Auszahlungen al und a2 aus.

cMin :: Payment -> Payment -> Payment
cMin = Min

cMin al a2 zahlt das Minimum der Auszahlungen al und a2 aus.

cExp :: Payment -> Payment
cExp = Exp

Die Auszahlung cExp a entspricht dem nattirlichen Exponential der Auszahlung
a.

power :: Payment —-> Payment -> Payment
power = Power

Die Funktion power o a ergibt das Exponential der Auszahlung a zur Basis o.

largerAS :: Payment —-> Payment —-> Payment
largerAS = LargerAS

Die Funktion largerAS al a2 istboolesch bewertbar. Sie vergleicht, ob die Aus-
zahlung al grofier ist als die Auszahlung a2.

smallerAS :: Payment —-> Payment —-> Payment
smallerAS = SmallerAS

Die Funktion smallerAS al a2 ist boolesch bewertbar. Sie vergleicht, ob die
Auszahlung al kleiner ist als die Auszahlung a2.

equal :: Payment —-> Payment -> Payment
equal = Equal

Die Funktion equal al a2 ist boolesch bewertbar. Sie tiberpriift, ob die Aus-
zahlung al der Auszahlung a2 entspricht.

cAnd :: Payment -> Payment -> Payment
cAnd = And
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Die boolesche Auszahlung cAnd al a2 ist die Konjunktion der zwei booleschen
Auszahlungen al und a2.

cOr :: Payment —-> Payment -> Payment
cOr = Or

Die boolesche Auszahlung cOr al a2 ist die Disjunktion der zwei booleschen
Auszahlungen al und a2.

cNot :: Payment -> Payment
cNot = Not

Bei der boolescheb Auszahlung cNot a handelt es sich um die Negation der
booleschen Auszahlung a.

cIf :: Payment —-> Payment —-> Payment -> Payment
cIf = If

Die Auszahlung cIf a0 al a2 zahlt al aus, falls die boolesche Auszahlung a0
True ist, sonst zahlt sie a2 aus.

Jetzt erweitern wir die Bibliothek der Konstruktionsfunktionen der Auszah-
lungen, die durch die obigen primitiven Konstruktionsfunktionen kombiniert
werden. Die Bibliothek kann nach Bedarf beliebig erweitert werden.

correct :: Payment
correct = zero

Die Konstruktionsfunktion correct gleicht der die Konstruktionsfunktion zero.
Die entsprechende Auszahlung wird immer boolesch als True bewertet.

notCorrect :: Payment
notCorrect = cNot correct

Die Konstruktionsfunktion notCorrect besteht aus der primitiven Konstrukti-
onsfunktion cNot und der obigen Funktion correct. Die entsprechende Aus-
zahlung wird immer boolesch als False bewertet.

largerEQ :: Payment —-> Payment -> Payment
largerEQ gl g2 = cOr (largerAS gl g2) (equal gl g2)

Die Konstruktionsfunktion largerkEQ besteht aus den primitiven Konstrukti-
onsfunktionen cOr, largerAS und equal. Die Auszahlung largerEQ al a2 ist
boolesch bewertbar und tberprift, ob die Auszahlung al grof3er oder gleich der
Auszahlung a2 ist.

smallerEQ :: Payment —-> Payment —-> Payment
smallerEQ gl g2 = cOr (smallerAS gl g2) (equal gl g2)

Die Konstruktionsfunktion smallerEQ besteht aus den primitiven Konstrukti-
onsfunktionen cOr, smallerAsS und equal. Die Auszahlung smallerEQ al a2
ist boolesch bewertbar und uberprift, ob die Auszahlung al kleiner oder gleich
der Auszahlung a2 ist.
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5. Projekt fiir Multi-Asset-Optionen

5.1.4. Datenstrukturen zur Konstruktion der Multi-Asset-Optionen

Basierend auf dem Datentyp Payment kénnen wir die Normalform einer Multi-
Asset-Option definieren. Zunachst stellen wir die Datentypen tber ihre Barrie-
ren und Eingabeinformationen vor.

data BarrierType = NoBarrier | OnlyOut | ExistIn
deriving (Eq, Show)

Der Datentyp BarrierType steht fir den Barrieretyp einer Multi-Asset-Option,
wobei NoBarrier auf eine Multi-Asset-Option ohne Barriere, Onlyout auf eine
Multi-Asset-Option nur mit Knock-Out-Barrieren und ExistIn auf eine Multi-
Asset-Option mit mindestens einer Knock-In-Barriere zutrifft.

data Barrier = InWenn Datelist Payment
| OutWenn Datelist Payment
deriving Show

Der Datentyp Barrier hat zwei Typkonstruktoren InWenn und OutWenn, die
sich wie folgt funktionalisieren.

inWenn :: Datelist -> Payment -> Barrier
inWenn = InWenn

inWenn dl pay ist eine Knock-In-Barriere mit dem Knock-In-Kriterium pay und
den Entscheidungsterminen d1.

outWenn :: Datelist -> Payment -> Barrier
outWenn = OutWenn

outWenn dl pay ist eine Knock-Out-Barriere mit dem Knock-Out-Kriterium
pay und den Entscheidungsterminen d1.

type BarrierlList = (BarrierType, [Barrier])

Der Datentyp BarrierList fligt den Typ der Barrieren BarrierType einer
Multi-Asset-Option und die Liste der Informationen von Barrieren [Barrier]
zusammen.

type Matrix a = [[a]]
Matrix a definiert die Matrizen, deren Elemente zum Datentyp a gehéren.

type Input = ([ (StartPreis, Volatility)], Matrix Correlation,
Rate, LifeTime, Date)

Der Datentyp Input vereint alle wichtigen Informationen einer Multi-Asset-
Option. Diese sind: Anfangskurse und Volatilititen der Basiswerte, Korrelati-
onsmatrix, risikoloser Zinssatz, Falligkeit der Option und Anzahl der gesamten
Zeitschritte der Option.

data Contract = Get Input Datelist Barrierlist Payment
deriving Show

104



5.2. Bewertungsfunktion fiir Multi-Asset-Optionen

Ein Objekt vom Datentyp Contract entspricht der Normalform einer Multi-
Asset-Option in unserem Konzept, die wir im Folgenden funktionalisieren und
erklaren.

1 get :: Input -> Datelist -> BarrierList -> Payment -> Contract
2 get = Get

Die Konstruktionsfunktion “get input datel (barrierT, barrierL) payM’
beschreibt die vollstindige Form einer Multi-Asset-Option, die wirin unserem
Konzept als die Normalform bezeichnen. Dabei umfasst input die Grundinfor-
mationen einer Multi-Asset-Option und dateL bezeichnet die Liste aller Auszah-
lungszeitpunkte in der Menge T4. Das Tupel (barrierT, barrierL) enthalt
die Informationen tiber die Barrieren einer Multi-Asset-Option und payM ist die
Auszahlungsfunktion der Multi-Asset-Option.

5.2. Bewertungsfunktion flr Multi-Asset-Optionen

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Bewertungsfunktion unseres multidi-
mensionalen Konzepts zur Bewertung der Multi-Asset-Optionen. Wir beginnen
mit der Bewertungsstruktur.

5.2.1. Bewertungsstruktur

Durch die folgenden Typ-Synonyme haben wir in Haskell die Bewertungsstruk-
tur entworfen:

1 newtype BTree knoten = BTree {unBT :: [Tree knoten]}
2 deriving Show

3

4 type Tree knoten = [[knoten]]

Der Datentyp Tree knoten ist eine zweidimensionale Liste bzgl. des Datentyps
knoten, welcher in unserem Konzept einen Binomialbaum beschreibt, der in je-
dem Knoten nur einen Wert enthalt. Der Datentyp BTree knoten ist deshalb
eine Liste von Binomialbdumen, welcher wie in Abbildung 5.1 aussieht. Die

- i i i ] - 1 i ] ]

BTree cee | P

- - — — — — - — — | N— | N— — —

Abbildung 5.1.: Bewertungsstruktur far Multi-Asset-Optionen

Bewertungsstruktur unseres multidimensionalen Konzepts tragt lediglich zur
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Konstruktion des Binomialbaumes fur die Basiswerte einer Multi-Asset-Option
(die Y;-Baume fir i = 1,..., M) bei, wahrend die Bewertungsstruktur unseres
eindimensionalen Konzepts den ganzen Bewertungsablauf (von S-Baum bis V-
Baum) einer Single-Asset-Option begleitet. Die Bestimmung des Y-Baumes und
S-Baumes sowie die Berechnung des V-Baumes einer Multi-Asset-Option wer-
den wir in unserem Haskell-Programm nur aufgrund des Datentyps der reellen
Liste [Double] durchf'hren.

5.2.2. Implementierung der Bewertungsfunktionen

In diesem Unterabschnitt gehen wir auf die Bewertungsfunktionen fir Multi-
Asset-Optionen ein. Hinsichtlich der verschiedenen Bewertungsobjekte werden
wir die Bewertungsfunktionen fir Payment und Contract separat diskutieren.

Bewertungsfunktion fiir Payment

Es gibt zwei Bewertungsfunktionen fiir den Datentyp Payment, die eng mit den
primitiven Konstruktoren der Auszahlungen einer Multi-Asset-Option zusam-
menarbeiten. Die erste ist die Bewertungsfunktion calculate mit zwei Argu-
menten. Das erste Argument ist eine Liste der Kurse der Basiswerte der Multi-
Asset-Option. Das zweite Argument ist eine reelle Auszahlungsfunktion vom Da-
tentyp Payment. Das Resultat der Bewertungsfunktion calculate ist ein reeller
Wert (siehe Programm 5.2).

Programm 5.2: Bewertungsfunktion fur die reelle Auszahlung einer Multi-Asset-

Optionen
calculate :: [Double] —-> Payment —-> Double
calculate 1 = calcul
where calcul Zero =0
calcul (S 1) =1 !l (i-1)
calcul (Konst d) = d
calcul (Add pl p2) (calcul pl) + (calcul p2)
calcul (Sub pl p2) = (calcul pl) - (calcul p2)
calcul (Multi pl p2) = (calcul pl) * (calcul p2)
calcul (Div pl p2) (calcul pl) / (calcul p2)
calcul (Max pl p2) = max (calcul pl) (calcul p2)
calcul (Min pl p2) = min (calcul pl) (calcul p2)
calcul (Exp p) = exp (calcul p)
calcul (Power d p) = (calcul p) »* d
calcul (Ln p) = log (calcul p)
calcul (Log d p) = logBase d (calcul p)
calcul (If pl p2 p3) = if (estimate 1 pl)

then (calcul p2) else (calcul p3)
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Die zweite Bewertungsfunktion ist die Funktion est imate mit ebenfalls zwei Ar-
gumenten. Erneut ist das erste Argument eine Liste der Kurse der Basiswerte
der Multi-Asset-Option. Das zweite Argument ist eine boolesche Auszahlungs-
funktion vom Datentyp Payment, die einen booleschen Wert zurtiickgibt (siehe
Programm 5.3).

Programm 5.3: Bewertungsfunktion fiir die boolesche Auszahlung einer Multi-
Asset-Optionen

1 estimate :: [Double] -> Payment —-> Bool

2 estimate 1 = estima

3 where

4 estima Zero = True

5 estima (LargerAS pl p2) =

6 (calculate 1 pl) > (calculate 1 p2)
7 estima (SmallerAS pl p2) =

8 (calculate 1 pl) < (calculate 1 p2)
9 estima (Equal pl p2) =

10 (calculate 1 pl) == (calculate 1 p2)
11 estima (And pl p2) = (estima pl) && (estima p2)

12 estima (Or pl p2) = (estima pl) || (estima p2)

13 estima (Not p) = not (estima p)

Die primitiven Funktionen in den Bewertungsfunktionen calculate und esti-
mate sind allesamt Standardfunktionen von Haskell.

Bewertungsfunktion flir Contract

Wir stellen jetzt die Bewertungsfunktion fiir Contract, die evaluation-Funk-
tion, vor. Diese ist die zentrale Bewertungsfunktion unseres Konzepts, mit der
wir die Normalform einer Multi-Asset-Option bewerten kénnen, die durch das
Schlisselwort Get gekennzeichnet wird. Die Bewertungsfunktion evaluation
gestalt sich wie folgt:

1 evaluation :: Contract -> Double

2 evaluation (Get input@(sVol, corr, rate, rTime, tStep) datel
3 (barrierT, barrierl) payM)

4 | barrierT == NoBarrier = head (discountNo 0)

5 | barrierT == OnlyOut head (discountOut 0)

6 | barrierT == ExistIn head (discountIn 0)

Die Verfahrensweise von evaluation folgt buchstiblich der entkoppelten multi-
dimensionalen Binomialmethode aus Unterabschnitt 2.3.2. Die Funktion eval-
uation a erstellt zunichst die Y;-Baume far i = 1,..., M einer Multi-Asset-
Option a. Danach entwickelt sie den Y-Baum durch das kartesische Produkt
aller Y;-Baume und wandelt diesen in den S-Baum um. Zuletzt berechnet sie
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riuckwarts entlang der Zeitschritte den Anfangsknoten des V-Baumes von a
durch die primitiven Funktionen discountNo, discountOut und discountIn.

e Die primitive Funktion

1 discountNo :: Date —-> [Double]

berechnet gemaf Algorithmus 25 den V-Baum einer Multi-Asset-Option
ohne Barriere, die durch den Barrieretyp NoBarrier gekennzeichnet wird.

e Die primitive Funktion

1 discountOut :: Date -> [Double]

berechnet gemafs Algorithmus 26 den V-Baum einer Multi-Asset-Option
mit lediglich Knock-Out-Barrieren, die durch den Barrieretyp OnlyOut ge-
kennzeichnet wird.

e Die primitive Funktion

1 discountIn :: Date —> [Double]

ermittelt gem&f Algorithmus 27 den V-Baum einer Multi-Asset-Option mit
mindestens einer Knock-In-Barriere, die durch den Barrieretyp ExistIn
gekennzeichnet wird.

Diese drei Algorithmen kénnen in Anhang B nachgelesen werden.

Mit Blick auf die Konstruktionsidee einer Multi-Asset-Option (siehe Abschnitt
5.1) halten wir fest, dass die Bewertungsfunktion den S-Baum einer Multi-Asset-
Option nicht berechnen muss. Die Bestimmung der Knoten des Y-Baumes und
S-Baumes kann direkt in den Bewertungsprozess nach dem Aufbau der Y;-
Baume bei der Berechnung des V-Baumes integriert werden. Dies ist deshalb
moglich, weil alle Knoten des Y-Baumes und S-Baumes im multidimensionalen
Projekt eindeutig bestimmt werden, ohne Mischung von maximalen, minimalen
oder durchschnittlichen Basiswerten.

5.3. Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt werden wir unseren multidimensionalen Algorithmus fiir
Multi-Asset-Optionen tiberpriifen und einige Optionen als numerische Beispiele
bewerten. Dabei konzentrieren wir uns wie auch im eindimensionalen Fall auf
die Bewertungsfahigkeit des Algorithmus und den Umfang seiner Anwendung.
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5.3.1. Demonstration

Wir beginnen mit einer kurzen Demonstration. Das ausgewahlte Beispiel dieser
Demonstration ist ein amerikanischer Down-and-Out-Call mit zwei Basiswerten,
dessen Auszahlungsfunktion zur Zeit ¢ wie folgt gegeben ist:

4
( S1(t) - Sa(t) 20) ~1{ min Sy (t) > 45}. (5.1)
t€[0,T]

Der Anfangskurs des ersten Basiswertes .S ist 20 € und seine Volatilitat liegt bei
0.2. Der Anfangskurs des zweiten Basiswertes S; betragt 30 € bei einer Volati-
litat von 0.3. Die Korrelation zwischen S; und S; ist 0.5. Der risikolose Zinssatz
liegt bei 0.1 und die Laufzeit der Zwei-Asset-Option ist ein Jahr. Dartiber hinaus
werden fiir die Simulation insgesamt 2 Zeitschritte durchgefiihrt. Die folgende
Tabelle listen die Eingabedaten auf:

(SO [ o [pnlp ]+ [TIN] Ti ]
1[20€]02] 1 [05][01] 1] 2] {to,t1,t2}
21 30€ (03|05 1

Der entsprechende Haskell-Input lautet:

input = ([(20, 0.2), (30, 0.3)], [[1, 0.5], [0.5, 111,
0.1, 1, 2) :: Input

Schritt fur Schritt konstruieren wir nun diese Zwei-Asset-Option mittels der
Konstruktionsfunktionen aus unserem multidimensionalen Konzept.

e Konstruktion der Auszahlung
_l’_
( S (1) - Sa(t) —20) : (5.2)

- Die Haskell-Darstellungen der beiden Basiswerte S;(¢) und S»(¢) sind
jeweils ¢S 1 :: Payment und cS 2 :: Payment.

Die Multiplikation der Kurse der beiden Basiswerte lautet:

1 multi (¢S 1) (cS 2) :: Payment

Die Quadratwurzel dieser Multiplikation ist dann:

1 power (konst 0.5) (multi (cS 1) (cS 2)) :: Payment

Die Darstellung des Austibungspreises 20 € in Haskell lautet konst
20 :: Payment.

— Die Haskell-Form fur die Subtraktion innerhalb der beiden Klammern
in Formel (5.2) lautet:
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1 sub (power (konst 0.5) (multi (cS 1) (cS 2))) (konst 20)
2 :: Payment

— Somit ergibt sich die Haskell-Darstellung der Auszahlung (5.2) als:

1 payment = cMax (konst 0) (sub (power (konst 0.5) (multi
2 (cS 1) (cS 2))) (konst 20)) :: Payment

Abbildung D.1 in Anhang D wandelt die obige Haskell-Form fur die Aus-
zahlung in eine tibersichtlich zerlegte Baumdarstellung um.

e Konstruktion der Bedingung der Knock-Out-Barriere

min So(t) > 45 : (5.3)
t€[0,T]
- Die Darstellung der Barriere 45 € in Haskell ist konst 45 :: Pay
ment.
- Die Haskell-Form fiir den Basiswert S;(¢) lautet ¢S 2 :: Payment.

— Das Kriterium (5.3) bzw. seine Aquivalente Form
Vit € [0,T]:S(t) > 45
ist daher in Haskell wie folgt gegeben:
1 barriereOut = largerAS (cS 2) (konst 45) :: Payment

Die Abbildung D.2 in Anhang D wandelt die obige Haskell-Form fur das
Barriere-Kriterium in eine tibersichtlich zerlegte Baumdarstellung um.

¢ Einsetzen von Auszahlung und Knock-Out-Barriere in die Normalform der
Zwei-Asset-Option:

Unter Verwendung der Konstruktionsfunktion get erhalten wir die Option
beispielOption als:

beispielOption

—

get input4 [0..2] (OnlyOut, [OutWenn [0..2]
)

2 barriereOut]) payment :: Contract

Oder ausfuhrlich:

beispielOption = get input4 [0..2] (OnlyOut, [OutWenn [0..2]

1

2 (largerAS (cS 2) (konst 45))]) (cMax

3 (konst 0) (sub (power (konst 0.5) (multi
4 (cS 1) (¢S 2))) (konst 20))) :: Contract

Die Abbildungen D.3, D.4, D.5 und D.6 in Anhang D erkldren Schritt fir Schritt
den Bewertungsvorgang von
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1 evaluation beispielOption

e Abbildung D.3 berechnet den Yi;-Baum und Y>-Baum der Zwei-Asset-
Option. Dabei markieren wir die Knoten jedes Zeitschritts mit einer indivi-
duellen Farbe. Die Farbe zur Zeit ¢, ist rot, die Farbe zur Zeit ¢; ist blau und
die Farbe zur Zeit ¢, ist griin. In den anderen drei Abbildungen verwenden
wir dieselben Farben, um die Zeitschritte zu kennzeichnen.

e Das obere kleinere Quadrat der Abbildung D.4 entwickelt den Y-Baum vom
Zeitpunkt tp zum Zeitpunkt ¢; durch den Algorithmus 15 basierend auf
dem Y;-Baum und Y2-Baum. Das untere gréofiere Quadrat der Abbildung
D.4 entwickelt den Y-Baum vom Zeitpunkt ¢; zum Zeitpunkt ¢; durch Al-
gorithmus 15.

e Das obere kleinere Quadrat der Abbildung D.5 wandelt den Y-Baum vom
Zeitpunkt ¢y zum Zeitpunkt ¢; in den S-Baum der Zwei-Asset-Option um.
Das untere grofiere Quadrat der Abbildung D.5 wandelt den Y-Baum vom
Zeitpunkt ¢; zum Zeitpunkt 3 in den S-Baum um.

e Das obere grofere Quadrat der Abbildung D.6 berechnet rtiickwarts den
V-Baum der Zwei-Asset-Option vom Zeitpunkt ¢, zum Zeitpunkt ¢; durch
Algorithmus 26. Das untere kleinere Quadrat der Abbildung D.6 berechnet
ruckwarts den V-Baum vom Zeitpunkt ¢, zum Zeitpunkt ¢; durch Algorith-
mus 26.

5.3.2. Bewertungsbeispiele

In diesem Unterabschnitt bewerten wir eine Reihe von unterschiedlichen Multi-
Asset-Optionen durch unseren multidimensionalen Algorithmus. Dabei tiber-
nehmen wir wie beim eindimensionalen Projekt die numerischen Beispiele aus
einigen wissenschaftlichen Artikeln und betrachten ihre numerische Ergebnisse
als die Referenzwerte der numerischen Ergebnisse unseres eigenen Algorithmus.
Die ausgewahlten wissenschaftlichen Artikel sind [2], [19], [21], [23], [34].

Beispiel I: Europdische Compound-Exchange-Option
Die Auszahlungsfunktion der Multi-Asset-Option zur Zeit T ist:

((8:(7) - K1)* = (Su(T) - K2)*)

mit den Parameter:

([ 50) Lo [ on] r [T[N] Tu |
1| 100€ 01| 1 [0.8]0.04]1]20] {tao}
21 8 <€ | 01/08 | 1
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Die Konstruktion der Multi-Asset-Option in Haskell lautet:

input :: Input
input = ([ (100, 0.1), (80, 0.1)1, [[1, 0.8]1, [0.8, 111,
0.04, 1, 20)

payment :: Payment
payment = cMax (konst 0) (sub (cMax (konst 0) (sub (cS 1)
(konst 60))) (cMax (konst 0) (sub (cS 2) (konst 60))))
contract :: Contract
contract = get input [20] (NoBarrier, []) payment

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evaluation contract ist 19.9994 € und der
entsprechende Referenzwert ist 20.0676 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus dem Artikel [2] von Alexander und Venkatramanan.

Beispiel Il: Amerikanischer Rainbow-Minimum-Put

Die Auszahlungsfunktion der Multi-Asset-Option zur Zeit ¢t € [0, 7] ist:
(5 — min(Sy(t), Sa(t)))".

mit den Parameter:

(SO [0 [onlpn [ * [TIN [ Ti |
1 5€ |02 1 0310111100 {tl,...,tlgo}
2 5€ 0303 1

Die Konstruktion der Multi-Asset-Option in Haskell lautet:

input :: Input

input = ([(5, 0.2), (5, 0.3)], [[1, 0.3], [0.3, 111,
0.1, 1, 100)

payment :: Payment

payment = cMax (konst 0) $ sub (konst 5) (cMin (cS 1) (cS 2))

contract :: Contract
contract = get input [0..100] (NoBarrier, []) payment

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evaluation contract ist 0.521850 € und der
entsprechende Referenzwert ist 0.521123 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus der Dissertation [34] von Quecke.
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5.3. Numerische Beispiele

Beispiel lll: Europdischer Zwei-Asset-Digital-Put

Die Auszahlungsfunktion der Multi-Asset-Option zur Zeit T ist:
1 {max(S1(T), S2(T)) < 5}.

mit den Parameter:

[ 1]8i0) [ oi [pri|pai| r [T] N | Ta |
1] 5€ 02 1 [03[01]1][100] {tioo}
21 5€ [03]03] 1

Die Konstruktion der Multi-Asset-Option in Haskell lautet:

1 input :: Input

2 input = ([(5, 0.2), (5, 0.3)], [[1, 0.3], [0.3, 111,

3 0.1, 1, 100)

4

5 payment :: Payment

6 payment = cIf (smallerAS (cMax (cS 1) (cS 2)) (konst 5))
7 (konst 1) (konst 0)

8

9 contract :: Contract

contract = get input [100] (NoBarrier, []) payment

—
o

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evaluation contract ist 0.1857 € und der
entsprechende Referenzwert ist 0.1737 €. Das Beispiel und der Referenzwert
stammen aus der Dissertation [34] von Quecke.

Beispiel IV: Europdische Drei-Asset-Spread-Option
Die Auszahlungsfunktion der Multi-Asset-Option zur Zeit T ist:
(S1(T) = So(T) = S5(T) = K)™ .

mit den Parameter:

(L[ SO) [oi[pilpoi[psi| r [ T [N]| Ta |
1[150€ [ a | 1 [02]08]0.05]0.25]10] {ts}
2 60€ | a |02 1 |04
3 50€ [ a|08]04] 1

Die Konstruktion der Multi-Asset-Option in Haskell lautet:

1 input :: Input
2 input = ([ (150, a), (60, a), (50, a)l, [[1, 0.2, 0.8],
3 (0.2, 1, o0.4], [0.8, 0.4, 111, 0.05, 0.25, 10)

4
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5. Projekt fiir Multi-Asset-Optionen

payment :: Payment

payment = cMax (konst 0) $ sub (sub (sub (cS 1) (cS 2))
(cS 3)) (konst K)

contract :: Contract

contract = get input [10] (NoBarrier, []) payment

Die Ergebnisse des Haskell-Befehls evaluation contract sind:

[ a ] 0.3 | 0.6 |
K evaluation contract | Referenzwert | evaluation contract | Referenzwert
30 € 13.5924 € 13.5762 € 20.2306 € 20.2066 €
35 € 10.3801 € 10.3573 € 17.5150 € 17.4770 €
40 € 7.6851 € 7.6610 € 15.0668 € 15.0280 €
45 € 5.5179 € 5.4914 € 12.8850 € 12.8516 €
50 € 3.8291 € 3.8150 € 10.9624 € 10.9347 €

Das Beispiel und die Referenzwerte stammen aus dem Artikel [23] von Li, Deng
und Zhou.

Beispiel V: Europdiischer Vier-Asset-Basket-Call

Die Auszahlungsfunktion der Multi-Asset-Option zur Zeit T ist:

= "
(i5sm)
mit den Parameter:

L]l Si(0) [ oi | pri|poi[psi [paa] v [T|N] Ta |
1]100€]02] T [05]05]05 0.1 1]20] {tao}
2 100€]02]05] T [05]05
3[100€[02[05/05] 1 |05
4100€[02[05[05]05] 1

Die Konstruktion der Multi-Asset-Option in Haskell lautet:

input :: Input

input = ([ (100, 0.2), (100, 0.2), (100, 0.2), (100, 0.2)1,
([, 0.5, 0.5, 0.51, (0.5, 1, 0.5, 0.5], [0.5, 0.5,
i, 0.5, [0.5, 0.5, 0.5, 111, 0.1, 1, 20)

payment :: Payment
payment = cMax (konst 0) $ sub (multi (konst 0.25) (add (add
(cS 1) (¢S 2)) (add (cS 3) (¢S 4)))) (konst K)

contract :: Contract
contract = get input [20] (NoBarrier, []) payment
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5.3. Numerische Beispiele

Die Ergebnisse des Haskell-Befehls evaluation contract sind:

K evaluation contract | Referenzwert
0€ 99.99913382 € 99.99999999 €
50 € 54.75726293 € 54.75813057 €
80 € 27.70829203 € 27.71474151 €

100 € 11.93572969 € 11.92139639 €

Das Beispiel und die Referenzwerte stammen aus der Diplomarbeit [21] von Kiir-
ten.

Beispiel VI: Europdischer Basket-Call mit Knock-Out-Barrieren

Die Auszahlungsfunktion der Multi-Asset-Option zur Zeit T ist:
(S1(t) + Sa(t) —5)T 1 { min (S1(t) + S2(t)) > 5} -1 { max (S1(t) + Sa(t)) < 10} .
te[0,717] t€[0,T
mit den Parameter:
iSO [ oi [puilpa| r [T N [ Ta |
1 a 02| 1 [03]01]|1/|100 | {tioo}
2 b 03103 1

Die Konstruktion der Multi-Asset-Option in Haskell lautet:

input :: Input
[(a, 0.2), (b, 0.3)], [[1, 0.3], [0.3, 111,

input = (
0.1, 1, 100)

barriereOutl = smallerEQ (add (cS 1) (cS 2)) (konst 5)
barriereOut2 = largerEQ (add (cS 1) (cS 2)) (konst 10)
payment :: Payment

payment = cMax (konst 0) $ sub (add (¢S 1) (cS 2)) (konst 5)
contract :: Contract

contract = get input [100] (OnlyOut, [outWenn [0..100]
barriereOutl, outWenn [0..100] barriereOut2])
payment

Die Ergebnisse des Haskell-Befehls evaluation contract sind:

a b evaluation contract | Referenzwert
3€|3€ 1.30099 € 1.27747 €
4€|2€ 1.35419 € 1.33825 €
4€ | 4€ 1.59894 € 1.56239 €
6€|2€ 1.72065 € 1.70626 €
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Das Beispiel und die Referenzwerte stammen aus der Dissertation [34] von Que-
cke.

Beispiel VII: Cash-Or-Nothing-Option mit Knock-In-Barriere und
Knock-Out-Barriere

Die Auszahlungsfunktion der Multi-Asset-Option zur Zeit T ist:

t€[0,T]

100-1 { max Sq(t) > 25} : 1{ min Sa(t) > 15}.
t€[0,T]

mit den Parameter:

(180 [ oi [pipa| r [T]| N | Ta |
120€ 02| 1 |05|01|1]100| {tiwo}
21 30€[03[]05] 1

Die Konstruktion der Multi-Asset-Option in Haskell lautet:

input :: Input
input = ([(20, 0.2), (30, 0.3)1, [[1, 0.5], [0.5, 111,
0.1, 1, 100)

barriereIn :: Payment
barriereIn = largerEQ (S 1) (konst 25)

barriereOut :: Payment
barriereOut = smallerEQ (S 2) (konst 15)

payment :: Payment
payment = konst 100

contract :: Contract
contract = get input [100] (ExistIn, [InWenn [0..100]
barriereIn, OutWenn [0..100] barriereOut]) payment

Das Ergebnis des Haskell-Befehls evaluation contract ist 33.708 € und der
entsprechende Referenzwert ist 33.71 €. Das Beispiel und der Referenzwert stam-
men aus dem Artikel [19] von Korn und Miiller.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Finanzderivate zu beschreiben und Optionen zu bewerten ist scheinbar kein
sehr viel versprechendes Gebiet fir die funktionale Programmierung und for-
male Semantik. Uns ist es jedoch gelungen, Erkenntnisse aus der funktionalen
Programmierung unmittelbar auf dieses komplexe Thema anwenden zu kénnen,
um eine grofie Klasse von Finanzderivaten zu beschreiben und zu bewerten.

In jedem unserer beiden Projekte, dem Projekt fir Single-Asset-Optionen und
dem Projekt fiir Multi-Asset-Optionen, erstellten wir eine kleine Klasse von pri-
mitiven Konstruktoren und die darauf basierende, erweiterbare Bibliothek von
Konstruktionsfunktionen, um eine grofie Klasse von Optionen und anderen
Finanzderivaten kombinieren und beschreiben zu kénnen. Ferner entwickelt
wir einen kompositorischen Bewertungsmechanismus, welcher aus einer Be-
wertungsstruktur und einer darauf basierenden Bewertungsfunktion besteht,
durch die solche Finanzderivate bewertet werden kénnen.

Wir entwarfen die Implementierungen unseres Konstruktionskonzepts und
unseres Bewertungsmechanismus in der funktionalen Programmiersprache Has-
kell, da die funktionale Denkweis bei unserem Projekte eine wichtige Rolle
spielt.

Ein entscheidender Vorteil unseres gesamten Konzepts ist es, komplexe Optio-
nen und andere Finanzderivate mit mehreren Eigenschaften flexibel bewerten zu
koénnen. Die Flexibilitat des Bewertungskonzepts liegt darin, dass es keinen di-
rekten Zusammenhang zwischen der Bewertungsfunktion und den zu bewerten-
den Optionen gibt. Die zu bewertenden Optionen hangen nur von den primitiven
Konstruktoren ab. Wenn man eine Option mithilfe der primitiven Konstruktoren
konstruiert und dem Bewertungsmechanismus tibergeben hat, dann erfolgt die
Bewertung der Option Konstruktor fiir Konstruktor automatisch durch die Be-
wertungsfunktion. Den fairen Preis der Option erhalt man erst nach der letzten
diskontierten Bewertung des primitiven Konstruktors Get. Das bedeutet, dass
man sich wegen der Allgemeinheit des zugrunde liegenden Algorithmus bei der
Bewertung einer Option lediglich mit ihrer Konstruktion befassen muss.

Naturlich ist unser Algorithmus nicht makellos. Die Erreichung der Allgemein-
heit des vorgenannten Algorithmus geht damit einher, dass andere wichtige Ei-
genschaften des Algorithmus, wie etwa Genauigkeit und Effizienz, beeintrachtigt
werden, wobei wir mehr Wert auf die Genauigkeit als auf die Effizienz legten.
Im Hinblick auf die numerischen Beispiele in den Abschnitten 4.3 und 5.3 ist
die Genauigkeit unseres Algorithmus vollkommen akzeptabel. Allerdings kénnen
wir die Geschwindigkeit unseres Algorithmus nicht garantieren. In den meisten
Fallen bewertet unser allgemeiner Algorithmus eine Option langsamer als ein
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6. Zusammenfassung und Ausblick

normaler individueller Algorithmus. Eine andere Ursache der Ineffizienz liegt in
der Haskell-Sprache selbst. Da ein Haskell-Programm nicht so tibersichtlich
ist wie eine géngige Programmiersprache (z. B. C++ oder JAVA), ist ein Haskell-
Code sehr schwer zu analysieren und zu optimieren. Neben der Ineffizienz hat
unser Algorithmus noch den Nachteil eines grofien Bedarfs an Speicherplatz,
insbesondere im multidimensionalen Projekt.

Die zukiinftige Arbeit besteht darin, unsere Haskell-Codes durch moderne
Softwaretechniken zu optimieren und zu beschleunigen, neben dem Binomial-
modell die Monte-Carlo-Simulation in das Bewertungskonzept mitaufzunehmen
und einen einheitlichen und generelleren Entwurf fir die Konstruktion von Fi-
nanzderivaten zu entwickeln. Diese Forschungsaufgaben wurden von unserem
Kooperationspartner, der AG Softwaretechnik an der TU Kaiserslautern tber-
nommen. Den Fortschritt ihrer Forschung kann man dem Artikel [9] von Gail-
lourdet entnehmen.
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Teil Il

Monte-Carlo-Simulation des Deltas
und (Cross-)Gammas von
Bermuda-Swaptions im
LIBOR-Markimodell
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1. EinfUhrung in Teil Il

Zinsderivate wurden im Laufe der Jahre immer komplexer und exotischer. Es
handelt sich hierbei um Finanzderivate, deren Basiswert durch einen Zinssatz
oder eine zinsbezogene Grofie gegeben ist. Der Reiz und die Herausforderung
der Zinsderivate liegt in der Modellierung einer gesamten Zinskurve und der
Bewertung und Risikoschédtzung von exotischen Zinsderivaten, welche von der
Dynamik der gesamten Zinskurve abhangen. Historisch wurde bei der Model-
lierung der Zinskurve der Weg tiber die Modellierung der Short-Rates gewahlt.
Im Gagensatz dazu verwenden wir das LIBOR-Marktmodell von Brace, Gatarek
und Musiela [4] und Miltersen, Sandmann und Sondermann [26]. Dies ist ein
hoch-dimensionales, hoch-parametrisches und hoch-flexibles Modell, welches
die Zinskurve in Form von Forward-Rates diskretisiert und als ganzes model-
liert. Trotz seiner Komplexitit ist das LIBOR-Marktmodell in seiner Grundform
ein einfaches Modell. Es handelt sich hierbei namlich um die gleichzeitige Be-
trachtung mehrerer modifizierter Black-Scholes-Modelle unter einem gemeinsa-
men Maf3. Der Vorteil des LIBOR-Marktmodells liegt darin, dass die stochas-
tischen Prozesse anhand der am Markt beobachtbaren Gréf3en modelliert und
kalibriert werden kénnen.

Eines der gangigsten exotischen Zinsderivate ist die Bermuda-Swaption, wel-
che zu den Callable-LIBOR-Exotics gehort, die eine Klasse von exotischen Zins-
derivaten mit einer einzigen Wahrung sind. Diese Klasse von Zinsderivaten ist
in der Praxis gang und gabe. Bei einem Callable-LIBOR-Exotic handelt es sich
um eine Option vom Bermuda-Stil, der austibbare Vertrage auf festgelegte und
variable Zinssatze zugrunde liegen. Bermuda-Swaptions werden sowohl zur Ab-
sicherung gegen Zinsanderungsrisiken als auch als Spekulationsinvestment ge-
nutzt. Es handelt sich um eine Option, deren Inhaber das Recht hat, zu einem
der festgelegten aufeinanderfolgenden Zeitpunkte in einen Zinsswap einzutre-
ten. Ein Zinsswap ist ein Zinsderivat, bei dem zwei Vertragsparteien vereinbaren,
zu bestimmten zukunftigen Zeitpunkten Zinszahlungen auf einen festgelegten
Nennwert auszutauschen. Die Zinszahlungen werden meist so festgesetzt, dass
eine Partei einen bei Vertragsabschluss fixierten Festzinssatz zahlt, die andere
Partei hingegen einen variablen Zinssatz. Der variable Zinssatz orientiert sich
an den ublichen Referenzzinssitzen im Interbankengeschaft, z. B. die London-
Interbank-Offered-Rate (kurz LIBOR).

Diese Arbeit bezieht sich auf ein zentrales Problem in der Finanzmathematik,
namlich die Bestimmung der Risikoparameter von Finanzderivaten. Risikopara-
meter sind die Sensitivititskennzahlen des Preises eines Finanzderivats, welche
mit den griechischen Buchstaben abgekiirzt und daher auch Greeks genannt
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1. Einfiihrung in Teil II

werden. Es gibt eine Reihe von Risikoparametern wie etwa Delta, Vega, Gamma,
Theta, Rho u. s. w.. Jeder dieser Greeks misst eine andere Dimension des Risikos
eines Finanzderivats. Sie werden in einem Handelsumfeld zur Bestimmung der
Hedge-Paramter verwendet. Das Ziel eines Handlers besteht hierbei darin, die
Risikoparameter so zu steuern, dass alle Risiken akzeptabel bleiben. Mathema-
tisch sind Risikoparameter die partiellen Ableitungen des Preises eines Finanz-
derivates nach Modellparametern, z. B. dem Anfangskurs des Basiswertes oder
der Volatilitat. Sie beschreiben, wie das Finanzderivat unter dem angenomme-
nen Modell auf infinitesimale Parameteranderungen reagiert. Wir konzentrieren
uns in dieser Arbeit auf das Delta, welches die Sensitivitat des Preises gegentiber
dem Anfangskurs des Basiswertes zeigt, und das Gamma, welches die Sensitivi-
tat des Preises gegenuber dem Delta misst.

Bei einfachen Finanzderivaten, deren Preise durch die Formeln von Black
und Scholes [3] explizit gegeben sind, kénnen wir die Risikoparameter durch
die partiellen Ableitungen ihrer Black-Scholes-Formeln analytisch berechnen.
Im Gegensatz dazu ist die Einschitzung der Risikoparameter von komplexeren
Finanzderivaten stets eine herausfordernde Aufgabe, die meistens nur mithilfe
der Monte-Carlo-Simulation zu 16sen ist, was bereits in vielen wissenschaftli-
chen Arbeiten behandelt worden ist. Dazu gibt es laut Glasserman [11] und
R. Korn, E. Korn und Kroisandt [18] im allgmeinen drei auf der Monte-Carlo-
Simulation basierende Methoden: die Finite-Differenzen-Methode, die Pathwise-
Methode und die Likelihood-Ratio-Methode. Die Finite-Differenzen-Methode ist
ein grobes Schatzverfahren und relativ einfach zu implementieren. Die Path-
wise-Methode entspricht hingegen einer komplizierten und prazisen Simulati-
onsmethode. Sie stellt Anforderungen an Stetigkeit und Differenzierbarkeit von
Auszahlungsfunktionen. Fur die Berechnung der Risikoparameter auf3er Gam-
ma gibt es mittlerweile zwei Arten der Pathwise-Methode. Diese sind die von
Glasserman und Zhao [12] entwickelte Forward-Methode und die von Giles und
Glasserman [10] entwickelte Adjoint-Methode. Die Adjoint-Methode ist modern
und unter bestimmten Umstanden noch effizienter als die Forward-Methode. Die
Likelihood-Ratio-Methode bietet einen alternativen Ansatz zur Schatzung der Ri-
sikoparameter. Sie erfordert hingegen keine Stetigkeit der Auszahlungsfunktion
und erganzt damit die Pathwise-Methode.

Das Hauptthema unserer Arbeit ist es, den Delta-Vektor und die Gamma-
Matrix einer Bermuda-Swaption zu berechnen. Die Voraussetzung zur Berech-
nung der Risikoparameter von Bermuda-Swaptions ist ihre Bewertung bzw. die
Bestimmung ihrer optimalen Austibungszeit, was sich im LIBOR-Marktmodell
ursprunglich recht problematisch gestaltete, weil das LIBOR-Marktmodell vom
Prinzip her auf der Monte-Carlo-Simulation aufbaut, bei der es schwierig ist,
uber die vorzeitige Austibung entlang jedes Pfads zu entscheiden. In der vor-
liegenden Arbeit kénnen wir jedoch auf den Kleinste-Quadrate-Monte-Carlo-
Ansatz zurickgreifen. Dieses Verfahren wurde von Longstaff und Schwarz [25]
entwickelt und orientiert sich an den bisher bekannten Methoden, die bereits
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bei Gitterverfahren verwendet werden. Die Berechnung beginnt am letztmogli-
chen Austibungszeitpunkt der Bermuda-Swaption und wird rtiickwarts rekursiv
in der Zeit ausgefiihrt. Zu jedem moglichen Austibungszeitpunkt ist eine Opti-
mierungsbedingung auszuftihren und zwar analog wie bei den Gitterverfahren:
Vergleiche den Wert beim Austiben der Bermuda-Swaption mit dem risikoneu-
tralen Wert. Dieser risikoneutrale Wert ist ein bedingter Erwartungswert und
muss entsprechend in der Simulation berechnet werden, wobei die Methode der
kleinsten Quadrate in Anspruch genommen wird.

Mithilfe des Kleinste-Quadrate-Monte-Carlos hat Piterbarg [32] die Forward-
Methode zur exakten Berechnung der Delta-Vektoren und Gamma-Matrizen von
Bermuda-Swaptions erfolgreich entwickelt. Eine viel effizientere Umsetzung da-
zu wurde kurzlich von Leclerc, Liang und Schneider [22] generalisiert. Diese
Formulierung benutzt die Adjoint-Methode in Hinblick auf linear algebraische
Operationen zur Reduzierung der Ordnung der Zeitkomplexitat. Basierend auf
den Pionierarbeiten entwickeln wir in diesem Artikel drei weitere, neue Metho-
den zur Berechnung des Delta-Vektors einer Bermuda-Swaption, welche bis-
her noch nicht veroffentlicht wurden. Die erste Methode ist eine neue Version
der Adjoint-Methode, die ebenso exakt und effizient ist wie die Adjoint-Methode
von Leclerc, Liang und Schneider [22]. Sie ist jedoch relativ einfach zu verste-
hen und zu implementieren. Die zweite Methode ist die Pathwise-Methode im
Rahmen einer vereinfachenden Simulation des LIBOR-Marktmodells mit Bias.
Diese Methode ist schnell und sehr leicht zu implementieren. Ihre Ergebnisse
sind auch exakt genug, obgleich sie bei der Simulation Bias erzeugt. Die dritte
Methode ist die Likelihood-Ratio-Methode im Rahmen der oben-genannten inex-
akten Simulation des LIBOR-Marktmodells, deren Ergebnisse im Gegensatz zu
den anderen Methoden nicht gentigend prazise sind, weil sie neben Bias noch
eine grof3e Varianz erzeugt. Allerdings ist sie effizient und kann zur Berechnung
der Delta-Vektoren von amerikanischen oder bermudischen Zinsderivaten mit
nicht-stetigen Auszahlungen beitragen.

Dartiber hinaus entwikeln wir in dieser Arbeit noch zwei innovative Metho-
den, um die (Cross-)Gammas bzw. die Gamma-Matrix von Bermuda-Swaptions
genau zu berechnen, was vo6llig neu im Forschungsgebiet der Computational-
Finance ist. Eine der Methoden ist die Kombination der Finite-Differenzen-
Methode und dem Pathwise-Delta. Dieses Verfahren ist relativ effizient, aber
empfindlich und erzeugt Bias. Die andere Methode ist die Pathwise-Methode,
welche einem robusten Simulationsverfahren ohne Bias entspricht. Diese zwei-
te Methode stellt den gréfSten Durchbruch dieser Arbeit dar. Auch hier be-
steht das Pathwise-(Cross-)Gamma aus dem Forward-(Cross-)Gamma und dem
Adjoint-(Cross-)Gamma. Das Adjoint-(Cross-)Gamma ist viel komplizierter als
das Forward-(Cross-)Gamma, aber dennoch viel effizienter.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt. In Kapitel 2 diskutieren wir die Finite-
Differenzen-Methode, Pathwise-Methode und Likelihood-Ratio-Methode fur all-
gemeine Finanzderivate. In Kapitel 3 fihren wir zunachst die Simulation des
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1. Einfiihrung in Teil II

LIBOR-Marktmodells ein. Dabei betrachten wir neben der exakten Simulation
noch eine entsprechende inexakte Simulation, welche durch die Forward-Drift,
eine kleine Verdnderung der Driftterme vom exakten Fall, realisiert wird. Da-
nach erdrtern wir Pathwise-Delta (Forward-Delta und Adjoint-Delta), Pathwise-
Delta unter Forward-Drift, Likelihood-Ratio-Delta und Pathwise-(Cross-)Gamma
(Forward-(Cross-)Gamma und Adjoint-(Cross-)Gamma) flir Zinsderivate. In Ka-
pitel 4 definieren wir die Bermuda-Swaption, bzw. ihre Notationen, formell
und stellen das Kleinste-Quadrate-Monte-Carlo vor. AnschliefSend diskutieren
wir unser Hauptthema, die Berechnung der Delta-Vektoren und der Gamma-
Matrizen von Bermuda-Swaptions. Die entwickelten Algorithmen tiberpriifen
und vergleichen wir anhand einiger numerischer Beispiele in Kapitel 5.
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2. Berechnung des Deltas und
(Cross-)Gammas von Finanzderivaten

Unter dem Delta, welches mit dem griechischen Buchstaben A bezeichnet wird,
versteht man die erste partielle Ableitung des Preises eines Finanzderivats nach
dem Anfangskurs des Basiswertes. Unter dem Gamma, welches mit dem griechi-
schen Buchstaben I bezeichnet wird, versteht man die zweite partielle Ableitung
des Preises eines Finanzderivats nach dem Anfangskurs des Basiswertes. Gam-
ma misst die Sensitivitat des Deltas bzgl. des Anfangskurses.

Um die Risikoparameter eines Finanzderivats im Rahmen der Monte-Carlo-
Simulation zu bestimmen, gibt es laut Glasserman [11] und R. Korn, E. Korn
und Kroisandt [18] im Allgemeinen drei wichtige Methoden. Diese sind die Finite-
Differenzen-Methode, die Pathwise-Methode und die Likelihood-Ratio-Methode.
Die Finite-Differenzen-Methode ist ein grobes und einfaches Schétzverfahren.
Die Pathwise-Methode ist meistens exakt und effizient unter der Einschrankung,
dass die Auszahlungsfunktion des betrachteten Finanzderivats gentigend glatt
sein muss. Die Likelihood-Ratio-Methode ist ebenso effizient wie die Pathwise-
Methode und kann noch Finanzderivate mit nicht-stetigen Auszahlungsfunk-
tionen gut behandeln. Jedoch kann bei der Likelihood-Ratio-Methode eine gro-
Bere Varianz entstehen. In diesem Kapitel legen wir das Hauptgewicht auf die
Pathwise-Methode und die Likelihood-Ratio-Methode, die den exakten Simula-
tionsmethoden ohne Bias entsprechen. Zunachst beginnen wir jedoch mit der
Finite-Differenzen-Methode.

2.1. Finite-Differenzen-Methode

Anhand der Finite-Differenzen-Methode kénnen wir eine grobe Schatzung des
Deltas erhalten. Unter der Voraussetzung, dass der Wert eines Finanzderivats
analytisch berechnet und numerisch simuliert werden kann, ist diese Methode
einfach zu realisieren. Hier wollen wir ihr Prinzip kurz und knapp erlautern.

Es sei V(0) der Wert eines Finanzderivats, wobei § der Anfangskurs des Basis-
wertes ist. Dann entspricht die Formel

av (0)

A W) =5

dem Delta des Finanzderivats. Wir konnen diese partielle Abteilung durch den
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2. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Finanzderivaten

sogenannten Vorwartsdifferenzenquotient
ov(6) yor. V(0 +e) — V(G)’
00 €
den Ruckwartsdifferenzenquotient
ov(6) Riick. V(@) —V(0—e
00 €
und den zentralen Differenzenquotient
OV (0) zent. V(O +¢€) —V (0 —¢)
00 A 2¢
fur eine hinreichend kleine Maschenweite ¢ > 0 approximieren, wobei V' (), V(6 +
€) und V(0 — ¢) mit der gleichen Folge von Zufallszahlen simuliert werden miis-
sen, wenn dies Finanzderivat durch die Monte-Carlo-Simulation bewertet wird.
Da alle drei Quotienten im Grenzwert ¢ — 0 gegen das Delta A (V(0)) konver-
gieren, konnen wir fir hinreichend kleines ¢ eine gute Approximation erhalten.
Unter anderem erzeugt der zentrale Differenzenquotient normalerweise Bias mit
kleinerer Ordnung als die anderen beiden, er ist der exakter.

Die Finite-Differenzen-Methode zur Berechnung der (Cross-)Gammas von Fi-
nanzderivaten funktioniert wegen des grof3en Bias nomalerweise nicht exakt ge-
nug, insbesondere von komplexen Finanzderivaten. Allerdings gelingt es uns im
Abschnitt 4.3, die (Cross-)Gammas einer Bermuda-Swaption durch eine modifi-
zierte Finite-Differenzen-Methode hinreichend genau zu berechnen.

l

2.2. Pathwise-Methode

In diesem Abschnitt stellen wir die Pathwise-Methode vor. Vorab erortern wir
knapp ihre Voraussetzungen. Es sei ¢(X (7)) die diskontierte Auszahlungs-
funktion eines Finanzderivats zur heutigen Zeit mit dem Basiswert X(¢) =
(X1(t),...,Xp(t)" far ¢t € [0,7T), Der faire Preis des Finanzderivats entspricht
dem Erwartungswert E (¢(X(7))). Zur Bestimmung des Deltas ist dann die par-
tielle Ableitung
9E (9(X(T)))

0X(0)
zu schéatzen, wobei X (0) der Anfangskurs des Basiswertes ist. Die Pathwise-
Methode schatzt diese in zwei Schritten. Zuerst berechnet man

9g(X(T))

0X(0)
entlang jedes simulierten Pfades, dann berechnet man den Mittelwert tiber alle
Pfade. Daraufhin ist der Schatzwert des Deltas mit der Anwendung der Pathwise-
Methode genau dann erwartungstreu, wenn

OF (¢(X(T))) . (99(X(T))
09X (0) :E< 9X(0) ) (2.1)
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2.2. Pathwise-Methode

gilt. Die hinreichende Bedingung fiir (2.1) ist laut Glasserman [11] wenigstens
die Lipschitz-Stetigkeit der diskontierten Auszahlungsfunktion g. Genauer:

1. Fur jedes 6 € O existiert 0X;(0)/00 fast sicher fur allei =1,..., M.
2. g ist differenzierbar an den Punkten X () € R fast sicher fiir alle 6 € ©.

3. Es gibt eine konstante Variable /,, so dass fir alle z,y € RY

l9(z) = g(y)| < g [l —yll
gilt, d. h. g ist Lipschitz-stetig.
4. Es existieren Zufallsvariablen ; fir i =1,..., M, so dass fiir alle 61,6, € ©
| Xi(62) — Xi(61)] < 0; |02 — 61
und E(¥;) < co gelten miti=1,..., M.

Deshalb eignet sich die Pathwise-Methode fir die Berechnung des Deltas und
der anderen Risikoparameter mit partieller Ableitung erster Ordnung bzgl. der
Finanzderivate mit Lipschitz-stetiger Auszahlung. Im Vergleich zum Delta er-
scheint die Berechnung des Gammas komplizierter. Dazu miissen wir die ent-
sprechende partielle Ableitung zweiter Ordnung

OE (9(X(1)))
9X(0)2

bestimmen. Die Voraussetzung eines erwartungstreuen Schitzwerts vom Gam-
ma unter der Anwendung der Pathwise-Methode ist dann

0%E (9(X(T))) _ E (829(X(T))>
9X(0)2 axX(0)2 )’

d. h. die Auszahlungsfunktion ¢ muss bzgl. X(0) zweimal stetig differenzier-
bar sein. Diese Bedingung erfiillt die Auszahlungsfunktion eines Finanzderivats
normalerweise nicht. Allerdings werden wir im Kapitel 4 sehen, wie die Pathwise-
Methode fur Gamma einer Bermuda-Swaption in einem speziellen Algorithmus
trotz der komplexen Auszahlungen gut funktioniert.

Mittlerweile gibt es zwei bekannte Arten der Pathwise-Methode. Die klassische
Pathwise-Methode ist die sogenannte Forward-Methode, die in der Arbeit von
Glasserman und Zhao [12] ausfihrlich vorgestellt wurde. Es handelt sich um
eine vorwartige Rekursion. Eine alternative Pathwise-Methode ist die Adjoint-
Methode, deren Einzelheiten im Artikel von Giles und Glasserman [10] verof-
fentlicht wurden. Sie beschéftigt sich mit einer riickwartigen Rekursion. Die
Adjoint-Methode ist juinger und unter einigen Bedingungen, die wir spater er-
lautern werden, noch effizienter als die Forward-Methode.
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2. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Finanzderivaten

2.2.1. Forward-Delta

Unsere Diskussion beginnt mit der Forward-Methode zur Berechnung des Del-
tas. Zunachst untersuchen wir das allgemeine Berechnungsverfahren fiir das
Delta, das nicht nur fiir Zinsderivate, sondern auch fiir andere Finanzderivate,
z. B. Aktienderivate, gultig ist.

Sei g(X(T)) eine Lipschitz-stetige diskontierte Auszahlungsfunktion eines Fi-
nanzderivats mit der Falligkeit 7 und dem Basiswert X (¢) € RM fir 0 < ¢ < T.
Dabei erftillt der Prozess X (¢) die stochastische Differentialgleichung

dX(t) = a(X())dt +b" (X (t))dW(t)  tel0,T), (2.2)

wobei a(X (t)) € RM, b(X(t)) € RM*4 und W ein d-dimensionaler Wiener-Prozess
ist. Durch die Euler-Diskretisierung auf das Zeitgitter 0 = t) < t; < --- <ty =T
kann die stochastische Differentialgleichung (2.2) wie folgt approximiert werden:

X(n+1)=Xn)+a(X(n)hy, + b (X(n)Z(n +1)Vh, (2.3)

farn=0,...,N —1, wobei h,, = t,4+1 —t, und Z(1),...,Z(N) ~ N(0, I;) unabhangig
sind. In der Simulationsformel (2.3) vereinbaren wir die Notation X (n) = X (¢,).
Wir kénnen X(n + 1) fir eine Funktion der Variablen X (n) halten und setzen
dann

0X(n) 0X;(n)
A(n) = A;i(n) = =——=
() = %0 s 9X;(0)
farn =0,...,N —1und ¢,5 = 1,..., M. Wir leiten dann die Relation zwischen

A(n+1) und A(n) ab:
0X(n+1) 0X(n+1) 0X(n) 0X(n+1)

1) = = ) - .
Aln+1)=—=5%m aX(n) o9x(©0) ~ ox(m AW
furn =0,...,N — 1. Genauer ist
8@1 n)
d M
8bzl( ( )) )
+;k§:jl Xy () SemZn+ DVh,
firn=0,....,N—1undi,j =1,..., M. Ferner setzen wir firn=20,...,N — 1
_0X(n+1)
die (M x M)-Matrizen mit den Termen:
- aXZ(n + 1)
ot = X
o 0ai(X(n)) 0bj1(X(n))
= Hi=j}l+—hn+ Y ——ZZi(n+1)Vhy
W=7 5% ZZ oxX;n) 2T
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2.2. Pathwise-Methode

far:,j=1,..., M, wobei 1 die Indikatorfunktion bezeichnet mit

1 : A=True
1{A}_{O . A= False.

Dann kénnen wir A(N) durch die folgende Rekursion numerisch berechnen:
A(n+1) = D(n)A(n) A0) = Iy (2.4)
firn=0,..., N — 1. Weil wir bei jedem Rekursionsschritt zwei Matrizen multipli-

zieren mussen, entsprechen die Zeitkosten pro Rekursionsschritt O (M3).

Wir betrachten jetzt ein Finanzderivat mit der diskontierten Auszahlungsfunk-
tion ¢g(X(7)). Die Simulationsformel vom Delta des Finanzderivats ist

Aj(9(X(N)) =

fur j =1,..., M. Und die Simulationsformel des ganzen Delta-Vektors lautet

_ 9g(X(N)) _ dg(X(N)
X (0) X (N)

A (g(X(N)) - A(N). (2.5)

Auf der Gleichung (2.5) und der Rekursion (2.4) basiert die Grundidee der
Forward-Methode zur Berechnung des Deltas des Finanzderivats. Wir bemer-
ken, dass wir wegen (2.5) den Delta-Vektor von beliebig vielen Finanzderivaten
mit dem gleichen Basiswert X bewerten kénnen, wenn A(N) schon einmal be-
stimmt ist.

2.2.2. Adjoint-Delta

Fur die Adjoint-Methode werden weiterhin dieselben Voraussetzungen und No-
tationen wie bei der Forward-Methode verwendet. Wir beginnen mit der Adjoint-
Methode zur Berechnung des Deltas eines allgemeinen Finanzderivats. Wie wir
schon erwahnt haben, kann die Rekursionsrichtung umgekehrt werden, sodass
eine effizientere Berechnung des Deltas moglich ist. Wir strukturieren zunachst
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2. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Finanzderivaten

die Simulationsformel (2.5) bzgl. der Berechnung des Deltas um:

A(g(X(N)) =

= VT(0), (2.6)

wobei V(0) offenbar durch die folgende Rekursion auf das Zeitgitter {to,...,tn}
ruckwarts berechnet werden kann:

W(N))T, 2.7)

T
Vin) =D (m)V(n+1) V(N)= < v
dabein = N—1,...,0. (2.6) und (2.7) bilden zusammen die Grundidee der Adjoint-
Methode zur Berechnung des Deltas.

Wir bemerken, dass bei der Adjoint-Methode eine Vektor-Rekursion, namlich
V(-) € RM, mit dem Zeitaufwand O(M?) per Rekursionsschritt durchzufiihren
ist, wahrend bei der Forward-Methode eine Matrix-Rekursion mit dem Zeitauf-
wand O(M?3) per Rekursionsschritt durchzufiihren ist. Die Adjoint-Methode ist
deshalb vorteilhaft, wenn wir uns mit der Berechnung des Deltas einer einzel-
nen Auszahlungsfunktion ¢(X(7")) in Bezug auf mehrdimensionale Veranderun-
gen von X (0) beschaftigen, z. B. wenn wir die Sensitivitaten bzgl. X;(0) fur alle
i = 1,...,M benoétigen. Aulerdem muss der Drift-Term des Basiswertes X(t)
hinreichend kompliziert sein, sodass die Matrix D(n) zumindest keine Einheits-
matrix ist, z. B. beim LIBOR-Marktmodell, sonst ist die Anwendung der Adjoint-
Methode genau so effizient wie die Forward-Methode, also sinnlos, denn die
Adjoint-Methode ist komplizierter zu implementieren.

Zusammenfassend ergibt sich, dass, falls die Matrix D(n) hinreichend dicht
besetzt ist, sich die beiden oben besprochenen Pathwise-Methdoden hinsichtlich
ihrer Effizienz wie folgt unterscheiden:

e Die Forward-Methode ist effizienter fiir die Berechnung der Risikoparame-
ter, wenn das betrachtete Portfolio aus vielen Instrumenten besteht, die
nur von wenigen Parametern beeinflusst werden.

e Die Adjoint-Methode ist effizienter fiir die Berechnung der Risikoparameter,
wenn das betrachtete Portfolio aus wenigen Instrumenten besteht, die von
vielen Parametern beeinflusst werden.
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2.2. Pathwise-Methode

Es ist noch zu berticksichtigen, dass die Adjoint-Methode deutlich mehr Spei-
cherplatz als die Forward-Methode verlangt. Dies liegt daran, dass die Adjoint-
Methode in der Tat eine Rickwartsrekursion ist und wir bei der Adjoint-Methode
zuerst den simulierten Basiswert X (¢) von ¢, bis ¢y vorwarts entwickeln und
alle einschlidgigen Daten abspeichern miissen, um anschliefend die Matrizen
D(N-1),...,D(0) rickwarts zu berechnen und die riickwartige Rekursion erfolg-
reich ausfihren zu kénnen. Deshalb wird die Adjoint-Methode auch die Back-
ward-Methode genannt.

2.2.3. Forward-(Cross-)Gamma

In diesem und dem néachsten Unterabschnitt untersuchen wir die Pathwise-
Methode zur Berechnung des Gammas von allgemeinen Finanzderivaten, was
Giles und Glasserman [10] auch kurz erwdhnt haben. Dazu benutzen wir die-
selben Notationen wie bei der Untersuchung des Deltas. Die Pathwise-Methode
fir Gamma ist komplizierter und zeitlich aufwandiger als die Pathwise-Methode
fiir Delta. Zunachst muissen wir annehmen, dass die diskontierte Auszahlungs-
funktion ¢g(X(N)) nach X(0) zweimal stetig differenzierbar ist. Die Sensitivitat
zweiter Ordnung, namlich das Gamma, lautet

T (g(X(N))
9’g(X(N))

0X(0)?
M 2
> ( ]]\i ) “N)+AT(N) (W) A(N), (2.8)

=1

wobei 52X (n)
Xi(n
I'(n) = oo
(") = Fx0)2
eine Matrix mit den Eintragen

i 82X2(n)
jwln) = 9X;(0)0X(0)

firn =0,...,N und j,k = 1,..., M ist. Das Gamma ist mathematisch gesehen
eine (M x M)-Matrix mit den Eintrdgen I';, (¢(X(N)) fur j,k = 1,..., M. Dabei
nennen wir jeden Term I'j;, (¢(X(V)) far j # k auch das Cross-Gamma.

Die Berechnung von A(N) ist bereits in der Diskussion des Deltas geklart
worden. So bleibt in (2.8) nur noch I''(N) zu berechnen. Durch zweimaliges Dif-
ferenzieren der beiden Seiten der Euler-Diskretisierung (2.3) des Basiswertes
oder einfache Ableitung der beiden Seiten der Rekursion (2.4) erhalten wir die
Rekursionsformel zur Berechnung von I''(N) firi = 1,..., M. Sie ist

szl n) + AT (n)E'(n)A(n) (2.9)
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2. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Finanzderivaten

fiir n = 0,..., N — 1 mit der Initialisierung I''(0) = 0 € RM*M  wobei
o ®Xi(n+1)
Bi(n) = 22802
() = =Xy

eine Matrix mit den Eintragen

i . 02X1(n + 1)
(1) = 0X;(n)0X ()

firn =0,...,N und j,k = 1,..., M ist. Die Simulationsformel (2.8) und die Re-
kursionsformel (2.9) bilden zusammen das Prinzip der Pathwise-Methode zur
Berechnung der (Cross-)Gammas. Wegen der vorwartigen Simulationsrichtung
bzgl. des Zeitgitters {to,...,txy} in Rekursionsformel (2.9) entspricht dieses Ver-
fahren einer Forward-Methode.

2.2.4. Adjoint-(Cross-)YGamma

Jetzt diskutieren wir die Adjoint-Methode zur Berechnung der (Cross-)Gammas
von allgemeinen Finanzderivaten. Dafiir schreiben wir die andere Dimension der
Gleichung (2.9)

A% (n)E' (n)A x(n)
Lji(n+1) = D(n)Tj(n) + : (2.10)
A;(n)EM(n)Ak(n)

firn =0,...,N —1und j,k =1,...,M, wobei A j(n) j-te Spalte und A y(n) k-te
Spalte der Matrix A(n) ist und

9?X (n)

() = 5 X 0)0X40)

Fur die Adjoint-Methode setzen wir weiter die beiden Vektoren

G(n) = Ljr(n)

AL (n)E*(n)A ()
C(n) = :
AL (n)EM(n)A g (n)
firm = 0,...,N und j,k = 1,..., M. Dann wird die Gleichung (2.10) wie folgt
umgeschrieben:

G(n+1)=D(n)G(n)+ C(n)
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2.2. Pathwise-Methode

fir n =0,..., N — 1. Davon gehen wir aus, die Idee des Adjoint-(Cross-)Gammas
abzuleiten:

Lk (9(X(N)))

_ax)
- 0X;(0)0X1(0)
2
= WFJ';C(N) + AE(N) (W) Ak(N)
=B;r(9(X(N)))

= VI(N)G(N) + Bji, (9(X(N)))

VI(N)(C(N = 1)+ D(N —1)G(N — 1)) + Bj), (9(X(N)))
VI(N)YC(N=1)+ V(N -1)(C(N —2)+ D(N —2)G(N —2))
+Bjk (9(X(N)))

; VIINYC(N =1)+VT(N=1)C(N —2)+---+ VT (1)C(0)

+Bjk (9(X(N)))
N-1
= Y Vn+1)C(n)+ B (9(X(N))), (2.11)
n=0
wobei V(n) fur n = 1,..., N mittels der Formel (2.7) rekursiv berechnet werden.

Die Formel (2.11) entspricht dem Prinzip der Adjoint-Methode zur Berechnung
des (Cross-)JGammas eines Finanzderivats. Der einzige Unterschied zwischen
dem Forward-(Cross-)Gamma und dem Adjoint-(Cross-)Gamma liegt darin, den
Term

9g(X(N))

0X(N)

fiir jedes Paar (j, k) zu berechnen. Im Forward-(Cross-)Gamma wird der Vektor
I';(N) durch die N-schrittige Rekursion (2.10) bzw.

Ljr(N)

G(n+1) = D(n)G(n) + C(n)

vorwarts berechnet. Und im Adjoint-(Cross-)Gamma ist

dg(X(N)) T
IX (V) [k(N) = nz:% V'(n+1)C(n).
D. h. wir mtssen C(n) fir n = 0,..., N — 1 in beiden Methoden berechnen. Da-

neben brauchen wir zusétzlich O(M?) im Forward-(Cross-)Gamma und O(M) im
Adjoint-(Cross-)Gamma fiir jedes n = 0,..., N — 1. Denn D(n)G(n) dem Produkt
zwischen einer Matrix und einem Vektor entspricht und V' (n + 1)C(n) das Ska-
larprodukt von zweien Vektoren ist. Dank dieses Tricks spart das Adjoint-(Cross-
)Gamma mehr Zeitkosten als das Forward-(Cross-)JGamma. Allerdings verlangt
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2. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Finanzderivaten

die Adjoint-Methode bei der Berechnung des (Cross-)JGammas deutlich mehr
Speicherplatz als die Forward-Methode wie bei der Berechnung des Deltas.

2.3. Likelihood-Ratio-Methode

Die Likelihood-Ratio-Methode bietet einen alternativen Losungsansatz ohne Bi-
as zur Schatzung der Risikoparameter eines Finanzderivats. Sie erfordert kei-
ne zusatzliche Informationen tiber die Auszahlungsfunktion, z. B. die Glattheit,
und erganzt damit die Pathwise-Methode. Bei der Likelihood-Ratio-Methode ist
statt der Differenziation der Auszahlungsfunktion die Differenziation der Wahr-
scheinlichkeitsdichte des Basiswertes zu berechnen. Vorab erklaren wir kurz
das Prinzip.

Es sei g(X(0)) die diskontierte Auszahlungsfunktion eines Finanzderivats mit
dem Basiswert X () = (X1(6),..., Xu(0))". Fir Delta bezeichnet ¢ hier den An-
fangskurs des Basiswertes. Der Erwartungswert des Finanzderivats entspricht
der folgenden Integration

E(9(X(0)) = [ 9(@)fx(@)da. 2.12)

wobei fx(x) die Wahrscheinlichkeitsdichte vom Basiswert X (6) ist. Wir leiten
dann die beiden Seiten der Gleichung (2.12) nach 6 ab, um das Delta des Fi-
nanzderivats zu berechnen:

IE (9(X(0))) Ifx ()
o0 - /RMg(:L') ()9{9 dx

=fx (@)

[, (s E;) Fx(z)da

_ [x(X(9))
- E (g(X(H))fX(X(e))>. (2.13)

Aus Formel (2.13) folgt das Prinzip zur Bewerung des Deltas gemaf der Likelihood-
Ratio-Methode, welches aus zwei Schritten besteht. Zuerst schéatzt man die

Kernform f(X(8))
X
9XO) 3 o) 2.14)
entlang jedes simulierten Pfades, dann berechnet man den Mittelwert tiber alle
Pfade und bekommt das gewtlinschte Ergebnis. Das ist ahnlich wie das Berech-
nungsprinzip der Pathwise-Methode. Deshalb fassen wir die Likelihood-Ratio-
Methode als eine Variante der Pathwise-Methode auf.

Wegen Formel (2.13) erfordert die Likelihood-Ratio-Methode tiberhaupt kei-
ne Glatte in der diskontierten Auszahlungsfunktion. Das ist ein Vorteil im Ver-
gleich zur Pathwise-Methode. Allerdings verlangt sie, dass die Wahrscheinlich-
keitsdichte des Basiswertes X (f) bekannt sein muss und dartiber hinaus, dass
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2.3. Likelihood-Ratio-Methode

ihre Ableitung nach dem Parameter # auch analytisch berechenbar ist. Das ist
ein ganz seltener Fall und wird daher als der grofe Nachteil der Likelihood-
Ratio-Methode angesehen. Noch zu betrachten ist, obwohl die Likelihood-Ratio-
Methode eine Simulationsmethode ohne Bias ist und fur die Finanzderivate mit
nicht-stetigen Auszahlungen gut funktioniert, hat sie ein Problem der Genauig-
keit bei Finanzderivaten mit glatten Auszahlungen: Die Varianz der Likelihood-
Ratio-Methode ist normalerweise grofier als die Varianz der Finite-Differenzen-
Methode und Pathwise-Methode. Auflerdem ist sie wegen zu grof3e Varianz nicht
geeignet fur die Berechnung des (Cross-)Gammas von Finanzderivaten.

Nun diskutieren wir die Likelihood-Ratio-Methode zur Berechnung des Deltas
anhand eines Beispiels eines Finanzderivats mit einem multivariaten normal-
verteilten Basiswert, welches Glasserman und Zhao [12] auch schon diskutiert
haben. Wir nehmen an, dass X () ~ N (i1(0), 3¢) mit () € RM und £y € RM*M,
Die Wahrscheinlichkeitsdichte von X (0) ist aus der Statistik bekannt:

r) = ! -ex —lm—f 0z — [ .
fela) = ey e (5~ A0S - 1)
Der Faktor f%(x)/fx(x) in der Kernform (2.14) sieht in diesem Fall wie folgt aus:
Dann gilt
9E (9(X(9))) _ fx(X(9))
a0 -k (g(X(e))fx(X(f)))) )
= e(sxo)xO a0 BD). 2

Der multivariate normalverteilte Basiswert X () kann durch die folgende Formel
simuliert werden:

X(0) = ji(0) + By - Zo,
wobei Zy ~ N(0,1;) und By - B) = % fur eine Matrix By € RM*4, Falls die Matrix
By quadratisch ist, folgt eine vereinfachte Berechnungsformel des Deltas in dem
multivariaten normalverteilten Fall:

OO _ g (yxopexo) - po)Ts; - 20)
= B (y(x@)B0- 27 (B B]) " )
= E(g(X(e))Z@TB@l.alg(?). (2.16)

Wir werden in Abschnitt 3.4 die Likelihood-Ratio-Methode in Bezug auf den mul-
tivariaten normalverteilten Basiswert weiter diskutieren und zeigen, wie diese
auf das LIBOR-Marktmodell mit einigen notwendigen Anderungen angewendet
werden kann.
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3. Berechnung des Deltas und
(Cross-)Gammas von Zinsderivaten

In Kapitel 2 haben wir bereits die Pathwise-Methode und die Likelihood-Ratio-
Methode zur Bewertung des Deltas und (Cross-)Gammas von allgemeinen Fi-
nanzderivaten ausfuhrlich vorgestellt. Von jetzt an wollen wir die beiden Me-
thoden auf die Zinsderivate gemaf dem LIBOR-Marktmodell erweitern. Dazu
befassen wir uns in diesem Kapitel nur mit der theoretischen Untersuchung.
Die praktische Anwendung auf die Bermuda-Swaptions werden wir im néchsten
Kapitel prasentieren. Unsere Diskussion beginnt mit dem LIBOR-Marktmodell.

3.1. LIBOR-Marktmodell

Das LIBOR-Marktmodell ist ein bekanntes und wichtiges Zinsstrukturmodell
zur Behandlung von Zinsderivaten, insbesondere von komplexen Zinsderivaten.
Im Gegensatz zu anderen Zinsstrukturmodellen verwendet es anstelle von fikti-
ven Forward-Zinssatzen die tatsachlich am Markt beobachtbaren Zinsséatze. Die-
ses Modell wurde erstmals in den Arbeiten von Brace, Gatarek und Musiela [4]
und Miltersen, Sandmann und Sondermann [26] angewandt, um die Forward-
LIBORs zu simulieren. Das LIBOR-Marktmodell fihrt zu Bewertungsgleichun-
gen dhnlich der im Finanzbereich sehr bekannten Black-Scholes-Formel von
Black und Scholes [3] und hat sich daher heutzutage in der Praxis durchge-
setzt. Die Formulierung dieses Abschnittes orientiert sich hauptsachlich an Ka-
pitel 3 von Glasserman [11]. Aufierdem kann man die Monte-Carlo-Simulation
des LIBOR-Marktmodells in Kapitel 31 von Hull [14] oder Kapitel 5 von R. Korn,
E. Korn und Kroisandt [18] nachschlagen.

Bevor wir das LIBOR-Marktmodell formell vorstellen, wollen wir das bekann-
te und einfachste Zinsderivat, den Bond, einfiihren. Ein Bond mit Falligkeit T
ist ein Wertpapier, das zum Zeitpunkt 7' eine Wahrungseinheit, z. B. 1€, aus-
zahlt. Den Preis eines Bonds zum Zeitpunkt ¢ < T bezeichnen wir mit Br(¢).
Offensichtlich sind By (7T) = 1 und Br(t) € (0,1], wenn man negative Verzinsung
ausschlief3t. Der Bond ist manchmal fiir die Behandlung anderer Zinsderivate
so relevant wie der Zinssatz. Denn Bonds eignen sich bereits hervorragend zur
Beschreibung anderer Zinsderivate. Oft wird er auch als Diskontfaktor betrach-
tet.

Unter der Notation Lr(t) versteht man den Forward-LIBOR in der durch die
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3. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Zinsderivaten

Bonds dargestellten Form

1 (Br(t) — Brys(t)
Lrlt) =35 < : BT+5(%Z)Jr )

der ein Forward-Zinssatz zur Zeit ¢ ist und den zuktnftigen Zeitraum [T, + 4]
diskret verzinst. Bei der weiteren Diskussion beschranken wir uns der Einheit-
lichkeit halber auf die festen Zeitpunkte Ty < 77 < --- < Ty mit Tp = 0 und
0; = Tiy1 — T;. Die Zeitstruktur {7y, T1,...,Ty} wird auch die Tenorstruktur ge-
nannt. Wir kénnen die Gleichungen (3.1) gemaf3 der Tenorstruktur umschrei-
ben. Dabei schreiben wir B;(-) statt Br,(-) und statt Lz, (-) schreiben wir L;(-):

Li(t) = 1 (Bi(t) - Bi-i-l(t)) 0<i<T,
Bit1(t)
far ¢ =0,..., M — 1. Wir definieren weiter eine Funktion » : [0,Ty) — {1,..., M}

durch T, 4)—; <t < Ty. D. h. n(t) ist der Index des néchsten Tenors nach ¢. Mit
dieser Notation haben wir

0<t<T, 3.1

i—1
1
Bi(t)=Byy(t)- [[ —++= 0<t<T
=) 14+ 6;L;(t)
und ‘
i—1 1

B(M) =] ———— 1=0,...,i—1 (3.2)
El+5ij(Tz)
fari=1,..., M.

Wir betrachten jetzt einen stochastischen Prozess B* mit

n(t)—1
B*(t) = Bywy(t)- I (1+06;L5(Ty)) 0<t<T, (3.3)
j=0
firi=1,...,M — 1. Wir bemerken, dass B*(Tj) = 1 ist und in der Gleichung (3.3)
L;(T;) = L;(T;) gelten. Wenn wir B* als ein Numeraire behandeln, nennen wir
das zugehorige aquivalente Martingalmaf3 das Spot-Maf3.

Jamshidian [15] entwickelt einen Ansatz um das LIBOR-Marktmodell in Be-
zug auf das Spot-Maf3 zu untersuchen. Besteht das LIBOR-Marktmodell aus
M Bonds, deren Falligkeiten jeweils T1,...,T sind, und seien die Volatilititen
o1,...,00-1 : [0,T) — R? deterministisch, dann entwickeln sich die Forward-
LIBORs L;(t) unter dem Spot-Maf3 gemaf3 den stochastischen Differentialglei-
chungen

dL;(t
L-(Sf)) = pi(t)dt + o] (£)dW*(t) t €10,T;] (3.4)
furi=1,...,M — 1, wobei die Driftterme mittels Volatilititen dargestellt werden

koénnen: }
o N GLiMo] (B)o;(t)
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3.1. LIBOR-Marktmodell

und W* ein d-dimensionaler Wiener-Prozess unter dem Spot-Maf3 ist. Wegen der
starken Pfadabhangigkeit der Driftterme im LIBOR-Marktmodell und der hohen
Dimensionalitat des Modells ist die Monte-Carlo-Simulation fast das einzige er-
folgversprechende Verfahren, das zur Simulation des LIBOR-Marktmodell und
seinen numerischen Behandlungen von Zinsderivaten geeignet ist.

Wir simulieren nun das LIBOR-Marktmodell unter dem Spot-Maf3 auf dem
Zeitgitter typ < t; < --- < ty mit to = Tp und ty = Ty/—1, wobei {to,...,ty} die
Teiltenormenge {7y, ...,Ty—-1} abdeckt, d. h. {Ty,...,Tym-1} C {to,...,tn}, dabei
sind 7T; = ty, fir i« = 0,...,M — 1 und daher gelten Ny = 0 und Ny _; = N.
Weiterhin implementieren wir auf {¢p,...,¢y} die Euler-Diskretisierung des Ito-
Prozesses von In(L;(t)):

1
Li(n+1) = L;(n)exp <<,uZ (n) — 5 ||Uz(n)\2> hn + Vhy a;(n)Z(n + 1)) (3.5)
firn=0,...,N —1und i = n(t,),..., M — 1 mit den Drifttermen

~ §;L;(n)oy(n)
ui (n) = o (n) ‘jnz(tn) 1+ 6;Li(n)

(3.6)

wobei h, = tp41 —t, firn=0,...,N—1und Z(1),...,Z(N) ~ N(0, I;) unabhangig
sind. In der Simulationsformel (3.5) vereinbaren wir die Notation L;(n) = L;(t,)
und bemerken, dass L;(n) = L;(NV;) fr alle n > N; gelten.

Man erkennt an der simulierten Darstellung (3.6) der Driftterme, dass jeder
einzelne Driftterm p;(n) in sehr komplizierter Art und Weise von den vorherge-
henden Forward-LIBORs beeinflusst wird. Glasserman und Zhao [12] empfehlen
eine praktische Approximation vom LIBOR-Marktmodell bzgl. des Spot-Mafies,
die sogenannte Forward-Drift-Approximation. Dabei verwenden sie eine alterna-
tive und vereinfachte Simulation der Driftterme:

" §,L;(0)o;(n)
W) =0 (n). Y BT (3.7)
Pl 1+46;L;(0)
d. h. jeder simulierter Driftterm uY(n) hangt nur von den Anfangs-LIBORs
L(0) ab. Dadurch kénnen wir die Forward-LIBORs direkt an dem gewtinsch-
ten Termin simulieren, ohne die vorherigen Forward-LIBORs zu berechnen. Im
Gegensatz zu der rekursiven Simulationsformel (3.5) sieht die Forward-Drift-
Approximation der Forward-LIBORs wie folgt aus:

n—1 1
Li(n) = Li(0) exp (Z <(M9 - ||ai(1)\|2) b+ VAol (D Z(1 + 1))) 3.8)
=0

firn=0,...,N;und i =0,...,M — 1. Die Formel (3.8) entspricht offenbar keiner
rekursiven Simulation, sondern einer direkten Simulation.
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3. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Zinsderivaten

Unter anderem wollen wir noch die Volatilititenstruktur im Rahmen der Si-
mulation des LIBOR-Marktmodells kurz erwdhnen. Da die Forward-LIBORs in
den praktischen Anwendungen normalerweise direkt auf das Zeitgitter {to, 1,
constyo1y ={Tv, 11, ..., Ty—1} implementiert werden, ist es naturlich und tiblich,
die Volatilitatenfunktionen o (¢),...,on—1(¢t) konstant zwischen den nacheinan-
derliegenden Tenordaten zu wahlen. So nehmen wir an, dass jedes o;(t) mit
i=1,...,M — 1 rechtsstetig ist und damit bezeichnet ¢;(n) seinen Wert tiber dem
Intervall [T},, T},+1). Falls das LIBOR-Marktmodell ein Ein-Faktor-Modell ist, d. h.
es durch einen skalaren Wiener-Prozess angetrieben wird und jede o;(t) ein-
dimensional ist, ist die Volatilititenstruktur durch eine untere Dreiecksmatrix
der folgenden Form angegeben:

Lo(0)

; (3.9)

,. L _ L _ 2 ' Ly —1(M—
B2 @R GRd) o Gt

wobei (UL(n(ﬁ)l)) bedeutet, dass o;(n — 1) erst bei der Simulation des Zinssatzes

L;(n) auftaucht und dazu beitragt. Die oben-rechte Halfte der Matrix (3.9) ist
leer, weil jeder L;(n) gleich L;(i) ist fir n > ¢, also trivial.

Eine solche Volatilititenstruktur ist stationar, wenn jedes o;(t) nur von der
Differenz T; — ¢t abhangt. Wir kénnen also jedes o;(t) durch ¢(7; — ¢t) umschrei-
ben. Dabei gilt 0;(n) = o(i — n) nach unserer Notation. Fur eine stationare, ein-
dimensionale und stiickweise konstante Volatilitatenstruktur nimmt die Matrix
(3.9) einfach die folgende Form mit den skalaren Werten o(1),...,0(M — 1) an:

(LO(O)
(Ll.(O)) (Ll(ll))
L0 o(1)

() I o) I )

o(2) o(1)

(LAfil(O)) ((Lyz(vﬁ/—;l_(ll))) (i](\/f\j'l_%)) (LNI—;((lj‘;[—l))

Diese stationare Volatilitatenstruktur hilft sowohl bei der Simulation als auch
bei der Kalibrierung des LIBOR-Marktmodells.

Nun sind wir in der Lage, Pfade der Forward-LIBORs Lyg,...,Ly—1 vom Zeit-
punkt 7y bis Th/—; zu erzeugen, so konnen wir damit ein Zinsderivat nume-
risch bewerten. Wir betrachten nun ein Zinsderivat mit der Auszahlungsfunkti-
on g(L(Tyr—1)|Tw) zur Zeit T,, mit Ty < T,,, < Th—1. Simulieren wir die Auszah-
lung g(L(Ny—1) |7, ) im Rahmen des LIBOR-Marktmodells unter dem Spot-Mag,
dann erhalten wir den Wert des Zinsderivates zum Zeitpunkt 7,, < T,,:

o) (L) ) 7
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3.2. Pathwise-Delta

und nach genauer Berechnung gilt

m—1 1
E* L(Ny—1)|Tw) - _— |, 3.10

wobei E*(-) der Erwartungswert unter dem Spot-Mafl und F; die Filtration bzgl.
des Wiener-Prozesses W* ist. Wir bemerken noch, dass in der Gleichung (3.10)
Lj(N;) = Lj(N,,) gilt. Den Bruch

BY(T,) _ ”ﬁl 1
B (Tm) i 1+ 0;L5(N;)

interpretieren wir als Diskontfaktor vom Zeitpunkt 7}, bis zum Zeitpunkt 7;, im
Rahmen der Simulation des LIBOR-Marketmodells.

Das LIBOR-Marktmodell spielt nicht nur bei der Bewertung eines komplexen
Zinsderivates eine wichtige Rolle, sondern auch bei der Bestimmung seiner Ri-
sikoparameter, z. B. des Deltas und (Cross-)Gammas, was wir in den folgenden
Abschnitten Schritt fir Schritt erklaren wollen. Vorher befassen wir uns kurz mit
der Forward-Drift-Approximation des LIBOR-Marktmodells. Die Simulationsfor-
mel (3.5) mit der Driftform (3.6) ist eine exakte Simulation ohne Bias. Im Ge-
gensatz dazu ist die Forward-Drift-Approximation (3.8) eine inexakte Simulation
mit Bias. Jedoch hat die Vereinfachung der Driftterme einige Vorteile fiir die Be-
stimmung der Risikoparameter eines Zinsderivates. Die von der Forward-Drift-
Approximation abgeleitete Pathwise-Methode ist erstens schnell und zweitens
einfacher zu implementieren als die auf der exakten Simulationsformel basie-
rende Pathwise-Methode. Und ihre numerischen Ergebnisse bzgl. der Berech-
nung des Deltas sind trotz des Bias vollkommen akzeptabel. Auflerdem kann
man dank der Forward-Drift-Approximation die Likelihood-Ratio-Methode fiir
das LIBOR-Marktmodell umsetzen, was beim exakt simulierten Fall wegen der
komplexen Driftterme nicht moéglich ist. Diese Themen werden wir noch in den
folgenden Abschnitten genauer diskutieren.

3.2. Pathwise-Delta

Wir beginnen mit der Pathwise-Methode zur Berechnung des Deltas eines Zins-
derivates und gehen dabei zunéachst auf das Forward-Delta und danach auf das
Adjoint-Delta ein.

3.2.1. Forward-Delta

Der Schwerpunkt dieses Unterabschnittes liegt auf der Berechnung des Deltas
eines Zinsderivates im Rahmen der Simulation des LIBOR-Marktmodells durch
die Forward-Methode. Dazu benutzen wir die bereits bekannte Dynamik (3.4)
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3. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Zinsderivaten

des Forward-LIBORs unter dem Spot-Maf3 und ihre Simulationsformel (3.5) im
Abschnitt 3.1.

Wir betrachten jetzt erneut die diskontierte Auszahlungsfunktion eines Zins-
derivates. Bezeichnen wir hier diese statt mit g(X (7)) far ein allgemeines Finanz-
derivat mit g(L(Th/—1)), so ergibt sich die entsprechende Simulationsformel der
Forward-Methode fir den Delta-Vektor unmittelbar aus der Formel (2.5). Dabei
wird X (N) durch L(N) ersetzt:

A (9(L(N)) = 898(52(])\)7)) = 898(LL((NN))) - A(N) (3.11)
bzw.
dg(L M-1 5 (N)
A, (9(LIN) = 5 & o Z A,
wobei
_ 0Li(n)
S = oL,0

firi =0,...,M —1und j = 0,...,i. Unsere nachste Aufgabe besteht darin, die
Rekursionsformel A(n + 1) «— A(n) bzw. die Darstellung der Matrix D(n) im
Rahmen der Simulation des LIBOR-Marktmodells zu bestimmen, damit A(V)
numerisch berechnet werden kann. Durch die Ableitung der beiden Seiten der
Gleichung (3.5) bekommen wir die Rekursionsformeln

- oTin) . L Spop(n)Agi(n) ;
+Li(n + 1Dhno; (n) k:;(tn) Lt 6L () > n(tn)

firn=0,...,N—1,i=0,...,M—1und j =0, ...,: mit der Initialmatrix A(0) = I,.
Der Zeitaufwand pro Rekursionsschritt der Rekursionsformel (3.12) ist kleiner
als der Zeitaufwand O(M?3) im allgemeinen Fall. Die Summierung auf der rechten
Seite von Gleichung (3.12) kostet O(M) fur jedes j = 1,...,i, deshalb beschran-
ken sich die gesamten Zeitkosten pro Rekursionsschritt nur auf O(M?).

Wenn wir die rekursiven Gleichungen (3.12) und (3.13) zusammen mit der
Gleichung

zg TL + 1 Z Dzk Ak]

vergleichen, dann erhalten wir die Darstellung der Matrix D(n) im Rahmen der
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3.2. Pathwise-Delta

Simulation des LIBOR-Marktmodells:
1

D(n) = . 3.14
) Doy (t,)n(tn) () 5.14)

Dy p@y(m) -+ Dy1m-1(n)

mit den diagonalen Termen

i >n(ty)

1 i <n(tn)
Dii(n) =3 Li(n+1) 4 Lot Do (m)|8ih (
Lz(n) (1+5¢L¢(n))2 -

und den nicht-diagonalen Termen

Li(n+1)o] (n)oj(n)dihn . .
Dij(n) = (143, L; (n))? i > 2 n(tn)
0 sonst.

3.2.2. Adjoint-Delta

Wir diskutieren nun die Adjoint-Methode zur Bewertung des Deltas eines Zins-
derivates. Dabei verwenden wir dieselben Voraussetzungen und Notationen wie
die Forward-Methode. Aus den rekursiven Formeln (2.7) im Unterabschnitt 2.2.2
wissen wir bereits, dass die Adjoint-Methode zur Bewertung von A = V' (0) im
Wesentlichen einer Rekursion mit dem Anfangsvektor V(N) entspricht. Wenn es
sich jetzt um die Bewertung des Delta-Vektors eines Zinsderivates im LIBOR-
Marktmodell handelt, sieht der Anfangsvektor so aus:

_ (9g(L(N)\ T
wNy_<8MN)>. (3.15)

Dann bleibt nur noch eins zu tun, namlich eine konkrete Rekursionsformel
V(n) «— V(n + 1) im Rahmen der Simulation des LIBOR-Marktmodells zu for-
mulieren. Dazu betrachten wir wiederum die Darstellung (3.14) der Matrix D(n).
Ihre transponierte Matrix ist

1

Dn(tn)m(tn) (n) - D;(tn),M—l (n)

D]L—I,M—l(n)
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3. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Zinsderivaten

mit den diagonalen Eintragen

1 i < n(tn)
Dii(n) =3 Lint1) | LitntD)oim)|®6:hn
{ Ln) T (14+6;L;(n))? i 2 n(tn)

und den nicht-diagonalen Eintragen

Lj(’nri’l)o'—.r(’n)g'l( Yoihn ) ]
Djj(n) = e A j>izn(tn)
0 sonst.

Wegen der Rekursionsformel (2.7) gilt
Z D,; (n+1). (3.16)

Ersetzen wir jeden Eintrag von D' (n) in der Form (3.16) durch seine konkre-
te Form, dann folgt die konkrete Rekursionsformel von V(n) +— V(n + 1) im
Rahmen der Simulation des LIBOR-Marktmodells:

Vi(n) Li(n) Viln+1) (3.17)
(1+5L 2ZL Vi(n+ Doj(n) i > n(tn)
Viln) = Vi(n+1) z<77( n) (3.18)

firn = N—-1,...,0, und ¢ = 0,...,M — 1 mit dem Anfangsvektor (3.15). Die
Summierung auf der rechten Seite von (3.17) kostet O(M), deshalb beschrankt
sich der gesamte Zeitaufwand pro Rekursionsschritt auch auf O(M). Das ergibt
einen deutlichen Rechengewinn im Vergleich zur rekursiven Formel (3.12) der
Forward-Methode.

3.3. Pathwise-Delta unter Forward-Drift

Bislang haben wir die Pathwise-Methode zur Berechnung des Deltas eines Zins-
derivates im Rahmen der exakten Simulation des LIBOR-Marktmodells vollstan-
dig diskutiert. In diesem Abschnitt wollen wir eine alternative Pathwise-Methode
im Rahmen der Forward-Drift-Approximation des LIBOR-Marktmodells vorstel-
len, welche einmal von Glasserman und Zhao [12] erortert wurde. Die Forward-
Methode und Adjoint-Methode sind exakte Simulationsmethoden mit Rekursio-
nen. Die Pathwise-Methode unter Forward-Drift entspricht hingegen einer in-
exakten Simulationsmethode ohne Rekursionen. Wir fangen mit der Simulati-
onsformel (3.8) der Forward-Drift-Approximation des LIBOR-Marktmodells an.
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Daraus bekommen wir die Formen von allen L;(N) fir ¢ =0,...,M — 1:

N;—1

Z((u?(l) fllaz >h1+ﬁa z+1)>), (3.19)

L;(N;) = L;(0) exp (
1=0

wobei Z(1),...,Z(N) ~ N(0,1;) und p{(I) in Formel (3.7) nachgeschlagen werden
kann. Durch die Ableitungen der beiden Seiten der Gleichung (3.19) kénnen wir
alle Eintrage der Matrix A(N) unmittelbar zur Zeit T simulieren:

Aij(Ni)
LNy . - OMQ (l)
— > (N v
o Li(Ny) S L( 5
= 1{i=j}——=+1{i>j}——— h (1) 3.20
far i,57 = 0,...,M — 1. Damit kann der Delta-Vektor eines Zinsderivates durch

die Formel (3.11) gemafl der Forward-Methode direkt berechnet werden. Fur
die Pathwise-Methode unter Forward-Drift gibt es im Gegensatz zur exakten
Pathwise-Methode keine Adjoint-Version, weil diese Methode keiner Rekursion,
sondern einer direkten Simulation entspricht und die Simulationsrichtung hier-
bei keine Rolle spielt. Ein Nachteil des Pathwise-Deltas unter Forward-Drift ist
die Existenz von Bias. Allerdings hat das Verfahren noch zwei offensichtliche
Vorteile: Es ist schnell und viel einfacher zu implementieren als die exakten
Pathwise-Methoden.

3.4. Likelihood-Ratio-Delta

In diesem Abschnitt wenden wir die Likelihood-Ratio-Methode zur Berech-
nung des Deltas auf das LIBOR-Marktmodell an, was auf die Likelihood-Ratio-
Methode bzgl. des multivariaten normalverteilten Basiswertes in Abschnitt 2.3
basiert. Dieser Ansatz wurde schon im Artikel von Glasserman und Zhao
[12] ausfiihrlich entwickelt. Sie empfehlen dazu eher die Forward-Drift-App-
roximation als die exakte Simulation des LIBOR-Marktmodells anzuwenden.
Denn die Drifttermen der exakten Simulation des LIBOR-Marktmodells hangen
auf komplizierte Art und Weise von den Forward-LIBORs selbst ab. Im Gegensatz
dazu sind die Driftterme der Forward-Drift-Approximation deterministisch und
hangen nur von den Anfangs-LIBORs ab. Sie bietet daher die Moglichkeit, die
Likelihood-Ratio-Methode auf das LIBOR-Marktmodell hinsichtlich der impli-
zierten multivariaten Normalverteilung der Forward-Drift-Approximation umzu-
setzen. Zunachst modifizieren wir die Forward-Drift-Approximation des LIBOR-
Marktmodells durch die Verwendung des naturlichen Logarithmus auf die bei-
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3. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Zinsderivaten

den Seiten der Formel (3.19):

Ni—1 .
In Li(N;) = In Li( )+Z<u9( — 5 o0 >hl+2ﬁa Z0+1)  (3.21)
1=0

furi=1,...,M — 1, wobei Z(1),...,Z(N) ~ N(0,14) und p{(l) in der Formel (3.7)
nachgeschlagen werden kann. Ferner erinnern wir uns an den multivariaten
normalverteilten Basiswert X (6). Falls X (0) ~ N (i(0),¥y), dann existiert

X(6) = f(6) + By - Zg

far eine Matrix By mit By - B(;r = Y. Wir schreiben jetzt die Simulationsformeln
(8.21) fiuri=1,..., M — 1 in die Vektorform um, dabei setzen wir § = L(0) far die
Bewertung des Delta-Vektors eines Zinsderivates und bekommen

X(L(0)) = u(L(0)) + Bro) - Zr(0)

mit
In Ly (Ny) Z(1)
X (L(0)) = : eRM Zpg=| : | erRV
In Ly 1(N) Z(N)

I L1(0) + 3% (a0 = 3 lloar1 @) o

A(L(0)) = : €RY
I Lag—1(0) + 5" (#8s—1 (O = S losr—a I17)

Vol (0) -+ /hwsio] (N1 —1)

Vhooy;_1(0) -+ Ay, —1og (N1 —1) - /hy_joj (N —1)

:BL(O) cR(M—1)X(N-d)

wobei die Matrix By den Rang M —1 hat, weil N-d > M —1und By eine (M —1)-
stufige Matrix ist. Es sei weiter die Matrix 31 = B - B/ € RM-Dx(M-1) " dje
auch den vollen Rang M — 1 hat, dann erfallt X (L(0)) die multivariate Normal-
verteilung mit X (L(0)) ~ N(i(L(0)), X)) Falls die Auszahlungsfunktion eines
Zinsderivates wiederum als g(L(/N)) bezeichnet wird, ersetzen wir die durch eine

alternative Funktion g:
j (;ﬁ%%) = 9(L(N).

Nun koénnen wir mithilfe der Berechnungsformel (2.15) den Delta-Vektor des
Zinsderivates im Rahmen der Forward-Drift-Approximation des LIBOR-Marktmo-
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dells unter dem Spot-Maf3 wie folgt berechnen:
OE* (9(L(N)))

OL(0)
= (o (350)))
- IL(0)
- = (o () exceon - soon ez, A
= B (LML) - O 2, - ). (3.22)

wobei die Eintrage der Matrix 0j(L(0))/0L(0) sind

Opmi(L(0)) _ 1{i=j} O ()

aL;(0)  ~ Lyo) Tz J}Z '9L,(0)
i=j} | iz ) &
L;(0) +(1+5]L( ZO

far i,j = 1,...,M — 1. Falls die Matrix By zusatzlich quadratisch ist, d. h.
M —1 = N -d, dann kénnen wir die folgende vereinfachte Berechnungsformel
anhand der Formel (2.16) ableiten:

PN e (s (o) - o) S, - B
= E*| g(L(N))Z[q) - B (lo)aa(L(())) : (3.23)
B
== 71./]/

Wir betrachten die Berechnungsformel (3.23). Der Faktor B~! . ji’ ist offenbar
unabhangig von den Zufallszahlen, bleibt also konstant in allen Simulationspfa-
den. Deshalb mus man diesen Faktor bei der Simulation nur einmal berechnen
und dann auf jeden Pfad anwenden, um Rechnungsaufwand zu sparen.

Die Vorteile des Likelihood-Ratio-Deltas bestehen darin, Zinsderivate mit
nicht-stetigen Auszahlungen behandeln zu kénnen und den Delta-Vektor relativ
schnell berechnen zu kénnen. Die Nachteile sind das Auftreten grofer Varianz
und, dass man Delta bzgl. Ly(0) nicht messen kann.

3.5. Pathwise-(Cross-)Gamma

Wir widmen uns in diesem Abschnitt dem (Cross-)Gamma bzw. der Gamma-
Matrix eines Zinsderivates im Rahmen der Simulation des LIBOR-Marktmodells.
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3. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Zinsderivaten

Um die Gamma-Matrix genau zu berechnen, verwenden wir wiederum die
Pathwise-Methode.

3.5.1. Forward-(Cross-)Gamma

Nach wie vor diskutieren wir zuerst die Forward-Methode. Dazu miissen wir an-
nehmen, dass die diskontierte Auszahlungsfunktion ¢g(L(N)) nach dem Anfangs-
LIBOR L(0) zweimal stetig differenzierbar ist. So ist die Gamma-Matrix eine
(M x M)-Matrix mit den Eintragen

Ly (g(L(N)) = 29I

( )OL(0)

& 9g(LN)) 0%Li(N)

-2 ( OL(V) >< -<o>aLk<0>>
=T, (N)

S 9P9(L(N)) B
=p (w L >> Ao
wobei j,k=0,...,M — 1 und
M-—1 M—-1M-1 1)
rn+1)=>" Dy(n)hyn)+ > Y a A () Ak (n) (3.24)

=0 =0 m=0 ( )
=0, (n) =Q};,(n)

fir n = 0,..., N — 1 mit der Initialisierung Fj-k(O) =0 far alle ¢,5,k =0,...,M — 1.
Wir gehen jetzt auf die konkreten Simulationsformeln in (3.24) ein. Wenn es um
das LIBOR-Marktmodell unter dem Spot-Maf3 geht, kénnen wir direkt die beiden
Seiten von den Rekursionsformeln (3.12) und (3.13) ableiten. Dann erhalten wir
die folgenden Hauptrekursionen fur (Cross-)Gamma:

D0+ 1) = W (n) + Qi (n) 2 n(ta)

] K ) 3.25
It (n+ 1) = iy (n) i < nlt), (3.25)
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3.5. Pathwise-(Cross-)Gamma

wobei
) = EErm)
+haoi(n) Li( +1)l:max(%m(tn)) T3 (3.26)
i(n) = AL”((:)) (Aik(n—Fl)—ngz(:)l)Aik(n))
: 8i01(n) A (n)
hnoi(n) | Aj(n +1 AN el VAN
+ ( )( k(n + )l:mm{%;n(tn)) (1+51Ll(n))2
: 5to1(n) Ay (n) A (n)
2Li(n+1 el J . 3.27
( ! )l:maxg,n(tn)) (1+5lLl(n))3 ) ( )

Wir bemerken noch, dass T, (-) = 0 sein muss, falls i < max(j, k) ist.

3.5.2. Adjoint-(Cross-)Gamma

Wir befassen uns nun mit der Adjoint-Methode, mit der die (Cross-)JGammas
bzw. die Gamma-Matrix eines Zinsderivates im Rahmen der Simulation des
LIBOR-Marktmodells genau und schneller berechnet werden. Daftir brauchen
wir die Berechnungsformel (2.11) aus Unterabschnitt 2.2.4, wobei X(N) durch
L(N) ersetzt wird:

N-1
L (9(L(N))) = > VT(n+1)C(n) + By (9(L(N))) (3.28)
n=0

fur j,k=0,..., M —1. Die Vektoren V(n) flirn = 1,..., N in der Formel (3.28) kén-
nen wir durch die riackwartigen Rekursionsformeln (3.17) und (3.18) zusammen

mit dem Anfangsvektor

_ 9g(L(N)
VN = OL(N)

berechnen. Fur den Vektor C(n) gilt dann
Ci(n) = §'k(n)

firm=0,...,N—1undi=0,...,M — 1. Die genauen Darstellungen kann man
der Formel (3.27) entnehmen.
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4. Berechnung des Deltas und
(Cross-)Gammas von
Bermuda-Swaptions

Bislang haben wir die auf Monte-Carlo-Simulation basierenden Methoden zur
Bewertung des Delta-Vektors und der Gamma-Matrix eines Zinsderivates im
Rahmen der Simulation des LIBOR-Marktmodells ausfiihrlich diskutiert. Im ak-
tuellen Kapitel spezialisiert sich unsere Untersuchung auf ihre Anwendung auf
die Bermuda-Swaptions, welche ein weit verbreitetes Zinsderivat und das be-
kannteste Callable-LIBOR-Exotic ist. Am Anfang dieses Kapitels flihren wir die
Definition und Notationen einer Bermuda-Swaption ein. Ferner stellen wir ein
bekanntes Verfahren zur Bewertung einer Bermuda-Swaption vor, dem die Al-
gorithmen zur Berechnung der Deltas und (Cross-)Gammas zugrunde liegen.

4.1. Bermuda-Swaption

Eine Bermuda-Swaption ist eine modifizierte amerikanische Option, deren Ba-
siswert ein Zinsswap ist. Sie gibt dem Inhaber das Recht, den Basiswert an jeden
der verabredeten Zeitpunkte eines Zeitplans, der Tenorstruktur, auszuiben, so-
fern der Inhaber nicht zu einem fritheren Zeitpunkt ausgetibt hat.

Wir definieren nun eine Bermuda-Swaption formell. Eine (H x M)-Bermuda-
Swaption auf der Tenorstruktur 0 = Ty < T} < --- < Ty = T ist ein Zinsderivat,
dessen Inhaber an den Zahlungsterminen {7, |n = H,...,M — 1} den zugrunde
liegenden Basiswert austiben kann, welcher den Fixed-To-Floating Zinsswaps
von Austlibungszeit bis 7, entspricht. Wenn eine (H x M)-Bermuda-Swaption
zur Zeit T, mit H < r < M — 1 ausgeubt wird, d. h. wenn 7, der optimalen
Austibungszeit entspricht, dann zahlt der Basiswert, ein (r x M)-Zinsswap, eine
Menge von Kupons {X;|i = r,...,M — 1} aus. Im Rahmen der Simulation des
LIBOR-Marktmodells unter dem Spot-Maf auf das Zeitgitter Tp = tp < t; < --- <
ty = Thy—1 sind

Xi = o N6 (Li(N;) — R)

fari=r,...,M—1, wobei R der feste Zinssatz und ./ der Nennwert ist. Zudem ist
es ein Payer-Zinsswap im Fall ¢ = 1 oder ein Receiver-Zinsswap im Fall ¢ = —1,
welches jeweils einer Payer-Bermuda-Swaption oder einer Receiver-Bermuda-
Swaption entspricht. Wir erinnern uns noch daran, dass N; vom ty, = T; stammt
far i = 0,..., M — 1. Dartiber hinaus gilt es zu beachten, dass jeder Kupon X;
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4. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Bermuda-Swaptions

zum Zeitpunkt 7; schon festgestellt ist, aber dennoch erst zum Zeitpunkt 7;;
ausgezahlt wird. Daher muss der Kupon X; vom Zeitpunkt 7;; zur heutigen Zeit
Ty diskontiert werden, mit dem Diskontfaktor unter dem Spot-Maf3:

BX(Ty) 1 o 1
B*(E—H) B*(E-H) j:01+6ij(Nj).

PVt =

Der Wert dieser (H x M)-Bermuda-Swaption entspricht daher dem Wert des
(r x M)-Zinsswaps zur Zeit Ty, der durch die Notation V%% (T;) bezeichnet und
durch die folgende Formel genau beschrieben ist:

M-1
Vo (Th) = Z PVip1 X;.

Allerdings kommt die optimale Austibungszeit 7, wie auch der optimale Index
r in der Tat immer als eine Zufallsvariable vor. Deswegen beschreiben wir im
LIBOR-Marktmodell den Wert der Bermuda-Swaption mit dem Operator des Er-
wartungswertes unter dem Spot-Majf3:

M-1

VESu(To) = B (V3457 (Th)) = B ( 3 PVZ-HXZ-) , 4.1)
1=r

wobei die Notation ng v (Th) den Wert der (H x M)-Bermuda-Swaption zum Zeit-

punkt 7 bezeichnet. Formel (4.1) bietet nicht nur die theoretische Grundlage der

Monte-Carlo-Simulation zur Bewertung einer (H x M)-Bermuda-Swaption, son-

dern, wie wir spater sehen, wird auch zur Berechnung des Deltas einer (H x M)-

Bermuda-Swaption in Anspruch genommen.

4.2. Kleinste-Quadrate-Monte-Carlo

Die Monte-Carlo-Simulation ist grundsétzlich nicht zur Bewertung von Optio-
nen amerikanischen oder bermudischen Typs geeignet. Die Methode von Long-
staff und Schwarz [25] bietet aber eine Moglichkeit, sie hierfiir anzupassen. Dies
beinhaltet die Verwendung einer Kleinste-Quadrate-Approximation, welche den
Wert des Fortbestehens der Option, d. h. der Nicht-Austibung, zu den Werten
der relevanten Variablen in Beziehung setzt. Wir wenden in diesem Abschnitt
dieses Verfahren auf die Bewertung einer Bermuda-Swaption an.

Bei der Bewertung einer (H x M)-Bermuda-Swaption geméaf3 Formel (4.1), gilt
es im Wesentlichen, den optimalen Ausubungszeitpunkt 7, bzw. den Index r
in Formel (4.1) zu bestimmen. Die optimale Austibungsstrategie besteht dar-
in, dass wir zu jedem moéglichen Ausiubungszeitpunkt den inneren Wert der
Bermuda-Swaption bei Austibung des Rechts mit der Nicht-Austibung verglei-
chen und dann die bessere Alternative, Austiben oder nicht, wahlen. Die so er-
haltene Strategie liefert den maximalen Wert furr die Bermuda-Swaption im Zeit-
punkt null. Zur Berechnung des Austibungskriteriums ist es also noétig, einen
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4.2. Kleinste-Quadrate-Monte-Carlo

bedingten Erwartungswert zu berechnen. Die Berechnung des bedingten Erwar -
tungswertes durch eine Monte-Carlo-Simulation ist nicht trivial, was im tibrigen
Teil dieses Unterabschnittes verdeutlicht wird.

In den praktischen Anwendungen steht aber bei der Bestimmung des opti-
malen Auslibungszeitpunkts 7, die Bewertung der (H x M)-Bermuda-Swaption
im Vordergrund. Wir fomulieren die folgenden Rekursionsschritte im LIBOR-
Marktmodell unter dem Spot-Maf3:

1. Die Rekursion startet im vorletzten Zeitpunkt T;_1:

Swa, *
VES 1 enr (1) = E* (max (0, Vi3 f)xM(TM_l))\fTM_I). 4.2)
2. Die Rekursion schreitet gem'alﬁ der Tenorstruktur rickwarts mit dem Index
i=M—2,...,H fort, um VZ%,,(Ty) zu erreichen:
max (V5 0 (Tii), VoD (Tis)
VES(T) = BY(Ty) - EF (Vo M ) . @93
B*(T;41)

3. V2% ,;(Ty) wird von Ty auf Ty diskontiert, um V#2,,(1p) zu erhalten:

VES (o) = B*(Th) - E* (VHM() fT0> (W) @

B*(Tw)

Nebenbei wird der Index r der optimalen Austibungszeit 7, durch die folgende
Formel bestimmt:

r=min ({i e {H, .. M-1} ' VESHT) < VESE(T) fu (). (4.5)

Ist r = M, dann wird diese Bermuda-Swaption niemals ausgetubt und wertlos
sein.

Die Gleichungen (4.2), (4.3), (4.4) und (4.5) liefern das theoretische Gerust zur
Bewertung einer (H x M)-Bermuda-Swaption und zur Bestimmung ihrer opti-
malen Austibungszeit. Dies sind die fundamentalen Schritte, die bei jedem Pfad
der Anwendung der Monte-Carlo-Simulation auszufiihren sind. Unsere nachste
Aufgabe besteht darin, eine relativ komplexe und effiziente Methode aufgrund
der obigen Rekursionsschritte vorzustellen, um bedingte Erwartungswerte und
Austibungskriterien jedes Pfads richtig einzuschéatzen.

Diese Methode ist bekannt unter dem Namen LSM-Algorithmus, wobei LSM
kurz fur den englischen Ausdruck “least-squares Monte Carlo” steht. Sie wird
in Longstaff und Schwarz [25] entwickelt und gilt nicht nur fiir die Bermuda-
Swaption, sondern auch andere amerikanische und bermudische Typen von
Optionen.

Longstaff und Schwarz [25] geben also einen Weg an, den Wert einer Bermuda-
Swaption beim Halten dieser zu bestimmen, wenn die Monte-Carlo-Simulation
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4. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Bermuda-Swaptions

benutzt wird. Ihr Ansatz beihaltet die Verwendung der Methode der kleinsten
Quadrate in der Regressionsanalyse jeder moglichen Austibungszeit. Hiermit
wird eine Funktion geschatzt, welche den Zusammenhang zwischen dem Wert
beim Halten der Bermuda-Swaption und den Werten der relevanten Variablen zu
jedem Austibungszeitpunkt bestmoglich beschreibt. Diese Funktion ist das Ska-
larprodukt zwischen einer x-dimensionalen Basisfuntion f und einem Gewichts-
vektor o € R*. Hierbei ist die Auswahl einer (Familie von) Basisfunktion(en) eine
nicht-triviale Aufgabe, die je nach der Komplexitat der Form der Auszahlungs-
funktion, grof3en Einfluss auf die Genauigkeit der Methode hat. Fir eine (H x M)-
Bermuda-Swaption wahlen wir im unserer Arbeit die folgende Basisfunktion:

1
fmy) =| SO | er?
(s (1)
fir i = M —2,...,H, wobei SM(T;) Forward-Swap-Satz genannt wird und die
folgende Form hat:
1 — By (T3)

M
o) Y OB (T

B.() bezeichnet nach wie vor den Wert eines Bonds (vgl. die Formel (3.2)). In
Anhang E formulieren wir den vollstandigen LSM-Algorithmus, Algorithmus 29,
nach unseren eigenen Anforderungen und Notationen.

Wir beschiftigen uns in dieser Arbeit eigentlich nicht mit der Bewertung ei-
ner Bermuda-Swaption, sondern damit, ihren Delta-Vektor und Gamma-Matrix
zu berechnen. Die Einfihrung des LSM-Algorithmus riithrt daher, dass man
dank diesem neben den Werten auch die optimalen Austibungszeiten aller Pfa-
den bestimmen kann, welche die wichtigste Informationen zur Berechnung der
Greeks der Bermuda-Swaption sind. Es tberrascht deshalb nicht, dass der
LSM-Algorithmus immer der erste Schritt in den Algorithmen zur Bestimmung
der Greeks einer Bermuda-Swaption ist, die wir in den folgenden Abschnitten
entwickeln werden.

4.3. Modifizierte Finite-Differenzen-Methode

Wir behandeln nun das Hauptthema dieser Arbeit, den Delta-Vektor und die
Gamma-Matrix einer Bermuda-Swaption numerisch zu berechnen. Daftir wer-
den wir hier verschiedene numerische Methoden basierend auf der Monte-Carlo-
Simulation entwickeln. Uns fallt zunachst die Finite-Differenzen-Methode auf.
Anhand der Finite-Differenzen-Methode kénnen wir eine grobe Schatzung der
Greeks einer Bermuda-Swaption erhalten. Diese Methode ist zumindest ober-
flachlich leichter zu verstehen und umzusetzen. Sie flihrt aber oft zu relativ
groflen Bias und Varianzen. AnschlieSend wollen wir das Prinzip der Finite-
Differenzen-Methode kurz und knapp erlautern, was wir schon in Abschnitt 2.1
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4.3. Modifizierte Finite-Differenzen-Methode

fiir allgemeine Finanzderivate erwidhnt haben. Nach wie vor bezeichnet VZ2,,(Tp)
den Wert einer (H x M)-Bermuda-Swaption zur Teit 7. Dann entspricht die For-

mel OVES. (Th)
A (Vi (1)) = P

ihrem i-ten Delta fiir i = 0,..., M — 1. Wir koénnen diese partielle Abteilung durch
den Vorwartsdifferenzenquotient

or. VES, (To, Li(0) +€) — VES, (Tp, Li (0

den Riuckwartsdifferenzenquotient

) ik Vitenr (To, Li(0) — VigZas (To, Li(0) — )

A; (VHxM( 0) c 4.7)
oder den zentralen Differenzenquotient
ent. V1 (To, Li (0 VELZ v (To, Li(0) —
A, (V}?;?M(TO)) Zent. i (To, Li(0) + )26 e (To, Li(0) — €) 4.8)

fur eine hinreichend kleine Maschenweite ¢ > 0 approximieren, wobei V72,
(To, Li(0)), VES,,(To, Li(0) +¢) und V22, (Ty, Li(0) —¢) durch den LSM-Algorithmus
mit der gleichen Folge von Zufallszahlen simuliert werden miussen. Da alle drei
Quotienten im Grenzwert ¢ — 0 gegen das i-te Delta A; konvergieren, kénnen
wir far hinreichend kleines ¢ eine gute Approximation erhalten. Unter anderem
erzeugt der zentrale Differenzenquotient normalerweise Bias mit kleinerer Ord-
nung als die anderen beiden, ist somit exakter.

Theoretisch kénnen die (Cross-)Gammas ebenfalls durch die Formel der Fi-
nite-Differenzen-Methode dargestellt werden. Hierflir werden die rechten Sei-

ten von (4.6), (4.7), (4.8) anstatt des Deltas A (VHX u )) mit dem Gamma
(VI?XS 1 )) und die Zahler der linken Seiten von (4.6), (4.7), (4.8) anstatt des

Wertes V/22,,(-) mit Deltas A (VHX u )) ersetzt. Dabei muss man die Positionen
der Indices ¢ und j genau beachten:

A (VEE (10, 1;(0))) = A (VFS (To, L; (0) - €)

Ly (Vi (1)) ¥ - (4.10)
von. B (VES(To. L;(0) + ) — Ay (VS (To. L;(0) — )
Ty (VEEw(To)) # 5 , (4.11)
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wobei

O?VE2 v (To)

Ly (Vi) = 51695, 0)

fir i,7 = 0,...,M — 1 und die Delta-Terme A; (V}?XSM(-)) an den rechten Sei-
ten wiederum durch die Formel (4.6), (4.7), (4.8) gemaf3 der Finite-Differenzen-
Methode numerisch berechnet werden kénnen. Wir interpretieren ein solches
Verfahren als Finite-Differenzen-Methode héherer Ordnung. Allerdings ist die-
ses Verfahren infolge der hohen Ungenauigkeit der Ergebnisse, insbesondere bei
Berechnung von Cross-Gammas, bei praktischen Anwendungen sehr schlecht.
Dies liegt vornehmlich daran, dass die Finite-Differenzen-Methode selbst ein
grofies Bias erzeugt, ganz zu geschweigen von der Finite-Differenzen-Methode
hoéher Ordnung.

Um ein verntiftiges Berechnungsverfahren der Gamma-Matrix einer Bermuda-
Swaption aufgrund der Finite-Differenzen-Methode zu entwickeln, wollen wir die
Delta-Terme A, (V}?f M(.)) far i =0,...,M — 1 auf den rechten Seiten von (4.9),
(4.10), (4.11) so exakt wie moglich simulieren. Dazu kénnen wir statt der Finite-
Differenzen-Methode die Pathwise-Methode verwenden, um diese Delta-Terme
numerisch zu berechnen. Wie wir schon in Kapitel 3 diskutiert haben, ist die
Pathwise-Methode in der Tat eine exakte Simulationsmethode ohne Bias. Das
gesamte Berechnungsverfahren entspricht deshalb einer modifizierten Finite-
Differenzen-Methode, namlich der Kombination von Finite-Differenzen-Methode
und Pathwise-Delta.

Immer noch erzeugt der zentrale Differenzenquotient von Pathwise-Delta Bias
mit kleinerer Ordnung, ist also exakter als die Vorwéarts- und Ruckwartsdiffe-
renzenquotienten. Dennoch hat der zentrale Differenzenquotient einen héheren
Rechenaufwand als die anderen beiden. Denn beim Vorwéarts- oder Rickwérts-
differenzenquotient braucht man fur jedes i = 0,...,M — 1 nur M + 1 Ausfiih-

rungen von Pathwise-Deltas, die sind A; (VI?EM(TO)) und fir j = 0,...,M — 1

noch A; (V}?f v (To, L;(0) = e)). Im Gegensatz dazu braucht der zentralen Diffe-
renzenquotient fur jedes i = 0,..., M — 1 aber 2M Ausfiihrungen von Pathwise-
Deltas, die sind A; (foM(TO,Lj(O) —i—e)) und A; (VIJJBEM(TO,LJ-(O) — e)> fir alle
j=0,...,M—1.

Bislang haben wir das Prinzip der modifizierten Finite-Differenzen-Methode
schon Kklar erklart. Im néchsten Abschnitt steht die Pathwise-Methode wie-
der im Mittelpunkt unserer Diskussion, ndmlich den Pathwise-Delta-Vektor der
Bermuda-Swaption zu berechnen, welches eine grofie Rolle bei der modifizierten
Finite-Differenzen-Methode spielt.
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4.4. Pathwise-Delta-Vektor

4.4. Pathwise-Delta-Vektor

Obwohl wir schon in den Unterabschnitten 3.2.1, 3.2.2 und dem Abschnitt 3.3
die Pathwise-Methode zur Berechnung des Deltas eines allgemeinen Zinsderiva-
tes ausfiihrlich vorgestellt haben, kénnen wir sie nicht direkt auf die Bermuda-
Swaption anwenden. Denn die Umsetzung des Pathwise-Deltas in die Bermuda-
Swaption ist wegen ihrer spezifischen Eigenschaft nicht trivial. Eine genaue Dis-
kussion daruber ist daher notwendig.

Zunichst wollen wir die theoretische Basis legen. Wir gehen von der alternati-
ven Rekursionsformel von (4.3) zur Bewertung eines (H x M)-Bermuda-Swaption
aus:

VBS (T max st (T; 1)7Vfwap (Ti41)
Ve () E*( ((+1)><M 1) Vi) xm\ it ) 7 (4.12)

B*(Ti+1)

Wenn wir die beiden Seiten von (4.12) nach dem Anfangs-LIBOR-Vektor L(0)
ableiten, bekommen wir die folgende Rekursionsformel unter Berticksichtigung
der Linearitat des Erwartungswertoperators E*:

B*(T;)
BS Swap
_ (A max (‘/(i+1)><]V[(E+1)7 Vv(i—i—l)XM(E"'l)) e
- B*(T;11) "

= E* BS vSwap A Vv(z‘Bfl)xM(T’iJrl)
_ L{VES) o (Tin) > VT 0 (Tin) } o

F{VES (D) S VIR (T} A Vi (Tir) Fi|.(4.13)
(D) xM\Lit1) = Vi pryp it B*(Ti11) T | - U

Wenn wir die linke und rechte Seite von (4.4) nach dem Anfangs-LIBOR-Vektor
L(0) ableiten, erhalten wir die folgende Formel wegen der Linearitat des Erwar-
tungswertoperators E*:

BS
A (Vi (1)) = E° (A (W)) . (4.14)

Mithilfe der Rekursionsformel (4.13) kénnen wir Formel (4.14) wie folgt ausfiihr-
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lich schreiben:

A (VE ()

V(%ian(THH))

Swa
- ( V(H+1)xM (Tr41) > V(H+f)XM<TH+1)} a ( B*(TH+1)

Swap V(iwff) oy (THp1)
+1 {VH+1 v (Tr1) < V(H+1)XM(TH+1)} A B*(Th+1)

j=H

o = s S VISE(T))
* wa, wa, X
- E H 1{ z><M szMp( 1)} {VyXM( >< ijMp<T])}A JB*( )
J
Ist r der Index der optimalen Austibungszeit 7,., dann ist
14 =y = T[] 1{ViZ5m) > v @) 1 {vEnm) < VISP @)}

Deshalb gilt:

A (VES (1))
M-1 szaP(T,)
= B [1{j=rVA [ XM I7
5= ro-na (Fh))
M—-1 M—-1
= E*(1{j=r}A (E* ( > PViaX; f;;j)))
j=H i=j
M—-1 M-1
— E*(1{j=r}E* (Z A (PVi1 X;) f;;j)) : (4.15)
Jj=H i=j

Die Vertauschung des Erwartungswertoperators und des Delta-Operators in
Formel (4.15) folgt aus der Linearitat des Erwartungswertoperators. Das Ereig-
nis {j =r} ist Fr,-messbar, weil die optimale Austibungszeit T eine stochasti-
sche Stoppzeit ist. So konnen wir die Indikatorfunktion 1{j = r} innerhalb des
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Erwartungswertoperators verschieben und erhalten

A (VI?’SM(TO))
M-1 M—1
j=H

=7

o)

— Z_: E* (1 {j=r} i A(PWHXO)
j=H /

=7

= E* ('_ (1{j:r} Z_: A(PW+1Xz')))
A

=7

Deshalb berechnen wir den Delta-Vektor einer Bermuda-Swaption durch die
Pathwise-Methode in zwei Schritten. Zuerst berechnen wir

M-1
Z A (PVi1 X;)

i=r

entlang jedes simulierten Pfades, wobei der optimale Index r jedes Pfades durch
den LSM-Algorithmus geschétzt wird. Dann berechnen wir den Mittelwert tiber
alle Pfade. Die Pathwise-Methode funktioniert hier gut, weil sowohl PV;,; als
auch X, fari =r,..., M —1 stetig differenzierbar bzgl. des Anfangs-LIBOR-Vektors
L(0) sind.

Aus der obigen Diskussion wissen wir, dass die Berechnung des Delta-Vektors
dieser (H x M)-Bermuda-Swaption unter Anwendung der Pathwise-Methode ba-
siert auf der Gleichung

M-1
A (V}?EM(TO)) =E* < > oA (PVE+1X¢)) (4.16)

i=r

bzw. der Gleichung

M-1
A (Vi (To)) = B <Z A; (PmHXi)) 4.17)
fir j = 0,..., M — 1. Unter Berufung auf die theoretischen Grundlagen (4.16)
und (4.17) kénnen wir die Pathwise-Methode zur Bewertung des Delta-Vektors
einer Bermuda-Swaption in den folgenden Unterabschnitten genau entwickeln.
I"Jbrigens fassen wir die Gleichungen (4.16) und (4.17) auch als die theoreti-
schen Grundlagen der Likelihood-Ratio-Methode auf, welche eine Variante der
Pathwise-Methode ist. Nach wie vor beginnen wir mit dem Forward-Delta-Vektor.
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4. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Bermuda-Swaptions

4.4.1. Forward-Delta-Vektor

Basierend auf den Gleichungen (4.16) und (4.17) hat Piterbarg [32] schon die
Forward-Methode zur Berechnung der Delta-Vektoren von Bermuda-Swaptions
im Rahmen der Simulation des LIBOR-Marktmodells erfolgreich formuliert. Sein
Prinzip fassen wir im folgenden Entwurf zusammen:

1. Wir fithren den LSM-Algorithmus aus. Dabei bestimmen wir die optimalen
Ausiubungszeiten fur alle Pfade.

2. Entlang eines jeden Pfades berechnen wir durch die Forward-Methode aus
Unterabschnitt 3.2.1 die Delta-Vektoren aller Auszahlungen von der opti-
malen Austibungszeit bis zur Falligkeit der Bermuda-Swaption und sum-
mieren diese Delta-Vektoren.

3. Uber alle Pfade summieren wir die Ergebnisse und berechnen ihren Mittel-
wert.

Fur eine ausfiihrliche Formulierung gemaf3 unserer Notationen kann man Al-
gorithmus 30 in Anhang E nachschlagen. Allerdings ist unsere Vorstellung der
Forward-Methode von Piterbarg [32] damit nicht abgeschlossen. Es fehlt noch
die A; (PV;1 X;) farallei =r,...,M —1und j =0,...,M — 1 bzgl. der Forward-
Methode genau zu berechnen. Durch die Kettenregel entwickelt sich das j-te
Delta wie folgt:

A; (PVi1X;)

M—-1
8(PVZ~+1XZ~))
%( dL(IN)) lj( l)
= 1{j<i} - PViy1 - <¢JV5 Ay (Ni) — X; - Zlﬁiizﬁw)) (4.18)

Dabei ergeben sich die Delta-Faktoren A;;(NV) far alle i,j = 0,...,M — 1 aus den
Rekursionen (3.12) und (3.13).

Bislang haben wir die Forward-Methode zur Berechnung des Delta-Vektors
einer Bermuda-Swaption im Rahmen der exakten Simulation des LIBOR-Markt-
modells ltickenlos diskutiert. Nun werfen wir unseren Blick der Reihe nach auf
die Adjoint-Methode.

4.4.2. Adjoint-Delta-Vektor

Wie wir schon in Unterabschnitt 3.2.2 diskutiert haben, ist die Adjoint-Methode
zur Berechnung des Deltas eines Zinsderivates effizienter als die Forward-
Methode im Rahmen der exakten Simulation des LIBOR-Marktmodells. Deshalb
wollen wir hier fir die Bermuda-Swaption auch die Adjoint-Methode benutzen,
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4.4. Pathwise-Delta-Vektor

um ihren Delta-Vektor schneller zu berechnen. Aus den theoretischen Grund-
lagen (4.16) und (4.17) folgt der erste Entwurf fir die Bestimmung des Adjoint-
Deltas einer Bermuda-Swaption:

1. Wir fithren den LSM-Algorithmus aus und bestimmen dabei die optimalen
Austibungszeiten far alle Pfade.

2. Entlang eines jeden Pfades bestimmen wir durch die Adjoint-Methode aus
Unterabschnitt 3.2.2 die Delta-Vektoren aller Auszahlungen von der opti-
malen Austibungszeit bis zur Falligkeit der Bermuda-Swaption und sum-
mieren diese Delta-Vektoren.

3. Uber alle Pfade summieren wir die Ergebnisse und berechnen ihren Mittel-
wert.

Der einzige Unterschied zum Forward-Delta einer Bermuda-Swaption besteht
darin, dass wir oben versuchen, die Adjoint-Methode direkt an der Stelle an-
zuwenden, wo friher die Forward-Methode angewendt wurde. D. h. far alle
i=r...,M—-1undj=0,...,M—1werden A (PV;;1X;) statt durch die Forward-
Methode aus Unterabschnitt 3.2.1 nun durch die Adjoint-Methode aus Unter-
abschnitt 3.2.2 berechnet. Da es sich entlang eines jeden Pfades um alle Aus-
zahlungen von der optimalen Austibungszeit bis zur Falligkeit der betreffenden
Bermuda-Swaption handelt, wollen wir hier eine neue Notation einfiithren, um
einen Notationskonflikt mit den mehrmaligen Vorkommen des Adjoint-Vektors
V() aus Unterabschnitt 3.2.2 zu vermeiden. Der neue Vektor sieht wie folgt aus:

9 (PVi1 X;)
VIN|T) = —————
(NIT3) OL(N;)
firi=r,....M —1und j =0,...,M — 1. Dann folgt

5, (Pmlx )

= A (PVi1 X3).

Gemap Gleichung (2.6) im Unterabschnitt 3.2.2 kann der gesamte Delta-Vektor
A (PVi41X;) so mittels der Adjoint-Methode bestimmt werden:

A (PVi1 X)) =VT(0|T;) = VI(N|T;) - D(N; — 1) --- D(0). (4.19)

Daraus folgt der Delta-Vektor der Bermuda-Swaption:

AT (VE(Ty) =E (ZA PVLHX) (ZVO]T)

Wir bemerken, dass die obige ruckwartige Rekursion flir jeden Zeitindex i =
r,..., M —1 einmal durchgefiihrt werden muss. D. h. wenn wir den Delta-Vektor
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4. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Bermuda-Swaptions

eines Pfads bewerten mochten, miissen wir M —r Rekursionen gemasg (4.19) aus-
fiihren. Also entsteht dann das Problem, dass die Adjoint-Methode zwar schnel-
ler als die Forward-Methode fiir jede einzelne Auszahlung ist, aber fiir einen
gesamten Pfad mit mehreren Auzahlungen hat sie leider keinen Vorteil im Ver-
gleich zur Forward-Methode. Denn bei der Anwendung der Forward-Methode
brauchen wir nur einmal die vorwartige Rekursion gemaf3 der Formeln (3.12)
und (3.13) durchzuftihren, um die Matrix A(N) zu simulieren. Damit kénnen
wir die Delta-Vektoren aller Auszahlungen eines Pfads durch Formel (4.18) di-
rekt berechnen. Dieser Prozess ist offenbar schneller als die mehrfachen riick-
wartigen Rekursionen unter Anwendung der Adjoint-Methode.

Falls die Adjoint-Methode immer noch bei der Bewertung des Deltas einer
Bermuda-Swaption zu einer verniinftigen Anwendung gelangen soll, miissen
solche mehrfache rickwartige Rekursionen vermieden werden. Dafiir haben Le-
clerc, Liang und Schneider [22] eine gute Losung gefunden. Dank der Linearitat
der riickwartigen Rekursion (4.19) haben sie einen linear algebraischen Super-
positionsvektor eingeftihrt. Damit fangt die riickwartige Rekursion ab Zeit Tj;_;
an. Der Superpositionsvektor liest bei jedem Auszahlungszeitpunkt die entspre-
chende Auszahlung ein. Nach der Addition dieser Auszahlung wird der Super-
positionsvektor weiterhin rickwarts rekursiv simuliert bis zum letzten Auszah-
lungszeitpunkt. Dann wird die obige Vorgehensweise wiederholt bis zu 7. Von
da an wird die normale rtickwértige Rekursion bis zu 7; ausgefiihrt. Daraufhin
definieren wir diesen wichtigen Superpositionsvektor V(-) in mathemathischer
Form

V(TNM—1|TM—1) n=~Ny_1=N
_ ) D (Ni)- V(N; + 1) + V(N| T) ne{Nii=r,....M-2}
V=93 DTy DTN, — 1) - V(N,) n <N, (420
D' (n)--- DT(Nn(tn) —1)- V(Ny,)) sonst
firn = N, ..., 0. Mithilfe des Superpositionsvektors reicht die einmalige rickwar -

tige Rekrsion zur Berechnung des Delta-Vektors einer Bermuda-Swaption unter
Anwendung der Adjoint-Methode. Das Prinzip und die theoretische Grundlage
wird durch die folgenden Formeln erklart:
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4.4. Pathwise-Delta-Vektor

= D' (0)D'(1)---D"(N, —1)-

(V(NAT) + DT(N,) - DT (Npyy = 1)-

(VN Topr) + -+ DT (Ny 1) - DT (N = 1)
(V(NulTn) + -+ DT (Nag_g) -+ DT (Nag 5 = 1):
(V(NM 2| Thr—2) + DT (Nyy—3)--- DT(N — 1)-

V(N[Tr-1))-++)++))
= D'(0)D'(1)---D"(N —1)-V(N). (4.21)

Aufgrund der Formel (4.21) kénnen wir einen effizienten Prozess fiir das Adjoint-
Delta einer Bermuda-Swaption formulieren:

1. Fahre den LSM-Algorithmus aus und bestimme dabei die optimalen Aus-
ubungszeiten aller Pfade.

2. Berechne den Delta-Vektor eines jeden Pfades durch die Kombination der
Adjoint-Methode aus Unterabschnitt 3.2.2 und dem Superpositionsvektor
(4.20).

3. Berechne den Mittelwert der Ergebnissen tiber alle Pfade.

Die formelle Version des obigen Prozesses nach unseren Notationen, Algorith-
mus 31, steht in Anhang E. Um den Algorithmus zu vervollstindigen muissen
noch die Vektoren V(N;|T;), fiir alle méglichen i und j berechnet werden. Die
Berechnungsformeln sind

_ 9(PVi1 Xy)
VINIT) = oy
= 1{j <i}PVip10N0; (1{] =i} — m> (4.22)

fairi=r,..., M—1und j=0,...,M — 1.

4.4.3. Adjoint-Delta-Vektor (Neue Version)

Der Adjoint-Ansatz von Leclerc, Liang und Schneider [22] flir Bermuda-Swapti-
on ist zwar sehr erfolgreich, aber er ist relativ schwer zu verstehen und zu im-
plementieren. Wir entwickeln in diesem Unterabschnitt eine alternative Adjoint-
Methode zur Berechnung des Delta-Vektors einer Bermuda-Swaption, die Liang
[24] bereits kurz erwdhnt hat und ebenso exakt und effizient wie die Adjoint-
Methode von Leclerc, Liang und Schneider [22] ist. Dies ist allergings leichter
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4. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Bermuda-Swaptions

zu verstehen und einfacher zu implementieren. Zuerst behaupten wir, dass fir
i=nr,...,M —1 gelten:

V(|T;) = DT(0)---D"(N; — 1) - V(N;|Ty)
= D'(0)---D"(N;=1)D"(N;)--- DT (N = 1) - V(Ni|T;).  (4.23)

Denn gemafl den Simulationsformeln (3.17) und (3.18) andert die Operation
DT(N;) ---DT(N — 1) - V(N;|T;) lediglich die (i + 1)-te,...,(M — 1)-te Komponente
des Vektors V(N;|T;) und diese Komponenten sind wegen der Rechnungsformel
(4.22) gleich null. Deswegen andert sich der Vektor V(V;|7;) nach der Multipli-
kation mit DT (N;)--- D" (N —1) nicht. Aus der Gleichung (4.23) folgt unsere neue
Idee gemaf3 der Adjoint-Methode:

M-1
Zwmm
= ZDT ~-DT(N; = 1) - V(N,|T)
= ZDT D' (N; =1)-D'(N;)--- DT (N — 1) - V(N;|T;)
M-1
= D'(0)D"(1)--- VN\T
NZY /9 (P Xo)
= D)D" (1) DT (N -1) > (;) )

T

(4.24)

M—1 ,
= DT(O)DT(1)---DT(N-1)- (8 (Z PV’+1X7’)>

OL(N)

Im Vergleich zur Formel (4.21) ist die Formel (4.24) offenbar besser zu verstehen
und zu implementieren, weil diese Formel eine einfachere Simulationsstruktur
als die Formel (4.21) prasentiert. Dabei verschieben wir alle Auszahlungen nach
der optimalen Austibungszeit bis zur Falligkeit der Bermuda-Swaption und fiih-
ren wir einmal die riickwartige Rekursion gemaf3 der Adjoint-Methode von der
Falligkeit bis zur heutigen Zeit durch.

Formel (4.24) zeigt auch die Uberlegenheit der Adjoint-Methode im Vergelich
zur Forward-Methode. Wir erinnern uns an unsere Behauptung in Unterab-
schnitt 2.2.2 bzgl. der Adjoint-Methode: “Die Adjoint-Methode ist effizienter fiir
die Berechnung der Risikoparameter, wenn das einschlégige Portfolio aus weni-
gen Instrumenten besteht, die von vielen Parametern beeinflusst werden.” Ob-
wohl es sich bei der Risikoschédtzung einer Bermuda-Swaption im Prinzip um
ein Portfolio mit M — r Instrumenten handelt, die M — r Auszahlungen nach
der optimalen Austibungszeit entsprechen, kénnen wir gemaf3 Formel (4.24) die
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4.5. Pathwise-Delta-Vektor unter Forward-Drift

Summe aller Auszahlungen nach der optimalen Austibungszeit als ein einzelnes
Instrument behandeln, das von M Parametern, namlich die Anfangs-LIBORs
Lo(0),...,Ly—-1(0), beeinflusst wird. Darauf kann die Adjoint-Methode besser
und effizienter angewandt werden als die Forward-Methode. Der entsprechen-
de Prozess lautet wie folgt:

1. Der LSM-Algorithmus wird ausgefiihrt, um die optimalen Austibungszeiten
von allen Pfaden zu bestimmen.

2. Entlang eines jeden Pfades werden alle Auszahlungen der optimalen Aus-
Ubungszeit bis zur Falligkeit der Bermuda-Swaption addiert.

3. Entlang eines jeden Pfades wird der Delta-Vektor durch die Adjoint-Methode
aus Unterabschnitt 3.2.2 mit der obigen Summe von Auszahlungen berech-
net.

4. Der Mittelwert der Ergebnisse tiber alle Pfade wird berechnet.

Den entsprechenden Algorithmus formulieren wir als Algorithmus 32 in Anhang
E. Fur die Vollstandigkeit des Algorithmus muissen wir noch den Anfangsvektor,
also die Summe der Auszahlungen in der Formel (4.24) genau berechnen:

0 (Zi]\ir_‘l PVi-HXi)
OL;(N)
6j ’ Zij\i;lix(r,j) PVit1Xi

S 1j>r}- ¢ N6, - PV,
1+0;L;(5) rGzrh A0 Pl

fir j=0,...,M — 1.

Die Adjoint-Methode von Leclerc, Liang und Schneider [22] ist zwar relativ
schwer zu verstehen und zu implementieren, aber sie ist immer noch unersetz-
bar. Denn die Bewertungsstruktur davon ist nicht nur fir die Berechnung des
Delta-Vektors geeignet, sondern auch fiir die Berechnung der Gamma-Matrix
und der anderen Risikoparameter. Im Gegensatz dazu gilt aber die Bewertungs-
struktur der neuen Adjoint-Methode in diesem Unterabschnitt nur far der Be-
rechnung des Delta-Vektors.

4.5. Pathwise-Delta-Vektor unter Forward-Drift

Der Forward-Algorithmus und die beiden Adjoint-Algorithmen sind exakte Simu-
lationsmethoden, da sie auf dem exakten simulierten LIBOR-Marktmodell basie-
ren. Wir fihren in diesem Unterabschnitt die Pathwise-Methode unter Forward-
Drift zur Berechnung des Delta-Vektors einer Bermuda-Swaption ein, welche
auf der Forward-Drift-Approximation des LIBOR-Marktmodells basiert und da-
her einer Simulationsmethode mit Bias entspricht.
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4. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Bermuda-Swaptions

Der Pathwise-Algorithmus unter Forward-Drift hat selbstverstandlich dieselbe
theoretische Grundlage wie der Forward-Algorithmus und der Adjoint-Algorith-
mus, namlich die Gleichungen (4.16) und (4.17), und auch das dhnliche Bewer-
tungsprinzip wie der Forward-Algorithmus:

1. Fihre den LSM-Algorithmus aus und bestimme die optimalen Austibungs-
zeiten aller Pfade.

2. Berechne entlang eines jeden Pfades die Delta-Vektoren aller Auszahlungen
von der optimalen Austibungszeit bis zur Falligkeit der Bermuda-Swaption
durch die Pathwise-Methode unter Forward-Drift aus Abschnit 3.3 und ad-
diere diese Delta-Vektoren.

3. Berechne den Mittelwert der Ergebnisse aller Pfade.

Fur eine ausfihrliche Formulierung des Algorithmus gemaf3 unseren Notationen
kann man Algorithmus 33 in Anhang E nachschlagen.

Wir berechnen die A; (PV;1X;) furallei = r,...,M —1und j = 0,...,M —
1 ebenfalls durch Formel (4.18) gemaf3 der Pathwise-Methode unter Forward-
Drift. Dabei ergibt sich die Matrix der Delta-Faktoren A(N) aus der direkten
Simulationsformel (3.20) in Abschnitt 3.3 anstatt aus den Rekursionen (3.12)
und (3.13) in Unterabschnitt 3.2.1.

4.6. Likelihood-Ratio-Delta-Vektor

Bislang haben wir alle (exakten und nicht-exakten) Pathwise-Methoden zur Be-
rechnung des Delta-Vektors einer Bermuda-Swaption diskutiert. In diesem Un-
terabschnitt stellen wir die entsprechende Likelihood-Ratio-Methode vor, welche
ebenfalls auf der Forward-Drift-Approximation des LIBOR-Marktmodells basiert.
Wir fassen die Gleichungen (4.16) und (4.17) auch als die theoretischen Riis-
tungen der Likelihood-Ratio-Methode auf, weil diese eine Variante der Pathwise-
Methode ist. Darauf entwickeln wir die A (PV;1X;) fari=r,...,M — 1 fort mit-
hilfe der Formel (3.22) in Bezug auf die Likelihood-Ratio-Methode:

A (PVip1X;) = (PVi Xi) [(X(L(0) — a(L(0)) )} FZEO) ' WJ '
und
vk . L ORL(0)
A; (PVip1X;) = (PVi Xi) [(X(L(0) — i#(L(0)) ]} {EL(lo) aL;(0) J
fur j=1,..., M — 1, wobei far eine Matrix oder einen Vektor A gelte:

I, 0O
\‘AJa:A<0 0)
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4.7. Pathwise-Gamma-Matrix

Falls die Matrix By quadratisch ist, kénnen wir die folgenden vereinfachten
Formeln gemaf3 Formel (3.23) erhalten:

APV X) = (PVnX) | Zuo |, | B2ty G|

LO) 9L(0)
und
PV X)) = (PViat X T 1 9u(L(0))
A (PVi1 Xi) = (PViq1 Xi) LZL(O)JNi.d {(BL(O)QLj(O) )
fur j = 1,..., M — 1. Gemaf3 den oben genannten theoretischen Grundlagen ist

das Prinzip in Bezug auf den Likelihood-Ratio-Algorithmus klar:

1. Wir fithren den LSM-Algorithmus aus und bestimmen dabei die optimalen
Ausuibungszeiten fur alle Pfade.

2. Entlang eines jeden Pfades berechnen wir durch die Likelihood-Ratio-
Methode aus Abschnitt 3.4 die Delta-Vektoren aller Auszahlungen von der
optimalen Ausubungszeit bis zur Falligkeit der Bermuda-Swaption und
summieren diese Delta-Vektoren.

3. Uber alle Pfade summieren wir die Ergebnisse und berechnen ihren Mittel-
wert.

Eine genaue Formulierung kann man in Algorithmus 34 in Anhang E nach-
schlagen. Dabei bemerken wir, dass der Likelihood-Ratio-Algorithmus nicht zur
Bewertung des Deltas bzgl. Ly(0) beitragen kann.

4.7. Pathwise-Gamma-Matrix

In Abschnitt 4.3 haben wir bereits eine effiziente Methode zur Bewertung der
Gamma-Matrix einer Bermuda-Swaption vollstandig vorgestellt. Sie ist die mo-
difizierte Finite-Differenzen-Methode bzw. die Finite-Differenzen-Methode des
Pathwise-Deltas, welche auf dem exakten simulierten LIBOR-Marktmodell ba-
siert, namlich die drei Pathwise-Methoden aus Abschnitt 4.4. Es gibt insgesamt
sechs abgleitete Formen der modifizierten Finite-Differenzen-Methode: Der Vor-
wartsdifferenzenquotient des Forward-Deltas, der Vorwartsdifferenzenquotient
des Adjoint-Deltas, der Ruickwartsdifferenzenquotient des Forward-Deltas, der
Ruckwartsdifferenzenquotient des Adjoint-Deltas, der zentrale Differenzenquoti-
ent des Forward-Deltas und der zentrale Differenzenquotient des Adjoint-Deltas.

Allerdings besitzt dieses Verfahren einen Bias, d. h. sein Ergebnis kann nicht
ganz exakt sein. In diesem Abschnitt wollen wir hingegen eine exakte nume-
rische Simulationsmethode basierend auf der Monte-Carlo-Simulation entwi-
ckeln, worin der wesentliche Beitrag unserer Arbeit besteht. Dazu beschafti-
gen wir uns mit der reinen Pathwise-Methode (Forward-Methode und Adjoint-
Methode), ohne Mischung mit anderen numerischen Methoden.
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4. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Bermuda-Swaptions

Zunachst leiten wir die theoretische Basis her. Wir gehen von der alternati-
ven Rekursionsformel von (4.3) zur Bewertung eines (H x M)-Bermuda-Swaption

aus:
VSwa

BS
szM( i) o [ X (V(z‘+1)xM(Ti+1)> (z+1)xM(Ti+1))
B*(Ty) B*(Tit1)

Wenn wir die beiden Seiten von (4.25) nach dem Anfangs-LIBOR-Vektor L(0)
zweimal ableiten, erhalten wir die folgende Rekursionsformel unter Berticksich-
tigung der Linearitdt des Erwartungswertoperators [E*:

.FT) (4.25)

Vixar(Ti)
r WM)
(B*< T)
. max(‘/(?fl)xM( z+1),‘/(fff)”xM(Ti+1)) P
- B*(Ti1) "

" BS Swap V(?fl)XM(Tiﬂ)
= E"|1 {V(iﬂ)xM(TiH) > V(z+1)xM(Ti+1)} T B*(Ti41)

T, < Vv (T, r V(ff{l)XM(TM)
+1{V(1+1)><M( i+1) = Viiayu( ”1)} B*(Ti41)

}‘i) . (4.26)

Wenn wir die linke und rechte Seite von (4.4) nach dem Anfangs-LIBOR-Vektor
L(0) zweimal ableiten, erhalten wir die folgende Formel wegen der Linearitat des
Erwartungswertoperators E*:

Vi (Tu)
=F (D | &2 ). 4.27
Mithilfe der Rekursionsformel (4.26) konnen wir Formel (4.27) wie folgt ausfiihr-
lich schreiben:

T (Vi (Tv)

* Swa;
= E (1 {V(%il)xM(TH+1) > V(H+f)><M(TH+1)} r (

BS Swap V(ilwff)XM(THJrl)
+1 {V(H+1)><M(TH+1) < V(H+1)xM(TH+1)} I B*(Ty41)

V(%ian(THH)
B*(Th+41)

= ' 5 S VS%p(T )
_ * wa, wa JX
- J;]E H 1{ z><M szMp( l)} {VyXM( ) VJXMp<T])}P B*( ])
Ist r der Index der optimalen Austibungszeit 7,., dann ist

1{y—T}—H1{ BT > VISP @)} {VE(T) < VISP )
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Deshalb gilt

T (VESu(Tv)
L Viar (1)
= ]2E 1{j:r}F( B(T;) ))
M-1 M-1
= Y E*|1{j=r}T (E* ( > PVinX; f}‘j)))
j=H i=j

M-1 M-1
= Y E*|1{j=r}E ( > T (PVi X)) f}j)) (4.28)
j=H

=7

Die Vertauschung des Erwartungswertoperators und des Gamma-Operators in
Formel (4.28) folgt aus der Linearitiat des Erwartungswertoperators. Das Ereig-
nis {j =r} ist }";j—messbar, weil die optimale Austibungszeit 7). eine stochasti-
sche Stoppzeit ist. So konnen wir die Indikatorfunktion 1{j = r} innerhalb des
Erwartungswertoperators verschieben und erhalten

7))

VH><M

M-1
= Z E* ( ( r} > T (PVi1X;)

=7

- ZE* (1{j—r}ZF PV1+1X))
- E* ( (1{j:T}ZI‘(PVi+1Xi)))

j=H i=j
M-1
= E* (Z I‘(PV;HXi)) :

Deshalb berechnen wir die Gamma-Matrix einer Bermuda-Swaption durch die
Pathwise-Methode in zwei Schritten. Zuerst berechnen wir

M-1
> T (PVi1X,)

i=r

entlang jedes simulierten Pfades, wobei der Index r der optimalen Austibungs-
zeit jedes Pfades durch den LSM-Algorithmus geschatzt wird. Dann berechnen
wir den Mittelwert Gber alle Pfade. Die Pathwise-Methode funktioniert hier rei-
bungslos, da sowohl PV;;; als auch X; fur ¢ = r,...,M — 1 bzgl. des Anfangs-
LIBOR-Vektors L(0) zweimal stetig differenzierbar ist.
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4. Berechnung des Deltas und (Cross-)Gammas von Bermuda-Swaptions

Aus der obigen Diskussion wissen wir, dass die Berechnung der Gamma-
Matrix dieser (H x M)-Bermuda-Swaption unter Anwendung der Pathwise-
Methode basiert auf der Gleichung

M-1
T (VESu(T)) =B ( > T (PVZ-HXi)) (4.29)
bzw. der Gleichung
M-1
T (VHBX’SM(TO)) =E* ( Z T (PX/iHXi)) (4.30)

fir j = 0,...,M — 1. Anhand der theoretischen Grundlagen (4.29) und (4.30)
kénnen wir die Pathwise-Methode zur Bewertung der Gamma-Matrix einer
Bermuda-Swaption in den folgenden Unterabschnitten genau entwickeln. Wir
beginnen wie immer mit der Forward-Methode.

4.7.1. Forward-Gamma-Matrix

Die Untersuchung der Forward-Methode zur Berechnung der (Cross-)Gammas
bzw. der Gamma-Matrix einer Bermuda-Swaption ist ahnlich zur Forward-
Methode zur Bewertung ihres Delta-Vektors, aber komplizierter. Im Hinblick auf
den Algorithmus fiir den Forward-Delta-Vektor einer Bermuda-Swaption und
hinsichtlich der Gleichungen (4.29) oder (4.30) ist das Prinzip der Forward-
Gamma-Matrix von Bermuda-Swaption klar:

1. Der LSM-Algorithmus wird ausgeftiihrt, um die optimalen Austibungszeiten
aller Pfade zu bestimmen.

2. Entlang eines jeden Pfades werden anhand der Forward-Methode, die be-
reits in Abschnitt 3.5 vorgestellt wurde, die Gamma-Matrizen aller Auszah-
lungen von der optimalen Austuibungszeit bis zur Falligkeit der Bermuda-
Swaption simuliert und addiert.

3. Der Mittelwert der Ergebnisse tiber alle Pfade wird berechnet.

Eine vollstandige Formulierung des Algorithmus des Pathwise-(Cross-)Gammas
einer Bermuda-Swaption kann in Anhang E unter Algorithmus 35 nachgeschla-
gen werden.

Um die Berechnung der Forward-Gamma-Matrix einer Bermuda-Swaption
ltickenlos zu erklaren, mussen noch die I'j, (PV; 1 X;) far alle i = »,... .M — 1
und j,k = 0,...,M — 1 dargestellt werden. Diese Berechnung ist von der Be-
rechnung der Formel (4.18) abgeleitet. Wir mtissen allerdings viele Spezialfalle
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4.7. Pathwise-Gamma-Matrix

bertucksichtigen und separat berechnen. Glucklicherweise lassen sich alle Félle
in einer allgemeinen Form beschreiben:

Lji (PVig1X5)
< (8 PVMX )

Il
M

F]k(N)
=1

> (PVisr X)) \ o
+;<Z<()8LZ()>A”(N)>A”“(N)
= 1{j <i} - 1{k <i} - PViy1-

(wm (ij(Nz) Aij(Ni) §1+51L1(Nz)

LAy (N) S OOAGN) 0D
+ X :
lgj 1—|—51L1(Nl) g 1+5lLl(Nl) ; 1+5ZLZ(NZ)

i ZAL(N)AR(N) Gl (N1) ) A
- . 31
+z m%g (k) ( A+ 8Li(N))* 1+ 6Li(N) (4.31)

— A (Ny)-

Dabei ergeben sich die Delta-Faktoren A;;(N) fir alle i,j = 0,...,M — 1 aus
den Rekursionen (3.12) und (3.13). Die Gamma-Faktoren P;k(N ) fur alle i, j,k =
0,...,M — 1 werden durch die Rekursionen (3.25), (3.26) und (3.27) berechnet.
Fur die Diagonale der Gamma-Matrix, d. h. die (Nicht-Cross-)Gammas, sieht die
Form wie folgt aus:

Lj; (PVigt1X;)

. ; LG AR(N)
_ PV, - 5 [T (N — 20, () - ST Bk
=i} PVin (WV (F”(N) 284(N:) 214—5;&(]\7;))
, 2
A ~ 0 A(NVy)
I (ZZ; T+ 5lel(N,))

: SAL(N) P alh(N)
+Z§ <<1+5sz(Nz)> a 1+5ZLZ(Nl)>>) (4.32)

=

firi=r,...,M—1und j =0,...,M—1. Die Form (4.32) ist offenbar ein Spezialfall
von Form (4.31) im Fall j = k. Nach dem Vergleich der beiden Formen (4.31) und
(4.32) wissen wir, dass die Berechnung eines Cross-Gammas einer Bermuda-
Swaption einen héheren Aufwand als im Fall eines (Nicht-Cross-)Gammas beno-
tigt.
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4.7.2. Adjoint-Gamma-Matrix

In diesem Unterabschnitt diskutieren wir eine effizientere Alternative der For-
ward-Gamma-Matrix, namlich die Adjoint-Methode zur Berechnung der Gam-
ma-Matrix einer Bermuda-Swaption. Im Folgenden leiten wir die Berechnungs-
formel der Adjoint-Gamma-Matrix Schritt fr Schritt her. Aus Formel (3.28) er-
halten wir

N;—1
T (PVi1 X)) = Y. V(n+1|T})C(n) + Bji, (PVit1 X;) (4.33)
n=0

fairi=r...,M—1und j,k=0,...,M — 1. Und anhand der Formel (4.20) kénnen
wir den Superpositionsvektor V(n) wie folgt neu darstellen:

M-1
V(n) = > (H D) N|T))
t=max(r,n(tn—1))
M-1
- V(n|T;) (4.34)

i=max(r,n(tn—1))

fir n = N,...,0. Aus den beiden obigen Formeln (4.33) und (4.34) kénnen wir
die wesentliche Berechnungsformel der Adjoint-Gamma-Matrix herleiten:

M-1
> T (PViga X)
=7

(]

M-1 [N;—1
= ( > Vi(n+1T)C(n) + By (PW+1Xi)>

i=r n=0
M—-1N;—1 M-—1

= > > VIm+UT)C(n) + Y Bk (PViq1 X))
i=r n=0 i=r

M—
= X (VIAIT)C© + VIQIT)CW) + -+ VI (NIT)C(N; ~ 1)

=r

—_

=

—1
+ D Bj (PVir1 Xi)

1=

r  N;—1 M-1
= ( Vin+ 1!Tl)> -C(n)

l=r

N;—1 M-—1
+ ( VT”+1|T1>' Z ik (PVip1X)
L i1 =1
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4.7. Pathwise-Gamma-Matrix

= V(n+1)C(n)+ > Bjx (PViy1Xi) (4.35)

n=0 =
fur j,k =0,...,M — 1. Daraus folgt das Prinzip der Adjoint-Gamma-Matrix, was
wir als H6hepunkt dieser Arbeit ansehen:

1. Der LSM-Algorithmus wird ausgefiihrt, um die optimalen Austibungszeiten
aller Pfade zu bestimmen.

2. Entlang eines jeden Pfad wird die Gamma-Matrix mittels der Berechnungs-
formel (4.35) und des Superpositionsvektors simuliert.

3. Der Mittelwert der Ergebnisse tiber alle Pfade wird berechnet.

Den entsprechenden Algorithmus formulieren wir als Algorithmus 28 in Anhang
E. Danach muss nur noch Bj; (PV;41X;) berechnet werden. Die Ergebnisse sind
Bji, (PVig1X3)
= 1{j<i}-1{k<i} PV

(i S OBwN)
<_¢</V67, (AZ](NZ) gl"’_élLl(Nl) +Alk<N1)

L5 (INy) L GA(N) LG AR(N)
A S A +Xz" .
; 1+51L1(Nl) ; 1 +51L1(Nl) IZ]; 1+51LZ(N1)

n i: 512Alj(Nl)Alk(Nl)))

I=max(j,k) (1 =+ 5lLl(Nl))2

fuirallei=r,...,.M —1und j,k=0,...,M — 1. Und im Fall j = k gelten
Bjj (PViy1X:)

1A (Ny)

= 1{j<i} PV~ (—ww&&j(%) 2 1+ 6 Ly(Ny)

I=j

. 2
Loaap) \ e BA()
i (ZlJlHSiLz(]le)) +Z<1fr5§Lz(]le)>>

l=j l=j

farallei=r,...,M —1und j=0,...,M — 1.
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5. Numerische Resultate

Wir haben bereits die theoretischen Untersuchungen zur Berechnung des Delta-
Vektors und der Gamma-Matrix von Bermuda-Swaptions im Rahmen der Monte-
Carlo-Simulation des LIBOR-Marktmodells ausfiihrlich diskutiert. In diesem Ka-
pitel wollen wir einige numerische Beispiele einfiihren, damit die von uns entwi-
ckelten Methoden tiberprtft und verglichen werden kénnen.

5.1. Numerische Beispiele fur den Delta-Vektor

In diesem Abschnitt tiberpriifen und vergleichen wir sechs Algorithmen zur Be-
rechnung des Delta-Vektors einer Bermuda-Swaption anhand von zwei numeri-
schen Beispielen. Diese sechs Algorithmen sind die Finite-Differenzen-Methode
(kurz: FDM), die Forward-Methode (kurz: FWP), die Adjoint-Methode (kurz: ADP),
die neue Version der Adjoint-Methode (kurz: ADN), die Pathwise-Methode unter
Forward-Drift (kurz: PFD) und die Likelihood-Ratio-Methode (kurz: LRM).

Das erste Beispiel bezieht sich auf die Uberpriifung der Ergebnisse aller sechs
Algorithmen und beschaftigt sich mit einer (2 x 20)-Receiver-Bermuda-Swaption
und einer entsprechenden (2 x 20)-Payer-Bermuda-Swaption, die die folgenden,
gleichen Voraussetzungen und Parameter haben:

e Die Tenorstruktur ist {Tp,..., T}.
e §; =T;11 —T; =0.25 (in Jahren) fir alle i =0,...,19.

e Die Forward-LIBORs werden direkt auf dem Zeitgitter {ty...,t19} = {To,...,
Ty} implementiert.

® h, =tyy1 —t, = 0.25 (in Jahren) far alle n =0,...,18.

e Der Nennwert ./ betragt 10000€.

e Der feste Basissatz R ist gleich 4.5%.

e Die Anfangs-LIBOR-Kurve ist flach mit Ly(0) = --- = L19(0) = 5%.

e Die Volatilitatenstruktur ist ein-dimensional und stationéar, wobei o(1) =
- =0(19) = 20%.

Wir fihren zuerst den LSM-Algorithmus mit 65536 Pfaden aus, um die beiden
Bermuda-Swaptions zu bewerten. Dabei reduzieren wir die Varianz durch die
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5. Numerische Resultate

Preis(€) Standardfehler
(2 x 20)-Receiver-Bermuda-Swaption | 115.942890333 | 0.247838664
(2 x 20)-Payer-Bermuda-Swaption 290.562677057 | 0.394864815

Tabelle 5.1.: Preise der beiden (2 x 20)-Bermuda-Swaptions

antithetische Variable. Die Ergebnisse befinden sich in Tabelle 5.1. Dann be-
rechnen wir den Delta-Vektor der beiden Bermuda-Swaptions. Dazu benutzen
wir fiir jede Bermuda-Swaption die sechs von uns vorgestellten Algorithmen mit
jeweils 65536 Pfaden und der gleichen Folge von Zufallszahlen. Bei der Finite-
Differenzen-Methode nehmen wir den zentralen Differenzenquotient mit der Ma-
schenweite ¢ = 0,0000001. Und fiir das varianzreduzierende Verfahren wihlen wir
ebenfalls die antithetische Variable. Die entsprechenden numerischen Ergebnis-
se illustrieren wir in den Abbildungen F.1 und F.2 in Anhang F. Im Folgenden
wollen wir die numerischen Resultate genau analysieren und gegeneinander ver-
gleichen.

Abbildung F.1 zeigt die simulierten Delta-Vektoren von der (2 x 20)-Receiver-
Bermuda-Swaption durch alle sechs Algorithmen und Abbildung F.2 zeigt die
simulierten Delta-Vektoren von der (2 x 20)-Payer-Bermuda-Swaption durch alle
sechs Algorithmen. In der Finanzmathematik werden kleine Veranderungen in
Zinssatzen oft in Basispunkten gemessen. Ein Basispunkt ist 0.01% per annum
und wird durch 1bp gekennzeichnet. Deshalb interpretieren wir bp ! als die Ein-
heit der Ergebnisse in den beiden Abbildungen. Ein Wert x an der i-ten Stelle des
Delta-Vektor bedeutet eine Veranderung des Preises V;53,(7p) um die Grofe w,
wenn sich der Anfangs-LIBOR L;(0) in derselben Richtung um 1bp verandert. In
unseren Experimenten sind die Ergebnisse durch die Forward-Methode und die
beiden Adjoint-Methoden gleich. Dies ist keinen Zufall. Denn bei der Simulati-
on des Deltas sind die Forward-Methode und die Adjoint-Methode grundsatzlich
die beiden Versionen von der exakten Pathwise-Methode. Sie haben die glei-
che theoretische Grundlage und unterscheiden sich voneinander lediglich in der
Rekursionsrichtung bei der Simulation. Die Ergebnisse der Finite-Differenzen-
Methode und der Pathwise-Methode unter Forward-Drift sind auch vollkommen
akzeptierbar, obwohl sie inexakt mit Bias sind. Im Gegensatz zu den anderen Al-
gorithmen ist die Entwicklung des Delta-Vektors der Likelihood-Ratio-Methode
nicht glatt, sondern weist eine Sagezahnform auf, weil aufer dem Bias noch eine
grof3e Varianz bei der Likelihood-Ratio-Methode vorkommen kann.

In Bezug auf die Genauigkeit der Ergebnissen ist nun das Ranking der sechs
Algorithmen Kklar. Auf dem ersten Platz sind: die Forward-Methode, die Adjoint-
Methode und die Adjoint-Methode (Neue Version). Auf dem zweiten Platz sind:
die Finite-Differenzen-Methode und Pathwise-Methode unter Forward-Drift. Den
letzten Platz nimmt die Likelihood-Ratio-Methode an. Aber wie sieht das Ranking
aus, wenn es um die Effizienz geht? Dazu betrachtet wir das zweite Beispiel. Es
beschaftigt sich mit einer Reihe von (2 x M)-Receiver-Bermuda-Swaptions mit

176



5.1. Numerische Beispiele fiir den Delta-Vektor

M = 4,8,12,16, 20,24, die die gleichen Voraussetzungen und Parameter wie das
erste Beispiel haben. Wir berechnen die Delta-Vektoren der sechs Bermuda-
Swaptions durch die sechs von uns vorgestellten Algorithmen mit jeweils 65536
Pfaden und der gleichen Folge von Zufallszahlen. Fur das varianzreduzierende
Verfahren benutzen wir wiederum die antithetische Variable. Die Zeitverhaltnis-
se der Algorithmen prasentieren wir in den Abbildungen F.3 und F.4 in Anhang
F.

Abbildung F.3 zeigt und vergleicht die relativen Zeitkosten! der sechs Algo-
rithmen zur Berechnung der Delta-Vektoren von (2 x M)-Receiver-Bermuda-
Swaptions mit M = 4,8,12,16,20,24. Die Zeitkostenlinie der Finite-Differenzen-
Methode ist fast linear mit einer grof3ten Steigung. Daher ist sie der langsamste
unter allen sechs Algorithmen. Die Zeitkostenlinie der Forward-Methode ist fast
linear mit viel kleinerer Steigung als die Finite-Differenzen-Methode. Also ist
sie auch effizienter als die Finite-Differenzen-Methode. Die anderen vier Algo-
rithmen sind offenbar am schnellsten, weil ihre Zeitkostenlinien fast konstant
entlang der Entwicklung von M = 4,8, 12,16, 20, 24 verlaufen. Um diese vier Zeit-
kostenlinien genauer zu beobachten, betrachten wir auSerdem Abbildung F.4,
welche eine Teilabbildung der Abbbildung F.3 ist. In Abbildung F.4 erkennen
wir, dass die Zeitkostenlinien der vier Algorithmen auch lineare Tendenz haben
und, dass die Pathwise-Methode unter Forward-Drift bzw. die Likelihood-Ratio-
Methode relativ grofsere Steigungen als die beiden Adjoint-Methoden haben. Au-
Berdem ist die Adjoint-Methode (Neue Version) bei diesem numerischen Beispiel
immer am schnellsten bei allen M = 4,8,12, 16, 20, 24. Allerdings gehoren die rela-
tiven Zeitkosten der vier Algorithmen zur gleichen Ordnung der Zeitkomplexitat
und sie sind die effizientsten unter den bisher bekannten Algorithmen zur Be-
rechnung des Delta-Vektors von Bermuda-Swaptions.

Unter anderem sind nicht alle sechs Algorithmen stabil genug. Unter Anwen-
dung der Finite-Differenzen-Methode kénnen manchmal Uberldufe bei einigen
Eintragen des Delta-Vektors vorkommen. Also ist die Finite-Differenzen-Methode
empfindlich und instabil im Vergleich zu den anderen fiinf Algorithmen, die ro-
bust und stabil sind.

Zusammenfassend erstellen wir Tabelle 5.2, um einen Uberblick tiber die Ver-
gleiche zu erhalten. Dabei ist das Ranking der Schwierigkeitsgrade der Imple-
mentierung relativ subjektiv nach unserer eigenen Sicht und Erfahrung. Laut
Tabelle 5.2 ist die Adjoint-Methode (Neue Version) offensichtlich die beste Me-
thode zur Berechung des Delta-Vektors von Bermuda-Swaptions. Daneben ist
die Pathwise-Methode unter Forward-Drift sehr empfehlenswert, weil dieser sehr
einfach zu implementieren ist und auch sehr schnell und ausreichend exakt
ist, obwohl sie bei der Simulation einen Bias erzeugt. Die schlechtste Metho-
de gemaf3 den Vergleichen ist offenbar die Likelihood-Ratio-Methode wegen ih-

1

. . Zeitkosten zur Berechnung des Delta-Vektors der Bermuda-Swaption
Relative Zeitkosten = .
Zeitkosten zur Bewertung der Bermuda-Swaption
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Genauigkeit
hoch +— — niedrig
FWP = ADP = ADN | FDM = PFD | LRM
Geschwindigkeit
schnell +— — langsam
ADP ~ ADN ~ PFD ~ LRM | FWP | FDM
Stabilitit
stabil +— — instabil
FWP ~ ADP ~ ADN ~ PFD ~LRM | FDM
Schwierigkeitsgrad
leicht <— — schwer
FDM | PFD | FWP | ADN | ADP ~ LRM

Tabelle 5.2.: Tabellarischer Vergleich der sechs Methoden fiir die Berechnung
des Delta-Vektors

rer groffen Varianz. Jedoch kann man nicht darauf verzichten, weil im Fall
von nicht-stetigen Auszahlungen nur die Likelihood-Ratio-Methode funktionie-
ren kann. Sie muss allerdings von einem passenden varianzreduzierendem Ver -
fahren begleitet werden.

5.2. Numerische Beispiele fur die Gamma-Matrix

In diesem Abschnitt tiberpriifen und vergleichen wir die von uns entwickel-
ten Methoden zur Berechnung der Gamma-Matrizen von Bermuda-Swaptions.
Wir berticksichtigen zwei verschiedene Aspekte: Die Genauigkeit und die Effi-
zienz. In Unterabschnitt 5.2.1 konfrontieren wir die exakte Pathwise-Methode
mit der inexakten modifizierten Finite-Differenzen-Methode hinsichtlich der
Genauigkeit. Wir wahlen dabei die Forward-Methode als Vertreter der exak-
ten Pathwise-Methode. Denn einerseits haben die beiden exakten Pathwise-
Methoden (Forward-Methode und Adjoint-Methode) bei der Simulation mit der
gleichen Folge von Zufallszahlen immer die gleichen numerischen Ergebnis-
se, und andererseits benoétigt die Adjoint-Methode mehr Speicherplatz als die
Forward-Methode, so dass oft der Uberlauf bei der Berechnung der Gamma-
Matrix einer (H x M)-Bermuda-Swaption mit grofem M auftritt. In Unter-
abschnitt 5.2.2 stellen wir die beiden exakten Pathwise-Methode (Forward-
Methode und Adjoint-Methode) hinsichtlich ihrer Effizienz gegentiber.

5.2.1. Pathwise-Methode gegen Finite-Differenzen-Methode

In diesem Unterabschnitt wollen wir ein numerisches Beispiel einftihren, um
die Pathwise-Methode und die Finite-Differenzen-Methode zu tiberprifen und zu
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vergleichen. Das numerische Beispiel beschéftigt sich mit einer (4 x 10)-Receiver-
Bermuda-Swaption und einer entsprechenden (4 x 10)-Payer-Bermuda-Swaption,
die die gleichen Voraussetzungen und Parameter wie folgt haben:

e Die Tenorstruktur ist {7y, ..., Tio}.
e 0, =T;41 —T; = 0.5 (in Jahren) fir allei =0,...,9.

e Die Pathwise-LIBORs werden direkt auf dem Zeitgitter {¢,...,t9} = {To,...,
Ty} implementiert.

e h, =ty11 —t, =0.5 (in Jahren) fiir alle n =0, ...,8.
e Der Nennwert ./ betragt 10000€.
e Der feste Basissatz R ist gleich 5%.

¢ Die Anfangs-LIBOR-Kurve ist flach mit Ly(0) = - -- = Lg(0) = 5%.

Die Volatilitatenstruktur ist ein-dimensional und stationar, wobei o(1) =
- =0(9) = 20%.

Wir fahren zuerst den LSM-Algorithmus mit 65536 Pfaden aus, um die beiden
Bermuda-Swaptions zu bewerten. Dabei reduzieren wir die Varianz durch Ver-
wendung der antithetische Variablen. Die Ergebnisse liegen in Tabelle 5.3. Dann

Preis(€) Standardfehler
(4 x 10)-Receiver-Bermuda-Swaption | 162.141741292 | 0.279309509
(4 x 10)-Payer-Bermuda-Swaption 162.562317890 | 0.474287094

Tabelle 5.3.: Preise der beiden (4 x 10)-Bermuda-Swaptions

berechnen wir die Gamma-Matrizen der beiden Bermuda-Swaptions. Dazu be-
nutzen wir fir jede Bermuda-Swaption finf ausgewahlte Verfahren mit 65536
Pfaden und der gleichen Folge von Zufallszahlen. Die finf Verfahren sind der
Vorwartsdifferenzenquotient des Forward-Deltas, der Vorwartsdifferenzenquo-
tient des Adjoint-Deltas, der zentrale Differenzenquotient des Forward-Deltas,
der zentrale Differenzenquotient des Adjoint-Deltas und die exakte Pathwise-
Methode. Bei den vier auf der Finite-Differenzen-Methode basierenden Verfah-
ren verwenden wir die Maschenweite ¢ = 0,0000001. Fur das varianzreduzierende
Verfahren wahlen wir ebenfalls die antithetische Variablen. Die entsprechenden
numerischen Resultate kann man in Anhang F und G nachschlagen. Im Rest
des Abschnittes wollen wir die numerischen Resultate genau analysieren und
gegeneinander vergleichen.

Tabelle G.3 in Anhang G zeigt die exakt simulierte Gamma-Matrix der (4 x 10)-
Receiver-Bermuda-Swaption durch die Pathwise-Methode, Algorithmus 35. An
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jeder Stelle der Gamma-Matrix steht neben dem (Cross)-Gamma auch der ent-
sprechende Standardfehler. Alle Terme in der Diagonale der Gamma-Matrix,
namlich alle Gammas und ihre Standardfehler haben wir durch Kasten her-
vorgehoben. Die nicht-eingerahmten Eintrdge der Gamma-Matrix entsprechen
den Cross-Gammas. Die Experimentaldaten werden in Basispunkten niederge-
schrieben. D. h. wir interpretieren bp~! als Einheit der Ergebnisse in Tabelle
G.3. Ein Wert z an der Stelle (i,j) der Gamma-Matrix bedeutet eine Verande-
rung des Deltas A; um die Grée z, wenn sich der Anfangs-LIBOR L;(0) um 1bp
verandert, was das Gamma I';; von der Grofie rbp~! impliziert. Abbildung F.5
in Anhang F illustriert die Gestaltung der Gamma-Matrix der (4 x 10)-Receiver-
Bermuda-Swaption und Abbildung F.6 in Anhang F zeigt die Entwicklung der
Nicht-Cross-Gammas der (4 x 10)-Receiver-Bermuda-Swaption von Zeitpunkt T
bis zum Zeitpunkt 7y. Tabelle G.1 in Anhang G zeigt das Symmetrieverhalten
der exakten simulierten Gamma-Matrix in Tabelle G.3. Diese Matrix ergibt sich
aus der absoluten Differenz aller Eintrage der unteren Halfte und der entspre-
chenden Eintrage der oberen Hélfte der Gamma-Matrix. Die absolute Differenz
zweier Zahlen x; und z9 ist |21 — z2|. Laut Tabelle G.1 ist die exakte simulierte
Gamma-Matrix der (4 x 10)-Receiver-Bermuda-Swaption perfekt symmetrisch.

Nun analysieren wir die numerisch simulierten Gamma-Matrizen, die sich aus
den anderen vier modifizierten Finite-Differenzen-Methoden ergeben. In unse-
ren Experimenten sind die Ergebnisse durch den Vorwartsdifferenzenquotienten
oder zentralen Differenzenquotienten des Forward-Deltas gleich wie die Ergeb-
nisse des Vorwartsdifferenzenquotienten oder zentralen Differenzenquotienten
des Adjoint-Deltas. Das ist kein Zufall. Denn bei der Simulation des Deltas sind
die Forward-Methode und die Adjoint-Methode die beiden Arten der Pathwise-
Methode. Diese haben die gleiche theoretische Grundlage und unterscheiden
sich voneinander lediglich in der Rekursionsrichtung bei der Simulation. Des-
wegen koénnen wir durch die vier Methoden nur zwei verschiedene Gamma-
Matrizen erhalten, eine in Bezug auf den zentralen Differenzenquotienten des
Pathwise-Deltas und die andere in Bezug auf den Vorwartsdifferenzenquotient
des Pathwise-Deltas. Weil die modifizierten Finite-Differenzen-Methoden den Si-
mulationen mit Bias entsprechen, konzentrieren wir uns hier deshalb nicht auf
die dadurch simulierten Gamma-Matrizen selbst, sondern auf die Matrizen der
absoluten Differenz zwischen der dadurch simulierten Gamma-Matrizen und
der durch die Pathwise-Methode exakt simulierten Gamma-Matrix. Tabelle G.5
in Anhang G prasentiert die Matrix der absoluten Differenz zwischen Pathwise-
Gamma-Matrix und zentraler Differenzenquotient-Gamma-Matrix des Pathwise-
Deltas bzgl. der Receiver-Bermuda-Swaption. Tabelle G.6 in Anhang G pra-
sentiert die Matrix der absoluten Differenz zwischen Pathwise-Gamma-Matrix
und Vorwartsdifferenzenquotient-Gamma-Matrix des Pathwise-Deltas bzgl. der
Receiver-Bermuda-Swaption. Die beiden Tabellen zeigen, dass die beiden si-
mulierten Gamma-Matrizen die exakte simulierte Pathwise-Gamma-Matrix sehr
gut approximieren und der zentrale Differenzenquotient des Pathwise-Deltas ei-
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ne bessere Approximation mit kleinerem Bias als der Vorwartsdifferenzenquoti-
ent liefert, wie wir schon in Abschnitt 4.3 erwahnten. Nun betrachten wir das
Symmetrieverhalten der beiden nicht-exakt simulierten Gamma-Matrizen. Da-
fiir schlagen wir die Tabellen G.7 und G.8 in Anhang G nach. Die beiden Ta-
bellen zeigen, dass die beiden nicht-exakt simulierten Gamma-Matrizen zwar
annahernd symmetrisch, aber noch nicht perfekt symmetrisch sind und die auf-
grund des zentralen Differenzenquotienten simulierten Gamma-Matrizen besse-
res Symmetrieverhalten als die auf der Basis des Vorwartsdifferenzenquotienten
simulierten Gamma-Matrizen aufweisen.

In Bezug auf die Genauigkeit und das Symmetrieverhalten der Ergebnisse
ist nun das Ranking der funf Verfahren klar: Erstens, die Pathwise-Methode,
zweitens, der zentrale Differenzenquotient des Forward- oder Adjoint-Deltas
und drittens, der Vorwartsdifferenzenquotient des Forward- oder Adjoint-Deltas.
Aber wenn es um die Effizienz geht, sieht das Ranking ganz anders aus. Dazu
betrachten wir Abbildung F.9 in Anhang F. Diese Abbildung zeigt und vergleicht
die relativen Zeitkosten? der fiinf ausgewahlten Methoden zur Berechnung der
Gamma-Matrix der (4 x 10)-Receiver-Bermuda-Swaption. Der Vorwartsdifferen-
zenquotient des Adjoint-Deltas ist offenbar am schnellsten und liegt ganz vorne
in diesem Ranking. Hingegen steht die exakte Pathwise-Methode (hier: Forward-
Methode) bei der Effizienz ganz hinten. Auferdem lauft die Finite-Differenzen-
Methode des Adjoint-Deltas schneller als die des Forward-Deltas, sowohl beim
zentralen Differenzenquotienten, als auch beim Vorwartsdifferenzenquotienten.
Diese Tatsache stimmt mit der entsprechenden Behauptung unserer theoreti-
schen Untersuchung tiberein.

Wenn wir die fuinf Methoden darauf anwenden, die Gamma-Matrix der (4 x 10)-
Payer-Bermuda-Swaption zu berechnen, erhalten wir dieselben Schlussfolge-
rungen wie bei der (4 x 10)-Receiver-Bermuda-Swaption. Dazu erstellen wir
die numerischen Resultate dhnlich wie oben und stellen die Abbildungen F.7,
F.8, F.10 in Anhang F und die Tabellen G.4, G.2, G.9, G.10, G.11, G.12
in Anhang G zur Verfligung. In Tabelle G.4 stehen die durch die Pathwise-
Methode exakt simulierte Gamma-Matrix und ihre Standardfehler-Matrix der
(4 x 10)-Payer-Bermuda-Swaption. Die Abbildungen F.7 und F.8 zeigen jeweils
die Gamma-Matrix und die Nicht-Cross-Gammas. Tabelle G.9 zeigt die Matrix
der absoluten Differenz zwischen der Pathwise-Gamma-Matrix und der zentra-
len Differenzenquotient-Gamma-Matrix des Pathwise-Deltas. Die Tabelle G.10
zeigt die Matrix der absoluten Differenz zwischen der Pathwise-Gamma-Matrix
und der Vorwartsdifferenzenquotient-Gamma-Matrix des Pathwise-Deltas. Die
Tabellen G.2, G.11 und G.12 prasentieren das Symmetrieverhalten der Gamma-
Matrix jeweils durch die Pathwise-Methode, den zentralen Differenzenquotient
und den Vorwartsdifferenzenquotient des Pathwise-Deltas. Abbildung F.10 ver-

2

. . Zeitkosten zur Berechnung der Gamma-Matrix der Bermuda-Swaption
Relative Zeitkosten = - - .
Zeitkosten zur Bewertung der Bermuda-Swaption
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gleicht die relativen Zeitkosten aller fiinf Methoden zur Berechnung der Gamma-
Matrix bzgl. der (4 x 10)-Payer-Bermuda-Swaption.

Unter anderem zeigen die Tabellen G.9 und G.10 zusatzlich einen Nachteil der
Finite-Differenzen-Methode des Pathwise-Deltas. Unter Anwendung der Finite-
Differenzen-Methode treten manchmal bei einigen Entragen der Gamma-Matrix
Uberlaufe auf, insbesondere bei den Entrigen T';; mit grofem i oder j. D. h.,
die Finite-Differenzen-Methoden sind empfindlich im Vergleich zu der robusten
Pathwise-Methode. In den Tabellen G.9 und G.10 haben wir solche Uberlauf-
stellen durch die Romanschrift hervorgehoben. Solche Uberlaufe beeinflussen
naturlich das Symmetrieverhalten der Gamma-Matrizen negativ, was in den Ta-
bellen G.11 und G.12 Kklar wird. Die offenbar nicht-symmetrischen Entrage wer-
den ebenfalls durch die Romanschrift hervorgehoben. Wir bemerken noch, dass
die Ergebnisse des zentralen Differenzenquotienten immer noch besser sind als
die des Vorwartsdifferenzenquotienten, selbst wenn Uberldufe vorkommen.

5.2.2. Adjoint-Methode gegen Forward-Methode

In diesem Unterabschnitt wollen wir die Forward-Methode und die Adjoint-
Methode zur Berechnung der Gamma-Matrix einer Bermuda-Swaption hin-
sichtlich der Effizienz vergleichen. Dazu betrachten wir ein numerisches Bei-
spiel. Dieses befasst sich mit sechs (1 x M)-Receiver-Bermuda-Swaptions far
M = 4,5,6,7,8,9, die die gleichen Voraussetzungen und Parameter wie folgt ha-
ben:

e Die Tenorstruktur ist {71y, ..., Tas}.
e 0, =T;11 —T; =0.25 (in Jahren) far alle : =0,..., M — 1.

e Die Forward-LIBORs werden direkt auf dem Zeitgitter {¢y...,tp—1} =
{Tb, ..., Tpy—1} implementiert.

e hy, =tpy1 —t, = 0.25 (in Jahren) far alle n =0,..., M — 2.

e Der Nennwert ./ betragt 10000€.

e Der feste Basissatz R ist gleich 4.5%.

e Die Anfangs-LIBOR-Kurve ist flach mit Lo(0) = --- = Ly/—1(0) = 5%.

e Die Volatilitatenstruktur ist ein-dimensional und stationar, wobei o(1) =
o=0(M —1) = 15%.

Wir fiihren zuerst den LSM-Algorithmus mit 65536 Pfaden aus, um die sechs
Bermuda-Swaptions zu bewerten. Dabei reduzieren wir die Varianz durch Ver-
wendung der antithetische Variablen. Die Ergebnisse liegen in Tabelle 5.4.
Danach berechnen wir die Gamma-Matrizen der sechs Bermuda-Swaptions
durch die Forward-Methode und die Adjoint-Methode mit jeweils 65536 Pfaden
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(1 x M)-Receiver-Bermuda-Swaption Preis(€) Standardfehler
M=4 37.912360562 0.014558858
M=5 50.760684551 0.024573335
M=6 63.750562978 0.036882204
M=7 76.784540342 0.051337651
M=8 90.043731061 0.067280689
M=9 103.259557105 0.085145851

Tabelle 5.4.: Preise der sechs Receiver-Bermuda-Swaptions

und der gleichen Folge von Zufallszahlen. Fiir das varianzreduzierende Verfah-
ren benutzen wir nach wie vor die antithetische Variable. Die Gamma-Matrizen
der (1 x 6)-Receiver-Bermuda-Swaption und der (1 x 8)-Receiver-Bermuda-Swap-
tion zeigen wir als Beispiele in den Abbildungen F.11 und F.12 in Anhang F.
Abbildung F.13 in Anhang F vergleicht die relativen Zeitkosten der Forward-
Gamma-Matrix und der Adjoint-Gamma-Matrix der sechs (1 x M)-Receiver-
Bermuda-Swaptions fur M = 4,5,6,7,8,9. Dabei fligen wir noch eine Benchmark-
linien hinzu, namlich die Zeitkosten des zentralen Differenzenquotienten des
Adjoint-Delta-Vektors.

Gemaf3 Abbildung F.13 ist die Adjoint-Methode offenbar effizienter als die
Forward-Methode. Jedoch liefert die Adjoint-Methode keinen sehr grofien Zeit-
gewinn. Im Vergleich zur Forward-Methode bendétigt die Adjoint-Methode deut-
lich mehr Speicherplatz. Deshalb konnen wir die Zeitverhiltnisse der beiden
Pathwise-Methode bzgl. der Gamma-Matrix nur bis M = 9 tberprufen.
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In dieser Arbeit haben wir die numerische Berechnung des Delta-Vektors und
der Gamma-Matrix einer Bermuda-Swaption ausftihrlich untersucht und disku-
tiert. Diese sind analytisch nicht 16sbar und spielen bei Absicherungsstrategien
in Form des Delta-Hedgings und Gamma-Hedgings die entscheidende Rolle. Das
zugrunde liegende Zinsstrukturmodell ist das LIBOR-Marktmodell, das in den
letzten Jahren eine auffallige Entwicklung in der Finanzmathematik gemacht
hat, um Zinsderivate genau bewerten und ihre Risikoparameter prazise berech-
nen zu konnen. Bei der Simulation und Anwendung des LIBOR-Marktmodells
fallt die Monte-Carlo-Simulation ins Gewicht.

Fur die Berechung des Delta-Vektors einer Bermuda-Swaption stellten wir ins-
gesamt sechs numerische Methoden vor, welche fast alle vorhandenen Arten
der Monte-Carlo-Simulation zur Berechnung des Delta-Vektors einer Bermuda-
Swaption im Rahmen des LIBOR-Marktmodells enthalten. Diese sind die Finite-
Differenzen-Methode, die Forward-Methode, die Adjoint-Methode, die neue Ver-
sion der Adjoint-Methode, die Pathwise-Methode unter Forward-Drift und die
Likelihood-Ratio-Methode. Die letzten drei Methoden wurde neu entwickelt und
mit dieser Arbeit erstmals veroffentlicht. Jede dieser Methoden hat ihre eigenen
Vorteile.

Die Finite-Differenzen-Methode ist einfach zu verstehen und zu implementie-
ren, aber sie ist am langsamsten und hat einen Bias. Die Forward-Methode ist
am exaktesten und schneller als die Finite-Differenzen-Methode. Die Adjoint-
Methode ist ebenso exakt wie die Forward-Methode und noch schneller als die-
se. Die neue Version der Adjoint-Methode besitzt alle Vorteile der traditionellen
Adjoint-Methode und ist einfacher zu verstehen und zu implementieren als die-
se. Die Pathwise-Methode unter Forward-Drift ist noch einfacher zu implemen-
tieren und ebenso schnell, jedoch hat sie einen kleinen Bias aus dem nicht-exakt
simulierten Basiswert, namlich die Forward-Drift-Approximation des LIBOR-
Marktmodells. Die Likelihood-Ratio-Methode ist auch schnell, aber nicht exakt
genug wegen des Bias und ihrer grof3en Varianz. Trotzdem bietet sie die Moglich-
keit, die Delta-Vektoren von bermudischen oder amerikanischen Zinsderivaten
mit nicht-stetigen Auszahlungen zu berechnen.

Zusammenfassend sind die neue Version der Adjoint-Methode und die Path-
wise-Methode unter Forward-Drift sehr empfehlenswert fiir die Berechnung der
Delta-Vektoren von Bermuda-Swaptions.

Fur die Berechung der Gamma-Matrix einer Bermuda-Swaption entwickelten
wir in dieser Arbeit zwei innovative Methoden, die unseres Wissens bisher nicht
publiziert wurden. Eine Methode ist die Pathwise-Methode (die Forward-Methode
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und die Adjoint-Methode). Sie entspricht einer exakten und robusten Simulation
ohne Bias, die auf pfadweiser Differentialrechnung basiert. Die dadurch simu-
lierte Gamma-Matrix ist hinreichend exakt und perfekt symmetrisch. Leider ist
die Pathwise-Methode relativ langsam, insbesondere die Forward-Methode. Die
Adjoint-Methode ist zwar ein wenig schneller als die Forward-Methode, aber sie
benétigt deutlich mehr Speicherplatz. Trotzdem halten wir die beiden Pathwise-
Methoden fur die bisher besten Methoden aufgrund ihrer perfekten Simulati-
onsergebnisse.

Die andere Methode ist die modifizierte Finite-Differenzen-Methode. Sie ist die
Kombination aus traditioneller Finite-Differenzen-Methode und pfadweiser Dif-
ferentialrechnung der Delta-Vektoren von Bermuda-Swaptions. Diese Methode
ist empfindlich und hat Bias. Allerdings kann man dadurch relativ schnell ei-
ne ziemlich prazise und symmetrische Gamma-Matrix einer Bermuda-Swaption
berechnen. Diese Methode besteht aus zwei Komponenten: Finite-Differenz
und Pathwise-Delta. Die Finite-Differenz hat drei Formen: Vorwartsdifferen-
zenquotient, Riuckwartsdifferenzenquotient und zentraler Differenzenquotient.
Beim Pathwise-Delta gibt es zwei Moglichkeiten: Forward-Delta und Adjoint-
Delta. Deshalb hat die Finite-Differenzen-Methode des Pathwise-Deltas insge-
samt sechs konkrete Verfahren. Die Art der Finite-Differenz beeinflusst die Ge-
nauigkeit der Simulationsergebnisse. Die durch den zentralen Differenzenquo-
tient berechnete Gamma-Matrix hat einen kleineren Bias als die durch den
Vorwarts- und Ruckwartsdifferenzenquotienten, ist also exakter. Was die Effi-
zienz angeht, spielt die Art des Pathwise-Deltas eine entscheidende Rolle. Das
Forward-Delta hat einen deutlich héheren Zeitaufwand als das Adjoint-Delta.
Deswegen ist der zentrale Differenzenquotient des Adjoint-Deltas die beste Me-
thode im Rahmen der Finite-Differenzen-Methode des Pathwise-Deltas sowohl
hinsichtlich der Genauigkeit wie auch der Geschwindigkeit.

Zusammenfassend empfehlen wir die Pathwise-Methode (die Forward-Methode
und die Adjoint-Methode) und den zentralen Differenzenquotient des Adjoint-
Deltas fiir die Berechnung der Gamma-Matrizen von Bermuda-Swaptions.

Wie wir schon am Anfang der Arbeit erwdhnt haben, gehoéren die Bermuda-
Swaptions zur Klasse der Callable-LIBOR-Exotics und sind mit Abstand die
gangigste und wichtigste Art in dieser Klasse. Die anderen Callable-LIBOR-
Exotics, z. B. Callable-Capped-Floaters und Callable-Inverse-Floaters, unter-
scheiden sich von der Bermuda-Swaptions im Prinzip nur in den Kupons X;.
Daraufhin kénnen wir auch den Delta-Vektor und die Gamma-Matrix far die
anderen Callable-LIBOR-Exotics direkt durch die von uns entwikelten Metho-
den numerisch berechnen. Falls die Kupons X; eines Callable-LIBOR-Exotics
nicht Lipschitz-stetig sind, kdnnen wir die Likelihood-Ratio-Methode darauf an-
wenden. Allerdings gilt die Likelihood-Ratio-Methode momentan nur fiir die Be-
rechnung des Delta-Vektors.
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A. Funktionale Programmierung und
Haskell (Teil I)

Die funktionale Programmierung spielt eine entscheidende Rolle in unserem ers-
ten Projekt. Es handelt sich hierbei um einen Programmierstil, bei dem Program-
me ausschlieflich aus Funktionen bestehen. Die funktionalen Programmier-
sprachen wie Haskell, Erlang, Camel und F# sind aber weniger popular als
die klassischen imperativen Programmiersprachen wie Fortran, Pascal, C und
Basic oder die neuerdings in Mode gekommenen objektorientierten Program-
miersprachen wie z. B. C++, Java oder C#. Fur unsere Projekte haben wir die
funktionale Programmiersprache Haskell ausgewahlt. Die Haskell-Ausdriicke
werden folglich sehr oft in unserer Arbeit vorkommen. Deshalb ist ein Einfiih-
rungskapitel in die funktionale Programmierung bzw. Haskell notwendig, bevor
wir unsere Projekte diskutieren kénnen. Die Ausarbeitung dieses Kapitels orien-
tiert sich an den Arbeiten von Braun [5], Buschmann [6], Daume III [8], Newbern
[27], O’Sullivan, Stewart und Goerze [28], Peyton-Jones [29] und Puhlmann [33].

A.1. Funktionale Programmierung

In diesem Abschnitt stellen wir die Entwicklung und die Anwendungen der funk-
tionalen Programmierung kurz vor. Zuerst erlautern wir einige Begriffe.

A.1.1. Was ist funktionale Programmierung

Programmierungen kann man nach dem sogenannten Programmierstil klassi-
fizieren. Eine grobe Unterteilung ist die zwischen imperativer und deklarativer
Programmierung.

Funktionale Programmierung ist ein Programmierstil der deklarativen Pro-
grammierung, bei der die Programme rein aus Funktionen gebildet sind. Sie
stammt urspriinglich aus der akademischen Forschung. In den 30er Jahren ar-
beiteten verschiedene Wissenschaftler am A\-Kalkiil. Dies ist eine formale Spra-
che zur Untersuchung der Berechenbarkeit von bestimmten Funktionen und
ihrer Auswertungen. Der \-Kalkiil bildet einen Teil der formalen Grundlage der
theoretischen Informatik und insbesondere der funktionalen Programmierung.
Wahrend in der imperativen Programmierung das Konzept der Variablen als
Speicherbereich fiir Werte im Vordergrund steht, ist in der funktionalen Pro-
grammierung der Begriff der Funktion von einer zentralen Bedeutung.

189



A. Funktionale Programmierung und Haskell (Teil I)

Die zentrale Anweisung in der imperativen Programmierung ist die Zuwei-
sung. Ein Problem wird durch die schrittweise Veranderung des Zustandsrau-
mes, namlich der Werte der Variablen, gelost. D. h. es wird beim Programmieren
gesagt, “wie” ein Problem bzw. eine Aufgabe zu 16sen ist. Dabei spielt die Rei-
henfolge der Anweisungen (Statements) eine entscheidende Rolle.

In der funktionalen Programmierung werden Berechnungen hingegen vor-
nehmlich durch die Auswertung von Ausdriicken (Menge von Funktionen)
durchgefiihrt. Bei funktionaler Programmierung wird vom “wie” weitgehend ab-
strahiert und stattdessen das “was” durchgeftihrt, namlich eine Beschreibung
des gewlinschten Ergebnisses. Das genaue Vorgehen bei der Berechnung des
Ergebnisses ist normalerweise nicht explizit in dieser Beschreibung enthalten.

Funktionale Programmierung tragt wesentlich zum Verstandnis dessen bei,
was Programmierung eigentlich ist, wobei einige ganz neue Aspekte hinzuge-
kommen sind, die man in der traditionellen Programmierungen an keiner Stelle
findet.

A.1.2. Die Entwicklung der funktionale Programmierung

Der Ursprung der funktionalen Programmierung liegt im Bereich Mathematik.
Church hat 1932 den A-Kalkiil entwickelt, dessen Nutzen in der Programmie-
rung 1936 von Kleene und Rosser bewiesen wurde, d. h. es wurde nachgewie-
sen, dass man den A-Kalkul zur Umsetzung von Funktionen in der Informatik
nutzen kann. Die heutigen, rein funktional geschriebenen Programme kénnen
komplett in den A-Kalkuill umgewandelt werden.

1937 hat Turing bewiesen, dass der A-Kalktil turing-aquivalent ist. D. h., der
A-Kalkil entspricht als formales Modell zum Beweisen der Programmierspra-
chen der Turingmaschine.

1960 wurde LISP als die erste funktionale Programmiersprache von McCarthy
entwickelt. Ein grof3er Vorteil von LISP liegt in ihrer Erweiterbarkeit. Somit wur-
den einige erweiterte Programmiersprachen entwickelt, z. B. Common LISP and
Scheme.

Ende der 70er entwickelte Backus das FP-System, ein Konzept funktionaler
Programmiersprachen. Er hatte die Idee von Funktionen héherer Ordnung und
setzte diese in FP-System um.

Gleichzeitig entwickelte man an der Universitdt Edinburgh Meta Language
(ML). Man suchte nach einer Programmiersprache, mit der man Theoreme be-
weisen konnte. Auch aus ML entstanden einige Dialekte, z. B. SML und CAML.

Eine weitere Programmiersprache auf dem Weg bis zur Entwicklung von
Haskell ist Miranda. Miranda wurde zwischen 1985 und 1986 entwickelt. In
Miranda benutzte man zum ersten Mal die Lazy-Evaluation.

Die heute in der Industrie oft genutzte funktionale Programmiersprache ist
Erlang, das Ende der 80er von Ericsson flir Anwendungen in der Telekommu-
nikation entwickelt wurde. Mit Erlang ist parallele funktionale Programmierung

190



A.2. Programmierung mit Haskell

moglich.

Haskell entstand erst 1990 (Version 1.0). In Haskell wurden die Ideen der
alteren funktionalen Programmiersprachen vereinigt, namlich Funktionen ho-
herer Ordnung, Typableitung und Lazy-Evaluation. Eine Neuheit von Haskell
sind die Typklassen, mit denen man Methoden auf dhnlich Art und Weise wie in
der objektorientierten Programmierung tiberladen kann.

Bis 1997 entstanden vier weitere Versionen (1.1 bis 1.4) von Haskell. Auf dem
Haskell Workshop 1997 in Amsterdam wurde beschlossen, dass eine stabile
einheitliche Variante nétig sei. Hierdurch entstand die heutige sehr bekannte
rein funktionale Programmiersprache - Haskell 98.

A.1.3. Die Anwendungen der funktionale Programmierung

Funktionale Programmierung ist vor allem in akademischen Kreisen von Inter-
esse. So halten viele Leute Haskell flir eine PHD-Sprache. Sie wird insbeson-
dere im Bereich ktuinstliche Intelligenz, Compilerbau und Computeralgebra ein-
gesetzt. Jedoch werden die funktionalen Programmiersprachen heutezutage im-
mer mehr an Bedeutung gewinnen, nicht nur auf der konzeptuellen Ebene aka-
demischer Studien, sondern auch auf der praktischen Ebene industrieller An-
wendungen. Mit funktionalen Programmiersprachen kann die Produktivitat der
Programmierer gesteigert und somit kénnen die Softwarekosten gesenkt werden.
Einige prominente funktionale Programmiersprachen sind schon in kaufmanni-
schen und industriellen Anwendungen eingesetzt worden. Z. B. setzte die ABN
AMRO Bank Haskell fur die Simulation im Bereich Kreditrisikoberechnung
ein. Ferner verwendete die Quantitative Analytics Gruppe von Barclays Capi-
tal Haskell um Exotic Equity Derivatives anzugeben und die Directional Credit
Trading Gruppe der Deutschen Bank benutzte Haskell als primire Program-
miersprache fur die Implementierung ihrer Software-Infrastruktur. Fir weitere
reale Anwendungen funktionaler Programmierung kann man in der Webseite
“Haskell in Industry”:

http://www.haskell.org/haskellwiki/Haskell_in_industry

und der jahrlichen Konferenz “Commercial Users of Functional Programming
(CUFP)™:

http://cufp.galois.com/

nachschlagen.

A.2. Programmierung mit Haskell

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der rein funktionalen Programmier-
sprache Haskell. Rein funktionale Programmierung fasst Programme lediglich
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als mathematische Funktionen auf. Ein Ausdruck hat dort wahrend der Pro-
grammausfihrung immer den gleichen Wert, der nicht vom Zeitpunkt der Aus-
wertung abhingt. Es gibt keine Zuweisungen, keine Zustande, keine Seiten-
effekte und keine Zustandsvariablen, die wiahrend einer Berechnung gedndert
werden. Die meisten anderen funktionalen Programmiersprachen (z. B. Stan-
dard ML, caml, F#) erlauben hingegen die Wirkungen von Benutzerinteraktio-
nen, Eingabe/Ausgabe-Operationen u. s. w. und gehoéren daher nicht zu den
rein funktionalen Programmiersprachen. Um eine rein funktionale Program-
miersprache auch mit solchen Wirkungen auszustatten, ohne dabei die reine
Funktionalitat aufzugeben, wurde das aus der Kategorientheorie stammende
Konzept Monad entwickelt, insbesondere von Eugenio Moggi und Philip Wad-
ler. Das Konzept Monad driickt Wirkbehaftung durch parametrische Datentypen
aus und zwingt somit das Datentypsystem dazu, zwischen Ausdriicken mit und
ohne Nebenwirkungen zu unterscheiden.

Die behandelten Themen dieses Abschnitts umfassen grundlegende Konzepte,
algebraische Datentypen, musterbasierte Funktionsdefinitionen, Listenkompre-
hensionen, parametrische Typpolymorphie, Funktionen héherer Ordnung, ver-
zogerte Auswertung, unendliche Datenstrukturen, Typklassen und Monad, wel-
che in dem Haskell-Code unserer Projekte eingesetzt werden. Die in Haskell
vermittelten Kenntnisse férdern auch die Denkart und Vorgehensweise in ande-
ren funktionalen Programmiersprachen.

A.2.1. Was ist Haskell

Haskell ist eine moderne rein funktionale Programmiersprache, benannt nach
dem US-amerikanischen Mathematiker Haskell Brooks Curry, dessen Arbeiten
zur mathematischen Logik eine Grundlage funktionaler Programmiersprachen
bilden. Haskell basiert auf dem A-Kalktiil, weshalb der griechische Buchsta-
be )\ als Logo verwendet wird. Die offizielle Webseite zur Programmiersprache
Haskell ist:

http://www.haskell.org

Dort finden sich auch die wichtigsten Haskell-Compiler und Haskell-Inter-
preter, Glasgow Haskell Compiler (GHC):

http://haskell.org/ghc/index.html
und Hugs 98:
http://www.haskell.org/hugs/

zum Herunterladen.

Um einen ersten Eindruck vom Haskell-Programm bzw. vom funktionalen
Programmierungsstil zu gewinnen, vergleichen wir die Implementierung des be-
kannten Quicksortalgorithmus durch Haskell mit der durch C, die nach dem
Prinzip “Teile und herrsche” arbeitet. Wir betrachten zunéchst den c-Code:
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Programm A.1: C-Version von Quicksort
void gsort (int a[ ], int lo, int hi) {
int h, 1, p, t;
if (lo < hi) {
1 = 1lo; h = hi; p = alhi];

do {
while ((1 < h) && (al[l] <= p))
1 = 1+1;
while ((h > 1) && (al[h] >= p))
h = h-1;
if (1 < h) {
t = alll; alll = alhl; aflh] = t;

} while (1 < h);
alhi] = all]; all] = p;
gsort (a, lo, 1-1); gsort (a, 1+1, hi);

}

C ist vielen Programmierern bekannt, weswegen wir diesen C-Code nicht weiter
erklaren. Nun geben wir den ensprechenden Haskell-Code an:

Programm A.2: Haskell-Version von Quicksort

gsort :: Ord a => [a] —-> [a]

gsort [] =[]

gsort (x:xs) = (gsort [y | y <- xs, vy < x]) ++ [x] ++
(

]
gsort [y | y <= xs, y >= x])

Die erste Zeile typisiert den Datentyp (die Signatur) der Funktion gsort. Die
zweite Zeile gibt an, dass die Funktion gsort auf eine leere Liste angewendet
wieder eine leere Liste ergeben soll. Die dritte Zeile sortiert rekursiv die nicht-
leeren Listen. Das erste Element x wird als mittleres Element der Ergebnislis-
te verwendet. Davor werden alle kleineren und dahinter alle grofSeren Elemen-
te eingeordnet. Listenbeschreibungen (hier: List-Comprehension) werden dazu
verwendet, aus der Restliste xs alle kleineren bzw. grof3eren Elemente als x aus-
zuwahlen.

Durch den obigen Vergleich ist es klar, dass Haskell kuirzer und tibersichtli-
cher ist als C, das Prinzip vom Quicksortalgorithmus zu beschreiben. Das ist ein
Vorteil von Haskell und auch den anderen funktionalen Programmiersprachen.
Im weiteren Verlauf werden wir die Grammatik von Haskell explizit vorstellen.

A.2.2. Datenstrukturen

Die Méglichkeit, aus den Standartdatentypen (in Haskell: Int, Double, Bool,
Char, String u. s. w.) neue Datentypen konstruieren zu kénnen, tragt zur Aus-
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drucksstarke einer Programmiersprache bei. Haskell bietet neben dem Bilden
von Funktionsdatentypen (z. B. Int -> Double) noch zwei wichtige Standard-
konstruktionen: Listen und Tupel, und die von Programmierern definierten Da-
tentypen.

Liste

Ein beliebtes Konzept in Programmiersprachen sind die sogenannten Arrays. Die
sind Ansammlungen von Daten, die zu dem gleichen Datentyp gehoéren, aber
aus verschiedenen Elemente bestehen und alle auf einmal tibergeben werden,
um sie zu verarbeiten. In Haskell gibt es dazu ein dhnliches Konstrukt. Ist a
ein Haskell-Datentyp, so ist [a] der Listentyp einer Liste von Elementen des
Datentyps a. Die Objekte des Listentypes [a] sind folgendermafien aufgebaut:

e Die leere Liste [ ] ist eine Liste vom Datentyp [a].

e Ist x ein Element vom Datentyp a und xe eine Liste vom Datentyp [a], so
ist (x:xe) ebenso eine Liste vom Datentyp [a].

Im Folgenden geben wir einige Beispiele von Listentypen:

[Int]
[Float]

[Char]

[ [Bool]]

[Double —-> Double]

Listen kann man aufschreiben, indem man ihre Elemente innerhalb eckiger
Klammern durch Kommata getrennt angibt, z. B. [1,2,3,4,5,6] :: [Int].
Listen sind normalerweise keine Mengen im mathematischen Sinne, es kommt
also auf die Reihenfolge und Anzahl der Vorkommnisse von Elementen an, wobei
die Anzahl unendlich sein kann. Die leere Liste [ ] stellt hinsichtlich ihres Da-
tentyps einen besonderen Fall dar. Sie kann jeden Listentyp annehmen. Welchen
Datentyp sie im Einzelfall hat, hdngt vom Zusammenhang ihrer Anwendung ab.

Eine Liste hat noch eine andere Darstellungsmoglichkeit, die mit mathema-
tischem Sinn verbunden ist. In der Mathematik gibt es eine Darstellung fiir
Mengen, deren Elemente bestimmte Eigenschaften besitzen. Beispielsweise wa-
re eine Untermenge von {1,...,100}, in der nur gerade Zahlen stehen:

{z|ze{l,...,100} A {x ist gerade}}.

Ein dhnliches Konstrukt gibt es auch fiir das Bilden von Listen in Haskell. Die
sogenannte List-Comprehension ist eine beliebte Art und Weise, um mit wenig
Aufwand eine Liste zu beschreiben. Der Haskell-Code von der obigen Menge
ist:

[x | x <= [1..100], even x]

194



aos W N =

A.2. Programmierung mit Haskell

Die List-Comprehension sieht also dhnlich der korrespondierenden mathemati-
schen Darstellung aus.

Tupel

Wahrend Listen eine beliebige Anzahl (auch unendlich ist erlaubt) von Elemen-
ten desselben Datentyps enthalten kénnen, dient Tupel der Zusammenfassung
einer festen Anzahl von Elementen, die jedoch unterschiedliche Datentypen ha-
ben durfen. Tupel ist daher der Oberbegriff fir die Aggregation verschiedener
Grofie.

In Haskell wird Tupel im Paar von runden Klammern geschrieben, die Ele-
mente werden durch die Kommata getrennt. Ebenso wird der Datentyp eines
Tupels in runden Klammern angegeben, in dem der Datentyp jedes Elements fir
die entsprechende Position innerhalb des Tupels angegeben sind. Nachfolgend
sind einige Beispiele von Tupel zusammen mit ihren Datentypangaben gegeben:

(1, 2.0) :: (Int, Double)

(1.0, 2.0) :: (Double, Double)

(1, "Haskell") :: (Int, String)

(True, 1, [False]) :: (Bool, Int, [Booll])
((*a", "b"), 1.0) :: ((Char, String), Double)}

Polymorphe Datentypen

Nicht immer ist ein Datentyp in Haskell so genau wie oben angegeben. Be-
trachten wir beispielsweise die Identitatsfunktion. Um diese Funktion fir alle
mogliche Datentypen zu verallgemeinern, brauchen wir also einen polymorphen
(vielfaltigen) Datentyp. D. h. wir dirfen in der Signatur keinen Standardatentyp
wie etwa Int, String oder Float angeben. Stattdessen schreiben wir dort einen
Platzhalter (meistens mit einem Buchstabe) hin.

id :: a —> a

id x = x

Der Ruckgabewert der Funktion id ist also gleich dem Eingabedatentyp des ers-
ten Parameters. Wollten wir beispielsweise noch eine Signatur fur eine Funktion
f konstruieren, deren zweiter und dritter Parameter andere Datentypen als der
Erste haben, so werden dort andere Platzhalter verwendet.

f :va -—>Db —-—>c

Typ-Synonyme

Wenn man far einen schon vorhandenen Datentyp ein neues Synonym einfiih-
ren mochte, um z. B. die Verwendung klarer zu machen, bedient man sich des
Befehls type in der folgenden Art:
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type neuerTyp = bekannterTyp

Dabei kann der bekannte Datentyp entweder ein Haskell-Standarddatentyp
oder einer der komplexeren Datentyp, wie z. B. ein Tupel oder eine Liste sein:

type Abstand = Float
type Punkt = (Float,Float)

Anhand des Datentyps Punkt kann beispielsweise die Funktion zur Bestimmung
des Abstands zweier Punkte anschaulich definiert werden:

abstand:: Punkt -> Punkt -> Abstand
abstand (a,b) (c,d) = sgrt((a-c)”*2 + (b-d)"2)

Oftmals stellt man verschiedene Sachverhalte mittels der gleichen Reprasenta-
tion dar. Z. B. sind Seitenlinge und Radius verschiedene Objekte, aber beide
koénnen als Abstand dargestellt werden. Mit der Typdefinition type sind Seiten-
lange und Radius beliebig austauschbar, was unerwtinscht ist. Einen eigenen
Datentyp mit Konstruktor zu definieren erscheint hier praktisch, ist aber mit
zusatzlichem Aufwand beim Pattern-Matching (siehe A.2.4) verbunden. Fiir sol-
che Falle gibt es in Haskell das Schliisselwort newtype, z. B.:

newtype Punkt = Punkt (Float ,Float)

Nun hat der Datentyp Punkt einen einzigen Konstruktor Punkt. Trotz dersel-
ben Namen handelt es sich hier um verschiedene Objekte, namlich Datentyp
und Konstruktor. Man beachte, dass bei type und newtype grundsatzlich nur
ein Konstruktor erlaubt ist. Um mehrere Konstruktoren in einem Datentyp zu
erstellen, brauchen wir die algebraischen Datentypen.

Algebraische Datentypen

Wir erweitern jetzt das Datentypsystem von Haskell, in dem es neben den Stan-
darddatentypen (Int, Double, Char, Bool u. s. w.), Datentypkonstruktoren (Lis-
te und Tupel) und Typ-Synonyme (type und newtype) auch algebraische Daten-
typen gibt.

Analog zum Datentypkonstruktor Liste, der die beiden Konstruktoren (:) und
[ ] einfahrt, um Werte des Datentyps [a] zu konstruieren, kann der Program-
mierer neue Konstruktoren definieren, um Werte eines neuen algebraischen Da-
tentyps zu erzeugen. Und wie es bei Listen und Tupeln moéglich ist, konnen Wer-
te dieser neuen algebraischen Datentypen dann mittels Pattern-Matching (siehe
A.2.4) wieder analysiert (dekonstruiert) werden. Das allgemeine Schema eines
neuen algebraischen Datentyps wird in Haskell mittels der data-Deklaration
spezifizert, die aus den folgenden Bausteinen besteht:

e Der Name des Datentypkonstruktors (Kennung beginnend mit den Grof3-
buchstaben) 7' und sein Datentypparameter «;.
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e Die Namen der Datentypkonstruktoren (Kennung beginnend mit den Grof3-
buchstaben) K; und der Datentypen 5;;, die diese als Parameter erwarten.

e Die Syntax einer data-Deklaration (n > 0, m > 1, n; > 0, die j;; sind entwe-

der gleich einem von ay, as, ..., «, oder einem anderen Typbezeichner):
dataTOélOéQ...Oln = K1 Bll---ﬁlnl
| Kz Ba1 ... Bon,

| Km Bml anm

Dieses data-Statement deklariert einen Typkonstruktor 7" und m Kon-
struktoren und besitzt die umgekehrte Funktionsdarstellung:

Ki:iﬁilﬁ"'—)ﬁmi—)T a1 ay ... Qp (A.1)

Nachfolgend stehen zwei Arten von algebraischen Datentypen mit zwei Code-
Beispielen:

e Lineare Datentypen:

1 data Jahreszeiten = Fruehling | Sommer | Herbst | Winter
2 deriving (Eq, Show)

e Rekursive Datentypen:

1 data BinTree a = Empty | Node (BinTree a) a (BinTree a)
2 deriving (Eq, Show)

wobei deriving (Show, Eq) die sogenannte Ableitung von Typklassen (siehe
A.2.3) bezeichnet, d. h. die neuen Datentypen Jahreszeiten und BinTree wer-
den damit automatisch Instanzen der Typklasse show aller druckbaren Datenty-
pen und Instanzen der Typklasse Eqg aller Datentypen, deren Objekte durch das
Gleichheitszeichen (==) vergleicht werden kénnen.

A.2.3. Typklassen

Eine Besonderheit von Haskell sind die Typklassen. Aus Java kennt man die
Uberladung von Methoden bzw. Funktionen aus Klassen. Haskel1l versucht die-
se Idee auch fur sich zu nutzen, in dem es dhnliche Moglichkeiten fiir Datenty-
pen bietet. Dazu gibt es in Haskell eine Klassen-Hierarchie von den Standard-
datentypen, namlich die Typklassen.

Bei den Typklassen kann es sein, dass unsere Anforderungen einen Datentyp
verlangen, welcher nicht so allgemein gefasst ist, wie ein polymorpher Datentyp,
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aber auch nicht so speziell ausgepragt ist, wie ein konkreter Datentyp. Beispiels-
weise mochten wir eine Funktion (+) zum Addieren zweier Werte nicht fuar alle
moglichen Datentypen und auch nicht fiir einen konkreten Datentyp definieren,
sondern nur fur alle méglichen Datentypen, die die Zahlen darstellen. Es wird
also eine Moglichkeit gesucht, die einen Datentyp liefert, der sich zwischen den
generellen polymorphen Datentypen und den speziellen konkreten Datentypen
bewegt.

(+) :: a —>a —> a —— zu generell
(+) :: Int -> Int —> Int —-— zu speziell
(+) :: Num a => a —> a —> a —-— perfekt

Mit Hilfe der Typklasse Num kénnen wir festlegen, dass der Datentyp, fiir den wir
unsere Funktion definieren, bestimmte Eigenschaften vorweist. Das => Symbol
gibt an, dass der Datentyp a Mitglied einer bestimmten Klasse sein muss, damit
er mit dieser Funktion arbeiten kann. In dem obigen Beispiel ist die Typklasse
Num eine Oberklasse fur alle Zahlen, in der die Instanzen von a addiert werden
dirfen. Die in Haskell eingebauten Standarddatentypen Double und Int sind
beide Mitglieder der Typklasse Num.

Neben Num bietet Haskell noch viele weitere vordefinierte Typklassen, wie
z. B. Eq, deren Instanz Aquivalenzgesetze durchfithren kann, und ihre obere
Typklasse Ord fiir die Vergleichsoperationen. Wir sehen unten die Definition der
Typklasse Eq:

class Egq a where
(==), (/=) :: a —-> a —> Bool

X y = not (x /= vy) —— minimale vollstdndige Definition
x y = not (x ==y)

g

Diese Typklasse tragt den Namen Eq und soll alle diejenigen Datentypen zu-
sammenfassen, fiir die die Operatoren (==) und (/=) definiert sind. Dabei ent-
spricht (==) der minimalen vollstandigen Definition. D. h., dass jeder Datentyp
von Eg zumindest die Operation (==) definieren muss, um eine valide Instanz
dieser Typklasse zu werden. Fir einen einfachen Datentyp wie Int kénnte dies
so aussehen:

instance Eqg Int where
X ==y = intEq x y

wobei die Funktion intEqg die grundlegende Funktion zum Vergleichen der Int-
Werte ist. Auch der folgende rekursive Datentyp Tree:

data Tree a = Leaf a | Branch Tree a Tree a

lasst sich als eine Instanz der Typklasse Eq auffassen durch die folgende Defini-
tion von (==):
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instance Eq a => Eq (Tree a) where

Leaf a == Leaf b = a ==>

Branch 11 rl == Branch 12 r2 = 11 == 12 && rl == r2

== = False
Der Operator (==) wurde hier mehrfach implementiert. Je nach dem, welches
Muster passt, also ob Leaf mit Leaf oder Branch mit Branch verglichen wer-
den soll, wird der hierzu entsprechende Ausdruck ausgewertet. \_ == \_ ist ein

Muster, welches auf alle Gleichheitsoperationen passt (siehe Wild-Cards auf der
Seite 200). Da auch der Datentyp ausgewertet wird, mit dem die Baumstruk-
tur aufgebaut ist und der hier ja polymorph definiert ist, muss also angegeben
werden, dass seine mogliche spatere Auspragung eine Instanz der Typklasse Eq
besitzen muss. Dies wird mit dem Haskell-Ausdruck Eq a => Eg (Tree a)
sichergestellt.

A.2.4. Pattern-Matching

Ein weiteres, wichtiges Konzept in Haskell ist das sogenannte Pattern-Match-
ing. Eine Funktion kann mehrere Definitionen haben. Es wird per Pattern-
Matching entschieden, welche Definition anhand der aufgerufenen Parameter
angewendet wird. Z. B.:

sum :: Num a => [a] —> a
sum [] = 0
sum (x:xs) = xX + sum XS

Wenn sum mit der leeren Liste aufgerufen wird, wird die erste Definition ange-
wendet. Wenn die Liste nicht leer ist, die zweite. In diesem Fall wird das erste
Element der Liste an die Variable x gebunden und der Rest der Liste an die
Variable xs.

Man muss beachten, dass die Reihenfolge einer Funktion mit mehren Defini-
tionen sehr wichtig ist. Diese werden immer von oben nach unten bewertet und
wenn eine Definition durch eine Eingabe benutzt und bewertet wird, wird der
Bewertungsprozess von der Funktion sofort fertiggestellt. Anhand dieser Regel
koénnen Haskell-Programmierer eine Funktion flexibler beschreiben.

Haskell bietet noch viele weitere Moglichkeiten von Pattern-Matching, die wir
im Folgenden kurz anhand von Beispielen erklaren werden.

As-Pattern

Als Beispiel ist hier eine Funktion, die das erste Element einer Liste dupliziert:
f (x:xs) = x:(xX:x8)
Diese Funktion kénnen wir alternativ auch wie folgt aufschreiben:

f s@(x:xs) = x:8
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Dabei wird x an das erste Element der Liste gebunden, xs an die Restliste und
s an die komplette Liste.

Wild-Cards

Wild-Cards sind nititzlich, wenn wir gegen einen Ausdruck matchen wollen, des-
sen Komponenten uns nicht interessieren. Z. B.:

head (x:_) = x
tail (_:xs) = xs

Hier matchen die Ausdriicke jeweils eine nicht-leere Liste. Die Wild-Cards mat-
chen dabei eine Liste beliebiger Lange.
If-Pattern

Wie andere Programmiersprachen hat Haskell auch den if-Ausdruck. Z. B.:

fromBoolToInt :: Bool —-> Int
fromBoolToInt x = if x then 1
else O

With-Pattern

Man kann mit dem With-Pattern die Funktion fromBoolToInt wie folgt um-
schreiben:

fromBoolToInt :: Bool —-> Int
fromBoolToInt x | X =1
| otherwise = 0

Case-Pattern

Auch kann man mit dem Case-Pattern die Funktion fromBoolToInt so be-
schreiben:

fromBoolToInt :: Bool —-> Int
fromBoolToInt x = case x of
True -> 1
False —> 0

let und where Klausel

Mit den Schlusselwortern let und where kann man lokale Definitionen vorneh-
men:
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1 sumSquares x y = let square n = n * n
2 in square x t+ square y

1 sumSquares x Yy square x + square y
2 where

3 square n = n *x n

A.2.5. Lazy-Evaluation

Haskell hat noch eine interessante Eigenschaft, die sogenannte Lazy-Evalua-
tion (Bedarfauswertung). Die Lazy-Evaluation bedeutet, dass Ausdriicke immer
erst dann ausgewertet werden, wenn sie benotigt werden.

Die Lazy-Evaluation bietet den Programmierern die Moglichkeit, unendliche
Datenstrukturen zu verwenden. Stellen wir uns mal vor, dass wir eine unend-
liche Liste in einer Funktion verarbeiten wollen. Die meisten Programmierspra-
chen wiirden eine solche Funktion erst dann ausfiihren, sobald alle Parameter
abgeschlossen wurden. Haskell wartet jedoch dank der Lazy-Evaluation nur so-
lange bis es arbeiten kann. Ein anderer Vorteil einer solchen Auswertungsstra-
tegie ist die Zeitersparnis, da Funktionsaufrufe ganz vermieden oder zumindest
teilweise eingespart werden kénnen. Der Nachteil besteht dann in der erschwer-
ten Fehlerbereinigung (Debugger) in Programmen, die nach Bedarf ausgewertet
werden. Denn es ist meistens nicht auf den ersten Blick nachvollziehbar, ob ein
Ausdruck zu einem Zeitpunkt bereits ausgewertet wurde.

A.2.6. Funktionen héherer Ordnung

In Haskell spielen die Funktionen eine zentrale Rolle. Sie kénnen selbst als
Datenobjekte gelten, d. h. man kann Funktionen auch als Argumente und Er-
gebnisse anderer Funktionen verwenden. Funktionen, die mit Funktionen als
Eingabe arbeiten, nennt man Funktionen héherer Ordnung.

Oft kann man solche Funktionen mithilfe einiger Standardfunktionen von
Haskell definieren. Die Funktionen map, filter, foldl, foldr, zip und
zipWith sind beispielsweise Funktionen hoéherer Ordnung zur Listenbearbei-
tung und gehéren zum Sprachumfang von Haskell. Sie machen die Listenbear-
beitung leichter und utbersichtlicher, indem explizite Rekursion vermieden und
in die Funktionen héherer Ordnung ausgelagert wird. Im Folgenden werden wir
diese nttzlichen Funktionen kurz vorstellen.

map

1map :: (a —> b) -> [a] —-> [Db]
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wendet die tibergebene Funktion auf jedes einzelne Element der Liste an, und
bildet aus den so berechneten Elementen die Ergebnisliste, die zurtickgegeben
wird. Der Aufruf der map-Funktion erfolgt so:

map (Operation)Liste

Diese Funktion kann man z. B. verwenden, um alle Elemente einer Liste von
Zahlen zu verdoppeln:

doppel:: Num a => [a] —-> [a]
doppel liste = map (2%) liste

Anzumerken ist noch, dass die Operation beliebig kompliziert sein kann, so-
lange sie auf die einzelnen Elemente der Liste angewendet werden kann.

filter

filter :: (a —> Bool) -> [a] —> [a]

wendet eine angegebene boolesche Funktion auf jedes Element der tibergebenen
Liste an, und prift das Ergebnis. Ist es True, so wird das Element an die zu
erstellende Ergebnisliste angehéngt, bei False nicht. Diese Funktion kénnte
man beispielsweise verwenden, um aus einer Liste von Zahlen alle negativen
Werte zu entfernen:

ohnenegative:: Num a => [a] -> [a]
ohnenegative liste = filter (>=0) liste
foldl

foldl :: (a -=> b —> a) -> a —-> [b] —> a

berechnet aus einer Liste von Elementen ein Ergebniselement, indem die Ele-
mente der Liste nacheinander (beginnend mit einem zusitzlich angegebenen
Anfangswert) mittels Operation verknupft werden, die als Parameter tiberge-
ben wird. Dabei wird mit den Elementen am Anfang der Liste begonnen, und die
Berechnung arbeitet sich nach hinten durch. Der Aufruf der foldl-Funktion
erfolgt so:

foldl (Operation)Anfangswert Liste

Der folgende Haskell-Code dient als Beispiel:
foldr (+) 0 [1,2,3,4]
Das Resultat ist 10.

foldr

foldr :: (a —> b —> b) -—> b -—> [a] —> b
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arbeitet analog zu foldl. Der Unterschied besteht darin, dass die Liste nicht von
vorne nach hinten durchgearbeitet wird, sondern umgekehrt mit dem letzten
Element beginnend nach vorne durchlaufen wird. Beispielsweise ist 10 auch das
Ergebnis von:

foldr (+) 0 [1,2,3,4]
zip
zip :: [a]l => [b] => [(a,b)]

ubernimmt zwei Listen als Parameter, und bildet die Ergebnisliste dadurch, dass
aus den beiden Listen jeweils ein Element entnommen wird und diese beiden
Elemente dann zu einem Tupel zusammengefiigt werden, bis das Ende der Er-
gebnisliste erreicht wird. Das Ergebnis von

zip [0,1] [False,True]
ist:

[(0,False), (1,True)]
zipWith

zipWith :: (a => b -> ¢) —-> [a] -> [b] -> [c]

Ubernimmt zwei Listen als Parameter, sowie eine Funktion, die auf den Da-
tentypen der Listen arbeiten kann, und errechnet eine neue Liste, indem je-
weils das nachst aktuelle Element jeder der beiden Listen mit der angegebenen
Operation verkntpft wird, und in die Ergebnisliste hinzugeftigt wird. Der Aufruf
der zipwith-Funktion erfolgt wie folgt:

zipWith (Operation)Listel Liste2

Mit dieser Funktion (und etwas zusatzlicher Hilfe von fold1l) ist es sehr einfach,
das Standardskalarprodukt beliebig langer Listen zu berechnen:

skalarprodukt:: Num a => [a] -> [a] —-> a
skalarprodukt x y = foldl (+) 0 (zipWith (x) x y)

A-Abstraktionen

In Haskell kénnen sogar A\-Ausdriicke des \-Kalkiils fiir Berechnungen vererbt
werden, was auch sehr nttzlich bei Funktionen héherer Ordnung ist. Die Nota-
tion erfolgt angelehnt an die A\-Schreibweisen (statt “A” schreibt man “\”). Z. B.:

add :: Int -> Int -> Int
add = \x y —> x + y

ist gleichbedeutend mit der normalen Haskell-Funktion:
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1 add:: Int -> Int —-> Int
2add x vy = x +y

—

Die in dem A-Ausdruck gebundenen Variablen stehen also nach einem “\”, ggf.
getrennt durch ein Leerzeichen, falls mehr als eine Variable gebunden werden
sollen, und der Rumpf der \-Abstraktion steht nach einem Pfeil der Form “->".

“$”, 111 I >” und [1] . ”

Die drei folgenden Operatoren sind auch bei Funktionen héherer Ordnung hilf-
reich:

($) (a => b) ->a —> b
f $ x =1 x

(|>) :: a > (a —> b) —> Db
x |> f =f x

() :: (b —>¢c) —> (a —> b) —> (a —> c)
(f . g9) x =1 (g x)

Nun sehen wir den Zusammenhang der drei Operatoren:

f(g(x)) == £ $g$ x==x|>g |>f == (f.g) x

A.2.7. Monad

Wie wir schon erwahnt haben, kann Haskell nach dem Prinzip der rein funk-
tionalen Programmiersprache Seiteneffekte vermeiden. Dennoch kann nattr-
lich keine Programmiersprache, die in der realen Welt eingesetzt werden soll,
vollstandig auf Seiteneffekte verzichten. Wenn man beispielsweise in Haskell
die Berechnungen in Programmen sequentiell anordnen oder Eingabe/Ausgabe-
Operationen unternehmen méchte, so trifft man haufig auf Schwierigkeit, wah-
rend die imperativen Programmiersprachen wie C solche Probleme leicht umge-
hen. Wie kann man also in der rein funktionalen Programmiersprache Haskell
Seiteneffekte ausdriicken? Die bekannteste Technik hierfiir ist das sogenannte
Monad, das eine Struktur im mathematischen Teilgebiet der Kategorientheorie
ist, die gewisse formale Ahnlichkeit mit dem Monoid der Algebra aufweist.

Nach Definition ist ein Monad ein Datentypkonstruktor m mit den Operationen
return und (>>=). Dies wird auch bind genannt. Dabei ist m a der Datentyp
einer Berechnung, die den inneren Datentyp a liefert. Man verwendet return

far die triviale Berechung und bind far eine Sequenz von Berechnungen. In
Haskell sieht die Typklasse Monad so aus:

class Monad m where
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A.2. Programmierung mit Haskell

return :: a —> m a

(>>=) ::ma > (a->mb) —>mb
(>>) ::ma ->mb ->mb

fail :: String -> m a

m >> n = m >>= const n

fail s = error s

Die Operation (>>) wird dabei so angewendet wie bind, jedoch mit dem Unter-
schied, dass bei (>>) das Vorergebnis der Berechnung keine Rolle spielt und
nicht mit diesem tibergeben wird. Wie man unschwer erkennen kann, dient die
Operation fail der Fehleranzeige.

Wir behaupten, dass ein gut funktionierendes Monad die folgenden, sogenann-
ten Monadengesetze erfiillen muss:

return a >>= k == k a
m >>= return == m
(m >>= k1) >>= k2 ==m >>= (\a —> kl a >>= k2)

Fur jede Instanz von Monad, die die obigen Monadengesetze erfullt, kann man
mit der do-Syntax einen monadischen Code in den imperativ dhnlichen Code
umschreiben. Die imperative Syntax do bietet eine einfache Abktirzung fur die
Ketten der monadischen Operationen. Die wesentliche Ubersetzung von do wird
in den folgenden zwei Regeln erfasst:

do el ; e2 = el >> e2
do p <- el; e2 = el >>= \p —> e2

Eine wichtige und oft verwendete Instanz von Monad ist die Klasse MonadP lus,
die fir die Monaden genutzt wird und ein Null-Element sowie einen Plus-Ope-
rator aufweisen:

class (Monad m) => MonadPlus m where
mzero :: m a
mplus :: ma ->ma —->m a

Die beiden Elemente gentigen den folgenden Gesetzen:

mzero >>= f == mMZzZero
m >>= (\x —-> mzero) == mzero
mzero ‘mplus' m == m
m ‘mplus‘ mzero == m

Nachdem wir die Grundbegriffe von Monad vollstandig vorgestellt haben, be-
trachten wir ein nutzliches Beispiel, das Maybe-Monad:

data Maybe a = Nothing | Just a

instance Monad Maybe where
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A. Funktionale Programmierung und Haskell (Teil I)

4 return = Just

5 Nothing >>= f = Nothing
6 (Just x) >>= f = f x

7 fail = Nothing

8

9 instance MonadPlus Maybe where
10 mzero = Nothing
11 Nothing '‘mplus' x = x

12 x ‘mplus‘ _ = X
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B. Zusammenstellung von Algorithmen
(Teil 1)

Algorithmus 17: VV-Baum einer Option auf den normalen Basiswert mit
der Knock-Out-Barriere

Eingabe : S-Baum, C-Baum, p, ¢, 7, g, 7bt, At, N
Ausgabe : Alle Knoten des V-Baumes

1 // Initialisierung zum Zeitpunkt Tn
for j =0to N do

if S(N, j) erfiillt das Knock-Out-Kriterium then
| V(N,j)<«— rbt
else
| VN, j) «— C(N,J)
end
end

2 // Diskontierung vom Zeitpunkt Txn zum Zeitpunkt Tp
fori=N—-1to0do
for j =0toido
if S(i, j) erfiillt das Knock-Out-Kriterium then
| V(i,j) «— rbt
else
V(i,j) ¢— e P2 p V(i+1,5) +q- V(i+1,j+1)
if C(i,5) # L then
V(i) < max (V(i, ), C(i, )
end
end
end
end
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B. Zusammenstellung von Algorithmen (Teil )

Algorithmus 18: V-Baum einer Option auf den normalen Basiswert mit
der Knock-In-Barriere

Eingabe : S-Baum, C-Baum, p, q, r, g, rbt, At, N
Ausgabe : Alle Knoten des V-Baumes

1 // Initialisierung des V-Baumes und des V-Baumes zum Zeitpunkt Tn
for j =0to N do
V(N,j) «— C(N,j)
if S(NV, j) erfullt das Knock-In-Kriterium then
| VI(Nj) «— V(N,j)
else
| V(N,j)«— rbt
end
end

2 // Diskontierung des V-Baumes vom Zeitpunkt Tn zum Zeitpunkt Tp
fori=N—-1to0do

for j =0toido

V(i,j) +— e 9% (p - V(i+ 1)) +q-V(i+1,j+1))

if C(i,5) # L then

| V(i,j) «— max (V(i,),C(i, §))

end

end

end

3 // Diskontierung des V-Baumes vom Zeitpunkt Tn zum Zeitpunkt Tp
fori =N —-1to0do
for j =0to:do
if S(i, j) erfiillt das Knock-In-Kriterium then
| V(i,5) «— V(i)
else
| V() ¢— e "M V(i+1,5) +q-V(i+1,5+1))
end
end
end
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Algorithmus 19: V"™%*-Baum einer Option auf den maximalen Basiswert
mit der Knock-Out-Barriere

Eingabe : S-Baum, C™**-Baum, p, q, r, g, rbt, At, N
Ausgabe : Alle Knoten des V"““-Baumes

1 // Initialisierung zum Zeitpunkt Tn
for j =0to N do
if S(N, 7) erfiillt das Knock-Out-Kriterium then
for k =1to #|C™**(N,j)| do
| V™(N,j)[k] +— rbt
end
else
| VTN, j) «— C™ (N, )
end
end

2 // Diskontierung vom Zeitpunkt T zum Zeitpunkt Tp
fori=N—-1to0do
for j =0toido
L g1C™* (i, 5)]
if S(¢, ) erfiillt das Knock-Out-Kriterium then
for k=1to ! do
| V™e®(i, 5)[k] «— rbt
end
else
Vmer(i §) «— e DA (p (1 < V(i 1,5) g (VG 1,5+ 1) » 1))
if ™" (i,j) # L then
for k=1to ! do
| V™, g)[k] «— max (V™ (4, 7) [k], C™ (i, j) [K])
end
end
end

end
end
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B. Zusammenstellung von Algorithmen (Teil )

Algorithmus 20: V"™%*-Baum einer Option auf den maximalen Basiswert
mit der Knock-In-Barriere

Eingabe : S-Baum, C™**-Baum, p, q, r, g, rbt, At, N
Ausgabe : Alle Knoten des V"*”-Baumes

1 // Initialisierung des V™% -Baumes und des V™**-Baumes zum Zeitpunkt T
for j =0to N do
VTN, §) «— C™ (N, 5)
if S(NV, j) erfullt das Knock-In-Kriterium then
| VTN, ) +— V(N )
else
for k =1to #|C"**(N,j)| do
| V™®(N,j)[k] +— rbt
end
end
end

2 // Diskontierung des V™% -Baumes vom Zeitpunkt Tn zum Zeitpunkt Th
fori=N—-1to0do

for j =0toido

L $1C™* (i, 5)]

Vmar(i,j) «— e O (po (L V(i 4 1,5)) + - (Vi 4+ 1,5+ 1) » 1))

if C™**(i,7) # 1 then
fork =1to!l do
|V, )] e max (V7 (6, )], €7 G, )]
end
end

end
end

3 // Diskontierung des V-Baumes vom Zeitpunkt Tn zum Zeitpunkt Tp
fori=N-1to0do
for j =0toido
if S(i, j) erfullt das Knock-In-Kriterium then
| V() +— V(i )
else
| vmae(i,5) «— e TTDA (1 (1 < V™ (4 1,5)) +q- (V™2 + 1,5+ 1) » 1))
end
end
end
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Algorithmus 21: V""-Baum einer Option auf den minimalen Basiswert
mit der Knock-Out-Barriere

Eingabe : S-Baum, C"""-Baum, p, q, r, g, 7bt, At, N
Ausgabe : Alle Knoten des V™" -Baumes

1 // Initialisierung zum Zeitpunkt Txn
for j =0to N do
if S(N, j) erfiillt das Knock-Out-Kriterium then
fork=1to#y |Cmi"(N,j)| do
| V™n™(N,§)[k] <— rbt
end
else
| VRN, ) — TN, )
end
end

2 // Diskontierung vom Zeitpunkt Tx zum Zeitpunkt Tp
fori=N—-1to0do
for j =0toido
L g|Cm (i, 4)|
if S(i,7) erfiillt das Knock-Out-Kriterium then
fork=1to/ do
| V™in(i, §)[k] «+— rbt
end
else
V(L ) «— e TR (p (Vi L) w ) +q- (1 4V (i 41,5 + 1))
if C™"(4,7) # L then
fork=1to !l do
| VTR, )R] 4 max (V™ (3, ) [k], C (i, ) [K])
end
end

end
end
end
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B. Zusammenstellung von Algorithmen (Teil )

Algorithmus 22: V""-Baum einer Option auf den minimalen Basiswert
mit der Knock-In-Barriere

Eingabe : 5-Baum, C"""-Baum, p, q, r, g, 7bt, At, N
Ausgabe : Alle Knoten des V"™*"-Baumes

1 // Initialisierung des V™"-Baumes und des V™"-Baumes zum Zeitpunkt T
for j=0toN do
VTN, ) — CTI (N, )
if S(N, j) erfiillt das Knock-In-Kriterium then
| VTN, G) — VTN, )
else
for k =1 to § |C™"(N, j)| do
| V™(N,§)[k] +— rbt
end
end
end

2 // Diskontierung des V™"-Baumes vom Zeitpunkt Tn zum Zeitpunkt T
fori=N-1to0do

for j =0toido
L g™ (i, )|
Vi (i, g) <— e TTOR (p (Vi 1,5) w 1) + g (L AV 41,5+ 1))
if C™"(i,5) # 1 then

for k=1to !/ do

| VT )R] — max (V™ (i, ) [k], C™ (3, ) [K])

end

end

end
end

3 // Diskontierung des V™"-Baumes vom Zeitpunkt Tn zum Zeitpunkt Tp
fori =N —1to0do
for j =0to:do
if S(i, j) erfillt das Knock-In-Kriterium then
| V(L 5) = VL )
else
| VTR g) — e TR (p (Vi L) e 1) +q- (L 4 V(i 41,5 + 1))
end
end
end
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Algorithmus 23: V**-Baum einer Option auf den durchschnittlichen Ba-
siswert mit der Knock-Out-Barriere

Eingabe : S-Baum, C**¢-Baum, p, q, r, g, rbt, At, N, HD
Ausgabe : Alle Knoten des V*V¢-Baumes
1 // Initialisierung zum Zeitpunkt Tn
for j =0to N do
if S(N, j) erfiillt das Out-Kriterium then
for k. =1to §|C"°(N,j)| do
| V@¢(N,j)[k] «— rbt
end
else
| VN, G) «— C*°(N,j)
end
end

2 // Diskontierung vom Zeitpunkt Tn zum Zeitpunkt Tp
fori=N—-1to0do
for j =0toido

if S(i,j) erfiillt das Knock-Out-Kriterium then
for k =1 to t|C*¢(i,5)| do

| Veve(i,j)k] «— rbt
end
else

ave(; 4 ave(; 4 Vavc(i + 17-])
Vv (17]) +— DISCA (C (Z>])"/ave(i+17j+1)
if Cve(i,j) # L then
for k =1to t|C*(4,5)| do

| Vere(i, j)[k] «— max (Ve (i, j)[k], C°° (3, 5) [K])
end

end

end
end

end
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B. Zusammenstellung von Algorithmen (Teil )

Algorithmus 24: /*’*-Baum einer Option auf den durchschnittlichen Ba-
siswert mit der Knock-In-Barriere

Eingabe : S-Baum, C***-Baum, p, q, r, g, rbt, At, N, HD
Ausgabe : Alle Knoten des V*’“-Baumes

1 // Initialisierung des V®°-Baumes und des V®°-Baumes zum Zeitpunkt Tn
for j =0to N do
V*(N, j) «— C*°(N, j)

if S(N,j) erfiillt das Knock-In-Kriterium then
‘ Vm}e(N,j) - VaUE(N,j)
else
for k=1 to #|C**(N,j)| do
| VN, j)k] «— rbt
end
end

end

2 // Diskontierung des V%*-Baumes vom Zeitpunkt Ty zum Zeitpunkt Tp
fori=N—-1to0do

for j =0toido

(rave/; ave(; Vave(i+17j)

Vv (17]) +— DISCA (C (27.7) Vave(i+17j+1)

if C*(i,j) # L then
for k =1 to #|C*"(4, )| do
| V(6 4) k] — max (V0 (4, 5) k], C*° (3, 5) [F])
end
end

end
end

3 // Diskontierung des V%*-Baumes vom Zeitpunkt Tn zum Zeitpunkt Tp
fori=N—-1to0do
for j =0toido
if S(i, j) erfiillt das Knock-In-Kriterium then
| V(i g) «— V(i)
else

Veve(i, j) +— DISCA <Cave(i,j)

Vere(i 4+ 1,7)

vere(i4+ 1,7 + 1))
end

end

end
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Algorithmus 25: V-Baum einer Multi-Asset-Option ohne Barriere

Eingabe : Y-Baum, M, N, f, h, Ta
Ausgabe : Alle Knoten des V-Baumes

1 // Initialisierung zum Zeitpunkt Tn
for/=0to (N + 1) —1do
SN «— h (Y1)

V] «— f (™)

end

2 // Diskontierung vom Zeitpunkt Txn zum Zeitpunkt Tp
fork=N—-1to0do
V) — disc(V D)

if t, € T4 then
for/=0to (k+1)™ —1do
S®] +— b (Y™[1)

VO] +— max (V®[1), £ (SP[1]))

end
end
end
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B. Zusammenstellung von Algorithmen (Teil )

Algorithmus 26: V-Baum einer Multi-Asset-Option mit Knock-Out-
Barrieren

Eingabe : Y-Baum, M, N, f, h, Ta, Bout
Ausgabe : Alle Knoten des V-Baumes

1 // Initialisierung zum Zeitpunkt Tn
for/=0to (N+1)™ —1do
SN «— b (Y1)

if S?N)[1] erfiillt eines der Knock-Out-Kriterien then
| v o0

else
| VO £ (s™)

end

end

2 // Diskontierung vom Zeitpunkt Txn zum Zeitpunkt Tp
fork=N—-1to0do
V)« disc(V D)

fori=0to (k+1)™ —1do
S®] «— h (Y™[])

if S [1] erfiillt eines der Knock-Out-Kriterien then
| v +—o0
else
if t, € Ta then
| V) «— max (VP[] £ (SM1))
end
end

end
end
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Algorithmus 27: VV-Baum einer Multi-Asset-Option mit mindestens einer
Knock-In-Barrieren

Eingabe : Y-Baum, M, N, f, h, T4, Bout, Bin
Ausgabe : Alle Knoten des V-Baumes

1 // Initialisierung zum Zeitpunkt Tn
for/=0to (N+ 1) —1do
SN «— h (Y1)

if SN)[1] erfiillt eines der Knock-Out-Kriterien then
| V) «—0, VIl «— 0

else

VIOl «— £ (s"01m)

if SMV)[]] erfiillt eines der Knock-In-Kriterien then
| VO — T

else
| v +—o0

end

end

end

2 // Diskontierung vom Zeitpunkt T zum Zeitpunkt Tp
fork=N—-1to0do
V)« disc(VEHD), VB« disc(V F+1)

fori=0to (k+1)¥ —1do
S +— h (Y®[1)

if S®[1] erfillt eines der Knock-Out-Kriterien then
| VI «—0, VEI] +—0

else

if t;, € Ta then
| V®) «— max (V®[I], £ (SM[1]))

end

if S®[I] erfilllt eines der Knock-In-Kriterien then
| VR — Ve

end

end
end
end
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C. Bewertungsbeispiel des
eindimensionalen ComDeCo (Teil I)

Abbildung C.1.: Zerlegte Baumdarstellung von beispielOption
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C. Bewertungsbeispiel des eindimensionalen ComDeCo (Teil 1)

cTruncate cTruncate

Abbildung C.2.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (1)
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Abbildung C.3.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (2)
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C. Bewertungsbeispiel des eindimensionalen ComDeCo (Teil 1)

cTruncate cTruncate

largerAS

Abbildung C.4.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (3)
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cTruncate cTruncate

Abbildung C.5.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (4)
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C. Bewertungsbeispiel des eindimensionalen ComDeCo (Teil 1)
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Abbildung C.6.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (5)
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Abbildung C.7.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (6)
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C. Bewertungsbeispiel des eindimensionalen ComDeCo (Teil 1)

cTruncate cTruncate

[0.0]

/N
VA

Abbildung C.8.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (7)
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Abbildung C.9.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (8)
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C. Bewertungsbeispiel des eindimensionalen ComDeCo (Teil 1)

largerAS

Abbildung C.10.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (9)
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o ~
largerAS
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Abbildung C.11.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (10)
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C. Bewertungsbeispiel des eindimensionalen ComDeCo (Teil 1)

cTruncate cTruncate

Abbildung C.12.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (11)
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Abbildung C.13.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (12)
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C. Bewertungsbeispiel des eindimensionalen ComDeCo (Teil 1)
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1
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Abbildung C.14.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (13)

232



EUR

39.07]
1
120.77]
T ~
[21.53] 20.70]
7 ~ 1
[14.86] [13.40]
_ ~ ~
[9.50] [8.25] [6.12]
/T ~~ /7 ~~ /7
[4.78] [4.15] [3.08]
00 ~ 0] ~ > o
\‘[0.0]/ \‘[0.01/
™ [0.0] > [0.0]
\[00]/7
\‘[0.01

Abbildung C.15.: Bewertungsvorgang von eval beispielOption (14)

233






D. Bewertungsbeispiel des
multidimensionalen CombDeCo (Teil |)

®

Abbildung D.1.: Zerlegte Baumdarstellung der Auszahlung von
beispielOption

largerAs

2]

Abbildung D.2.: Zerlegte Baumdarstellung des Barriere-Kriteriums von
beispielOption
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D. Bewertungsbeispiel des multidimensionalen ComDeCo (Teil I)

\
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Abbildung D.3.: Y;-Baum und Y;-Baum von evaluation beispielOption
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Abbildung D.4.: Y-Baum von evaluation beispielOption
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D. Bewertungsbeispiel des multidimensionalen ComDeCo (Teil I)

Abbildung D.5.: S-Baum von evaluation beispielOption
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E. Zusammenstellung von Algorithmen
(Teil 1)

Algorithmus 28: Adjoint-Gamma-Matrix einer Bermuda-Swaption

Eingabe : Eine (H x M)-Bermuda-Swaption; die Anfangslibors L(0); die
Volatilititenstruktur
Ausgabe : Gamma-Matrix der Bermuda-Swaption T" (Vl?f M (To))

1 Simuliere p Pfade von L(Ny—1,w) Vw € P ={1,...,p} unter dem Spot-MaS3
2 Fiihre den LSM-Algorithmus aus und bestimme die optimalen Austibungszeiten T,y Yw € P

3 // Berechne die Gamma-Matrix jedes Pfads
foreach w € P do
for j=0to M — 1do
fork=0to M — 1do
M—1

Berechne . Ty (PVit1(w) - Xi(w)) mittels der Berechnungsformel (4.35).

i=r(w)

end
end
end
4 // Letzter Schritt der Monte-Carlo-Simulation

for j=0to M — 1do
fork=0to M —1do

‘ Lk (Vl?f]\/[(ﬂ))) — % > Tk (VI?XSM(T(LW))
weP

end
end
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E. Zusammenstellung von Algorithmen (Teil II)

Algorithmus 29: LSM-Algorithmus

Eingabe : Eine (H x M)-Bermuda-Swaption; p simulierte Pfade von L(Nj/—1,w)
Yw e P =/{1,...,p} Basisfunktion f : R — R?
Ausgabe : Wert der Bermuda-Swaption VZZ,,(To); optimale Ausiibungszeiten r(w) Vw € P

1 // Initialisierung jedes Pfads zur Zeit Th—1
foreach w € P do
// Initialisierung des inneren Wertes

S Swa
V(ﬁf—an (Tnr—1,w) <— max (07 ‘/(]M—Zl))x]\/[ (Trr—1, w))

// Initialisierung der optimalen Ausiibungszeit

Swa
r(w) — M -1 {V(]v[f;f)xju(TJW*hw) > 0}

end

2 // Hauptteil: Rickwdrtige Rekursion von Ty—1 zu Tm jedes Pfads
fori =M —2to H do

// @ ist eine Teilmenge von Pfaden

Q10

foreach w € P do

// Diskont von Ti41 zu T;
BS 1 BS

Visar (T, w) = oz - Vi (T, w)

// Q wird fir die Regression versammelt
if V;3%4%(T;,w) > 0 then
Q+— QU {w}

end

end

// Regression durch die Methode der kleinsten Quadrate
. 2
o; +— argmin (Vfi%(Ti,w) —aT . f (L(Ti7w))>

a€Rr  ep
// Kriterium flir die Auslibungen
foreach w € Q C P do
if ol - f (L(T},w)) < V;3%9%(T;,w) then
VM (Tiyw) «— Vi (T, w)
r(w) «—1
end
end
end

3 // Diskontiere von Ty zu Ty entlang jedes Pfads
foreach w € P do
‘ Vitinr (To,w) <— PV - Vi (Tu)
end

4 // Letzter Schritt der Monte-Carlo-Simulation

Vf?fM(TO) — % : Z VI—?SM(T(MW)
weP
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Algorithmus 30: Forward-Delta-Vektor einer Bermuda-Swaption

Eingabe : Eine (H x M)-Bermuda-Swaption; die Anfangslibors L(0); die
Volatilitdtenstruktur
Ausgabe : Delta-Vektor der Bermuda-Swaption A (V72 (Tv))

1 Simuliere p Pfade von L(Ny—1,w) Vw € P ={1,...,p} unter dem Spot-Maf3
2 Fiihre den LSM-Algorithmus aus und bestimme die optimalen Austibungszeiten T,y Yw € P

3 // Berechne den Delta-Vektor jedes Pfads
foreach w € P do
for j=0to M —1do
fori=r(w)to M —1do
Berechne A (PViy1(w) - X;(w)) durch die Formel (4.18), wobei sich die A;;(N)
‘ Vi, j aus den Rekursionen (3.12) und (3.13) ergeben
end

// Addiere die Delta-Vektoren aller Auszahlungen dieses Pfads
M—1
A; (Vi m(To,w) «— X A (PVisi(w) - Xi(w))

i=r(w)

end
end

4 // Letzter Schritt der Monte-Carlo-Simulation
for j=0to M — 1do
‘ A (VES(To)) +— 2 30 A (VESw (To,w))
weP
end
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E. Zusammenstellung von Algorithmen (Teil II)

Algorithmus 31: Adjoint-Delta-Vektor einer Bermuda-Swaption

Eingabe : Eine (H x M)-Bermuda-Swaption; die Anfangslibors L(0); die

Volatilitatenstruktur

Ausgabe : Delta-Vektor der Bermuda-Swaption A (V72 (Tv))

1 Simuliere p Pfade von L(Ny—1,w) YVw € P = {1,...,p} unter dem Spot-Maf3

2 Fiihre den LSM-Algorithmus aus und bestimme die optimalen Austibungszeiten T,y Vw € P

3 // Berechne den Delta-Vektor Jjedes Pfads
foreach w € P do

// Initialisierung des Design-Vektors V zur Zeit Twm—1
VT(Nthw) — VT(NJW—MW‘TJWfl)
// Rickwdrtige Rekursion durch die Kombination von Adjoint-Methode und
Design-Vektor V
fori= M — 2 to r(w) do
for n = Ni+1 —1to N; do
| V(n,w) «— D" (n,w)-V(n+1,w)
end
V(Ni7w) — V(Ni,w) + %(Ni7w)
end
forn =N, —1to0do
| V(n,w) +— D" (n,w) - V(n+1,w)
end
// VT(0,w) ist genau der Delta-Vektor dieses Pfads
for j=0to M — 1do
‘ Aj (VI-?;?]W(TU?“})) — V;(va)
end

end

4 // Letzter Schritt der Monte-Carlo-Simulation
for j=0to M —1do

A (VI?SM(TO)) — %' > A (VP]IBS]\/[(Tovw))

weP

end
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Algorithmus 32: Adjoint-Delta-Vektor einer Bermuda-Swaption (Neue
Version)

Eingabe : Eine (H x M)-Bermuda-Swaption; die Anfangslibors L(0); die
Volatilitatenstruktur
Ausgabe : Delta-Vektor der Bermuda-Swaption A (V72,(To))

1 Simuliere p Pfade von L(Ny—1,w) Yw € P = {1,...,p} unter dem Spot-Maf3
2 Fiihre den LSM-Algorithmus aus und bestimme die optimalen Austibungszeiten T,y Vw € P

3 // Berechne den Delta-Vektor Jjedes Pfads
foreach w € P do
// Initialisierung des Anfangsvektors V(N) zur Zeit Thy—1
d(zzzl Pvi+1(w)X7'(W))
OL(Npf—1,w)

V(NA4_1,LU) —

// Rickwdrtige Rekursion durch die Adjoint-Methode
forn=N-1to0do
| V(n,w) +— D" (n,w) - V(n+1,w)
end
// VT(0,w) ist genau der Delta-Vektor dieses Pfads
for j=0to M — 1do
| A (VM (To,w)) «— V] (0,w)
end
end

4 // Letzter Schritt der Monte-Carlo-Simulation
forj=0to M —1do
‘ A (VEE(To)) ¢— 3 0 A (VESw (To,w))
weP
end
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E. Zusammenstellung von Algorithmen (Teil II)

Algorithmus 33: Pathwise-Delta-Vektor unter Forward-Drift einer
Bermuda-Swaption

Eingabe : Eine (H x M)-Bermuda-Swaption; die Anfangslibors L(0); die
Volatilitatenstruktur
Ausgabe : Delta-Vektor der Bermuda-Swaption A (V2 (o))

1 Simuliere p Pfade von L(Ny—1,w) Yw € P = {1,...,p} durch die Forward-Drift-Approximation
2 Fiihre den LSM-Algorithmus aus und bestimme die optimalen Austibungszeiten T,.,) Vw € P

3 // Berechne den Delta-Vektor Jjedes Pfads
foreach w € P do
for j=0to M — 1do
fori=r(w)to M —1do
Berechne A (PVit1(w) - Xi(w)) durch die Formel (4.18), wobei sich die A;;(N)
‘ Vi, j aus der Simulationsformel (3.20) ergeben
end

// Addiere die Delta-Vektoren aller Auszahlungen dieses Pfads
M—1
Aj (VHBXSM(TmW)) — 2 A (PVipa(w) - Xi(w))

i=r(w)

end
end

4 // Letzter Schritt der Monte-Carlo-Simulation
for j=0to M — 1do
‘ A (VHBSM(TO)) — %' A (VI-?;?JM(TO»W))
weP
end
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Algorithmus 34: Likelihood-Ratio-Delta-Vektor einer Bermuda-Swaption

Eingabe : Eine (H x M)-Bermuda-Swaption; die Anfangslibors L(0); die

Volatilitatenstruktur

Ausgabe : Delta-Vektor der Bermuda-Swaption A (V72 (Tv))

1 Simulie

re p Pfade von L(Ny—1,w) Vw € P ={1,..., p} durch die Forward-Drift-Approximation

2 Fiihre den LSM-Algorithmus aus und bestimme die optimalen Austibungszeiten T,y Yw € P

3 // Ber

echne den Delta-Vektor jedes Pfads

foreach w € P do

end
end

forj=1to M —1do

fori=r(w)to M —1do
if By (o) ist quadratisch then
Aj (PVig1(w) - Xi(w)) +—

T o
(P‘/H_l(UJ)XZ(UJ)) LZL(O) (W)J Nywd \‘(BL(lo) 3525((8)))J .
else '
A (PVit1(w) - Xi(w)) +—

)
(PVir (@)X (w)) LK (L(0),0) = a(LO)] [ 275, - 3§£j§83)Ji

end
end

// Addiere die Delta-Vektoren aller Auszahlungen dieses Pfads
M—1
A; (VR u(To,w)) «— Y A (PViga(w) - Xi(w))

i=r(w)

4 // Letzter Schritt der Monte-Carlo-Simulation
forj=1to M —1do

‘ A (VEE(To)) +— 2 0 A (VESw (To,w))

end

weP
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E. Zusammenstellung von Algorithmen (Teil II)

Algorithmus 35: Forward-Gamma-Matrix einer Bermuda-Swaption

Eingabe : Eine (H x M)-Bermuda-Swaption; die Anfangslibors L(0); die
Volatilitdtenstruktur
Ausgabe : Gamma-Matrix der Bermuda-Swaption T' (V725 (To))

1 Simuliere p Pfade von L(Ny—1,w) Vw € P = {1,...,p} unter dem Spot-Maf3
2 Fiihre den LSM-Algorithmus aus und bestimme die optimalen Austibungszeiten T,.,) Yw € P

3 // Berechne die Gamma-Matrix jedes Pfads
foreach w € P do
for j=0to M —1do
fork=0to M —1do
fori=r(w)to M —1do
| BerechneTj; (PVit1(w) - X;(w)) durch die Forward-Methode
end

// Addiere die Gamma-Matrizen aller Auszahlungen dieses Pfads
M—1
Tir (VM (To,w)) «— X0 Tyr (PViga(w) - Xi(w))

i=r(w)

end
end

end
4 // Letzter Schritt der Monte-Carlo-Simulation

for j=0to M — 1do
fork=0to M —1do

‘ Lk (Vf?fM(TO)) — % > T (VHBXSM(EMW))
weP

end
end
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F. Abbildungen zu numerischen
Resultaten (Teil II)
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Abbildung F.1.: Delta-Vektoren einer (2 x 20)-Receiver-Bermuda-Swaption
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F. Abbildungen zu numerischen Resultaten (Teil II)
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Abbildung F.2.: Delta-Vektoren einer (2 x 20)-Payer-Bermuda-Swaption
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Abbildung F.3.: Relative Zeitkosten von 6 Algorithmen zur Berechnung des
Delta-Vektors bzgl. Receiver-Bermuda-Swaption
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F. Abbildungen zu numerischen Resultaten (Teil II)
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Abbildung F.4.: Relative Zeitkosten von 4 effizienten Algorithmen zur Berech-
nung des Delta-Vektors bzgl. Receiver-Bermuda-Swaption
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Abbildung F.5.: Exakte simulierte Gamma-Matrix einer (4 x 10)-Receiver-
Bermuda-Swaption
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F. Abbildungen zu numerischen Resultaten (Teil I)
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0.06

0.04

Abbildung F.6.: Exakte simulierte Gammas einer (4 x 10)-Receiver-Bermuda-
Swaption
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Abbildung F.7.: Exakte simulierte Gamma-Matrix einer (4 x 10)-Payer-Bermuda-
Swaption
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F. Abbildungen zu numerischen Resultaten (Teil I)
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Abbildung F.8.: Exakte simulierte Gammas einer (4 x 10)-Payer-Bermuda-
Swaption
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Abbildung F.9.: Relative Zeitkosten zur Berechnung der Gamma-Matrix bzgl. ei-
ner (4 x 10)-Receiver-Bermuda-Swaption
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F. Abbildungen zu numerischen Resultaten (Teil II)
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Delta Delta Delta Delta

Abbildung F.10.: Relative Zeitkosten zur Berechnung der Gamma-Matrix bzgl.
einer (4 x 10)-Payer-Bermuda-Swaption
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Abbildung F.11.: Gamma-Matrix einer (1 x 6)-Receiver-Bermuda-Swaption
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F. Abbildungen zu numerischen Resultaten (Teil II)
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Abbildung F.12.: Gamma-Matrix einer (1 x 8)-Receiver-Bermuda-Swaption
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Abbildung F.13.: Vergleich der relativen Zeitkosten der beiden Pathwise-
Methoden fiir Gamma-Matrix
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G. Tabellen zu numerischen Resultaten
(Teils II)

7
0.0 0.0 -
0.0 0.0 0.0
Tabelle G.1.: Symmetrieverhalten der exakten simulierten Gamma-Matrix einer
(4 x 10)-Receiver-Bermuda-Swaption mittels Pathwise-Methode
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6
.0 - -
.0 0.0 -

.0 0.0 0.0
Tabelle G.2.: Symmetrieverhalten der exakten simulierten Gamma-Matrix einer
(4 x 10)-Payer-Bermuda-Swaption mittels Pathwise-Methode
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G. Tabellen zu numerischen Resultaten (Teils II)

0
S.f.

1
S.f.

2
S.f.

3
S.f.

4
S.f.

5
S.f.

6
S.f.

7
S.f.

8
S.f.

9
S.f.

Tabelle G.3.: Exakte simulierte Gamma-Matrix und ihre
Swaption mittels Pathwise-Methode

(o]

0.007705317

0.003852367

1.68014E-05

7.27847E-06

0.003852367
7.27847E-06

0.003849428

6.14283E-06

0.003848935
5.02390E-06

0.060389738
0.000146502

0.075396718
0.000126694

0.085569918
0.000145502

0.093338713
0.000181513

0.099494627
0.000211442

0.104418305
0.000227773

0.007692090

1.36795E-05

0.003817925

5.77607E-06

0.003803865
4.71709E-06

0.055468997
0.000138932

0.070210029
0.000127113

0.080433145
0.000149586

0.088416321
0.000185581

0.094809343
0.000214855

0.100011904
0.000230673

2

0.003849428
6.14283E-06

0.003817925
5.77607E-06

0.007646189

1.07512E-05

0.003757694
4.43909E-06

0.050667315
0.000129427

0.065070583
0.000124604

0.075316187
0.000150689

0.083446390
0.000187246

0.090060951
0.000216205

0.095547863
0.000231929

3

0.003848935
5.02390E-06

0.003803865
4.71709E-06

0.003757694
4.43909E-06

0.007582427

8.31462E-06

0.046100942
0.000118589

0.060078663
0.000119668

0.070281234
0.000149289

0.078527982
0.000186740

0.085347079
0.000215741

0.091063933
0.000231502

4

0.060389738
0.000146502

0.055468997
0.000138932

0.050667315
0.000129427

0.046100942
0.000118589

0.083717324

0.000213404

0.055242198
0.000112764

0.065354447
0.000145866

0.073660652
0.000184398

0.080655824
0.000213679

0.086588127
0.000229676

5

0.075396718
0.000126694

0.070210029
0.000127113

0.065070583
0.000124604

0.060078663
0.000119668

0.055242198
0.000112764

0.105487566

0.000231109

0.061963693
0.000146280

0.069974857
0.000183563

0.076900276
0.000212116

0.082863512
0.000227847

6

0.085569918
0.000145502

0.080433145
0.000149586

0.075316187
0.000150689

0.070281234
0.000149289

0.065354447
0.000145866

0.061963693
0.000146280

0.120123225

0.000303351

0.067235795
0.000185190

0.073845502
0.000211970

0.079679549
0.000226983

7

0.093338713
0.000181513

0.088416321
0.000185581

0.083446390
0.000187246

0.078527982
0.000186740

0.073660652
0.000184398

0.069974857
0.000183563

0.067235795
0.000185190

0.131256594

0.000379104

0.071467456
0.000213491

0.077017388
0.000227248

8

0.099494627
0.000211442

0.094809343
0.000214855

0.090060951
0.000216205

0.085347079
0.000215741

0.080655824
0.000213679

0.076900276
0.000212116

0.073845502
0.000211970

0.071467456
0.000213491

0.140184942

0.000434804

0.074963325
0.000229351

9

0.104418305
0.000227773

0.100011904
0.000230673

0.095547863
0.000231929

0.091063933
0.000231502

0.086588127
0.000229676

0.082863512
0.000227847

0.079679549
0.000226983

0.077017388
0.000227248

0.074963325
0.000229351

0.147512423

0.000467584

Standardfehler einer (4 x 10)-Receiver-Bermuda-
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G. Tabellen zu numerischen Resultaten (Teils II)

0

2.19430E-12

2.21924E-12

8.84531E-14
9.29101E-14
2.24183E-14
1.68853E-12
2.20175E-12
2.39977E-12
2.74715E-12
2.93036E-12

© 0 N O g s~ W N = O

3.01260E-12

_w.hquomluw

2

2.22213E-12
4.44865E-14

1.12252E-13
2.02533E-14
1.57691E-12
1.99801E-12
2.29489E-12
2.59871E-12
2.79213E-12
2.87849E-12

3

2.19936E-12
7.74094E-14

4

3.59081E-11
1.54593E-12

5

4.33818E-11
3.93921E-12

6

4.97087E-11
1.41125E-12

7

5.46993E-11
4.36727E-12

8

5.88045E-11
3.01686E-12

_w.mqmmomwpw_ 1.28148E-13 1.78843E-12 1.99431E-12 1.83936E-12 3.37398E-12
3.01148E-14 _m.mOQQQM\Hu 9.86738E-13 4.41709E-13 3.44355E-12 2.13767E-12
1.39724E-12 1.27726E-12 _w.mmwmwmwwm_ 1.40904E-12 3.65803E-12 2.85554E-12
1.88473E-12 1.71865E-12 1.51742E-12 h‘womwomwwm_ 1.39053E-12 2.00234E-12
2.17226E-12 1.99017E-12 2.26916E-12 1.62306E-12 5.15639E-12 2.17423E-12
2.46066E-12 2.30978E-12 1.77298E-12 1.65390E-12 1.71073E-12 _b.wwoommwwm_
2.64699E-12 2.50436E-12 2.45197E-12 2.30273E-12 1.67966E-12 2.62278E-12
2.74593E-12 2.61748E-12 2.33095E-12 2.58563E-12 1.93179E-12 2.34444E-12

9

6.00210E-11
4.15189E-12

1.34336E-12 2.39088E-12
1.93608E-12 2.23110E-12
4.25966E-12 1.04769E-12
4.15878E-12 3.58936E-12
1.32050E-12 4.18178E-12
1.04318E-12 1.23525E-12
_w.qhmmqmwwm 4.94896E-13
2.25830E-12 3.51508E-12

Tabelle G.5.: Die Matrix der absoluten Differenz zwischen Pathwise-Gamma-Matrix und zentralen
Differenzenquotient-Gamma-Matrix des Forward- oder Adjoint-Deltas bzgl. einer (4 x 10)-Receiver-
Bermuda-Swaption
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G. Tabellen zu numerischen Resultaten (Teils II)

0

.13078E-12
.12922E-12
.17695E-12
.42196E-11

Bw N NN

.11800E-11
.73089E-11
.19522E-11
.58741E-11

© 00 N O g~ W N~ O

[SIRNT T RN

.70084E-11

Tabelle G.7.: Symmetrieverhalten der Gamma-Matrix einer (4 x 10)-Receiver-Bermuda-Swaption mittels zentra-

= W o o

=N P ®

.77657E-14
.76628E-14
.09752E-14
.94120E-12
.83640E-13
.76856E-12
.24737E-13
.27340E-12

©

=

w w v w

.80331E-14
.91194E-13
.09579E-13
.32900E-13
.13325E-13
.99035E-12
.55049E-13

w o e

.90525E-13
.27694E-12
.45338E-12
.72112E-13
.68282E-13
.86371E-13

-

-

.08379E-13
.38888E-12
.08255E-12
.80769E-12
.28327E-12

oW N

.32536E-13
.48443E-13
.85606E-12
.00374E-12

4.63504E-13
3.59157E-13
2.24999E-12

les Differenzenquotienten des Forward- oder Adjoint-Deltas

1.57960E-12
1.10920E-12

2.75320E-12
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G. Tabellen zu numerischen Resultaten (Teils II)

0 1 2 3 4 5
2.32695E-12 2.34269E-12 2.29016E-12 2.33876E-12 4.43239E-11 5.57992E-11
3.01074E-13 _m.mwowqmwww 3.81845E-13 4.93913E-13 1.83815E-12 5.75454E-12
2.92166E-14 5.41780E-14 _w.omwmbmwwh_ 1.58298E-13 2.05112E-12 4.00417E-12
6.38144E-14 6.44589E-14 1.34857E-13 _m.mwwmqmwuﬁ_ 4.53874E-12 1.35969E-12
2.26690E-12 2.39946E-12 2.61902E-12 2.71849E-12 _m.qowomm|HN 4.32963E-12
2.68237E-12 2.92022E-12 3.06613E-12 3.19107E-12 2.67665E-12 m.wqmmmmwuw_

3.22063E-12
3.51166E-12
3.64653E-12

© ® N O g b+ W N~ O

6.21659E-09

3.35856E-12
3.68403E-12
3.74192E-12
0.007444735

3.48044E-12
3.81262E-12
3.87290E-12
0.013922089

3.67163E-12
3.88539E-12
3.97282E-12
0.019855179

3.83482E-12
3.89186E-12
3.68305E-12
0.024733918

6

6.47673E-11
3.98770E-12
3.21411E-12
1.58178E-12
4.30486E-12
2.55421E-12

3.89169E-12
4.95617E-12
4.10563E-12
0.030407298

6.46766E-12

7

6.97011E-11
7.26673E-12
2.35875E-12
6.04952E-12
3.42723E-12
3.95542E-12
1.98960E-12

4.74454E-12
4.03924E-12
0.037346489

6.54826E-12

8

7.45473E-11
5.68309E-12
4.42479E-12
3.15711E-12
2.66759E-12
6.55490E-12
3.03849E-12
4.95676E-12

4.54511E-12
0.043606531

9.22057E-12

9

7.67703E-11
3.34313E-12
8.17318E-13
2.58923E-12
2.89807E-12
5.18913E-12
7.28065E-12
3.85544E-12
1.95932E-12

0.049439071

15.48323841

Tabelle G.9.: Die Matrix der absoluten Differenz zwischen Pathwise-Gamma-Matrix und zentralen
Differenzenquotient-Gamma-Matrix des Forward- oder Adjoint-Deltas bzgl. einer (4 x 10)-Payer-
Bermuda-Swaption
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G. Tabellen zu numerischen Resultaten (Teils II)

0

.04161E-12
.26095E-12

NN N

.27495E-12
.20570E-11
.31168E-11
.15467E-11
.61894E-11
.09008E-11

© 00N O g b~ W N~ O

o 0 o o U

.13982E-09

Tabelle G.11.: Symmetrieverhalten der Gamma-Matrix einer (4 x 10)-Payer-Bermuda-Swaption mittels zentrales

S

5
2
6.
3
1

.27667E-13
.29454E-13
.61301E-13
.83432E-12

29136E-13

.58270E-12
.94117E-12

0.007444735

.34409E-14
.67893E-13
.38041E-13
.66329E-13
.45386E-12

G S G I N

.51892E-13
0.013922089

2.
8.

.82025E-12
.83138E-12
.08986E-12

16413E-12
15709E-13

0.019855179

i

o B s s

.65298E-12
.70041E-13
.64628E-13
.01547E-12
.024733918

1.33749E-12
1.00076E-12
2.44926E-12
0.030407298

2.75494E-12
1.00076E-12
0.037346489

Differenzenquotienten des Forward- oder Adjoint-Deltas

4.11643E-13
0.043606531

0.049439071
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