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Dieses Skript entstand als Begleitmaterial fiir die Vorlesung ,,Grobnerbasen®, die im
Wintersemester 1996/97 von der Autorin an der Universitat Kaiserslautern angeboten
wurde.

Grobnerbasen, entwickelt von Bruno Buchberger fiir kommutative Polynomringe, fin-
den immer hdufiger Anwendung bei der Losung algorithmischer Probleme in der Com-
puter Algebra. Ziel der Vorlesung war es, eine Einfithrung in die Theorie der Grébner-
basen zu geben. Dabei wurde sowohl die algebraische und geometrische Sicht, als auch
eine Interpretation als Rewriting-Methode vorgestellt, da gerade eine Kombination die-
ser verschiedenen Facetten der Grébnerbasen ihre Bedeutung fiir verschiedene Bereiche
in Theorie und Praxis motiviert. Neben Algorithmen zur Berechnung von Groébnerba-
sen wurde auf ausgewédhlte Anwendungen eingegangen.

Die Vorlesung wandte sich an Studenten der Informatik, Mathematik und Ingenieur-
wissenschaften, die sich insbesondere fiir Probleme in Polynomringen als Teilbereich
der Computer Algebra interessieren.

Es sei darauf hingewiesen, dafl dieses Skript nur ,Appetit” auf das inzwischen sehr
grofle Gebiet der Grobnerbasen machen kann. Es stellt exemplarisch wesentliche Cha-
rakterisierungen und Anwendungen vor und soll zu eigenen weiteren Studien anregen.
Weiterfithrende Literatur findet sich in der Bibliographie. Wesentliche Grundlage des
Skriptes waren die Biicher von Cox, Little, O’Shea und Adams, Loustaunau.

Mein besonderer Dank gilt Professor Dr. Klaus Madlener, der es mir erméglicht hat,
diese Vorlesung anzubieten, fiir das in mich gesetzte Vertrauen. Christoph Kogl méchte
ich fiir das geduldige Korrekturlesen danken. Weiterhin danke ich der Deutschen
Forschungsgemeinschaft, deren finanzielle Unterstiitzung mir die Freiheit gab, mich
intensiv der Forschung zu widmen und diese Vorlesung vorzubereiten. Zuletzt mochte
ich auch meinen Horern danken, deren gute Mitarbeit und genaues Lesen wesentlich
zu einer Verbesserung und Abrundung des Skriptes beigetragen haben.

Dieses Skript enthilt auch eine Reihe von Ubungsaufgaben, die helfen sollen, den Stoff zu

vertiefen. Diese Aufgaben sind am Rand mit kleinen Symbolen versehen.

C] kennzeichnet Rechenaufgaben, die von Hand ausgefiihrt helfen sollen, die vor-
gestellten Verfahren zu vertiefen.

v kennzeichnet Aufgaben, in denen Beweismethoden und vorgestellte Ideen ver-
tieft werden sollen.

L kennzeichnet Aufgaben, die den Horizont erweitern sollen. Solche Aufgaben

verlangen bisweilen auch eigene Ideen.

© 1996 Birgit Reinert
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Kapitel 1

Einleitung

Wer vieles bringt, wird manchem etwas bringen.

(GOETHE

Die Theorie der Grobnerbasen wurde 1965 von Bruno Buchberger in seiner Dissertation
entwickelt. Er zeichnete endliche algorithmisch bestimmbare Idealbasen in Polynomrin-
gen iiber Kérpern aus, welche es erlauben, Fragen tiber die von ihnen erzeugten Ideale
algorithmisch zu beantworten und insbesondere den dazugehorigen Quotientenring zu
studieren. Diese Basen benannte er nach seinem Doktorvater Wolfgang Grébner. Der
Algorithmus zur Berechnung solcher Basen heifit Buchbergers Algorithmus.

1.1 Algebraische und geometrische Motivation

Im Folgenden sei K immer ein berechenbarer Korper!, z.B. die rationalen Zahlen Q
oder die reellen Zahlen R. Mit K[zy,...,z,] bezeichnen wir den (kommutativen) Po-
lynomring iiber den Unbestimmten (Variablen) zy,. .., z,. Wenn wir in Beispielen nur
eine kleine Anzahl von Variablen haben, werden wir diese auch mit x, y, z bezeichnen.
Um die Elemente dieser Struktur ndher zu beschreiben, benétigen wir den Begriff der
Terme in den Unbestimmten z4,...,z,

T"({z1,...,2n}) = {2 i iy, .. i, € NN

Diese Menge werden wir, wenn die Bezeichner der zugrunde liegenden Menge der
Variablen bekannt sind, auch mit T" bezeichnen. Die Verkniipfung zweier Terme
s = zit ...zl und ¢ = 27'...2/» aus T" wird mit o bezeichnet, und wir erhalten
sot =zl | gintin Elemente aus K[z, ..., z,] heifen Polynome und lassen sich
formal als Summen der Form f = 37, 1. a; - ¢ schreiben, wobei die Produkte a; - ¢ als

!Unter einem berechenbaren Kérper verstehen wir einen Kérper, der als Menge entscheidbar ist
und fiir den die Addition, Subtraktion und Multiplikation aller Elemente und die Inversenbildung der
Elemente ungleich der Null effektive Operationen sind.
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Monome bezeichnet werden, die sogenannten Koeffizienten a; in K liegen und nur
endlich viele dieser Koeffizienten ungleich Null sind. In der Regel werden wir ein sol-
ches Polynom als endliche Summe f = Ele a; - 1; schreiben. Mit der herkémmlichen
formalen Addition und Multiplikation fiir Polynome ist K[zy,...,z,] ein kommuta-
tiver Ring mit Eins. Dabei definieren wir fiir zwei Polynome f = 37, 1. a; -t und
g = D bi -t aus Klzy,...,z,] als Addition [+ g = >, ta(a: + b;) - £ und als
Multiplikation f* g =3, gn e -, mit ¢; = ) as b,

sor=t 'S
Warum sind nun Polynome eines Polynomringes von so grofler Bedeutung? Um diese
Frage zu beantworten, betrachten wir den affinen K-Vektorraum der Dimension n zu
unserem Korper K, ndamlich die Menge

K" = {(ai1,...,a,) | a,...,a, € K}.

Wiéhlt man als Korper die reellen Zahlen, so ist K” = R”™ der herkémmliche euklidische
n-dimensionale K-Vektorraum. Wir wollen nun kurz aufzeigen, wie Polynome neben
ihrer formalen Betrachtungsweise, die wir oben kennengelernt haben, als Abbildungen
vom n-dimensionalen K-Vektorraum K" in den Kérper K aufgefaBt werden kénnen.
Dazu definieren wir fiir ein Polynom f in Klzy,...,z,] eine Auswertungsabbildung?
f K" — K durch
(ar,...,a,) — flay,...,a,)

fir alle (ay,...,a,) aus K. Diese zwei Facetten der Polynome, sie sowohl als formale
Elemente eines Ringes in der Algebra aufzufassen, als auch als lineare Abbildungen
eines K-Vektorraumes zu interpretieren, bilden nun die Briicke zwischen algebraischen
und geometrischen Fragestellungen und erméglichen es, Losungen von einer zur anderen
Seite zu iibertragen. Wir werden spéter noch eine weitere Sicht auf Polynome als ,,Re-
geln” zur algebraischen Simplifikation und somit eine Briicke zu Rewriting-Methoden
und den dort exisiterenden Algorithmen schlagen. Verbleiben wir jedoch zunéchst in
der Algebra und Geometrie.

Die Fragestellung ,Gilt f = 0 ?” hat nun zwei mogliche Bedeutungen. Fafit man f
als formales Objekt aus K[z1, ..., z,] auf, so ist dies die Frage, ob f das Nullpolynom
ist, also das Polynom, in dem alle Koeffizienten gleich Null sind. Interpretiert man f
jedoch als Funktion, so ist dies die Frage, ob f eine Nullfunktion ist, ob also fiir alle
Tupel (ay,...,a,) aus K* f(ay,...,a,) = 0 gilt. Uberraschenderweise stimmen diese
beiden Interpretationen der Fragestellung ,,Gilt f = 0 7” im Allgemeinen nicht iiberein.
Um dies zu sehen, nehmen wir an, K sei der endliche Korper bestehend aus den zwei
Elementen 0 und 1. Dann ist f = z? — z nicht das Nullpolynom in K|[z], aber es gilt
f(0) = f(1) =0, d.h. f ist eine Nullfunktion.

Ist der Korper K hingegen unendlich, so haben wir dieses Problem nicht.

Satz 1.1.1 FKs sei K ein unendlicher Korper und f ein Polynom aus Klzy,..., z,].
Dann ist f das Nullpolynom genau dann, wenn es die Nullfunktion von K" nach K ist.

Beweis :
Das Nullpolynom ist sicherlich eine Nullfunktion von K" nach K. Gilt umgekehrt fiir

?Diese Abbildung ist sogar ein Homomorphismus.
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alle (ai,...,a,) aus K”, da f(ay,...,a,) =0, so zeigen wir unsere Behauptung durch
Induktion nach der Anzahl der Variablen n. Fiir n = 1 wissen wir, daf} fiir jedes Poly-
nom [ aus KJz] die Anzahl der Nullstellen durch den Grad, d.h. den gréBten Exponen-
ten der Terme mit Koeffizienten ungleich Null, beschrankt ist. Da K unendlich ist, kann
daher nicht fiir alle @ aus K f(a) = 0 gelten, da dies einen Widerspruch ergébe. Ist nun
faus K[zq,...,2,], so konnen wir f auch als Objekt aus K[z1,...,z,_1][z,] auffassen,
indem wir Polynome als Koeffizienten zulassen. Diese Polynome entstehen durch das

»Aufsammeln” der jeweiligen Potenzen von z,. Sei also f = > 7| g; * z!, mit g; aus

K[zy,...,2,_1]. Indem wir nun zeigen, daf jedes g; das Nullpolynom in K[z, ..., 2, ]
ist, erhalten wir, dafl f selbst das Nullpolynom in Klzy,...,z,] sein muB. Fiir festes
(a1,...,a,_1) aus K*=' ist das Polynom f, ausgewertet in den Variablen zy,...,z,,
ein Polynom aus K[z,], welches wir mit f(a1,...,a,—1,2,) bezeichnen wollen. Da die-
ses Polynom nun fiir alle a,, aus K Null ist, mufl nach der Induktionsvoraussetzung
flai,...,a,_1,2,) das Nullpolynom in KJ[z,] sein. Weiter liefert nun

k

flay, ... an_1,2,) = Zgi(al, ) ¥ T

=1
daB gi(a,...,a,—1) = 0fiiralle 1 <i < kund somit muf laut Induktionsvoraussetzung
jedes ¢g; das Nullpolynom in K[zy,...,z,-1] sein, da das Tupel (aq,...,a,) beliebig

gewahlt war. Also ist auch f das Nullpolynom in K[z, ..., z,].
q.e.d.

Fassen wir nun ein Polynom [ aus K[zy,...,z,] als Funktion auf, so ist die Menge der
Tupel aus K", die von f auf die Null abgebildet wird, von besonderem Interesse®. Wir
kénnen nun zu f folgende Menge assoziieren

Ve(f) ={(a1,...,a,) e K" | f(a1,...,a,) =0}

genannt die Varietdt oder das Nullstellengebilde von f. Dieser Begriff kann wie
folgt fiir beliebige Polynommengen F' erweitert werden:

Vk(F) = {(a1,...,a,) € K" | f(a1,...,a,) =0 fir alle f € F'}.
Zum Beispiel beschreibt in der euklidischen Ebene die Varietat Vg (22 +y*—1,2—y?*) C

R? gerade den Schnitt des Kreises 2% 4+ y* = 1 mit der Parabel = = y.

Die Bedeutung von Nullstellengebilden wird deutlich, wenn man sich folgende Anwen-
dung tiberlegt:

Wir stellen uns einen Robotorarm in der Ebene vor bestehend aus zwei Teilstiicken,
von denen das erste doppelt so lang ist wie das zweite (vgl. Zeichnung).

3Diese Menge ist der Kern des von f definierten Auswertungshomomorphismus.
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(z,y)

(2, w)

(0,0)

Der Zustand des Armes wird durch die Koordinaten (z,y) des Gelenks und (z,w)
der Hand eindeutig beschrieben, und es stellt sich die Frage, welche Zustande moglich
sind. Schaut man sich die Zeichnung genauer an, so kénnen wir unsere Informationen
in folgenden Gleichungen ausdriicken:

2?2 + g2 _
(=2 +(y—w)? = 1

Dabei driickt die erste Gleichung aus, da} der Teil des Robotorarmes vom Urprung
zum Gelenk zwei Einheiten lang ist und die zweite Gleichung driickt aus, dafl der zwei-
te Teil des Armes eine Einheit lang ist. Somit sind die moglichen Zustédnde dieses so
beschriebenen Robotorarmes gerade die gemeinsamen Nullstellen dieser beiden Glei-
chungen (oder anders ausgedriickt der Polynome 2% +y*—4 und (z — 2)*4 (y —w)*—1
aus Qz,y,z,w]) in R*.

Geometrisch gesehen beschreiben also Mengen von Polynomen Nullstellengebilde
in Vektorrdaumen. In der Literatur finden sich zahlreiche Algorithmen, um Fragen
beziiglich solcher Nullstellengebilde zu beantworten, z.B. um fiir ein gegebenes nicht-
lineares Gleichungssystem f; = 0,..., fr = 0 approximativ einzelne Losungen zu be-
rechnen. Wir werden spéter sehen, dal Grobnerbasen nicht einzelne Lésungen bestim-
men sondern vielmehr die Beschreibung des Nullstellengebildes derart ,,verandern”, daf
alle Losungen ,geschickt” bestimmt werden kénnen. Dies passiert beispielweise auch
bei der herkémmlichen Gauf-Elimination, bei der lineare Gleichungen als Fintrage in
einer Matrix aufgefat werden, die in ,,Dreiecksgestalt” gebracht wird. Diese neue Be-
schreibung erlaubt dann ein direktes ,Ablesen” der Lésungen. Es geht im Wesentlichen
also nun darum, eine ,geeignete” Darstellung eines Nullstellengebildes zu finden. Dies
wird uns mittels eines weiteren Begriffes aus der Algebra gelingen — dem des Ideals.
Fiir eine (endliche) Menge von Polynomen { fi,..., fi} definieren wir

k
<f17"'7fk> :{Zfl*gl |gl7"'7gk EK[Thaxn]}
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Diese Menge ist ein Ideal, denn sie erfiillt folgende Bedingungen:

1. Da0=Y fi*0, liegt 0in (f1,..., fz).
2. Fir fund g aus (f1,..., fr) liegt auch die Summe f+ g in (fi,..., fr).

3. Fir f aus (f1,..., fr) und h aus Klzy,...,z,] liegt auch das Produkt f =« h in
(fiyooos fr)

Die Menge {f,..., fr} bezeichnet man als eine Basis des Ideals, und ein Ideal kann
natiirlich ganz verschiedene Arten von Basen haben. So gilt z.B. (x + y,z) = (z,y) =
(x + 2y, 2%, y% y + xy), und sicherlich ist es am einfachsten, alle Elemente dieses Ideals
mit Hilfe der Basis {z,y} zu bestimmen. Die Bedeutung einer Basis {fi,..., fi} fir
ein Ideal i liegt in folgender Eigenschaft begriindet:

V(D) = Vi (fis- -, o).

Da fi,...,fr Elemente von i sind folgt sofort V(i) = {(a1,...,a,) € K" |
flai,...,a,) = 0 firalle f € i} € Vk(f1,...,fx). Umgekehrt 1aBt sich jedes f aus
i als Linearkombination f = Ele fi * g; mit g; aus Klzy,...,z,] darstellen. Somit
ist jede Nullstelle aus Vk(f1,..., fr) auch eine Nullstelle des Polynoms f und somit
auch in Vk(i). Nullstellengebilde werden also durch Ideale und diese wiederum durch
ihre Basen bestimmt. Spater werden wir sehen, in welchem Sinne die Grébnerbasen
besonders ,,gute” Basen fiir Ideale sind.

Bisher haben wir gesehen, wie eine Menge von Polynomen ein Nullstellengebilde in
einem Vektorraum beschreibt, d.h. wir haben einer algebraische Beschreibung ein geo-
metrisches Objekt zugeordnet:

Klz1,...,2,) 2 F — Vg (F) CK".

Umgekehrt kénnen wir einer Teilmenge N C K™ wiederum wie folgt eine Menge von
Polynomen aus K[zy,...,z,]| zuordnen:

I(N)=Af]|f€eK[z,...,z.], f(a1,...,a,) =0 fir alle (ay,...,a,) € N}.
Man sieht sofort, dal die Polynommenge I(N) ein Ideal in K[zy, ..., z,] ist, da
1. das Nullpolynom in I(N) liegt,
2. fiir f und g aus I(N) auch f 4 ¢ in I(N) liegt und
3. fiir f aus I[(N) und h aus K[zy,...,z,] auch wieder f*h in I(N) ist.

Somit kénnen wir nun auch jeder Teilmenge von K" eine algebraische Beschreibung
zuordnen, namlich durch die Abbildung

K'DNw+— I(N) CKlzy,...,2,].

Wie hingen nun diese beiden Uberginge zwischen algebraischen und geometrischen
Problembeschreibungen zusammen? Wichtig ist hier zunachst Hilberts beriithmter Ba-
sissatz.



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Satz 1.1.2 (Hilberts Basissatz) Jedes Ideal in K[z1,...,x,] hat eine endliche Ba-
518.

Dieser fundamentale Satz impliziert nun, dal das dem Nullstellengebilde N zugeord-

nete Ideal I(N) in K[z1,...,z,] eine endliche Basis hat, d.h. es existieren Polynome
i, fesodaB I(N) = (fi,..., fr). Nun haben wir den folgenden Ubergang
Polynome —— Nullstellengebilde — Ideal

fla"'afk — VK(flv"'afk) L [(VK(flv"'7fk))7

und es stellt sich natiirlich sofort die Frage, wie sich die Ideale (fi,..., fx)
und [(Vk(fi,-..,fx)) zueinander verhalten. Offensichtlich gilt (fi,..., fr) C
I(Vk(fi,..., fx)), da fiir jede Linearkombination f = Ele fi * g;, wobei ¢; €
Kz, ..., z,], gilt, f(a1,...,a,) =0 fir alle (ay,...,a,) aus Vk(fi,..., fx), und somit
liegt nach Definition f in I(Vk(fi,..., fr)). Die Umkehrung gilt jedoch im Allgemei-
nen nicht mehr, wie folgendes Beispiel zeigt: Fiir das Ideal (z?,y*) gilt Va((z?,y?)) =
{(0,0)}, und somit sind die Polynome z und y beide in I(Vk({z?, y?))), jedoch nicht in
(x*,y*). Wir werden spéter sehen, fiir welche Ideale i dennoch I(Vk(i)) = i gilt. Zum
Abschlufl wollen wir nun einige Probleme auflisten, fiir die ,geeignete” Idealbasen al-

gorithmische Losungen bieten werden.

Problem 1:
Gegeben Polynome fi,... fi und f aus Klzy,...,z,], entscheide, ob f in dem Ideal

(fi ...y fr) liegt.

Problem 2:

Gegeben Polynome fi,... fy aus K[z1,...,2,] und ein Polynom f aus (fi,..., fx),
bestimme Polynome g1, ..., gr aus K[zy,...,2,], so daf [ = Zle fi * g; gilt.

Problem 3:
Gegeben zwei Polynome f und g aus Klzy, ..., z,] und ein Ideal i. Sind die von f und
g induzierten Auswertungsabbildungen eingeschrankt auf Vi (i) gleich?

Es zeigt sich, daf die in Problem 3 gestellte Frage genau dann positiv zu beantworten
ist, wenn die durch das Polynom f — g gegebene Auswertungsabbildung eingeschrankt
auf Vi (i) identisch gleich Null ist, d.h. f—g in I(Vk(i)) liegt. Wir nennen die Polynome
f und g dann auch kongruent modulo I(Vk(i)).

Kongruenz modulo eines Ideales i definiert eine Aquivalenzrelation auf Klzy,...,z,],
und der Quotient K[zy,...,z,]/i enthdlt als Elemente die sogenannten Nebenklassen
f+i. Ubertragt man Addition und Multiplikation von K[z1, ..., z,] auf K[z, ..., 2,]/i,
so kann man zeigen, daB letzteres wiederum ein Ring ist, der sogenannte Quotientenring
von K[zy,...,z,] modulo i. Fiir diesen Ring ergibt sich nun folgendes interessante

Problem.

Problem 4:
Gegeben ein Ideal i, bestimme Reprasentanten fir die Nebenklassen von

Klzy,...,2,]/i.

Ein effektives Verfahren, um eindeutige Repréasentanten zu bestimmen, erméglicht es,
im Quotientenring K|[z1,...,z,]/i zu rechnen.
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Im néchsten Abschnitt werden wir eine Methode kennenlernen, die genau das Bestim-
men eindeutiger Nebenklassenrepriasentanten zum Ziel hat.

Ubungen

1. Bestimmen Sie zu einem Tupel (ay,...,a,) aus K” eine Polynommenge F' so,

daB gilt Vk(F) = {(a1,...,a,)}.
2. Es seien Ny = Vk({f1,..., fr}) und Ny = Vk({g1,-..,9s}) zwei Nullstellengebil-
de in K”. Zeigen Sie:
(a) NIONQ VK({fla-"afkagla-"795})
(b) NyUNy =V({fixg; |1 <i<k,1<j<s}).
(c) Ny C N, genau dann, wenn [(Ny) C I(Ny).
(d) N I(Na).

3. Es sei i ein Ideal und fi,..., fi eine Menge von Polynomen in Klzy,...,z,].

= N, genau dann, wenn [(N;) =

Zeigen Sie, dafl folgende Aussagen dquivalent sind:

(a) fh"')fkei-
(b) (fi,--i fu) CH.

4. Der Begriff ,Basis” wird in der Mathematik haufig mit verschiedenen Bedeu-
tungen benutzt. Diese Aufgabe will den Unterschied zwischen einer ,Basis eines
Ideals 7 und einer ,Basis eines Untervektorraumes” deutlich machen. Beide Be-
griffe werden in dieser Vorlesung benutzt werden.

(a) Es sei i = (z) ein Ideal in K[z]|. Als Ideal hat i eine Basis {z}. FaBt man i
als Untervektorraum von K[z] auf, wobei KJ[z] als K-Vektorraum gesehen
wird, so ist {z} keine (K-Vektorraum-) Basis* von i. Zeigen Sie, daB es
keine endliche solche Basis geben kann. Hinweis: Es reicht, eine unendliche
K-Vektorraumbasis anzugeben. Es zeigt sich, dafl die Moglichkeit, x mit
Elementen aus K[z] statt nur mit Elementen aus K zu multiplizieren, die
Existenz der endlichen Idealbasis ermoglicht.

(b) In der linearen Algebra muf} eine Basis den Unterraum erzeugen und zusétz-
lich linear unabhéngig sein®. Von einer Idealbasis hingegen verlangt man nur,
daB sie das Ideal erzeugt. Der Grund, warum hier keine Unabhéngigkeitsbe-
dingung mehr gefordert wird, liegt darin, dafl das Zulassen von Polynomen
zur Multiplikation eine solche Bedingung zunichte macht. Betrachten Sie das
Ideal (z,y) in K[z,y]. Zeigen Sie, daB man die Null als Linearkombination
von = und y mit Koeffizienten ungleich Null darstellen kann.

47.B. 148t sich das Polynom z? + z nicht als K-Linearkombination 2?21 a; - x, a; € K schreiben.

SEine Basis by, ..., b eines K-Vektorraumes heifit linear unabhingig, falls aus 2?21 a; - b; =0,
a; € K, a; = 0 folgt fiir alle 1 <7 < k.
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(c) Es sei {fi,..., fx} eine Basis eines Ideals i in K[z1,...,2,] mit & > 2 und
fi 20,1 <1 < k. Zeigen Sie, daB fiir beliebige Indizes i # j die Null
als Linearkombination der Polynome f;, f; mit Koeffizienten ungleich Null
dargestellt werden kann.

(d) Eine Folge des Fehlens einer Unabhangigkeitsbedingung ist, daff in einer
Darstellung eines Polynomes f aus (f1,..., fx) als Linearkombination f =
Ele h; * f; die Elemente h; € Klzy,...,z,] nicht mehr eindeutig sind.
Betrachten Sie hierzu f = 2% + zy + y? € (z,y).

(e) Eine Basis eines Ideals heifit minimal, falls sie keine echte Teilmenge enthélt,
die bereits alleine das Ideal erzeugt. Zum Beispiel ist {z, z?} eine Idealbasis,
welche nicht minimal ist, da bereits {z} dasselbe Ideal erzeugt. Leider kann
ein Ideal mehrere verschiedene minimale Basen haben. Betrachten Sie hierzu
das von der Menge {z,2* + x,2%} erzeugte Ideal und zeigen Sie, daB die
Mengen {z} und {z? + =, 2?} beides minimale Basen dieses Ideals sind.

1.2 Die Idee der algebraischen Simplifikation

Die Idee der algebraischen Simplifikation spielt eine zentrale Rolle in der Computer-
Algebra. Ziel ist es, Objekte einer algebraischen Struktur in &quivalente, ,einfachere”
Elemente umzuformen und somit gewisse Elemente als Reprédsentanten auszuzeichnen.
Angestrebt wird dabei die effektive Berechnung eindeutiger Repréasentanten dquivalen-
ter Objekte. Dieser Prozefl wird in der Literatur hdufig mit kanonischer Simplifikation
bezeichnet. Er spielt eine wichtige Rolle, da er eng verkniipft ist mit dem effektiven
Rechnen in algebraischen Strukturen und der Entscheidung des Kongruenzproblems.

Erfolgreich eingesetzt wird die Technik der algebraischen Simplifikation z.B. bei der
Darstellung von Monoiden und Gruppen durch sogenannte Wortersetzungssysteme
oder Semi-Thue-Systeme. Solche Wortersetzungssyteme kénnen durch den sogenannten
Knuth-Bendix-Algorithmus , vervollstandigt” werden.

In dieser Vorlesung wollen wir ein weiteres Feld aufzeigen, in dem die Idee alge-
braischer Simplifikationsmethoden Anwendung gefunden hat — Polynomringe iiber
Koérpern. In diesem Zusammenhang sind Grébnerbasen gerade solche endlichen Ideal-
basen beziiglich derer ein kanonischer Simplifikationsprozel moglich ist. Dabei wird ein
Polynom p mit einem anderen Polynom f simplifiziert (oft auch reduziert genannt),
falls ein geeignetes Monomvielfaches von f benutzt werden kann, um p durch Subtrak-
tion zu verkleinern (beziiglich einer sogenannten zulassigen Ordnung). Benutzt man in
diesem Simplifikationsprozel nun Elemente einer Grébnerbasis eines Ideals, so erhélt
man eindeutige Reprasentanten beziiglich der Idealkongruenz, und der Représentant
der Idealelemente ist die Null. Kanonische Simplifikation mit Grobnerbasen wird in der
Praxis benutzt, um die idealtheoretischen Probleme, welche in vorherigen Abschnitt
vorgestellt wurden, zu 16sen.

Um fiir spéater das benotigte Vokabular zu haben, soll nun hier kurz eine Definition
von Reduktionssystemen und ihrer Eigenschaften vorgestellt werden. Es sei £ eine



1.2. DIE IDEE DER ALGEBRAISCHEN SIMPLIFIKATION 9

Menge von Elementen und — eine bindre Relation auf £, die wir Reduktion nennen
werden. Fiir Elemente a und b aus £ schreiben wir a — b genau dann, wenn das Paar
(a,b) in der Relation — enthalten ist. Ein Paar (£, —) heiBt Reduktionssystem.
Die binare Relation — kann nun wie folgt fortgesetzt werden:

BN steht fiir die Identitat auf &,

— steht fiir die inverse Relation von —,

ML= so—5  wobei o fiir die Komposition von Relationen steht, n € N,
LN UOSiSn s,

S U0 s steht fiir die transitive Hiille von —s,

= 5 U % steht fiir die reflexive transitive Hiille von —,

+——:= — U — steht fiir die symmetrische Hiille von —,

P steht fiir die symmetrisch transitive Hiille von —,

s steht fiir die reflexive symmetrisch transitive Hiille von —.

Assoziiert zu solch einem Reduktionssytem ist das sogenannte Wortproblem, d.h. ent-
scheide zu gegebenen Elementen a und b aus £, ob sie ,dquivalent” sind beziiglich +— |
also ob a «— b gilt. Es ist bekannt, daB dieses Problem fiir manche Reduktionssyste-
me unentscheidbar ist. Wichtig fiir unser weiteres Vorgehen sind jedoch Eigenschaften,
die garantieren, dafl ein Reduktionssystem entscheidbares Wortproblem hat, denn wir
werden spéter sehen, dafl das Kongruenzproblem fiir ein Ideal gerade solch einem Wort-
problem entspricht.

Zuerst miissen wir ein paar weitere Begriffe einfiihren. Ein Element a aus £ heifit
reduzibel (beziiglich —), falls es ein b aus & gibt, so da (a,b) in — liegt, im
folgenden geschrieben als @ — b. Alle Elemente b, fiir die nun a —s b gilt, heifien
Nachfolger von @ und, falls sogar a Sy gilt, echte Nachfolger. Ein Element ohne echten
Nachfolger nennen wir irreduzibel. Gilt nun ¢ — b und b ist irreduzibel, so wird b
als Normalform von a bezeichnet, wobei a keine, eine oder mehrere verschiedene
Normalformen haben kann.

Definition 1.2.1 Fin Reduktionssystem (£,—) heifit noethersch oder terminie-
rend, falls es keine unendlichen Ketten der Form ag — a3 — ay — ... mit a; aus
E, 1 aus N gibt.

Somit hat in einem noetherschen Reduktionssystem jedes Element mindestens eine
Normalform, die jedoch noch nicht eindeutig sein muf.

Definition 1.2.2 Fin Reduktionssystem (£,—) heifit konfluent, falls fir alle
a,ay,ay in € a—sa; und a— ay die Evistenz eines az in € impliziert mil a, s as
und ag — as.

In konfluenten Reduktionssystemen sind also Normalformen, falls sie existieren, eindeu-
tig. Kombiniert man nun Konfluenz und Terminierung, so hat man eine hinreichende
Bedingung fiir die Existenz eindeutiger Normalformen.
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Definition 1.2.3 Fin Reduktionssystem (£,—) heifst vollsténdig, falls es konfluent
und terminierend ist.

Vollstandige Reduktionssysteme mit effektiver Reduktionsrelation — erlauben nun-
mehr die Losung des Wortproblems durch Berechnen der eindeutigen Normalformen
und deren Vergleich. Leider ist im Allgemeinen nicht zu erwarten, dafl ein Reduk-
tionssystem vollstandig ist, und schlimmer noch, Konfluenz und Terminierung sind
unentscheidbare Figenschaften. Daher wollen wir im Folgenden schwéchere Kriterien
vorstellen, die Vollstandigkeit garantieren.

Definition 1.2.4 FEin Reduktionssytem (£, —) heif§t lokal konfluent, falls fiir alle
a,ar,ay in € a—ay; und a — ay die Fristenz eines as in £ impliziert mil a, s as
und ay — as.

Das Lemma von Newmann zeigt, daf} fiir terminierende Reduktionssysteme die FEigen-
schaften Konfluenz und lokale Konfluenz dquivalent sind.

Lemma 1.2.5 (Lemma von Newmann) Fs sei (£, —) ein noethersches Redukti-
onssystem. Dann ist (£,—) genau dann konfluent, wenn es lokal konfluent ist.

Somit kann fiir terminierende Reduktionssysteme ein Konfluenztest auf einen Test
fiir lokale Konfluenz reduziert werden. Es bleibt, hinreichende Bedingungen fiir die
Terminierung eines Reduktionssystems zu geben.

Definition 1.2.6 Fine bindre Relaltion = auf einer Menge M ist eine Partialord-
nung, falls fiir a,b und ¢ aus M folgendes gilt:

1.

Y

ist reflexiv, d.h. a = a,

2. = ist transitiv, d.h. a = b und b > ¢ implizieren a = c,

3. > st anti-symmetrisch, d.h. a = b und b = a implizieren a = b.

Eine Partialordnung heifit total, falls fiir ¢ und b aus M immer entweder a = b oder
b = a gilt. Mit = bezeichnen wir den irreflexiv transitiven Teil von >, d.h. a > b genau
dann wenn @ = b und a # b. Eine Partialordnung > heiit wohlfundiert, falls die
korrespondierende Ordnung > keine unendlichen Ketten der Form aq > a; = ag > ...
zulaBt, wobei a; aus M und ¢ aus N. Mit Hilfe solcher wohlfundierten Ordnungen
kénnen wir nun ein hinreichendes Kriterium fiir die Terminierung eines Reduktionssy-
stems geben.

Lemma 1.2.7 FEs sei (£,—) ein Reduktionssystem und = eine wohlfundierte Par-
tialordnung auf € mit — C . Dann ist (€, —) noethersch.

Wir werden spéter sehen, dal Grobnerbasen gerade als ,, Vervollstandigung” eines ter-
minierenden Reduktionssystems tiber K[z, ..., z,] durch das Auflésen nicht lokal kon-
fluenter Situationen entstehen.
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1.3 Gauf}-Elimination fiir lineare Gleichungssyste-
me

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Nullstellengebilden von linearen Gleichungssy-
stemen beschéftigen, d.h. von Polynomen aus K[zy,...,z,] der Gestalt f =3""  a;-
x; + ap4q mit a; aus K. Die Idee, solche Nullstellengebilde algorithmisch zu behandeln,
basiert darauf, zu einem linearen Gleichungssystem eine Matrix zu assoziieren, die in
Dreiecksgestalt transformiert wird.

Als Beispiel betrachten wir zwei Polynome fy =z +y—zund fo=2-24+3-y+2-z
aus Q[z,y, z]. Das von diesen Polynomen bestimmte Nullstellengebilde Vq( fi, f2) sind
genau die Losungsmenge des Gleichungssystems

r 4+ y — z =0
2z + 3y + 2z =0

Die dazugehérige Matrix 148t sich durch eine einfache Zeilenoperation auf Dreiecksge-

11 -1 0 11 -1 0
23 20/, “\0o1 40

Somit wird unser Nullstellengebilde auch von folgendem Gleichungssystem beschrieben

stalt bringen, ndmlich

xr + y — z = 0
y + 4-z =0

welches die Nullstellen x =5 - z und y = —4 - 2 fiir alle z aus Q hat.

Eigentlich sind die Zeilenoperationen auf der zu einem Gleichungssystem fi,..., fx
assoziierten Matrix nichts anderes als Anderungen an der Basis des Ideals (froooy fr)-
So wird in unserem Beispiel das Polynom f; durch fo —2- fi =y+4-2=: f3 € (f1, f2)
ersetzt. Dies dandert nicht das erzeugte Ideal, da auch fy = 2- fi + f3 € (f1, f3) und
somit (f1, f2) = (fi1, f3). Eine solche Anderung der Basis eines Ideals kann durch einen
Reduktionsbegriff ausgedriickt werden. Dazu nehmen wir an, dafl die Variablen des
Polynomringes wie folgt ,geordnet” sind: zy > ... > z,, > 1. Fiir ein Polynom f =
Ele a; - T; + ay41 bezeichnen wir fiir den kleinsten Index j mit a; # 0 HM(f) = a; - z;
als den Kopf oder das Kopfmonom, HC(f) = «a; als den Kopfkoeffizienten und
HT(f) = z; als den Kopfterm. Falls HM(f) = a,,+1, so definieren wir HT(f) = 1.

Definition 1.3.1 Es seien [ und g zwei lineare Polynome aus Klzy,...,z,]. Wir
sagen g reduziert f, falls HT(f) = HT(g). Wir schreiben dann f—, f — (HC(f) -
HC(9)™) - .

In unserem Beispiel gilt also fo=2-2+3 -y +2-z2—,_ . y+4-z

Reduktion eines Polynoms mit einem anderen eliminiert also das Vorkommen des Kopf-
terms in dem reduzierten Polynom. Da wir Polynome iiber einem Kérper betrachten,
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ist die Definition von Reduktion in diesem Falle symmetrisch, d.h. wenn f ein Poly-
nom ¢ reduziert, so reduziert auch g das Polynom f. Ein Reduktionsschritt entspricht
genau einer Zeilenoperation in dem oben vorgestellten Losungsverfahren mittels Ma-
trizen. In diesem Zusammenhang kann nun in Abhangigkeit von der auf den Variablen
definierten Ordnung ein Algorithmus fiir GauB-Elimination basierend auf Reduktion
angegeben werden.

GAUSS-ELIMINATION MIT REDUKTION

Eingabe:  Eine endliche Menge linearer Polynome F aus K[z, ..., x,].
Ausgabe: Eine endliche Menge von Polynomen G mit V(F') = V(G), und zu jeder
Variablen zy,...,z, gibt es maximal ein Polynom in G, dessen gréfite

Variable z; ist, und G enthilt maximal ein konstantes Polynom.

G:=F;
while es gibt f,g € G mit HT(f) = HT(g9) d
ersetze f durch f — (HC(f)-HC(g)™") -

endwhile

gmG

Falls dieser Algorithmus terminiert, folgt die Korrektheit sofort, da dann die Menge
G keine zwei Polynome mit gleichem Kopfterm mehr enthdlt. Um zu sehen, dafl der
Algorithmus terminiert, mufl man sich den Reduktionsprozef etwas genauer anschauen.
Reduktion eines Polynoms f mit einem Polynom ¢ lait den Kopfterm von f kleiner
werden, da durch die Subtraktion des entsprechenden K-Vielfachen von g der Kopfterm
von F' eliminiert wird und nur kleinere Terme zu f hinzugefiigt und bereits vorhandene
modifiziert werden kénnen. Da es jedoch nur endlich viele Variablen gibt, kann jedes
Polynom in (G maximal n + 1-mal reduziert werden.

Eine solche durch Reduktion bestimmte Polynommenge G hat nun wichtige Figen-
schaften, die es uns erlauben, die in Abschnitt 1.1 formulierten Probleme zu lésen,
sofern (G kein konstantes Polynom enthalt. In diesem Spezialfall ist das beschriebene
Nullstellengebilde ndmlich leer und somit kann man die Probleme direkt beantwor-
ten. O.B.d.A nehmen wir also an (G enthalte kein konstantes Polynom. Problem 1
ist dann die Frage, ob sich ein beliebiges lineares Polynom als K-Linearkombination
der Elemente in G darstellen 148t. Diese Frage 148t sich 16sen, indem man testet, ob
ein Polynom sich mit den Polynomen aus G zu Null reduzieren 1at. Summiert man
die bei einer solchen Reduktionskette nach Null auftretenden Polynomvielfachen auf,
so erhalt man eine Darstellung des reduzierten Polynoms als Linearkombination von
Polynomen aus G mit Multiplikatoren aus K wie in Problem 2 gefordert. Es ist zu
beachten, dafl auf Grund der besonderen Form der Polynome in G eine Reduktions-
kette jedes Polynom maximal einmal benutzen kann, d.h. wir haben als Schranke fiir
die Lange von Reduktionsketten |G| < n + 1. Die Frage, ob zwei lineare Polynome f
und ¢ kongruent sind beziiglich des von G beschriebenen Nullstellengebildes, 1aBt sich
durch Reduktion der Differenz f — g mit G beantworten. Erhalten wir die Null, so sind
die beiden Polynome kongruent (Problem 3). Um fiir das Rechnen im Quotientenring
(Problem 4) eindeutige Reprasentanten der Nebenklassen zu erhalten, erweitern wir
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den Begriff der Reduktion etwas: f ist mit g reduzibel, falls die Variable HT(g) im
Polynom f vorkommt. Reduktion bedeutet dann Elimination dieses Vorkommens in f
durch Subtraktion eines geeigneten K-Vielfachen von g. Als Normalform eines Poly-
noms [ beziiglich eine Polynommenge GG bezeichnet man dann ein Polynom, welches
durch eine Reduktionskette mit Polynomen aus G berechnet werden kann und welches
selbst nicht mehr beziiglich GG reduzibel ist. Hat G die Eigenschaften, die im obigen
Algorithmus spezifiziert wurden, so sind solche Normalformen eindeutig und kénnen
als Représentanten zum Rechnen im Quotientenring benutzt werden.

Ubungen

1. Fiihren Sie das hier vorgestellte Verfahren fiir die Polynome f; = y — z, fo =
r4+2-y+3-zund f3=3-2—4-y+2-zaus Q[z,y, z] durch.

1.4 Euklids Algorithmus — Eine Loésung fiir K[z]

Vielfach werden Buchbergers Ideen auch als Verallgemeinerung des euklidischen Algo-
rithmus von K[z] zu K[z, ..., z,] vorgestellt. Daher soll hier kurz auf diesen Spezialfall
eingegangen werden, nicht zuletzt, um eine weitere Idee einer Definition von Reduk-
tion aufzuzeigen. Wir werden Ideale in K[z] charakterisieren und zeigen, wie die in
Abschnitt 1.1 vorgestellten Probleme sich mittels Reduktion 16sen lassen.

Ein Polynom f aus K[z]\{0} schreiben wir als f = Z?:o a; - ' mit a; € K, d € N
und ag # 0. Wir bezeichnen d als den Grad von f, auch geschrieben als grad(f). Das
Monom HM(f) = a,-z? ist der Kopf, HC(f) = a4 der fithrende Koeffizient, HT(f) = 2*
der fithrende Term und RED(f) = sz:_ol a; - ' der Rest von f. Fiir das Nullpolynom®
gilt HM(0) = HC(0) = RED(0) = grad(0) = 0 und HT(0) = 2° = 1. Zum Beispiel
gilt fiir das Polynom f =324+ 5 -2+ 2, grad(f) = 4, HM(f) = 3 - 2*, HC(f) = 3,
HT(f) = z* und RED(f) = 5« + 2. Eine wichtige Beobachtung ist, da} fiir Polynome
f und g aus K[z]\{0} gilt

grad(f) < grad(g) genau dann, wenn HT(f) teilt HT(g).

Dieser Sachverhalt motiviert als Kernstiick des euklidischen Algorithmus folgenden
Satz, der die Division mit Rest von Polynomen charakterisiert.

Satz 1.4.1 FKs sei g ein Polynom aus K[z]\{0}. Dann lifit sich jedes Polynom [ aus
K[z] schreiben als f = g« g+ r mit q,r € K[z] und r =0 oder grad(r) < grad(g). Die
Polynome q und r sind hierbei eindeutig bestimmd.

Ein wichtiges Korollar dieses Satzes, welches wir schon benutzt haben, beschaftigt sich
mit der Anzahl der Nullstellen eines Polynoms aus K[z].

6Eigentlich miifite man zwischen dem Nullpolynom und der Null in K formal unterscheiden, aber
es wird davon ausgegangen, dafl der Leser dies automatisch tut.
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Korollar 1.4.2 Fin Polynom f aus K[z]\{0} hat maximal grad(f) Nullstellen.

Polynomdivision soll nun einem Beispiel vorgestellt werden. Es seien f = 2% +7 - 2?2 +
11-2 48 und ¢ = z + 5 zwei Polynome in Q[z]. Division von f mit g ergibt dann
2+ 22+ 1 Rest 3 und kann wie folgt ausgefiihrt werden:

2 + 722 4+ 11z + 8 : x+4+5H = 2?
— (2* + 5-2?)
2-22 4+ 11-2z + 8 +2-x
— (22 + 10-2)
T + 8 +1
- (z 4+ b
3

Dieses Vorgehen kann nun als Reduktion aufgefait werden, indem man ein Polynom f
als Regel HM(f) — —RED(f) beschreibt und iiber die Anwendbarkeit der Regel eine
Reduktionsrelation auf dem Polynomring erhélt. Da wir fiir das entstehende Redukti-
onssystem im ersten Schritt Terminierung (und spéter auch lokale Konfluenz) erreichen
wollen, werden wir eine wohlfundierte Partialordnung auf Polynomen einfiithren, in der
die Reduktionsrelation enthalten sein wird. Fiir den Spezialfall K[x] benutzen wir die
durch den Grad der Polynome induzierte Gradordnung.

Definition 1.4.3 Fir zwei verschiedene Polynome [ und g aus K|[z| schreiben wir
f > g genau dann, wenn grad(f) > grad(g) und g > f genau dann, wenn grad(g) >
grad(f). Sonst heiffen f und g unvergleichbar.

Im Folgenden wollen wir skizzieren, wie von einem Polynom g ein noethersches Re-
duktionssystem induziert wird. Zu jedem Polynom f aus K[z] mit grad(f) > grad(g)
assozieren wir ein Paar (f, f —(HC(f)-HC(g)™")-g*x&2d(f)=8r2d(9)) Fgs hat sich als einfa-
cher erwiesen, Reduktionssysteme nicht durch die gesamte Reduktionsrelation, sondern
durch eine Menge von Regeln und die Beschreibung ihrer Anwendung anzugeben. Fiir
den Polynomring K[z] sind diese Regeln gerade wieder Polynome, die wie folgt zur
Reduktion benutzt werden diirfen.

Definition 1.4.4 Fir zwei Polynome f und g aus K[z]\{0} gilt: g reduziert [ genau
dann, wenn grad(g) < grad(f). Wir erhalten die Reduktion f —, f—(HC(f)-HC(g)™")-

g % gEdl)—grad(o)

Es gibt eine Fiille von Méglichkeiten, Reduktion in einem Polynomring zu definieren.
So kann man die Stelle, an der reduziert wird (in unserer Definition ist dies der Kopf
des Polynoms f), variieren, oder man kann mehrere Polynome zur Reduktion zulassen.
Hier wurde die Kopfreduktion deshalb gewéhlt, weil mit ihr die im vorherigen Bei-
spiel vorgestellte Polynomdivision modelliert werden kann. Es gilt ndmlich fiir unsere



1.4. EUKLIDS ALGORITHMUS - EINE LOSUNG FUR K[X] 15

Polynome f=2*4+7 22 +11-2+8und g =z + 5,
f—,2- 22411 -2 +8—,z+8—,3.

Dieser Reduktionsprozef liefert offensichtlich den Rest der Division von f durch g.
Sammelt man die in den einzelnen Schritten benutzten Multiplikanten von ¢ auf, so
erhilt man z?, 2+ z und 1, welche aufsummiert gerade den Teiler 2%+ 2.z + 1 ergeben.
Somit kann unser Reduktionsprozefl wie folgt in einen Algorithmus verwandelt werden,
der Teiler und Rest eines Polynoms berechnet:

NORMALFORM IN K]z]

Eingabe: [ und g aus K[z] mit g nicht gleich Null.
Ausgabe: Der Rest r, wobei f = g% g+ r und r = 0 oder grad(r) < grad(g).

q:=0;
ri=f;
while grad(g) < grad(r) do
r=r— (HC(r) - HC(g)™") - g * a&2d(r)—grad(s),
% Reduziere r mit g, d.h. r—,
q:=q+ (HC(r) - HC(g)™") - g&rdlr)—grad(a),;
% dies ist fiir die Normalformbestimmung tiberfliissig, zeigt jedoch, wie man diesen Prozef}
% benutzen kann, um den Teiler zu bestimmen.
endwhile

Eine weitere wichtige Eigenschaft von Reduktion erlaubt es, sie zur Transformation
von Idealbasen einzusetzen. Fiir ein Ideal i = (f,g) und ein Polynom A mit f— h
gilt ndmlich auch i = (h, g). Da fiir je zwei Polynome f und g, welche beide nicht gleich
Null sind, immer grad(f) < grad(g) oder grad(g) < grad(f) gilt, mufl immer eines mit
dem anderen reduzibel sein. Diese Idee liegt dem Ergebnis folgenden Satzes zugrunde.

Satz 1.4.5 In K|[z] wird jedes Ideal von genau einem Element erzeugl.

Beweis :
Es sei i ein nicht-triviales Ideal in K[z]. Wir wahlen ¢ aus i\{0} so, dafi der Grad
n = grad(g) minimal unter allen Elementen des Ideals ist. Somit 148t sich nach Satz
1.4.1 jedes weitere Polynom f aus i schreiben als f = ¢+ g+ r, wobei r = 0 gelten mu$,
da grad(r) < grad(g) = n wegen r € i und der Wahl von n minimal nicht moglich ist.
Dies impliziert aber f = ¢ * g und daher i C (g). Da die Umkehrung auch gilt, folgt
die Behauptung.

q.e.d.

Der Beweis dieses Satzes ist natiirlich nicht konstruktiv, da er das Auswahlaxiom fiir
die Wahl von g benutzt. Im Folgenden werden wir nun sehen wie, ausgehend von einer
Basis des Ideals, ein geeignetes g berechnet werden kann. Um dies zu tun, benétigen wir
den Begriff des grofiten gemeinsamen Teilers zweier (und spéter mehrerer) Polynome.
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Definition 1.4.6 FEs seien [ und g zwei Polynome aus K[z], von denen eines ungleich
Null ist. Als grofBten gemeinsamen Teiler bezeichnen wir ein Polynom h = ggT(f,g)
mit folgenden Eigenschaften:

1. h teilt echt f und g, d.h. die Teilung erfolgt mit Rest Null.
2. Jedes weitere Polynom, welches f und g echt teilt, teilt auch h echl.

3. h ist monisch, d.-h. HC(h) = 1.

Der grote gemeinsame Teiler zweier Polynome ist eindeutig und wir kennen aus der
linearen Algebra folgenden Satz, den wir hier nicht beweisen wollen.

Satz 1.4.7 FEs seien [ und g zwei Polynome aus K|z], von denen eines ungleich Null
ist. Dann existiert der grofite gemeinsame Teiler von [ und g, und es gelten folgende
Aussagen:

1. (f.9) = (egT(/,9))-
2. ggT(f,9) =88T(f —g*h,g) ein weiteres Polynom h € K[z].
Die zweite Aussage kann mit unserer Definition von Reduktion verkniipft werden. Gilt

namlich f— h, so folgt ggT(f,g) = ggT(h,g). Wir sehen sofort, daBf daher unsere

Reduktion eingesetzt werden kann, um Euklids Algorithmus zu modellieren.

EUKLIDS ALGORITHMUS MIT REDUKTION

Eingabe: [ und g aus K[z] mit f nicht gleich Null.
Ausgabe: h =ggT(f,g), der groBte gemeinsame Teiler von f und g.
h:=HC(f)™" - f;
p = g;
while p # 0 do
r := NORMALFORM(h, p);

h:=HC(p)™" - p;
pi=r;
endwhile

In unserem Beispiel von oben erhalten wir fiir die Eingabe von f = 234+ 7-22+11-2+38

und g = x + 5 folgenden Ablauf:

h=z3+7-22+11-2+8;

pi=z+5;

da p # 0 gilt, berechnen wir in einem ersten Durchlauf der Schleife
r:= NORMALFORM(z® + 7 - 2?4+ 11 -2 4+ 8,2 4+ 5) = 3;
h:=xz+05;
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p =3
da noch immer p # 0 gilt, berechnen wir
r := NORMALFORM(z + 5,3) = 0;
h:=1;
p = 0;
und da nun p = 0 gilt, hilt der Algorithmus mit Ergebnis ggT(f,9) = h = 1.

Diese Aussagen iiber Ideale, die urspriinglich durch eine Basis mit zwei Polynomen
beschrieben wurden, lassen sich nun wie folgt fiir endliche Mengen von Polynomen
verallgemeinern.

Definition 1.4.8 FEs seien f1,... fr Polynome aus K[z], von denen eines ungleich Null
ist. Als groBiten gemeinsamen Teiler bezeichnen wir ein Polynom h = ggT(fi,... fx)
mit folgenden Figenschaften:

1. h teilt echt jedes der Polynome fi,... fy.
2. Jedes weitere Polynom, welches fi,... fr echt teilt, teilt auch h echt.

3. h ist monisch.

Wieder ist der grofte gemeinsame Teiler eindeutig und es gelten folgende wichtige
Zusammenhénge, die seine Berechnung mittels Rekursion ermoglichen.

Satz 1.4.9 FEs seien fi1,..., fr Polynome aus K[z]\{0}. Dann existiert der grofite ge-
meinsame Teiler von f1,..., fr, und es gelten folgende Aussagen:

1. <f17' . 7fk> = <ggT(f17 .- 7fk)>'
2. ggT(fi,..., fx) = 8T (f1,88T (far .-, fi)).

Mit Hilfe dieser Behandlungsmethoden fiir Ideale in K[z] konnen nun die in Abschnitt
1.1 vorgestellten Probleme wie folgt gelost werden:

Gegeben sei ein Ideal i durch eine endliche Basis fi,..., fr € K[z]\{0}.
Bestimme das Polynom h = ggT(f1,..., fz).
Dann gilt i = (h).

Die Losung von Problem 1 ergibt sich aus der Tatsache, dal ein Polynom f aus K]z]
nun genau dann in i liegt, wenn NORMALFORM(f,h) = 0. Falls die Normalformre-
duktion Null ergibt, so summieren sich die zur Reduktion benutzten Multiplikanten
von h gerade zu einer Darstellung, wie sie in Problem 2 gefordert wird, auf. Um fest-
zustellen, ob zwei Polynome f und ¢ die gleiche Auswertungsabbildung beziiglich i
beschreiben (Problem 3), testet man einfach, ob NORMALFORM(f — g,h) = 0. Das
Rechnen in dem Quotientenring K[z]/i wird ermdglicht, da fiir Polynome f aus Klz],
NORMALFORM( f, ) immer eindeutig ist, namlich der Rest von f dividiert durch g
(Problem 4).
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Im Verlauf dieser Vorlesung werden wir nun sehen, dafl die Methode der Grobner-
basen genau dieses Vorgehen fiir einen Polynomring K]z, ...z,] verallgemeinert. Da
K[z1,...z,] kein Hauptidealring mehr ist, d.h. Ideale werden im Allgemeinen nicht
mehr von nur einem Polynom erzeugt, werden wir zum Berechnen von Normalformen
beziiglich eines Ideals in der Regel mehrere Polynome zur Reduktion benutzen und
durch diesen erweiterten Reduktionsbegrifl zusédtzliche Bedingungen an unsere Ideal-
basen stellen, um eine ,einfache” Losung der Probleme 1 bis 4 durch Reduktion zu
gewdahrleisten.

Ubungen

1. Bestimmen Sie eine Erzeugende des Ideals, das von den Polynomen z° — 1 und
2t + 22+ 2.2 -2 -2 — 3 in Q[z] erzeugt wird. Liegt 2° + 2® + 2% — 7 in
diesem Ideal? Zeigen Sie, daf x* + 2 - 2% — 3 im Ideal liegt und stellen Sie es als
Linearkombination von 2z — 1 und z* +2- 2>+ 222 — 2. 2 — 3 dar.

2. Modifizieren Sie den Euklid’schen Algorithmus so, dafl er zu zwei Polynomen f;
und fy aus K[z] Polynome f,uy,uy aus Kz liefert mit f = ggT(f1, f2) und
f = uy * fi + uy x fo. Wenden Sie den Algorithmus auf die Polynome aus der
vorherigen Aufgabe an.

3. Zeigen Sie, daBl K[z, y] kein Hauptidealring mehr ist. Insbesondere kann das Ideal
(z,y) nicht von einem Element erzeugt werden.



Kapitel 2

Grobnerbasen — Die theoretischen
Grundlagen

Grau, teurer Freund, ist alle Theorie.

(GOETHE

In diesem Kapitel wollen wir Grobnerbasen in Polynomringen definieren und Buchber-
gers Algorithmus zu ihrer Berechnung vorstellen.

2.1 Zulidssige Ordnungen

Wir haben im vorherigen Kapitel gesehen, wie man zu dem Polynomring K|[z] und
einem beliebigen Polynom ¢ ein Reduktionssystem assoziieren kann, indem man g
als Regel auffaft, mit der unter der Gradbedingung andere Polynome reduziert wer-
den diirfen. Dieses ,Reduzieren” verkleinert die reduzierten Polynome beziiglich der
Gradordnung, die eine wohlfundierte Partialordung auf K[z] ist. Daher terminiert ein
solcher Reduktionsprozefl immer (vergleiche den Algorithmus NORMALFORMin K[z]).
Die wesentliche Idee, die diese Terminierung garantiert, liegt darin begriindet, daf} die
gewdhlte Gradordnung beziiglich der Multiplikation mit Termen zul&ssig ist, d.h. fiir
alle Terme z", 2™, z? mit n,m,d aus N gilt zum einen z” > 1. Weiterhin impliziert
2" > 2™ auch z" o z% = 2"*t? > 2™+ = 27 o 27, Dieser Begriff der Zulissigkeit soll
nun fiir den Polynomring K[z, ... z,] verallgemeinert werden. Zur Erinnerung war die
Menge der Terme iiber den Variablen z4,..., z, definiert als

T = {2t 4y, .0, € N}
Auf dieser Menge sollen nun Ordnungen mit bestimmten Eigenschaften benutzt werden.

Definition 2.1.1 Fine totale Ordnung > auf T™ heifit zul@ssig, falls fir alle Terme
ty,ty und t aus T gilt
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1. t>1 und

2. t1 >ty impliziert ty 0l > {301,

Totale zulassige Ordnungen auf T" werden auch Termordungen genannt. Es folgen
nun einige wichtige Beispiele fiir diese Klasse von Ordnungen. Im Folgenden sei grad,, (1)
der Exponent der Variable z; im Term ¢.

Definition 2.1.2 Fin Term s heifit lexikographisch kleiner als ein weiterer Term
t beziiglich der Préizedenz x1 > ... > x,, falls es ein 1 < k < n g¢ibt, so daff fir alle
j <k gilt grad, (s) = grad, (1) und grad,, (s) < grad,,(?).

Definition 2.1.3 Fin Term s heifit 1ange-lexikographisch kleiner als ein weite-
rer Term t beziiglich der Prdzedenz x, > ... > x,, falls entweder Z?Zl gradzj(s) <
> -y grad, (1) oder >0 grad, (s) = > 7_, grad, (1), und es gibt ein 1 < k < n, so
dafs fiir alle j <k gilt grad,, (s) = grad, (¢) und grad,, (s) < grad,, ().

Definition 2.1.4 Fin Term s heifit umgekehrt-lange-lexikographisch kleiner
als ein weiterer Term t beziiglich der Prizedenz vy > ... > x,, falls entweder

> - grad, (s) <37 grad, (1) oder > 7, grad, (s)= )7, grad, (1), und es gibt ein
1 <k <n, sodaf fir alle j > k gilt grad, (s) = grad, (t) und grad,, (s) > grad,, ().

Es ist leicht zu zeigen, dafl diese Ordnungen tatsachlich Termordnungen sind. Im Fol-
genden sei > immer eine Termordnung auf T". Wir wollen zeigen, daf} eine solche
Ordnung wichtige Eigenschaften hat, die es erméglichen, eine terminierende Reduktion
fiir Polynome zu definieren. Hierzu schauen wir uns zuerst noch einmal den Teilbar-
keitsbegriff auf Termen etwas genauer an. Ein Term ¢; teilt einen Term ¢, genau dann,
wenn es einen Term ¢ gibt mit ¢; 0f = {5, Fiir Terme ¢, = .1‘211 coxirund t = 22l
in T" bedeutet dies, i; < j; fiir alle 1 <! < nund ¢t = 277" :x?n"_"“ Ist nun ein
Term ¢, ein Teiler von t,, so gilt fiir jede beliebige Termordung < immer ¢; < ¢5. Um
dies zu sehen, nehmen wir an, dafl die Aussage falsch sei. Da eine Termordung total
ist, muf also ¢; > {5 gelten. Da sicher auch ¢, > 1 gilt, erhalten wir fiir den Term ¢ mit
ti10t =1y

tiot>tqot>10t =t.

——

t2

Weiter folgt aus ¢ > 1 die Ungleichung {3 0t > {301 = ¢35, was im Widerspruch zu
ly > 1y 01 steht.

Eine weitere wichtige Eigenschaft von Termordnungen ist, daf} sie wohlfundiert sind,
d.h. es gibt keine unendlichen Ketten der Form ¢; > ¢, > ... von Termen ¢; aus T",
¢ € N. Diese Aussage kann mit Hilfe von Hilberts Basissatz fiir den Polynomring
K[z1,...2,] gezeigt werden, ist aber in der Literatur auch als Lemma von Dickson
bekannt.

Lemma 2.1.5 Fs sei S eine Teilmenge von T". Dann gibt es eine endliche Teilmenge
S" von S, so daf} jedes Element aus S einen Teiler in S" hal.
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Beweis :

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n. Fir T! = {2 | i € N} kann in S das
Element kleinsten Grades als Teilmenge S’ mit der gewiinschten Eigenschaft ausge-
zeichnet werden. Im Induktionsschritt n > 1 wéhlen wir einen beliebigen Term s aus
S, zB. s = z{"...z{*. Dann lassen sich alle weiteren Terme aus S, die nicht von s

geteilt werden, auf folgende Mengen aufteilen:
Tij=A{t[te S grad, ()=}

mit 1 <7 <nund 0 <5 <e — 1. Da alle Terme einer Menge T; ; nach Definition in
der Variablen z; denselben Exponenten haben, kann 7} ; auch als eine Teilmenge der
Termmenge T* ' ({zy,...,2i_1, Tit1,. .., 2, }) aufgefaBt werden. Somit kann jeweils die
Induktionshypothese angewandt werden, d.h. es existieren endlich Teilmengen 5; ; C

T; ; so daB jeder Term in 7T; ; von einem Term in S} ; geteilt wird. Die Menge

r !

S={stu |J s,
1<:<n
0<j<e;—1

ist somit eine endliche Teilmenge von S mit der gewiinschten Eigenschaft.

q.e.d.

Nun kénnen wir zeigen, dal Termordnungen wohlfundiert sind. Nehmen wir an, es gébe
eine unendliche absteigende Kette von Termen

ty >ty > ..., t; € T",1 € N.

Dann bilden diese Terme eine Menge S, fiir die nach dem Lemma von Dickson eine
endliche Teilmenge S’ = {t;,,..., ;. } mitt;, > ... > {;, existieren muB, so daf} zu jedem
Term t; ein Teiler ¢;, in S existiert, und es gilt ¢; > ¢;,. Ist obige Kette unendlich, so
gibt es fiir den Term ¢; 4, einen Teiler ¢;, in S, und es muf} gelten ¢, 41 > ¢;, im
Widerspruch zu ¢;, > t;, > 1, 41.

Termordnungen kénnen nun zu Partialordnungen auf den Polynomen fortgesetzt wer-
den. Hierzu fithren wir noch einige Begriffe ein. Fiir ein Polynom f = Zle a; - t;
mit a; € K\{0}, ¢, € T* und t; > ... > t; bezeichne HM(f) = ay - t; das Kopf-
monom bestehend aus Kopfkoeffizient HC(f) = a; und Kopfterm HT(f) = ¢;. Mit
RED(f) = Ef:z a; - t; bezeichnen wir den Rest des Polynoms, und T(f) = {t1,...,{}
ist die Menge der in f auftretenden Terme. Fiir das Nullpolynom definieren wir

HM(0) = HC(0) = HT(0) = RED(0) = 0.

Definition 2.1.6 Fs seien f und g Polynome und > eine Termordnung auf T". Diese
wird auf K[zy,...,z,] wie folgt zu einer Partialordnung fortgeselzt: Ist f nichl das
Nullpolynom, so gilt immer f > 0. Weiter gilt f > g genau dann, wenn HT(f) > HT(g)
oder HT(f) = HT(g) und RED(f) > RED(g).

Diese von der Termordnung induzierte Partialordnung auf Polynomen ist wiederum
wohlfundiert.
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Lemma 2.1.7 Die von einer Termordnung wie in Definition 2.1.6 beschrieben indu-

zierte Polynomordnung auf K|z,. .., z,] ist wohlfundiert.
Beweis :
Es sei > eine Partialordung auf Klzy,...,z,], die von einer Termordnung > auf T"

wie in Definition 2.1.6 beschrieben induziert wird. Wir nehmen an, diese Ordnung
sei aufl K[zy,...,z,] nicht wohlfundiert und zeigen, daB} dies einen Widerspruch zur
Wohlfundiertheit der entsprechenden Termordung auf T” impliziert.

Es sei also fo > fi > ... fr > ..., k € N, eine echte unendliche Kette in K[z, ..., z,].
Dann konnen wir rekursiv eine Folge von Paaren {{(tz,gr) | [ € N} | k € N} wie folgt
definieren:

Fir & = 0 sei to = min{HT(f;) | i« € N}. Weiter sei j € N der kleinste Index, so
daB HT(f;) = to. Dann gilt auch HT(f;4;) = to fiir alle [ € N und wir definieren
Joi = fj-l—l — HM(fj_H), d.h. HT(QOZ) < {p fir alle [ € N.

Analog setzen wir fiir & + 1, tg41 = min{HT(gw) | [ € N}. Es sei wieder j € N der
kleinste Index, so daB HT(gx;) = try1, d.h. HT(gr(j41)) = tiyq fiir alle [ € N. Weiter
setzen wir wieder g1y = gr(j+1) — HM(gr(j41)). Dann gilt:

1. Fir alle s € T(gg) gilt s < tg,

2. Fiir alle & € N ist ggo > gg1 > ... eine echte fallende Kette in K[z1,...,z,].

Insbesondere ist dann auch 5 > ¢; > ... eine echte fallende Kette in T” im Widerspruch
zur Wohlfundiertheit der Termordnung > auf T".
q.e.d.

Wir werden im Folgenden zeigen, wie Reduktion basierend auf Teilbarkeit von Termen
im Polynomring definiert werden kann.

Ubungen

1. Zeigen Sie, daB} die hier vorgestellten Ordungen auf Termen tatséchlich Termord-
nungen sind.

2. Zeigen Sie, daB es fiir T' = {z* | i € N} nur eine Termordnung gibt.

3. Zeigen Sie, daB fiir den Polynomring K|z, y] die lange-lexikographische und die
umgekehrt-lange-lexikographische Ordnung iibereinstimmen.

4. Gegeben seien Polynome fi,..., fr und g1,..., g aus K[zy,..., 2,]. Zeigen Sie,
dafl HT(Z:?Z1 Jixgi) < maxi<i<x{HT(f;)oHT(g;)}. Gilt hier sogar die Gleichheit?
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2.2 Polynomdivision in K|z, ..., z,]

In diesem Abschnitt wollen wir die Polynomdivision, die wir fiir den Polynomring
K[z] kennengelernt haben, verallgemeinern. In Abschnitt 1.4 haben wir gesehen, wie
ein Polynom f aus K[z] durch ein Polynom ¢ aus K[z]\{0} geteilt werden kann. Wie
haben festgestellt, daBl diese Division zwei eindeutige Polynome ¢ und r aus K|[z] liefert,
so daf sich f schreiben laft als f = ¢ * g + r, und entweder ist r = 0 oder aber
grad(r) < grad(g).

Unser Ziel ist es nun, ein Polynom f aus K[xzy,...,z,] durch Polynome ¢, ..., g; aus
K[z1,...,2,)\{0} zu dividieren in dem Sinne, dafl wir f ausdriicken wollen als Summe

f=q g+ ...+ q*xgp+r,

wobei q1,. .., qr,r wieder Polynome aus K[z, ..., z,] sind. An den Rest r werden wie-
derum bestimmte Bedingungen gekniipft werden. Diese Bedingungen werden adhnlich
wie im Falle von K[z] von der fiir den Polynomring gewdhlten Termordnung abhangen.

Die Grundidee fiir die Division ist ganz analog: Wir versuchen, den Kopf von f durch ein
geeignetes Vielfaches eines der Polynome gy, ..., gr zu eliminieren. Im Unterschied zu
K[z] werden wir jedoch nicht aufhéren, sobald der Kopfterm des Resultates nicht mehr
teilbar ist, sondern dann gegebenenfalls mit kleineren teilbaren Termen weitermachen,
um insgesamt zu erreichen, daf§ der so berechnete Rest nicht mehr weiter dividierbar
ist. Dies war fiir K[z] nicht notig, da dort die Dividierbarkeit eines kleineren Termes
sofort auch die Dividierbarkeit des Kopftermes impliziert.

Zuerst wollen wir uns dieses Vorgehen an einem Beispiel verdeutlichen. Wir betrachten
Polynome aus Q[z, y] und wéahlen als Termordnung die von z > y induzierte lexikogra-
phische Ordnung.

Es seien also f = zy? + y* und ¢; = 2y — 1, g = y*> — 1 unsere Polynome aus Q|z, y].
Dann erhalten wir fiir die Division von f mit ¢; erst einmal

ry? 4+ y? corzy—1 = y.
- (zy* — )
v+ oy

Fiir die Division von des Restes y? + y mit g, erhalten wir

v o+ oy y'—1 =1
- (¥ -1
y + 1

Da y 4+ 1 weder durch ¢g; noch durch ¢ teilbar ist, erhalten wir also

f=y*a+g+(y+1).
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Auf der anderen Seite dividiert natiirlich auch g, unser Polynom f, da HT(gy) = y?

und HT(f) = zy®. In diesem Falle erhalten wir

:va + y2 : y2—1::1:.
— (zy® — 1)
T —+ y2

Der Kopf dieses Restes ist  und somit weder durch HT(g1) noch durch HT(g3) teilbar.
Da wir jedoch als Bedingung an unseren Rest auf jeden Fall fordern wollen, dafl kein
in ihm vorkommender Term mit den Polynomen g, ..., g; dividierbar ist, miissen wir
uns auch den Term y? anschauen. Es zeigt sich, daf} dieser Term von HT(g,) geteilt
wird und wir erhalten

r + y? oyr -1 = 1.
- -1
z 4+ 1

x + 1 ist nun nicht mehr mit g; oder g, teilbar. So erhalten wir nun eine zweite, von
unserer ersten verschiedene, Darstellung von f, ndmlich

f=0xg +(x+1)*g+ (x4 1).

Dieses Beispiel zeigt uns, daB im Gegensatz zu der Division mit Rest in K[z] bei
einer Division von f mit Polynomen ¢y, ..., g; aus K[zy,...,z,] weder die Polynome
g1, --.,qr noch der Rest r eindeutig sein miissen. Dennoch 1at sich dhnlich zu Satz
1.4.1 formulieren:

Satz 2.2.1 FKsseien f,q1,...,gr Polynome aus K|z, ..., z,] und < eine Termordnung
auf T". Dann kann man f schreiben als

f=qa*g+. ... ta*rg+r
mit Polynomen qi,...,qe, 1 aus Klz1,...,2,], so daff r =0 oder kein Term in rdurch
HT(g1),...,HT(gx) teilbar ist. Weiterhin gilt fir alle 1 < 1 < k, falls ¢; * g; # 0,
HT(f) > HT(qi * gi).

Wir haben schon gesehen, dal der Rest r nicht eindeutig sein muf. In K[z] konnte
Division mit Rest benutzt werden, um das Enthaltenseinproblem fiir Ideale zu l6sen.
Es stellt sich nun die Frage, ob hier Ahnliches erwartet werden kann.

Gilt r = 0 so folgt direkt

f=a* g+ ...+ @*g €{(g1,..., %)

Leider ist dies jedoch nur eine hinreichende Bedingung, wie folgendes Beispiel zeigt.
Wir betrachten die Polynome f = 2y?> — x und ¢; = zy — 1, g = y* — 1 aus Q|z,y].
Dann erhalten wir zwei verschiedene Darstellungen von f, namlich

f=y*g+0%g+(—z+y)
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und

f=0%xg; +x%gy+0.

Somit liegt f in dem Ideal (g1, ¢g2), hat jedoch nicht nur Darstellungen der gewiinschten
Form mit Rest Null. Wir werden im Folgenden sehen, daf} fiir bestimmte Polynommen-
gen r = 0 auch eine notwendige Bedingung fiir das Enthaltensein in einem Ideal sein
wird. Dazu fithren wir im néchsten Abschnitt den Begriff der Reduktion fiir den Poly-
nomring Kz, ..., z,] ein.

Ubungen

1. Formulieren Sie analog zu Euklids Algorithmus einen Divisionsalgorithmus fiir

Klzy,... 2]

2.3 Reduktion und Normalformen

Die Kernidee von Buchbergers Algorithmus ist der Einsatz von Polynomen als Regeln
zur Reduktion. Ein Polynom f wird beziiglich der gewé&hlten Termordnung aufgespalten
in das Kopfmonom und den Rest. Die so erhaltene Regel ,, Kopfterm — - Rest” kann
dann wie folgt zur Reduktion benutzt werden.

Definition 2.3.1 FEs seien [ und p Polynome in K[z, ..., z,]. Wir sagen f reduziert
p an einem Monom «-¢ in p in einem Schritt, falls der Kopfterm HT(f) den Term
t teilt. Wir schreiben dann

p—p—(a-HC(f)™") - fxs

wobei HT(f) o s = t. f reduziert p, falls es ein Monom in p g¢ibt, so daf§ diese
Bedingung erfillt ist. Reduktion beziglich einer Menge von Polynomen F ist definiert,
falls es ein f in I gibt, welches p reduziert, und wir schreiben p — .

Assoziiert man zu einer Menge von Polynomen F die Termmenge HT(F') = {HT(f) |
f € F}, so beschreibt die Menge R(F) = {tos |t € HT(F),s € T"} gerade die Menge
der Terme, die mit einem Polynom aus F' reduzibel sind!. Enthélt ein Polynom keinen
Term aus dieser Menge, so heifit es beziiglich F' irreduzibel. Da unsere Partialordnung
auf Polynomen eine Erweiterung unserer Termordnung ist und diese zuléssig und wohl-
fundiert ist, sind Reduktionsschritte wie oben definiert verkleinernd. Fiir p — ¢ gilt
p > ¢, und es kann keine unendlichen Reduktionsketten geben.

Mit — bezeichnen wir den reflexiv transitiven AbschluB der Reduktion —, und
eine Normalform eines Polynoms f ist ein Polynom f, welches beziiglich F' irreduzibel
ist und fiir das f — f gilt. Folgender Algorithmus zeigt auf, wie solche Normalformen
berechnet werden kénnen.

!Diese Menge wird auch hiufig als das von HT(F) erzeugte Termideal in T™ bezeichnet.
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NORMALFORM

Eingabe: Ein Polynom [ und eine endliche Polynommenge F' aus K[z, ..., z,].
Ausgabe: h eine Normalform von f beziiglich F'.

h:=F;
while R(F)NT(h) # 0 do

wahle g aus F' mit R(g) N T(h) # 0;

reduziere h mit g und weise das Frgebnis h zu;
endwhile

Dieser Algorithmus terminiert immer, da Polynomreduktion noethersch ist. Er ist je-
doch nicht-deterministisch, da die Wahl von ¢ und die Wahl des zu reduzierenden
Monoms in A frei sind. Fiir Implementierungen kénnen hier verschiedene Auswahlstra-
tegien benutzt werden. Den Spezialfall der Kopfreduktion haben wir schon fiir den Fall
K[z] im vorherigen Kapitel kennengelernt. Im Allgemeinen kénnen verschiedene Nor-
malformen eines Polynoms beziiglich Reduktion mit einer Polynommenge existieren.

Betrachten wir als Beispiel noch einmal die Polynome f = zy* + y? und ¢; = zy — 1,
g2 = y* — 1 aus Qx,y| mit lexikographischer Ordnung und Prizedenz z > y. Dann
kénnen wir einmal f zuerst am Kopf mit g; und dann am Kopf mit ¢g; reduzieren und
erhalten

f—= ¥ +y—,y+ 1

Reduziert man hingegen f zuerst mit g, so erhélt man
f—>g2x—|—y2—>g2x+1.

Wiinschenswert wire natiirlich, da Normalformen von Polynomen eindeutig sind. Dies
ist, wie unser Beispiel zeigt, fiir beliebige Mengen von Polynomen nicht zu erwarten.
Daher kénnen wir in diesem Rahmen nun eine erste normalformbasierte Definition
von Grébnerbasen geben: Eine endliche Menge (G von Polynomen heifit Grobnerba-
sis (des Ideals (7)) genau dann, wenn fiir jedes Polynom f aus K[zy,...,z,] genau
eine Normalform (unabhéngig von der Reduktionsstrategie) beziiglich Reduktion mit
Polynomen aus (& existiert. Im néchsten Abschnitt werden wir diese Basen genauer
kennenlernen. Nun wollen wir zum Abschlufl noch einige niitzliche Eigenschaften der
hier vorgestellten Reduktion sammeln.

Lemma 2.3.2 FEs seien f, g und h Polynome und F' eine endliche Menge von Poly-
nomen aus K[zq,..., z,].

1. Falls f — g—ph, so existieren Polynome f' und ¢ in K[z1,...,z,], so daff
f==rf g—pg undh=f—4g.

2. Ist 0 eine Normalform von f — g beziiglich I, so existiert ein Polynom h aus
K[z1,...,%,], so daf8 f —s,h und g . h.
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3. [ <, g genau dann, wenn f und g in der gleichen Aquivalenzklasse modulo (F)
liegen.

4. [ =550 impliziert a - f ¥ s —, 0 fiir alle a € K und s € T".
Punkt 2 wird in der Literatur haufig als Translationslemma bezeichnet und gibt eine
hinreichende Bedingung fiir Konfluenz der Reduktion — 5 an. Punkt 3 zeigt auf, daB3
unsere Reduktion gerade die vom Ideal (F') erzeugte Kongruenz beschreibt. Daher kann

Reduktion im Zusammenhang mit Grobnerbasen spéater wirkungsvoll fiir das Losen
idealtheoretischer Probleme eingesetzt werden.

Ubungen

1. Zeigen Sie, daB es beziiglich einer nichtleeren Polynommenge F' aus K[z1,. .., z,]
keine unendlichen Reduktionsketten geben kann.

2. Beweisen Sie die Aussagen aus Lemma 2.3.2.

3. Zeigen Sie, daB fiir Polynome f, g und Polynommengen F' aus K[zq,..., z,] und
Terme s gilt:

(a) Falls f € F,so f+g—0.
(b) Falls f 55 g, 50 [ *5—pg*s.

4. Zeigen Sie, daB firr Polynome f, g, h, r, s und Polynommengen F aus K[z1, ..., z,]
folgendes nicht mehr gelten mufl:

(a) Falls fl>F7“ und gi>Fs, &) f—l—gi>Fr + s.

(b) Falls fl>Fr und gl>Fs, S0 f*gLFr * 5.

(c) Falls f + gl>F h, fl>F7“ und gLF s, wobei h,r und s beziiglich F
reduziert sind, so r + s = h.

5. Essei F'={fi,..., fr} eine Teilmenge von K[z, ..., z,]\{0} und f ein Polynom
mit [ = Ele hi % f; mit HT(f) = maxi<i<xp{HT(h; * fi)}. Zeigen Sie, daB dies
nicht f LFO impliziert.

2.4 Grobnerbasen und ihre Charakterisierungen

Grobnerbasen werden in der Literatur auf verschiedene Arten motiviert, definiert und
charakterisiert. Hier soll nun ein kurzer Uberblick gegeben und die Aquivalenz der
Charakterisierungen gezeigt werden. Im Folgenden sei G immer eine endliche Menge
von Polynomen aus K[zy,...,z,]. Eine erste Charakterisierung hatten wir bereits im
letzten Abschnitt kennengelernt.
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Charakterisierung 1: (Eindeutige Normalformen)
G heifit Grobnerbasis (des Ideals (G)) genau dann, wenn fiir jedes Polynom f aus
K[z1,...,2,] genau eine Normalform beziiglich G existiert.

Eine auf den ersten Blick sehr einfache Charakterisierung, hinter der sich jedoch auch
wieder die Beschreibung der mit einer Polynommenge reduziblen Terme verbirgt, erhélt
man durch das von den Kopftermen erzeugte sogenannte Termideal.

Charakterisierung 2: (Kopfterme)
(¢ heiBt Grobnerbasis (des Ideals () genau dann, wenn HT((G)\{0}) = {tos |t €
HT(G),s € T*}.

Die nachste Charakterisierung verallgemeinert die Charakterisierung iiber die Kopfter-
me insoweit, als sie eine Beschreibung der Idealelemente durch besondere Linearkombi-
nationen gewihrleistet. Solche Basen heiflen in der Literatur Standardbasen und sind
aquivalent zu Groébnerbasen.

Charakterisierung 3: (Standardbasis)

(i heifit Grobnerbasis (des Ideals (G)) genau dann, wenn jedes Polynom f aus (G) eine
Reprasentation der Gestalt f = Zle a; - g; * s; hat mit a; € K, g; € G, s; € T” und
HT(gi * s;) < HT(f) fiir alle 1 < <kE.

Ebenfalls iiber die Idealelemente aber mittels Reduktion erfolgt die nachste Charakte-
risierung.

Charakterisierung 4: (Idealbeschreibung)
( heit Grobnerbasis (des Ideals () genau dann, wenn fiir alle f aus (&) gilt f —4 0.

Im Kontext der Ersetzungssysteme lassen sich Grobnerbasen iiber den Begriff der Kon-
fluenz beschreiben.

Charakterisierung 5: (Konfluenz)
G heifit Grébnerbasis (des Ideals (G)) genau dann, wenn ¢, die Idealkongruenz
beschreibt und — konfluent ist.

Die Forderung, dafl die Reduktionsrelation auch die Idealkongruenz beschreibt, ist in
unserem Fall trivial (vergleiche Lemma 2.3.2). Benutzt man jedoch andere Definitionen
von Reduktion, so muf} diese Eigenschaft hinzugenommen werden.

Alle bisherigen Charakterisierungen von Grébnerbasen sind nicht konstruktiv und
ermoglichen weder einen effektiven Test der Eigenschaften noch eine Berechnung der
Groébnerbasen. Dies soll nun durch eine Methode, die wir bei der Beschreibung von Re-
duktionssystemen kennengelernt haben, geschehen. Wir erinnern uns, daf} fiir noether-
sche Reduktionsrelationen ein Konfluenztest auf einen Test der lokalen Konfluenz re-
duziert werden kann. Also fragen wir uns, welche Situationen fiir einen solchen Test
untersucht werden miissen. Wann kénnen zwei Polynome f und ¢ zur Reduktion eines
Polynomes p eingesetzt werden? Eine erste Antwort ist, wenn HT(f) und HT(g) beide
einen Term aus T(p) teilen.

Man sieht jedoch sofort, dafl, wenn dies zwei verschiedene Terme sind, wir diese beiden
Reduktionen wieder zusammenfithren kénnen. Wir nehmen an p reduziere sich an einem
Monom a; - ¢; mit f zu p1 = p—a; - HC(f)™ - f * s; und an einem anderen Monom
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az -ty mit g zu pp = p —ay - HC(g)™' - g * s, und 0.B.d.A. t; > ¢5. Dann ist sicherlich
ay - t; ein Monom in py und wir kénnen py; mit f zu

q = ps—ar-HC(f)™" - fxs
= p—az-HC(g)™ - g* sy —ar - HC(f)™ - [+ s

reduzieren. Ist nun auch ay - ¢3 ein Monom in py, so sind wir fertig, da p; dann mit g
zu g reduzibel ist. Es bleibt also der Fall, dal a; - 5 kein Monom in p; mehr ist. Wir
unterscheiden dann, ob in p; kein Monom mit Term ¢, mehr vorkommt oder ob #5 in
p1 den Koeffizienten b # ay hat. In diesen beiden Féllen enthélt das Polynom ¢ wieder
den Term 5 nur jetzt mit Koeffizienten —a, beziehungsweise b — ay, denn es gilt auch
q=p1 —ay-HC(g)™" - g* sz, und man sieht sofort, daff ¢ sich mit g reduzieren 148t und
zwar im Fall t, € T(py) zu

q—(—az) - HC(g)™" - g*s2 = p1—az-HC(g)™ - g*sy+az-HC(g)™" - g *s2
und falls ¢, in p; den Koeffizienten b hat zu

q—(b—a)-HC(g)™" -g*sa = p1—az-HC(g)™" - g*sy —(b—az)-HC(g)™" - g * s
= p1— b HC(g)_l '9*82'

Im ersten Fall sind wir fertig und im zweiten Fall miissen wir noch p; mit ¢ am Monom
b-ty zu py —b-HC(g)™" - g * sy reduzieren. Somit sind auch in allen diesen Féllen die
Reduktionen zusammenfiihrbar.

Kritisch wird es nur, wenn beide Polynome zur Reduktion desselben Terms benutzt
werden. Es stellt sich also die Frage, welche Terme von zwei Polynome gleichzeitig
reduziert werden kénnen. Fiir zwei Terme ¢; = 2% ... zi» und t, = 27" ... 2/ ist das
kleinste gemeinesame Vielfache definiert als kgV(¢1,15) = :L'Ilnax{“’]l} o matidnd Dann
gilt, daf fiir jeden Term ¢, der sowohl von ¢; als auch von ¢, geteilt wird, auch kgV(¢, 1)
ein Teiler ist. Buchberger zeigte, daf gerade dies die Terme sind, die zu den Situationen

fithren, die fiir einen Test auf lokale Konfluenz untersucht werden miissen.

Definition 2.4.1 FEs seien [ und g zwei Polynome aus K[z, ...,2,]\{0} und s, s5
zwei Terme, so daff kgV(HT(f),HT(g)) = HT(f)os1 = HT(g)oss. Dann wird folgendes
Polynom

spol(f,g) = HC(f)™" - f s, —HC(g9)™" - g * 59

als s-Polynom zu f und g bezeichnet.

Diese Polynome kénnen nun benutzt werden, um Grébnerbasen in Polynomringen kon-
struktiv zu charakterisieren und erméglichen es, fiir eine endliche Menge von Polynomen
zu testen, ob diese eine Grébnerbasis ist.

Charakterisierung 6: (Buchberger)

G heifit Grobnerbasis (des Ideals (G)) genau dann, wenn fiir alle f und g aus G
spol(f,g) —+ 0.

Wir zeigen nun, daf die hier vorgestellten Charakterisierungen von Grébnerbasen dqui-
valent sind.
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Satz 2.4.2 Fir eine endliche Menge von Polynomen G aus K[zq,...,z,]| sind dqui-
valent:

1. Jedes Polynom [ in K[z1,...,z,] hat eine eindeutige Normalform beziiglich Re-
duktion mit Polynomen aus G unabhdingig von der gewdhlten Reduktionsstrategie.

HT((G)\{0}) ={tos |t e HT(G),s € T"}.
Fiir alle f und g aus G, f # g, gilt spol(f,g) —40.

e erfaft die Idealkongruenz von (G), und — ist konfluent.

St

Jedes [ aus (G) hat eine Darstellung der Form f = Zle a; - g; % s; mit a; € K,
g € G, s, €T, und HT (g; % s;) < HT(f) fiir alle 1 <1 <k.

6. Fir alle f aus (G) gilt f—40.

Beweis :

1l =2

Nach Lemma 2.3.2 beschreibt die Reduktion — die Idealkongruenz von (), d.h. es
gilt f < =, g genau dann, wenn f und g in der gleichen Aquivalenzklasse modulo (G)
liegen. Da insbhesondere 0 in (G) liegt, gilt fiir jedes f aus (), f <, 0. Wir zeigen,
daB dies f 5,0 impliziert durch Induktion nach n mit f<“=,0. Ist n = 1 so folgt
[ —¢ 0 aus der Tatsache, dal f <+ 0 und 0 irreduzibel ist. Sei also f +— 4 ¢ (SG 0.
Dann impliziert die Induktionshypothese g —, 0. Gilt f —s g so sind wir fertig. Gilt
jedoch g — f, so muB 0 auch Normalform von f sein, da 0 eine Normalform von g¢
war und diese eindeutig ist laut Vorausetzung. Insbesondere gilt dann auch, daf} jedes
Polynom des Ideals mit Reduktionen, die zuerst immer den Kopfterm reduzieren, nach
Null reduzibel sein muf. Daher folgt HT((G)\{0}) C {tos |t € HT(G),s € T"*}. Die
Umkehrung gilt sofort, da fiir alle s € T*, g * s im Ideal (G) liegen muf.

2= 3:

Die Tatsachen, daB jeder Kopfterm eines Polynoms aus dem Ideal (G) zu den mit GG
reduziblen Termen gehort und dafl die Reduktion eines Polynoms des Ideals wieder zu
einem Polynom des Ideals fiithrt, implizieren, daf jedes Polynom des Ideals sich zu Null
reduzieren 14Bt. Da insbesondere fiir f und g aus G das s-Polynom im Ideal (G) liegt,
gilt die Behauptung.

3 = 4

Daf} die Reduktion die Idealkongruenz erfafit, folgt aus Lemma 2.3.2. Um Konfluenz
zu zeigen, reicht es, lokale Konfluenz auf Termen zu zeigen, da Reduktion eines Poly-
noms an verschiedenen Termen immer aufgelost werden kann. Weiterhin ist ein Term,
der mit zwei verschiedenen Polynomen f und ¢ reduzibel ist, ein Termvielfaches des
kgV(HT(f),HT(g)). Es ist also Konfluenz fiir den Term ¢ = kgV(HT(f),HT(g)) 0 s =
HT(f) o s1 = HT(g) o s2 nachzuweisen. Dann gilt

t—>ft—HC(f)_1 - f* sy undt—>gt—HC(g)_1-g*82.
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Weiter erhalten wir

—(t=HC())™" - [*s1) + (L —HC(g)™" - g * s2)
= HC(f)™" - f*s —HC(g)™" - g*s2
= spol(f,g) *s.

Aus spol(f, g) —s 0 folgt spol( f, g)*s — 0, und somit sind die Polynome ¢ —HC(f)~"-
fxsyund t —HC(g)™! - g * s, zusammenfiihrbar (vergleiche die Resulate von Lemma
2.3.2).

4 =5

Aus der Konfluenz der Reduktion und der Existenz der Null als Normalform der Ele-
mente aus dem Ideal folgt, dafl jedes f aus () zu Null reduzibel ist, und man kann
sich als Strategie auf Reduktionen am Kopf der Polynome zuriickziehen. Diese Form
der Reduktion impliziert direkt eine Darstellung der Form f = Zle a; - g; % 8; mit
a, €K, g€ G, s, € T" und HT(g; * s;) < HT(f) fiir alle 1 < < k.

5= 6:

Dies folgt unmittelbar aus der Darstellung der Idealelemente, da der jeweilige Kopfterm
immer einen Kopfterm eines Polynoms aus (G als Teiler hat und somit jedes Polynom
im Ideal aufler der Null am Kopf reduzibel sein mufl. Somit kann nur Null eine Nor-
malform fiir Idealelemente sein.

6 = 1:

Nehmen wir an, ein Polynom f habe zwei verschiedene Normalformen f; und f;
beziiglich G. Dann liegt f; — f» in dem von G erzeugten Ideal, da f—> f; und
[ 5 f2 fL &= [, impliziert. Dann folgt jedoch aus fi # f, daB fi — fo —50
und nach Lemma 2.3.2 die Existenz eines Polynoms h, so daB f; ==, h und f, —,h
gelten mufl im Widerspruch zu der Tatsache, dafl f; und f; beide in Normalform sein
sollen.

q.e.d.

Ubungen

1. Es sei GG eine Grobnerbasis und f, g Polynome in K[z, ..., z,], wobei g beziiglich
G reduziert ist. Zeigen Sie, daB f — g € (G impliziert [ — g.

2. Es seien G und G’ zwei Grobnerbasen desselben Ideals beziiglich einer Termord-
nung und f ein Polynom aus K[z, ..., z,]. Zeigen Sie, daB fir die Normalformen
g beziehungsweise ¢’ von f beziiglich G beziehungsweise G’ gilt: g = ¢'.
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2.5 Buchbergers Algorithmus

Wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben, liefert Buchbergers Charakterisierung
der Grébnerbasen iiber s-Polynome einen konstruktiven Zugang zu ihrer Berechnung.
Im Prinzip findet eine Vervollstdndigung einer Reduktionsrelation statt. Fiir eine end-
liche Basis eines Ideals wird ein Test auf lokale Konfluenz durchgefiihrt, und falls die
Basis noch nicht lokal konfluent ist, wird sie so lange transformiert, bis wir unser Ziel
erreicht haben.

BUCHBERGERS ALGORITHMUS

Eingabe:  Eine endliche Menge von Polynomen F aus K[zq,...,z,].
Ausgabe: Eine Grobnerbasis G von (F).
G:=F;

while B # ) do

wahle ein Paar (f,g) aus B;

Bi= B\{(f.g)}

h = spol(f, g);

h := NORMALFORM(h, (i);

if A # 0 then
Bi=BU{(f.h)| f € G}:
G :=GU{h};

endif

endwhile

Setzt man voraus, daBl bei der Auswahl von Paaren aus der Menge B eine faire Strategie
benutzt wird, d.h. jedes Paar, welches in die Menge eingefiigt wird, wird auch zu einem
bestimmten Zeitpunkt zur s-Polynombildung herangezogen, so wird deutlich, daf} dieser
Prozefl eine Grobnerbasis aufzihlt.

Satz 2.5.1 Dieser Algorithmus ist total korrekt.

Beweis :

Falls dieser Algorithmus terminiert, so berechnet er eine Menge von Polynomen G mit
F C G und (F) = (G). Weiterhin gilt fiir alle Polynome f, g in G, spol(f, g) —+ 0, und
somit ist G nach Buchbergers Charakterisierung eine Grobnerbasis. Es bleibt also, die
Terminierung zu zeigen. Dies kann mittels Dicksons Lemma geschehen. Betrachtet man
namlich die Menge HT({(F)\{0}), so ist dies eine (unendliche) Teilmenge von Termen
aus T". Diese enthilt nun eine endliche Teilmenge S, so daf} jeder Kopfterm eines
Polynoms aus dem Ideal (F') von einem Term aus S geteilt wird. Da unser Algorithmus
eine Grobnerbasis erzeugt, wissen wir, daf es fiir jeden Term s aus S irgendwann ein
Polynom g¢; in G geben wird, dessen Kopfterm s teilt. Wenn nun die Menge G zu

einem Zeitpunkt zu jedem s in S ein solches Polynom g, enthélt, so wird von diesem
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Zeitpunkt an kein weiteres Polynom mehr in G aufgenommen. Dies folgt daraus, dafl
die gebildeten s-Polynome Elemente des Ideals (F') sind und somit sowohl ihr Kopfterm
als auch alle Kopfterme der durch Reduktion mit G entstehenden Folgepolynome von
einem Term in S geteilt werden und somit wieder mit G reduzibel sein miissen. Somit
muf} ihre Normalform beziiglich G Null sein. Dann wird jedoch auch die Menge B nur
noch verkleinert, d.h. der Algorithmus wird terminieren.

q.e.d.

Zur Hlustration des Vorgehens des Algorithmus ein Beispiel.

Wir berechnen die Grébnerbasis des Ideals, das von den Polynomen f; = 2%y +2 -z
und fo = y* +x aus QJz,y] erzeugt wird. Dabei setzen wir als Termordnung die linge-
lexikographische Ordnung induziert von x > y voraus. Wir erhalten:

G={fi, [}

B = {(f1, f2)}; (das symmetrische Paar (f3, fi) fithrt zum s-Polynom spol( fs, fi) =
—spol( f1, f2) und kann daher vernachlassigt werden, ebenso wie s-Polynome von Paaren
(/. 1))

Fiir das Paar (f1, f2) bestimmen wir das s-Polynom % := (z%y+2-2)+y—(y* +z)*z* =
—z% + 2 - 2y, welches beziiglich G irreduzibel ist.

Wir erhalten nun:

G:=GU{-2>+2 zy};

B i= {(fi =2+ 2 ay), (fo—2® 42 2y}

Fiir das Paar (f1, —2® 4+ 2 - zy) bestimmen wir das s-Polynom h = (2?y +2-z)*x z —
(2> —2-2y)*y =2 xy* + 2 - 22, welches sich mit f, aus G zu Null reduziert.

Fiir das Paar (fy, —2® 4+ 2 zy) bestimmen wir das s-Polynom h = (y* + ) * 2° — (2 —
2 zy)*y* = a2+ 2 - zy>, welches sich mit f, und 23 — 2 - zy zu Null reduzieren 148t.
Somit ist B leer, und wir erhalten die Grébnerbasis G = {z?y+2-z,y*+x, 2 —2-zy}.

Ebenso ist jedoch die Menge {z?y+2-z,y* 4+, 2> -2 -2y, 2*+2-2y°} eine Grobnerbasis
des Ideals (), und wir sehen, daB} Grobnerbasen im Allgemeinen nicht eindeutig sein
miissen. Im nachsten Abschnitt werden wir Bedingungen fiir die Eindeutigkeit solcher
Basen liefern.

Ubungen

1. Berechnen Sie die Grobnerbasis des von 2-zy? +3-z+4-y?> und y> — 2 -y — 2
in Q[z,y] erzeugten Ideals beziiglich

(a) der von x > y induzierten lexikographischen Termordnung,

(b) der von z > y induzierten lange-lexikographischen Termordnung,.

2. Zeigen Sie, wie die Schritte des Euklid’schen Algorithmus zu Buchbergers Algo-
rithmus korrespondieren (vergleiche Abschnitt 1.4).

3. Zeigen Sie, wie die Schritte der GauB-Elimination zu Buchbergers Algorithmus
korrespondieren (vergleiche Abschnitt 1.3).
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4. Es sei F' eine endliche Menge von Polynomen in K|zy,...z,]|, deren Elemente
Differenzen zweier Terme sind, d.h. von der Gestalt s — ¢ oder —s + ¢ mit s,1 €
T". Zeigen Sie, daB beziiglich jeder Termordnung das von F' erzeugte Ideal eine
Grobnerbasis hat, deren Elemente wiederum nur Polynome sind, die Differenzen
zweier Terme sind.

2.6 Reduzierte Grobnerbasen

Buchbergers Algorithmus berechnet fiir eine Menge von Polynomen F' eine Grébner-
basis des Ideals (F'). Da jedoch sowohl die Wahl des néchsten zu bearbeitenden Paares
aus der Menge B als auch die Normalformberechnung nicht festgelegt sind, ist die re-
sultierende Basis im Allgemeinen nicht eindeutig. Daher fithren wir hier den Begriff
der reduzierten Basen ein.

Definition 2.6.1 Fine Menge von Polynomen heifit reduziert, falls kein Polynom in
der Menge von den anderen Polynomen der Menge reduziert werden kann.

Groébnerbasen haben nun folgende wichtige Eigenschaft, die es erlaubt, aus einer
Groébnerbasis eine reduzierte Grobnerbasis des gleichen Ideals zu berechnen.

Lemma 2.6.2 Fs sei (G eine Grobnerbasis, und fir zwei verschiedene Polynome f
und g aus G gelte f— h. Dann ist die Menge G' := (G\{f}) U {h} wieder eine

Grobnerbasis von ().

Lemma 2.6.3 FEs sei G eine Grobnerbasis, und fiir zwet verschiedene Polynome f und
g aus G gelte, dafy der Kopfterm HT(f) den Kopfterm HT(g) teilt. Dann ist die Menge
G':= G\{g} bereils eine Grobnerbasis von (G).

Die Giiltigkeit beider Lemmata folgt sofort, wenn man sich an die Charakterisierung
von Grobnerbasen iiber die Kopfterme des Ideals erinnert. Es gilt ndmlich in beiden

Féllen,
HT((G)\{0}) ={tos |t e HT(G'),s e T"}.

Somit kann aus einer beliebigen Grébnerbasis durch Reduktion eine reduzierte
Grébnerbasis berechnet werden. Reduzierte Grébnerbasen sind eindeutig, wenn man
zusatzlich verlangt, dafl die Polynome monisch sind, d.h. auf 1 normierte Kopfkoeffizi-
enten haben.

Satz 2.6.4 Jedes Ideal in K[zy,...,x,] hal eine eindeulige normierte reduzierte
Grobnerbasis (beziiglich der gewdhlten Termordnung).

Beweis :
0.B.d.A. nehmen wir an, das Ideal sei nicht trivial. Die Existenz reduzierter Grébner-

basen folgt aus Hilberts Basissatz (Satz 1.1.2) und den vorherigen Lemmata, und ihre
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Normierung erfolgt durch Multiplikation mit dem Inversen des respektiven Kopfko-
effizienten. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, es gidbe zwei normierte
reduzierte Grobnerbasen G und H des Ideals. Da GG # H gelten soll, gibt es ein A,
welches 0.B.d.A in H\G liegt. Da G auch eine Grobnerbasis des gleichen Ideals ist,
muf es ein Polynom ¢ in (G geben, dessen Kopfterm HT(g) den Kopfterm HT(h) teilt.
Da dann auch H wiederum ein Polynom enthalten muf}, dessen Kopfterm den Term
HT(g) teilt und H reduziert ist, mul HT(g) = HT (k) gelten. Da beide Mengen zusétz-
lich normiert sind, wissen wir, daB der Kopfterm des Polynoms g — h kleiner als HT (k)
ist. Gleichzeitig impliziert ¢ # h ¢ — h # 0, und da g — h wieder im Ideal () liegt,
gibt es Polynome sowohl in GG als auch in H, welche g — h reduzieren. Dies impliziert
jedoch, dafl entweder ¢ mit G oder h mit H reduzibel sein muf}, im Widerspruch zu
der Annahme, dafl beide Basen reduziert waren.

q.e.d.

Ubungen

1. Modifizieren Sie Buchbergers Algorithmus so, dafl er normierte reduzierte
Groébnerbasen berechnet.

2. Ersetzen Sie in Lemma 2.6.2 und Lemma 2.6.3 den Begriff , Grobnerbasis” durch
»ldealbasis”. Gelten die Aussagen immer noch?

3. Zeigen Sie: Sind zwei Polynommengen G und H reduzierte Grobnerbasen dessel-

ben Ideals so gilt |G| = |H| und HT(G) = HT(H).
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Kapitel 3

Anwendungen von Grobnerbasen

Der Worte sind genug gewechselt!
laBt mich auch endlich Taten seh’n!

(GO0ETHE

3.1 Einfache Folgerungen

Aus den verschiedenartigen Charakterisierungen von Grobnerbasen, die wir im vor-
herigen Kapitel kennengelernt haben, lassen sich Eigenschaften ableiten, die direkte

Losungen fiir idealtheoretische Probleme in K[z, ..., z,] liefern.
GLEICHHEITSPROBLEM
Gegeben: Zwei endliche Idealbasen F und G aus K[z1,...,2,].
Frage: Gilt (F) = (G)?

Vorgehen: 1. Bestimme fiir die Ideale (F') und (G) normierte reduzierte Grobner-
basen F’ und G'.
2. Es gilt (F) = (G) genau dann, wenn F’' = (.

Ein eng verwandtes Problem erhalt man, wenn man im Gleichheitsproblem fiir zwei

Ideale eines der Ideale als trivial, d.h. als gesamt K[z, ..., z,], annimmt.
TRIVIALITATSPROBLEM

Gegeben: Eine endliche Idealbasis F' aus K[zy, ..., x,].

Frage: Ist (F)=(1) =K[z1,...,2,]7

Vorgehen: 1. Bestimme die normierte reduzierte Grobnerbasis F’ von (F').

Es gilt (F) = (1) genau dann, wenn F' = {1}.

Alternativ kann man auch eine beliebige Grobnerbasis F’ von (F') bestimmen und
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testen, ob sich 1 mit " zu Null reduzieren 148t. Dies ist genau dann der Fall, wenn F”

ein Element aus K\{0} enthélt.

UNTERIDEALPROBLEM
Gegeben: Zwei endliche Idealbasen F' und GG aus K[zq,...,z,].
Frage: Gilt (F) C(G)?

Vorgehen: 1. Bestimme fiir das Ideal () eine Grobnerbasis G.
2. Es gilt (F) C (G) genau dann, wenn jedes Polynom aus F sich
beziiglich G' nach Null reduzieren 1a8t.

Dieses Vorgehen kann natiirlich auch benutzt werden, um das Gleichheitsproblem fiir
Ideale mittels beliebiger Grobnerbasen der Ideale zu l6sen, da gilt (F) = (G) genau
dann, wenn (F) C (G) und (G) C (F).

Eines der wichtigsten Probleme fiir Ideale ist die Frage, ob ein Polynom in einem
gegebenen Ideal liegt.

ENTHALTENSEINSPROBLEM

Gegeben: Eine endliche Idealbasis F' und ein Polynom f aus K[zq,...,z,].
Frage: Gilt f e (F)?

Vorgehen: 1. Bestimme eine Grébnerbasis F’ von (F').
Es gilt f € (F) genau dann, wenn f sich mit F’ zu Null reduzieren
1aBt.

Eng verwandt mit diesem Problem ist die Frage nach der Darstellung eines Idealele-
mentes beziiglich einer gegebenen Idealbasis. Besonders einfach ist die Antwort, wenn
die Idealbasis eine Grobnerbasis ist.

DARSTELLUNGSPROBLEM

Gegeben: Eine Grobnerbasis F in K[zy,...,2z,] und ein Polynom f aus (F).
Aufgabe: Stelle f als Linearkombination der Polynome in F' dar.
Vorgehen: Reduziere f beziiglich F' nach Null. Die dabei in den einzelnen Re-

duktionsschritten benutzten Vielfache der Polynome aus F' liefern
eine Linearkombination.

Dieses Darstellungsproblem kann auch beziiglich einer beliebigen endlichen Idealba-
sis formuliert werden. Dann bendétigt man eine modifizierte Version von Buchbergers
Algorithmus, die neben einer Grébnerbasis auch fiir jedes Element dieser Basis die
Linearkombination aus den urspriinglichen Elementen speichert. Dies ist moglich, da
ein solches ,Merken” der beteiligten Polynome und ihrer Multiplikatoren in die Funk-
tionen zur Normalformbestimmung und zur s-Polynombestimmung eingebaut werden
kann (vergleiche die Normalformbestimmung in K[z] auf Seite 15, die genau um eine
solche Komponente erweitert wurde). Diese Linearkombinationen der Grébnerbasen-
elemente in den urspriinglichen Polynomen werden dann in die durch Nullreduktion
fiir das gewiinschte Idealelement bestimmte Linearkombination eingesetzt, und somit
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kann durch geeignetes Ausmultiplizieren die gewiinschte Darstellung bestimmt wer-
den. Dies geschieht wie folgt: Es sei F' = {fi,..., fi} die urspriingliche Idealbasis und
G = {g1,...,9s} eine Grobnerbasis mit ¢; = 2521 h; * fi, h; € Klzy,...,z,] fir
1 < < s. Ergibt sich fiir ein Polynom f aus (F') nun durch Reduktion f 50 eine
Linearkombination f = > hi* g, by € K[z1,...,2,] so erhalten wir

f:lzj:h,*gl = ghl*(ihg*fj)
- lzj:(ihl*hé*f])
- ii(hl*h;)*fj
=1 =
- i(ghl*h;)*fj,

und somit erhalten wir fiir f eine Darstellung in den Erzeugenden aus F'. Als néchstes
formulieren wir ein weiteres Idealproblem, welches eng verwandt ist mit dem Rechnen
in Quotientenringen, d.h. in Quotienten des Polynomrings K[z, ..., x,]/i, wobei i ein
Ideal ist.

KONGRUENZPROBLEM

Gegeben: Eine endliche Idealbasis F' und zwei Polynome f und ¢ aus
Klzy,..., 2,

Frage: Ist f kongruent zu g beziiglich (F'), d.h. sind die Polynome f und
g im Quotienten K|zy,...,z,]/i ,gleich”?

Vorgehen: 1. Bestimme eine Grobnerbasis F’ von (F').
f ist genau dann kongruent zu g beziiglich (F'), wenn sich die Dif-
ferenz f — g beziiglich " nach Null reduzieren 1aft.

Eine andere Moglichkeit, auf Kongruenz modulo eines Ideals zu testen, ist, die Nor-
malformen beziiglich der Reduktion mit einer Grobnerbasis des Ideals zu bestimmen.
Diese miissen namlich fiir Elemente einer Nebenklasse iibereinstimmen. Diese Eigen-
schaft liefert eine Losung fiir das néchste Problem.

REPRASENTANTENPROBLEM
Gegeben: Eine endliche Idealbasis F' und ein Polynom f in K[z1, ..., z,].
Aufgabe: Bestimme einen eindeutigen Repréasentanten von f modulo (F').

Vorgehen: 1. Bestimme eine Grébnerbasis F/ von (F).
Berechne als eindeutigen Reprasentanten die Normalform von f

beziiglich F’.

Im néchsten Abschnitt wollen wir kurz skizzieren, wie solche eindeutigen Repréasentan-
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ten das effektive Rechnen in Quotientenringen ermdéglichen.
Ubungen

1. Zeigen Sie, wie das Wortproblem fiir ein kommutatives Monoid in den Erzeu-
genden z1,...,x, mit Darstellung {l; = r; | l;;r; € T",1 <1 < k,k € N} mit
Hilfe elementarer Grobnerbasenmethoden lésbar ist. (Hinweis: Ubungsaufgabe 4

in Abschnitt 2.5)

3.2 Quotientenringe

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie Grobnerbasen eingesetzt werden kénnen,
um in Quotientenringen zu rechnen. Dies war Buchbergers Aufgabenstellung, die zur
Entwicklung der Grébnerbasen fiihrte.

Im Folgenden sei i ein Ideal in K[zq,...,2,] und Klz1,...,z,]/i der Quotientenring
von K[z1,...,z,] modulo i. Der kanonische Homomorphismus von K][z,...,z,] nach
Kl[z1,...,2,]/1 ist definiert durch

wobei [f]i = f + i die Nebenklasse von f modulo i bezeichnet. Die Ringoperationen
werden durch

[fli + gl = [f + gli,
[flix[g]i = [f * gli

definiert. Im Folgenden sei nun das Ideal i durch eine Grébnerbasis G gegeben. Dann
konnen wir in den Nebenklassen [ f]; als Reprasentanten die Normalform eines Polynoms
der Nebenklasse beziiglich G auszeichnen, d.h. der Reprasentant von [f]; ist gerade
NORMALFORM( f, (). Da (& eine Grobnerbasis ist, sind die gew&hlten Reprasentanten
eindeutig, und unsere Ringoperationen lassen sich wie folgt effektiv formulieren:

[f1i + [g]i := NORMALFORM( f + ¢, (),

[f]i * [g]i := NORMALFORM( f * g, ).

Quotientenringe kénnen als K-Vektorraume aufgefaBit werden und erlauben eine einfa-
che Charakterisierung ihrer Vektorraumbasis.

Lemma 3.2.1 Fir jedes Ideal i C Klzy,...,z,] gilt:

1. Klzy,...,x,]/1 ist ein K-Vektorraum.

2. Die Menge B ={[t]i |t € T"} ist eine (unabhingige) Basis dieses Vektorraums.
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Beweis :

1. Zur Erinnerung ist V = K[z1, ..., z,]/i ein K-Vektorraum, wenn folgende Eigen-
schaften erfiillt sind:

(a) Es gibt eine Abbildung K x V. — V', (a,[f]i) = a - [f]i eine sogenannte
Multiplikation mit Skalaren.

(a-b)-[fli=a-(b-[f]i) firallea,b e K, [fli € V.
)=a-[fli+a-[gifirallea € K, [fli[g]i € V.
(a+b)-[fli=a-[fli+0b-[f] firalle a,b € K, [f]i € V.

1-[f]i = [f]i fir alle [f]i € V.

x
S~
=
_|_
=)

Man rechnet nun leicht nach, dafl dies fiir folgende natiirliche Definition der

Skalarmultiplikation erfiillt ist:

a-[fli=la- /I
firae K, [flie V.

2. Man sieht sofort, daB B den Quotienten K[z, ..., z,]/i beziiglich Multiplikation
mit Elementen aus K erzeugt. Daher bleibt zu zeigen, daB B auch linear un-
abhéngig ist. Im Folgenden sei G eine Grébnerbasis von i. Als Reprasentanten
der Elemente aus B kénnen daher die Normalformen {i = NORMALFORM(Z, (i) |
t € T"} gewahlt werden. Gilt nun fir a; € Kund [¢;];, 1 < <k, Zle a;-[t;i]i = 0,
so gilt auch NORMALFORM(Z:;C:1 a;- 1y, () = 0. Da jedoch die Elemente {; bereits
in Normalform beziiglich G sind, miissen die in der Summe vorkommenden a;

alle gleich Null sein, d.h. die Basiselemente sind unabhéangig.

q.e.d.

Im Beweis der zweiten Aussage dieses Lemmas haben wir gesehen, wie Grébnerbasen
benutzt werden kénnen, um eine (nicht notwendigerweise) endliche K-Vektorraumbasis
eines QQuotientenringes zu bestimmen. Zu einer solchen Basis kann dann eine Multi-
plikationstafel aufgestellt werden, wiederum mittels Normalformbestimmung, da gilt
[t:]i * [t;]i = [ti 0 t;]i = NORMALFORM(Z; o ¢, (7).

Wir werden im nachsten Abschnitt sehen, dafl eine K-Vektorraumbasis B eines Quo-
tientenringes K[z,...,2,]/i genau dann endlich ist, wenn i nulldimensional ist, d.h.

das Nullstellengebilde endlich ist.

Ubungen

2 eine Basis

1. Bestimmen Sie zu f; = 2%y?z —22?%, fo = 2y*z—2yzund f3 = 2%y’ —2
des Quotientenrings als K-Vektorraum, und stellen Sie die Multiplikationstafel

fiir die Basiselemente auf.
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2. Es sei i = (F) ein Ideal in K[z1,...,2,]. Ein Element [f]; heifit invertierbar in
K[z1,...,2,]/i genau dann, wenn es ein [g]; gibt mit [g * f]i = [1];. Zeigen Sie,
wie man zu gegebenem Polynom f und endlicher Idealbasis F' aus K|z1, ..., z,]
entscheiden kann, ob [f](r) invertierbar ist.

Hinweis: Es sei z eine neue Variable. Uberlegen Sie, welche Eigenschaften ei-
ne Grobnerbasis des Ideals (F U {f % z — 1}) beziiglich einer lexikographischen
Ordnung mit Prazedenz z > 2, > ... > x, hat.

3.3 Eliminationseigenschaften

Benutzt man spezielle Termordnungen, Eliminationsordnungen genannt, so erhalt man
weitere niitzliche Figenschaften von Grobnerbasen, welche es erlauben, Informationen
iiber das zu einem Ideal assoziierte Nullstellengebilde abzulesen.

Im Folgenden seien in diesem Abschnitt X = {zy,...,z,} und Y = {y1,...,y,} zwei
disjunkte Mengen von Variablen und >x beziehungsweise >y Termordnungen auf den
jeweiligen Mengen von Termen, die wir hier zur Unterscheidung mit T*(X) und T™(Y)
bezeichnen wollen.

T (X, V) = {2 oyl oy i e m € N}

bezeichnet die Menge der Terme iiber den Variablen X U Y. Dann kénnen wir das
lexikographische Produkt >x y dieser beiden Ordnungen wie folgt definieren:

L ; _ a0 in,,J1 j _ 2k kn 1 l
Definition 3.3.1 Es seien {1 = zi'...xyl' ... yim und & = z)' ... 2"y, Y
zwet Terme aus T”"‘m(X, Y). Dann gilt t, >xy ta genau dann, wenn N O ¢
et b oder (2L xin = 2Bk und ylt L yim >y gl Ly,

Eine solche Ordnung wird auch Eliminationsordnung oder Blockordnung mit X
grofer Y genannt. Als Beispiele fiir Eliminationsordnungen haben wir bereits die lexi-
kographischen Ordnungen kennengelernt (vergleiche Definition 2.1.2).

Bisher haben wir immer Ideale beziiglich des fest gewahlten Grundringes K[z, ..., z,]
betrachtet. Betrachtet man nun eine Polynommenge aus K[X], so kann man diese auch
als Polynommenge aus K[ X, Y] auffassen und sich das von der Polynommenge erzeugte
Ideal in dem respektiven Ring betrachten. Um solche Ideale zu unterscheiden, beschrei-
ben wir fiir eine Menge S eines Ringes R mit (S)r das von S in R erzeugte Ideal. Ist nun
R C R, so gilt fiir die von S in R beziehungsweise R’ erzeugten Ideale (S)r C (S)p.
Das néchste Lemma zeigt nun einen der groflen Vorteile von Grébnerbasen beziiglich
Eliminationsordnungen auf.

Lemma 3.3.2 FEs sei G eine Grobnerbasis in K[ X, Y] beziiglich einer Eliminations-
ordnung >xy mil X grofier Y. Dann gill:

1 A(Gkx ) N K[Y] = (G N K[Y])ky)-
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2. GNK[Y] ist eine Grébnerbasis fir (G N K[Y])ky) beziglich >y .
Beweis :

1. Aus der Definition eines Ideals folgt sofort (G N K[Y])ky) € (G)kx,y] N K[Y].
Um die Umkehrung zu sehen, benutzen wir die Tatsache, da} auf Grund der
lexikographischen Produktordnung fiir ein Polynom f aus K[X, Y] gilt: HT(f) €
T™(Y) genau dann, wenn f € K[Y]. Somit kann die Reduktionskette nach Null
eines Polynoms aus (G)kx,y] N K[Y] nur Polynome aus GG N K[Y] benutzen und
liefert daher eine Reprasentation von f als Linearkombination von Polynomen
aus G N K[Y] mit Multiplikanden aus K[Y], d.h. es muB auch gelten (G)kx,y1 N
K[Y] C (G K[ ]y

2. Um zu zeigen, dal G’ N K[Y] eine Grébnerbasis von (G'N K[Y])kpy] beziiglich
>y ist, benutzen wir die Charakterisierung der Grobnerbasen tiber die Idealei-
genschaft, d.h. dariiber, daB sich jedes Polynom aus dem Ideal beziiglich der
Groébnerbasis zu Null reduzieren 1a8t. Es gilt namlich, da &' Grébnerbasis fiir
(GYkpx,y) ist, daB jedes Polynom aus (G'NK[Y])k[y sich mit Polynomen aus
GG zu Null reduzieren lassen mufl. Da jedoch wie oben gesehen Polynome mit
Kopftermen aus T™(Y) aus K[Y] sein miissen, sind die zur Reduktion benutzten

Polynome alle aus G N K[Y], und wir sind fertig.

q.e.d.

Fiir ein Ideal i C K[X,Y] ist der Schnitt i N K[Y] wieder ein Ideal aufgefaBt als eine
Menge aus K[Y]. Dieses Ideal wird Eliminationsideal genannt, da in diesem Ideal
die Variablen der Menge X ,eliminiert” wurden. Wir haben im vorherigen Lemma
gesehen, wie solche Eliminationsideale durch Berechnen der Grébnerbasis beziiglich
einer lexikographischen Eliminationsordnung bestimmt werden kénnen. Im Folgenden
zeigen wir, wie Grébnerbasenmethode eingesetzt werden kénnen, um zu testen, ob ein
Ideal nulldimensional ist.

Erinnern wir uns zuerst an einige Begriffe, die wir im Einleitungskapitel zur Motivation
kennengelernt hatten. F' sei eine nichtleere Menge von Polynomen aus K[zy,..., z,]
und k ein beliebiger Erweiterungskérper von K. d.h. k ist ein Kérper mit K C k. Wir
definieren als das Nullstellengebilde von F' in k™ die Menge

W(F) ={(ay,...,a,) € K" | f(a1,...,a,) =0 fiir alle f € F'}.

Nullstellengebilde von Idealen sind eindeutig durch eine beliebige Basis des Ideals ge-
kennzeichnet, jedoch wesentlich abhangig von dem gewéhlten Korper k. Nimmt man
z.B. als Korper die reellen Zahlen, so gilt

Va({z® +y°}) = Va({z,y}) = {(0,0)} C R
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Fiir die komplexen Zahlen gilt jedoch

Vc({;v2 + yQ}) = {(a,\/—_l- a), (o, —/—1- a), (\/—_1-a,a)(—\/—_1- a,a) | o€ R}

und

Ve({z,y}) = {(0,0)}.
Dieses Beispiel zeigt, dafl zwei Ideale {iber einem Kérper das gleiche Nullstellengebilde
beschreiben koénnen, obwohl sie eigentlich doch nicht gleich sind beziiglich anderer
Erweiterungskorper. Dieses Phdnomen wird uns spéater wieder bei der Formulierung von
Hilberts Nullstellensdtzen begegnen und wir werden dort spezielle Erweiterungskorper,
namlich algebraisch abgeschlossene Erweiterungen, kennenlernen.

Wir hatten in der Einleitung auch folgende Abbildungen kennengelernt, die sich fiir
K[zy,...,2,] und k™ analog definieren lassen:

Klz1,...,2,] 2 F — W(F) C k"

und

k" DN +— I(N) CKl[z1,...,2,]

Insbesondere haben wir im ersten Kapitel iiber die Zusammenhéange zwischen Null-
stellengebilden und Idealen gesprochen und festgestellt, daB zwar i C [(Vk(i)) gilt, die
Umkehrung in der Regel jedoch nicht mehr. Dies liegt daran, daB das Ideal 7(Vi(i))

eine weitere wichtige Eigenschaft hat, die beliebige Ideal nicht haben miissen.

Lemma 3.3.3 Fs sei V' eine Varietil und f ein Polynom in Klzy,...,z,]. Gibt es
ein m € N so daff f € I(V), so gilt auch f € I(V).

Beweis :
Es sei (ai,...,a,) € V eine beliebige Nullstelle. Gilt nun fir m € N, f™ € I(V), so
gilt auch (f(ay,...,a,))™ = 0 und somit f(ay,...,a,) = 0. Da (ay,...,a,) beliebig
aus V gewahlt war, folgt somit f € I(V).

q.e.d.

Das Ideal, welches alle Polynome enthilt, die auf einer Varietdt verschwinden, hat
somit die Eigenschaft, daf}, sobald eine Potenz eines Polynoms in ihm enthalten ist,
auch das Polynom selbst darin enthalten ist. Insbesondere sind dann alle Potenzen
dieses Polynoms darin enthalten. Dafl beliebige Ideale diese Eigenschaft nicht haben
miissen, sicht man an folgendem Beispiel: Es gilt sicher nicht, dal das Polynom z im

Ideal (z?) C K[z] liegt.

Definition 3.3.4 Fin Ideal i aus K|z4,...,z,]| heifft radikal, wenn aus f™ € i, fir
m € N, immer auch [ €1 folgl.

Somit ist das Ideal I(Vi(i)) eigentlich ein radikales Ideal und, falls i kein radikales Ideal
war, wird folglich i # I(Vk(i)) gelten. Ein beliebiges Ideal kann nun in ein radikales
Ideal eingebettet werden.
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Definition 3.3.5 Fir ein Ideal i aus K[z1,...,x,] bezeichnen wir mit der Menge
Vi=A{feKlzy,...,z,| | es existiert m € N, so daff f™ € i}

das Radikal von i.

Direkt aus der Definition kann man i C /i ablesen, da f = f' € i wiederum f € /i
impliziert.

Lemma 3.3.6 Fs seii ein Ideal aus K[zq,...,x,]. Dann ist \/i ein radikales Ideal.

Beweis :

Da i C /i, gilt sicherlich 0 € y/i. Um additive Abgeschlossenheit zu zeigen, nehmen wir
an f,g € \/iund fiir k,1 € N gelte f*, ¢ € i. Rechnet man die Potenz (f + ¢)**'=! aus,
so stellt man fest, daB fiir jeden Summanden f'¢’ gilt 1 + j = k + [ — 1 und entweder
i > k oder j > [. Somit liegen alle fig’ in i und insbesondere gilt (f + g)**'=! € i,
d.h. f+ g € V/i. Analog gilt fiir b € K[zy,...,2,] wiederum (f * h)* = f*xh* € i und
somit f * h € \/i. Es bleibt zu zeigen, daff /i radikal ist. Nehmen wir also an f™ € /i
fiir ein m € N. Dann gilt es ein k € N so, daB (f™)* € i. Somit ist nach der Definition
des Radikals aber auch f in \/i und wir sind fertig.

q.e.d.

Ein weiterer Zusammenhang zwischen Idealen und ihren Radikalen wird in Hilberts
Nullstellensatzen formuliert.

Satz 3.3.7 (Hilberts Nullstellensatz) Fs sei i ein Ideal aus K[z1q,. .., x,]. Weiter

sei K der zu K gehorige algebraische Abschlufy, d.h. derjenige Erweiterungskérper, in
dem jedes Polynom [ € K[z|\K eine Nullstelle hat'. Dann gill:

1. Vg (i) = 0 genau dann, wenn i = K[zy,. .., z,].
2. i=1(Vk(i)).

Definition 3.3.8 Kine Menge von Polynomen F' C K|zy,...,z,] heifft nulldimen-
sional, falls das dazugehorige Nullstellengebilde Vi (F) endlich ist.

Nulldimensionale Ideale lassen sich nun wie folgt charakterisieren.
Satz 3.3.9 Fir ein Ideal i C K[zy,...,z,] sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Das Nullstellengebilde Vi (i) ist endlich.

2. Fiir jedes 1 <1 < n existiert ein Polynom f; € 1N KJz;].

"Der Ubergang zum algebraischen AbschluB ist notwendig, da es sonst auch nichttriviale Ideale
mit nichtleerer Varietét gibt, z.B. (z? 4+ 1) in Q[z]
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Beweis :
l=2:
Wir nehmen an, Vi(i) sei endlich. Falls dieses Nullstellengebilde leer ist, gilt i =
Kl[z1,...,z,] (Hilberts Nullstellensatz), und die Behauptung folgt sofort, da ja dann i
die 1 enthélt. Sei also Vg (i) = {a1,...,a,} C K" mita; = (a{, ..., a?). Wir wihlen ein
1 <i < n fest. Da K ein Kérper ist, gibt es zu jedem af € K, 1 < k < m, ein Polynom
fF € K[z;], welches a* als Nullstelle hat. Man kann also insbesondere ein f € K[z;]
withlen, welches alle af fiir 1 < & < m als Nullstelle hat, namlich f = [[,~, f¥. Dann
sind alle Nullstellen von i auch Nullstellen von f. Nach Hilberts Nullstellensatz gilt
dann f™ € i fiir eine geeignete Potenz von f, und da f™ auch aus K[z;] ist, folgt die
Behauptung.
2=1:
Nun gelte umgekehrt, dafl es zu jedem 1 < ¢ < n ein Polynom f; € i N K[z,] gibt. Da
jede Nullstelle a aus Vi(i) eine Nullstelle von f; sein mufl und ein Polynom ¢ aus K[z;]
maximal grad(g) Nullstellenhaben kann, kann es insgesamt nur endlich viele Nullstellen
geben, namlich maximal [];_; grad(f;).

q.e.d.

Die Aussage dieses Satzes lafit sich auch mittels Grobnerbasen formulieren.

Korollar 3.3.10 Fs sei G eine Grobnerbasis aus K|zy,...,x,]. Dann ist das von G
erzeuglte Ideal genau dann nulldimensional, wenn es fir jede Variable x;, 1 <1 < n,
ein Polynom g; in G gibt mit HT(g;) = 2%, d; € N.

Beweis :

Dies folgt sofort, wenn man sich an die Charakterisierung der Grébnerbasen tiber die
Kopfterme erinnert. Da laut Satz 3.3.9 zu jedem 1 < i < n ein Polynom f; € i N K][z;]
existiert, mufl die Grobnerbasis ein Polynom enthalten, dessen Kopfterm HT(f;) teilt,
also eine Potenz der Variablen z; ist.

q.e.d.

Betrachten wir als Beispiel das von F = {z%y — y + x,2y* — z} erzeugte Ideal in
Q[z,y]. Dann ist G = {2?y—y+z,y* — 2y — 2%, 2%+ y — 2- 2} eine reduzierte normier-
te Grobnerbasis dieses Ideals beziiglich der lange-lexikographischen Ordnung, die von
x < y induziert wird. Nach unseren bisherigen Siatzen kénnen wir nun ableiten, dafl F
nulldimensional ist und maximal 2 - 3 = 6 Nullstellen hat. Tatsdchlich hat das Null-
stellengebilde 5 Nullstellen, ndmlich {(0,0), (e, —1), (—a, 1), (¢/, —1),(—a/, 1)} wobei a
und o' die Nullstellen der Gleichung z? — z — 1 sind. Berechnet man nun eine Grébner-
basis beziiglich einer Eliminationsordnung, so erhélt man zusétzliche Informationen
iiber die Nullstellen. Eine Grobnerbasis unseres Ideals beziiglich der lexikographischen
Ordnung, die von z < y impliziert wird, ist G = {2°—3-23+z,y+2*>—2-2}. Nun lassen
sich die Nullstellen direkt bestimmen indem man zuerst die Gleichung z° —3-2%+2 = 0
16st und dann die gefundenen Losungen in die Gleichung y + 2*> — 2 - 2 = 0 einsetzt,
um so weitere Losungen zu finden.
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Somit kann mit Hilfe von lexikographischen Ordnungen fiir nulldimensionale Ideale eine
Grobnerbasis in ,,Dreiecksgestalt” berechnet werden, die das Berechnen von Nullstellen
auf das Ausrechnen von Nullstellen von Polynomen in einer Variablen reduziert. Null-
dimensionale Ideale werden in zwei von uns betrachteten Anwendungen, dem L&sen
algebraischer Gleichungssysteme und dem geometrischen Beweisen, eine Rolle spielen.
Hierbei werden wir auch einen Enthaltenseintest fiir Radikale benotigen.

Satz 3.3.11 FEs sei F' eine Polynommenge und [ ein Polynom aus Klzy,...,z,].
Dann ist f genau dann in dem Radikal von (F), wenn 1 im Ideal (F,f %z —1) C
Klzy,...,x,, 2] liegl, wobei z eine neue Variable ist.

Beweis :

Nach Hilberts Nullstellensatz gilt fiir das Radikal von (F') immer I(Vg((F))) = /(F).
Daher liegt ein Polynom f genau dann in /(F'), wenn jede Nullstelle aus Vi ((F')) auch
Nullstelle des Polynoms ist. Nehmen wir nun zuerst an, da§ f in \/(F') liegt. Wir wollen
zeigen, dafl dann das Nullstellengebilde von (F, f * z — 1) leer ist, d.h. die Polynome
aus F' haben mit dem Polynom f* 2z — 1 keine gemeinsame Nullstelle. Angenommen es
gibt eine gemeinsame Nullstelle (ay, ..., a,,b) € K" von F und f* z — 1. Dann ist
(ay,...,a,) € K" eine gemeinsame Nullstelle der Polynome in F' und eine Nullstelle
des Polynoms f * b — 1. Da jedoch (ay,...,a,) auch eine Nullstelle von f sein muB,
erhalten wir beim Auswerten des Polynoms f*b— 1 einen Widerspruch. Also muf das
Nullstellengebilde von (F, f*z —1) leer sein und somit (F, f*z —1) = K[z1,...,z,, 2],
und die 1 liegt in diesem Ideal. Nehmen wir umgekehrt an, daB 1 € (F, f * z — 1), so

1aBt sich die 1 wie folgt als Linearkombination von Elementen aus F und f %z — 1

darstellen: .
1= fixg+(frz—1)xg
i=1
mit g1, ..., 9m,9 € K[z1,...,2,,2]. Somit erhalten wir fiir jede gemeinsame Nullstelle

(ay,...,a,) von F die Gleichung

1= (f(a,...,a,)*z—1)*g(ar,...,an,2),

wobei die rechte Seite ein Polynom in K|[z] ist, da sowohl f(ay,...,a,)*z—1 als auch
gla,...,a,,z) Polynome in z sind. Ware nun (ay,...,a,) keine Nullstelle von f, so
kénnen wir fiir z den Wert f(aq,...,a,)"" € K einsetzen, was zu einem Widerspruch

1= (flar,...,an) flar,...,a,)"" — 1) xglay,...,an, far,...,a,)"") =0

fithrt. Somit muf} f fiir (aq,...,a,) zu Null werden und daher im Radikal \/(F) liegen.
q.e.d.

Somit kann auch das Enthaltenseinproblem fiir Radikale mit Grobnerbasismethoden
gel6st werden.
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ENTHALTENSEINPROBLEM FUR RADIKALE

Gegeben: Eine endliche Idealbasis F' und ein Polynom f in K[z1,...,z,].

Frage: Gilt f e /(F)?

Vorgehen: 1. Bestimme eine Grobnerbasis F’ von (F, fxz—1) in K[zq,...,z,,z2].
Es gilt f € \/(F) genau dann, wenn 1 sich mit /" zu Null reduzieren
1a8¢.

Berechnet man in diesem Verfahren eine normierte reduzierte Grobnerbasis, so testet
man, ob die Grobnerbasis gleich der Menge {1} ist. Es 1aBt sich nun leicht iiberpriifen,
ob das Polynom x im Radikal \/(z?) liegt. Es ergibt sich ndmlich beim Berechnen einer
entsprechenden Grébnerbasis fiir {2%, zz — 1} nur ein S-Polynom, namlich 2%z — (z2 —
1) % 2 = 1, und wir sind fertig.

Eine weitere Folgerung dieses Testes ist, dafl man entscheiden kann, ob zwei Ideale das
gleiche Radikal erzeugen.

GLEICHHEITSPROBLEM FUR RADIKALE

Gegeben: Zwei endliche Idealbasen F' und G aus K[zq,...,z,].

Frage: Gilt \/(F) = /(G)?

Vorgehen: 1. Berechne Grobnerbasen F’ und G der Ideale (F) und (G) in
Klzy,...,z,].

2. Fiihre fiir jedes f € F’ den Radikaltest fiir () durch, d.h. teste ob

VIF) € V(G).
3. Fiihre fiir jedes g € ' den Radikaltest fiir (F') durch, d.h. teste ob

V{G) S V(F).

Der fir den Radikalenthaltenseinstest benutzte Trick des Einfithrens einer neuen Va-
riable kann auch benutzt werden, um Erzeugende fiir den Schnitt zweier Ideale zu

finden.

Satz 3.3.12 Fs seien i und j zwei Ideale in K|z, ...,2,] und z eine neue Variable.
Dann gilt
inj=(>x*zj*(z=1)NKlzy,...,z,],

wobei ixz={fxz|f€itundjx(z—1)={fx(z—1)]| f €j}.

Beweis :

Jedes Polynom f aus i N j 1aBt sich schreiben als Summe f = f+ 2z — f* (2 — 1) und
liegt somit im Ideal (i# z,j* (2 — 1)) N KJzy, ..., z,]. Ist umgekehrt f € (i z,j* (2 —
)NK[zy,...,2,], sogilt f= Ele fixz*xp;+ 2221 gj * (z — 1) * ¢; mit Polynomen f;
aus i, g; aus j und p;, q; aus K[zy,...,2,,2]. Da f selbst die Variable z nicht enthalt,
erhalten wir durch Einsetzen von z = 1 f € i und durch Einsetzen von z = 0 f € j,

insbesondere also f € iNj.
q.e.d.
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Sind die Ideale durch erzeugende Mengen F' und (' gegeben, so kann sofort eine
Groébnerbasenlésung zur Beschreibung einer Basis des Schnittes angegeben werden.

SCHNITT VON IDEALEN

Gegeben: Zwei endliche Idealbasen F und G aus K[z1,...,2,].

Aufgabe: Bestimme eine Basis fiir (F)) N (G).

Vorgehen: 1. Berechneeine Grobnerbasis F” von ({ f*z,gx(z—1) | f € F,g € G})
in K[zy,...,z,, 2] beziiglich einer Eliminationsordnung mit z > z;
firl <i<n.

2. F'NnKlzy,...,z,] ist eine Basis fiir (F) N (G) (dies ist sogar eine
Grobnerbasis).

Diese Ideen lassen sich natiirlich fiir den Schnitt von mehr als zwei Idealen verallge-
meinern. Nachdem wir nun vorgestellt haben, wie man mit Hilfe von Grobnerbasen ein
Erzeugendensystem fiir den Schnitt von Idealen bestimmen kann, schliefen wir diesen
Abschnitt mit einer Technik zur Bestimmung des Quotienten zweier Ideale.

Definition 3.3.13 Fir zwei Ideale i und j in K[zq,...,z,] definieren wir den Quoti-
enten als die Menge

wobei g +j={g+ [ | [ €j}.
Dann 1a8t sich dieser wie folgt beschreiben:

Lemma 3.3.14 FEs seien i undj = (f1,..., fr) zwei Ideale in K[zy, ..., z,]. Dann gilt

k

ifi = (@)

i=1
Beweis :
Aus f € i/j folgt nach Definition sofort f*j C1iund somit f* f; € i fiir jedes 1 <1 <k,
d.h. f e i/(f;) fir jedes 1 < ¢ < k, also insbesondere f € ﬂf:1(1/<f2>) Umgekehrt
impliziert [ € ﬂf:1(1/<f2>), daB f« f; € f(f;) C1ifir jedes 1 <1 < k und daher
f*j €1, also insbesondere f € i/j.

q.e.d.

Dieses Lemma erlaubt es nunmehr den Quotienten zweier Ideale iiber endlich viele
Quotienten der Form i/(f) zu beschreiben. Dies 148t sich wiederum durch Grobnerba-
sen tun, da diese speziellen Quotienten sich auf unser Idealschnittproblem reduzieren
lassen.

Lemma 3.3.15 Fs sei i ein Ideal und f ein Polynom ungleich dem Nullpolynom aus
K[zy,...,2,]. Dann gilt
i/(f) =" *(0An(f))

wober f~! = %



®
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Beweis :
Die Elemente aus der Menge f~' % (iN (f)) sind wohldefiniert, da jedes g aus i N (f)
als [ * ¢ mit ¢ € K[zy,...,z,] dargestellt werden kann.

Nimmt man zuerst an, dafl g € i/(f), so gilt g* f € i, insbesondere g* f € 1N (f) und
somit g € f~*(iN(f)). Umgekehrt impliziert g € f~'* (iN([f)), daB g+ f €in(f) Ci
und daher auch g € i/(f).

q.e.d.

Im néachsten Abschnitt werden wir einfache Anwendungen der hier gezeigten Sétze
sehen, die aus dem in der Einleitung beschriebenen Wechselspiel zwischen Idealbasen
und Nullstellengebilden motiviert sind.

Ubungen

1. Testen Sie, ob das von {z?+y*— 1,2y —1,y* — 2} erzeugte Ideal nulldimensional
ist.

2. Es sei i ein nulldimensionales Ideal in K[z, ..., z,] und seien g; € inK[z;] fir 1 <
¢ < n Polynome wie in Satz 3.3.9 beschrieben. Zeigen Sie: Das Nullstellengebilde
von i hat maximal [[;_, grad(g;) Elemente.

3. Mit Grobnerbasentechniken kann man in der Regel nicht die in Satz 3.3.9 be-
schriebenen Polynome direkt berechnen, jedoch kann man Grébnerbasen benut-
zen, um solche Polynome zu finden. Im Folgenden sei i ein nulldimensionales Ideal
in K[zy,...,z,] mit einer beliebigen Grobnerbasis G. Dann kann man Polynome
aus 1N K[z;] fiir 1 <7 < n wie folgt bestimmen:

(a) Esseim € N minimal gewihlt, so da die Menge {1+i, z;+i, ..., 27 +i} line-
ar abhéangig in K[zy,...,z,]/iist. m kann man durch folgenden Test bestim-
men: Es seien yo, ...,y m+ 1 neue Variablen. Weiter rechne man die Sum-
me Z;n:o Yj * NORMALFORM(;{:?, () als Polynom in K[y, ..., ym|[21,. .., 4]
aus. Mit j bezeichnen wir das von den Koeffizienten dieses Polynoms in
Klyi, ..., yn] erzeugte ldeal. Es gilt nun, die Menge {141, z; +1,..., 2" +1}
ist genau dann linear abhéngig, wenn Vi (j) # {0} und letzteres 14Bt sich
mittels Grébnerbasen entscheiden.

(b) Fiir ein Tupel (aq,...,a,) € Vk((y)) gilt f = Z;n:o aj; - ;L'f € i und somit
feinKlz).
Die hier vorgestellte Methode kann auch benutzt werden, um eine Grobner-

basis beziiglich einer Termordnung <; mittels linearer Algebra in eine
Grobnerbasis beziiglich einer Termordnung <, umzuwandeln.

i. Fiir Terme t4,...,t, entscheide man, ob die Menge {t; +1,...,t, + i}
linear abhangig ist.

ii. Fiir die Terme tq,...,t, gelte 1 <5 t; <5 ... <3 t.. Entscheiden Sie, ob
es in i ein Polynom gibt mit Kopfterm ¢, beziiglich <.
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iii. Benutzen Sie diese Ideen, um einen Algorithmus anzugeben, der zu einer
gegebenen Grébnerbasis beziiglich <; eine Grobnerbasis beziiglich <,
bestimmt.

iv. Kann Thr Algorithmus auch fiir nicht nulldimensionale Ideale funktio-
nieren?

4. Zeigen Sie, daB fiir zwei Polynome f und g aus K[zy,...,z,] gilt (f) N (g) =
(kgV(/,9))-

5. Berechnen Sie den Idealquotienten von (z*® + 2z%y + xy? y) und (2% x + y) in
Q[z, yl.

3.4 Nichtlineare Gleichungssysteme und geometri-
sches Beweisen

In diesem Abschnitt wollen wir kennenlernen, wie Grobnerbasen eingesetzt werden
kénnen, um algebraische Gleichungssyteme zu 16sen. Eine endliche nicht leere Menge
F={fi,..., fx} von Polynomen aus K|z, ..., z,]| beschreibt durch

filze,...,2n) = 0

fk('rla""?xn) = 0

ein algebraisches Gleichungssystem. Aus den Ergebnissen des vorherigen Abschnittes
wissen wir, wann das dazugehorige Nullstellengebilde Vg (F') leer, endlich oder unend-
lich ist und wie wir dies testen konnen. Zur Erinnerung gilt fiir eine normierte reduzierte
Grobnerbasis GG beziiglich der lexikographischen Ordnung mit z; > ... > z,:

1. Vk(F) ist leer genau dann, wenn G = {1}.

2. Vg(F) ist endlich und nicht leer genau dann, wenn G zu jeder Variablen z;,
1 <1 < n ein Polynom g; mit HT (g;) = :L';li, d; € N enthalt.

3. Sonst ist Vi (F') unendlich.

Beispiel 3.4.1 Wir betrachten den Polynomring Qlz,y, z| mit lexikographischer Ord-
nung induziert von x >y > z.

Fir Fy = {zy?> —y* + 2 — 1,2° + 2%,y — y} erhallen wir die normierte reduzierte
Gréobnerbasis {1}. Somil haben die Polynome keine gemeinsame Nullstelle.

Fir Fy = {51;2+y—|—z—1, r4yitz—1, :1:—|—y—|—22—1} erhalten wir die normierte reduzierte
Grobnerbasis {x +y+ 2> — 1, y* —y— 22 + 2,2 yz? + 2" — 22,286 — 4. 24 + 4. 2° — 2*}.
Somit hat das Nullstellengebilde nur endlich viele Lésungen.

Fir F3 = {zy* — y* + 22 — 1,2y — y,2°> — 2* — x + 1} erhallen wir die normierte

reduzierte Grobnerbasis {x? — 1,2y — y}. Somit halt das Nullstellengebilde unendlich
viele Losungen.
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Dieser algorithmische Zugang zu Untersuchungen des Nullstellengebildes eines Ideals
findet zum Beispiel im automatischen Beweisen in der ebenen euklidische Geome-
trie eine schone Anwendung. Hierbei wird ausgenutzt, daf} sich die ebene euklidi-
sche Geometrie? axiomatisieren und in Pridikatenlogik erster Stufe ausdriicken 148t.
Dies kann man bei Hilbert und Tarski nachlesen. 1977 stellte nun der chinesische
Mathematiker Wu Wen-tsiin eine algebraische Methode vor, mit der er geometrische
Satze automatisch ,beweisen” konnte. Seine Idee bestand darin, Formeln der Gestalt
Vay...Ve,hy = 0A.. .Ahy =0 — g = 0 mit Polynomen hy, ..., kg, g aus Qzy, ..., x,]
durch Untersuchungen der durch die Polynomgleichungen beschriebenen Nullstellen zu
bestédtigen oder geeignete Zusatzbedingungen fiir die Giiltigkeit der Formel zu finden.
Diese Idee wurde in den 80er Jahren von Autoren wie Chou, Kapur, Kutzler und Stifter
weiterentwickelt. Wir wollen hier die Methode von Chou genauer vorstellen.

Erster Schritt im Rahmen einer automatischen Behandlung der ebenen euklidischen
Ceometrie ist eine Ubersetzung der geometrischen Sitze in Algebra. Die Grundlagen
hierfiir legte bereits im 17ten Jahrhundert der franzésische Mathematiker René Descar-
tes durch seine analytische Betrachtung der ebenen euklidischen Geometrie. Er fiihrte
zur Beschreibung der Punkte in der Ebene ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein
und beschrieb geometrische Figuren wie Gerade, Kreis, Ellipse oder Parabel durch
analytische Gleichungen der Form f(xz,y) = 0.

Mit dieser Idee kann nun ein Zusammenhang zwischen Geometrien und algebraischen
Strukturen hergestellt werden. Dies soll hier nur kurz skizziert werden. Es sei im fol-
genden K ein pythagoreischer Korper, d.h. zu allen a,b aus K gibt es ein ¢ aus K
mit a® + b* = ¢?. Zum Beispiel ist der Korper der reellen Zahlen pythagoreisch. Diese
Eigenschaft zusammen mit der Forderung, dafl der Kérper Charakteristik Null haben
muf}, wird benétigt, damit das durch die algebraische Interpretation erzeugte Modell
die Axiome der ebenen euklidischen Geometrie erfiillt. Wir wollen hierauf jedoch in
dieser Vorlesung nicht néher eingehen. Die wesentliche Idee ist, einen geometrischen
Satz durch eine Menge von Polynomen hq,. .., hx (genannt Hypothesen) und ein Poly-
nom ¢ (genannt Konklusion oder Behauptung) aus K[z1,...,z,] zu beschreiben. Dies
soll an einem Beispiel erlautert werden.

D = (.11?2,.11?1) O = (Ug,u;g)

A =(0,0) B = (u1,0)

Wir wollen formulieren, dafl die Diagonalen in einem Parallelogramm sich halbieren.
Dazu gehen wir in obigem Bild von einer Koordinatisierung der Parallelogrammeck-
punkte durch A = (0,0), B = (u1,0), C = (ug,u3), D = (x2,21) und des Schnitt-

punktes der Diagonalen durch O = (x4, 3) aus. Dann kénnen wir die geometrische

?Hier miissen eigentlich verschiedene Axiomatisierungen z.B. nach Euklid, Hilbert oder Tarski
unterschieden werden.
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Situation wie folgt beschreiben:

hy = uyzy — uyug = 0 besagt, daBl die Geraden duch A, B und D, C parallel sind.

hy = uszxe — (ug — up)x; = 0 besagt, daBl die Geraden duch A, D und C, B parallel sind.
hs = z1x4 — (22 — uy)xs — uyzy = 0 besagt, daB O auf der Geraden durch B, D liegt.
hs = usxq — ugxs = 0 besagt, dal O auf der Geraden durch A, C' liegt.

Die Wahl der verschieden Variablen u; und z; soll uns hier nicht weiter kiimmern.
Sie entsteht, wenn man nach der von Chou vorgeschlagenen Methode geometrische
Sachverhalte tibersetzt und spiegelt wieder, welche Koordinaten ,frei” gewdhlt wer-
den und welche nach dieser Wahl von den frei gewahlten Punkten abhangig sind. Die
Behauptung, dafl sich die Diagonalen halbieren, 1at sich dann durch das Polynom
g =2 uyry+ 2 usrs — ui — ui = 0 formulieren.

Im Wesentlichen beschiftigt uns nun folgendes Problem:

Gegeben: Fine geometrische Situation, welche durch die Polynomgleichungen

hi,...,hy beschrieben ist, und eine Behauptung iiber diese Situation,
formuliert durch eine weitere Polynomgleichung g aus K[z, ..., z,].
Frage: Gilt die Behauptung g, also gilt die Formel

Betrachtet man die Nullstellengebilde Vi (hi,...,ht) und Vk(g) tiber dem zu der
Geometrie assoziierten Korper K, also im Fall der ebenen euklidischen Geometrie
z.B. die reellen Zahlen, so kann dieses Problem auch algebraisch formuliert werden.
Vi (h1, ..., hy) beschreibt namlich die Instanzen, welche die gewiinschte geometrische
Situation erfiillen. Somit mufl nur iiberpriift werden, ob auch die Behauptung ¢ fiir
diese Instanzen gilt. Wir konnen also unser Problem wie folgt umformulieren:

Gegeben: Eine Menge von Polynomen hy,. .., hy, g aus K[zq,..., z,].
Frage: Gilt Vk(h1,...,ht) € Vk(g)?

Diese Frage werden wir nun unter Ausnutzung von Hilberts Nullstellensatz und einem
Lemma, welches auch Rosinowitschs Trick genannt wird, mit Hilfe von Grobnerbasen
beantworten.

Lemma 3.4.2 (Rosinowitsch) Fiir ein Polynom g aus K[z, ..., z,] sind dquivalent:

1. Die Ungleichung g # 0 ist erfillbar.

2. Die Gleichung g * z — 1 = 0 ist erfillbar fir eine neue Variable z.

Beweis :

Nehmen wir zuerst an die Ungleichung g # 0 sei erfiillbar. Dann gibt es eine Instanz



54 KAPITEL 3. ANWENDUNGEN VON GROBNERBASEN

(a1,...,a,) aus K" so daB g(ai,...,a,) = ¢ # 0. Mit einer zusétzlichen Belegung
z = ¢! gilt dann g(ay,...,a,) ¢t —1 = 0. Ist umgekehrt g * z — 1 = 0 erfiillbar, so
ist fiir eine Losung dieser Gleichung sicherlich g nicht gleich Null.

q.e.d.

Diese Idee einer zusatzlichen Variablen haben wir auch im vorherigen Abschnitt im
Zusammenhang mit der Charakterisierung des Schnittes von Idealen kennengelernt.
Damals half diese Technik uns, ein Erzeugendensystem des Schnittes mittels Grobner-
basen zu bestimmen. Hier beniitzen wir nun eine dhnliche Technik, um mit Hilfe von
Grébnerbasen die Giiltigkeit unserer Formel Vay ...V, hy =0A.. . Ahpy=0—¢g=10
zu entscheiden.

Satz 3.4.3 Fir Polynome hy,. .. hy,g aus K[zq,..., x,] sind folgende Aussagen dqui-
valent:

1. Die FormelVzy.. VYN, hi =0A...ANh, =0 — g =0 ist wahr.

2. 1€ <h1,...,hk,g*z— 1>K[1;1 ..... Tn,z)

Beweis :

Die Giiltigkeit der Formel Vz;...Vx, hy = OA ... Ahy = 0 — g = 0 impliziert
fir die Nullstellengebilde sofort Vg (h1,...,hr) € Vi(g), wobei K eine algebraische
Erweiterung von K ist. Fiir die Polynomgleichung g * z — 1 = 0 gilt weiterhin Vi (g) N
Vik(g* 2z —1) = 0 und somit auch Vg (hi,...,hy) N Vg(g* z — 1) = (. Nach Hilberts
Nullstellensatz impliziert dies (hy,...,he, g% 2 — 1)Ky, on,2] = K[Z1,...,2,,2] und
somit die Behauptung. Umgekehrt folgt aus 1 € (hy,... hy, g%z — 1>K[m17m’$mz] =
K[zy,...,2,, 2], daB die Polynome hy,..., hg,g* 2 — 1 keine gemeinsame Nullstelle in
K haben. Somit mufB jede gemeinsame Nullstelle von Ay, ...,k auch eine Nullstelle
von ¢ sein, sonst gibt es einen Widerspruch. Daher muf} die Formel Vz,...Vz, hy =
O0A...ANhy=0— g =0 insbesondere fiir K gelten.

q.e.d.

Somit kann der Test auf Giiltigkeit in diesem Fall durch das Berechnen einer Grobner-
basis durchgefithrt werden. Beschéftigt man sich etwas naher mit dem hier vorgestellten
Ansatz, so stellt man fest, daf fiir viele herkommliche Satze diese Methode im naiven
Ansatz fehlschlagt, d.h. in der Regel liegt fiir die gewiihlte Ubersetzung des Problems
in Algebra die 1 nicht in dem entspechenden Ideal. Dies liegt daran, dafl je nach der
gewihlten Ubersetzung verschiedenes geometrisches Wissen einflieft oder man einfach
zusatzliche Bedingungen vergifit. Daher enthalt der Ansatz von Wen-tsiin eine Idee,
wie man in einem solchen Fall die ,,vergessenen” Bedingungen finden kann. Wir wollen
hier nur kurz die Grobnerbasenvariante von Chou fiir diese Problematik vorstellen und
an unserem Parallelogrammbeispiel erlautern. Sie basiert auf einer Erweiterung der
urspriinglichen Frage zu folgendem Problem:
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Gegeben: Eine Menge von Polynomen hy,. .., kg, g aus K[zq, ..., z,].

Frage: Gibt es ein weiteres Polynom s aus Klzy,...,z,] so daB
VK(hl, Ce ,hk)\VK(S) Q VK(Q)?

Natiirlich ist dieses Problem algebraisch immer 16sbar indem man z.B. s = h; wahlt
und Vi (1, ..., hi)\Vk(s) = 0 C Vk(g) erhalt. Wen-tsiin und Chou geben nun geeig-
nete Einschrankungen an s an, die garantieren, dafl s eine ,sinnvolle” geometrische
Bedingung ist. Hier kommt die Unterscheidung der zur Koordination gewahlten Va-
riablen in unabhéingige u; und abhangige z; zum Tragen. Als sinnvolle Einschrankun-
gen werden nur Polynome in den freien Variablen angesehen, und ob solche existieren
und wie sie aussehen, kann man durch Grobnerbasen beziiglich Eliminationsordnun-
gen erfahren. Wir gehen davon aus, daf} die geometrische Situation durch Polynome
hi,...,hg, g € K[X, U] beschrieben wird, wobei X = {z;,...,2,} die abhdngigen und
U= {ui,...,uy} die freien Variablen in der Koordinatisierung sind. Weiter sei G eine
Grobnerbasis des von den Polynomen hy, ... hg,g*z—1in K[X, U, 2] erzeugten Ideals
beziiglich einer lexikographischen Ordnung mit z > X > U. Dann sind alle Polynome
aus G N K[U] Kandidaten fiir zusatzliche geometrische Bedingungen.

Zum Abschlul wollen wir uns noch einmal mit unserem Parallelogrammbeispiel
beschéaftigen. Als beschreibende Polynome hatten wir die Hypothesen

hl = U117 — ULU3 = 0

hg = U3T9 — (UQ — Ul)ll}l =0

hg = T1T4 — (CL’Q — Ul)ll}g —UL1ry = 0
h4 = U3Ty4 — UT3 = 0

und die Behauptung
g:2-u2$4+2-u3$3—u§—ug:0.

Berechnet man nun in Q[X, U, z] die Grébnerbasis von hy, ko, hz, hy, g * z — 1 mit der
rein-lexikographischen Ordnung mit Prézedenz z > x4 > ... > x1 > u3 > uy > uy so
erhalt man die reduzierte normierte Grobnerbasis

2 z2xaus + 2 2x4uUy — zug — zug — 1,
T1T4 — T273,

iUy,

T3Ugy — TaU3,

iUy — T2U3,

2. zmu% +2- z:zz4u:2,) — zu% — zu2u§ — g,
22U Uy — zulug — Uy,

Uy uUs,

T3U.

Diese Menge enthalt nur ein Polynom aus Q[U], namlich ujus. Was bedeutet nun die
Bedingung ujus # 07 Die Variablen u; und us werden durch die Koordinatisierung der
Punkte B = (u,0) und C' = (uy,us) eingefithrt. Gilt vy = 0, so fillt der Punkt B
mit dem Punkt A zusammen, gilt hingegen us = 0, so liegt C' auf der Geraden durch
A und B, d.h. durch eine zusatzliche Hypothese ujusz; — 1, wobei z; eine neue Varia-
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ble ist, werden gerade diese degenerierten Fille eines Parallelogramms ausgeschlossen,
und die Behauptung kann gezeigt werden. Denkt man an einen ,natiirlichen” Beweis
dieses Satzes, so féllt auf, daf man unbewufit davon ausgehen wiirde, daf} ein nicht-
degeneriertes Parallelogramm vorliegt. Es wurde im Prinizip also nur vergessen, diese
Information in die Hypothesen aufzunehmen.

3.5 Das 3-Farbenproblem fiir Graphen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie ein wichtiges graphentheoretisches Problem
sich mit Hilfe von Grobnerbasen 16sen 148t.

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G mit n Knoten und maximal einer Kante zwischen
je zwei Knoten. Die Frage ist nun, ob sich die Knoten des Graph mit 3 verschiedenen
Farben so einfarben lassen, dafl nie zwei Knoten, die mit einer Kante verbunden sind,
die gleiche Farbe haben. Dieses Problem 148t sich natiirlich auch fiir & > 3 Farben
formulieren und &hnlich 16sen.

Es stellt sich nun die Frage, wie man dieses graphentheoretische Problem in eine ide-
altheoretische Formulierung iibersetzen kann. Hierzu reprasentieren wir unsere 3 Farben
*". Die Knoten des Graphen wer-
den durch Variablen zy, ..., x, dargestellt. Ziel ist es nun, die moglichen Einfarbungen

durch dritte Einheitswurzeln 1, ¢, ¢? aus C mit € = ¢

des Graphen als Losungen eines Gleichungssystems zu kodieren.

Jeder Knoten kann nun auf drei Arten ,gefarbt” werden, was durch die Gleichungen
fi=a]-1=0,1<i<n

ausgedriickt wird. Weiterhin sollen Knoten, die durch eine Kante verbunden sind, ver-

schieden eingefiarbt werden. Fiir zwei beliebige Knoten z; und z; gilt immer 2 = 27

und diese Gleichung kann auch geschrieben werden als (z; — x;) * (2} 4+ 2425 + 23) = 0.
Somit haben die Knoten z; und z; genau dann verschiedene Farben, wenn

2 2
gi; = ; —I—;z;i:z:j—l—:z:j =0.

Nun koénnen wir unseren Graphen G durch Polynome in Clzy,...,z,] wie folgt be-
schreiben:

Fo={fi,....[.}U{gij | 1 <i<j<n, es gibt Kante zwischen z; und z; in G}.
Dann gilt fiir das von Fg in Clzy,...,z,| erzeugte Ideal folgender wichtige Satz:

Satz 3.5.1 Der Graph G kann mil 3 Farben gefirbt werden genau dann, wenn

V((Fg)) # 0.

Wie im vorherigen Abschnitt kénnen nun Grobnerbasen benutzt werden, um zu ent-
scheiden, ob V((Fg)) # 0. Man berechnet einfach zu Fg eine Grébnerbasis Gig und

testet, ob diese Menge ein konstantes Element enthalt.

Betrachten wir ein einfaches Beispiel.
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z8

x2

zh

z1
7

z6

Die Polynome, die diesen Graphen G beschreiben, sind

und
Gi; = x? + Tix; —|—£E?,(Z,]) € B,

wobei B = {(1,2),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,8),(3,4),(3,8),(4,5),(4,7),(5,6), (5,7),
(6,7), (7,8)}. Die reduzierte normierte Grobnerbasis des von diesen Polynomen erzeug-
ten Ideals beztiglich lange-lexikographischer Ordnung mit Prazedenz zq > ... > xg ist
Gg = {xy — a7, 09+ 27+ T8, 03— X7, T4 — Ty, T+ T7 + T, Tg — Tg, T2+ T7w8 + 75, 78— 1}.
Da diese Menge kein konstantes Element enthalt, gilt V((Fg)) # @, und wir konnen
sogar eine konkrete Farbung des Graphen berechnen. Hierzu beginnen wir mit dem
Knoten zg, da es nur ein Polynom z3 — 1 in nur einer Variablen gibt. Wir nehmen an,
unsere drei Farben sind rot, gelb und blau, und wir farben zs rot ein. Danach kénnen
wir z7 farben, da das Polynom z% + z7xg + 22 in Gg ist, und z7 muf} eine neue Farbe
bekommen, zum Beispiel blau. Dann miissen jedoch auch x; und x5 blau sein, da die
Polynome z; — x7 und x3 — 27 in Gg sind. Ebenso miissen die Knoten x4 und z¢ rot
sein, da die Polynome 4 — xg und x¢ — xg in Gg sind. Es verbleiben die Knoten x4
und x5, welche die gleiche Farbe haben miissen, aber verschieden von z; und zg, da
3 4+ x7 + g und x5 + x7 + xg in Gg sind. Wir erhalten also folgende Féarbung:

Knoten H Farbe ‘

1 blau
T gelb
T3 blau
Ty rot
Ts gelb
Te rot
7 blau
Ts rot
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Die Grobnerbasis GGg gibt uns in diesem Beispiel nicht nur die Moglichkeit, eine Farbung
auszurechnen, sondern wir sehen an der einfachen Struktur sogar, daff dieses Féarbungs-
schema im Wesentlichen das einzig mégliche ist®. Zur Erinnerung: Die vorkommenden
Kopfterme z1, z3, 23, 24, T5, 26, 22 und x3 bestimmen die Anzahl der méglichen Losun-
gen.

Fiir andere Graphen kann die dazugehorige Grobnerbasis komplizierter aussehen, und
somit ist das Berechnen einer konkreten Farbung nicht immer so einfach.

3.6 Polynomiale Abbildungen und lineare Optimie-
rung

In diesem Abschnitt wollen wir eine weitere Anwendung von Grébnerbasen kennenler-
nen, die sich mit sogenannten K-Algebra-Homomorphismen zwischen Polynomringen

beschéaftigt, d.h. mit Abbildungen

O Ky, .. ym] — K1, ..., 2],

die durch ihr Verhalten auf den Variablen eindeutig bestimmt sind:
¢ yi — fi

mit f; aus K[zq,...,2,], 1 <i < m. Fir ein Polynom h aus K[y, ..., y,] der Gestalt
h = ZU:(U““’Um)ENm ¢, - Y1t ... ylm mit nur endlich vielen ¢, ungleich der Null ergibt
sich dann

¢h)y=" DY eSS =h(fi o )

v=(v1,....um ) EN™

und dieses Polynom liegt in K[zy,...,z,]. Der Kern dieser Abbildung ist ein Ideal,
namlich

ker(¢) ={h € K[y1,...,ym] | R(f1,..., fn) = 0}.
Das Bild dieser Abbildung ist eine K-Unteralgebra von K[z, ..., z,]

im(¢) = {f € K[zy,...,2,] | ¢(h) = [ fiir ein b € K[y, ..., ym]}.

Diese Unteralgebra wird oft auch mit K[f1,..., f.] bezeichnet. Es gilt (erster Isomor-
phismensatz fiir K-Algebren)

Klys, .. yml/ker(9) = K[f1, ..., fn]

vermoge der Abbildung
g+ ker(¢) — (g).

Im Folgenden benutzen wir unsere Satze aus der Eliminationstheorie, um

3Es kénnen natiirlich die einzelnen Farben noch miteinander vertauscht werden.
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1. den Kern von ¢ mit einer Grobnerbasis zu beschreiben und

2. fir das Bild von ¢ einen Entscheidungsalgorithmus zu bestimmen.

Dazu benoétigen wir ein einfaches technisches Lemma.

Lemma 3.6.1 Sind ay,...,a,,by,...,b, FElemente aus einem kommutativen Ring, so
liegt ay * ... % a, — by *...%b, im Ideal (a3 — by,...,a, — by,).
Beweis :

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n und benutzt die Tatsache, daf
ay*...ka, —byk.. by =ar*(ag*k...xa, —byx...b,)Fbyk...xb,x(a; — by).

q.e.d.

Wenden wir uns nun unserer ersten Aufgabe zu. Den Kern der Abbildung ¢ kénnen
wir algebraisch wie folgt charakterisieren.

Satz 3.6.2 Fs seien fi,...,fn die wie oben zu ¢ assoziterten Polynome aus
Klzi,...,z,) und i=(y1 — f1,. ... Ym — fn)Kzr,smn91,ym]- Dann gilt

ker(¢) =iNK[y1,. .., Yml

Beweis :

Ist g aus i N Klyi,...,yml, so gilt g = >0 (y; — fi) * hi, wobei die Polynome h;
aus K[z1,...,2,,y1,...,Yn] sind. Daher ist g(f1,..., fin) Null und somit g aus ker(¢).
Umgekehrt hat ein Polynom ¢ aus ker(¢) eine Darstellung g = Zu:(ul,...,um)ENm cy -
yi' ...ysm mit nur endlich vielen ¢, ungleich der Null. Da ¢(fi,..., f) = 0, kénnen

wir auch schreiben

g 9g=9(f1,- - fm)
= Ey:(yl,...,um)ENm Cy - yill e y'Zlm - Ey:(yl,...,um)ENm Cy - 1”1 e 7ynm
= Zu:(ul,...,um)ENm Cy - (yill e y;;/%m - 11/1 e f'rl;mm)7
und jedes y;* ...ysm — fi' ... fm liegt nach Lemma 3.6.1 in i. Somit liegt ¢ auch in

iNK[yr, -\ Yml-
q.e.d.

Dieser Satz ist die Grundlage fiir die konkretere Bestimmung des Kerns von ¢. Man
berechnet eine Grobnerbasis G von {y; — f1,...,ym — [m } beziiglich einer Eliminations-

ordnung mit X > Y, und die Elemente aus G N K|y, ..., yn] sind eine Grobnerbasis
des Ideals ker(¢).
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Machen wir uns dieses Vorgehen an einem kleinen Beispiel deutlich. Es sei die Abbil-
dung ¢ : Q[r,u, v, w] — Q[z,y] bestimmt durch

r Z

u — 23y
v o— oy’
w —  yt

Dann bestimmen wir beziiglich der Eliminationsordnung, welche die lange-
lexikographische Ordnung mit Prazedenz y > z auf Q[z,y] mit der umgekehrt-lange-
lexikographischen Ordnung r > u > v > w aul Q[r, u, v, w] verbindet, die reduzierte

: . : 4 3 3 R g 3 4
normierte Grébnerbasis von (r —z*, u — 2%y, v — 2y’ w—y*): G ={z* —r, 2%y —u,y* —

2u, 2%y w — 02 uv — rw, v2 —uw?, rv? — vtw, yuw — rv? U —

W, Yv — TW, Yr — TU, YU — T
r?v, yu? — zrv}. Dann ist G N Q[r,u, v, w] = {uv — rw, v® — vw?, rv? — v?w,u® — riv}
eine Grobnerbasis von ker(¢).

Wenden wir uns nun dem Bild der Abbildung ¢ zu.

Satz 3.6.3 Fs sei i = (y1 — fi,.. -, Um — fm)K[z1,onnrnym] Wi€ in Satz 3.6.2 und
GG eine normierte reduzierte Grébnerbasis dieses Ideals beziiglich einer FEliminati-
onsordnung mit X > Y. Dann liegt ein Polynom [ aus K|zi,...,2,] genau dann
im Bild von ¢, wenn es ein h aus K[y, ..., ym] gibl mit f "5, h. Es gill dann

f=0h)=h(fi,- ., fn)-

Beweis :

Zuerst nehmen wir an, [ sei aus dem Bild von ¢, d.h. es gibt ein Polynom
g aus Klyi,...,yn] mit f = ¢g(fi,..., fn). Dann liegt die Differenz f — ¢ in
Klz1, ..., T, Y15+, Ym], und es gilt f—g = g(f1,..., fm) — g, und wie im vorheri-
gen Satz kann man mit Hilfe von Lemma 3.6.1 zeigen, dal f — ¢ in i liegt. Daher
gilt f — g—,0, und nach Lemma 2.3.2 gibt es ein h mit f ——,h und g—h.
Letztere Reduktionskette erlaubt zur Reduktion von ¢ aus K[y, ..., y,], da G mit
einer Eliminationsordnung berechnet wurde, nur die Anwendung von Polynomen aus
G NKly1, ..., Ym]. Insbesondere muB dann auch h aus Ky, ..., y,] sein.

Umgekehrt impliziert f —. h nach Lemma 2.3.2 f — h € i, d.h.

f_hzzgi*(yi_fi)

mit Polynomen g¢; aus K[z1,...,2,,91,...,Yn]. Ersetzt man f; fir y;, so erhalt man

wie gewiinscht f = h(f1,..., fm) = ¢(h).
q.e.d.

Somit kann aus folgendem Korollar ein Algorithmus abgeleitet werden, um zu entschei-
den, ob ein Polynom im Bild von ¢ liegt.
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Korollar 3.6.4 Fsseii= (y1 — fi,..,Um — fm)K[e1,ompn,nym] Wi€ in Satz 3.6.2 und
G eine normierte reduzierte Gréobnerbasis dieses Ideals beziiglich einer Eliminations-
ordnung mit X >Y. Dann liegt ein Polynom [ aus K[z1,...,2,] genau dann im Bild
von ¢, wenn NORMALFORM( f, ) ein Polynom aus Ky, ..., y,| liefert.

Dieser Algorithmus soll wieder an einem Beispiel verdeutlicht werden. Wir betrachten

die Abbildung ¢ : Q[u,v] — Q[z] definiert durch

u |—>:L'4—|—;c
v — 2.

Liegt #° im Bild dieser Abbildung? Um dies zu beantworten, berechnen wir die reduzier-
te normierte Grobnerbasis des Ideals (u—x* —z,v—23) beziiglich der lexikographischen

Ordnung mit Prazedenz x > u > v. Wir erhalten G = {u3 —vt =303 =302 —v,zv+

T —u,ru? —v* —2-v? — v, 2%u — v? — v, 2% — v}. Reduktion von z° mit G ergibt

x° — 2, i — —z? + zu.

rvt+r—u

Da dies eine Normalform ist und nicht in QJu,v] liegt, impliziert Korollar 3.6.4, daf}
2° nicht im Bild von ¢ liegt.

Dieser Algorithmus kann auch benutzt werden, um zu testen, ob ¢ surjektiv ist, d.h. je-
des Element aus Klzy,...,z,] hat ein Urbild in Klyi,...,ys]. Man braucht nur zu
testen, ob die Variablen zy,...,z, im Bild von ¢ liegen. Der nachste Satz besagt, dafl
man dies direkt an der Grébnerbasis ablesen kann.

Satz 3.6.5 Fsseii= (y1—f1,.. ., Umn—fm)Klz1, o znn,ym] Wi€ in Satz 3.6.2 und G eine
normierte reduzierte Gréobnerbasis dieses Ideals beziiglich einer Eliminationsordnung
mit X > Y. Dann ist ¢ surjekliv genau dann, wenn es zu jedem 1 < 1 < n ein
Polynom g; in G gibt der Gestalt g = x; — h; mit h; € K[y1,...,ym]. Insbesondere gill

zi = hi(fi.-.. fm)-

Beweis :

Nehmen wir zuerst an, ¢ sei surjektiv. Als Prazedenz auf den Variablen X setzen wir
r; < ... < m, voraus. Dann existiert nach Satz 3.6.3, da z; im Bild von ¢ liegt,
ein Polynom A% aus K[y, ...,yn] mit 2 ——, b4, und es gilt z; — k', € i. Daher muB
insbesondere ein Polynom ¢; aus (¢ existieren, dessen Kopfterm HT (z1) = z; teilt, also,
da G nicht die 1 enthélt, gilt HT(g;) = x. Weiter sind alle Terme, die kleiner als x4
sind, Terme aus T"(Y), d.h. g1 = 21 — hy mit hy aus K[yi, ..., yn.]. Ebenso folgt, da z,
im Bild von ¢ liegt, die Existenz eines Polynoms A} mit z; — h}. Es existiert somit
ein Polynom ¢y in G mit Kopfterm HT(g2) = 2, dessen weitere Terme alle kleiner als
zy sind, also in T"*!({z:} UY) liegen. Da jedoch G reduziert ist und das Polynom
g1 = =1 — hy enthalt, folgt, dafl die Variable z; in den Termen von g, nicht vorkommt.
Daher gibt es ein Polynom hy aus K[yq, ..., y,s] mit go = x5 — hs. Ahnlich kénnen wir

nun fiir die Variablen z3, ..., z, vorgehen.
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Um umgekehrt zu zeigen, dafl ¢ surjektiv ist, benutzen wir, daf dies genau dann der
Fall ist, wenn jedes z; im Bild von ¢ liegt, 1 < ¢ < n. Da z; — h; in G liegt, gilt
z; —g h; fir alle 1 <@ < n. Da h; aus K[y, ..., y,| folgt mit Satz 3.6.3, daB z; im
Bild von ¢ liegt.

q.e.d.

Diese Resultate konnen nun auf Quotienten von Polynomringen iibertragen werden.

Definition 3.6.6 Fine K-Algebra heifit affin, falls sie isomorph (als K-Algebra) zu
einem Quotienten K[zy,... x,|/€ mit Ideal € ist.

Der Polynomring K[zy,...,x,] selbst ist affin. Ebenso ist fir fi,..., f, wie oben
K[fi,..., [m] affin. Wir betrachten nun Homomorphismen zwischen solchen affinen

K-Algebren
96 : K[y177ym]/] — K[ajla"'axn]/ea

die wie folgt eindeutig bestimmt sind:
¢yt fit+t

Eine solche Abbildung ist genau dann wohldefiniert, wenn fiir j = (g1,...,9:) gilt,
daB fiir alle 1 <7 <¢, g;(f1,...,fm) € £ Dies kann natiirlich mittels Grobnerbasen
iiberpriift werden. Als Verallgemeinerungen der obigen Satze erhalten wir

Satz 3.6.7 Es sei i = (E,y1 — f1,.- 2 Um — [ )Kor,mmnsym] - Dann gill ker(¢) =
iNK[y1, ..., ym] (moduloj), d.h. falls i N Kyr,...,ym] = (g1,...,9s), so ist ker(¢) =
(g1 +3s---,95 i)

Satz 3.6.8 Es seii= (E,y1 — f1,.. ., Um — [o)K[z1,ooznwr,ym] ¥nd G eine Grébner-
basis von i beziiglich einer Fliminationsordnung mit X > Y. Dann liegt [ + ¢ aus
K[zy,...,2,]/t genau dann im Bild von ¢, wenn es ein h aus K[yi,...,y.] gibl mit

f 55 h. Insbesondere gilt f +€ = d(h+37) =h(fi,..., fm) +].

Wieder kann dies durch das Berechnen der Normalform beziiglich G entschieden wer-
den.

Satz 3.6.9 Fs seii = (&,y1 — fi,.. . Um — fo)Ker,omp1,um] Und G eine normierte
reduzierte Grobnerbasis von i beziiglich einer Eliminationsordnung mit X > Y. Die
Abbildung ¢ ist genau dann surjektiv, wenn es fir jedes 1 < 1 < n ein Polynom
gi = x; — h; in G gibl mit h; aus K[yi, ..., yn].

Bisher haben wir kennengelernt, wie Grobnerbasen eingesetzt werden koénnen, um
das Enthaltenseinsproblem fiir Ideale in K[z1,...,2,] zu entscheiden. Eine weitere
interessante Unterstruktur von Polynomringen haben wir in diesem Abschnitt ken-
nengelernt — Unteralgebren. Im Gegensatz zu Idealen sind Unteralgebren nur abge-
schlossen beziiglich Multiplikation mit Elementen aus K und sich selbst. Eine Menge
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A C K|zy,...,2z,] heiBt Unteralgebra genau dann, wenn K C A und f, g aus A gilt:
f—gund f*gsind auch aus A. Das Enthaltenseinproblem fiir Unteralgebren 148t sich
wie folgt formulieren.

ENTHALTENSEINPROBLEM FUR UNTERALGEBREN

Gegeben: Eine Erzeugendenmenge F' und ein Polynom f aus K[zq,..., z,].
Frage: Liegt f in K[F]?
Wir kénnen nun fiir endlich erzeugte Unteralgebren von K[zq,...,z,] die hier vorge-

stellten Techniken benutzen, um dieses Problem zu entscheiden. Ist A erzeugt von den
Polynomen F' = {fi,..., fr}, so schreiben wir wieder K[f1,..., fi]. Berechnet man die

7Zu
o :Kly, .. ym] — Kz, ..., 2],

yi — fi
assoziierte Grobnerbasis G von {y; — f; | 1 <1 < k} wie oben beschrieben, so gilt fiir f
aus K[zy,...,2,], daB f auch in K[f,..., fi] liegt, genau dann, wenn die Normalform

h von f beziiglich G in Ky, ..., yx] liegt. Es gilt dann sogar ¢(f) = h(f1,... fr), und
das Polynom h gibt uns f als Algebralinearkombination der Elemente aus F'. Dieses
Entscheidungsverfahren kann auch fiir Ideale in K[fi,..., fx] ausgedehnt werden.

Abschlieflend wollen wir nun sehen, wie Grobnerbasen eingesetzt werden kénnen, um
lineare Optimierungsprobleme zu l6sen.

Gegeben seien Elemente a;;, b; aus Z und ¢; aus Rmit 1 <¢ <npund 1 <5 < m.
Gesucht wird eine Losung in N des Gleichungssystems

a2+ ...+ aimzn = by
a1 -21 + ... A+ Ggmczm = by
ap1-z1 + oo+ Gum o Zn = bn7

welches folgende Kostenfunktion minimiert
(2150 s 2m) = ch -z
i=1

Es gibt verschiedene Ansitze, solch ein Problem zu l6sen, z.B. die Simplexmethode.
Wir wollen hier jedoch wieder versuchen, Grobnerbasen einzusetzen. Hierbei wollen wir
wie folgt vorgehen:

1. Ubersetze das gegebene Optimierungsproblem in ein algebraisches Problem
2. Lose das algebraische Problem mit Grébnerbasen.

3. Ubersetze diese Losung in den urspriinglichen Kontext.

Zuerst wollen wir uns mit dem Spezialfall beschéftigen, dafl alle a;; und b; aus N sind
und die Kostenfunktion vernachléssigt wird. Dann kénnen wir unser Gleichungssystem
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in speziellen Polynomen kodieren. Wir fiithren fiir jede Gleichung eine Variable z; ein

und schreiben

ai1-21F.Faim Zm

:L.Z

_ b
=,

fiir 1 <7 < n. Das ganze Gleichungssystem kann dann in einer Gleichung zusammen-
gefaBit werden

a11-21+...+21m 2m an1-21+...+anm-2m __ by bn
:El ;L'n —.TL‘l...:L‘n

oder anders geschrieben

a1l ,a21 an1 )21 21m ,,32m @nm\zm _ b1 bn
(xiMay® gt )? (e )T =

Dann kann die linke Seite dieser Gleichung als Bild des Produktes y;' ... y2" folgender
Abbildung aufgefafit werden:

95: K[yh,ym] — K[;L’l,...,l'n]
Y — xytay?t .l
Lemma 3.6.10 /m oben beschriebenen Spezialfall, daf$ alle a;; und b; aus N sind,
gilt: Fs gibt eine Losung (o1,...,0,) aus N™ genau dann, wenn :L‘Eil ...xbn Bild ei-
nes Termes aus T™(Y') unter der Abbildung ¢ ist. Insbesondere folgt aus xlil .z =
oyt .. yom), daf (o4, ...,0,) eine Losung des Gleichungssystems ist.

In Satz 3.6.3 haben wir gesehen, unter welchen Bedingungen ein Element Bild eines
Polynoms unter einer solchen Abbildung ¢ ist. In unserem Lemma wird gefordert, daf
das Element sogar Bild eines Termes sein soll. Da ¢ die Variablen y; jedoch auf Terme
in T*(X) abbildet, konnen wir Satz 3.6.3 verscharfen.

Lemma 3.6.11 Wir selzen wieder voraus, daff alle a;; und b; aus N sind. Ist :Clil o.axbn

im Bild von ¢, so ist es Bild eines Termes aus T"(Y).

Beweis :
Wir benutzen Satz 3.6.3. Es sei i = ({y; — «i" 23> ... 2% | 1 <@ < m}) und G eine

normierte reduzierte Grobnerbasis dieses Ideals beziiglich einer Eliminationsordnung

. . . . * .
mit X > Y. Dann ist :1:?1 ...2% im Bild von ¢ genau dann, wenn ;z:lil coxbn 2 b fiir

ein Polynom h aus K[y, ..., yn]. Inshesondere folgt aus z?' ... 2" . h dann auch
1’?1 ... xbn = ¢(h). Da G nur Polynome bestehend aus Differenzen zweier Terme enthilt,

folgt sofort, daB h ein Term aus T™(Y') sein muB.
q.e.d.

Somit kénnen wir Grobnerbasen wieder einsetzen, um zu entscheiden, ob in unserem
Spezialfall das Gleichungssystem eine ganzzahlige Losung hat.
1. Berechne eine reduzierte Grobnerbasis des Ideals ({y; — (" 23> ... zf»
m}) beziiglich einer Eliminationsordnung mit X > Y.

1<i<

bn

2. Berechne die Normalform h von 2% ...zt
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3. Ist A nicht aus T™(Y), so existiert keine nicht-negative Losung. Gilt jedoch h =
yit . .ygm, so st (oq,...,0,) eine Losung des Gleichungssystems.

Dies soll nun an einem Beispiel illustriert werden. Wir betrachten das Gleichungssystem

3'21 —|— 2'22 —|— Z3 —|— Z4 = 10
4'21 + Z9 + Z3 = 5.

Dann erhalten wir fiir jede Gleichung eine Variable, also z; und x;. Die entsprechende

Abbildung ist
¢ Qlyr,y2.ys,ya] — Q[z1,79]

()1 — e
Y2 — .I'%.I‘Q
Y3 — T122
Ya — T1,

und das dazugehorige Ideal ist i = (y; — T35, Yy — TiT9, Y3 — T1T, Y4 — z1). Die redu-
zierte normierte Grobnerbasis dieses Ideals beziiglich der lexikographischen Ordnung
mit Prizedenz x1 > x3 > y1 > yo > y3 > ya ist G = {x1 — ya, Toys — Y3, ToYs — Y1, Y2 —
YaY4, Y1Ya — Y3+ Wir erhalten somit fiir den Term x1°z3, der die rechten Seiten des

Gleichungssystems kodiert,

10..5 9.5
L1 Ty 1 —va L1T2Y4
9 5,10

T1—Y4 TaYs
4, .9
zaya—ys  T2Y3Ya

4 5.5

T2Ys—Ys3 y3y4

und y3y; ist in Normalform. Dann ist (0,0, 5,5) eine ganzzahlige Losung unseres Glei-
chungssystems.

Als néchstes wollen wir uns dem allgemeineren Fall mit a;; und b; aus Z zuwenden. Da
wir nun bei einer Kodierung des Gleichungssystems auch negative Exponenten erhal-
ten wiirden, kénnen wir nicht mehr in einem Polynomring K[z, ..., z,] arbeiten. Statt
dessen wéhlen wir eine zusatzliche Variable w und arbeiten in dem affinen Quotien-

tenring K[z, ..., z,, w]/ mit € = (z,2,...2,w — 1). Dann kénnen wir nicht-negative
Elemente a;i und d;; 1 <1 <m, 1 < j <n finden, so daf} fiir alle 1 <1 < m gilt
(@riy s an) = (ayy, . yal)+di- (—1,...,—1).
Im affinen Quotientenring K[z, ..., z,,w]/¢ gilt dann, da 2% ... z%w% —1 € £ und
somit auch z{Vz5> ... 2% (2] .. x%iw® — 1) € g
Vs ptei o= pflpl gt fopfrigl ptny (28 gt — 1) 4 €
= z{Vry L aywd 4L

Analog kann man auch b},...,8,,d € N finden, so daB} (by,...,b,) = (b],...,b,)+d-

YU n rn

(=1,...,—1) und man erhalt

by b b by b3 b, d
rilzy ooz =22 o rwt + L



66 KAPITEL 3. ANWENDUNGEN VON GROBNERBASEN

Wieder kénnen wir eine Abbildung definieren wie folgt
o Ky, oym] — Kz, .., 2., w]/8
Yi s x ay?ay wh 4 L

Analog zu vorher erhélt man:

Lemma 3.6.12 Fs gibt eine Losung (o1,...,0,) aus N™ fir das oben beschriebene
Gleichungssystem genau dann, wenn ;z:il ...2irwd + € Bild eines Termes aus T(Y)

. . b! b! L(..0 o
unter der Abbildung ¢ ist. Insbesondere folgt aus x,' ...z, w? + &= ¢y ...y°m), daff
(01,...,0m) eine Losung des Gleichungssystems ist.

Nun kénnen wir Satz 3.6.3 anwenden, da die besondere Gestalt der Grébnerbasis es
wieder garantiert, dafl beim Test, ob ein Element im Bild der Funktion ¢ liegt, im
positiven Fall auch ein Term geliefert wird. Dies folgt, da wie in Lemma 3.6.11 gilt:
Lemma 3.6.13 [st ;Uill 2wt 4 € im Bild von ¢, so gibt es einen Term aus T™(Y)
als Urbild.

Somit haben wir die Grundlagen geschaffen, unsere spezielle Losung auf Gleichungssy-
steme mit Koeflizienten a;; und b; aus Z zu erweitern.
Schauen wir uns ein Beispiel an. Wir betrachten das Gleichungssystem

3 21 — 2. Z9 —|— Z3 — 24 = —1
4. Al + Z9 — Z3 = 5.
Wieder erhalten wir fiir jede Gleichung eine Variable, also z; und z,, und fiir jede

Unbekannte eine Variable, also y1, y2, ys und ys. Unser Ideal € ist (zqzqw — 1). Die
entsprechende Abbildung ist

le Q[y17y27y37y4] — Q[l’lal’?au’]/e
i — :1:?.7;‘21 + &
Yo — .’L“;’w2 + &
Y3 — iw + €
Ya — raw + €.

Das dazugehorige Ideal ist i = (y; — iz}, y2 — 25w? y3 — 23w, ys — Tow, x1200w — 1).
Die reduzierte normierte Grobnerbasis dieses Ideals beziiglich der lexikographischen
Ordnung mit Prazedenz z1 > @y > w > y; > yo > y3 > ya ist G = {1 — yiysys, vo —

Y1YsYS, W — ysyd, viyays — L viysys — Yo, viyayi — va, viysys — Vs, YiYat — Yas Y2Us — Ya )

Da gilt z7'25 4+ € = 25w + €, reduzieren wir den Term z5w und erhalten

;zz—ylygyi wYTYs Y
SEPR T Tk
i ViV YE
i ViYL
Y1Y2yi,

Ny yE—y2
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und der Term y,y2y3 ist in Normalform. Aufler der Lésung (1,1, 0,2) erhalten wir durch
Inspektion des Reduktionsprozesses jedoch noch weitere Losungen des Gleichungssy-
stems. Jeder Term aus T™(Y') aus obiger Reduktionskette beschreibt ndmlich eine
Losung.

Nun wollen wir zur Lésung unseres eigentlichen Problems zuriickkehren, d.h. wir wollen
eine Losung des Gleichungssystems bestimmen, fiir die auch noch die gegebene Kosten-
funktion ¢(z1,...,2m) = Z] | ¢j - z; minimal ist. Diese zusétzliche Einschrankung wer-
den wir in die Grobnerbasenberechnung kodieren. Bisher haben wir nur benétigt, dafl
die Grébnerbasis beziiglich einer Eliminationsordnung mit X > w > Y bestimmt wur-
de. Wir werden nun unsere Kostenfunktion benutzen, um spezielle solche Termordnung
auszuzeichnen.

Definition 3.6.14 Fine Termordnung <5 auf den Variablen Y heifit kompatibel
mit der Kostenfunktion ¢ und der Abbildung ¢, falls aus é(y7'...yom) =

qé(yfl ...yfnm) und (o, ...,0,) < c(oy,... o) folgt, daff y7* .. .yom <5 yfl Y

Diese speziellen Termordnungen werden genau die Lésungen mit minimaler Kosten-
funktion liefern.

Satz 3.6.15 Fs sei G eine Grébnerbasis des zu unserem Gleichungssystem wie oben
beschriebenen Ideals beziiglich einer Eliminationsordnung mit X > w > Y, wobei die

Ordnung auf Y mit ¢ und ¢ kompatibel ist. Dann folgt aus :r;?ll il syl Ly
mit irreduziblem y7' ... yom, daff die Losung (o4, ... ,0.,) die Kostenfunktion minimiert.

Bewelis :

. b b * o . . . .
Sei also x,' ...z w? —s,y7'...y2™ mit irreduziblem y{'...y2™. Dann ist sicherlich

(01,...,0m,) eine Losung unseres Gleichungssystems. Nehmen wir an, es gibe eine
weitere Losung (of,...,00 ) mit ¢(o],...,00) < c(al, ..., 0p,) und y1 Ly sel
die entsprechende Kodierung als Term. Dann gllt oyt .. yim) = qb(yl cy) =

.Z‘ll) 2w + £ Somit liegt y{' ...yom™ —y,

i ym im Kern von ¢, und dleser Kern

liegt in dem von der Abbildung beschrlebenen Ideal. Also muf} gelten

1
91

yit oy =yt yom 6 0.

!

Da wir annehmen, da y7'...y7" >§ yfi cooym ist Y7t y2m also der Kopfterm
dieses Polynoms und somit mit G reduzibel im Widerspruch zu der Annahme, daf} er
irreduzibel war.

q.e.d.

Natiirlich koénnen abhéngig von der gewéhlten Termordnung verschiedene minimale
Losungen berechnet werden. Leider ist es im Allgemeinen nicht so einfach, eine ge-
eignete kompatible Termordnung zu bestimmen. Sind jedoch alle Koeffizienten der
Kostenfunktion nicht-negativ, so ist folgende Termordnung immer mit ¢ und ¢ kom-
patibel: Ordne zuerst die Terme beziiglich der Kostenfunktion, und falls diese Werte
iibereinstimmen, benutze eine beliebige Ordnung.
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Dies soll nun als Erweiterung unseres vorherigen Beispiels kurz skizziert werden. Als
Kostenfunktion wahlen wir ¢(zy, 22, 23, z4) = 1000 - 21 + 25 + 23 + 100 - z4. Als Ordnung
benutzen wir die lexikographische Ordnung auf den Variablen X und w mit Prazedenz
ry > x5 > w und auf Y eine Kombination der Kostenfunktion mit der lexikogra-

o

phischen Ordnung mit Prazedenz y; > yo > y3 > y4, d.h. yi' .. y0m <. y;i . ..yfn;"‘

genau dann, wenn c(y7'...y7") < c(yf1 e yZ{m) oder c(y'...y7m) = c(y;' ...ygf‘")
und Y7L yom <pew yit. .. ygf”‘. Dann erhilt man als Grébnerbasis G = {w — y3y3, ys —

Yoys, T1 — 1ysyil, xo —y1ySyd, yiysyil — 1}, Reduziert man nun den Term z§w, so erhilt

man als Normalform zw —, y1y3y2, und wir erhalten somit eine Losung (1,3,2,0)

mit minimalen Kosten.
Ubungen
1. Losen Sie folgendes Gleichungssystem:

3'21 + 2'22 + Z3 = 10
4'21 + 3'22 + Z3 = 12.

2. Losen Sie folgendes Gleichungssystem:

2'21 + Z9 — 3'23 + Z4 = 4
—3'21 —|— 2'22 — 2'23 — 24 = —3



Kapitel 4

Verbesserungen von Buchbergers
Algorithmus

Die Miih’ ist klein, der Spaf} ist gro8.

(GOETHE

Will man Groébnerbasen zum Ldsen von algebraischen Problemen einsetzen, so ist es
wichtig, Buchbergers Algorithmus moglichst effizient zu implementieren. Daher gilt es,
unnoétige Berechnungen zu erkennen und zu vermeiden. Da Buchbergers Algorithmus
zur Berechnung einer Grébnerbasis die Charakterisierung iiber s-Polynome benutzt,
fallt die Hauptarbeit des Algorithmus beim Reduzieren von s-Polynomen zur Normal-
form an. In diesem Kapitel werden wir Kriterien kennenlernen, die es erlauben, gewisse
s-Polynome, die sich auf jeden Fall zu Null reduzieren lassen, zu erkennen, ohne die Re-
duktion durchfithren zu miissen. Somit kann man Normalformbestimmungen einsparen.
Dies ist insbesondere von Bedeutung, da die Tatsache, daf} ein s-Polynom zu Null redu-
zibel wire, noch lange nicht impliziert, dafl die Normalformberechnung im Algorithmus
selbst die Null liefert. Die Null mufl ndmlich nicht beziiglich jeder Reduktionsstrategie
die Normalform sein (wir haben unter Umstanden ja noch keine Konfluenz).

4.1 Buchbergers erstes Kriterium

Erinnert man sich an spezielle Reduktionssysteme, die sogenannten Wortersetzungs-
systeme, so sind dort solche kritischen Situationen immer zusammenfiithrbar, die aus
sogenannten disjunkten Uberlappungen entstehen. Etwas dhnliches kann man auch fiir
Polynomreduktionen aufzeigen.

Satz 4.1.1 FEs sei F' eine endliche Menge von Polynomen aus K[z1,...,z,] und f, g
zwei Polynome aus F, so daf

kgV(HT(/),HT(g)) = HT(/) o HT(9g),
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d.h. die Kopfterme der beiden Polynome haben keinen echten gemeinsamen Teiler aufSer
der 1. Dann ist die Null eine Normalform des s-Polynoms spol( f, g) beziiglich Reduktion
mit F.

Beweis :
0.B.d.A. kénnen wir annehmen, da HC(g) = HC(g) = 1. Dann gilt:

spol(f,g) = HT(g)+f—HT(f) g
= (9—RED(g))* f — (f —RED(f)) * g
= g+ [ —RED(g)* f— f+g+RED(f)*g
= —RED(g) * [+ RED(f) * g

Wir werden nun zeigen, daf§ fiir alle Terme s € T(RED(g)) und ¢t € T(RED(f)) gilt
soHT(f) # toHT(g). Dies impliziert, daB sich das s-Polynom spol( f, g) durch |RED(g)]
Anwendungen von f und |RED(f)| Anwendungen von g zu Null reduzieren 1a8t. Neh-
men wir also an, es gabe s € T(RED(g)) und ¢t € T(RED(f)) mit soHT(f) =toHT(g).
Dann ist jedoch ¢ o HT(g) ein gemeinsames Vielfaches von HT(f) und HT(g). Da
kgV(HT(f),HT(g9)) = HT(f) o HT(g), muB somit HT(f) den Term ¢ teilen im Wi-
derspruch zu HT(f) > t.

q.e.d.

Machen wir uns die Argumentation aus diesem Beweis noch einmal an einem Beispiel

deutlich.

Betrachten wir die Polynommenge F' = {f; = yz+ vy, fo = 2° + y, f3 = y*> + 2z} aus
Qlz,y, 2], und als Termordnung wahlen wir die lange-lexikographische Ordnung mit
Préazedenz x > y > 2. Dann erfiillt das s-Polynom zu f; und f; die Bedingung des
Lemmas. Wir erhalten spol(fi, f2) = 2%y — y?z, und dies laBt sich mit den Polynomen
f1 und f5 zu Null reduzieren. Daf} jedoch nicht jede beliebige Reduktionskette die Null

als Normalform liefern muf sehen wir, wenn wir 2%y — y?z wie folgt reduzieren:
:1;3y — yQZ —ry T yQZ — y2 g T y2 + 22 — 22+ 2.

Satz 4.1.1 bieten also eine erste Méglichkeit, unsere Charakterisierung von Grébnerba-
sen iiber s-Polynome einzuschranken auf s-Polynome von Polynomen, deren Kopfterme
einen echten gemeinsamen Teiler haben. Um noch weitere s-Polynome als tiberfliissig zu
erkennen, wollen wir uns mit den s-Polynomen etwas nidher beschéftigen. Wir haben
sie kennengelernt als Resultat einer Reduktion eines Termes mit zwei verschiedenen
Polynomen, also als eine sogenannte kritische Situation einer Reduktionsrelation, die
aufgelost werden mufl, um lokale Konfluenz zu erreichen. Im néachsten Abschnitt wol-
len wir nun eine algebraische Motivation von s-Polynomen kennenlernen, die auch ein
weiteres Kriterium zur Erkennung von Nullreduktionsketten liefern wird.
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4.2 Syzygien und ein zweites Kriterium

Der Begriff Syzygie kommt aus der Astronomie.

SYZYGIE [grch. Verbindung, Paar] Konjunktion' und Opposition? von Son-

ne und Mond.
Im Folgenden sei F' = {f1,..., fr} immer eine Menge von Polynomen aus K[z, ..., z,].
Definition 4.2.1 Fine Syzygie der Kopfmonome HM(fy), ..., HM(fy) von F ist

ein k-Tupel von Polynomen S = (hy, ..., h;) aus K[z1,...,2,]* so daf®

k

> hix HM(fi) = 0.

=1

Mit S(F') bezeichnen wir die Menge aller solchen Syzygien.

Als Beispiel betrachten wir die Polynome f; = yz + vy, fo = 2® + y und f3 = z* aus
Q[z,y, 2], und als Termordnung wahlen wir wieder die lange-lexikographische Ordnung
mit Prizedenz > y > z. Dann ist S = (2%, 2%, —2® — y) eine Syzygie von HM(f}),

HM(f2) und HM(f3), da
2+ HM(f1) + 2* « HM(fy) + (—2° — y) * HM(f3) = yz* + 2°2* — 2°2* —y2* = 0.

Da fiir zwei Syzygien S; = (hy,...,hg) und S3 = (g1, ..., gx) aus S(F) die Summe Sy +
Sy = (h1+ g1, .., hr+ g&) auch wieder eine Syzygie aus S(F') ist und fiir ein Polynom
[ aus K[zq,...,2,] das (Skalar-)Produkt f*S; = (f#*hy,...,f*hy) auch wieder eine
Syzygie aus S(F') ist, bildet diese Menge S(F') einen Modul tiber K[zy,...,z,]. Zur
Erinnerung heifit eine Menge M ein Modul* iiber einem kommutativen Ring R mit
Eins, falls M eine additive Gruppe mit Skalarmultiplikation mit Elementen aus R ist,
fir die folgende Axiome gelten:

1. Fiir alle @ aus R und m aus M gilt a - m aus M.

2. Fir alle ¢ aus R und my,my aus M gilt a - (m1 + mq) =a-mq1 + a - ma.
3. Fiir alle ay, a; aus R und m aus M gilt (a1 4+ a3) - m = a; - m + ay - m.
4. Fir alle a1, a2 aus R und m aus M gilt a; - (a3 - m) = (a1 - az) - m.

5. Fiir alle m aus M gilt 1-m =m.

'Konjunktion findet statt, wenn zwei Gestirne auf dem gleichen Lingenkreis stehen.

2Qpposition tritt ein, wenn der Lingenunterschied 180° betrigt.

3In der Literatur findet sich auch die Definition von Syzygien von Polynomen f;, ..., fi mittels
der Summe Zle hi * f; = 0.

4Moduln unterscheiden sich insofern von Vektorrdumen, als die Skalare nur aus einem Ring und
nicht aus einem Korper sein miissen.
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Ein Beispiel eines Moduls haben wir bereits kennengelernt — Ideale sind K[z1, ..., z,]-
Moduln. Im Folgenden werden wir uns mit einem weiteren K[z, ..., z,]-Modul, der
Menge K[z, ..., z,]* beschiftigen®. Als (freie) Basis wihlen wir die Vektoren

e; =(1,0,...,0),ep =(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1).

Die Menge der Syzygien S(F) ist ein sogenannter Untermodul von K[zy,...,z,]",
und jedes Element S = (hy,...,h;) dieser Menge 148t sich schreiben als Summe
Zle h; x e;. Fiir Syzygien, die zu s-Polynomen korrespondieren, erhédlt man somit
folgende Schreibweise: Es seien f; und f; zwei Polynome aus F' mit ¢ < j und
t = kgV(HT(f:),HT(f;)) = HT(f:) o si = HT(f;) o s; mit Termen s;,s; aus T". Dann
ist

SZ']' = HC(fZ)_l -8k e; — HC(fj)_l “S; ke

eine Syzygie, die auch als

Si': 0"‘.’07HC Z._l. i’()’...,O,HC S '707"'70
= (R s (575000

i—1 it k—j

geschrieben werden kann. Eine Interpretation des Namens s-Polynom ergibt sich
durch ,Syzygien-Polynom”. Es wird in der Literatur jedoch auch die Interpretation
ysubstraction-polynomial” angeboten, die wohl mehr der urspriinglichen Idee Buch-
bergers entspricht.

Ahnlich wie Ideale kann man Untermodule auch iiber Erzeugendensysteme definieren,
und da Ideale ein Spezialfall der Untermoduln waren, benutzen wir die gleiche Nota-
tion fiir ein solches Erzeugnis, namlich fir eine Menge von Vektoren {ay,...,a,} aus
K[zy,...,z,]* schreiben wir

k
(ar,....a,) ={) hixa; [ hy,... by € K[zy,... 2,]}.
=1

Wichtig ist nun, da wiederum alle Untermodule von K]z, ..., z,]* endlich erzeugt
sind und daher insbesondere die Menge der Syzygien S(F'). Wir werden zeigen, daf} die
zu den s-Polynomen von F' korrespondierenden Syzygien 5;; gerade eine solche endliche
Basis bilden. Hierzu benétigen wir den Begriff der homogenen Syzygien.

Definition 4.2.2 Fine Syzygie der Gestalt S = (ay-t1,...,a5-tg) aus S(F) mit a; € K,
t; € T", 1 <1 <k heifft homogen vom Grade o = (o, ...,a,) € N”, falls fir alle
1 S] S n, 1 S 7 S k gilt gradz](ti *fz) = ;.

Die Syzygien, welche zu den s-Polynomen korrespondieren, sind homogen.

Lemma 4.2.3 Jedes Element aus S(F') kann (sogar eindeutig) als Summe homogener
Elemente aus S(F) dargestellt werden.

SDer Exponent k korrepondiert zu der Anzahl der Polynome in unserer Menge F.
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Beweis :
Es sei S = (h1,...,hx) eine beliebige Syzygie aus S(F'). Fiir ein festes Tupel a =
(a1,...,a,) € N” bezeichnen wir mit ¢;, den Term aus T(h;) (falls es ihn gibt), fiir
den gilt grad,, (o * f;) = o fiir alle 1 <7 < n. Dann mufl gelten > °_, ajo 10 * f; = 0,
wobei a;, der Koeffizient von ¢;, in h; ist. Somit ist S, = (@14 - t1a,- .., Gka - tra) €ine
homogene Syzygie in S(F), und wir kénnen S schreiben als S ="\ Sa-

q.e.d.

Dieses Lemma kann nun benutzt werden, um zu zeigen, daB fiir die Elemente S, sogar
die Syzygien S;; benutzt werden kénnen.

Satz 4.2.4 Jede Syzygie S aus S(F) kann dargestellt werden als Summe

Z hij * Sij

i<

wobei die h;; Polynome aus K[z1, ..., x,] und die S;; die zu f;, f; assoziierten Syzygien
sind.

Beweis :

Nach Lemma 4.2.3 148t sich S als Summe von homogenen Syzygien schreiben. Es gentigt
also zu zeigen, daf sich eine homogene Syzygie als Summe in den 5;; darstellen 1aBt.
0.B.d.A sei also S = (a1 - t1,...,a; - ;) homogen vom Grade a = (aq,...,a,) € N”
und nicht der Nullvektor. Dann enthalt S mindestens zwei Komponenten a; - ¢; und
a; - t; beide ungleich Null mit ¢ < j. Weiter sei kgV(HT(f;),HT(f;)) = HT(f;) o s, =
HT(f;) o s; mit s;,s; aus T". Da grad, ({;* f;) = grad, (1; * f;) = o fiir 1 <1 < n teilt
kgV(HT(f:),HT(f;)) den Term HT(¢;* f;) = HT(¢; * f;) und fiir den Teiler s € T gilt,
daB die i-te Komponente in der Syzygie S — a; - HC(f;) - s ¥ S;; Null sein muf}, da

S —a; - HC(f;) - s % Sy
= S—a;-HC(fi) - s* (HC(f;)™" - s;xe; — HC(f;)™! - s; % €)
= S —a;-HC(f;) - (HC(f:)™" - siosxe; —HC(f;)™' -s; 05%e;)
= S—ai-ti*ei—l—ai-HC(fi)-HC(fj)_l-tj*e]-.

Diese neue Syzygie ist wiederum homogen vom Grade o und hat mindestens eine Kom-
ponente weniger, die ungleich Null ist. Auf diese Art kann man also eine gewiinschte
Darstellung fiir S finden.

q.e.d.

Es stellt sich nun die Frage, ob man wirklich alle S;; als Basis fiir S(F#') braucht. Zur
MMustration betrachten wir folgendes Beispiel:

Es sei F' = {fi = 2%y* + 2, fo = zy? + y*, f3s = 2%y + z?} wieder eine Menge von
Polynomen aus Q[z,y, 2], und als Termordnung wahlen wir die lange-lexikographische
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Ordnung mit Prézedenz x > y > z. Dann erhalten wir folgende zu den s-Polynomen
korrespondierenden Syzygien

512 = (1, —:E,O)
513 = (1,0, —y)
523 = (O,CL‘, —y)

Da jedoch Si3 = Sia+ Sa3 gilt, ist diese Syzygie tiberfliissig, da bereits S, und Sa3 eine
Basis von S(F') bilden.

Wir werden nun eine Charakterisierung von Grébnerbasen iiber Syzygien vornehmen,
um daraus ein zweites Kriterium zur Verbesserung von Buchbergers Algorithmus ab-
zuleiten.

Satz 4.2.5 Fine Menge F' = {fi,..., fi} aus K[zy,...,2,] ist eine Grobnerbasis (des
Ideals (F)) genau dann, wenn fir alle Syzygien S = (hy,...,hy) einer homogenen
Basis von S(F) gilt, daf

k
i=1

Setzt man als Basis gerade die Menge der Syzygien 5;; ein, so erhdlt man Buchbergers
Charakterisierung einer Grobnerbasis tiber die s-Polynome. Der nachste Satz zeigt nun,
wann man Elemente aus dieser speziellen homogenen Basis von S(F') streichen kann.

Satz 4.2.6 Fir eine Polynomemenge F' = {fi,..., f;} aus K[zy,...,2,] sei B eine
Teilmenge von {S;; | 1 <@ < j < s}, welche eine Basis von S(F') ist. Nehmen wir an
es gibe Polynome f;, f;, fx aus F, so daf$ HT(fx) den Term kgV(HT(f;), HT(f;)) teilt.
Dann ist, falls Si, und Sji, in B liegen, B\{S;;} auch eine Basis von S(F).

Beweis :
O.B.d.A. nehmen wir an, dal 7 < 57 < k und k;; = kgV(HT(fi),HT(f;)), kix =
kgV(HT(f:),HT(fx)) und k;r = kgV(HT(f;), HT(fx)). Weiter gilt, da ¢ den Term k;;
teilt k;; =105, =1; 05; =l o s. Somit teilen jedoch auch k;; und k;; den Term £;;.
Fiir das zu f; und f; assoziierte Polynom 5;; gilt nun

HT (/)

ki;

= e

HT(/f7)
*e; — HC(fi) ™" Kk * ex)

Sij = HC(fi)™! xe; — HC(f;)™"

*e]‘

ki HT(f:) HT(fx)
kij _ k"k _ k"k
——L % (HC(f;) " - ==~ xe; — HC R
kjk ( (f]) HT(f]) e] (fk) HT(fk) ek)
_ ki o ki o
= k‘lk *S’L k]k *A9]k7

und somit kann S;; als Linearkombination von Sj; und 5, ausgedriickt werden.
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Dieser Satz liefert somit ein zweites Kriterium, um s-Polynome ohne Reduktion ab-
zuhandeln. Im néachsten Abschnitt soll nun eine verbesserte Version von Buchbergers
Algorithmus vorgestellt werden.

4.3 Noch einmal Buchbergers Algorithmus

Im Folgenden wollen wir die beiden aufgezeigten Kriterien benutzen, um Buchbergers
urspriinglichen Algorithmus zu verbessern. Um Satz 4.2.6 anwenden zu kénnen, benoti-
gen wir zusatzlich eine Menge geordneter Paare (z,7) mit ¢ < j. Da wir nicht immer
wissen werden, ob bei einem Paar von Indizes ¢ # j, 1 > j oder 5 > 1 gilt, werden wir
folgende Notation benutzen:

i, ] = (1,7) falls 1 < g
T G falls <

Weiterhin sei SYZYGIENKRITERIUM( f;, f;, B) eine boolsche Funktion, die testet, ob fiir
zwei Polynome f; und f; aus F' das in Satz 4.2.6 beschriebene Kriterium beziiglich einer
aus geordneten Paaren von Indizes bestehenden Menge B gilt. Diese Funktion liefert
wahr genau dann, wenn es einen von ¢ und j verschiedenen Index & gibt, fiir den beide

Paare [1,k] und [7, k] in B sind und HT(f;) den Term kgV(HT(f;),HT(f;)) teilt.

VERBESSERTER BUCHBERGER ALGORITHMUS

Eingabe:  FEine endliche Menge von Polynomen F = {fi,..., fi} aus K[zy,..., 2,].
Ausgabe: Eine Grobnerbasis G von (F).

t:=k;
G:=F;
B:={(i,j) |1 <i<j<th
while B # ) do
wihle ein Paar (1, j) aus B;
B = B\{(i,J)};
if kgV(HT(fi),HT(f;)) # HT(f;) o HT(f;) und
SYZYGIENKRITERIUM( f;, f;, B) # wahr then
h := spol( fi, fi);

h := NORMALFORM(h, G);

if A # 0 then
t:=141;
Jei= R
G:=GU{fi};
B:=BU{(t)|1<i<t—1};
endif
endif

endwhile
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Es bleibt zu zeigen, dafl dieser Algorithmus eine Grébnerbasis berechnet.

Die Idee dieses Algorithmus ist es, in der Menge B diejenigen Paare (1, j) zu speichern,
fiir die noch die s-Polynome getestet werden miissen. Bevor dann zu einem Paar aus B
wirklich ein s-Polynom berechnet wird, wird zuerst iberpriift, ob eines unserer Kriterien
benutzt werden kann, um die Berechnung des s-Polynom zu vermeiden.

Termination folgt nach Dicksons Lemma dhnlich wie fiir den urspriinglichen Algorith-
mus von Buchberger.

Sei also G, = {fi,...,fs} die Ausgabe und B, = {(i,j) | 1 <1 < j < s}. Wir
wollen zeigen, daB fiir jedes Paar (i, j) aus B, entweder spol(f;, f;) L>Ga 0 gilt oder
das Pradikat SYZYGIENKRITERIUM( f;, f;, B,) hélt. Da ndmlich nach Satz 4.2.6 auch
die Menge B,\{(7,7) | SYZYGIENKRITERIUM(f;, f;, B,) = wahr,1 <1 < 5 < s} eine
homogene Basis von S((,) ist, folgt somit die Korrektheit.

Offensichtlich ist nach Konstruktion der Menge B im Algorithmus jedes (i,7)
aus B, irgendwann einmal in B enthalten. Wird es aus B entfernt und es gilt
SYZYGIENKRITERIUM( f;, f;, B), wobei die zu dem Zeitpunkt im Algorithmus bestehen-
de Menge B Teilmenge von B, ist, so gilt auch unsere Behauptung. Gilt hingegen fiir die
Kopfterme der Polynome f; und f; kgV(HT(f;),HT(f;)) = HT(f;)oHT(f;), so impliziert
Satz 4.1.1 sofort, dafl sich spol(f;, f;) mit der aktuellen Menge G nach Null reduzieren
1aBt, also insbesondere mit der Ausgabemenge G,. Es bleibt der Fall, daf} tatséchlich
das s-Polynom berechnet wird, und entweder wird dieses zu Null reduziert, oder aber
die Normalform f; wird G hinzugefiigt, und da sicherlich spol(f;, f;) L>Gu{ft} 0 gilt,
gilt dies auch fiir die Ausgabemenge, und wir sind fertig.

Es zeigt sich, daf} es sinnvoll ist, solche Fritherkennung von iiberfiissigen s-Polynomen
einzubauen. Experimente zeigen, dal man bei eigentlich N zu betrachtenden s-
Polynomen mit diesen beiden Kriterien unter Umstdnden mit v/ N s-Polynomen aus-
kommt.

Ebenfalls von grofler Bedeutung fiir die Komplexitat des Grébnerbasenalgorithmus ist
die gewihlte Termordnung. Schauen wir uns z.B. das Ideal (2 + zy + y,y* + yz +
2,22+ 2 4+ 1) aus Q[z,y, z] an. Dann ist diese Basis bereits eine reduzierte Grobner-
basis beziiglich allen Termordnungen, fiir die z7, y® beziehungsweise z? die jeweili-
gen Kopfterme sind. Wéhlt man jedoch die lexikographische Ordnung mit Préze-
denz z > y > z als Termordnung, so werden die Polynome wie folgt umsortiert:
xy +y + 2% yz + 2z + y? und 22 + z + 1. Man sieht sofort, dafl die drei Polynome
miteinandner s-Polynome bilden, von denen nur eines durch unsere Kriterien ausge-
schlossen werden kann. Wir erhalten in einem ersten Schritt zuséatzlich die Polynome
spol(zy +y + 2%, yz + z + y?) = yz + 22 — vz — zy? S iz — 22—z — a2y’ —y?,
spol(yz+2z+y* 224+ 2+1) = z2—|—y22—yz—y—>22+2+1 yQZ—yz—l—z—y—>yZ+Z+y2 —
2-yz+z—y>—y T yepagy? 3T y>+2-y? —y. Eine Grobnerbasis mit dieser Ordnung
zu berechnen, wird eine ganz andere Komplexitét haben.

Wie wir in Kapitel 3 gesehen haben, schreiben hédufig die Anwendungen die Ordnung,

beziiglich der die Grobnerbasis berechnet werden muf, vor. In der Regel sind dies
Eliminationsordnungen, und héufig ist es aufwendig, eine Grébnerbasis beziiglich einer
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solchen Ordnung zu berechnen. Daher stellt sich die Frage, ob man nicht ausgehend
von einer Grébnerbasis beziiglich einer beliebigen Ordnung eine Grébnerbasis beziiglich
einer neuen Ordnung berechnen kann. Solche Basiskonversionen werden in der Literatur
vorgestellt, sprengen jedoch den Rahmen dieser Vorlesung.

Ein weiteres Feld fiir Optimierungsméglichkeiten bieten die Auswahlméglichkeiten der
Paare (7,7) aus B und die Auswahlmoglichkeiten der Polynome aus GG bei der Nor-
malformbildung. Auch hier gibt es in der Literatur Vorschldge, Untersuchungen und
Beispiele, die einen Einblick in das Verhalten des Algorithmus geben.
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