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Kapitel 1

Problemstellung

1.1 Portfoliooptimierung - Begriffsabgrenzung

Unter dem Begriff ”Portfoliooptimierung” wird im Folgenden das Problem des optimalen
Investierens verstanden. Dabei handelt es sich um die Fragestellung, aus einem gegebenen
Portfolio von Wertpapieren einige zum Kauf bzw. Verkauf auszuwéahlen. Dabei ist sowohl
der Zeitpunkt des Handelns als auch die Stiickzahl zu bestimmen, die ge- / verkauft werden
soll. Die so determinierte Handelsstrategie soll in einer bestimmten Art ”optimal” sein, dabei
kann es sich sowohl um maximales Endvermégen als auch um Erfiillung einer bestimmten
Konsumstrategie (d.h. Entnahmen wéahrend der Laufzeit der Investitionen) handeln. Die
vorliegende Arbeit konzentriert sich auf das maximale Endvermdogen.

Weiterhin wird in diesem Zusammenhang eine sogenannte Nutzenfunktion verwendet. Op-
timiert wird dann nicht das Endvermogen, sondern die Nutzenfunktion des Endvermdogens.
Nutzenfunktionen sind streng monoton wachsend und konkav, dies spiegelt die Tatsache wider,
dass der Nutzen eines bestimmten Gewinns vom bereits erlangten Gewinn abhéangt. Dies kann
man sich praktisch so veranschaulichen: Wenn man erst 1000 Euro besitzt, sind weitere 1000
Euro Zuwachs sehr viel, wenn man hingegen bereits 1 Mio. Euro sein Eigen nennt, spielen
weitere 1000 Euro keine so entscheidende Rolle mehr. Das Problem des optimalen Portfolios
ist fiir die haufig verwendete Nutzenfunktion des natiirlichen Logarithmus In sowie fir log-
normalverteilte Wertpapierprozesse (d.h. im Black-Scholes-Modell) ohne Transaktionskosten,
Steuern, etc. analytisch 16sbar (siehe z.B. Korn und Korn, [2]). Fiir allgemeinere Prozesse
gestaltet sich die Losung jedoch sehr schwierig.

In der vorliegenden Arbeit soll sich daher zunichst auf ein recht einfaches Modell fiir den
Wertpapierprozess beschrankt werden: Das Binomialmodell. Dieses hat den Vorteil, dass es
ein diskretes Modell darstellt und daher analytisch bzw. mit einfachen numerischen Mitteln
losbar ist. Dartiber hinaus kann man aber durch geeignete Parameterwahl eine Konvergenz
gegen zeitstetige Modelle (wie z.B. das Black-Scholes-Modell) erreichen. Die grundsétzliche
Idee hierzu stammt aus der Optionsbewertung, wo dies im Rahmen des Cox-Ross-Rubinstein-
Modells [1] bereits erprobt wurde.

Als Nutzenfunktion wird weiterhin stets der natiirliche Logarithmus verwendet.



1.2 Das Binomialmodell Problemstellung

1.2 Das Binomialmodell

Im Binomialmodell des Aktienmarktes kann der Preis einer Aktie mit Anfangswert Sy nach
einer Periode nur entweder uSy (nach einer Aufwértsbewegung) oder dSy (nach einer Abwérts-
bewegung) sein.
g — { uSp  mit Wahrscheinlichkeit p
17\ dSy mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

Dieses Modell wurde bereits als Cox-Ross-Rubinstein-Modell [1] zur Bestimmung des Preises
von Optionen eingesetzt. Das Grundprinzip ist dabei der schrittweise Aufbau des Baumes,
die Bestimmung des Preises fiir n Schritte und anschliefend die Ermittlung des Grenzwertes
fiir n — oo. Ahnlich soll hier fiir den Bereich der Portfoliooptimierung vorgegangen werden.

1.3 Herausforderungen

Bei der Verwendung des Binomialmodells liegt der Vorteil gerade in der analytisch bzw. nu-
merisch einfacheren Ermittelbarkeit der Losungen. Die Herausforderung ist hingegen das
Zeigen der Konvergenz gegen zeitstetige Modelle.

Im Vergleich zur Optionspreisberechnung ergibt sich hierbei noch ein zuséatzliches Problem:
Fiir die Preisberechnung ist es ausreichend, die Konvergenz der Erwartungswerte zu zeigen,
da in dem Fall genau der Erwartungswert, also der Optionspreis, interessant ist.

Fiir die Portfoliooptimierung ist jedoch die Konvergenz der Erwartungswerte, d.h. des End-
vermogens, weniger interessant, eigentlich wichtig ist die Konvergenz der optimalen Anlages-
trategie, d.h. der Weg zum Erreichen des optimalen Endvermdégens. Hierfiir muss man im
allgemeinen Fall jedoch zuerst zeigen, dass die Erwartungswerte fiir eine feste Strategiewahl
konvergieren (wie in der Optionspreisberechnung). Anschliefflend muss man zeigen, dass auch
die Suprema dieser Erwartungswerte konvergieren - hierbei wird sich die Strategie mit steigen-
der Feinheit des Binomialbaums i.d.R. d&ndern. Schliellich ist zu beweisen, dass auch die
Punkte, an denen die Suprema erreicht werden, d.h. die optimalen Strategien, gegen die
optimale Strategie im zeitstetigen Modell konvergieren.

Folglich sind die Konvergenzbeweise fiir die Portfoliooptimierung deutlich aufwéndiger als in
der Optionspreisberechnung. Dies reflektiert auch die hohere Komplexitat: Wahrend man in
der Optionsausiibung nur entscheiden muss, ob und ggf. noch wann man die Option ausiibt,
muss man in der Portfoliooptimierung neben dem ”ob” und ”"wann” auch noch das ”wie viel”
entscheiden, d.h. wie viel man zu einem gegebenen Zeitpunkt in eine Aktie investieren méchte.



Kapitel 2

Portfoliooptimierung im
Binomialmodell ohne
Transaktionskosten

2.1 Binomialmodell fiir eine Aktie

2.1.1 Zielfunktion

Fiir eine Periode ist die folgende Funktion zu maximieren:
P(xg) = E(ln(xo(Sl — S()B> + X()B)) = E(U(X1)>

wobei die folgende Notation verwendet wurde:

o ... Anzahl der Aktien fiir die erste Periode (Zielgrofe)
So ... Startpreis der Aktie
S1 ... Aktienpreis nach Periode 1
B ... risikolose Verzinsung (Wert einer Einheit nach Periode 1)
Xo ... Anfangsvermogen
X1 ... Vermogen nach Periode 1
In ... Nutzenfunktion (monoton wachsend, konkav, zweimal differenzierbar)

Diese Funktion unterstellt, dass zum Zeitpunkt 0 noch keine Aktien sondern nur Barvermogen
(oder dquivalent) im Bestand vorliegen. Es wird vorausgesetzt, dass So, B, Xo > 0.

Anmerkung: Es wird zunéchst nicht ausgeschlossen, dass X; < 0 vorkommen kann. Weiter-
hin kann xg sowohl positive als auch negative Werte annehmen (d.h. Shortselling erlaubt),
es konnen ebenfalls mehr Aktien gekauft werden, als es das Anfangsvermogen zuldsst (d.h.
Aktienkauf auf Kredit erlaubt).

Weitere Anmerkung: Haufig verwendet man in der Literatur statt xg, der Anzahl der Aktien,
o, der Anteil der Aktien am Gesamtvermogen. Prinzipiell sind die Darstellungen dquivalent,
da man sie aufgrund der Beziehung my = % leicht ineinander iiberleiten kann. Fiir den Fall
ohne Transaktionskosten ist die Darstellung iiber m stellenweise vorteilhafter, daher wird sie
im Laufe der Arbeit auch noch verwendet werden. Fiir den allgemeinen Fall mit Transaktions-
kosten ist die Darstellung Uber zg intuitiver, da die Transaktionskosten auf der Anzahl der
gekauften Aktien und nicht auf dem Aktienanteil im Portfolio beruhen.



2.1 Binomialmodell fiir eine Aktie Binomialmodell ohne Transaktionskosten

Um den Erwartungswert zu berechnen, sind weiterhin folgende Angaben erforderlich:

u ... prozentuale Steigerung bei einer Aufwartsbewegung der Aktie, u > B
prozentuale Minderung bei einer Abwéartsbewegung der Aktie, d < B

p ... Wahrscheinlichkeit fiir eine Aufwartsbewegung

Der Erwartungswert ist leicht zu berechnen, da S7; nur zwei Werte annehmen kann. Die
resultierende Funktion ist in ihrem Definitionsbereich stetig und differenzierbar, d.h. das
Maximum kann iiber den {iblichen Weg (erste Ableitung auf 0 setzen) bestimmt werden.

Fiir n Perioden ergibt sich die Zielfunktion als:

n—1
E(ln(X,)) = E <ln (Z ;B NS — SiB) + B"X0>>

i=0
mit n > 1.

Dabei ist allerdings zu beachten, dass die einzelnen x; potenziell von der Pfadentwicklung des
Aktienkurses, d.h. von den Realisierungen von S, ..., S; abhidngen. Dadurch ergibt sich, dass
zunachst insgesamt nicht n, sondern 2™ — 1 Variablen bei der Maximierung der Funktion zu
beriicksichtigen sind.

2.1.2 Optimale Strategie im Binomialmodell

Die optimale Handelsstrategie im Binomialmodell findet sich bereits in Pliska, [7], und soll
hier nur noch einmal zur Vorbereitung auf die folgenden Abschnitte rekapituliert werden.

Lemma 1 Die optimale Aktienanzahl fiir eine Periode im Binomialmodell ohne Transaktions-
kosten st BX )
x 0 p - D
=T, <d—B+u—B>

Beweis: Fiir die optimale Losung muss mindestens gelten, dass P(xg) > —oo, d.h. 20Sy(u—
B)+ XoB > 0 und z¢Sp(d— B) + XoB > 0. Daraus folgt, dass es ausreichend ist, das Intervall

XoB XoB
So(u - B)7 So(B - d)
zu betrachten. An den Intervallgrenzen strebt weiterhin P(xo) gegen —oo, so dass es sich bei
dem gesuchten Optimum um ein lokales Maximum handeln muss.

Die Losung kann somit einfach durch Ableiten der Zielfunktion ermittelt werden:

SO(U_B) S()(d—B)
P 1—
(z0) s —B 1 %8 TP s — B+ XoB)
= 0
_ BXo P 1—p
= TG, (d—B+u—B>
Dabei gilt:
S2(u— B)? S2(d — B)?
P// — o 0 + 1_ 0 )
(o) <p (zg So(u — B) + XoB)? (1=p) (zgd So(d — B) + XoB)?
< 0



2.1 Binomialmodell fiir eine Aktie Binomialmodell ohne Transaktionskosten

daher ist die ermittelte Losung tatsachlich ein Maximum.

Das allgemeine Problem ohne Kosten hat die folgende Form:
P(xg,x1(u), z1(d), ...y 1 (u"™), ..., 2p—1(d™))

n—1
= E(In(X,)) =E |In (B”Xo + ) @Sty )BT (S — SiB))
=0

2m n—1
= Z P(path,(n)) In (B"Xo + Z z;(path,(n))B" "1 (S, 1 (path,(n)) — Si(p&thg(ﬂ))B))
=0 1=0

wobel
P(path,(n)) = p’(1 —p)"~

fiir einen Pfad ¢ der Lange n mit j Aufwérts- und entsprechend n — j Abwéartsbewegungen.
Weiterhin darf jedes x; immer nur von den ersten ¢ Schritten des jeweiligen Pfades abhéangen.

Satz 2 Die optimale Losung im Binomialmodell ohne Kosten fiir n Perioden ldsst sich ana-
lytisch ermitteln und ergibt sich wie folgt:

BXi ([ p L—pY\ .
=0...n—1.
S <d—B+u—B)W 0...m

Beweis: Da die Zielfunktion differenzierbar ist, kann auch hier wieder die iibliche Vorge-
hensweise zum Finden der optimalen Losung verfolgt werden. Dabei soll riickwérts vorgangen
und damit zundchst die verschiedenen x,_;(path,) betrachtet werden. Dies sind insgesamt
2"~ Variablen, d.h. eine fiir jeden moglichen Pfad zu S,,_1 (da zuniichst nicht von einer rekom-
binierenden Aktienanzahl ausgegangen werden kann). Global betrachtet ist ein spezielles z,_1
somit nur fiir zwei Pfade relevant, d.h. dass sich die obige Summe iiber 2" Pfade beim Dif-

Ty = —

ferenzieren auf zwei reduziert:

dP
dz,—1(pathy(n — 1))
_ pP(pathy(n — 1))(Sn(path,(n — 1) +u) — S,,—1(path,(n — 1) + u)B)
B" Xy + Z?fol zi(pathy(n — 1)) B"~i=1(S; 11 (pathy(n — 1) + u) — S;(pathy(n — 1) 4+ u)B)
(1 — p)P(pathy(n — 1))(S,(pathy(n — 1) + d) — S,—1(pathy(n — 1) + d) B)
B X+ Y 17y wi(pathy(n — 1)) B*~=1(S;y1 (path(n — 1) + d) — Si(pathy(n — 1) + d) B)

wobei "path,(n — 1) + d” bedeutet, dass der Pfad ¢ nach n — 1 Schritten im n-ten Schritt mit
einer Abwartsbewegung fortgesetzt wird. Weiter gilt:

n—1
B" Xy + Z z;(path,(n — 1)) B" " 1(S; 1 (pathy(n — 1) + d) — Si(path,(n — 1) + d)B)
i=0
= B"Xo + xp_1(pathy(n — 1))(d — B)S,—1(path,(n — 1))
n—2
+ Z z;(path,(n — 1)) B" " 1(S; 1 (path,(n — 1)) — S;(path,(n — 1)) B)
i=0



2.1 Binomialmodell fiir eine Aktie Binomialmodell ohne Transaktionskosten

und damit
dP
dz,—1(pathy(n — 1))
<= x,—1(path,(n — 1))
_B"Xo+ Z?;OZ x;(pathy(n—1)) B"~=1(S; 11 (path,(n—1)) — S;(path,(n—1))B)

Sn—1(path,(n—1))
D 1—p
<d - B + U — B)

=0

also insgesamt

P(l’o, cony a:n_l)
on
_ (Sn(pathy(n)) — Sp—1(pathy(n))B) ( p 1-p
= 2 Flonihe() ((1 ) St () <d “B " u- B))
n—2
(B”Xo + 3 i(pathy(n)) B (i1 (pathy(n)) - Si(Pathz(”))B)>>
1=0
on
_ (Sn(pathy(n)) — Sn—1(pathy(n))B) [ p 1—p
- Zawpath@("” " (B (1 B S (pathym) (d —B " u- B)))
277,71
+ Z P(path,(n — 1))
=0
n—2
In (B”_IXO + Z x;(pathy(n—1))B"""2(S;, 1 (path,(n—1)) — Si(path@(nl))B)>
1=0

—E <1n <B (1— (5 ;nS_”l‘lB) (de - J:g)))) +E(In(Xp-1))

Fiir den Rest kann man sich der Induktion bedienen. Der Induktionsanfang ist hierbei trivial,
da gemafl dem vorigen Lemma

po— BXo( p  1-p
0 So \d—B "u-B

gilt. Die Induktionsannahme lautet dann

Bt X, D 1—p = P 1—p\ Six1—S;B
L= 1— J I )Vi=0...n—2
. S; <d—B+u—B>H< (d—B+u—B> S; ) 1=0...m

J=0




2.1 Binomialmodell fiir eine Aktie Binomialmodell ohne Transaktionskosten

Setzt man dies in die obige Formel fiir das optimale x,,_1 ein, erhélt man:

BnXO + ZZ -0 l‘an*i*l(Si_H — SzB) ( P 1 —p )
+ B

Tp—-1 =

Sn_1 d— B
B _B"Xo P +1—p
B Sn_l d—B u-—B
i—1
—p Si+1_SiBH (P +1—p Sj+1—9;B
d— B u—B S; . d—B u—B S;
=0 7=0
_ _BXO P +1—p 1 P +1—p S1 — SoB
S,-1 \d—B u—2B d—B u—2B So
n—2
P 1—p\ S —SB P 1-p\ Siq1 —S5;B
(-Gsras) ) 2 (e ras) ™
ﬁ 1 (—p_ 1=p)\Sin-—-5B
. d—B U—B Sj
j=1
_ _B"Xo P _'_lfp 1 P _'_lfp S1— SoB
Sp-1 \d—B u—B d—B u—-B So

n—2 i—1
_ p 1—p\ Siy1—SiB (P 1—p\ Sj+1—5;B
1 Z(d—B+U—B> Sl H 1 d—B+u—B Sj

i—1 j=1

o
B" X, p 1-p P L—p\ Sj+1—5;B
- — 1—

M |

womit die Induktionsannahme bewiesen wére.

Durch Einsetzen in die Formel fiir X, folgt daraus:

n—1

Xn = B"Xo+» aB" "N (Siy1 — SiB))
i=0
n—1

n Bt X, D 1—p
- BX0+Z S (d_B+u_B>
-1
. p 1-p\ Sj+1—-5;B n—i-l/q. _ _ q.

_n_l P +1—P Siy1 — 8B
2 \i-B u-B) S

ﬁ 1— P +1—p Sj+1—SjB
- d—B  u-B S;

10



2.1 Binomialmodell fiir eine Aktie Binomialmodell ohne Transaktionskosten

Dies wiederum reduziert die Formel fiir die optimalen Aktienanzahlen wie folgt:

BXi( p L—p

Ty =

3 d_B+u_B>Vz:O...n—1

Anmerkung: Daraus ergibt sich weiterhin, dass

95 1—- )
xSE—B( P + p)VZ:O...n—l

X; d—B u-—-B

d.h. wie auch im Black-Scholes-Modell erhélt man fir die logarithmische Nutzenfunktion als
Losung einen konstanten Aktienanteil am Gesamtportfolio.

Im [“Jbrigen erkennt man an der obigen Form von z;, dass die Aktienanzahl rekombinierend
(und damit nicht pfadabhéngig) ist, da

B Xy ([ p 1-p\ p 1—pY\ (Sin
i == 1-— It- _ B
! S; (d—B+u—B)g< <d—B+u—B)<Sj ))

und somit ist nur die Anzahl und nicht die Abfolge der jeweiligen Auf- und Abwartsbewegun-
gen relevant.

Weiterhin ist x; nicht explizit abhéngig von x;_1, d.h. es gibt keine Abhéngigkeit von vorher
getroffenen Entscheidungen sondern nur von der Entwicklung des Aktienkurses.

2.1.3 Konvergenz gegen die Losung im Black-Scholes-Modell

Analog zur Vorgehensweise bei der Bewertung von Optionen kann man auch fiir das Problem
optimaler Portfolien eine Konvergenz gegen das Optimum des Black-Scholes-Modells erreichen.
Dazu wird folgende Parameterwahl vorgenommen (gemé8 R. J. Rendleman und B. J. Bartter,

[4]):
o2
U, = eXp<<u—2>tn+a\/E>
o2
d, = eXp((N_2)tn_U\/a>
_ 1
Po= 3
B, = exp(rt,)
T
th = —
n

Dabei soll weiterhin gelten, dass

d, < B, <up, Vn
2

2

<= <,u—g2>tn—a\/1§<rtn<(u—é)tn—i-cr\/a Vn
o? o o? o

S p- - —=<r<u—-—=+—F=

2 JT 2 " UT

Dann gilt:

11



2.1 Binomialmodell fiir eine Aktie Binomialmodell ohne Transaktionskosten

Satz 3 Sei :cz(n) die optimale Losung im i—ten Schritt fir das Binomialmodell mit n Schritten.
Dann gilt gemafl Satz 2, dass

2 B, 1 A
X,  2\4, =B, "u,—-B,) ™

und weiterhin

. p—r
1My —o0oTp = 5
o
Beweis: Zunéchst gilt, dass
. . rL . rAT
lim B, = lim ¢"» =: lim e =1
n—o0 n—o0 AT—0

Der Limit ist somit nur noch fiir den Ausdruck
1 N 1
d, — B, u, — B,

Da lim,, oo dy, = limy, oo 4y, = 1, lasst sich 'Hospital anwenden:

zu ermitteln.

1 1
(=G AT +oV/AT | (=% )AT—oV/AT _ o rAT

AT=50 (e(u—ﬁ)AT—m/AT _ QTAT)(e(u—ﬁ)ATJm/AT _ orAT)

2 2
(b= % +55) un+ (1= % = 555 ) du — 2B,
AT=0 4 d (20 — 02) — By (dn (u—%2—2;§+r>+un (u—%2+2jﬂ+r))+2rB%

Multipliziert man nun Zahler und Nenner mit /At und wendet erneut I’'Hospital an, so erhalt
man fir den Zahler

b3

_i_i
VAL

L +dn) + — < 02>2At+ \/At( 02>+U2 u
n n — - = g - = — n
oV/AL VAL T2 Y R

2\ 2 2 2 2
((u 02> At — o/ AL (u— >+0> g, "H2IALE

12



2.1 Binomialmodell fiir eine Aktie Binomialmodell ohne Transaktionskosten

und fir den Nenner

1
Updp (2 —o)— | (2 —UQAt—I-)
(2u—07) ~ (2u—07) 5
1 2 2
—rB, ~ (dn<<u—02)At—;vAt—l—rAt)—i—un((u—aQ>At+gvAt+rAt>>

1 o2 2 o2 o2
1 o2 o 1 o2
—B,,——rd, — — | At — =VAt | — B,——d, - — 4+ )
VAL <<“ 2 ) 2 ) 2V/AL (“ 2 '
1 o? 2 \ﬁ o? o?

By (( 02>At+0\/At> By < <4 )
—B,,——=ru, - — - —By——up | p— —+r
VAL =5 2 ovar "\ 2

4r? B, At + B2

VAL

Nach erneutem Multiplizieren mit v/ At ist nun das Limit in Z&hler und Nenner ungleich 0,
namlich fiir den Zahler

O'2+0'2+0'2
-+ —4+——r=p-—-r
A R R H

und fir den Nenner
o2 0 o2 0 1 o2 n o2 0 1 o2 n tr= o2
H= 4 2o \H T )Ty 2 \M tpTreE

d.h. insgesamt

B 1 1 1pu— —
hmwﬁhm_ﬂ(dn B, )Z_M:M -

n—00 n—00 2 Up, — Bn

O

Die Konvergenz ist nicht rein auf das Rendleman-Bartter-Modell beschréankt, sie gilt auch fiir
das Cox-Ross-Rubinstein-Modell (siehe [1]) mit

Uy = exp(a tn)
d, = exp(—a\/a)

1 1p-9%
o= 5ty TV

Satz 4 Sei a:l(n) die optimale Léosung im i—ten Schritt fiir das Binomialmodell mit n Schritten.
Dann gilt gemdf$ Satz 2, dass

l’gn)s’l B Pnlp + (1 _pn)dn - Bn .
Xi " (Un - Bn)(Bn - dn) T

und weiterhin
W=

limy s oomp = B}
(o
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2.1 Binomialmodell fiir eine Aktie Binomialmodell ohne Transaktionskosten

Beweis: Da auch hier lim,, ., d,, = lim,, o u,, = 1, lasst sich wieder ’'Hospital anwenden:

PnUn + (1 - pn)dn - B,
n—00 (U — Bp)(Bn — dy)

2 2
<; Ve @) (VAL (; BV m) e~oVEE _ gri

o o

A0 eOVALeTAL | o—0V/AterAt _ o2rAt _ |
i <“_;22 to+(n-%) \/E) eoVAt
Al;tglo ( a+rﬁ> eoVALerAL | <—70+r\ﬁ> e~ 0VALr At _ 9pp2rAt
i (‘u_ga; —o+ (M - %2) \/Xt> eVl _p/AterAt
i <%0 + r@) eoVAterat 4 (—%U + T\/E) e=oVAterAt — 9 /At At

Wendet man erneut I’Hospital an, so erhalt man fiir den Zahler

(65 )

2
_"ée_a'\/ﬁ (2 (/’L — 2) + 0-2 _ <M o > 0F> (;’I" + T‘QAt> e'rAt)

und fir den Nenner

% <<;T =+ 1110 +orvV At + T2At> At rit

1 1
+ (27' + 102 —orvV At + T'QAt> g OVAtgrat (r + 2r2At) erAt>

Nach Multiplizieren mit v/ At ist nun das Limit in Z&hler und Nenner ungleich 0, ndmlich fiir

den Zahler
1 o? +12+ o? +12 11 1
- o - 0" — =r=—l—=r
A\F 79 )8 A 2 8 )

und fir den Nenner
=T — -7 —_ —r = —
2" T 7 Tt Tyl 27

d.h. insgesamt
w—r
2

lim 7, =
n—o00 o

2.1.4 Zwischenfazit

Als Ergebnis der vorangegangenen Abschnitte ldsst sich festhalten, dass die optimale Handels-
strategie im Binomialmodell die gleichen Grundeigenschaften wie das stetige Modell aufweist
und dartiber hinaus gegen die Losung im stetigen Modell konvergiert.

Auf dieser Grundlage ist es sinnvoll, das Binomialmodell weiter zu untersuchen, insbesondere
im Hinblick auf Erweiterungen, die im stetigen Modell zu grofieren Schwierigekeiten fithren -
wie z.B. Transaktionskosten.
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2.2 Mehrere Aktien Binomialmodell ohne Transaktionskosten

2.2 Binomialmodell fiir mehrere Aktien

2.2.1 Optimale Losung fiir eine Periode

Fiir eine Periode ist die folgende Funktion zu maximieren:

P, ™) = E [ Zxéj)(3§j) — 5By + X,B
j=1

Satz 5 Die Funktion P™ hat ein eindeutiges globales Maximum, d.h. das Optimierungsprob-
lem im Binomialmodell mit mehreren Aktien hat eine eindeutige Losung.

Beweis: Zunéichst sei angemerkt, dass flir die optimale Losung nur solche Aktienanzahlen
vorkommen konnen, fiir die

Zx” SYB) > —X,B

(1)

fiir jeden moglichen Wert von S/, ..., S%m), da sonst einer der Terme des Erwartungswerts
< 0 werden und damit der Logarithmus den Wert —oo annehmen wiirde.

Das so definierte Intervall sei im Folgenden mit I™ bezeichnet, weiterhin sei festgehalten, dass
P™ an den Réandern von I™ gegen —oo geht. Folglich ware eines der in I identifizierten
lokalen Maxima aufgrund der Stetigkeit von P™ in I"™ gleichzeitig auch das globale Maximum
von P™.

Zur Berechnung des lokalen Maximums sollen die Gradienten herangezogen werden.

oP™ Z p(w, S(j) _ u]S(j))S(()j)(uj — B)
oag T a8 s~ B) + Ty (51 (w) — 8VB) + XoB

L pwSY = ;55" (d; ~ B)
1555 (dj = B) + Lz (51 (@) = S5 B) + XoB

wobei w die moglichen Zustande der restlichen Aktien bezeichnet und p(w, Sfj ) = ujS(()j )) die
zugehorige Wahrscheinlichkeit.

Fiir feste a:(()‘ ,1 # 7 gilt: Die Nenner der Terme sind fiir zp € I™ stets positiv, wenn ZL‘(()J )
gegen das untere Limit lauft, geh (da der Nenner gegen 0 geht und u; > B),

wenn xéj ) gegen das obere Limit lauft, geht die partielle Ableitung gegen —oo (Nenner gegen

0, dj < B). Folglich existiert aufgrund der Stetigkeit der partiellen Ableitung fiir zy € I™
mindestens eine Nullstelle. Weiterhin gilt fiir die zweite partielle Ableitung:

Lopm 3 plw, SV = u; 9 (S5 (u; — B))?
0z 0z w (wo])S Dl — B) + X m (517 (w) — S5V B) + XOB)

pw. St = d;(55")55" (d; - B))?
. . 3 ) i 2
(mé])SSJ)(dj —B)+ X2y (57 (w) - S§B) + XOB)
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2.2 Mehrere Aktien Binomialmodell ohne Transaktionskosten

Folglich ist die partielle Ableitung in iL'(()j ) streng monoton fallend und hat damit héchstens
eine bzw. zusammenfassend genau eine Nullstelle fiir fixe Werte fiir x(()l),i # j. Damit hat P™
genau ein lokales Extremum in I™.

Da P™ an den Randern von I den Wert —oco annimmt und in 1™, z.B. fiir o ac(()m) =

0, positive Werte, muss das eindeutige lokale Extremum ein lokales Maximum sein. Wie oben
bereits gezeigt ist eines der lokalen Maxima auch das globale Maximum, folglich folgt aus der
Existenz des eindeutigen lokalen Maximums auch die Existenz und Eindeutigkeit des globalen
Maximums. O

2.2.2 Optimale Losung fiir mehrere Perioden

Fiir n Perioden ist die folgende Funktion zu maximieren:
Pr=E | In [ Y3 a8 - s B) Bt 4 XoB"

Unter Nutzung der optimalen Aktienanteile

L) g)
A0 = TS

KA
X;
lasst sich dies umschreiben zu

n1 [ m ()
A
Pr=E |In | Xo [T | Y # (Sg)l —B> +B

i=0 | j=1 i

()

Satz 6 Die optimalen Aktienanteile m;”’ sind konstant in i, d.h. fir jeden Schritt im Bino-

mialbaum identisch.

Beweis: P lasst sich auch wie folgt schreiben:

n—1 m (4)
NS
P i=In(Xo)+ > E[In | > 7Y <S(§)1 B) +B
=0 J=1 i

)

Wegen der identischen Verteilung von Sl(t)l fiir alle 4 ergibt sich somit fiir die partielle Ableitung
nach wl(j ) dass
oP™  oP™

awl-(j ) 877(()3 )
Somit folgt aus Satz 5 die Existenz von eindeutigen lokalen Maxima fiir jeden Schritt ¢ im
Binomialbaum, aufgrund der Gleichheit der Gradienten liegen die lokalen Maxima weiterhin

stets beim optimalen wéj ), O
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2.2

Mehrere Aktien Binomialmodell ohne Transaktionskosten

Die

optimale Losung ist im Gegensatz zum eindimensionalen Fall nicht analytisch gegeben.

Sie kann jedoch unter Nutzung des Gradientenverfahrens ermittelt werden (da die Zielfunktion
differenzierbar ist). Das klassische Gradientenverfahren folgt folgendem Algorithmus:

1

2

3
4

. Startwert ist 7() =0 V.
. Berechne VP™ (7).
. Falls Prézision erreicht (||VP™|| <€), 7* = w. Ende.

. Sonst, 16se das Problem max,{P™ (7 + aVP™" (7))} zur Bestimmung der Schrittlange o
und setze 7 := 7 — aVP™ (7). Weiter mit 2.

Im vorliegenden Fall kann der Gradient analytisch bestimmt werden. Weiterhin ist auch
P"(m + aVP™ (7)) in « differenzierbar. Somit kann der Algorithmus wie folgt konkretisiert

werden:
1. Startwert ist 7() = 0 Vj.
2. Berechne
5
o
(VP™(n)); =E e
S
Sopeq k) <S;,€) - B) + B
0
3. Falls Prézision erreicht (||VP™|| <€), 7* = m. Ende.
4. Finde die Nullstelle von
mL(VPT B
OP™(x + aV P™(r)) 2= (VP m); | oy
=K
Oa , 5
S (10 + a(VPr(m)) (8 - B) + B

mit Hilfe des eindimensionalen Intervallhalbierungsverfahrens und den Startwerten

[ e — 0
o Falls aPm(7”rg‘avpm(7f))(O) > 0 dann
YV (w; — B)+ B m
v { > i1 (VP™(1))j(w; — B) 3;( (7)) (w; )
sonst
max{ Z]—l (w; ) + € fur Z(vpm(ﬂ))j(wj _B)>0

Y (VP(r));(w; — B) et

(dabei steht w fiir die moglichen Ausprigungen von g—;)

Weiter mit 2.
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2.2 Mehrere Aktien Binomialmodell ohne Transaktionskosten

Anmerkungen zur Bestimmung der Schrittlange «:

e Dass das so gefundene lokale Optimum tatséchlich das eindeutige globale Maximum ist,
kann analog zur Eindeutigkeit des Maximums fiir eine Aktie und eine Periode gezeigt
werden (zweite Ableitung ist stets negativ, an den Réndern strebt die Funktion gegen
—00).

e Der zweite Startwert ist jeweils die kleinste positive Polstelle (falls die Ableitung bei
a = 0 positiv ist) bzw. die groBte negative Polstelle - abzgl. bzw. zzgl. €, um den
Startwert zu einem zuléssigen Wert fiir  zu machen.

e Es ist moglich, dass die Funktion so steil abfllt / ansteigt, dass die Nullstelle in der
e-Umgebung der Polstelle liegt (und innerhalb der numerischen Prézision nicht ermittelt
werden kann). In diesem Fall kann man approximativ die um e reduzierte / erhéhte
Polstelle als Schrittweite verwenden.

e Falls amax{|(VP™(n));|} <, d.h. falls die Verdnderung der optimalen Lésung nicht
mehr innerhalb der numerischen Prézision liegt, kann die Berechnung ebenfalls abge-
brochen werden, da das (approximative) Maximum erreicht wurde.

2.2.3 Form der Losung

Im Fall mit nur einer Aktie ldsst sich der optimale Aktienanteil auch schreiben als

o wut(d-pJd-DB)B
(u— B)(B —d)

folglich ist er im Fall E <g—(1]> = pu+ (1 — p)d > B positiv, im umgekehrten Fall negativ. Dies
lésst sich nicht auf mehrere Aktien verallgemeinern, wie das folgende Beispiel veranschaulicht.

Es werden folgende Parameter verwendet:

sV =5 = 10
B = 1,04
Xy = 10000
p = 0,5
und weiterhin
up =1,3 , uo = 2,4
di =0,8 do =0,9

pui + (1 —p)dy — B =0,01, pug + (1 — p)da — B =0,61
sowie
p=0,5
Die optimale Losung liegt dann bei
M = 0,93, 7% = 3,43
d.h. obwohl die Erwartungswerte der Aktienzuwéchse in beiden Féllen positiv sind, ist die
optimale Losung fiir die erste Aktie negativ.

Anschaulich betrachtet kauft man in diesem Fall die zweite Aktie, um den Ertrag zu max-
imieren (da sie in jedem Fall im Vergleich zur ersten Aktie die bessere Wahl ist) und verkauft
die erste Aktie zur Risikominimierung (im Verlustfall sind beide Aktien &hnlich, so dass die
leerverkaufte erste Aktie den Verlust der zweiten gut ausgleicht).
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2.2 Mehrere Aktien Binomialmodell ohne Transaktionskosten

2.2.4 Zwischenfazit

Das Binomialmodell kann auch genutzt werden, um das Problem fiir mehrere Aktien zu l6sen.
Die optimale Losung kann mit Standardmethoden der Optimierung ermittelt werden.

Weiterhin gibt es im Gegensatz zum Problme mit nur einer Aktie Fille, in denen es auf-
grund vorliegender Korrelationen optimal sein kann, eine Aktie leerzuverkaufen, obwohl deren
Erwartungswert iiber dem der risikolosen Anlage liegt.
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Kapitel 3

Binomialmodell mit
Transaktionskosten fur eine Aktie

3.1 Zielfunktion

Die Zielfunktion setzt sich wie folgt zusammen:

Der Aktienkauf bzw. -verkauf kostet initial zunédchst xqgSy. Weiterhin muss man fixe Trans-
aktionskosten K zahlen - allerdings nur, wenn zy # 0, d.h. wenn man einen Aktienkauf /
-verkauf getétigt hat. SchlieBlich muss man variable Kosten in Hohe von k|xg|Sp zahlen -
hier kommt es nur auf die absolute Hohe der getatigten Transaktion an, man muss sowohl fiir
Kaufe als auch fiir Verkdufe zahlen.

Fiir die Betrachtung nach einer Periode ist alles mit B zu multiplizieren - Hintergrund hier
ist, dass man die Kosten vom Gesamtvermogen X abziehen muss, das man wiederum in die
risikofreie Anlage investiert und dafiir einen Ertrag von B erhélt.

Weiterhin erhdlt man natiirlich nach einer Periode den Ertrag aus der Aktie, d.h. z¢S].

Fiir eine Periode ist somit insgesamt die folgende Funktion zu maximieren:
P(z0) := E(In(zo(S1 — (1 + sign(z)k)SoB) — Klz00B + XoB))) = E(In(X1))
Es wird vorausgesetzt, dass k, K > 0 sowie Xy > K.

Bemerkung: Im Gegensatz zum Problem ohne Kosten ist die resultierende Funktion bei z = 0
weder stetig noch differenzierbar.

Fiir n Perioden ergibt sich die Zielfunktion als:

E(ln(X,)) = E

In (ZL‘nl(Sn — (1 4 ksign(xp—1 — xp—2))Sn—1B)

n—2
+ > @B (1 + ksign(wigy — 24))Siv1 — (1 + ksign(a; — 25-1))SiB)
=0
n—1 '
+B"Xo— ) lei#mi_lB"’>
i=0

mitn > 1, x_1 =0.

Dabei ist wieder zu beachten, dass die einzelnen x; von der Pfadentwicklung des Aktienkurses
abhangen und sich dadurch insgesamt 2" — 1 Variablen ergeben, die bei der Maximierung der
Funktion zu beriicksichtigen sind.
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3.2 Schrittweise Losung des Problems  Binomialmodell mit Transaktionskosten

3.2 Schrittweise Losung des Problems

3.2.1 Losung fiir eine Periode

Satz 7 Die optimale Aktienanzahl fir eine Periode im Binomialmodell ergibt sich als

x5 = argmaz(P(0), P(a:a“), P(xy))

Ty = max{_B(Xgo_ = (d— (1p+ WB —tl_fk)B) ’0}

"o :mm{_B(Xg*o_ = (d— (1p— nB u—%l_—pk)B> ’0}‘

Beweis: Um die Gesamtlosung fiir eine Periode zu bestimmen, muss man zunéchst folgende
Fallunterscheidung treffen, damit die Zielfunktion differenzierbar ist:

und

xrg = 0: weder variable noch fixe Kosten

z9 = g > 0: variable und fixe Kosten, sign(zg) = 1,
Losung: Nullsetzen der 1. Ableitung

rg = x, <0: variable und fixe Kosten, sign(z,) = —1,

Losung: Nullsetzen der 1. Ableitung

Die Losung fiir g > 0 ergibt sich wie folgt:

So(u— (1+k)B)

Plag) = pxarso(u — (14 k)B) + (X0 — K)B)
So(d — (1 +k)B)
D) S A (1 RB) + (Ko - K)B)
= 0
_ B(Xo-K) p l-p
= el =T <d—(1+k)B+u—(1+k)B>
Dabei gilt:
y _ Sg(u— (14 k)B)?
P'(zg) = - (p(xgso(u — ?1 +k)B) + (Xo — K)B))2
S5(d — (14 k)B)?
+(1-p) (2 So(d — ?1 +k)B) + (Xo — K)B))2>
< 0

daher ist die ermittelte Losung tatséichlich ein Maximum.

Anmerkung: Es ist hierbei noch nicht garantiert, dass die so ermittelte Losung auch wirklich
zuléssig existiert (d.h. > 0 ist). Ist dies nicht der Fall, also xf{ < 0, dann ldge das Optimum
am Rand des Intervalls und wiirde fiir xar — 0 angenommen. Somit gilt also:

7 = max {_B(Xgo_ = (d = (1p+ NB " u- tl_fk)B) ’O}
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3.2 Schrittweise Losung des Problems  Binomialmodell mit Transaktionskosten

Analog gilt fiir zg < 0 :

o :mm{_B(Xg*o_ = (d (1pf WB " uh_pk;)B) ’0}‘

Abschlielend muss iiber die drei oben beschriebenen moglichen Félle maximiert werden, d.h.
fiir jeden moglichen Fall ist der Wert der Zielfunktion zu ermitteln und anschlieflend ist der-
jenige Fall auszuwahlen, der den maximalen Wert erreicht:

xy = argmax(P(0), P(a:g), P(xy))

Unter der Annahme

gilt weiterhin:

pu+ (1-p)d < (1-k)B = x5 <0,25 =0
pu+ (1-p)d > (14+k)B = xf > 0,25 =0
(1-k)B < pu+ (1-p)d < (14k)B = zf =25 =a5=0
Allerdings ist zu beachten, dass auch hier das Kriterium z, < 0 bzw. xér > 0 noch kein
Kriterium fiir Optimalitét ist!

3.2.2 Schrittweise Vorgehensweise fiir zwei Perioden

In diesem Abschnitt wird zundchst davon ausgegangen, dass man die Strategie aus dem vor-
angegangenen Abschnitt fiir die folgende Periode wiederholt, d.h. dass man hier die folgende
Funktion maximiert:

E (ln(:vl(Sg — (1 +sign(xy — z)k)S1B) + zgsign(xy — zg)kS1B + (X1 — le#xa)B))

(der zweite Term mit x ergibt sich daraus, dass die variablen Kosten ja nur auf die Differenz
|z1 — x| zu zahlen sind).

Dabei ist X; das Vermdgen nach Investition in xfj Aktien zum Zeitpunkt 0. Weiterhin ist
zu diesem Zeitpunkt S7 bereits bekannt, insbesondere existieren fiir jede der zwei moglichen
Werte von S verschiedene optimale Aktienanzahlen z7(u) und z7(d) je nachdem, ob S; = Spu
oder S = Sypd. In diesem Sinne ermittelt man quasi einen bedingte optimale Aktienanzahl
bezogen auf den aktuellen Aktienkurs. Ein wesentlicher Unterschied dieser Zielfunktion im
Vergleich zum vorherigen Abschnitt liegt darin, dass nun eine Abhéngigkeit zur bisherigen
Historie der Aktienanzahlen vorliegt. Speziell hdngt von dieser nicht nur X; ab sondern auch
die im néchsten Schritt enstehenden Kosten.

Satz 8 Die optimale Aktienanzahl fir eine schrittweise Optimierung tber zwei Perioden im
Binomialmodell ergibt sich als

x] = argmax(P(x5), P(a]), P(z7))

n _ B(Xi — K 4 25kS1) D n 1—p -
Sy d—(1+k)B  u—-(1+kB) "
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3.2 Schrittweise Losung des Problems  Binomialmodell mit Transaktionskosten

und

- _ min ~ B(X1 — K —a3kS) D n 1—p .
1= S d—(1-kB "u—(1-kB) "f

Unter schrittweiser Optimierung ist dabei zu verstehen, dass zundchst nur die Zielfunktion
tiber die erste Periode optimiert wird, anschlieffend wird dann die Optimierung tber die zweite
Periode vorgenommen. Dies steht im Gegensatz zur globalen Optimierung, bei der von Anfang
an alle Aktienanzahlen so ermittelt werden, dass sie tber zwei Perioden betrachtet optimal
gewdhlt sind.

Beweis: Es ergibt sich analog zur Vorgehensweise fiir eine Periode die folgende Fallunter-
scheidung:

x1 = x: weder variable noch fixe Kosten

z1 = z{ > x4 variable und fixe Kosten, sign(z]—z§)=1,
Losung: Nullsetzen der 1. Ableitung

x1 = x; <z variable und fixe Kosten, sign(z] —zy)=—1,

Losung: Nullsetzen der 1. Ableitung

worin sich noch einmal die explizite Abhéngigkeit von der vorangegangenen Aktienanzahl
widerspiegelt.

Die Losung fiir #] wird folgendermafien berechnet:

Si(u— (1+k)B)

P(z]) =
@) = P S T A kB + (% — K + 23kS1)B)
+i—p) Si(d— (1 + k)B)
z1S1(d— (1+k)B)+ (X1 — K +23kS1)B)
=0
B(Xi — K+ z3kSy) D 1-p
+ _ _ 0
= S (d—(1+k)B+u—(1+k;)B)

wobei wiederum gilt, dass P”(z) < 0 Vx € R.

Um die Zulassigkeit der Losung zu garantieren, muss diese analog zu den Betrachtungen fiir
eine Periode begrenzt werden, allerdings diesmal bei x:

o+ — max _ B(Xi — K 4+ 25kS1) D n 1—p o
! Sy d—(1+k)B  u—-(1+kB) "

Analog fiir ;. Anschliefend muss wieder die Losung gefunden werden, die die Zielfunktion

maximiert:
v} = argmax(P(ap), P(a}), P(a7)

O

Anmerkung: Es ist zu beachten, dass es vom Zeitpunkt 0 aus betrachtet zwei mogliche
Losungen fiir die zweite Periode gibt, da die oben beschriebenen Berechnungen davon abhén-
gen, welchen Wert S; angenommen hat. Genaugenommen gibt es also z7(u) = x7(51 = uSo)
und z7(d).

23



3.2 Schrittweise Losung des Problems

Binomialmodell mit Transaktionskosten

3.2.3 Schrittweise Vorgehensweise fiir drei Perioden

Das vorgestellte Verfahren kann natiirlich fiir beliebig viele Perioden wiederholt werden. Es
soll hier allerdings auf eine weitere Schwierigkeit im Zusammenhang mit Kosten hingewiesen
werden: Die Aktienanzahlen sind nicht rekombinierend, d.h. z}(ud) # x3(du). Die optimale
Losung nach einer Aufwérts- und anschlieBender Abwartsbewegung der Aktie entspricht also
nicht notwendigerweise der optimalen Losung nach einer Abwérts- und dann einer Aufwérts-
bewegung. Dies soll anhand des folgenden Beispiels gezeigt werden.

Im Beispiel werden folgende Parameter verwendet:

So

e
(Il

p:

10
0,001
5

1,1
1000
1,3
0,2
0,9

GemaB Abschnitt 3.2.1 ergeben sich daraus folgende mégliche Losungen fiir xj):

zd = 54,29,
z, = 55,16,
2y =0 ;

Damit ist 23, = 2§ = 54, 29.

P(:zar) =17,0235
nicht zuléssig, da > 0
P(z8) = 17,0031

Nun gilt im zweiten Schritt (Formeln gem&af8 Abschnitt 3.2.2):

Aufwartsbewegung Abwartsbewegung

X1 =1202,48 X1 = 605,30

S1 =13 S1=2

z{ = 50,29 (nicht zulissig, da < z3) | ] = 163,80

x; = 51,03 x; = 166, 36 (nicht zuldssig, da > x)

2y = x} = 54,29
P(xy) =17,2092
P(29) = 17,2133
x] = x4 = 54,29

2y = x} = 54,29
P(z]) =6,5184
P(29) = 6,5141

zt =2 = 163,80

Im dritten Schritt werden nur die Falle betrachtet, in denen korrespondierend zu den Ak-
tienbewegungen im zweiten Schritt die gegenlédufige Bewegung erfolgt, da es ja speziell darum
geht, dass die Vermogenswerte und Aktienanzahlen nicht rekombinierend sind. Es gilt hier:
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3.2 Schrittweise Losung des Problems

Binomialmodell mit Transaktionskosten

erst Aufwartsbewegung,
dann Abwértsbewegung

erst Abwéartsbewegung,
dann Aufwartsbewegung

X, = 687,55
Sy =2,6
x3 = 143,26

5 = 145,50 (nicht zuldssig, da > z7)
1) = 2% = 54,29
P(x]) = 6,6468
P(29) = 6,6430
xh = x5 = 143,26

X, = 725,61

Sy =2,6

x5 = 151,31 (nicht zuldssig, da < z7})
z, = 153,55

Ty =}t = 163,80

P(z5) = 6,7014

P(z9) = 6,7081

x5 =} = 163,80

Also sind weder die Vermogenswerte noch die optimalen Aktienanzahlen rekombinierend.

3.2.4 Optimale Losung fiir mehrere Perioden

In dieser Sektion soll angemerkt werden, dass die in den vorangegangenen Abschnitten vor-
gestellte schrittweise Losung des Problems fiir mehrere Perioden nicht optimal ist. Dazu soll
das bereits im verangegangenen Abschnitt verwendete Beispiel herangezogen werden. Die
schrittweise optimale Losung fiir zwei Perioden war dabei:

0
1’1(51 = dSo)

und insgesamt gilt damit
E(In(X3)) = pP(21(S1 = uS)))

Die global optimale Losung ist allerdings

x
z7(S1 = uSo
z7(S1 = dSo

E(In(X>)

= 54,29
= 54,29

+ (1 — p)P(m“{(Sl = dS())) = 7, 1438

= 52,25
= 52,25
= 168,81
= 17,1439

Somit ist die schrittweise Vorgehensweise nicht optimal. Allerdings ist die optimale Losung
ebenfalls nicht rekombinierend, denn z.B. fiir 3 Perioden gilt:

21 (51

GH

x5 (
l';(SQ =
5(52 =

x

0

= uSp)

= dSp)

x5(S2 = uS1, 51 =uSy) =

Sy = uS1, 81 = dSp)
dSy, S1 = uSp)
dSy, 81 = dSy)

x 50, 34
= 50,34
= 170,28
50, 34
= 170,28
= 151,14
= 170,28

und somit insbesondere z5(S2 = uS1, S1 = dSp) # x5(S2 = dS1,S1 = uSp). Insgesamt ergibt
sich eine Variablenanzahl von 2™ — 1 fiir das allgemeine Problem mit n Schritten; eine globale

numerische Losung ist damit nicht praktikabel.
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3.3 Optimale Buy-And-Hold-Losung Binomialmodell mit Transaktionskosten

3.2.5 Zwischenfazit

Das Ergebnis bis hierhin ist also folgendes: Im Binomialmodell mit Transaktionskosten sind
weder die optimalen Aktienanzahlen noch die optimalen Vermogenswerte rekombinierend.
Damit ergibt sich im n-Periodenmodell eine Variablenanzahl von 2 — 1, die nicht reduziert
werden kann (anders als im Fall ohne Kosten, wo sich die Variablenanzahl aufgrund des rekom-
binierenden Verhaltens auf n reduziert).

Weiterhin sind die optimalen Aktienanzahlen pfadabhéngig, sie hingen dabei sowohl von den
realisierten Aktienwerten als auch von den in vorherigen Schritten berechneten optimalen
Aktienanzahlen und damit von vorangegangenen Entscheidungen ab. Auch dies ist anders
als im Modell ohne Kosten, wo die optimale Aktienanzahl in einem Schritt nicht von den
Anzahlen vorangegangener Schritte beeinflusst wird.

Schliellich ist im Modell mit Kosten das schrittweise Vorgehen aufgrund der Abhangigkeiten
der Aktienanzahlen nicht global optimal, d.h. zur Berechnung der optimalen Aktienanzahlen
kann nicht schrittweise von vorn vorgegangen werden (wére rechnerisch einfach). Stattdessen
ist eine gleichzeitige Optimierung aller 2™ — 1 Variablen erforderlich, so dass eine Optimierung
schon bei vergleichsweise geringen Periodenlédngen sehr aufwéndig wird.

Diese Abhéngigkeit bedeutet weiterhin, dass im Binomialmodell mit Transaktionskosten die
Aktienanzahlen vom Investitionszeitraum abhéngen. Im Fall ohne Kosten ergibt sich eine
feste Prozentzahl vom Gesamtvermdégen, die in Aktien zu investieren ist - unabhéngig von
dem konkreten Punkt, an dem man sich im Binomialbaum befindet. Im Modell mit Kosten
ist dies nicht der Fall, wie auch im obigen Beispiel gesehen veréndert sich die optimale Losung
flir Schritt 1, je nachdem, ob man insgesamt iiber 1, 2 oder 3 Perioden optimiert.

Hieraus ergibt sich, dass man die optimale Losung im Binomialmodell mit Transaktionskosten
numerisch nicht ohne weiteres gegen die Losung im zeitstetigen Modell konvergieren lassen
kann (wegen der groflen Anzahl an Variablen sowie der Nicht-Optimalitit des schrittweisen
Vorgehens).

3.3 Optimale Buy-And-Hold-Losung fiir mehrere Perioden

3.3.1 Hintergrund

Im vorangegangenen Abschnitt wurde erldutert, warum die allgemeine Losung des Problems
mit Transaktionskosten im Binomialmodell sich nicht ohne weiteres auf das zeitstetige Modell
iibertragen lasst.

Daher soll nun die optimale Buy-And-Hold-Losung betrachtet werden, d.h. in Gegensatz
zu den vorangegangenen Abschnitten darf nur einmal zum Startzeitpunkt gehandelt werden,
anschliefend bleibt die Aktienanzahl konstant. Dies schliefit automatisch das Problem der
groflen Variablenanzahl aus, da nun nur noch eine Variable bestehen bleibt.

Genauer ist die folgende Funktion zu maximieren:
Pr(z) = E(In(z(Sy, — (1 + ksign(z))SoB") + (Xo — Klgz0)B"))

Dies kann wieder durch Nullsetzen der ersten Ableitung erfolgen (zweite Ableitung ist auch
hier wieder stets negativ). Dabei sind wie gehabt zunéchst das Optimum fir z > 0, z = 0
sowie x < 0 zu ermitteln und dann die gefundenen Suprema miteinander zu vergleichen.
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3.3 Optimale Buy-And-Hold-Losung Binomialmodell mit Transaktionskosten

3.3.2 Existenz von Losungen ungleich Null

Zunéachst sei angenommen, dass
pu+ (1 —p)d > B.

In diesem Fall existieren (wie spater noch gezeigt werden wird) nur Losungen > 0.

Satz 9 Unter der Bedingung pu+ (1 —p)d > B gilt: Falls fiir ein bestimmtes n eine optimale
Losung x, > 0 ermittelt wird, so sind die optimalen Losungen fiir lingere Perioden ebenfalls
grofler als 0. D.h.:

pu+ (1—p)d>Bund3In:z, >0—xzy >0VN >n

Beweis: Um dies zu beweisen, miissen zwei Dinge gezeigt werden:

1. Fiir n + 1 und = > 0 hat die Funktion P, () eine Nullstelle z,4; gréfier 0. Da auch
hier wieder P” < 0, handelt es sich dabei dann auch tatsiachlich um ein Maximum.

2. Es gilt weiterhin: P41 (2p41) > Pog1(x < 0) Vo < 0.

Es soll zunédchst festgehalten werden, dass jedes Supremum von P, (x) folgendes Kriterium
erfillt

2 € Ty = (_ (Xo — K)B" (Xy— K)B" )

(ur — (1 —k)B")Sy”  (d" — (1 + k)B")S,

da sonst mindestens einer der Logarithmen in
Py(x) = Zpi(l —p) <7Z> In(2So(u'd™™" — (1 + ksign(z)) B") + (Xo — K1,.0)B")
i=0

den Wert —oo annimmt.

Fiir den ersten Punkt wird nun zunéchst die Ableitung von P, (z) fiir x > 0 bestimmt:

L . So(utd™~t — (1 + k)B™)
P (x)= gp (1-p) <Z> zSo(uid"—* — (1 + k)B") + (Xo — K)B"

Diese Funktion ist rational vom Grad n mit n 4+ 1 Polstellen. An den Polstellen nihert sich
P, (x) beidseitig dem Wert —oo, d.h. P)(x) springt dort jeweils von —oo auf +oco. Damit
miissen gemafl Mittelwertsatz alle Nullstellen der Funktion jeweils zwischen zwei Polstellen
liegen. Insbesondere liegt somit auch in I,, (begrenzt durch die grofite negative sowie kleinste
positive Polstelle) genau eine Nullstelle. Weiterhin gilt, dass

So((pu+ (1 —p)d)" — (1 +k)B")
(Xo — K)Bn
In(1 + k)
In(pu + (1 — p)d) — In(B)

P (0) = >0

— n>

und

lim P(z) = -
A ()
=@ = (7R B3,

da So(d" — (14 k)B™) < 0 und

(Xo — K)B"

" —(1 B" Xo— K)B" fii
xSo(d" — (14 k)B"™) + (Xo )B™ >0 urx<(d”—(1+k)B”)So
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3.3 Optimale Buy-And-Hold-Losung Binomialmodell mit Transaktionskosten

also
(Xo— K)B"

xSo(d" — (14 k)B") + (Xo — K)B" | 0 fiir $T_(d”— eSO

und damit
So(d™ — (14 k)B"™)

i
Gotosn  280(d" — (1 + k)B") + (Xo — K)Bn

=@ =R B3,

= —0

Die restlichen Terme von P, (x) sind endlich in diesem Limit.

Da weiterhin der Wert am Punkt 0 fiir ein n, das gro8 genug ist, > 0 ist, muss die gesuchte
Nullstelle z,, somit grofler als 0 sein.

Insbesondere folgt aus diesen Betrachtungen auch, dass fir n < Tapu +2111(_1p+)5))_1n( ) keine op-

timale Losung grofer als 0 existiert, dies ist also eine notwendige Bedingung. Weiterhin gilt
dann natirlich auch noch, dass damit VN > n eine positive Nullstelle existiert, damit ware
Teil 1 gezeigt.

Aus

So((pu+ (1 —p)d)" — (1 +k)B")
(Xo — K)B"

Py (0) =

folgt im Ubrigen auch (wie oben bereits angemerkt), dass eine Losung x > 0 nur dann ex-
istieren kann, wenn pu + (1 — p)d > B, da ansonsten P/, (0) < 0 Vn und somit keine Nullstelle
> 0 existiert. Damit kénnte das Supremum von P, (z) nur an einer Stelle x < 0 liegen.

Fiir den zweiten Punkt sei zunéchst angemerkt, dass unter der vorausgesetzten Parameterkon-
stellation keine negative Nullstelle fiir x < 0 existiert, da in diesem Fall

So((pu+ (1 —p)d)" — (1 — k)B")
(Xo — K)B"
In(1— k)
In(pu + (1 — p)d) — In(B)

P (0) = <0

— n<

Da In(1 — k) < 0, hingegen geméf Voraussetzung In(pu + (1 — p)d) — In(B) > 0, wird dieses
Kriterium nie erfiillt.

Somit ist nur noch zu zeigen, dass P4 1(zn11) > Pni1(0) = E(In(XoB"*1)). Datfiir soll gezeigt
werden, dass

E(In (20 (Spi1 — (14 k)SoB™™) + (Xo — K)B"H))
> E(In(zq(SnB — (1 + k)SoB™) + (Xo — K)B" 1))

Da dann zum einen aus der Annahme beziglich z,, folgt, dass
E(In(z,(SpB—(1+k)SoB" ) +(Xg— K)B"™)) = In(B)+ P, (z,) > In(B)+P,(0) = P,41(0)
und zum anderen aus der Supremumseigenschaft von x,, folgt, dass

E(In(zp41(Sp41 — (1 +k)SoB™ ) + (Xo — K)B™))
> E(In(x,(Sne1 — (1 + k)SoB™™) + (Xo — K)B™))

ware Punkt zwei gezeigt.
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3.3 Optimale Buy-And-Hold-Losung Binomialmodell mit Transaktionskosten

Also:

E(In(z(Sny1 — (14 k)SoB" ™) + (X0 — K)B"H))
—E(In(z,(SnB — (14 k)SoB"™) + (X0 — K)B"t))

— .Tn(Sn 1— (1 + k:)SOBn-‘rl) + (XO _ K)Bn+1
- (1 (xn(sn% - (1+ k?)San+1) + (Xo — K)BnJrl ))

=1In ﬁ 1+ rputd" " S (pu + (1 — p)d — B) P (1=p)ni(7)
U 2a(WidriSB — (14 k) SoB ) + (X — K) B

>0

da z, € I,, und z,, > 0. O

Somit ist bewiesen, dass sobald man fiir ein n eine optimale Losung > 0 gefunden hat, auch
die optimalen Losungen fiir alle folgenden N > n positiv sein werden. Allerdings ist noch
nicht gesagt, dass iiberhaupt ein n existiert, fiir das die Losung > 0 ist. Dies gilt zumindest,
falls

pln(u) + (1 —p)In(d) > In(B)

da dann gilt:

(E) - el

N

Xo—K S,
1+k S()

N————

und damit

In(Xo) — In ( L )

Xo— K
P, <(0) > In(XoB") < n>

1+ k)Soy pln(u) + (1 — p) In(d) — In(B)
(und -2 (1+k)5 € I, Vn).
Weiterhin sei angemerkt, dass
. Xo— K
lim I, = |0, —————
R0 [ (1+ k:)So]

d.h. im Limit ist weder Aktienkauf auf Kredit noch Shortselling zuléssig. Dies liegt daran,
dass nur es nur in diesen beiden Féllen moglich ist, dass Vermogenswerte < 0 entstehen und
dies wird durch die gewahlte Nutzenfunktion stark bestraft, da diese fiir Werte kleiner 0 den
Wert —oo annimmt.

Sei nun pu + (1 — p)d < B. Dann lésst sich mit einem analogen Argument zwar zeigen, dass
ab einem bestimmten n immer eine negative Nullstelle existiert, genauer

So((pu + (1 — p)d)" — (1 — k)B") In(1 - k)
: (Xo — K)B" <0 = e (L= p)d) —n(B)

P (0) =
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3.3 Optimale Buy-And-Hold-Losung Binomialmodell mit Transaktionskosten

und
lim P! (x) = 400

(Xo—K)B™
T e GBS,

Allerdings existiert hier fiir ein ausreichend grofies n keine negative optimale Losung, da fiir
x < 0 gilt:

P,(z) = Zp (1-p <n> In(zSo(u'd”™" — (1 — k)B") + (Xo — K)B")

< Zp 1—p <n>ln (2So(d" — (1 —k)B") + (Xo — K)B")
— m(eSo(d — (1 BB + (X0~ K)B)

(X — ) mn n n
< ln< w _(() T HE%, So(d™ — (1 k;)B)+(X0—K)B>

~ I <(Xo - K)B" <1 - ZZ:S:IZ;Z;))

d"—(1—k)B"
“ur— (1—k)B"

ist positiv und konvergiert fiir n — oo gegen 0, da

Der Term

-0 -kB* ()" -(-kK(E)"

(d> %O,(B> —0dad<B<u
u u

Somit fallt dieser Term irgendwann auch unter XOL_K, womit dann gilt:

Py(z) < In <(Xo - K)B" (1 + Xoli K))

n X0
= In ((XO—K)B XO_K>

und

= In(X,B")
P,(0)

Es sei zum Schluss noch angemerkt, dass die gefundenen optimalen Lésungen immer eindeutig
sind, es sei denn es gilt x # 0 und P, (x) = P,(0). Dies folgt daraus, dass immer nur entweder
Losungen < 0 oder > 0 zuléssig sind (je nachdem, ob pu + (1 — p) < B oder umgekehrt).
Weiterhin existiert dann immer genau ein lokales Maximum fiir x < 0 oder x > 0 sowie als
weitere Moglichkeit die Losung z = 0. Das Optimum kann nie an den Intervallréndern von I,
liegen, da dort die Nutzenfunktion den Wert —oo annimmt.
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3.4 Kombination der Losungsstrategien Binomialmodell mit Transaktionskosten

3.4 Kombination der Losungsstrategien

In den vorangegangenen beiden Abschnitten wurden zwei mogliche Losungsstrategien fiir das
Portfoliooptimierungsproblem mit Transaktionskosten vorgestellt. Allerdings ist nicht allge-
mein eine der Strategien besser als die andere, da man sowohl Parameterkonstellationen finden
kann, in denen das schrittweise Vorgehen stets besser ist (z.B. im Grenzfall k = K = 0), als
auch Konstellationen, in denen die Buy-and-Hold-Strategie einen héheren erwarteten Nutzen
liefert.

Letzteres gilt z.B. fiir den Fall der Konvergenz gegen das zeitstetige Modell, da hier lim,_, o uy,
= lim, y00dp = 1, d.h. die schrittweisen Zuwéchse der Aktie werden irgendwann so klein,
dass sie die (in n konstanten) variablen Kosten k > 0 bzw. fixen Kosten K > 0 nicht mehr
kompensieren konnen, was dazu fiihrt, dass es dann im schrittweisen Model nie optimal ist
zu handeln. Da dies nicht auch zwangsweise fiir die Buy-and-Hold-Strategie gilt (weil hier
die iiber n Perioden kumulierten Zuwéchse entscheidend sind), ist in diesem Fall also die
Buy-and-Hold-Strategie besser.

Allerdings lassen sich beide Methoden zu einer ”schrittweisen Buy-and-Hold-Strategie” kom-
binieren, die in jedem Fall einen héheren erwarteten Nutzen garantiert als die einfachen Buy-
and-Hold-Strategie. Dazu werden die optimalen Aktienanzahlen gewahlt als

stH = argmaxwi{E(ln(Xn($0 = x(S)BHa vy Lj = xfBH7 Tit1 = xfBH7 ey Ip—1 = xfBH))

| X3, Si,xi-1)}

d.h. im i-ten Schritt wahlt man jeweils die auf Basis der in den vorangegangen Schritten
getroffenen Entscheidungen optimale Buy-and-Hold-Strategie.

Anschaulich kann man sich die Strategie so vorstellen, dass man initial die optimale Buy-and-
Hold-Aktienanzahl wahlt und diese nur dann adjustiert, wenn sich die im jeweiligen Schritt
optimale schrittweise Buy-and-Hold-Losung weit genug von der bislang gehaltenen Aktienan-
zahl entfernt hat.

Die Uberlegenheit der schrittweisen Buy-and-Hold-Strategie im Vergleich zur einfachen Buy-
and-Hold-Strategie zeigt der folgende Satz:

Satz 10 Die schrittweise Buy-and-Hold-Strategie erzielt einen hoheren erwarteten Nutzen als
die einfache Buy-and-Hold-Strategie, d.h.

E(n(Xn (25", ..., 2371))) > E(In(Xn (25")))

e
Beweis: Zur Abkiirzung der Notation soll im Folgenden

E(In(X, (237, ..., 2771)))

g ooy g

. _ ..sBH _ ..sBH _ ..sBH __ ,..sBH
=E(n(X,(zo =a5"", oy = a7 wip = 270 e = 20))
verwendet werden

Aus der Definition von :cff{l folgt

E(ln(Xn(:E(S)BH, B :L'fle))’Xz, Siyxi—1) > E(ln(Xn(:n(s)BH, - xSBH))|XZ-, Siyxi—1)

i i
und damit auch

E(ln(Xn (2§, ot 2P1))) 2 Bn(Xn (a§71, ... 2371)))

g eeey Ly

Und wegen xSBH = x(])BH folgt daraus auch

E(In(X, (@57, ..., 2371))) > E(n(Xn(25™)))

n—
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

3.5 Konvergenz gegen die Losung im Black-Scholes-Modell

Bei der Betrachtung der Konvergenz werden fiir die folgenden Abschnitte die optimalen Buy-
and-Hold-Lésungen herangezogen.

Auch hier soll wieder die schon fiir das Modell ohne Kosten benutzte Parameterkonstellation

verwendet werden:
o2
Up = €exp ((,u — ) tn + U\/tn>

2
o2
dn = eXp<(u2>tn0\/E)
_ 1
po=3
B, = exp(rt,)
T
by = —
n

Und es soll ebenfalls wieder gelten:

d, < B, < up, vn

Nun ist die Losung folgender Funktion im Grenzwert n — oo zu ermitteln:
Pp(z) = E(In(z (S, — (1 +sign(x)k)SoBy;) + (Xo — Klgz0)By))

(entspricht einer Buy-And-Hold-Strategie iiber n Perioden).

3.5.1 Existenz von Losungen ungleich Null im Binomialmodell

Es soll zunéchst festgehalten werden, dass jedes Supremum von P, (x) folgendes Kriterium
erfillt

n

(un — (1 —k)B2)So”  (dn — (1 +k)B")Sy

da sonst mindestens einer der Logarithmen in

e (o o )

Pu(z) = Z p'(1—p)~" (7;) In(zSo(ubdlr™" — (1 + ksign(z))Bl) + (Xo — K1y20)BL)
=0

den Wert —oo annimmt.
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

Lemma 11 Es gilt: Die Folge E(S,) ist streng monoton wachsend und konvergiert gegen
S()e‘“T.

Beweis: Es gilt:

i=0
= S (M d")n
- Soe<“*%2)T ec’\/g +26_U 2\
Weiter ist
e’ 0 _1_670\/2 '
2
oV + 57‘7\/g ' Vo + eio\/g oVT —.ea\/g +e 7 g

_|_
T T
2 2 2y/n eg\/; n e,g\/;
wobei der erste Term positiv, der zweite Term negativ ist.

Um den Term weiter zu untersuchen, sei dieser zunachst vereinfacht als

ol gl
f(a):zln( Z“)—I—lln(a) i

2 a+

Q=

beschrieben. Dieser ist nun fir ¢ > 1 zu betrachten.

Seine Ableitung ist

f'(a)
— 1 S 1y _ (= (11
L () e L Gl e e 1)
a+; a? 2a a4+ 2 (a+ 1)
1 (1 1 1 4
- a+;<2<1‘a2>+zln<“>a+;>
_ 11 21
= 2a(a+l)2 (a 5 4ln(a)>

Der Term a? — a% — 41n(a) hat wiederum sein Minimum in a = 1 (l&sst sich durch Ableiten
ermitteln) und nimmt dort den Wert 0 an. Somit gilt f’(a) > 0 fiir @ > 1 und damit schlieflich
auch f(a) > f(1) =0 fiir alle @ > 1.

Somit gilt, dass

ea\/g + efo\/% "
2

und somit auch E(S,,) streng monoton wéchst.
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

Schliellich gilt

eg\/g n e,g\/g " In <egﬁ + egﬁ> —1In(2)
lim In = lim
n—00 2 n—00

1
n

n—o0 —_

1 —2
1 20 %
= (I'Hospital) 50\/? lim efm

= (PHospital) 20T lim

2
n—oo T
<€20' -~ + 1)

2
o
= —T
2
und damit
lim E(S,) = Spe”

n—o0

O

Satz 12 Die Funktion P,(x) hat eingeschrinkt auf x > 0 ein eindeutiges Mazimum. Dieses
ist weiterhin fiir ausreichend grofie n genau dann gréfer als 0, wenn

In(1+ k)
T+ —7

Andernfalls ist die optimale Losung (zumindest fiir ausreichend grofie n) immer 0.

Beweis: Um das Optimum zu finden, wird die Ableitung von P, (x) fiir x > 0 bestimmt:

Pi(w) = 3251 — <n> So(udy "' = (14 k) By)
B i) 2So(uidy " — (14 k)Bp) + (Xo — K) B,

n

Diese Funktion ist rational vom Grad n mit n 4+ 1 Polstellen. An den Polstellen nahert sich
P, (x) beidseitig dem Wert —oo, d.h. P/ (x) springt dort jeweils von —oo auf +o00. Damit
miissen gemafl Mittelwertsatz alle Nullstellen der Funktion jeweils zwischen zwei Polstellen
liegen. Insbesondere liegt somit auch in I,, (begrenzt durch die grofite negative sowie kleinste
positive Polstelle) genau eine Nullstelle. Weiterhin gilt:

, S Sh, ,
PO) = g (2(5) -0 0e7)
- (Xo —ng)erT (e = (14 R)e™)
(Lemma 11)

Daher muss folgende Bedingung erfiillt werden, damit P (0) > 0 gilt (zumindest fiir ausrei-
chend grofie n):

,u>r+7ln<1+k)
T
Weiter gilt:
lim P! (z) = —o00

(Xo—K)BR
ot @ (TR BIS,
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

da Sp(d — (14 k)B™) < 0 und
(Xo — K)Bn

n

So(dn = (L4 F)By) + (Xo = K) By > 0 fiir o < mr— o pn e

also
(Xo— K)B}

n

(dy — (1L + k) BR)So

xSo(dr — (14+k)B))+ (Xo— K)B] L 0 fir z T —

und damit
. So(dy; — (1+ k) By) ~ e
Xo-x8r _ xSo(d? — (14 k)BL) + (Xo — K)B?

I @ =R BEI5, "

Die restlichen Terme von P,(x) sind endlich in diesem Limit.

Da also der Wert am Punkt 0 positiv ist (und der Wert am Intervallende negativ, da —o0),
muss die gesuchte Nullstelle z,, gemaf Mittelwertsatz grofier als 0 sein (P} (x) ist stetig fiir
x > 0). Dariiber hinaus ist P/ (z) < 0, so dass es sich hierbei tatsichlich um ein Maximum
handelt.
Im umgekehrten Fall, d.h.
In(1+ k)

T
liegt das Supremum fiir P(x) eingeschrankt auf > 0 am Rand des Intervalls, d.h. bei 0. Die
optimale Losung ist somit stets < 0.

p=r+

Mit einem analogen Argument kann man zwar weiter zeigen, dass eine Losung x < 0 nur
existiert, wenn

In(1— k)

p<rt
Weiterhin lasst sich aber wie in Abschnitt 3.3 zeigen, dass fiir ausreichend grofle n keine neg-
ative optimale Losung existiert, d.h. die optimale Losung fiir pp < r + m(# und ausreichend

grofle n ist stets 0.
O

Anmerkung: Der vorherige Satz hat zwar fiir y > r+ M die Existenz eines Supremums fiir

x > 0 gezeigt, aber nicht dessen Optimalitét fiir die gesamte Funktion. Damit das gefundene
Supremum auch ein Optimum fiir ganz I,, ist, muss zusétzlich noch gelten, dass P,(z,) >
P,(0) (wie im Beweis des Satzes erwahnt, existieren fiir ausreichend grofie n keine negativen
Losungen, d.h. die optimale Losung ist fiir ausreichend grofie n entweder positiv oder 0).

Im Folgenden sollen nun einige Bedingungen hierfiir analysiert werden.

Satz 13 Fulls die Parameter die Bedingung

1 Xo 0'2
—1 1+ k& —
,u>r+Tn((+)X0_K)+2

erfillen, dann gilt P(z*) > P(0), d.h. die optimale Losung ist positiv.

Xo— K Xo— K Sh
Pl — = 1 E(l —
Q1+@&> n<1+k>+ (n S >

0

Xo— K o?
1 —— T
n<1+k>+<“ 2>

1 X
= op > T+Tln<(1+k) 0

Beweis: Es gilt:
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

Hierbei handelt es sich um die Strategie, den maximal moglichen Betrag in Aktien zu in-
vestieren ohne hierfiir Kredit aufzunehmen. Diese Strategie ist stets in I,, enthalten. O

Satz 14 Fir die Parameterkonstellation

X
pT <rT+1In(1+k)+In <X0—0K>

ist die optimale Losung im Binomialmodell zumindest fiir ausreichend grofie n gleich 0.

Beweis: Wie eben schon angemerkt gibt es fiir ausreichend grofle n keine optimalen negativen
Losungen. Daher sei hier nur der Fall x; > 0 betrachtet.

Sei zunéchst angenommen, dass z, > % Da z; € I, und somit weiterhin
* (XO - K)B;LL

< —
" (dy = (14 R)BR)So

liegt ), fiir ausreichend grofie n beliebig nahe an % Aufgrund der Stetigkeit von P,

liegt dann somit auch P, (z}) fiir ausreichend grofie n beliebig nahe an P, (%)

Da aber aufgrund von Satz 13 gilt, dass

Xo— K 1 Xo 2

gilt fiir die in diesem Satz vorausgesetzte Parameterkonstellation, dass P, ( Xo K ) < P(0)
und folglich fiir ausreichend grofie n auch P, (z}) < P,(0).

. . . Xo—K .
Weiter gilt fir z;, < (lﬁm

Po(x,) — Pa(0)

= E(ln(z,(Sn — (1 + k)SoBy) + (Xo — K)By)) — In(XoBy)
zy, (Sn — (1 + k)SoBy) + (Xo — K) By,

e o )

J)*(l—l-k‘)SO Sh Xo— K
= EI1 n —1
(“ Xo (%@%ﬂ%)* Xo »

51+ E)So [ E(Sn) Xo- K
<1 _1
= ( X, <So(1 + k)Br T,

(Jensensche Ungleichung)

5 (14 k)Sy [ e=nT Xo— K
< ln( X, <1+k 1]+ X,

(Lemma 11)

< In (En(l—i-k)So X _q +X0—K
Xo Xo— K Xo
(geméB der Annahme fiir die Parameter)
o (BHRS K | Xo- K
Xo— K Xp Xo
<

WK KoK
ol —
- Xo Xo

= 0
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

Satz 15 Im Fall ohne Fizkosten, d.h. K = 0, ldsst sich die Behauptung des obigen Satzes
auch umkehren, d.h.

pT <rT+1In(l+k) < P,(x) < P,(0)Vz € I,

fir ausreichend grofie n.

Beweis: Der erste Teil wurde bereits im vorangegangenen Satz bewiesen. Es ist also nur
noch zu zeigen, dass

P,(z) < P,(0)Vz € I, = puT <rT +1In(1+ k)

Da im Fall ohne Fixkosten keine Unstetigkeit an der Stelle 0 vorliegt, folgt aus P, (x) < P,(0)
unmittelbar P/ (0) < 0. Geméaf Beweis von Satz 12 folgt daraus wiederum (zumindest fiir
ausreichend grofie n) puT" < rT + In(1 + k). O

3.5.2 Existenz von Losungen ungleich Null im Black-Scholes-Modell

In diesem Abschnitt geht es um mogliche Losungen fiir das Maximum der Funktion
P(z) =E (In (z(Sr — (1 + sign(z)k)Soe™) + (Xo — K1y20)e™))

Der Erwartungswert ist nur positiv fur
Xo— K
re |0, ———F%| =1
[ (1+ k)So]

daher muss die optimale Losung natiirlich auch in diesem Intervall liegen, insbesondere ex-
istieren keine negativen optimalen Losungen.

Es soll nun zunéchst die Existenz positiver Nullstellen untersucht werden.

Satz 16 Die Funktion P(z) hat ein Supremum x > 0, falls

In(1 + k)

>
w>r+ T

Andernfalls ist 0 die optimale Lisung.

Beweis: Fiir z > 0 gilt:

P(z) = /00 In (a:So(ey -1+ k:)eTT) + (Xo — K)eTT) o(y)dy

—00

wobei ¢(y) die Dichte einer N'((u — %2)T ,02T)-verteilten Zufallsvariable darstellt.

Somit ist

Pl(z) = /°° So(e? — (1 + k)e'T)

— oo l‘So(ey — (1 + k)erT) + (X(] — K)CTT gb(y)dy

bzw.

So (e — (1 + k)e™T)

00 ey — e'rT
In(1+ k)
= pu>r+ 7
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

Weiterhin gilt

Pats) = ok 0 aehe T s
%0 (1 (14 pyelrsT)
-

In(1+ k
n(+)+02

0 «~—
< w<r+ T

Dann sei angemerkt, dass sich P’(x) als Integral beliebig genau durch eine Treppenfunktion
annahern lasst. Die Treppenfunktion ist dann in jedem Fall eine rationale Funktion und hat
in I hochstens 1 Nullstelle. Somit hat auch P’'(z) in I hochstens eine Nullstelle.

Somit ergeben sich die folgenden Falle:

1. u<r+ (Hk) : In diesem Fall liegt keine Nullstelle von P’(x) in I, da P’'(z) an beiden
Réandern von I negativ ist. Somit liegt das Supremum am Rand von I und wegen
P'(x) < OVx € T bei 0.

2. r4 2 (1+k) <pu<r+ ln(Hk) + 02: Hier hat P’(z) unterschiedliche Vorzeichen an den

Randern von I, so dass I also genau eine Nullstelle enthélt. P”(x) ist auch hier wieder
negativ, damit ist die Nullstelle das gesuchte Supremum.

3. 4>+ ln(Hk) + o?: Hier gilt nun P'(z) > 0Vx € I. Daher liegt das Supremum fiir

x>0 am oberen Rand des Intervalls, also bei %.

Weiterhin gilt bzgl. der Optimalitdt der so gefundenen Nullstelle:
Xo— K oo Xo— K
Pl —— | = 1 Y d
((1+k)50) /_oon( 1+ke)¢(y)y

Xo— K o?
] _Z T
n<1+k>+(“ 2)

> In(Xo) + T = P(0)

X
<:>,u—a— > T+1n<(1+k)X 0K>
0 —

Das Black-Scholes-Modell weist somit bzgl. der Existenz von Loésungen ungleich 0 dhnliche
Eigenschaften auf wie das Binomialmodell.

3.5.3 Betrachtung des Grenzwerts

Im folgenden Abschnitt soll die Konvergenz der Losung (d.h. der optimalen Aktienanzahl) im
Binomialmodell gegen die optimale Losung im Black-Scholes-Modell gezeigt werden.

Lemma 17 Es gilt: Die Folge P}, ((1+k){§ ) ist streng monoton fallend und konvergiert gegen

p(g%%)
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

Beweis: Es gilt:

o Xo=K\ _ Ny So(updp™" — (1 +k)By)
"\(1+k)S) 2 i ) XK (yidn= — (1+k)Bn) + (Xo — K)Br
=0 1+k n-n n 0 n
o\ o—(m) (M So(updp~" — (1 + k)By)
- Z i XO—KUi dnfi
i=0 1+k “nbn

So(L+k)  SoBr(L+k)? (a +a; "
Xo— K Xo— K 2

=
+
ml
Q
3
3

So(l+k)  SoBp(1+ k‘)ze_(#_rﬁ)T e’
Xo— K Xo— K 2

Geméafl Lemma 11 gilt, dass

ea\/g + efo\/g '
2

streng monoton wéchst und somit, dass P, ( (ﬁ‘g,;)go) streng monoton fallt.

Schliellich gilt

! (XO_K) _ Sol+k) SoBp(1+ k)* —(M—ﬁ)T eg\/g—i-e*"\/g
( —

n\ (1 +K)So Xo— K Xo— K 2

So(L+k)  SoBR(l+k)® _(uoryr
Xo— K X, - K e (sieche Lemma 11)

o (1 + k)S() (r—u+a2)T
= g -tk )

Xo— K
= P <(13—I<:)S> (siche Beweis von Satz 16)
0

Satz 18 Unter der gegebenen Wahl der Parameter fir u,, d,, B, und p gilt, dass

lim argsup P,(x,) = argsup P(x)
n— o0 T T

mit
Pu(zn) = E(In(zn(Sn — (1 + sign(zn)k)SoBL) + (Xo — K 14,40)BY)),
P(z) = E (ln (:L“(ST - (14 Sign(x)k)Soe’"T) (X — széo)er:r)) 7

N ((n-% ) zor).

d.h. die im Binomialmodell berechneten optimalen Aktienanzahlen konvergieren mit steigender
Schrittanzahl des Binomialbaums gegen die optimale Aktienanzahl des Black-Scholes-Modells.

=)
R
el
~——
2

Beweis: Sei zunéchst der Fall 2}, € I Vn > N betrachtet, wobei

Xo— K
I::[O, 0 ]

(1+£)S
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

Gemaf zentralem Grenzwertsatz gilt, dass
Sn D ST
In(— In{ —
! <SO> o ( So )

In (z(S,, — (1 + sign(x)k)SoBy,) + (Xo — Klzz0)By)
2 (z(Sr— (1 + sign(z)k)Soe’") + (Xo — K1zz0)e™) fiir festes z € I

Entsprechend gilt auch

da die Transformationen durch stetige Funktionen erfolgen.

7 zeigen ist nun:

1. Es gilt
lim P,(xz) = P(z) gleichmafig fir x € I

n—oo

2. Es gilt:
lim sup P,(z) = sup P(x)

n=00 peJ zel

Insbesondere sind die Suprema endlich.

3. Im letzten Schritt folgt dann:

lim z, := lim arg sup P,(x,) = argsup P(z) =: "
n—oo n—oo aanI zel

Zu Punkt 1:
Sei z € I fest gewahlt. Dann gilt: Ist die Folge der

In (x(S, — (1 + sign(x)k)SoBy,) + (Xo — K1z20)B),)

gleichméBig integrierbar, so folgt aus der Konvergenz in Verteilung auch die Konvergenz der

Erwartungswerte, womit zunachst die punktweise Konvergenz gezeigt wére.
GleichméBige Integrierbarkeit ist unter anderem dann gegeben, wenn eine Funktion G existiert
mit

G()

lim —= = 00, G > 0, G monoton wachsend
t—o00

und
Sng(G(\ In (2(Sp — (1 + sign(z)k)SoBy) + (Xo — Klaz0)By) [)) < o0

(Satz von de la Valée-Poussin).

Es sei in diesem Fall als Funktion G(y) = e¥ gewahlt, welche die obigen Bedingungen erfiillt.
Weiterhin sei z > 0 (Konvergenz der Erwartungswerte fiir z = 0 ist trivial).

Dartiber hinaus sei zunéchst festgehalten, dass

In (x(S, — (1 + /{T)SUBZ') +(Xo— K)BZ) >0
Sh S 1—(Xo—K)B]!

So S0 + (14 k)B)! =: ¢ (konstant fur alle n)
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

Dann gilt:
SlTllpE(eXp(\ In (z(Sp — (1 +k)SoBy) + (Xo — K)By) |))
< supE(exp(—1In (z(S, — (14 k)SoB,;) + (Xo — K)B}}))1s, <csy)

n

—f—SupE((m(Sn — (1 + k)SoBg) + (Xo — K)Bg)lsn>cso)

Xo-K
(1+k)So

E(exp(—In (z(Sn — (1 4+ k)SoBy) + (Xo — K)By))1s,<cs)

1+k)S S
= (Xo—)KOE (Szlsn@s())
_1+R)So. (S0
- Xo— K Sh,
(1+k)So (Jn + d1n>"
2

Fiir den ersten Term gilt: Falls x =

n
_ (1+k)So _(u_ﬁ)T oV (f”\/g
T Xo—K © 2

X, K (siehe Beweis von Lemma 11)

d.h. der Erwartungswert ist endlich fiir spezifische n, aus der Konvergenz gegen einen endlichen
Wert folgt dann auch die Endlichkeit des Supremums.
Xo—K .

Falls z < T+R)5 -

E(exp(—In (z(Sh — (1 + k)SoBy) + (Xo — K)By))1s, <cs,)
< E(exp(—In (z(—(1 + k)SoBy,) + (Xo — K)By)))

1

- (Xo— K)B" — (1 + k)SoBn
< oo fir ¢ < S0 &
oo Iur r Y
(14 k)So

Fir den zweiten Term gilt:

E((x(Sy, — (1 4+ k)SoBy,) + (Xo — K)Byy)1s,>cs,)
E(Snls, >csy) + E(ls, >es, ) (—x(1 4+ k)SoB,, + (Xo — K)B;))
(E(Sn) — (14 k)SoBy,) + (Xo — K)By

wobei sup,, E(S,,) gemi Lemma 11 endlich ist (genauer: es entspricht SpetT).

Damit ist insgesamt fiir ein festes « € I die gleichméaflige Integrierbarkeit und somit auch die
punktweise Konvergenz von P, (x) gegen P(x) gezeigt.

Fir die Funktion
Py(x) :=E (In (2(S, — (1 +k)SoBy) + (Xo — K)B}))

(d.h. P unter der Bedingung z > 0) kann weiterhin die gleichméfiige Konvergenz gezeigt
werden. Dazu wird die Tatsache ausgenutzt, dass eine punktweise konvergente Folge auf einem
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

kompakten Intervall auch gleichméafig konvergiert, wenn sie weiterhin gleichgradig stetig ist,
d.h.
Ve,y € IVe>036 >0VP |z —y|<d= |P7%x) - PO~y)| < e

Es gilt ndmlich (mit 0.B.d.A. P.%(z) > P;%(y)):

1P (2) = P70 (y)]

¢ 1() ( wSo(ul,dr =" — (1 +/<:)BZ)+(X0—K>BZL>
= So(updi™ — (1+ K)By) + (Xo — K) By
" 2So(ul d" — (1 + k)B") + (Xo — K)B"

< In (ZEQn(')ySO(uzdn i +/<:)BQ)+(X0—K)B;%>

(Jensensche Ungleichung)

— (14— )zn:1<”> So(updy ™ — (1 + F)By)
- P\ ) ySo(uidy " — (1+ k)By) + (Xo — K)By

Weiterhin ist

ySo(ul,d?™" — (1 +k)B") + (X — K)B" >0

da y € I und weiter

- < (Xo— K)BY o
ySo(uhd™ — (14 k)B") + (Xo — K)B:;{ < Fo KBy i _ (1 k)BY < 0
> S Un W
sowie
So(ui dn— B 4 (xo— kypr ST R i g B
it n o n = aroutd - (] n s
So(ady = L+ REY + (o - 0B { S B gy - (4 0By 20

Und daher gilt fir x > y:

P70 (2) = P70 (y)]

"1 /) So(uldr—i — (1 + k)BP)
< 1n<1+(:c—y). 2n<2> : (Xo — K)Bp; )

_ E(Sn) = (1+k)SoBy
= wen (g
TSy — (14 k)SoByy
< (el (S S )
. =T — (14 k)|S
< In(1+ |z —yler) m1t61::| Xo—(K )‘0>0

da E(S,) gemiB Lemma 11 streng monoton wichst und gegen e#’'Sy konvergiert.
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

Fiir x < y hingegen gilt
[P0 (x) — P70(y)
n

In (1 -y 2% (:L) Soln i:_z ul(:ljf)BgU

1=0 1+k

- 1n<1—|x—y|(1X:_k);0 <1—(1+I<:)B”IE<§2>>>
< In (1 — |z — mw (1 i+ k)e(r—u_UQ)T>>

IN

Xo—- K
(analog Beweis von Lemma 11)
14+ k)S
< hl(]. + |:L’ — y|02) mit ¢y := wu _ (1 + k)e“iﬂ*gQ)T‘ <0
Xo— K

Nun ist also fir
e —1

d= mit ¢ := max{cy, ca}

die gleichgradige Stetigkeit und somit auch die gleichmiBige Konvergenz von P.0 gezeigt.
Da weiterhin gilt:

[ P%x) firz >0
Po(@) = { XoB'  sonst

und somit
sup |Py(z) — P(z)] = max {\Pn(o) — P(0)|, sup |P;%(x)— P(x)\}
xzel xzel, x>0
< waxfo.sup [P790) - Pl
xel
= sup|P;%(z) — P(x)|
xel

— 0 (gleichmiBige Konvergenz von P;°)

womit dann auch die gleichméafliige Konvergenz von P, gegen P gezeigt ware.
Zu Punkt 2:
Zunéchst gilt fir xz > 0

Po(z) < In(z(E(Sn) — (14 k)SoBy) + (Xo — K)By,)
< In(zE(Sy) + (Xo — K)By)
< In(ze"TSy+ (X9 — K)BP)
< ln(Xo—K)+ln< e +erT>

1+k

und somit sup,c; Py (z) < oo fiir alle n. Analog gilt auch sup,c; P(z) < oo.
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

Sei weiterhin zunéchst angenommen, dass sup,c; P(z) > sup,c; Pp(x). Dann gilt

sup P(z) —sup P,(xz)| = sup P(z) —sup P,(x)
zel zel zel zel

= sup(P(z) — Pu(x) + P.(x)) — sup P,(x)
xzel zel

< sup(P(z) — Py(x)) + sup P,(z) — sup P, (x)
xzel zel xel

= sup(P(z) — Py(x))
xel

< sup |[P(x) — Po(x)]
zel

Andernfalls gilt
sup P(z) —sup P,(x)| = sup P,(x) — sup P(z)
zel zel zel zel

= sup(Py(z) — P(z) + P(z)) — sup P(x)
zel xel

< sup(P,(x) — P(z)) + sup P(x) — sup P(x)
zel zel zel

= sup(Pp(z) — P(z))
xel

< sup |P(x) — Po(x)]
zel

Und schliefilich

sup |[P(z) — P ()| — 0
zel

aufgrund der gleichméfligen Konvergenz von P, gegen P geméfl Punkt 1.

Zu Punkt 3:

Es gilt:

lim P(z;) — P(a*) = (lim (P(}) = Pa(ey)) + ( lim Po(wy) = Pa*)) =0

n—oo n—o0

wobei der erste Term gemafl Punkt 1 (gleichméBige Konvergenz) und der zweite Term geméaf
Punkt 2 (Konvergenz der Suprema) gegen 0 konvergiert.

Falls z* das eindeutige Maximum von P in [ ist (d.h. P(z) < P(z*)Vx € I\{z*}), kann man
zeigen, dass die Folge x7 gegen x* konvergiert. Denn wiirde sie dies nicht tun, so galte:

Je>0VN k> N :|op — 2| > € dh. o, € I\[2" —€,2" + ¢
Wenn man nun
C:= max P(z)
z€l\[z*—e,x* +¢€]
definiert (existiert, da P endlich in I, I beschrénkt), dann folgt
Vzj wie oben P(z*) — P(x}) > P(z*) —C =:2§ > 0
da z* das eindeutige Maximum von P in [ ist. Folglich

35 >0VN k> N : |P(x}) — P(a*)] > 6

d.h. die Folge P(x}) konvergiert nicht gegen P(z*), was zu einem Widerspruch fiihren wiirde.
Somit konvergiert ) gegen z*.
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Falls z* = 0 und P(z*) = P(2*") fiir ein 2™ > 0 (d.h. optimale Aktienanzahl ist nicht
eindeutig bestimmbar), dann ist es moglich, dass die Folge der z} entweder gegen x* oder
gegen z** konvergiert oder dass es zwei Teilfolgen gibt, von denen die eine gegen x* und
die andere gegen x** konvergiert. Andere Grenzwerte sind nicht moglich, da zundchst z**
eindeutig ist (P hat fiir x > 0 genau ein Maximum) und weiterhin gilt:

e Die (ggf. existierende) unendliche Teilfolge mit z} = 0 konvergiert automatisch gegen 0.

e Fiir die (ggf. existierende) unendliche Teilfolge mit z} > 0¥n kann man analog zum Fall
des eindeutigen Maximums zeigen, dass z) gegen z** konvergieren muss (Anmerkung:
Es gilt C < P(z*) da =} > 0).

Damit ist insgesamt die Konvergenz fiir 2 € I Vn > N gezeigt.

Bleibt somit noch der Fall VN 3In > N : z} € I,,z} ¢ I. Da fiir ausreichend grofie n keine
negativen optimalen Losungen existieren, kann dies nur bedeuten, dass VN dn > N : x} €

Sei y, definiert als
xy, falls xy € 1
Yp 1= 0 falls .’E;(L <0

x (1+k)Bn—dn
Ty 4k Br sonst

Damit gilt y, € I Vn.
Weiter gilt (fiir ausreichend grofie n)

n
n

a+mpr| "

|yn — x| <]

Mit einem analogen Argument wie fiir die gleichgradige Stetigkeit oben kann man zeigen, dass
| Py () — Po(yn)| < In(l4 |x), — ynla) < |2} — ypla mit 0 < a < +00

und somit auch |P,(x}) — Py (yn)| — 0.

Mit gy, 1= sup,e; Pa(y) gilt (gemi Konstruktion) P(y,) < P(y,) < P(x},) und somit auch
|1 Pr(z5,) = Pa(yn)l = 0 bzw. [Pa(yn) = Pa(yp)| = 0

GemaB dem ersten Teil des Beweises oben (Schritt 2) gilt weiter P,(y;;) — P(z*) und somit
auch P,(y,) — P(z*). Damit folgt analog wie in Schritt 3 auch P(y,) — P(z*) und daher
yn — x*. Gemafl Konstruktion von y, folgt schliefflich auch die Konvergenz von x; — z*. O

Numerisch lasst sich die optimale Buy-and-Hold-Lésung mit folgendem Algorithmus berech-
nen:

e Fiir gegebenes n finde die Nullstelle von P} (z) fiir 2 > 0, wobei P}, analytisch gegeben
ist.

e Falls P/ (0) < 0, dann ist 0 die optimale Lésung.

e Ansonsten kann die Nullstelle * mit Hilfe eines klassischen Intervallhalbierungsver-
fahrens gefunden werden. Startwerte sind dabei x = 0 und z = —% — €
(d.h. etwas kleiner als Polstelle).

e Falls P(z*) > P(0), dann ist die so gefundene Nullstelle die optimale Lésung, ansonsten
liegt die optimale Aktienanzahl bei 0.
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes

Binomialmodell mit Transaktionskosten

Die Geschwindigkeit der Konvergenz soll mit den folgenden Grafiken veranschaulicht werden:
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Die Grafiken zeigen die Entwicklung der optimalen Aktienanzahlen fiir verschiedene Para-
meterkonstellationen. Wie man sieht, wird die stabile Aktienanzahl unterschiedlich schnell

erreicht.

Weiterhin kann die Kurve auch folgende Formen annehmen:
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Die linke Grafik zeigt einen Spezialfall, hier ist £k = 0 und pu — ”—22 = r, die optimale Losung ist

Xo—K

dann in allen Fallen 550
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3.5 Konvergenz gegen Black-Scholes Binomialmodell mit Transaktionskosten

Satz 19 Fir die Parameterkonstellation
2

1
u—%:r—i-fln(l—i-k)

gilt: Die optimale Aktienanzahl fir x > 0 ist unabhdngig von n und betragt konstant

 Xo-K
O 2So(1+ k)

x*

*
wn

Weiterhin muss mindestens
0_2
K < X (1 — 62T>

gelten, damit sie auch fir ganz I optimal (d.h. besser als 0) ist.

Beweis: Um zu zeigen, dass fiir alle n die oben angegebene Losung fiir Anzahlen z > 0
optimal ist, soll (wie iiblich) gezeigt werden, dass es eine Nullstelle von P; (z) ist.

Es gilt:
- idrt — BP(1 4k
x*So(utdy ™ — Br(14+k)) + (Xo — K)BP

iQ_n (n ndn ' = Bi(1+k)

—~

2(1+k) P (n) [u;dg—i —BY(1+k) ulid, — BY(1+k)

Xo =K i i) luhdi™ 4+ Bp(l+ k) up'di + Bp(1+ k)
S\ (uhdi T+ BR(L+ k) (up " dE + BR(1+ k)

= 0dau'd’ = 2m=)7T _ 2T (1 + k)2 = B2(1 + k)2

Damit die optimale Losung in I grofier als 0 ist, darf mindestens nicht die Parameterkonstel-
lation aus Satz 14 gegeben sein, d.h. es muss mindestens gelten, dass

Xo Xo o?
T T+In(l1+k)+1 bzw. 1 —T
pl > 7T +1In(1+ )—i—n(XO_K) A n<X0—K><2

0_2
Dies ist dann wiederum aquivalent zu K < X (1 — e_2T>. O
Anmerkung: Es ldsst sich weiter zeigen, dass unter dieser Bedingung auch P(0+)=P (%)

sowie 0 < P'(0+) = —P' (%) gilt.
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3.6 Zwischenfazit Binomialmodell mit Transaktionskosten

3.6 Zwischenfazit

In diesem Kapitel wurde eingehend das Problem der Portfoliooptimierung im Binomialmodell
mit Transaktionskosten fiir eine Aktien untersucht. Dabei konnte zunéchst gezeigt werden,
dass die schrittweise Problemlosung (d.h. Optimierung jedes einzelnen Schritts im Binomi-
albaum ohne Beriicksichtigung mdoglicher noch kommender Schritte) nicht optimal ist, dass
allerdings weiterhin die Berechnung der global optimalen Losung aufgrund der exponentiell
steigenden Anzahl von Variablen nicht praktikabel ist (insbesondere nicht im Hinblick auf eine
mogliche Konvergenz gegen das zeitstetige Modell).

Alternativ wurde eine kombinierte Losungsstrategie entwickelt, die ”schrittweise Buy-and-
Hold-Strategie”, die zum einen rechnerisch praktikabel ist und zum anderen garantiert besser
als eine einfache " Buy-and-Hold-Strategie” ist. In der Konvergenz gegen das zeitstetige Modell
(d.h. schrittweise Verfeinerung des Binomialbaums) ist diese Strategie ebenfalls garantiert
besser als eine reine schrittweise Strategie. Anschaulich betrachtet wahlt man hierbei initial
die optimale Buy-and-Hold-Strategie fiir die Ldnge des Binomialbaums. In jedem weiteren
Schritt berechnet man jedoch die (unter den bisherigen getroffenen Entscheidungen) neue
optimale Buy-and-Hold-Strategie. Ist deren Nutzen deutlich besser als der Nutzen der aktuell
gewdhlten Strategie, d.h. ist man anschaulich betrachtet so weit von der jetzt optimalen
Strategie entfernt, dass sich der Wechsel trotz der damit verbundenen Kosten lohnt, dann
wechselt man zur neuen Strategie, ansonsten nicht.

Dieses Vorgehen lasst sich auch problemlos auf das zeitstetige Modell tibertragen, da weiterhin
gezeigt wurde, dass die optimale Aktienanzahl der Buy-and-Hold-Strategie im Binomialbaum
gegen die optimale Buy-and-Hold-Strategie im zeitstetigen Modell konvergiert. Weiterhin lasst
sich die optimale Strategie im Binomialbaum mit einfachen numerischen Mitteln berechnen.
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Kapitel 4

Binomialmodell mit
Transaktionskosten fur mehrere

Aktien

4.1 Problemstellung

Fiir den Fall mit mehreren Aktien ist folgende Funktion zu maximieren:

P (zp(1),...,zn(m))

n

E(m(zxn(j)(sn(j)<1+sign<a:n<j>>k< )S0()) (Xo ZK )B ))

- Y m (Zmn )50 ()t (1) ()" = (1 -+ sign(n (7)) k(7)) B3

(XO —~ ZK 7&0) B! ) (i1, eey i)

pn(il’ Y ’Lm) - P(S”(l) = un<1)i1dn(1)n_ilv s Sn(m) = UTL(m)imdn(m)n_im)-

mit

Dabei sind die Parameter u,(j) und d,(j) analog zum eindimensionalen Problem gewéhlt. In
pp, sind die Korrelationen zwischen den einzelnen Aktien einzubeziehen.
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4.2 Optimale Losungen Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

4.2 Betrachtung der optimalen Losungen

In diesem Abschnitt sollen einige grundlegende Eigenschaften der optimalen Losungen im
mehrdimensionalen Fall betrachtet werden.

Lemma 20 Fiir die optimalen Losungen des mehrdimensionalen Problems sup,, Py (xy) gilt:
xn(j) € In(j)Vi=1,...m
mit I,,(j) analog zum eindimensionalen Fall, d.h.

" (un ()™ = (L= k(7))BR)So(i)"  (dn(5)™ = (1 + k(7)) BR)So(5) )

Beweis: Analog zum eindimensionalen Fall miissen die optimalen Losungen die folgenden
Bedingungen erfiillen:

Z:cn(j)So(j)(un(j)ijdn(j)"‘ij—(1+Sign(xn(j))k(j))32)+ Xo — ZK(j)lxn(j);éO B, >0
j=1 j=1

Vij =0,...,n.

Es soll nun die Behauptung zunéchst fiir x,,(1) gezeigt werden (die Behauptung fiir j > 1 folgt
dann analog). Seien also z,,(j),7 > 1 beliebig gewahlt. Um den obigen Term moglichst klein
zu machen, wéhlt man dann i; = n, falls z,(j) < 0, sonst i; = 0. Damit sind alle Terme fiir
xn(7),7 > 1 zumindest < 0 (gleich 0 im Fall von z,(j) = 0).

Nun gibt es zwei zu betrachtende Fille, x,,(1) < 0 sowie x,(1) > 0 (x,(1) = 0 liegt in I,(1)
und ist somit trivial). In beiden Féllen ist der Term bzgl. X hochstens (Xo — K (1))B]! grof
(falls z,(j) = 0,7 > 1), fiir iy = n muss somit

(Xo — K(1))Bj
So(1) (un (D)™ — (1 = k(1)) BR)

erfiillt sein. Mit einem analogen Argument gilt fiir 2:,(1) > 0 auch, dass

xn(1) > —

(Xo — K(1))B,
So(1)(dn(1)™ = (1 + k(1)) B)’

xn(l) < —

womit die Behauptung gezeigt wére. O

Im néchsten Lemma werden mogliche negative Losungen betrachtet:

Lemma 21 Fir ausreichend grofle n gilt fir die optimale Wahl von xz,, dass z,(j) > 0
Vi=1,...,m.
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4.2 Optimale Losungen Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

Beweis: Betrachtet wird die Funktion P}"(x,). Sei 0.B.d.A. angenommen, dass z,(1) < 0.
Dann gilt:

P (xn)
—E|ln an Sn(§) = (1+sign(zy (5)k()) S0 () BY) +| Xo— ZK V1o ()20 | BE

m

<E zl«n Su(5) = (1 + sign(wa () k(7)) So () By) + Xo—ZK Loy | Bn
0 (1)So(1)(da(1)" = (1= k(1))B) - K(l)BJ;‘))

<E (I | 30 ea()(Sad) — (1+sign(an(INRG)S0GBL) + | Xo = D K()ayso | B
_ (Xo — K(1))By W . )
S )7 = (1 = k() Bn) oM L) = (1= k(1) By) K(l)Bn>>

(wegen Lemma 20)

Der Term
dn(1)" — (1 - k(1))By

un(1)" — (1= k(1)) Bj

ist positiv, konvergiert aber fiir n — oo gegen 0 und fallt daher auch irgendwann unter %11{)(1),

d.h. der gesamte x, (1) betreffende Term fallt unter 0.

Somit folgt fiir z,,(1) < 0 und ausreichend grofies n:

Py ()
<E[ln an S () — (1+sign(z,(5))k(5))So0(5) B XO—ZK B!

=P (xn,a:n(l) =0)

woraus folgt, dass die Wahl z,,(1) = 0 besser ist als (1) < 0. Damit existieren fiir ausreichend
grofle n auch im mehrdimensionalen Fall keine negativen optimalen Losungen. O

Lemma 22 Firn — oo gilt x;, € I™ mit
m
I":={zeR™:2>0 Z (1))S0(7) + K (4) La()20] < Xo

Weiterhin ist P)*(x) > —oo Vn, Yo € I™ und I™ ist kompakt.

Beweis:

Wegen Lemma 20 folgt zunéchst, dass fiir n — oo kein z}(j) negativ sein kann (dartiber
hinaus gibt es geméfl Lemma 21 keine negativen optimalen Loésungen fiir ausreichend grofie
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4.2 Optimale Losungen Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

Weiterhin muss gelten, dass

> @ ()(Sn(d) = (L4 k() So()B) + | Xo =D K(j) 1z | Br >0
j=1

fiir samtliche mogliche Realsierungen von Sy, (j), insbesondere auch fiir S, (j) = d*(7)So(j) — 0
fiir n — oo.

Somit folgt mindestens:
m
Z YA+ E(5))S0(4) + K () 1) 20]) < Xo
Jj=1

fir n — oo.

Weiter gilt fir z € I"™: Falls z = 0, dann ist P)"(z) = In(X¢B]!) > —oo. Ansonsten gilt

Z{L‘ 1+k( ))SO(J) ZK oc(j Bz

Jj=1 Jj=1

und damit auch PJ*(z) > —oo.

Die Kompaktheit von I folgt direkt aus der Definition (abgeschlossene Intervalle in R™ sind
kompakt). O
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4.3 Konvergenz Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

4.3 Konvergenz gegen das zeitstetige Modell
Es gilt folgender Satz (analog zum Fall fiir eine Aktie):

Satz 23 Unter der gegebenen Wahl der Parameter fir w,, d, und By gilt, dass

hm argsup P (zy,) = argsup P"(x)
T

mat

P (@n)

=E{In ixn(j)(é’n() (1+sign(zn(5))k(5))S0(5) B Xo— iK Byl
P™ () - g

=E|ln| Y 2()(Sr(j) — (1 + sign(z(j))k(5))So(i)e™) + Xo—ZK Ligyzo | € || -
j=1

St ist m-dimensional lognormalverteilt mit Korrelationsmatriz 3,

d.h. die im Binomialmodell berechneten optimalen Aktienanzahlen konvergieren mit steigender
Schrittanzahl des Binomialbaums auch im m-dimensionalen Binomialmodell gegen die opti-
male Aktienanzahl des Black-Scholes-Modells.

Beweis: Sei zunéchst angenommen, dass z;, € I™V n > N.

Gemiéss dem multivariaten zentralenen Grenzwertsatz gilt analog zum eindimensionalen Fall
Sy — St in Verteilung.

Entsprechend gilt auch

I | (i) (Sn(d) — (1 + sign(x(i)kG)So(1)By) + | Xo = Y K(i)Lagyzo | By
J=1 /

Lo [ Y 2(5)(Sr() — (1 +sign(z(7)k()So(G)BY) + [ X0 — > K()1agu0 | BE
j=1 Jj=1

da die Transformationen durch stetige Funktionen erfolgen (z := (z(1),...,z(m) ist dabei fest
gewdhlt).

Zu zeigen ist nun wieder:

1. Es gilt
lim P (z) = P™(x) gleichméaBig fir x € I™
n—oo
2. Es gilt weiter:
lim sup P*(z) = sup P"(x).
N0 gem zel™

Insbesondere sind die Suprema endlich.
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4.3 Konvergenz Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

3. Im letzten Schritt folgt dann:

lim z) := lim arg sup P (x,) = arg sup P"(x) =: z*.

n—o0 n—oo Tpel™ rxelm

Zu Punkt 1:

Sei x € I fest gewahlt. Da die punktweise Konvergenz fiir x = 0 trivial ist, sei weiter
vorausgesetzt, dass x(j) > 0 fiir mindestens ein j. Dann gilt: Ist die Folge der

m

(£ (@) ==In | > 2(j)(Sa(j) — (1+sign(=(5))k(j))So(4) Byy) XO*ZK s()#0 | Bn
j=1
gleichméfig integrierbar, so folgt aus der Konvergenz in Verteilung auch die Konvergenz der

Erwartungswerte, womit zunéchst wieder die punktweise Konvergenz gezeigt ware.

Gleichmafige Integrierbarkeit ist (gemafl Satz von de la Valée-Poussin) wie im eindimensio-
nalen Fall unter anderem dann gegeben, wenn eine Funktion G existiert mit

lim G?Et) = 00, G > 0, G monoton wachsend

t—o00

und
sup E(G(|In(f7"(2))])) < o0
n
Es sei wieder G(y) = e¥ gewéhlt, welche die obigen Bedingungen erfiillt.
Dann gilt:
1

supBlexp(| (2 (0)) < b (g

(:c)<1> +sup E(f," (2)1 fm(2)>1)

Fiir den ersten Term gilt:

<fn1()1f”() ) = E(fml<x>>

1
= F (Z}L x(j)&(j))

(aufgrund der Eigenschaften von I wie in Lemma 22 gezeigt)

< E Z ();() (mindestens ein z(j) > 0)
x n
jaGo 7
1 1
- ¥ (55
ato 0\ E)
< +o0

wobei der letzte Schritt schon im Konvergenzbeweis fiir den eindimensionalen Fall gezeigt
wurde.

Fiir den zweiten Term gilt:

(fm( )1 pm(2)>1)
E(f3" (2))

= 2()( — (1 + sign(z()k())So()B) + | Xo = Y K(j)lagyzo | B
7j=1

< 400
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4.3 Konvergenz Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

wobei der letzte Schritt ebenfalls schon im Konvergenzbeweis fiir den eindimensionalen Fall
gezeigt wurde.

Damit ist insgesamt fiir ein festes z € I™ die gleichméflige Integrierbarkeit und somit auch
die punktweise Konvergenz von P} (x) gegen P™(z) gezeigt.

Fir die Funktion

m

Pr0z) = E (I [ Y 2()(Sn() — L+ k(G)SeG) B + | Xo— > K(j) | By
j=1 Jj=1

(d.h. P unter der Bedingung x(j) > 0Vj) kann weiterhin die gleichméfige Konvergenz gezeigt
werden. Dazu wird wie im eindimensionalen Fall wieder die Tatsache ausgenutzt, dass eine
punktweise konvergente Folge auf einem kompakten Intervall auch gleichmafig konvergiert,
wenn sie weiterhin gleichgradig stetig ist, d.h.

Va,y € I™ Ve > 036 >0 VP ||z — yllow < 6 = [P 0z) — PT"0(y)| < e

Es gilt namlich:

[Pt (x) = P (y)]

= Z p(il,...,im)

i1,eeeim=0

S 2(3)S0(7) wn () ()75 = (1+ K(7)BR) + (Xo = XLy K(j)) B
S0 y()S0 () ()5 ()15 = (14 k(7)) By) + (Xo = Sy K () By
(0.B.d.A. P™>0(z) > P™>0(y))

n

<l > plin, coyim)

i1yeeyim=0
T 2(3)S0(d) (wn(3) 24 ()" 5 — (14 k(@) BY) + (X0 ~ T, K()) By

S (1) S0() (1 ()9 ()5 — (14 k(1) BE) + (Xo — S, K (7)) By
(Jensensche Ungleichung)

-In

S E0) — y0)Sel) () ()" — (1+ k(7)) By)
S () S ) n (1) 2dn ()" — (4K () BE) + (Xo — Sy K(7)) By

n
<In|1+ Y plit,yim)

i1yeenyim=0
| S [2(7) = y()IS00) ()2 ()" 5 + (14 k(7)) By)
S0 y()S0 () () (7)1 — (L+RG) BR) + (Xo = Xy K () ) By
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4.3 Konvergenz Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

Wegen y € I"™ und y(j) > 0 Vj gilt weiterhin

> min {y(j }Zso b ()"

Und daher:
[P0 () — B0 (y)]

. E}L 2(5) = y(5)[S0(7) (un(§)" dn(5)" ™5 + (1 + k(4)) By,)
< 1n<1+ Z (115 ey im CZ;-n:lSO() G )

115000y im =0

n

< 1+ ) plivim) max {|2(5) —y(5)]}
150y =0 T
. >y So(5) (un(3)dn ()" + (1 + k(7)) By)
¢35 So(f)un () dn(5)" %
. (1+ EORTOIE
B = . . 1

(HZSO S+ RIE, u,.%,:n:op(Z1""’Zm)ZTl So(5)un(5)% dn(5)"~ f))
< <1+ |2(5) —Cy(J)Hoo

(1+ZSO ]-“‘k ) er;ﬂ_o 7!17"'7 ;SO n(j)nlj))

T 2(J) — y() oo = 1
= In[1+ - 1+leso )1+ k(j BZE(Sn(]>

j=1
= In(1+|z(j) — y(j)||eoa) mit 0 < a < 00
Nun ist also fir
ef—1
a

0= >0

m,>0

die gleichgradige Stetigkeit und somit auch die gleichméaflige Konvergenz von P, gezeigt.

Der Rest der Behauptung kann nun durch Induktion gezeigt werden (Induktionsanfang: eindi-
mensionaler Fall). Sei also vorausgesetzt, dass die gleichméBige Konvergenz fiir alle Dimen-
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4.3 Konvergenz Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

sionen h < m gezeigt ist.

sup |P"(z) — P™(z)|
zel™

—max{ s [BP@) - PM@),  sup  |PPO) — PO())
zel™ Jj:2(5)=0 zeI™ x(5)>0V5

Falls eines der x(j) = 0, dann entspricht dies einer Reduktion der Dimension und die Konver-
genz des Supremums gegen 0 ist somit durch die Induktionsannahme gezeigt. Im anderen Fall
(z(j) > 0 V§) gilt P™(z) = Py»”"(x), wobei letztere Funktion (wie oben gezeigt) gleichgradig
stetig ist und somit gegen P™>* konvergiert (und wiederum P™>%(z) = P™(x) falls x(j) > 0
V7). Damit ist auch die gleichméBige Konvergenz von P gegen P™ fiir x € I gezeigt.

Zu Punkt 2:

Zunéchst gilt: Das Supremum von PJ*(z) in I™ ist endlich ist, denn

B ()

= ix(j)(E(Sn(j)) — (1 + sign(x(4))k(7))So(7) By) + | Xo — iK(j)lx(j)#O By
(Jen;:lsche Ungleichung) j=1

< In ix(]’)(soeﬂ — (1 +sign(z(G)kG)So()e ) + [ Xo — iK(j)lz(j);é(] o
(Lerrjlmla 11) i=1

< o0

da z(j) € I,(j) und somit ist « beschrénkt. Analog gilt auch sup,cm P™(z) < oo.

Sei weiterhin zunéchst angenommen, dass sup,c; P™(z) > sup,c; Py (x). Dann gilt

sup P"(z) — sup P*(z)| = sup P™(z)— sup P (x)
relm xel™ xel™ xel™
= sup (P"(z) — P (z) + P"(x)) — sup P"(z)
xel™ xel™
< sup (P™(z) — PI(x) + sup PP(x) — sup P'(a)
xzel™ xzelm xelm
= sup (P"(z) — P"(x))
zel™
< sup [P™(z) — P (z)]
xel™
Andernfalls gilt
sup P™(z) — sup P*(z)| = sup PJ*(z)— sup P™(x)
zel™ zel™ xel™ xel™
= sup (P(z) — P"(x) + P™(x)) — sup P™(z)
xel™ xzel™
< sup (P*(z) — P™(x)) + sup P™(x) — sup P"(x)
xelm™ xel™ xel™
= sup (P(x) — P™())
zel™
< sup [P™(z) — P (z)]
xelm



4.3 Konvergenz Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

Und schlie3lich

sup [P™(z) — P"(x)] = 0
zel™

aufgrund der gleichméfiigen Konvergenz von P’* gegen P geméafl Punkt 1.

Zu Punkt 3:

Es gilt:
Tim P™(a) = P™(a*) = (lim (P™(25) = P(@3))) + (lim Py(a}) = P™(2%)) =0

wobei der erste Term geméafl Punkt 1 (gleichméfige Konvergenz) und der zweite Term gemé&f
Punkt 2 (Konvergenz der Suprema) gegen 0 konvergiert.

Analog zum eindimensionalen Fall ergibt sich dann: Falls keine mehrdeutigen Losungen ex-
istieren (d.h. falls die optimale Aktienanzahl eindeutig bestimmbar ist), dann konvergiert
x; gegen x*. Ansonsten konnten konvergente Teilfolgen gegen die verschiedenen moglichen
optimalen Losungen existieren.

Damit ist insgesamt die Konvergenz fiir 2, € I™ Vn > N gezeigt.

Bleibt somit noch der Fall YN 3n > N : z} € I[", ) ¢ I™. Dabei ist I]' := {x € R" :

n o ren
P"(x) > —oo}. Da fiir ausreichend grofie n keine negativen optimalen Losungen existieren,

kann weiter angenommen werden, dass z;, > 0. Somit gilt insbesondere:

m

> @ () dp() — L+ EkG)BMSo(i) + | Xo— > K(i)lagyzo | By >0
j=1 J=1

Sei weiter y,, definiert als

) 3 (j) falls z;, € I™
n(4) = QA (k) B —dn( ,
YnlJ CUn(])( +(1(-]&-)12(j))B;; () sonst
Es gilt y,(j) € I'™ (zumindest fiir ausreichend grofle n).
Weiter gilt
dy(J)

—0

maxlun(s) — 2;0) = ma b ) | )

Da P"(z}) > P(yn)) wegen der Optimalitdt von z, kann man mit einem analogen Argu-
ment wie fiir die gleichgradige Stetigkeit oben zeigen, dass

[Py (27,) = P (yn)| < In(1 + [, — ynlloca) < 27, — Yn[loca mit 0 < a < +o0

und somit auch |P*(z}) — P (y,)| — 0.
Mit y;, = sup,epm P (y) gilt (gemi Konstruktion) P(y,) < P(y;,) < P(z},) und somit auch
[Py (5) = Pt (yp)| = 0 bzw. [P (yn) — P (yp)| — 0

Geméaf dem ersten Teil des Beweises oben (Schritt 2) gilt weiter P*(y)) — P™(x*) und
somit auch P"(y,) — P™(x*). Damit folgt analog wie in Schritt 3 auch P™(y,) — P™(z*)
und daher y, — z*. Gemafl Konstruktion von g, folgt schliefllich auch die Konvergenz von
xy — . a
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4.4 Reduktion der Aktien Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

Die Konvergenz soll hier noch einmal fiir ein Beispiel graphisch veranschaulicht werden:

Konvergenz der optimalen Aktienanzahl
__ 1400
G

——— Aktiel
===-=Aktie2

o
=3
3

......

S—s

400

200

Anzahl der Schritte (n)

k(1) = 0,01 k(2) = 0,002
K(1) = 150 K(2) =10
So(1) = 10 So(2) = 10
a(1) =15% a(2) = 20%
(1) = 8% n(2) =7%

p=20,5

Xp = 10000
r = 4%
T=1

4.4 Reduktion der zu betrachtenden Aktien

Im Sinne eines effizienten Losungsverfahrens ist es von Interesse, in welchen Fallen man eine
Aktie des Portfolios nicht betrachten muss, weil sie in der optimalen Lésung ohnehin immer
eine Anzahl von 0 erhalten wiirde. Dies ist zumindest fiir folgende Konstellation der Fall:

Satz 24 Fir unabhdngige Aktienpreise S;(1),...,S;(m) sowie fir die Parameterkonstellation

w(l) <r+ %ln(l + k(1)) + 1 In <C>

T C—K(l)eT
mat X (i
C:= max{ max O_(J)e”(j)T,XoerT}
j=2,.,m 1+ k‘(])
qgilt:

P™(2,(1),2,(2), ..., zp(m)) < PT(0,2,(2), ..., zn(m)) = PT Yz, (2), ..., 0 (m))
Va, (1) > 0 Ve, (2),...,2,(m)

fiir ausreichend groffe n, d.h. in jedem Fuall ist im Limit O die optimale Losung fir Aktie 1.
Dabei wird vorausgesetzt, dass x, € I™.
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4.4 Reduktion der Aktien Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

Beweis: Gemafl Lemma 21 ist es ausreichend, positive Losungen zu betrachten.Es gilt

P (xn(1),2,(2), ... zn(m)) — P00, 2,(2), ..., zp(m))

m

= E (ln (Z 2 (3)(Sn(d) — (L + K(5))S0(4) Br) + (Xo - K(j) Z; 1xn(j)7é0) Bﬁ) )
=

Jj=1

B £ (1)So(1)(1 + k(1)) B S.(1)
- EOH< ¢~ K(1)B; <&uxr+unﬂm 1)*0)
+E(In(c — K(1)By))) — E(In(c))

mit ¢ := an Sn(5) — (1 +k(4))So(j)B™) + (XO ~K(j)> 1., ])7&0) B!
7j=2

< In (Ei dt )2(1%5;2 s <s( )(fﬁ)( ) >>
+ln< © ;E(C)() ”>

(Jensensche Ungleichung)

- (E <$n(1)i0£1;$14)r§,él))32> (So( )(§+(k()1))) - 1) +1>

E(c) — K(1)B)!
+1In ( E(c)
(wegen der Unabhéngigkeit der S, (7))

Wegen z,, € I gilt
zn(1)So(1)(1 + k(1)) By

c—rkmar <01

und somit

P (xn(1),20(2), ..., zn(m)) — PT(0, 2p(2), ..., zn(m))
E(Sn(1)) E(c) - K(1)By
fgm(&mu+um&ﬂ+m< E(c) )
< (wl)=r)T—-In(1+k(1)—1In (E(c) iEff?(l)B")
(Lemma 11)
wobei

&
S
A

Tno | j=2 =2

sup {Ewn(j)(]E(Sn(j)) — (14 k(5))S(j)By) + (Xo - K({)> 1;vn(j)7$0> BZ}

Xo—K(y
< max {]:H21aXm 10+ B () )e“m Xoe’"T}
(Lemma 11)
= C

und somit insgesamt (aufgrund der gewihlten Parameterkonstellation)

P (2 (1), 2,(2), ..., xzn(m)) — P (0, 2,(2), ..., xn(m)) <0
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4.4 Reduktion der Aktien Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

Satz 25 Im Fall ohne Fizkosten fiir Aktie 1, d.h. K(1) = 0, ldsst sich die Behauptung des
obigen Satzes wieder umkehren, d.h. fir unabhdingige Aktienpreise S;(1),...,S;(m) gilt:
w(l) <r+ = ln(l + k(1))
— Pz n(l),xn(2), oy (M) < P™(0,2,(2), ..., zn(m)) = P H2,(2), ..., (M)
YV, (1) > 0 Vr,(2), ..., zn(m)

fiir ausreichend groffe n. Dabei wird auch hier wieder vorausgesetzt, dass x, € I™.

Beweis: Der erste Teil wurde bereits im vorangegangenen Satz bewiesen.

Da im Fall ohne Fixkosten fiir Aktie 1 keine Unstetigkeit an der Stelle 0 fiir Aktie 1 vorliegt,
folgt aus P (zn(1), zn(2), ..., xn(m)) < P70, 2,(2), ..., xn(m)) unmittelbar

ai]:ﬁ)(o,xn@), o n(m)) <0
Weiterhin
oP™
Fan(l Oa:n xn(m))
( Su(1) = (L4 k(1)) So(1) )
Sy <> <1+k<y>> 0()BR) + (Xo = KG) Sis L, y0) B
B Sn(1) = (1 + k(1
- E( o)
— () - (14 kDSBS (1)

(wegen der Unabhéngigkeit der S, (j))

Da z,, € I"™ gilt ¢ > 0 und damit auch E (1) > 0 und somit E(S,(1)) — (14 k(1))So(1) B2 < 0.

GemaB Beweis von Satz 12 folgt daraus wiederum (zumindest fiir ausreichend groie n) p(1)7" <
T+ In(1 + k(1)) 0
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4.4 Reduktion der Aktien Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

Leider lassen sich die beiden Sétze nicht auf korrelierte (zumindest nicht auf negativ korre-
lierte) Aktien iibertragen, wie das folgende Beispiel zeigt:

Konvergenz der optimalen Aktienanzahl Konvergenz der optimalen Aktienanzahl
i e
Lo
° 11 1 101 201 ° 0 1 Anzahl der Schritte (n) 151

Anzahl der Schritte (n)

=0,01 k(1) = 0,01, k(2) = 0,002
K=0,p=0,5 X, = 10000 K(1)=K(2)=0,p=0,5, Xo= 10000
So =10 So(1) = 10, Sp(2) = 10
o=10% (1) = 10%, o(2) = 30%
= 4% (1) = 4%, u(2) = 8%
r=4%, T =1 r=4%, T =1

p=-0,9

In diesem Fall gilt also, dass die optimale Aktienanzahl bei ausschliellicher Betrachtung von
Aktie 1 bei 0 liegt, wohingegen im Modell mit der zweiten Aktie eine optimale Lésung > 0
vorliegt.

Im Fall mit Fixkosten wére es noch interessanter, Kriterien fiir die einzelnen Aktien zu finden,
die dazu fithren, dass man die Aktie im Portfolio nicht beriicksichtigen muss (weil die optimale
Losung stehts 0 ist), da durch die Unstetigkeit bei z,(j) = 0 hier zusétzliche numerische
Herausforderungen existieren und es somit sehr hilfreich wére, wenn die Anzahl der Aktien
im Vorhinein reduziert werden kénnte. Dies ist allerdings nicht allgemein méglich, wie das
folgende Beispiel veranschaulicht:

Konvergenz der optimalen Aktienanzahl Konvergenz der optimalen Aktienanzahl Konvergenz der optimalen Aktienanzahl
%977 % -l % 200 - —
e
S ‘ s, ‘ s ‘

1 101 S01 1 Anzahl der Schritte (n) 01 1 Anzahl der Schritte (n) 01
Anzahl der Schritte (n)

k(1) = 0,01 k(1) =0,01;k(2) = 0,002 k(1) = 0,01;k(2) = 0,002

K(1) = 150 K(1) = 150; K(2) = 10 K(1) = 150; K(2) = 10

p=20,5 p=20,5 p=0,

So(1) = 10 So(1) = 10; Sp(2) = 10 So(1) = 10; S(2) = 10

Xp = 10000 Xop = 10000 Xop = 10000

o(1) = 20% o(1) = 20%;0(2) = 15% o(1) = 20%:;0(2) = 30%
p=20,5 p=20,5

(1) = 9% (1) = 9%:;u(2) = 10% (1) = 9%:;u(2) = 8%

r=4% r=4% r=4%

T=1 T=1 T=1
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4.4 Reduktion der Aktien Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

Wie man sieht, ist die optimale Losung fiir die einzelne Aktie grofler als 0, im Portfolio mit
einer zweiten Aktie héngt es von den Parametern der zweiten Aktie ab, ob die optimale
Losung fiir die erste Aktie 0 oder > 0 ist. Daher ist es im Fall mit Fixkosten nicht mdoglich,
die Unstetigkeiten an den Réndern durch Analyse (und Aussortieren) einzelner Aktien von
der Suche der optimalen Losung generell auszuschlielen.

Folglich erhalt man folgenden Algorithmus zum Finden der optimalen Losung:
e Sei M die Menge aller moglichen Kombinationen der m Aktien, d.h. M = {0, 1}™.

e Iiir jedes a € M setze x; = 0 falls a; = 0 und bestimme die optimale Losung fiir die
restlichen z; unter der Annahme z; > 0.

e Falls die so gefundene Losung hinsichtlich des erwarteten Nutzens besser ist als die bisher
beste Losung, iiberschreibe die bisher beste Losung mit der aktuellen Losung.

e Ergebnis ist dann insgesamt die optimale Losung fiir m Aktien. Zum finden der Losung
muss man also nicht nur 1 sondern 2™ Optimierungsprobleme (allerdings mit unter-
schiedlichen Dimensionen) 16sen.

Die einzelnen Optimierungsprobleme kann man unter Nutzung der stetigen Differenzierbarkeit
der Zielfunktion wieder mit dem Gradientenverfahren l6sen:

1. Startwert ist a:%j) =0Vj.

2. Berechne

Sn(4) = (1 + k(5))S0(4) By >

(VB (2n))j = E (Zznzl 20 (0)(Sn(0) — (1 + k(6))So()BR) + (Xo — 5, K(£)) B

3. Falls Prézision erreicht (||VP(z,)|| <€), x} = x,. Ende.

4. Finde die Nullstelle von

0P (xy, + aV P (xy))
Oo

251 (VB (@) (Sn(5) — (1 + k(5))S0(4) By)

=E
S (20 () +a(V PR (20));)(Sa) — (k1)) S0() BR) + (Xo =327, K () ) Ba

mit Hilfe des eindimensionalen Intervallhalbierungsverfahrens und den Startwerten

e =20

e Falls 8Pm(7r+gjpm(ﬂ)) (0) > 0 dann

S ea()So0) w — (RGN BY) + (Xo = S K () B
ran Sy (VP ()80 (1) w; — (1 + k() By)

m

fiir S (VP (20));S0()(w; — (14 k(G))BL) <0
j=1

— €
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4.5 Zwischenfazit Binomialmodell mit Kosten fiir mehrere Aktien

sonst
_ELm @S0 - (4 RGBY + (%o - DL KG) B
o S (VP ()50 () (w; — (L + k(7)) BE) ‘
fiir Y (VP (2n));80(5)(w; — (1 + k() By) > 0
j=1

(dabei steht w fiir die moglichen Auspragungen von g—g)

Weiter mit 2.
Anmerkungen zur Bestimmung der Schrittlange a:

e Dass das so gefundene lokale Optimum tatséchlich das eindeutige globale Maximum ist,
kann analog zur Eindeutigkeit des Maximums fiir eine Aktie und eine Periode gezeigt
werden (zweite Ableitung ist stets negativ, an den Réndern strebt die Funktion gegen
—00).

e Der zweite Startwert ist jeweils die kleinste positive Polstelle (falls die Ableitung bei
a = 0 positiv ist) bzw. die grofite negative Polstelle - abzgl. bzw. zzgl. €, um den
Startwert zu einem zuldssigen Wert flir @ zu machen.

e Es ist moglich, dass die Funktion so steil abfillt / ansteigt, dass die Nullstelle in der
e-Umgebung der Polstelle liegt (und innerhalb der numerischen Prézision nicht ermittelt
werden kann). In diesem Fall kann man approximativ die um e reduzierte / erhéhte
Polstelle als Schrittweite verwenden.

o Falls a max{|(VP)"(z,));|} <€, d.h. falls die Verénderung der optimalen Losung nicht
mehr innerhalb der numerischen Prézision liegt, kann die Berechnung ebenfalls abge-
brochen werden, da das (approximative) Maximum erreicht wurde.

4.5 Zwischenfazit

Auch fiir mehrere Aktien kann gezeigt werden, dass die Losung des Problems des optimalen
Portfolios im Binomialmodell mit Transaktionskosten gegen die zeitstetige Losung konvergiert.

Allerdings konnte man auch zeigen, dass eine Vorab-Reduktion der Anzahl der zu betrach-
tenden Aktien oder umgekehrt der Ausschluss von 0 als optimale Aktienanzahl fiir einzelne
Aktien nur in Ausnahmeféllen moglich ist. Der Ausschluss von 0 als optimale Losung ware
dabei vor allem aus numerischen Griinden giinstig gewesen, da durch die Unstetigkeit an dieser
Stelle die numerische Berechnung der optimalen Losung schwieriger wird. Durch Betrachtung
entsprechender Gegenbeispiele kann man allerdings zeigen, dass ein Ausschluss einzelner Ak-
tien bzw. der Ausschluss von 0 als optimale Losung im Allgemeinen nicht zuldssig ist, da es
von der Gesamtauswahl und Korrelation der einzelnen Aktien abhéngt, ob es optimal ist, eine
bestimmte Aktie zu kaufen oder nicht.
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Kapitel 5

Betrachtung des
Morton-Pliska-Modells

Unter dem ”Morton-Pliska-Modell” (siehe [6]) wird im Folgenden eine spezielle Kostenstruktur
verstanden, bei der fiir eine Transaktion jeweils ein Bruchteil ¢ des aktuellen Vermogens zu
zahlen ist. Natiirlich entspricht diese Struktur nicht den tatséchlich beobachteten Kosten.
Wie aber in einem Paper von Korn [5] bereits dargelegt wurde, konnen die bei Anwendung
der mittels des Morton-Pliska-Modells berechneten Strategie tatséachlich entstehenden Kosten
abgeschatzt werden. Diese Idee soll hier fiir das Binomialmodell analysiert werden.

5.1 Morton-Pliska-Modell fiir eine Periode

Sei zundchst wieder nur eine Periode betrachtet. Die Zielfunktion (mit der Morton-Pliska-
Kostenstruktur) ergibt sich dann als:

E(In(20(S1 — SoB) + Xo(1 — €ly20)B)) =: PMF (z)
Es gilt dann:

Satz 26 Unter der Morton-Pliska-Kostenstruktur ist die optimale Lésung fiir eine Periode
gegeben durch:

XoB(1— 1-
xy, = argmax{PlMP <— 0 éo ¢ (de—l-u_g)),PlMP(O)}
=: argmax{PlMp(x(T),PNP(O)}-

Weiter gilt:

. u—d\ 7 u—d\ 4P
xozzvf)é<:>e<1—<pB_d> <(1_p)u—B>

Beweis: Fiir zp # 0 kann die optimale Losung mit dem iiblichen Vorgehen (Ableitung gleich
0 setzen) ermittelt werden.
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5.1 Morton-Pliska-Modell fiir eine Periode Morton-Pliska-Modell

Es gilt dann weiterhin:
«_ PMP (. PMP
zo=zp = P (zf) > P (0)

= ot (X081 - Opg =5 )+ (=) (XoB(1 - 1 - )

g) > IH(XQB)

< —In(l —¢) <pln (p;__fg) +(1-p)In <(1_p)§__g>
@:e<1_Géiz>ﬂ<G_ms:g>4km

Weiterhin lédsst sich zeigen, dass fiir fast jede giiltige Parameterwahl p,u,d, B ein € existiert,
so dass x> 0, denn:

O

Lemma 27 FdralleO<p<1,d<B<umitpyé%gilt:

u—d\? u—d\ 4P
1—<pB_d> <(1_p)u—B> >0

Beweis: Zunéchst soll fiir obigen Ausdruck das Minimum in p bestimmt werden. Die erste
Ableitung nach p ergibt sich dabei als:

B u—d\ ? (1- )u—d 7(17p)1n 1-pB—-d
PB4 Py "B » u—B
Da v > B > d kann in diesem Ausdruck nur der letzte Term den Wert 0 annehmen, die
Ableitung ist also genau dann 0, wenn

1-pB—-d 1-pB—-d B—d u—B
In{—— =0 — — =1 < p= bzw. 1 —p =
n( D u—B) p u—2DB P=w—a ™ P=—a

Die zweite Ableitung ergibt sich dann als

(o) (e () -

und ist fiir p = %‘3 grofler 0, d.h. an dieser Stelle liegt ein Minimum.

Fir p = % ist die Grenze fiir € gleich 0, da an dieser Stelle aber das (eindeutige) Minimum
iiber p liegt, ist der Ausdruck fiir alle sonstigen p (bzw. fiir alle sonstigen Auspragungen von
u, d, B) groer als 0. O

Anmerkung: Es gilt {ibrigens

_ B—d
P= u—d

< put(l-p)ld=B E(SSi >:B
i—1

d.h. es gibt genau dann kein ¢, fiir das ein Handeln optimal wére, wenn der Erwartungswert
aus einer Anlage in Aktien genau gleich dem Bondertrag ist.
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5.2 Morton-Pliska-Modell fiir mehrere Perioden Morton-Pliska-Modell

5.2 Morton-Pliska-Modell fiir mehrere Perioden

Im Folgenden soll nun die Losung fiir mehrere Perioden analysiert werden. Da gemafl Satz
26 die Kosten nicht von der Aktienanzahl sondern nur von der Héhe des Vermogens abangen,
kann man das dort angewandte Vorgehen analog fiir alle weiteren Perioden fortsetzen (die
Struktur von x} ist immer gleich). Insbesondere ist die Bedingung fiir € statisch, d.h. im
Binomialmodell wiirde man bei schrittweiser Vorgehensweise entweder immer handeln oder
nie. Dieses Ergebnis lasst sich auch auf die global optimale Lésung tibertragen.

Lemma 28 Unter der Voraussetzung, dass xg, ..., Tn—1 > 0 gilt:

n—1
Xn =) xi(1—)" "' B (Sip1 — 8iB) + Xo(1 — ¢)"B".
=0

Beweis: Der Beweis erfolgt iiber Induktion. Der Induktionsanfang fiir n = 0 ist dabei
trivial. Sei die Annahme also giiltig fiir n — 1. Dann gilt:

X, = xn_l(Sn — Sn_lB) + Xn_lB(l - 6)
= xn—l(Sn - Sn—lB)

n—2
—l—B(l - 6) <Z .%'Z(l — 6)n7i72Bn7i72(Si+1 - SZB) + X()(l — G)nanl>

=0
n—2
= xn,l(Sn — Snle) + Z :El(l - E)n_i_an_i_l(Si+1 — SZB) + Xg(l — G)HBTL
=0

n—1
= > 2(1—¢" B (S — SiB) + Xo(1 — €)"B"
=0
O

Satz 29 Die global optimale Lésung mit der Morton-Pliska-Kostenstruktur fiir n Perioden
lasst sich analytisch ermitteln und ergibt sich wie folgt:

BXi(1—¢) D 1-p\..
= — =0...n—1,
x S, <d—B+u—B Vi=0...n
falls
—d\7? u—d —(1-p)
1-— _ 1-—
€< (B—d) <( p)u—B> ’
ansonsten

zi=0Vi=0...n— 1

Insbesondere ist somit (wie fiir das Problem ohne Kosten) die global optimale Lésung identisch
mit der schrittweise optimalen Losung.
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5.2 Morton-Pliska-Modell fiir mehrere Perioden Morton-Pliska-Modell

Beweis:

Das n-Perioden-Problem in der Morton-Pliska-Kostenstruktur hat folgende Form:

Pfl\/lp(xo,:vl(u),xl(d),...,xn,l(u"),...,:L‘n,l(d"))

n—1 n—1
In (BnXo + Z 1:1-(51, ey Si)Bn_i_l(Si+1 - SZB) - Z XiBn_ielxﬁgo)]
=0 =0

=E(In(X,)) =E

2n n—1
= Z P(pathy(n))In (B”Xo + Z z;(pathy(n))B" 71 (S; 1 (path,(n)) — S;(pathy(n))B)
=0 i=0

n—1
B Z Xi (pathf (n))Bn_ZeliBi (path, (”))f())
=0

wobei
P(path(n)) = p’ (1 — p)" 7

fiir einen Pfad ¢ der Lange n mit j Aufwérts- und entsprechend n — j Abwéartsbewegungen.
Weiterhin darf jedes z; immer nur von den ersten ¢ Schritten des jeweiligen Pfades abhéngen
(d.h. z;(path,(n)) = z;(path,(7))).

Zum Finden der optimalen Losung soll riickwérts vorgangen und damit zunédchst die ver-
schiedenen z,,_1(path,(n — 1)) betrachtet werden. Dies sind insgesamt 2"~! Variablen, d.h.
eine fiir jeden moglichen Pfad zu S,—; (da zunéchst nicht von einer rekombinierenden Ak-
tienanzahl ausgegangen werden kann). Global betrachtet ist ein spezielles z,—1 somit nur fiir
zwei Pfade relevant. Sei zunéchst angenommen, dass x,_1(pathy(n — 1)) # 0. Dann ist die
Zielfunktion nach dieser Variable differenzierbar. Weiterhin tritt x,_;(path,(n — 1)) nur fir
zwei Pfade in Erscheinung, so dass sich die obige Summe iiber 2" Pfade beim Differenzieren
auf zwei reduziert.

Fiir die folgenden Formeln wird im Sinne einer kiirzeren Notierung die Abkiirzung ¢,,_1 :=
path,(n — 1) verwendet.

dpMP
d:cn,l(ﬁnfl)
_ PP(lp—1)(Sn(lp—1 +u) — Sn—l(en—l)B)
B Xo+ 300 wi(ln—1) B (St (b1 4+ 0) = Si (1) B)=30 0 Xi(£n—1) B i€l 0, 1)0
4 (1 = p)P(ln—1)(Sn(ln-1(n — 1) +d) — Sn—1(ln—1)B)
B Xo+ 310 @i(ln—1) B 1 (Sip1 (bn1+ d) = Si(bn—1) B)=3_1~) Xi(ln—1)B" €Ly (4, )20

i

wobei "£,,_1 + d” bedeutet, dass der Pfad £ nach n — 1 Schritten im n-ten Schritt mit einer
Abwiértsbewegung fortgesetzt wird.
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5.2 Morton-Pliska-Modell fiir mehrere Perioden Morton-Pliska-Modell

Weiter gilt:

n—1

BnX() + Z l‘i(ﬁn_l)aniil(Si_H(fn_l + d) — Si(ﬁn_l)B)
=0
— Z Xi(gnfl)Bn_ielzi(Zn,l);éO
n—2 )
=B"Xy+ B Z xi(fn_l)B”_Z_z(SHl(ﬁn_l) — Sz(en_ﬂB)

=0
n—2 ]
—-B Z Xz'(En—l)Bn_l—Zelxi(Enfl);éO
=0

—BXn 1(€n 1)6196” 1(ln— )?gO-FCCn 1(£ )(d B)S (€n 1)
= BX,_ 1(6 ) BX,,_ 1(&1 1>Elxn 1l 1)#0—1—%” 1(£n 1)(d B)S (én 1)
= BXp-1(ln—1)(1 — €lg, (0, 1)20) + Tn-1(n—1)(d — B)Sp—1(ln—1)

und damit

dpP BXn-1(bn-1)(1 —€ly, 0, 1)20) [ D 1—p
- e gn_ — _ n— n—
Tty 0 ot tlnn) 51l 1) (d— B B>

Nun muss diese Losung noch mit der Losung z,—1(¢,—1) = 0 verglichen werden. Analog zu
Satz 26 ist die eben ermittelte Losung besser als 0, wenn

u—d\? u—d\ 4P

Sei diese Bedingung zunéchst als gegeben angenommen. Dann wére z,_1(¢,—1) wie oben
angegeben optimal. Weiter gilt dann:

PMP(:L‘O,.. Tp—1)

= Z]P) hl xn 1(€n—1)(sn(€n) - Sn—l(gn—l)B) + BXn—l(gn—l)(l - 6))

_) <ln (B (1 _ (5 _Sill‘lB) (de + ::g)))) +E(In(Xn-1(1 —€)))

Fiir den Rest kann man sich der Induktion bedienen. Der Induktionsanfang ist hierbei trivial,
da das schrittweise optimieren iiber eine Periode natiirlich dem globalen Optimum entspricht

und geméafl Satz 26
_ BXy(l-¢( p  1-p
o= So (d—B+u—B

gilt. Die Induktionsannahme lautet dann

BHXo(1—€)*l [/ p = 1D 81— 8B
;= — 1— J J
w s @B I (s s) 7™

J=0
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5.2 Morton-Pliska-Modell fiir mehrere Perioden Morton-Pliska-Modell

Setzt man dies in die obige Formel fiir das global optimale x,,_1 ein, erhalt man:

BXn-1(1—¢) p l—p
Tnol =TT T (d B —B>
B*(1—€)"Xo + Y0 F ;B (1 — € 1(S;q — SiB) P 1—p
- Sp_1 <d B —B)
_ _B”(l—e)”X()( P 1—p>
Sh_1 d—B u-—B

n—2 i—1
P 1—p\ Siz1—5:B P 1—p\ Sj+1—5;B
{1 <d B+u—B> Si H 1 d—B+u—B S;
=0 7=0
B _B"l—e)”XO D +1 D 1 D +1—p S1— SpB
N Sn_1 d—B wu-B d—B wu-B So
1

(1 p +1—p Si—SoB\<=[ »p +1—p Sit1 — 5B
d—B u—B So , d—B u—B S;

1=

- (st %52
i d— B - B S;
_ _B"(l—)"Xo P +1—p 1 P +1—p S1 — SoB

Sh—1 d—B u—B d—B u—B So
. n—2 —p\ Si+1—S;B ﬁ 1 p i 1-p Sj+1—SjB
— d— B u—B S; e d—B u—B S;
_ _B"(1-¢)"Xo P 1—p n2 - P 1—p\ Sj+1—S;B
Sh—1 d—B u—B i d—B u—B S;
womit die Induktionsannahme bewiesen wére.

Durch Einsetzen in die Formel fiir X,, folgt daraus:

X, = B"(l—e)”X0+nZ:1xiB”_i_1(1—e)"‘i_l(SiH—SZ-B))
=0
= B'(1-9"X +§ i . (250 %)
2
= B"(1-¢)"Xy [ ::( p B> Sz'+1STiS¢B
(- (e 2) 500
- B 6)”Xoﬁ (1 - <df’B + j:f;) Sj“s_j SJB)
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5.3 Abschatzung der realistischen Kosten Morton-Pliska-Modell

was wiederum die Formel fiir die optimalen Aktienanzahlen folgendermaflen reduziert:

B(l—e)XZ-< p 1—p

n=TT g i-B ' u_B

) Vi=0,...,n—1.

Damit ist die Behauptung bewiesen, falls die obige Bedingung fiir € erfiillt ist. Im umgekehrten
Fall lasst sich zeigen (s.0.), dass zunéchst z,—1 = 0 gelten muss. Unter dieser Voraussetzung
konnte man dann einen weiteren Schritt riickwérts gehen und die optimale Losung fiir x,—o
ausrechnen. Diese ergébe sich analog als

* (E ) _ _BXn—Q(gn—Q)(l - Elxn72(4n72)7§0) P N 1— P
n—2\tn—2 Sn_2 (fn_Q) T —

und wire wiederum genau dann besser als die Losung x,_2 = 0, wenn die Bedingung an e
erfillt ware. Da dies aber in diesem Fall nicht gilt, folgt weiter x5 = 0. Dieses Vorgehen
lasst sich schrittweise bis f; = 0 fortsetzen, womit die Behauptung bewiesen ist. O

X

Wie auch im Fall ohne Kosten erkennt man an der obigen Form von z;, dass die Aktienanzahl
rekombinierend (und damit nicht pfadabhéngig) ist, da (falls die Bedingung an € erfiillt ist)

BH(1—™Xo ( p  1-p\T7 P 1=p\(Smn
vi= T S; (d—B+u—B>H(1_<d—B+u—B>< S; _B>>

J=0

und somit ist nur die Anzahl und nicht die Abfolge der jeweiligen Auf- und Abwartsbewegun-
gen relevant.

Weiterhin ist z; auch hier nicht explizit abhingig von x;_1, d.h. es gibt keine Abhéngigkeit
von vorher getroffenen Entscheidungen sondern nur von der Entwicklung des Aktienkurses.

Das interessante Ergebnis dieses Satzes ist, dass es bei hinreichend kleinen Kosten optimal
ist, in jedem Schritt zu handeln, genau wie im Fall ohne Kosten. Dies ist ein wesentlicher
Unterschied im Vergleich zum Problem mit von der Aktienanzahl abhdngenden fixen und
variablen Kosten - dort kann es vorkommen, dass es optimal ist, in einem Schritt nichts zu
tun.

5.3 Abschatzung der realistischen Kosten

Analog zum stetigen Fall ist es moglich, fiir gegebene variable Kosten k ein € so festzulegen,
dass die mit der Morton-Pliska-Strategie erzielten variablen Kosten stets geringer sind als die
im Modell angenommenen Morton-Pliska-Transaktionskosten.

Satz 30 Fiur gegebene variable Kosten k > 0 gilt fur

> [l 14 ma “ d
— X
=1+ nlk “(u—B)+ B n(d— B)+ B

dass die im Morton-Pliska-Modell entstehenden Transaktionskosten X;e gleich oder héher sind
als die anfallenden variablen Kosten |z; — x;—1|S;k, wenn man die Morton-Pliska-Strategie
anwendet.

Dabei steht 7 fiir den optimalen Aktienanteil im Modell ohne Transaktionskosten.
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5.3 Abschatzung der realistischen Kosten Morton-Pliska-Modell

Beweis: Die tatséichlich entstehenden variablen Kosten sind |z; — x;—1]S;k. Dies ldsst sich
umformulieren zu

|l’i — $¢71|Sik‘ = Xl' — Xifl Sl |7T|(1 — E)]{I
Si—1
= | X;-1(1—¢) (71'( Si —B> —|—B> —XZ-_li |7|(1—¢€)k
Si1 Si—1
S; S;
. _B)+B)- Xia|x|(1 -
-0 (n (g2~ B) +8) - 2| Xialrl(1 - 9

Die im Modell entstehenden Kosten X;e lassen sich umformulieren zu

X,e = EXifl(l — 6) <7T < Si — B> + B)
Si—1

Soll nun also gelten, dass X;e > |z; — z;-1|S;k, ergibt sich folgende Bedingung an e:

(a2 zlno (5 -0) o) -5

Dies ist mindestens erfillt wenn
Sz' Si Si
- B Bl>((1- - B B k
‘ (W <5i1 > * > B (( 2 (W <Sz'1 ) - > * 5@'1> d

7r< Si —B>+B>O

||k

wobei

Si—1
aufgrund der Optimalitat von .

Dies lasst sich schliefllich umformulieren zu

€> |7r‘k + Si—1
1+‘7T’k ﬂ.(ssi 7B>+B

i—1

O

Es folgt direkt, dass es variable Kosten k£ geben kann, fiir deren zugehoriges € die optimale
Strategie im Morton-Pliska-Modell ein reines Investment in die risikofreie Anlage darstellt,
namlich dann, wenn es neben

NP g\ -0-D)
621—<pg_d) ((1—17)5_3)

kein € gibt, so dass die variablen Kosten kleiner sind als die Morton-Pliska-Transaktionskosten,
d.h. z.B. wenn

||k L+ m u d
11 |k V\*w-_-B)+ B 7(d—B)+ B
u—d\ ? w—d\ P
>1(pB—d> <(1p)u—B)

AuBerdem gilt: Da man im binomialen Morton-Pliska-Modell entweder nie oder immer handeln
muss, ergibt sich, dass eine Abschéatzung fiir ein Modell mit fixen Kosten nur im Trivialfall
des Nicht-Handelns mdglich ist (da sonst mindestens € > nK gelten miisste und somit € — oo

fiir n — o0).
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5.4 Zwischenfazit Morton-Pliska-Modell

5.4 Zwischenfazit

Der Grund, warum das Morton-Pliska-Modell trotz der unrealistisch anmutenden Transak-
tionskostenstruktur eine Untersuchung wert ist, ist vor allem dessen mathematisch einfache
Losbarkeit - im Binomialmodell hat die Losung sogar eine geschlossene Form. Im Vergleich
zum Modell mit fixen und variablen Transaktionskosten ist das ein grofier Vorteil.

Dartiber hinaus kann man zeigen, dass es in vielen Fallen moglich ist, die so gewonnenen
Ergebnisse bzw. die berechnete optimale Strategie auf ein Modell mit realistischen Kosten zu
iibertragen - allerdings aufgrund der Form der gefundenen optimalen Losungsstrategie nur auf
den Fall ohne fixe Transaktionskosten.

Da die optimale Losung (dhnlich wie im Fall ohne Transaktionskosten) auf einen konstanten
Aktienanteil hinauslauft, muss fiir die optimale Strategie nach jedem Schritt im Binomial-
baum gehandelt werden. Diesse Strategie fiihrt im Fall mit fixen Transaktionskosten nur
im Trivialfall (optimaler Aktienanteil ist 0) zu einer sinnvollen Losung, da man bei steigen-
der Schrittlange des Binomialbaums ansonsten unendlich grofle Transaktionskosten generieren
wiirde.
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Kapitel 6

Worst Case Modell

Im folgenden Kapitel soll in Anlehnung an die Arbeiten von Korn und Wilmott [8] das soge-
nannte Worst-Case-Modell analysiert werden.

Ubertragen auf das Binomialmodell kann im Worst-Case-Modell in einem beliebigen Schritt
des Binomialbaums ein Crash erfolgen. Dieser reduziert den Aktienkurs von S; auf S;(1 — ¢)
wobei ¢ die Hohe des Crashs darstellt und der Crash im vorhinein nur insoweit bekannt ist,
als dass er eine maximale Hohe von C haben kann. Annahmen iiber die Verteilung des Crashs
(Hohe und Zeitpunkt) werden nicht getroffen, es steht zusétzlich zur maximalen Hohe lediglich
noch die maximale Anzahl der Crashs fest.

Gesucht wird dann diejenige optimale Aktienanzahl, die den erwarteten Nutzen maximiert,

sollte der schlimmstmogliche Crash (”worst case”) eintreten. Genauer ist dies die Zielfunktion:

sup inf E(In(X;(zg,...,zpn-1)).

TOyeeyTy—1 0<ce<C

Dabei steht X, fiir das Endvermogen nach n Schritten im Binonialbaum mit drohendem
Crash, d.h. nach jedem Schritt kann, es muss aber kein Crash auftreten.

6.1 Binominalmodell fiir eine Periode

Zuerst soll das Binomialmodell mit n = 1, d.h. nur 1 Schritt, untersucht werden. Es sei
nochmals betont, dass ein Crash auftreten kann, aber nicht muss. Es sei weiter noch ange-
merkt, dass ein Crash nicht zwangsweise der Worst Case sein muss (z.B. wenn man die Aktie
leerverkauft hat).

Dariiber hinaus ist das Einperiodenmodell eigentlich ein Sonderfall, da man im Gegensatz
zum Mehrperiodenmodell nach eventuell erfolgtem Crash keine Moglikchkeit hat, zu reagieren
(d.h. die Aktienanzahl zu veréndern).

Zunachst sollen die Grenzen fiir die optimale Losung betrachtet werden:

Lemma 31 Fiir die optimale Losung x* gilt:

* XOB XOB
v <_50(U —B) So(B —d(1— G>>>

Beweis: Die Grenzen werden wieder dadurch gegeben, dass der Logarithmus In(zS1(1—¢) —
xSoB + X¢B) nicht negativ werden darf (fiir keinen méoglichen Wert fiir S sowie fiir keinen
moglichen Wert von c).
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6.1 Binominalmodell fir eine Periode Worst Case Modell

Fiir x > 0 gilt dann:
xS1(1—c¢)—2SoyB+ XoB>0V0<c<CVS

:L'(Sl(l - C) — SoB) > —XoB
x(dSo(l — C) — S()B) > —XoB

(A

Fiir x < 0 gilt hingegen:

xS1(1—c¢)—2SyB+XoB>0V0<c<CVS

— z(uSyp— SoB) > —XoB
s g XB
So(u— B)

O

Es scheint zwar recht offensichtlich, dass der schlimmste mogliche Crash bei positiver Aktien-
anzahl bei C liegt (maximaler Crash) und bei negativer Aktienanzahl bei 0 liegt (kein Crash),
trotzdem soll dies vorab noch einmal formal gezeigt werden.

Lemma 32 Der schlimmste mogliche Crash fiir x > 0 ist C, fiir x <0 ist es 0.

Beweis: Zur Ermittlung des schlimmsten Crashs ist die folgende Funktion nach ¢ zu min-
imieren:
fle) =E(n(z5 (1 —¢) —xSyB + XoB))

Durch einfaches Ableiten erhélt man
y —zSou —xSod

= 1 — =

fie) pxSou(l —¢)—xSyB + XoB +(1=p) xSod(1 —¢) — xSyB + XoB

— (1—-cudzSy=—(pu+ (1 —p)d)(XoB — xSpB)

pu+ (1 —p)d pu+ (1 —p)d
B L S et "G = T eI Sl /A
udx Sy 0 ud

0

<~ B+1

Die zweite Ableitung f”(c) ist positiv, damit handelt es sich tatséchlich um das Minimum.

Nun gilt fir > 0:

pu+(1—p)dXB_pu+(1—p)d

- udx Sy 0 ud B+1
pu+ (1 —p)d pu+ (1 —p)d
——— (B—-d(1 - — B+1
> ud ( (1-0)) ud +
1—p)d
- 1_w+<up>(1_c)
_ (1-0)(1—p“+(i_p)d>+c
> C

(wegen C' < 1 und pu + (1 — p)d < u) und somit ¢*(z > 0) = C wegen ¢ < C.
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6.1 Binominalmodell fir eine Periode Worst Case Modell

Schliefflich gilt fur x < 0:

B+1
udx Sy ud +
pu+ (1 —p)d pu+ (1 —p)d
— - B B+1
ud ( ) ud *
_, _put(l-—pd
N d
< 0
(wegen pu + (1 — p)d > d) und somit ¢*(z < 0) = 0 wegen ¢ > 0. O

Nun kann man folgendes zeigen:

Satz 33 Die optimale Aktienanzahl im Binomialmodell fiir eine Periode bei drohendem Crash
1st:
XoBpu(l-C)+(1—-p)d(1-C)—B
So (u(1—-C)—=B)(B-d(1-C0C))
XoBpu+(1—p)d—B
S0 (u—B)(B—d)

0 in allen anderen Fallen.

falls pu(1 — C) + (1 —p)d(1 — C) > B,

falls pu+ (1 —p)d < B,

Beweis: Sei zundchst x > 0. Dann ist C' der schlimmstmégliche Crash. Die optimale Losung
in diesem Fall wére (analog zum Vorgehen im Fall ohne Crash):
« XoBpu(l-C)+(1—-p)d(1-C)-B
~ S (l-0) - B)(B-d(i-0))

Nun gibt es folgende Félle: Fall 1: pu(1 —C)+ (1 —p)d(1 — C) > B, insbesondere dann auch
u(1 —C) > B. In diesem Fall ist * die optimale Losung.

Fall 2a: pu(1—-C)+ (1 —p)d(1 —-C) < B, u(1 —C) > B. In diesem Fall ist 2* < 0 und damit
unzuliissig (da die Optimierung fiir z > 0 erfolgt ist). Folglich ist dann 0 die optimale Losung.
Fall 2b: pu(l1 = C)+ (1 —p)d(1 — C) < Byu(l — C) < B. In diesem Fall ist z* ebenfalls
unzuléssig, da die obere Grenze (gemafl Lemma 31) iiberschritten ist. Folglich ist dann auch
wieder 0 die optimale Losung (da das Optimum in diesem Fall an den Réndern liegen muss,
am oberen Rand geht der erwartete Nutzen aber gegen —oo).

Sei nun x < 0. Dann ist kein Crash der schlechteste Fall. Die optimale Losung in diesem Fall
wiare folglich:
. XoBpu+(l—p)d—B
Tr =
S (w-B)(B—d)
Hier gibt es folgende Félle: Fall 1: pu + (1 — p)d < B. In diesem Fall ist z* die optimale
Losung.

Fall 2: pu+ (1—p)d > B. In diesem Fall ist 2* > 0 und damit unzuléssig (da die Optimierung
fiir z < 0 erfolgt ist). Folglich ist dann 0 die optimale Losung. O
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6.2 Zwischenfazit

Als Ergebnis des letzten Abschnitts ist Handeln somit nur dann optimal, wenn entweder die
Aktie auch nach dem Crash noch besser ist als das risikolose Investment (dann wiirde man
die Aktie kaufen und auch im Crash-Fall noch gewinnen) oder wenn die Aktie ohnehin schon
schlechter als das risikolose Investment war (dann wiirde man sie verkaufen und durch den
Crash ohnehin nur gewinnen). Aus praktischer Sicht sind das jedoch die selteneren Fille, d.h.
fiir eine typische Parameterkonstellation ist die optimale Losung 0.

Nun konnte man sich fragen, warum man iiberhaupt noch weitere Perioden betrachten soll -
denn rein intuitiv kénnte man auch denken, dass sich dieses Ergebnis induktiv auf die weiteren
Perioden iibertragt. Dies ist jedoch nicht der Fall, anschaulich kann man das dadurch erklaren,
dass man bei mehreren Perioden (und weiterhin nur einem moglichen Crash) entweder vor dem
Crash bereits Gewinne erzielen kann, die den Crash kompensieren bzw. nach dem Crash auf
die optimale Strategie ohne Kosten wechseln kann und so die Verluste durch den Crash wieder
wettmacht.

Ware es hingegen so, dass nach jedem Schritt im Binomialbaum ein Crash erfolgen koénnte,
wére die optimale Aktienanzahl weiterhin 0, wie man im Fall mit mehreren Crashs sehen wird.
Hier sei jedoch zunéchst nur der Fall eines moglichen Crashs betrachtet.

6.3 Binominalmodell fiir mehrere Perioden

In diesem Abschnitt soll zunéchst das Worst-Case-Modell mit nur einem mdoglichen Crash
betrachtet werden. Das bedeutet konkret, dass man nach erfolgtem Crash weif}, dass kein
weiterer Crash auftreten kann. Demnach kann man also nach eingetretenem Crash auf die
bekannte optimale Losung fiir das Binomialmodell ohne méglichen Crash wechseln.

Es gilt:

Satz 34 Fir die Parameterkonstellation pu(l — C)+ (1 —p)d(1 —C) < B < pu+ (1 — p)d
gilt fir die optimalen Aktienanzahlen, dass der erwartete Nutzen unabhdngig davon ist, ob ein
Crash erfolgt oder nicht, d.h.

E(n(XE (@0, 7)) = E(n(X2 (20, .., 7))
(wobei X das Endvermégen im Fall eines aufgetretenen Crashs, X' das Endvermdgen im

Fall eines drohenden, aber nicht eingetretenen Crashs bezeichnet).

Weiterhin sind die optimalen Aktienanteile bei drohendem Crash stets kleiner als die optimalen
Aktienanteile ohne drohenden Crash.

Beweis: Der Beweis soll tiber Induktion gefiihrt werden. Die Induktionsbehauptung ist
dabei zum einen (wie oben beschrieben) die Indifferenz des erwarteten Nutzens in Bezug auf
das Eintreten eines Crashs. Weiterhin gilt

ac — B(pu+(1—p)d—B)

be
mo < = ,0=0,...,n
! ! (u— B)(B —d)
mit der Notation m; = x)l(—sl und "ac” = "after crash”, "bc” = "before crash”. Das heifit, die

optimalen Aktienanteile nach erfolgtem Crash sind hoher als die optimalen Aktienanteile vor
einem (drohenden) Crash.
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Der Induktionsanfang fiir n = 1 ergibt sich zum einen aus Satz 33 (die optimale Aktienanzahl
fiir die genannte Parameterkonstellation ist 0, das Endvermogen nach einem Schritt ist damit
nicht vom Eintreten des Crashs abhéngig). Die Aussage iiber die Aktienanteile folgt ebenfalls

daraus, denn es gilt:
B(pu+ (1 —p)d - B) b
ac — 0 — C
ST weBB-d4
(aus dem Binomialmodell ohne drohenden Crash und aufgrund der angenommenen Parame-
terkonstellation).

Sei die Behauptung also fiir alle N < n gezeigt. Betrachtet sei dann das n-Perioden-Modell
nach dem 1. Schritt. Es konnen dann zwei Félle eingetreten sein: Entweder im 1. Schritt ist
ein Crash eingetreten (Fall 1) oder nicht (Fall 2).

Im ersten Fall sind die weiteren optimalen Aktienanzahlen bekannt (aus dem Binominalmodell
ohne drohenden Crash). Es gilt dann:

E(ln(X)) =E <1n <Xo <7r0 (i;(l -C) - B) + B) :i_[j (Wgc <5;1 — B> +B>))

Im zweiten Fall gilt aufgrund der Induktionsannahme, dass es fiir die optimalen Aktienan-
zahlen irrelevant ist, ob im weiteren Verlauf ein Crash erfolgt oder nicht. 0.B.d.A. sei daher
angenommen, dass kein Crash erfolgt. Es gilt dann:

B(n(X;)) = B (m (XO ((5-2)+2) 13 (ot (%5 -2) + B>>>

a

Fiir die Wahl mp < 0 gilt dann wegen der Optimalitét der 7

E <1n (H (v (% - 8) +B))) - (ln (H (e (Bt - ) +B)))

und weiter

¢, dass

—E |1
B m ($(1-C)-B)+B
0
—E(m 1+ To5;C
mo ($0-C)-B)+B
<0

wegen g < 0 und da der Nenner aufgrund der Zulassigkeit von my positiv ist.

Somit gilt insgesamt
E(In(X;(mo0 < 0))) > E(In(X; (m0 < 0)))

Nun sei myp = 7§¢ betrachtet. Aufgrund der vorausgesetzten Indifferenz kann man fiir Xnel
auch annehmen, dass der Crash im 2. Schritt erfolgt (der erwartete Nutzen bleibt davon
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unberiihrt). Es gilt dann:

E (In (X (m = 78))) — E (In (X2 (10 = 78%)))
e GRS AL)
= (n (Mg g (5 -8) +8)
+n:E<m<B%Ztgiémdfﬂ<??1‘3>+B)>

mtgﬂ;%fﬂ(‘3> B)
)

m(B%
b <§j(1_c —B> +B>>

= In(Xp) +

2

—In(Xy) - E (

5
(-

n—1

-ye(n(® p“%)(gw (%' -5)+5))

(BB (1)) 1))
(o e “r-n)+5)

).

oo T nlE=c)
S —C)—B>+B

u(l—C) — B)
(Hp bc((l—C) B)+ B

(m§ — m°) (d(1 = C) — B))

T e =) B) + B

Falls u(1 — C') < B, dann ist der Term insgesamt < 0 (da dann beide Zéhler negativ sind
und die Nenner aufgrund der Zulassigkeit von 7r ¢ stets positiv). Ansonsten kann man weiter
schreiben

E (In (XS (w9 = 7§%))) — E (In (X! (w0 = 7§°)))
(w5 — ) (u(1 — C) — B)
§1“<1+p Oc(d(i—C) B+ TP RGa o) -+ B

B (nte — ) (pu(l — C) + (1 — p)d(1 — C) — B)
‘m<“%0 1= C)—B) + B )

<0

(wegen m¢¢ > 7% und der gewihlten Parameterkonstellation).

Somit gilt insgesamt

E(In(X; (mo = 7)) < E(In(X;;*! (mo = (%))
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Sei nun die Monotonie der Funktionen betrachtet. In Analogie zum eindimensionalen Bino-
mialmodel ohne drohenden Crash ergibt sich, dass die Funktion E(In(X¢!(m))) streng mono-
ton fallend in m ist, falls u(1 — C') < B, ansonsten hat sie ein Maximum in

Blpu(l1-C)+ (1 —-p)d(1—-C)—B)

Wi-C)-B)B—-di-0) "

Ebenso ergibt sich, dass E(In(X"“!(7))) streng monoton wachsend ist fiir 7y < 73¢ und streng
monoton fallend ist fiir mg > m§¢.

Die Zielfunktion fir 7y lautet (aufgrund der vorausgesetzten Indifferenz)

Ty = argmax,, min{IE(ln(Xfl1 (70))), E(ln(XﬁCl(ﬂo)))} =: argmaxmf(ﬂ'o)

Zusammenfassend gilt nun f(mp) = E(In(X7¢(m))) fiir mo < 0, d.h. f(mo) ist streng monoton
wachsend fiir mp < 0. Weiterhin ist f(mp) streng monoton fallend fiir myp > 7§¢, da dort
sowohl E(In(X¢!(mp))) als auch E(In(X72¢!(m))) streng monoton fallend sind. Schliellich ist
an o = 3¢ das Minimum bei E(In(X¢!(m))), diese ist wiederum an dieser Stelle streng
monoton fallend.

Somit gilt insgesamt zunichst 0 < 75 < 7§¢. In diesem Bereich ist weiterhin E(In(X7(7)))
streng monoton wachsend wihrend E(In(X¢ (7)) dort streng monoton fallend ist. Diese
beiden (stetigen) Funktionen haben somit genau einen Schnittpunkt fir 0 < 75 < 7§ und an
diesem ist f(mp) maximal.
Folglich gilt

E(In(X; (r5))) = E(In(X; (7))

womit auch die Behauptung der Indifferenz gezeigt wére. O

Weiterhin ist die Monotonie und Konvergenz der so gefundenen Losungen nachweisbar:

Satz 35 Fir die Parameterkonstellation pu(l — C) + (1 —p)d(1 = C) < B < pu+ (1 — p)d
gilt: Die Folge der mj(n) ist streng monoton wachsend und konvergiert gegen

. [B(pu+ (1—p)d— B) B
mm{ (u—B)(B—d) ’B—d<1—0>}

Beweis: Aufgrund der in Satz 34 gezeigten Indifferenz gilt
E(n(XE (70, v 7)) = E((XE(m0, s 7))

wobei hier ”¢1” bedeuten soll, dass der Crash im 1. Schritt erfolgt.

Daraus folgt dann wiederum
e (in(si (S0-0)-5)+5)) + & ( (st (2~ 8) + 5))
=E (m <7r;; <§; — B) +B>) +E <ln (ﬂ’c (2(1 -C) - B> +B>>

(die restlichen Terme kiirzen sich raus).

Weiter gilt aufgrund der Optimalitédt von 7§¢ und wegen 7§ < 7{¢ (geméf Satz 34), dass

o (st (2 5) +5)) 5 (i (w5 (2 8) 1 5)
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und daher muss gelten, dass

 (n (n (- 0) - 8) +8) ) <k (o (Fa-0)-5) + 5))

Wire nun 75 < 7r11’C dann gélte (Beweisfiihrung analog Beweis von Satz 34), dass

E (111 <7r;; (2(1—0) —B) +B>) >E (ln (H{C <gj(1—0) —B) —|—B>>

was einen Widerspruch darstellen wiirde. Somit gilt 7 > 7%, d.h. die Monotonie ist gezeigt.

Beziiglich der Konvergenz kann man die in Satz 34 gezeigte Indifferenz nutzen. Demnach ist
der erwartete Nutzen im Falle eines Crashes im 1. Schritt identisch zum erwarteten Nutzen
im Fall ohne Crash, d.h. E(In(X¢')) = E(In(X"¢)) bzw.

E (m (wo @;(1 e —B> +B>> F(n-1E <1n <7rac (g; —B> +B>>
Ee(2))

Nun gibt es zwei Félle: Entweder die optimale Losung ohne drohenden Crash 7 liegt im
geméafl Lemma 31 giiltigen Bereich (Fall 1) oder nicht (Fall 2).

Fiir Fall 2 gilt demnach

ac B(pu+(1_p)d_B) B .
T — mo(n) > W= B)(B—d _B—d(l—C)_'5>Ovn

und somit auch
74 —mi(n) > 7% —me(n) >0 Vi=0,....,n—1

Weiter folgt daraus auch die Existenz eines € > 0 so dass

o (s (2 5) 15)) -2 (1 (o) (& - 5) 5)) = > om

(ansonsten wiirde E(In(X1(mp(n))) — E(ln(X;(7%))) folgen und dann aufgrund der stetigen
Invertierbarkeit der Funktion in 7 auch die Konvergenz von my(n) gegen 7% was wegen m%¢ —
mo(n) > 6 > 0 zu einem Widerspruch fiihren wiirde).

Daraus ergibt sich dann (unter Beriicksichtigung von m,_1(n) = 0 geméafi Satz 33)

S1

E(In(X)) — E(In(X™)) > (n — 1)e + E (m <7r0(n) (50(1 —0) - B) + B)) — In(B)

Der erste Term wéchst linear in n und konvergiert fiir n — oo gegen +o0o. Da aber stets
E(ln(X¢)) — E(In(X7€)) = 0 gelten muss (Indifferenz), muss der zweite Term folglich gegen
—o0o konvergieren, d.h.

lim 7o(n) = — 5
nyoo OV  B—d(1-0C)

Wenn in Fall 1 ebenfalls ein § > 0 exisiteren wiirde so dass 7% — mg(n) > ¢ Vn, dann wiirde
auch dann wieder folgen, dass

E(In(X)) — E(In(X"¢)) > (n — 1)e + E (m (ﬂ'o(n) (2(1 —0) - B> + B>>
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weiter gélte aber wegen

o (n (s (S0~ 01 8 8)) 5 i+ (211 ) ) )

(da mo(n) < 7 geméaf Satz 34 und pu(l — C) + (1 — p)d(1 — C) < B), dass

E(ln(X:h)) — E(In(X[€)) > (n— 1)e + E <ln <7r‘IC (gl(l -C) - B) + B))
0
Dies fithrt zu einem Widerspruch, da der erste Term linear in n wéchst, der zweite Term aber
konstant ist, und somit ein n existieren wiirde, so dass E(In(X¢!)) > E(In(X7)) - dies wiire
ein Widerspruch zur Indifferenz.
Folglich kann in Fall 1 ein solches § > 0 nicht existieren und damit m(n) — 7.
Da Fall 2 nur dann eintritt, wenn
ac_B(pu+(1_p)d_B)> B
(u— B)(B —d) B—-d(1-0C)

ist die Konvergenz von my(n) gegen

. [B(pu+ (1 —p)d — B) B
mm{ (u—B)(B —d) ’B—d(l—(])}

gezeigt. O
Schliefllich ist die Losung pfadunabhéngig:

Satz 36 Fir die Parameterkonstellation pu(l1 — C) + (1 —p)d(1 = C) < B < pu+ (1 — p)d
gilt: Der optimale Aktienanteil 7; ist unabhdingig vom Pfadverlauf, vom aktuellen Vermdgen
X; und vom aktuellen Aktienwert S;.

Beweis: Zunichst sei angemerkt, dass die optimalen Aktienanteile nach erfolgtem Crash
den optimalen Aktienanteilen im Modell ohne Crash entsprechen. Sie sind konstant und daher
unabhéngig vom Pfadverlauf, von X; oder S;. Die Behauptung muss also nur noch fiir die
optimalen Aktienanteile vor einem drohenden Crash gezeigt werden.

Der Beweis soll durch Induktion gefithrt werden. Geméafl Satz 33 ist bei nur einem Schritt mit
drohendem Crash die optimale Losung 0 und somit unabhéngig von Xy und .Sp.

Sei nun ein Baum mit ¢ + 1 Schritten betrachtet. Geméafl Induktionsannahme sind dann
alle m;,7 = 1,...,7 pfadunabhéngig sowie unabhingig vom jeweils aktuellen Vermogen und
Aktienwert.

Mit der in Satz 34 gezeigten Indifferenz gilt
E(In(X£ (70, -y 7)) = E(In(X 2, (70, -, 1))

K3 7

wobei ”¢1” bedeutet, dass der Crash im 1. Schritt nach erfolgt.

Daraus folgt dann wiederum
E (m ( (g;u o) B> + B>) +E (m ( (g - B> +B>)
=R <ln <7rg; <§; - B) +B>> +E <ln (#{c (gj(l - 0) - B) +B>>

82
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(die restlichen Terme kiirzen sich raus).

Nach Induktionsannahme ist 7r11"3 unabhangig vom Pfadverlauf, X; oder S;. 7{¢ ist die op-
timale Losung aus dem Modell ohne drohenden Crash und somit ebenfalls unabhéngig vom
Pfadverlauf, X; oder S;. m; wird somit durch eine Gleichung definiert, in der kein Term
pfadabhéngig oder abhéangig vom aktuellen Vermogen und Aktienstand ist. O

Der Verlauf der optimalen Aktienanteile soll noch einmal grafisch veranschaulicht werden.
Dabei sei zur Grafik folgendes angemerkt: Gemafl der Pfadunabhéngigkeit nach Satz 36 gilt
Tm(n) = mp(n —m) (dabei bezeichnet 7,,(n) die Losung fiir den m-ten Schritt im Modell mit
insgesamt n Schritten). Die folgende Grafik zeigt mo(n) fiir steigende n = 1, ..., 200, genausogut
hétte man auch fir festes n = 200 die m;(n), i = 0, ...,199) darstellen konnen (dann wére die
Kurve gespiegelt).

Weiterhin sei noch angemerkt, dass es sich anders als in den verangegangenen Abschnitten
gezeigten Grafiken an dieser Stelle nicht um eine mit n steigende Diskretisierung handelt,
sondern dass der Anstieg von n hier einem Anstieg des Zeithorizonts T im stetigen Modell
entspricht.

Verlauf der optimalen Aktienanteile Verlauf der optimalen Aktienanteile Verlauf der optimalen Aktienanteile
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|

|
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|
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o
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0,15 Ci Crash

=
g3 2
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2 o
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ptimaler Aktienantef
o

Optimaler Aktie
Optimaler Aktienante

01 —Optimaler 04 —Optimaler ! —Optimaler
Anteil bei Anteil bei Anteil bei
0,05 dcrrzgndem & 005 / Crash 5 005 / Crash
0 T T T 1 0 T T T T T 0
1 200 1 200 1 200
Anzahl der Schritte im Binomialbaum Anzahl der Schritte im Binomialbaum Anzahl der Schritte im Binomialbaum

p=0,5 p=0,5 p=0,5
u=1,26 u=1,26 u=1,26
d=0,84 d=0,84 d=0,84
B=1,04 B=1,04 B=1,04
C=0,01 C=0,1 C=0,3

Zur Berechnung der in der Grafik dargestellten Werte fiir mo(n) wurde (in Anlehnung an den
Beweis von Satz 34) der folgende Algorithmus verwendet:

e mo(1l) =0.

o Bestimme (i) so dass
o (1o (o0 (2001 5) +8) 5 (1 (5 (£ - 5) 4 5))
(i (0 (2 8) 8)) -5 (i (- (S0- ) 8) 1 8)

wobei mit 7% die (bekannte konstante) optimale Losung im Fall ohne Crash gemeint
ist.

Dies kann iiber eine Standard-Nullstellensuche erfolgen, wobei als Startwerte (i) = 0
(Term ist positiv) und (i) = 7% (Term ist negativ) verwendet werden kénnen.
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6.4 Mehrere mogliche Crashs Worst Case Modell

6.4 Mehrere mogliche Crashs

Die bislang gefundenen Ergebnisse lassen sich auch auf Modelle mit mehreren moglichen
Crashs iibertragen:

Satz 37 Fir die Parameterkonstellation pu(l — C) + (1 —p)d(1 = C) < B < pu+ (1 — p)d
und ein Binomialmodell mit maximal m (beliebig, aber fix) mdéglichen Crashs gilt:

1. Fiir die optimalen Aktienanteile gilt, dass der erwartete Nutzen unabhdngig davon ist,
wie viele der maximal m méglichen Crashs erfolgen oder nicht, d.h.

E(In(X (0, ..., 7)) = BEAn(X " Ve (g, ... m))) = ... = E(In(X"(mo, ..., 7))

(wobei X¢ das Endvermdégen im Fall von i aufgetretenen Crashs, X" das Endvermégen
im Fall von drohenden, aber nicht eingetretenen Crashs bezeichnet).

2. Es gilt wic < Wl(i_l)c Vi = 1,...,m, d.h. die optimalen Aktienanteile nach erfolgten
m — i und somit vor noch mazximal i méglichen Crashs sind geringer als die optimalen
Aktienanzahlen nach erfolgten m — i+ 1 Crashs.

3. Die Folge der optimalen Aktienanteile m("(n) ist monoton wachsend in n.

4. Der optimale Aktienanteil w[" ist unabhdngig vom Pfadverlauf, vom aktuellen Vermogen
X; und vom aktuellen Aktienwert S;.

Dabei wird vorausgesetzt, dass pro Schritt im Binimialmodell hochstens 1 Crash erfolgen kann
(d.h. man hat nach einem Crash die Moglichkeit zu reagieren, bevor der nachste Crash erfolgt).

Beweis: Der Beweis soll mittels Induktion tiber m gefiihrt werden. Der Induktionsanfang
ergibt sich dabei aus den vorangegangenen Satzen 34, 35 und 36.

Sei die Behauptung also fiir bis zu m — 1 maximal moglichen Crashs bewiesen.

Fiir Punkte 1 bis 3 soll der Beweis analog zu Satz 34 mittels Induktion tiber n gefiihrt werden.
Die Behauptung fiir n < m—1 folgt dabei bereits aus der Induktionsbehauptung der Induktion
iiber m, da fir n < m — 1 maximal m — 1 Crashes auftreten konnen. Insbesondere ist damit
der Induktionsanfang gezeigt.

Sei die Behauptung also fiir alle N < n gezeigt. Betrachtet sei dann das n-Perioden-Modell
nach dem 1. Schritt. Es konnen dann zwei Félle eingetreten sein: Entweder im 1. Schritt ist
ein Crash eingetreten (Fall 1) oder nicht (Fall 2).

Im ersten Fall sind die weiteren optimalen Aktienanzahlen bekannt. Es gilt dann

E(ln(X") = E <ln <Xn1 <7r6’w (g(l)(l —0)~ B) + B)))

bzw. aufgrund der Induktionsannahme fiir Punkt 1 (Indifferenz fiir n — 1, 0.B.d.A. erfolgt
kein weiterer Crash)

E(In(X")) =E <1n (Xo (7‘(’6”0 (:Z:;(l -C)— B) + B> :i:[ll <7rim1)c (5;1 _ B) + B)))

—
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Im zweiten Fall gilt ebenfalls aufgrund der Induktionsannahme fiir Punkt 1, dass es fiir die
optimalen Aktienanzahlen irrelevant ist, ob im weiteren Verlauf ein Crash erfolgt oder nicht.
0.B.d.A. sei daher wieder angenommen, dass kein Crash erfolgt. Es gilt dann:

E(In(X™!)) = E <1n <X0 (Wgzc (go - B) - B) j:[ll (w;nc (52321 _ B> - B>>>

(m—1)c

> ™€ und

Aufgrund der Induktionsannahmen fiir Punkt 2 fiir n — 1 bzw. m — 1 gilt 7, i

daher

. ( (H (s (% ) ¢ ))) . ( (H (v (B2 5) ¢ )))

(aufgrund pu + (1 — p)d > B, Beweis analog Satz 34).

Weiter gilt ebenfalls analog zu Satz 34 fiir 7" < 0, dass

E<1n(w5m<§;—3>+3>> _E<1n< 0 (ﬁ;(l—c)—3>+3)> <0

also insgesamt

E(In(X;! (r" < 0))) > E(In(X7 (m5* < 0)))
(m—1)c

Nun sei 7j* = 7, betrachtet. Aufgrund der vorausgesetzten Indifferenz kann man fiir
X! auch annehmen, dass ein Crash im 2. Schritt erfolgt und anschlieflend kein weiterer
Crash auftritt (der erwartete Nutzen bleibt davon unberiihrt). Es gilt dann:

5o (= ))) - (3 =)
2 (5 (S0-1- Y + 5)

(e (§on) o)) e (55 2) +0))
- a(o (3 7)13))

(o (G 0) 00)) S (0 (52 2) 0))
“(n(a(Su-0-s) s 8)) p(u(wr (G0 o) b))

(s oe) o)) el (5 2) e o))

Weiter ist ngfl)c < w(()mfl)c aufgrund der Induktionsannahme fiir m — 1 fiir Punkt 3 sowie

ngfl)c > "¢ aufgrund der Induktionsannhme fiir n — 1 fiir Punkt 2 (und damit Wémfl)c >

77*¢). Damit folgt insgesamt

E (ln <be1 <7rgw - ﬂgm—”c))) “E (1n (X;jcl (7r6”c - wém‘”c)» <0

(restlicher Beweis analog zu Satz 34).
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Die Betrachtung des restlichen Beweises der Indifferenz, d.h. Monotonie von E(In(X¢! (7))
bzw. E(In(X72 (7€), eindeutiger Schnittpunkt, der das Optimum von

F () = min{E(In(X7 (m5"))), E(In (X7 (75°)))}

darstellt etc., folgt wieder der Beweisfiihrung in Satz 34, wobei noch anzumerken ist, dass in

diesem Fall die Funktion f(7{*) bereits fiir 7y’ > 7r[()m_l)C fallt, da an dieser Stelle f(ny*) =
E(In(Xg (7)) gilt und E(In(XH (7)) fiir 75 > 0 streng monoton fillt.

Somit sind sowohl Punkt 1 als auch Punkt 2 gezeigt.

Fiir Punkt 3 sei angemerkt, dass
E (In (X! (rge = ")) = E (m (x5 (e = 7" 77°)))
= [E <ln <ﬂ§m—”c (;’1(1 —-C) - B> + B)) —E <ln (77’1”6 (?(1 —C) - B> + B))]
0 1
<0

(m—1)c
1

da 7 > 7*¢ aufgrund der Induktionsannahme fir n — 1 fir Punkt 2. Daraus folgt

wiederum ("¢ < wgmfl)c (siehe obige Argumentation bzgl. Punkt 2).

Weiter folgt aufgrund der Indifferenz

(o (G- r-0) o2)) 2o (B0-0-) )
a(o () ) 5o (5 )

Da eben gezeigt wurde, dass 7j*¢ < W%m_l)c und somit (analog zu Beweis von Satz 34)

o (n (s (5 ) + ) 5 (1 (s (2 - 5) 4 ) <0

muss gelten, dass auch

E<1n <7rgw (2(1—0) —B) +B>) —E<1n (ﬁnc (2(1-0)-3) +B>> <0

und damit (auch wieder analog zu Beweis von Satz 34) 7i*“(n) > n*“(n) = nj*(n — 1).
Bleibt nur noch der Beweis von Punkt 4. Dieser kann mittels Induktion tiiber m und an-

schlieSender Induktion iiber n vollstdndig analog zu Satz 36 gefiihrt werden. O

Sofern in jedem Schritt ein Crash erfolgen kann, ist die optimale Aktienanzahl stets 0, wie der
folgende Satz zeigt:

Satz 38 Fir die Parameterkonstellation pu(l — C) + (1 —p)d(1 = C) < B < pu+ (1 — p)d
und n < m gilt: ©(*“(n) = 0.

Beweis: Fiir ein gegebenes m soll der Beweis durch Induktion iiber n gefiithrt werden. Dabei
ist zunéchst anzumerken, dass fiir m > n gilt, dass 73"“(n) = ﬂ(()m_l)c(n), da in jedem Schritt

des Binomialbaums héchstens ein Crash erfolgen kann.

Somit gilt insbesondere (1) = m3¢ = 0 gemiB Satz 33. Damit ist der Induktionsanfang
gezeigt.
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Sei also die Annahme giiltig fiir alle N < n. Seien ferner «,"*“(n) die optimalen Aktienanteile,

die zum optimalen Vermdégen X, fithren. Dabei bezeichnet m; die Anzahl der maximal in
Schritt ¢ noch drohenden Crashes.

Dann gilt 7;"“(n) = mp"“

7, "%(n) = 0 fiir ¢ > 0.

)

Folglich ist X,, = X< oder X,, = X! mit

E(ln(X<)) = E <1n <XOB”_1 (wgw(n) (g(l)(l -C) - B) - B)))

E(In(X™)) = E <ln <XoB”‘1 (Wénc(n) (g; - B> + B>>>

Analog zu Satz 33 ldsst sich nun zeigen, dass der optimale Aktienanteil 7j*(n) fiir die gegebene
Parameterkonstellation stets 0 ist. O

(n—1) sowie m; > m—i > n—i und damit gemafl Induktionsannahme

bzw.

Die folgende Abbildung veranschaulicht die Aktienanzahlen bei mehreren drohenden Crashs:

Verlauf der optimalen Aktienanteile

0,25
= 02 ——Optimaler Anteil ohne drohenden Crash
m ,
< // ——Optimaler Anteil bei einem drohenden Crash
=
(7
2 0,15 //// ——Optimaler Anteil bei 2 drohenden Crashs
=<
a3 o1 ——Optimaler Anteil bei 3 drohenden Crashs
] ,
.§ //// ——Optimaler Anteil bei 4 drohenden Crashs
j=%
© 005 ——Optimaler Anteil bei 5 drohenden Crashs

0 ,%

1 200
Anzahl der Schritte im Binomialbaum

Parameter: p =0,5; u=1,26;d=0,84; B=1,04; C =0,1
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Zur Berechnung der in der Grafik dargestellten Werte fiir 73*“(n) wurde der folgende Algo-
rithmus verwendet:

e Bestimme 71¢(i) wie im vorangegangenen Abschnitt
e Iteriere iiber m:

— 7§*(n) =0 fir n < m.

— Bestimme 7"°() so dass
e (n (70 (S0 5) + )
+E (m (W(gm-w(i —1) (g; - B) + B))
(i (0 (2 5) )
(w60 (S0 -c1-5) +5)

=0

Dies kann iiber eine Standard-Nullstellensuche erfolgen, wobei als Startwerte zum
einen 73"“(i) = 0 (fiir diesen Wert ist der Term positiv) und zum anderen 7{*(i) =

Wém_l)c(i — 1) (Term ist negativ) verwendet werden kénnen.

6.5 Die beste konstante Losung

In den vorangegangenen Abschnitten wurde betrachtet, welche Aktienanteile optimal sind,
wenn ein oderer mehrere Crashs auftreten konnen. Als Ergebnis ergeben sich im Zeitverlauf
sinkende (und damit nicht konstante) Aktienanteile. In diesem Abschnitt soll nun betrachtet
werden, welcher Anteil an Aktien optimal ware, wenn man den Aktienanteil bis zum Auftreten
des Crashs konstant halten wiirde.

Im Sinne einer einfacheren Notation wird dabei wieder nur von einem moglichen Crash ausge-
gangen, die grundsétzlichen Uberlegungen lieflen sich aber wie im vorangegangenen Abschnitt
auch auf Situationen mit mehreren moéglichen Crashs iibertragen.

Weiter sei angemerkt, dass die Aktienanteile nur bis zum Auftreten des Crashs konstant gehal-
ten werden, nach erfolgtem Crash kann eine Umschichtung erfolgen (bei nur einem drohenden
Crash wiirde man dann also nach dem Crash auf die bekannte optimale Aktienanzahl ohne
drohenden Crash wechseln).

Satz 39 Fir die Parameterkonstellation pu(l1 —C)+ (1 —p)d(1—-C) < B < pu+ (1 —p)d gilt:
Die optimale konstante Losung im Binomialmodell existiert, ist eindeutig, ist stets kleiner als
die optimale Lésung im Modell ohne drohenden Crash, ist streng monoton wachsend in der
Schrittanzahl n und konvergiert fir n — oo gegen

[ B(pu+ (1 —p)d— B) B
“““{ (u—B)(B - d) ’B—d<1—0>}

Weiterhin ist die optimale konstante Losung genau dann gréfer als 0, wenn

pu(l-C)+(1-p)d(l-C)-B
pu+ (1 —p)d—B

n > + 1.
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Beweis: Angenommen, die beste konstante Losung 7* ware < 0. Dann wére der schlimmste
Fall der ohne Crash, d.h.

E(In(X,)) = E <1n <X0ﬁ <7T (SSH _ B) + B))) < In(XoB")

=0

da m < 0 und pu + (1 — p)d > B (Beweis analog Beweisfithrung in Satz 34). Somit wére eine
Losung 7 < 0 immer schlechter als 7 = 0. Folglich gilt 7* > 0.

Weiterhin ist bei positiver konstanter Losung ein spéaterer Crash stets schlechter als ein
fritherer, denn fiir alle j = 1,...,n — 1 gilt:

wegen der Optimalitdt von 7"¢ (optimale Losung im Modell ohne drohenden Crash).

Folglich ist folgende Funktion iiber m zu maximieren:

o+ 15 (o ( (= (2 - 5) +5))) 2 (5 (S0 01 - 5) 4 5))

Dies kann wie tiblich durch Nullsetzen der ersten Ableitung erfolgen. Die erste Ableitung ist
eine rationale Funktion vom Grad 3 mit 4 Polstellen bei

B B
o= u-B
B
T B _dl1-0)
B
™ = g
B B
T Tu(1-C)-B
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6.5 Die beste konstante Losung Worst Case Modell

Fiir Polstelle m; gilt: Der zugehorige Term der Ableitung ist

p(u— B)
m(u— B)+ B

Der Zéhler ist folglich stets positiv, der Nenner wechselt das Vorzeichen (negativ fir = <

B el (e B
T u—B> pOSlth fur ™ > —u—B"

Fiir Polstelle 73 gilt: Der zugehorige Term der Ableitung ist

p(d — B)
n(d—B)+ B
Der Zahler ist hier stets negativ, der Nenner wechselt das Vorzeichen (positiv fiir 7 < %,

negativ fur = > %. Polstellen 73 und 7y folgen analog.

An jeder dieser Polstellen springt die Ableitung folglich von —oo nach 400, somit muss jede
der 3 Nullstellen der Ableitung zwischen zwei Polstellen liegen (da die Ableitung zwischen den
Polstellen stetig ist).

Geméafl Lemma 31 muss 7* aufgrund der Zuldssigkeitsanforderung

7T<SlB)+B>Os0wie7r(sl(1C’)B>+B>0
So SO

zwischen w1 und w9 liegen.
Weiterhin gilt 73 > m9 und 74 < mp falls u(1 — C) > B bzw. 7y > ms falls u(1 — C) < B.

Da somit zwischen m; und 7o genau eine Nullstelle liegt, existiert eine eindeutige konstante
optimale Losung (dass es sich um ein Maximum handelt, kann man durch Berechnung der
zweiten Ableitung ermitteln, die in diesem Bereich stets < 0 ist).

Die so ermittelte Nullstelle ist genau dann gréfler als 0, wenn die Ableitung an der Stelle 0
positiv ist, d.h. wenn

(n—1) p(U};B)Jr (1—p)éd—3) L puld —BC)—B)JF(l—p)(d(%—C)—B) >0

pu(l—C)+ (1—p)d(1-C)—B
e pu+ (1 —p)d—B +1

Nun soll gezeigt werden, dass die optimale konstante Losung bei drohendem Crash stets kleiner
ist als die optimale Losung ohne drohenden Crash. Zum einen gilt: Falls 7¢ nicht zuléssig ist
(d.h. grofer als die obere Grenze 7o, ist die Behauptung gezeigt. Ansonsten ergibt sich durch
Einsetzen von 7™¢ in die Ableitung der zu maximierenden Funktion:

p(u(l —C) - B) (1-p)d(1-C)—-B)
7(u(l—C)—B)+B «*d(1-C)—B)+ B

Falls u(1 — C) < B, so ist der erste Zahler nicht-positiv, der zweite negativ, die Nenner sind
(aufgrund der Zulassigkeit) positiv, der Term ist insgesamt also negativ.

Falls u(1 — C') > B, so kann man den Term auch schreiben als

7(u(l — C) — B)(d(1 - C) — B) + (pu(1 — C) + (1 — p)d(1 — C) — B)B
(re(u(1 — C) — B) + B)(7"(d(1 — C) — B) + B)

Der Term ist ebenfalls < 0, da 7™¢ > 0 und pu(1 —C)+ (1 —p)d(1 — C) < B (fiir die gegebene
Parameterkonstellation).
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6.5 Die beste konstante Losung Worst Case Modell

Folglich ist die Ableitung der zu maximierenden Funktion an der Stelle 7™¢ negativ, die
gesuchte Nullstelle ist also stets < 7"¢ (da die Ableitung nahe der unteren Grenze m; pos-
itiv ist).

Aufgrund der Form der zu optimierenden Funktion folgt weiterhin die Abhéngigkeit der opti-
malen Losung von n. Die strenge Monotonie ergibt sich dabei wie folgt: Sei 7(i) die optimale
konstante Losung fiir einen Binomialbaum mit ¢ Schritten. Folglich gilt

o[ )]

(i)(u=B)+B  w(i)(d—B)+B
L P0-0)-B)  (-p@1-0)-B)
m(i)(u(l-—C)—B)+ B 7(i)(d(1-C)—B)+ B
und daher
([t U]
w(i)(u—B)+B 7(i)(d—B)+ B
p(u(l - C) - B) (1-p)(d(1—-C)—-B)
7(i)(u(l—C)—B)+ B 7(i)(d1-C)—B)+ B
_ pw-B)  (1-p)d—B)
w(i)(u—B)+B 7(i)(d—B)+ B

(
7(i)(u — B)(d — B) + B(pu + (1 — p)d — B)
(

(i)(u — B) + B)(n(i)(d — B) + B)
__ (u=B){d= B)(n(i) - ")
(m(i)(u = B) + B)(n(i)(d — B) + B)

>0

da u > B, d < B und wie eben gezeigt 7(i) < 7"

Folglich ist die Ableitung der zu maximierenden Funktion fiir 4 + 1 Schritte an der Stelle ()
positiv, die gesuchte Nullstelle 7(i 4+ 1) ist also > 7 (i) (da die Ableitung nahe der oberen
Grenze m negativ ist). Folglich ist 7(n) streng monoton wachsend in n.

Die Konvergenz von m(n) gegen

. [ B(pu+ (1 —p)d — B) B
mm{ (u—B)(B —d) ’B—d(l—C)}

folgt nun unmittelbar aus der Form der zu maximierenden Funktion

In(Xo) + (n — 1)E <ln <<7r @) —B) +B>>> IR <ln << <§;(1 —0) —B> +B>>>

Der zweite Term steigt linear mit n, dominiert also die Funktion. Somit néhert sich die
optimale konstante Losung im Modell mit drohendem Crash fiir n — oo der optimalen Lésung
im Modell ohne Crash - sofern diese zuléssig ist, d.h. sofern diese unter der Obergrenze fiir
den zweiten Term liegt.

Andernfalls konvergiert m(n) gegen die obere Grenze, da der erste Term fiir jedes feste
unterhalb der oberen Grenze unbegrenzt in n wachst und somit irgendwann den zweiten Term
dominiert. O

Numerisch kann die beste konstante Losung mit folgendem Algorithmus berechnet werden:
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6.5 Die beste konstante Losung Worst Case Modell

e Fiir festes n definiere

fn(m)

In(Xo) + (n — 1E (m (<W (g; - B) +B>>>
iE (m (<ﬂ (g;u o) —B) +B>)>
pu(l—C)+ (1 —p)d(1—C)— B

pu+(1—p)d—B

dann ist 0 die beste konstante Losung.

e Falls
+1

n > —

e Ansonsten finde die (eindeutige) Nullstelle von f] (7) mittels eines klassischen Intervall-
halbierungsverfahrens mit den Startwerten m = —% +eund w9 = % —e. Dabei

ist f! (m) analytisch gegeben (siehe Beweis des vorangegangenen Satzes).

Die folgende Abbildung veranschaulicht das Konvergenzverhalten:

Verlauf der optimalen Aktienanteile Verlauf der optimalen Aktienanteile

Lésung

200

—— Optimale konstante
Lésung

0,25 25
5 3 ——— Optimaler Anteil ohne
£ 02 —— Optimaler Anteil ohne € 2 drohenden Crash
% drohenden Crash % - Obergrenze
g 015 ----Optimale Losung bei g 15 L= ==
< < ”,
5 04 drohendem Crash 5 1 /7 -==-Optimale Losung bei
Tg ’ ——— Optimale konstante E ! drohendem Crash
= g
O O

1 200
Anzahl der Schritte im Binomialbaum

Anzahl der Schritte im Binomialbaum

p=20,5 p=0,7

u=1,26 u=1,26
d=0,84 d=0,84
B=1,04 B=1,04
Cc=0,1 C=0,5

Dabei ist anzumerken, dass in den Grafiken zusétzlich zu den optimalen konstanten Losungen
(abhéngig von der Baumtiefe) als Vergleich jeweils auch die optimalen Anfangswerte der Ak-
tienanteile dargestellt sind. Letztere erlauben allerdings Anderungen im Zeitverlauf wihrend
erstere bis zum Crash konstant sind. Die linke Grafik zeigt den Fall, dass die optimale kon-
stante Losung gegen die optimale Losung ohne Crash konvergiert wahrend die rechte Grafik
den Fall der Konvergenz gegen die Obergrenze mit drohendem Crash darstellt.

Es lasst sich folgendes weitere Resultat festhalten:

Satz 40 Die Differenz des erwarteten Nutzens bei Verwendung der optimalen verdnderlichen
Aktienanteile zum schlechtesten erwarteten Nutzen bei Verwendung des optimalen konstanten
Aktienanteils ist stets positiv und konvergiert fiir n — oo gegen

B

0 B—d(l—0C)

falls 7" <

+oo sonst
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6.5 Die beste konstante Losung Worst Case Modell

Beweis: Dass die Differenz stets positiv ist, ergibt sich daraus, dass die optimale konstante
Losung auch eine mégliche Losung fiir das Problem mit veranderbaren Aktienanteilen darstellt.
Folglich muss der erwartete Nutzen der optimalen verdnderbaren Losung stets gréfler sein als
der schlechteste Nutzen aus der optimalen konstanten Losung.

Fiir die optimale verdanderbare Losung gilt gemafl Satz 34 die Indifferenz, daher lasst sich der
erwartete Nutzen schreiben als

E(In(Xy(mo(n), ..., mp—1(n))))
= In(Xo) + E (m (mn) (2(1 —C) - B) + B))

vz (e (3 - 5) £ )

Der schlechteste Nutzen fiir die optimale konstante Losung ist hingegen (siehe Satz 39)

E(In(X,(x(n))) = In(Xo) + (n — 1)E <1n <7r(n) @; - B) 4 B))

+E (m (ﬂ(n) <§;(1 —0) - B> + B>>

B dann gilt gemafl Sétzen 35 bzw. 39, dass sowohl mp(n) der optimalen

Falls "¢ < B—d(1-C)’
verdnderbaren Losung als auch die optimale konstante Losung w(n) fir n — oo gegen 7"¢
konvergieren.

Zu zeigen bleibt dann noch

o0 (i (= (5 8) ) 2 (i (s (£ ) < ) )] o

d.h. die Konvergenz der Differenz der erwarteten Nutzen gegen 0 muss schneller sein als ﬁ
GemaéfB Satz 39 gilt fiir m(n)
(n— 1)7T(n)(d — B)(u— B) + B(pu+ (1 — p)d — B)
(w(n)(u— B) + B)(w(n)(d — B) + B)
m(n)(d(1—-C)—B)(u(l —C)—B)+ B(pu(l —=C)+ (1 —p)d(1—-C) — B) _0
(r(n)(u(l1—C)—B)+ B)(w(n)(d(1 —C) — B) + B)
Wahlt man nun 7(n) = 7™ — f(n) so ergibt sich
f(n)(n —1)(B —d)(u— B)
(r(n)(u— B) 4+ B)(w(n)(d — B) + B)
m(n)(d(1—-C)— B)(u(l —C)—B)+ B(pu(l —=C)+ (1 —p)d(1—-C) — B) _0
(r(n)(u(l1—C)— B)+ B)(w(n)(d(1 —C) — B) + B)

Wire nun lim,,_, f(n)(n—1) = 0, so wiirde der erste Term im Limit verschwinden, der zweite
hingegen nicht. Wire hingegen lim,, o f(n)(n — 1) = +o0, so wiirde der Term insgesamt
gegen +oo konvergieren. Beides wiirde eine Verletzung des Optimalitédtskriteriums von m(n)
darstellen, somit gilt also lim,, o f(n)(n —1) =a, 0 < a < +o0.

Man kann also schreiben

ne _ ) mit lim a(n) =a,a(n) >0 Vn

m(n)=m —1 Jim
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6.5 Die beste konstante Losung Worst Case Modell

Damit gilt dann

[ (o (= (2= 5) w 5) )~ (i (0 (£ - 5) 45) )
<(n—1)In <1 +p(:<n;(z(f)g;:§) +(1-p) (”ﬁ(ng(g(f);()d[?)
(analog Beweis von Satz 34)

— (h—1D1n a(n) [m(n)(u— B)(d = B) + B(pu + (1 — p)d — B)
~ ”1<1+ —1[ <wmx B) B)(x(n)(d — B) + B) ])
n—l B) xﬂm< ~B)1B)

(
(n—1)In 1+ a(n ( BB —d)
+B)( (n)(d - B) + B)

Lo (u—B)(B - d)
- B T B BT B)
- A (u— B)(B — d)

~ (x(n)(u—B)+ B)(x(n)(d— B) + B)

—0firn —

Damit ist die Behauptung fiir 7™¢ < #&_C) gezeigt.

Falls nun #"¢ > %, dann gilt gemédfl den Sétzen 35 bzw. 39, dass sowohl my(n) der
optimalen verdnderbaren Losung als auch die optimale konstante Losung 7(n) fir n — oo
gegen % konvergieren.

Wahlt man nun 7(n) = % — f(n) (anstatt wie oben m(n) = "¢ — f(n)) so ergibt sich
fiir die optimale konstante Losung

(n— 1" A= B)(u—B) + Blpu+ (1 —p)d - B)

(w(n)(u — B) + B)(w(n)(d - B) + B)
m(n)(d(1 = C) = B)(u(l1 = C) = B) + B(pu(1 = C) + (1 = p)d(1 = C) — B)

() (u(1 = C) = B) + B)f()(d(1 - C) — B) -
Wegen f(n) > 0 Vn (wegen der Zuldssigkeit von m(n)) ist dies aquivalent zu
(n— 1)f(n)7r(n)(d — B)(u— B)+ B(pu+ (1 —p)d — B)
(m(n)(u = B) + B)(n(n)(d — B) + B)
+7r(n)(d(1 —C)-B)(u(l-C)—B)+ B(pu(l-C)+ (1 —p)d(1 —C) — B) _0

(m(n)(u(l - C) = B) + B)(d(1 - C) — B)
Da die Terme

m(n)(d = B)(u — B) + B(pu+ (1 — p)d — B)
(r(n)(w — B) + B)(m(n)(d — B) + B)
m(n)(d(1 = C) = B)(u(l = C) = B) + B(pu(1 = C) + (1 — p)d(1 = C) — B)
(r(n)(u(l = C) = B) + B)(d(1 - C) - B)

bzw

fiir n — oo endlich sind, folgt lim,, oo (n — 1) f(n) = a fiir ein a < +o0.
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6.5 Die beste konstante Losung Worst Case Modell

Aufgrund der Indifferenz fiir die variable Losung kann man die Differenz der schlechtesten
erwarteten Nutzen auch schreiben als

glﬁl <1n (wi(n) <§; - B> + B)) —(n—1)E (m (TF(TL) (g; - B) N B))
E <ln <7T(n) <§;(1 o) - B) + B>>

Fiir groBe n hat der dritte Term die Ordnung (1 — p)In(n — 1) (da wie oben gezeigt m(n) mit
Ordnung ﬁ gegen % konvergiert und der Term fiir u endlich ist).

Es soll nun noch gezeigt werden, dass fiir ausreichend grofie n gilt, dass mo(n) > w(n). Dann
gehen der erste und zweite Term in Summe fiir ausreichend grofle n entweder gegen einen
festen Wert oder gegen +oo und die Behauptung dieses Satzes wéire gezeigt.

Hierzu soll der Gedanke aus Satz 35 aufgegriffen werden: Aufgrund der Indifferenz gilt
St ne [S1
E{In{m(n)|+-1-C)-B|+B||+(n—-1)E(In{(n"|+—-B)+B
S() SO
n—1
=> E (m <m(n) (Sl — B> + B))
i=0 So

Fiir grofle n muss also m(n) ausreichend schnell fallen um den Zuwachs

(3 ) ) o (35) )

B

Boq(i=c) hur der Term fiir d relevant (der Term fiir

zu kompensieren. Dabei ist fiir mo(n) —
u ist endlich), d.h.

(1 =p)In(mo(n)(d(1 = C) = B) + B) ~ =6(n — 1)

Mit der Notation my(n) = % — g(n) erhélt man so
T (1)
9~ g =
fiir grofle n.
Folglich konvergiert my(n) exponentiell und somit schneller gegen % als w(n), d.h.
mo(n) > m(n) fiir ausreichend grofle n. Damit ist die Behauptung gezeigt. a

95



6.6 Veranderte Marktbedingungen nach dem Crash Worst Case Modell

Die Konvergenz der Differenz der erwarteten Nutzen sieht grafisch wie folgt aus:

Differenz der schlechtesten Differenz der schlechtesten
erwarteten Nutzen erwarteten Nutzen
0,007 1,00
0,006
E 0,80
§ 0005 lf-\ 5
£ 0,004 ’ & 0,60
0O 0,003 l = 0,40
0,002 f /
0,001 0.20
o000 4+ —+—+ - v i i v i 4+ ooo /o v
1 200 1 200
Anzahl der Schritte im Binomialbaum Anzahl der Schritte im Binomialbaum
D= 07 5 p = 0, 7
u=1,26 u=1,26
d=0,84 d=0,84
B=1,04 B=1,04
C=0,1 C=0,5

Dieses Ergebnis ist interessant - es zeigt, dass solange es (auch unter einem drohenden Crash)
zuléssig ist, vor dem Crash den optimalen Anteil an Aktien im Modell ohne Crash zu halten, es
(auf lange Sicht) keinen Unterschied macht, ob man einer sich &ndernden oder einer konstanten
Losungsstrategie folgt.

Ist es allerdings aufgrund der Restriktion durch den Crash (Vermégen darf mit der verwendeten
Strategie durch den Crash nicht negativ werden) nicht moglich, den optimalen Anteil an Aktien
im Modell ohne Crash zu halten, wird der Unterschied im resultierenden Endvermogen mit
der Zeit unendlich grof3.

6.6 Veranderte Marktbedingungen nach dem Crash

Bislang wurde angenommen, dass die Marktbedingungen (p, u, d) vor und nach dem Crash
identisch sind. In der Realitédt ist allerdings zu beobachten, dass sich Markte durch einen
Crash verandern, haufig sogar nachhaltig.

Daher soll in diesem Abschnitt betrachtet werden, wie sich die Losung im Worst Case Mod-
ell verhéalt, wenn sich nach erfolgtem Crash der Markt verdndert. Aus Griinden der ein-
facheren Notation konzentriert sich auch dieser Abschnitt wieder auf das Modell mit nur
einem moglichen Crash.

Im Folgenden bezeichnet 7 bzw. S den optimalen Aktienanteil bzw. den Aktienkurs vor dem
Crash, 7™ bzw. S die optimalen Aktienanteile bzw. den Aktienkurs nach dem Crash (mit dann
verdnderten Marktparametern).

Satz 41 Sei die Parameterkonstellation pu(l1—C)+ (1—p)d(1—-C) < B < pu+ (1 —p)d und
folgende Bedingung erfillt:

Elln|a™ i—B + B gE(ln(ﬂ”C<Sl—B)+B>)
So SO
oder ¢ > B

=B _d1-0)

(dabei bezeichnet ¢ den optimalen Aktienanteil im Modell ohne Crash).
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6.6 Veranderte Marktbedingungen nach dem Crash Worst Case Modell

Dann gilt auch im Fall sich andernder Marktbedingungen nach dem Crash, dass fir die op-
timalen Aktienanteile der erwartete Nutzen unabhdngig davon ist, ob ein Crash erfolgt oder
nicht, d.h.

E(In(X; (70, ..., ™)) = E(In(X (7o, ..., )

(wobei X das Endvermdégen im Fall eines aufgetretenen Crashs, X' das Endvermdgen im
Fall eines drohenden, aber nicht eingetretenen Crashs bezeichnet).

Weiterhin gilt
0<m <%

wobei w° der eindeutige Aktienanteil ist, so dass 0 < 7w < "¢ und

(e (8-)+2)) -2 ([ (2-2) <)) |

Beweis: Der Beweis soll analog zu Satz 34 iiber Induktion gefithrt werden.

T = argmm{

Der Induktionsanfang fiir n = 1 ergibt sich dabei direkt aus Satz 34, da es bei nur einer
betrachteten Periode unerheblich ist, ob sich die Marktparameter nach erfolgtem Crash dndern
oder nicht. Insbesondere gilt auch hier das Ergebnis von Satz 33, d.h. my(1) = 0.

Sei die Behauptung also fiir alle N < n gezeigt. Betrachtet sei dann das n-Perioden-Modell
nach dem 1. Schritt. Es konnen dann zwei Félle eingetreten sein: Entweder im 1. Schritt ist
ein Crash eingetreten (Fall 1) oder nicht (Fall 2).

Im ersten Fall sind die weiteren optimalen Aktienanzahlen bekannt (aus dem Binomialmodell
ohne drohenden Crash). Es gilt dann:

E(n(Xg)) = E (ln (Xo (m (2(1]“ -0)- B) - B> ﬁj <7r (SSH B B) ' B) ))

Im zweiten Fall gilt aufgrund der Induktionsannahme, dass es fiir die optimalen Aktienan-
zahlen irrelevant ist, wann (und ob) im weiteren Verlauf ein Crash erfolgt oder nicht. 0.B.d.A.
sei daher angenommen, dass der Crash im 2. Schritt erfolgt. Es gilt dann:

s = (1o (3 ) +9)) 20 (n(§0-1-9) +2)
()4

E(In(X;")) - E(In(X;?))

n

=E(In <7T0<S1(1—C)—B)+B> e é—B +B
SO Sl
—E(In| { 7o i—B +B)|m é(l—C’)—B +B
So Sl
Daraus ergibt sich, dass mp < 7"¢, denn der erste Term ist monoton fallend in 7y (siehe Beweis

von Satz 34) und fiir den zweiten Term gibt es aufgrund der Stetigkeit und dem Maximum
bei mg = 7™¢ fiir jedes zuléssige mg > 7" ein Ty < 7" so dass

(oo (3 -1) 1) 2o (3 5) )
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6.6 Veranderte Marktbedingungen nach dem Crash Worst Case Modell

Da das gesuchte 7 die Funktion min{E(In(X¢' (7))), E(In(X¢2(7p)))} maximiert, muss somit
mo < "¢ gelten.

Aufgrund der Induktionsannahme gilt 71 > 0 und damit (wegen pu(1—C+(1—p)d(1-C) < B)

E <ln (m <§j(1 —C) - B> + B>> < In(B)

Wegen der Optimalitat von 7"¢ gilt weiter

. (m <7r (S . B) N B)) > n(B)
S1

Weiter gilt fiir mg < 0 dass

£ (ro (35 5)) 5 (s (S0 01 5) ) <

(analog Beweis von Satz 34) und daher

E(In(X7! (mo < 0))) > E(In(X;?(m0 < 0)))

Gemaéfl den Voraussetzungen dieses Satzes gilt

(S a) o)) =t (Gon) o)

’I’LC>
oder _—B—d(l—C)

Sei zunachst der Fall betrachtet, dass die erste Bedingung erfiillt ist. Dann sei mp = 7%
gewdhlt. Weiter sei angemerkt, dass 7% > 0, da wegen der Optimalitat von 7"¢

E (ln <7~r"c <bj1 - B) + B)) > In(B)
So

(und daher gilt wegen pu + (1 — p)d > B, dass 7% > 0).
Weiterhin

E(In(X;! (0 = 7°))) = E(In(X;*(mo = 7°)))

_IE(ln (w (?(1)(1—0) —B> +B>> E <1n (m (2(1—0)—3) +B>>

<0

da geméaf Induktionsvoraussetzung m; < 7% (Beweis analog zu Satz 34).

Falls die erste Bedingung nicht gilt, dafiir aber die zweite, ist 7% = 7" und E(In(X¢!(m =
) < E(n(X;?(m = 7)) (da E(ln(Xg'(mo = 7)) = —oo, E(In(X;?(m = 7))
endlich). Somit gilt dann ebenfalls E(In(X&! (mp = 79))) < E(In(X2(m = 7%))).
Abschlieflend kann analog zum Beweis von Satz 34 mittels Monotonie- und Stetigkeitsargu-

menten gezeigt werden, dass der optimale Aktienanteil 7j am eindeutigen Schnittpunkt der
Funktionen E(In(X¢!(mp))) und E(In(X7¢(m))) liegt, der sich zwischen 0 und 7%¢ befindet. O
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6.6 Veranderte Marktbedingungen nach dem Crash Worst Case Modell

Auch hier ist wieder die Monotonie und Konvergenz der so gefundenen Lésungen nachweisbar:

Satz 42 Fir die Parameterkonstellation pu(l — C)+ (1 —p)d(1 = C) < B < pu+ (1 — p)d
und unter der Bedingung

(3 ) o)

s_ B
= B—d(1-0)

gilt: Die Folge der optimalen Aktienanteile wy(n) ist streng monoton wachsend und konvergiert

gegen
"oB-d1-0)f"

Beweis: Aufgrund der in Satz 41 gezeigten Indifferenz gilt
E(In(X;! (70, .+, 7)) = E(In(X;2 (70, .- 7))

oder "¢

Daraus folgt dann wiederum
E (m <7r0 (2(1 —0) - B> +B>> +E <ln (fr’w (gj - B) +B>>
5 (n(no (2 8) +5)) +2 (0 (m (2a-0)-5) +5))

(die restlichen Terme kiirzen sich weg).

Gemaf Definition gilt

(e o)) o (32) )

Wegen mp < 7% < 7"¢ (geméB Satz 41) und wegen pu + (1 — p)d > B, folgt weiter

E(ln|( 7% éfB + B >E|(In | m ﬁfB + B
Sl SO
und daher muss gelten, dass
E ln 0 ﬂ(1—6’)—3 +B <]E ln 1 %(1—0)—3 +B
S() Sl
Der restliche Beweis (inkl. Konvergenz) ist analog zu Satz 35. O

Satz 43 Fir die Parameterkonstellation pu(l — C) + (1 —p)d(1 — C) < B < pu+ (1 — p)d
sowie unter der Bedingung

E <1n (ﬁ"c (g(l) — B) +B>> <E <ln (W”C <g(1) — B) —I—B))
ot s B

gilt: Der optimale Aktienanteil m; ist unabhdngig vom Pfadverlauf, vom aktuellen Vermdgen
X; und vom aktuellen Aktienwert S;.

Beweis: Analog Beweis von Satz 36. O
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6.6 Veranderte Marktbedingungen nach dem Crash Worst Case Modell

Nun sei noch der Fall betrachtet, dass die Marktbedingungen nach dem Crash giinstiger sind
als vorher:

Satz 44 Fir die Parameterkonstellation pu(l — C) + (1 —p)d(1 — C) < B < pu+ (1 — p)d
sowtie unter der Bedingung

(@ e )2l (o) o)

B—d(1-C)

gilt: Es existiert ein N so dass fiir alle n > N mo(n) = 7. Der erwartete Nutzen firn > N
ist nicht mehr indifferent in Bezug auf das Auftreten eines Crashs.

Fir n < N gilt hingegen die Indifferenz des erwarteten Nutzens gegeniiber einem Crash und
die strenge Monotonie der optimalen Aktienanteile.

Beweis: Sei wie im Beweis von Satz 41 die Differenz zwischen E(In(X¢!)) und E(In(X¢?))
betrachtet. Gemafl Voraussetzungen dieses Satzes gilt 7%¢ = 7"¢.

Analog zu Satz 41 gilt weiter mp(n) < 7.

Solange weiterhin gilt, dass

(=)o)
< (m((+ (2 ) +5))) 5 (1 (o (2001 5) 4 5))
(7 (S0 8 8)))

folgt analog zu Satz 41 sowie Satz 42 die Indifferenz des erwarteten Nutzens und die strenge
Monotonie der optimalen Aktienanteile mo(n).

Da m(n) aber somit ebenfalls streng monoton wéchst, solange die obige Bedingung erfiillt ist,
und dariiber hinaus gemifl Satz 42 gegen 7"¢ konvergiert (geméfl der Voraussetzungen ist
w9 = 7" und 7"¢ ist zuléissig), existiert ein N, so dass fiir alle n > N

() )
(o (1)) o (0 (0-01-5) )
(o (g0-0-1)-5)

(wenn 1 (n) wéachst, fallt der zweite Term, da pu(l — C) — (1 — p)d(1 — C) < B).
Folglich ist fiir alle n > N

E(In(X;' (o = 7)) > E(In(X;(mo = 7))
Weiter ist analog zu Satz 41

E(In(X; (mo0 < 0))) > E(In(X;(mo < 0)))
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6.6 Veranderte Marktbedingungen nach dem Crash Worst Case Modell

Mit Monotonieargumenten gilt dann auch 7y = 7"¢: Da X ¢! () monoton fallend ist fiir 79 > 0
und X¢(mp) monoton wachsend fiir 0 < my < 7¢ sowie X&' (mg = 7"¢) > X(mg = ") gilt
X (my) > X1¢(mp) fiir alle mo < 7™¢. Da X7"¢(mg) fiir my > 7"¢ monoton fallend ist, gilt
folglich mo(n) = mw"c.

Anschaulich gesehen ist in dieser Situation der Markt nach dem Crash so viel besser als zuvor,
dass selbst der Verlust aus dem Crash wettgemacht wird. In dieser Situation wiirde ein Crash
kein Risiko darstellen, somit entspricht der optimale Aktienanteil dem aus dem Modell ohne
drohenden Crash.

Allerdings ist der erwartete Nutzen fiir den optimalen Aktienanteil nicht indifferent in Bezug

auf den Crash, da in diesem Fall der Schnittpunkt zwischen E(In(X¢!)) und E(In(X7¢)) zwis-

chen 7"¢ und % liegt und damit nicht an der Stelle 7. O

Insgesamt lassen sich die Ergebnisse bei sich é&ndernden Marktbedingungen wie folgt zusam-
menfassen:

Korollar 45 Fir die Parameterkonstellation pu(1—C)+(1—p)d(1—-C) < B < pu+ (1 —p)d
gilt: Die optimalen Aktienanteile sind monoton wachsend sowie unabhdngig vom Pfadverlauf,
vom aktuellen Verméogen X; und vom aktuellen Aktienwert S;. Sie konvergieren gegen

B
: ac
mm{ﬂ ’B—d(l—C)}
und lassen sich rekursiv wie folgt ermitteln:

e (1) =0.

e Falls

Cl)z‘ (@)

(= (5-2) )
<2(n((=(5-#) 7))
E <ln <<ﬂ'0(n— 1) (2(1 e —B) +B>>>
2 (= (50-0-2) +5)))
E (m <7r0(n) <g(1)(1 ye) —B> +B>> +E (m (frnc (g; —B) +B>>
_E (m <7r0(n) (g; —B> +B)> VE <ln <7T0(n— 1) (::(1)(1 o) —B> +B>>

e Sonst: mp(n) =7

Beweis: Vorangegangene Sétze 41, 42, 43 und 44. O
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6.7 Mehrere Aktien Worst Case Modell

Die Ergebnisse sind hier noch einmal grafisch dargestellt:

Verlauf der optimalen Aktienanteile Verlauf der optimalen Aktienanteile
0,25
S s ====Optimaler Anteil bei 3
€ 02— __eemmmmTT drohendem Crash £ ----Optimaler Anteil bei
2 e g drohendem Crash
2 015 - g
< / —— Anteil mit equivalentem | | <&
3 01 d Nutzen zu optimalem 8 ——Optimaler Anteil bei sich
g ' / Anteil nach Crash g andernden
= 005 T = Marktbedingungen
s —— Optimaler Anteil bei §
sich andernden
0 ! m ! ! ! Marktbedingungen
1 200
Anzahl der Schritte im Binomialbaum Anzahl der Schritte im Binomialbaum

p=20,5 p=0,7

u=1,26 u=1,26

d=0,84 d=0,84

B=1,04 B=1,04

C=0,1 C=0,1

a=1,36 =124

d=0,74 d=0,86

Auf der linken Seite ist die Marktsituation nach dem Crash schlechter (d.h. der maximale
erwartete Nutzen kleiner als vorher), im rechten Bild besser.

6.7 Mehrere Aktien

Im Gegensatz zum Fall mit einer Aktie muss die optimale Losung bei drohendem Crash fiir
eine Periode bei mehreren Aktien nicht notwendigerweise bei 0 liegen. Fiir das Beispiel aus
Abschnitt 2.2.3 und C' = 0,1 gilt n&dmlich:

Der optimale erwartete Nutzen fiir 7)) = —2,12, 72 = 2,16 liegt bei 9, 73 (egal ob ein Crash
auftritt oder nicht) , bei 7)) = 7(2) = 0 hingegen nur bei 9, 25.

Allerdings ist es weiterhin ausreichend, nur die Falle ”maximaler Crash” und "kein Crash” zu
betrachten, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 46 In einem Binomialmodell mit drohendem Crash von mazimaler Hohe C und m Ak-
tien gilt fir alle w

0<in£CE(ln(Xn(c, 70y -y ) = MIN{E(In(X,,(C, 7o, ..., m), E(In( Xy, (0, 7o, ..., mn) }

Beweis: Es gilt

Pi(c) :== E(In(X, (¢, k, 7o, ..., ™)

_X0+ZE In Zw <’+1—B)+B

£k
7)

+E [ In ZT[' <k+1 )—B)—l—B
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6.7 Mehrere Aktien Worst Case Modell

Zum Finden lokaler Extrema in ¢ wird diese Funktion nach ¢ abgeleitet. So erhalt man

; 2
(2?1 ! ;J>1
F{(c) = -E —

2
<Zm 7 (S’(“J’B (1—¢)— B> + B)
=17k \ 5O

Somit ist P}/(c) stets < 0 und damit hat P/(c) hochstens eine Nullstelle bzw. P (c) hochstens
ein lokales Extremum in ¢, bei dem es sich dariiber hinaus wegen P}/(¢) < 0 um ein lokales
Maximum handelt. Folglich liegt das globale Minimum fiir alle £ an den Réndern, d.h. das
globale Minimum liegt entweder bei ¢ = 0 oder ¢ = C. O

Weiter gilt auch fiir mehrere Aktien, dass die optimale Losung (unter bestimmten Vorausset-
zungen) bzgl. des Eintreten des Crashs indifferent ist:

Satz 47 In einem Binomialmodell mit drohendem Crash von maximaler Hohe C und m Ak-
tien gilt: Falls

Zﬂ(j)’"c > 0 und Zw(j)’c <0
j=1 J=1
dann gilt: Die optimale Aktienanzahl ist indifferent bzgl. eines Crashs.

Dabei bezeichnet ¢ die optimale Léosung im Fall ohne Crash sowie m¢ die optimale Losung
im Fall mit sicherem Crash.

Beweis: Sei zunéchst der Fall von nur einer Periode, d.h. n = 1 betrachtet. Dann gibt es
nur zwei Falle, d.h. entweder tritt ein Crash auf oder nicht.

Sei weiter angenommen, dass 7* die optimale Losung ist und dass fiir 7* weder die Indifferenz
gilt noch ist 7* die optimale Losung fiir den Fall mit (sicherem) oder den Fall ohne Crash.

Dann gébe es zwei Moglichkeiten: An 7* ist entweder der Fall mit oder der Fall ohne Crash
die schlechtere Variante.

Sei zunachst angenommen, dass der Fall mit Crash der schlechtere Fall ist. Dann gilt: 3¢ > 0 :
|ly — 7*|] < € und y ist eine zuldssige Losung sowohl im Fall mit als auch im Fall ohne Crash
(d.h. E(In(X{(y))) > —o0, E(In(X7“(y))) > —oo) und fiir alle y ist das Eintreten des Crashs
schlechter. Da 7* nicht das lokale Maximum des Falls mit Crash ist, folgt daraus, dass es in
der so definierten e-Umgebung ein y* geben miisste, dessen erwarteter Nutzen bei (sicherem)
Crash besser ist als der von 7*. Da weiterhin fiir y* das Eintreten des Crash schlechter ist als
das Nicht-Eintreten, ware y* auch im Hinblick auf die optimale Losung bei drohendem Crash
besser als 7*. Dies stellt jedoch einen Widerspruch zur Optimalitat von 7* dar.

Analog lasst sich auch fiir den Fall argumentieren, dass bei 7* der Fall ohne Crash der
schlechtere Fall ist.

Insgesamt bedeutet dies also, dass nur 3 Moglichkeiten existieren: Die optimale Losung bei
drohendem Crash 7* ist die optimale Losung des Problems ohne Crash, die optimale Losung
des Problems mit (sicherem) Crash oder sie ist in Bezug auf das Eintreten eines Crashs indif-
ferent.

Im Fall der ersten Variante, d.h. 7* ist die optimale Losung des Problems ohne Crash, muss
gelten, dass E(In(X7¢(7*))) < E(In(X{(7*))) damit 7* auch eine optimale Losung des Prob-
lems bei drohenden Crashs ist.
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6.7 Mehrere Aktien Worst Case Modell

Allerdings gilt:
) (Y
E | In E 7 .)(1—0)—B + B

. G (5t )
=E[In|) (1-C)ny ﬁ—B +B|1-C> mf
0

i=1

S(g] )

(geméf Voraussetzung dieses Satzes)
m ()
G) (51 _
<E|ln ZWO (S(j) B> +B
7j=1 0

(wegen Optimalitét ist 7 besser als 7*(1 — C))

<E (Y «0-0) (2% -B|+B
j=1

Folglich fithrt dieser Fall zu einem Widerspruch.

Im Fall der zweiten Variante, d.h. 7* ist die optimale Losung des Problems mit sicherem
Crash, ist E(In(X{(7*))) < E(In(X7¢(7*))) erforderlich. Es gilt dann aber

=1 Sy
—E i 1 (J><5§])(1_0)—B)+B 1+L§:w(j)
—=1-C7" \ 50 -0 2"
<E|[In i ! 7 (Sy)(l—c)—B)—i-B
N jzll—CO Séj)

(geméB Voraussetzung dieses Satzes)

o (S
7j=1 0

i
1—C')

(wegen Optimalitit ist 7" besser als

Da dies also auch wieder zum Widerspruch fiihrt, muss insgesamt gelten, dass 7* bzgl. des
Eintretens des Crashs indifferent ist.

Fiir n > 1 soll der Beweis iber Induktion gefiihrt werden. Der Induktionsanfang wurde bereits
gezeigt. Induktionsannahme ist die Indifferenz fiir alle Baumgréflen kleiner n.

Fiir n Perioden gibt es dann wieder zwei Félle: Der Crash erfolgt im ersten Schritt oder
nicht. Wegen der vorausgesetzten Indifferenz ist es fiir die optimale Losung egal, wann der
Crash nach dem ersten Schritt erfolgt oder ob er gar nicht mehr erfolgt. Sei 0.B.d.A. also
angenommen, dass der Crash entweder im ersten oder im zweiten Schritt erfolgt. Dann gibt
es flir den optimalen Nutzen fiir n Perioden folgende zwei Formeln.
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6.7 Mehrere Aktien Worst Case Modell

Crash im 1. Schritt:

P (cl) :=
m () m )
@D (51 (e [ O3
E|In ZT&'O (S(j)(l ) B> +B +E|In Zﬂ'l (S(j) B> +B
j=1 0 j=1 1

Die Formeln unterscheiden sich nur in den ersten beiden Termen. Beziiglich der optimalen

G

Losung fir 770 ) kann analog wie bereits zu Beginn des Beweises gezeigt werden, dass es nur
3 Moglichkeiten gibt: = ist die optimale Losung des Problems ohne Crash, die optimale
Losung des Problems mit (sicherem) Crash oder sie ist in Bezug auf das Eintreten eines
Crashs indifferent.

Sei angenommen, dass 7} = 7r0 , keine Indifferenz. Dann miisste P*(c2) < P7*(cl) gelten.
Wegen der Optimalitéit von 72 gilt aber

m ()b S(J)
E|In Zwlj’c ﬁ(lfC)—B +B

0

(e (S
>E(In [ mg w(1—0)—13 +B
0
und folglich P"(c2) > P}*(c1), was einen Widerspruch ergébe.

Falls 7§ = 7n§ ohne Indifferenz, dann ware P)*(cl) < P;*(c2). Dann gélte wegen der Opti-
malitat von 7 zunachst

Wegen der Optimalitdt von 7r§ Pn

mo () J)
E[In Zw?)’m(g@)—B)JrB >E | In Zw(“( —B>+B

j=1 1

“ folgt weiter
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6.7 Mehrere Aktien Worst Case Modell

und somit P (cl) > P*(c2), d.h. dieser Fall fiihrt ebenfalls zum Widerspruch. Folglich muss
die Losung beziiglich des Eintretens eines Crashs indifferent sein. O

Im Folgenden soll noch die Existenz und Eindeutigkeit der Losung untersucht werden.

Lemma 48 Die Funktion

ist streng konkav.

Beweis: Da f(7) stetig ist, ist es ausreichend zu zeigen, dass fir alle 7 # 7

(TeE) > L s

2 2
Es gilt
f) + fF) _ (mtr
2 2
. (7) X (7)
1 (Z}L ) (g() _ B> + B) <z;?;1 70) (;) _ B> + B>
=-E|In 0 0

2 NI ae) 2
m @470 [ S
2 (6-)
0
Weiterhin gilt fiir jede Kombination von w;
(S 79w — B) + B) (S #0(w; — B) + B)

m a4z, 2
S m0EE0 (o, B) 4 B

<1

da
(Z}’Ll 70 (w; — B) + B) (z;.”:l 70 (w; — B) + B)

m @D 4rl) 2
Y =5 (wj—B)+B

IN
—

. ‘ 2
Jj=1 j=1 j=1
m m m 2
= 4| 1w -B) | | Y 7w —B) | < [ D @D +7D)(w; - B)
j=1 j=1 j=1
m 2
= 0< | Y (7Y - 7#D)(w; - B)
j=1

Weiterhin gilt fiir die Wahl w; = d; falls 7@ < 7U) bzw. wj = u; falls 7@ > 70U) sowie wegen

TET
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6.7 Mehrere Aktien Worst Case Modell

Somit folgt insgesamt

m () [ S i [ 89
(ijl )] <S§JJ> — B) + B> (ijl 5(9) (SE’) _ B> + B)
E|In

und die Behauptung ist gezeigt. O

Lemma 49 Die Funktion

()
Py (m) = In(Xo) +ZE In ZWU ( s —B) +B

ist streng konkav. Weiterhin ist Py "¢ streng konkav.

Beweis: P, ist streng konkav aufgrund Lemma 48 und da Summen streng konkaver
Funktionen ebenfalls streng konkav sind.

P/ ist streng konkav, da man analog Lemma 48 zeigen kann, dass

J)
f€(r):=E|In ZW ( 1—C’)—B>+B

streng konkav ist. O

Satz 50 In einem Binomialmodell mit drohendem Crash von maximaler Hohe C und m Ak-

tien gilt: Falls
S w0 0 und 370 < 0
j=1 j=1

dann gilt: Die optimalen Aktienanzahlen sind indifferent bzgl. eines Crashs. Weiterhin ex-
istiert eine eindeutige Losung fir die optimalen Aktienanzahlen.

Beweis: Die Indifferenz als notwendige Voraussetzung der Optimalitdt wurde bereits in Satz
47 gezeigt.
)

Die Existenz ist trivial, da z.B. 7;”/ = 0 eine zuldssige Losung darstellt.

Die Eindeutigkeit folgt aus der in Lemma 49 gezeigten strengen Konkavitat der beiden Funk-
tionen P;""° und P,"“: Die optimale Losung wird gesucht fiir g := min{P;"", P,"“}. Dieses
ist ebenfalls streng konkav, da

T+ . T+ T+
o (757 = {pe (557 e ()
1
> o min{ B (m) + P, By (m) + By}

(fiir m # 7)
+ min{min{ P (), BY(m) + min (), BP(R))  Be() + PP(R))

v

= %min{PfT’”C(ﬂ)’PJZ“( )} + min{ P, By4(7) )

_g(m) +9()
2

Da g streng konkav ist und an den Randern gegen —oo lauft, hat es ein eindeutiges Maximum.
O
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6.8 Zwischenfazit Worst Case Modell

6.8 Zwischenfazit

Im Rahmen des Worst Case Modells wurden mehrere Falle untersucht - ein und mehrere
moglich Crashs, eine und mehrere Aktien, konstante oder sich dndernde Marktbedingungen
nach dem Crash. Dabei wurde (aufler fiir den Fall der optimalen konstanten Losung) stets
gezeigt, dass die optimale Strategie stets indifferent in Bezug auf das Auftreten eines Crashs ist.
Durch diese Bedingung kann die optimale Strategie auch mit einfachen numerischen Mitteln
berechnet werden.

Im Fall der optimalen konstanten Losung konnte man weiterhin zeigen, dass der Unterschied
im optimalen Endvermoégen zwischen der konstanten und veranderlichen optimalen Losung
davon abhéngt, ob es auch unter einem drohenden Crash zulassig ist, vor dem Crash die
optimale Strategie im Fall ohne Crash zu verwenden, ohne dass dann bei Eintreten eines
Crashs das Vermogen negativ wiirde. Ist dies der Fall, d.h. kann man vor dem Crash die
optimale Strategie ohne Crash verwenden, dann konvergiert der Unterschied mit steigender
Grofle des Binomialbaums (also im Zeitverlauf) gegen 0, ansonsten gegen —oo.
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Kapitel 7

Ergebnis

In der vorliegenden Arbeit wurden verschiedene Ansétze der Portfoliooptimierung untersucht
und auf das Binomialmodel iibertagen.

Zunéchst wurde die Optimierung im Fall mit Transaktionskosten (fix und variabel in Ab-
héngigkeit von der Anzahl der gekauften Aktien) betrachtet. Hierbei wurde gezeigt, dass
eine optimale Losung fiir grole n (wobei n die Tiefe des Binomialbaums bezeichnet) nicht
mehr mit numerisch vertretbarem Aufwand ermittelbar ist, da fiir die optimale Losung ein
Problem mit 2" Variablen zu losen ist. Allerdings wurde eine Handelsstrategie dargestellt, die
zumindest besser ist als einfache Buy-and-hold-Strategien. Weiterhin wurde gezeigt, dass die
mittels des Binomialmodells gefundenen optimalen Aktienanzahlen bei geeigneter Wahl der
Parameter des Binomialbaums gegen die optimalen Aktienanzahlen im Black-Scholes-Modell
konvergieren.

Weiter wurde das Morton-Pliska-Modell analysiert, das sich dadurch auszeichnet, dass die
in diesem Modell entstehenden Transaktionskosten als ein fester Prozentsatz des jeweils ak-
tuellen Gesamtvermogens berechnet werden. Fiur dieses lésst sich im Binomialmodell eine
geschlossene optimale Losung angeben. Wie in [5] wurde dann analysiert, inwieweit man die
aus diesem Modell gegebene optimale Handelsstrategie auf die Realitéat, d.h. auf eine Sit-
uation mit variablen und fixen Kosten, iibertragen kann. Im Fall mit variablen Kosten ist
dies moglich, d.h. unter geeigneter Parameterwahl sind die mit dieser Handelsstrategie in der
Realitat entstehenden Kosten kleiner als im Modell. Fiir den Fall mit fixen Kosten kann man
aufgrund der Struktur der optimalen Losung jedoch zeigen, dass ein Ubertag der optimalen
Morton-Pliska-Handelsstrategie auf die Situation mit fixen Kosten nicht moglich ist.

Das Worst-Case-Modell setzt sich mit der Situation auseinander, dass jederzeit ein Crash
auftreten kann, wobei weder feststeht, wann oder ob ein Crash eintritt, noch in welcher Hohe.
Auch Verteilungsannahmen hieriiber sind nicht bekannt. Analog zum zeitstetigen Modell kann
man auch hier optimale Losungen bzw. Algorithmen zur Ermittlung optimaler Losungen
ableiten. Dariiber hinaus kann man zeigen, dass sich das Vorgehen auf das Problem mit
mehreren Aktien Ubertragen l&sst.

Die Vorteile des Binomialmodells liegen dabei darin, dass optimale Aktienanzahlen bzw. Han-
delsstrategien in der Regel mit geringerem numerischen Aufwand berechenbar sind als im
zeitstetigen Modell. Aufgrund der gezeigten Konvergenz gegen das zeitstetige Modell sind die
Resultate aus dem Binomialmodell dariiber hinaus auf das stetige Modell iibertragbar. Dabei
kann man das Binomialmodell je nach Wahl der Parameter gegen verschiedene zeitstetige Mo-
delle konvergieren lassen (siehe z.B. [1]). Insgesamt sind also die Resultate im Binomialmodell
einfacher zu berechnen, die Resultate konnen aber trotzdem durch geeignete Parameterwahl
an verschiedene zeitstetige Modelle angenéahert werden.
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