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Die Begriffswelt des Formalen

1. Der Zweck des Formalen

Eskommt immer wieder vodal jemand, der mit einer Entscheidung eirersvsltungsbeamten oder
Richtersnicht einverstanden ist, dewMurf erhebt, die Entscheidung sei ausschliel3lich unterfoein

malen” Gesichtspunkten gefallt worden und and@esichtspunkte seien gar nicht in Betracht gezogen
worden.Damit will der Opponent sagen, dafd einfach "stur” nach demila\t der Gesetze odepW
schriftenverfahren worden sei. Ob hier der Opponent daig M malin der gleichen oder einer &hnlichen
Bedeutungrerwendet, wie siauchin der Fachsprache der Mathematik, der Informatik oder der Philoso
phiegilt, ist eine Frage, die der Leser beantworten kdnnen sollte, nachdem er die folgenden Betrachtungen
geleserhat.

Die formalen Systeme entstanden in der Logik, also dem Zweildakematik, in dem die Grundla
gendes Beweisens untersucht werden. Sie sind gieliaiis des Bemuhens der Logikaehr "Objektivi
tat” in die Kunst des Beweisens hineinzubringen. Ein mathematischer Beweis zu einer Behauptung b ist
eine endliche Folgejaa, ag, ...a,von Aussagenglie von Mathematikern als "wahr” anerkannt werden;
die letzte Aussagenast entweder gleich der Behauptung b, womit dihvtieit von b bewiesen ist, oder
gleichderen érneinung, womit die Behauptubgviderlegt ist. FUr jede einzelne Aussager derFolge
& bis gywird die Anerkennung ihrer ®Whrheit auf eine von zwei moglichereiden begriindet: Entweder
stammig auseinem apriori gegebenen Repertoire anerkannt wahrer Aussagen, oder aladrdetWon
g folgt logisch zwingend aus derdhrheit der voranstehenden Aussagdnsa ;. Wahrend die drgabe
einesRepertoires anerkannt wahrer Aussagen atalssetzungeglichen Beweisens von den Logikern
ohneweiteres akzeptiert werden kann — denn wo ssditest die wahre Aussaggteerkommen? —, ist fur
einenLogiker keineswegs jede Schluf3folgerung akzeptabel, die andere Leute fiir logisch zwingend hal
ten.Das Bemuhen der Logiker nach mehr Objektivitat war deshalb darauf gerichtet, gdefinieten,
waseine akzeptable logische Schluf3folgerung sei.

Da die groRtmogliche Objektivitat sicher erreicht wére, wenn es gelange, das logische Sahfie3en
einenreinen Formalismus zu reduzieren, entwickelte man die formalen Systeme. Jede Aussagenkette
bisg_1in einer Beweiskette wird nur noch als Symbolfolge betrachtet, deren InterpretatioBetnent
bleibenkann, wenn die SchluR3regeln formalisiert sind. Die SchluRregeln sind genau dann formalisiert,
wennjede Aussage;adie als SchluR3folgerung aden voranstehenden Aussageibia a1 akzeptiert
werden soll, nach diesen Regeln ausschlief3lich unter Bezug auf die Form und nicht auf die Interpretation
derAussagen gbis a_; gewonnerwerden kann.

Ein solches formales System ist also ein geregeltes Spiel mit Forman kdnnte auch Muster oder
Figuren sagen —, das auch von jemandem gespielt werden kann, €iie Hermen bedeutungslos sind.
Dennochist ein formales System nur dann von praktischem Interesse, wenn die Formen von jemandem
interpretiertwerden kénnen; dies mufd jedoch nicht der Spieler sein.

Die Erkenntnis, dal3 der Spieler und der Interpretierende unterschiedliche Personen sein dirfen, bildet
denAusgangspunkt fur die weitere Erkenntnis, daf? der Spieler gar kein Mensch sein muf3, sondern eine
Maschinesein kann. ¥n der Maschine wird nur verlangt, dal’ sie aus gegeli@raren nach einfachen
RegelnmeueFormen erzeugen kann. Bei der Festlegung des Formenrepertoires wird man zweckmafiger
weisedie Mustererkennungsfahigkeiten des jeweiligen Spielers berticksichtigen. Im Falle eines mensch
lichen Spielers wird man ein Repertoire von Schrift— und Formelzeichen wahlen, dessen Elemente durch
einfachedinsehen erkannt werden konnén.Falle eines maschinellen Spielers wird man dagegen als



Formenbinare Codewdrter wéhlen, die man eins—zu—eins den Schrift— und Formelzaicinénen
kann.Binare Codeworter lassen sich technisch leicht duntbrschiedliche physikalische Sachverhalte
reprasentierer z.B. als Lochmuster aefnem Papierstreifen oder einer Karte, als Spannungsverteilung
aufeinem Leitungsbiundel oder als Magnetisierungsverteilung auf einer Magnetplatte. Durch geeignete
Gestaltungles technischen Apparates kann man erreichen, daf? die nach physikalischen Gesetzmaliigkei
tenentstehende zeitliche Folge solcher ReprasentatimoreCodewodrtern dem gewiinschten formalen
FormenspieentsprichtJeder Computer ist ein solcher Apparat, worin ein Formenspiel ablauft, welches
vom menschlichen Betreiber des Computers, nicht aber vom Computer selbst interpretiert wird.

Der Zweckdes Formalen ist die vollstandige Objektivierung eireitb@reichs geistiger
Tatigkeit.Durch die Formalisierung wird die geistige Tatigkeit aufgeteilt in ein objektives,

d.h.mechanisierbares und damit jederzeit nachvollziehbares Formenspiel und in die [sepa
rateInterpretation der Formen.

DieseObijektivierung ist zum einen von groRem Nutzen in der Mathematikzumdanderen ist sie die
Grundlageder Gestaltung von Computern und ihrer Programmierung.

2. Das Prinzip des Formalen

Im Abschnitt 1 wurde ein Formenspiel als eorgéng definiert, bei dem Formbausteine nach Regeln
Formerzusammengesetzt werden und aus gegebenen FormdRagath neue Formen erzeugt werden,
wobeiman bewul3t auf jegliche Interpretation der Formen verzidnt&ild 1 ist schematisch ein For
menspiemit vier Spielschritten dgestellt: Zu Beginn des Spiels ist eine initiale Formenmenggger
ben.Ob es mehrere alternativ gabbare Initialmengen gibt oder ob fédes Spiel immer die gleiche
Initialmengegenommen werden muf3, wird durch die Spielregeln festgelegt.

Im ersten Spielschritt wird der Spieler nach eigenem Ermessen aus der Menge der gegebenen Formen
konstruktionsregeleine auf die Initialmenge fanwendbare Regel auswéhlen, die beschreibt, wie man
aufder Grundlage der Initialmenge durfdnmale Konstruktion eine neue Formdewinnen kann. Am
Endedes ersterspielschritts hat man als Ausgangssituation fiir den zweiten Spielschritt eine Formen
mengeA,, die neben den initialen Formen zusatzlich noch die erste erzeugte famthadt.Im zweiten
Spielschrittwird aus der Menge der gegebenen Konstruktionsregeln eine auf die Formenmange A
wendbareRegel ausgewahlind angewendet, uswor jedem Spielschritt wird gepriift, ob die erreichte
Formenmengé\ bereits das formalkriterium fiir das Spielende erfillt. Dieses Kriterium muf3 neben
denKonstruktionsregeln als Spielregel gegeben sein.

Initiale Formenmenge A Ar Formenmenge A die das
Spielendekriterium erfullt

Bild 1 Formenspiel als Erzeugung einer Folge von Formenmengen



Zur Veranschaulichung der abstrakten Bégriferden in Bild 2 zwei Beispiele von Formenspielergeor
stellt[Wendt—91]. Das Bild zeigtiwei verschiedene Repertoires von flachenhaften Formbausteinen, aus
denen- wie beim Kacheln einer &id — zusammengesetzte Formen gebildet werden kdnegendér
anschaulicheBarstellbarkeit wurden hier flichenhafte Formbausteine als Beispiele gewabhlt. Defr Begrif
desFormbausteins ist jedoch keinesfalls auf die Zweidimensionalitat beschrankt.

DasRepertoire in Beispiel 1 enthalt nur einen einzigen Bausteintyp, aber aus Bausteinerygieses T
kénnenzweidimensionale Formen aufgebawrden, denn es gibt vier unterschiedlicleebdihdungsar
tenzwischen zwei Bausteinen:@iBer Riegel ins weil3e Feld, weiler Riegel ins schwarzedetidarzer
Riegelins weil3e Feld, schwarzer Riegel ins schwarze Feld. Dagegen enthélt das Repertoire in Beispiel 2
zwei Bausteintypen, aber aus Bausteinen diegpeifkénnen nur eindimensionale Formen aufgebaut
werden,da jeder Baustein jeweils nur einéarbindungsriegel und eine dazu passende Aussparting be
sitzt. Die MengeK ist gleich der Menge der mit dem jeweiligeyp&nrepertoire von Formbausteinen
machbarerzusammenhangenden endlichen Formstrukturen.

Furdie Beispiele in Bild 2 wurden keine Spielendekriterien festgelegt. In beiden Beispielen ist jeweils
einefeste Initialmenge fiir den Spielbeginn gegeben.

In allen Fallenin denen es nur eine einzige Initialmenge gibt, bezeichnet man die Formen in der Initial
mengealsAxiome Dabei mul die Bedingung dénabhangigkeierfiillt sein, dal’ kein Axiom aus den
andererAxiomen uber einmaligeder mehrmalige Anwendungen von Ableitungsregeln gewonnen wer
denkann.

Manbeachte, daf3 hier der Befjdes Axioms in einer abstrakteren Bedeutung verwenmldtals sie
jahrhundertelangn der Mathematik Ublich waim Kontext des Formalen sind Axiome lediglich be
stimmte Formstrukturen; im traditionellen mathematischen Sprachgebrauch dagegen sind Axiome be
stimmteAussagen, die per Definition, d.h. ohne Beweis als wahr zu betrachten siadsudenen alle
damitimplizierten wahren Aussagen formal abgeleitet werden kénnekb&ehnitt 3.2 wird dieser Sen
derfallvon Axiomen, die als mathematische Aussagen interpretiert werden kénnen, naher betrachtet.

In den Beispielen in Bild 2 sind die Formen gar nicht interpretiegioadtalSelbstverstandlich hier in
denSpielregeln nur die Form, aber nicht die Interpretation herangezogen werden kann. Aber auch in sol
chenFallen, wo die Formen interpretierbar sind, darf in den Spielregeln — also in den Ableitungsregeln
und im Spielendekriterium — die Interpretation nicht benutzt werden.

Unterden formalen Systemen haben nur wenige Sonderfélle eine praktische Bedeutung. Dies sind ins
besondergliejenigen, bei denen nur eindimensionale Formen, also Folgen von Baustekenmen
wie im Beispiel 2 in Bild 2. Auf eindimensionale Formen beschrankt sich nun die weitere Betrachtung.

In der Praxis geht es selbstverstandlich nicht um reine Spielereien mit bedeutungslosen Formen, son
dernum interpretierbare Symbolfolgen. Die betrachteten Symbolfadgehdann meist als Ausdriicke,
AussagenFragen oder Anweisungen interpretierthar Abschnitt 3 werden Beispiele gastellt.



Beispiel 1 Beispiel 2

Typenrepertoire
o o

Formbausteine

Beispiel einer

Setsten Form P’ ool or

(Element vorK)

Vorgegebene
Initialformen Z@j

(Axiome)

(1) Aus der Kopie einer Initialform fir den | Aus einer Kopie der Initialform
ersten Spielschritt bzwon F fir den fur den ersten Spielschritt bzw
(k+1)—ten Spielschritt kann man eine Form F von K fur den (k+1)—ten Spiel
bzw K1 bauen, indem man an diese Kopigl schritt kann man eine Form F
einen Baustein derart anfugt, dal? die beim | bzw. F1 bauen, indem man
Anschlul} beteiligten Riegel jeweils in die 4l diese Kopie an der Stelle
Regeln der ihrer Farbe greifen.

(2) Aus der Kopie einer Formfbei der it T E o ’5 T
gendwo am Rand ein auf zwei Bausteine ver O O

teiltes Dreieck seine Hypothenuse nach auffen— — =~ -=--
streckt, erhalt man eine weitere Form, inderp
man an diese Hypothenuse mit zwei Bauste
nen genau ein gleiches Dreieck parallelver
schoben noch einmal anbaut.

auftrennt und an derrénn
stelle die Kopie einer in A
bzw. Ax+1 enthaltenen Form
einbaut.

Beispiel einer al

IFekitbaren Form P DP DP OP OP

(Beispiel 1: k=4
Beispiel 2: k=1)

Beispiel einer
Form, die ziK Ib P P if) P
gehort, aber O O O I

nicht ableitbar
ist

Bild 2 Zwei Beispiele von Formenspielen



3. Anwendungsfelder

Eswerden drei Anwendungsfelder betrachtet, wobei die Reihenfolge der Betradhtahgine schritt
weiseEinschrankung deriglfalt von Mdglichkeiten der Zuordnungpn Bedeutungen zu den Formen
bestimmitist.

Im Abschnitt 3.1 wird nur angenommen, dal3 die Formen als Sprachgebilde interpretiert werden kén
nen.Zur Vielfalt der zuordenbaren Bedeutungen gehéren in diesem Fall beliebige Ausdriicke, Aussagen,
Anweisungeroder Fragen.

Im Abschnitt 3.2 ist die MlIfalt der zuordenbaren Bedeutungen auf Ausségenbeliebige abstrakte
Welteneingeschrankt.

Im Abschnitt 3.3 schlie3lich geht es nur noch um Aussagen Uber einen bestimpiéstfakter \&-
ten,namlich die V@It der \érhaltensmodelle fiir diskrete Systeme.

3.1 Formale Zeichenfolgesprachen
3.1.1 Formale Syntax

Wennman nach der Strukturierung von Sprachgebilden fragt, dann wird man sofort an grammatikalische
Regelndenken, denen die Satze in natirliclsgmachen gehorchen missen. Es ist das Ziel dieses Ab
schnittsden Begrif der Grammatik formatu erfassen, damit er mit kiinstlichen Sprachemibidung
gebrachtverden kann. Die kiinstlichen Sprachen dienen dazu, Information durch solche Formen zu repra
sentierengie von technischen Systemen, alsbesondere von Computern, als Formen eines gewdinsch
tenFormenspielbehandelt werden kénnen. Da der Mensch dieses Formenspiel interpretieren kann, reali
sierter auf diese \WWse eine Informationsverarbeitung mit technischen Mitteln.

Mankann davon ausgehen, daf3 es in einer nattirlichen Sprache nur endlich viele unterschiedliche Wor
ter gibt, selbstvennman alle verschiedenen Formen mit demselberidatamm getrennt z&hlt. Jeder Satz
ist eine endliche Folge voroxkommen von Wartern aus dem endlicheorifépertoire. Aus der unendli
chenMengeK aller kombinatorisch bildbaren endlicheroi¥olgen ausiem endlichen \ftrepertoire
wird durch die Grammatik eine echteilmengel. — manassoziiere dazu das englichefanguage-
abgegrenziie alle sogsyntaktisch kogktenund keine anderaiortfolgen enthalt. In dieseeiimenge
wird die Wortfolge

"Mozart starb in Vien.”
enthalten sein, nicht aber dieoWifolge
"Starb in gelbes Mozart und.”

Bei den praktisch relevanten formalen Sprachen ist die Meneeeils eine unendliche Menge. In
dieserFéllen kann also die sagyntaxd.h. die Abgrenzung vdnin K nicht dadurch angegeben werden,
dalRalle Elemente voh explizit aufgezahlt werden. Zur Erfassung der Syntax von Symbolfolgen haben
sichdie Grammatikerals speziell@xiomatische Systendarchgesetzt.

Derhier vogestellte formale Grammatikbedrifeht auf den schon lange bekannten Bedgif Gram
matik nattirlicher Sprachen zurtick. Dort gibt es grammatikalische Begii¢ Satz, ObjektPradikat,
Attribut, adverbiale Bestimmung des Ortesw zur Klassifikation von \Wirtfolgen. DieWorter fur diese
grammatikalischeBegriffe kbnnen sowohl als Elemente in Formen zur Symbolisierung grammatikali
scherStrukturen als auch als Warter in grammatikalisch strukturierten S&gdeymmen. Man betrachte
hierzudas zweimalige &tkommen des \ftes "Subjekt” im folgenden Beispiel:

Grammatikalisch strukturierter Satz: Jeder vollstandige Satz enthalt ein Subjekt.
Grammatikalische Struktur des SatzedlIll Subjek LBradikat D bje kI

In diesem Beispiel ist &nsichtlich "ein Subjekt” gar nicht das Subjestdndern das Objekt des Satzes.
Die Notwendigkeit, zwischen den Elementen zur Erfassung grammatikalischer Strukturen und den Ele



menterin den grammatikalisch strukturierten Sprachgebilt@erscheiden zu missen, fuhrt in der Defi
nition des formalen Grammatikbedgfzur Unterscheidung zwischen dagenannteSuperzeicheand
densogenannteerminalen Jedes Superzeichen symbolisiert eine Klasse ggnifalfolgen. In natir
lichen Sprachen sind die betrachtetegrminalfolgen ganze Satze oder grammatikalislogrenzbare
Satzteiledie Terminale sind hier die Wérter in den Satzen.

Esist durchaus sinnvoll, neben den reinentinalfolgen auch reine Superzeichenfolgen und Misch
folgen aus &rminalen und Superzeichen zu betrachten. Im folgenden Beispiel sind die Superzeichen die
kursiv geschriebenen Worter:

Satz[1 Subjekt Pradikat Objeki Subjek@RObjektl] Herr Miller al? ein Schnitzel.

Nicht nur hinsichtlich der reineferminalfolgen, sondern auch hinsichtlich der Superzeichenfolgen und
derMischfolgen mul3 die Frage nach dertvaglichkeit mit den grammatikalischen Regeln definiert sein.

Grammatikalisctkorrekte Folge: SubjektalRObjekt
Grammatikalisch inkorrekte Folge: PradikatalRObjekt

In der folgenden Betrachtung wird die Menge dfigrsichtlich einer gegebenen Grammatik korrekten
FolgenjeweilsG genannt; die Benennung soll auf Grammatik hinweisen.

Grammatikerwerden heute tiblicherweise in einer Form definiert und klassifiziert, wie sie von Choms
kyD) eingefiihrt wurde. Durch eif@rammatikwird eine Brminalfolgenmengk als echte &lmenge ei
nerSymbolfolgenmeng@ beschrieben, wob& durch ein axiomatisches System mit nur einem einzigen
Axiom definiert wird. Das Symbolrepertoire fGrenthalt nebeden Erminalen noch di8uperzeichen
Die Mengel ist genau diejenigeglimenge vort, die alle Symbolfolgen enthélt, in denen narriinale
vorkommen.

Dasaxiomatische System zur Definition v@nist ein Formenspiel mit den folgenden Merkmalen: Es
gibt nur ein einziges Axiom, und diesesdgte Symbolfolge der Lange eins, die aus einem Superzeichen
bestehtln natirlichen Sprachen ist diegesom Ublicherweise das Superzeicl8aiz Das Spielendekti
teriumbesagt, daf? ein Spiel zu Ende gekommen ist, wenn einengalfolge erreicht wurde. Jede Ablei
tungsregebeschreibt eine Mdglichkeit, aus einer Symbolfolge, die keine remmeifialfolge istdadurch
eineneue Symbolfolge zgewinnen, dafld man ein Superzeichen durch einen bestimmten Symbelfolgen
abschnitiersetzt. Dabei kann die Ableitungsregel einen sogenaKot@extangeben, in dem das zu er
setzend&uperzeichen stehen mul3, damit es entsprechend der Regel ersetzt werden darf. Die Ableitungs
regelnhaben also die Form in Bild 3.

Folge inG Neue Folge irG
linker Zu rechter linker Ersetzender| rechter
Regel- | ersetzended Regel- Regel- Folgen— | Regel-
kontext | Superzeicheh kontext kontext abschnitt | kontext
Verénderung

Bild 3  Form der Regeln einer Grammatik

Grundsatzlichst die Méglichkeit nicht ausgeschlossen, dal? der ersetzende Folgenabschnitt auch die leere
Folgemit derLange null sein darf. Aber diese Moglichkeit wird hier nicht weiter betrachtet, d.h. die fol
gendeBetrachtung bleibt auf die sogngenmonotonen Grammatikeeschrankt, bei denen in keiner
Regeldie neue Folge kiirzer ist als diejenige, aus der sie durch Ersetzung eines Superzeichens gewonnen
wird.

1) NoamChomsky geb. 1928, hat als Professor fir Linguistik am Massachusetts Institigerofology
(bei Boston, USA) ab 1955 grundlegende linguistische Theorien entwickelt.



Nunsoll die allgemeine Definition des Grammatikbefgrifurchein Beispiel veranschaulicht werden. Es
wird das Beispiel 2 aus Bild 2 betrachtet, anhand dessen bereits diéBigiformalen Systems und des
axiomatischerBystems veranschaulicht wurden. Eine Grammatik hierzu sieht wie folgt aus:

Terminalrepertoire = { O umn}
Superzeichenrepertoire= {S}
Einziges Axiom: S
Ableitungsregeln: (1) s m0O O
(2 s mmd sO

Bild 4 zeigt die zu dieser Grammatik gehdrenden beiden Me&gerdL. Die Regeln enthalten keine
Kontextangabergenn das Superzeichen S stehtauflinken Seite der Regeln alleine, und dies bedeutet,
dal3das Superzeichen S immer ersetzt werden darf unabhangig davon, vemnes Folge angetrfen
wird.

Axiom Regel 1 MengeG
B > 00
Regel Regel 1
0 sO > 1000
Regel 2 Regel 1
OOsSOOo|——e|U00O0O00O0
) MengeL

Bild 4 Mengen zu einem Grammatik—Beispiel

Weil die Symbolfolgen in der Mendedurch Anwendung der Ableitungsregeln aus dem Axiom abgelei
tetwerden, laft sich zu jeder Symbolfolgd.imindestens ein sogenanndiieitungsbaurangeben, der
genawbeschreibt, wiglie Ableitung erfolgen kann. Eine Grammatikastdeutig wenn es zu jeder Sym
bolfolgein L jeweils nur einen Ableitungsbaum gibt, wenn also diese Folge nur auf eine einzige Art und
Weiseaus dem Axiom abgeleitet werden kann; andernfalls ist die Grammelikleutig

Bild 5 zeigt einen Ableitungsbaum Uber einem arithmetischen Ausdruck. Dieser Bgloirsieh auf
grundder folgenden eindeutig&gbrammatik fur arithmetische Ausdriicke, in denen Addition und Multi
plikation einziffriger Zahlen in beliebiger Klammerschachtelung vorkommen kénnen:

Repertoire derd@minale={12,3,4,5,6,7,8,9, +, (,) }

Repertoire der Superzeichen = { A, SFFZ }
mit A fir Ausdruck und Aiom.
S fir Simmandenform
P fur Bodukt

F fiir Faktor
Z fur Zahl

Regeln: (1) AO 3 (5) PO [FxF 9 zO 1
(2) A 3+A (6) PO BFxP (100 zO 2
(3) sO Z (7) FO 2 . .
(4) SO P (8) FO @S +A) . .

(17) zO 9



QT
© (>
4) (1)
4)
® :
(5) (5) |
F F F @)
(7) (7) (7) (8) N
4 N\
O &
(3) (1)
(4)
P
(6)
F P
) (5)
R
(7) (7)
Z Z Z Z Z

Bild 5 Beispiel eines Ableitungsbaumes

In den Knoten eines solchen Ableitungsbaumes steht jeweils ein Superzeichen, und dieses Superzeichen
wird nach unten hin geman der durch die Zahlenangabe identifizierten Regel ersizAleitung mit
demAxiom beginnt, mufd im \Wzelknoten das Axiom stehen.



3.1.2 Formale Semantik

Nebender Syntax einer Sprache, also neben der formalen Abgrenzurgjld@nigel. aller interpretier
barenTerminalfolgen in der Mengé aller kombinatorischmdglichen Erminalfolgen mul} es selbstver
standlichauch noch die sog. Semantik geben. Mit dem Be§amantilbezeichnet man die Beziehung
zwischeneiner sprachlichen Form und der ihr zugeordneten Bedeutung, d.h.

Die Semantik — gleichgiiltig, ob sie formal ist oder nicligt-eine Funktiorg, die jedem Element
vonL ein sogenanntes Interpretatiorgadinis zuordnet.

Der Buchstabd3 wurde gewahlt, damit man dazu desit?WBedeutung” assoziieren kann.

Zur nichtformalen, d.h. intuitiven Interpretation einerminalfolge mufd man nicht nur wissen, was
dieeinzelnen &rminale bedeuten, sondern auch, was es bedeuten soll, wenn besgmnial& neben
einandersteherida die Moglichkeiten des Nebeneinanderstehens geamifialen durch die Regetter
Syntaxbestimmt werden, mussen die Interpretationsregeln mit den Regeln der Syntax gekoppelt sein.
Dasbedeutet, dal die Interpretation einemiiinalfolge an ihre syntaktische Struktlsoan den zugeh6
rigen Ableitungsbaum gekoppelt ist.

Einebesondersnge ¥rbindung zwischen Syntax und Semantik besteht dann, wenn jede Anwendung
einer Ersetzungsregel der Grammatik interpretiert werden kann. Da zu jeder Anwendung einer Erset
zungsregekindeutig ein Superzeichenknoten im Ableitungsbaum gehort — denn dusiveéadung
einerErsetzungsregel wird ja genau ein Superzeichen ersetzt —, kann in diesem Fall jedem Superzeichen
knotenim Ableitungsbaum ein Interpretationgebnis zugeordnet werden. Unter deradissetzung der
Langenmonotoniest jeder SuperzeichenknotenuY¥el eines &ilbaums, desseBlatter einen nichtleeren
Terminalfolgenabschnittilden; und dieserérminalfolgenabschnitt ist dBenennung oder Umschrei
bungdessen, was als Interpretatioggmis dem Superzeichenknoten zugeordnet ist.

Als Beispiel sei die @minalfolge in Bild 5 mit dem zugehorigen Ableitungsbaum betrachtet. Jedem
Superzeichenknoteén dem Baum kann eindeutig eine nattrliche Zahl zugeordnet werdebdgi@mmt
dieseZuordnung von denéfminalerausgehend von unten nach oben. Einem Superzeichenknoten Z ord
netman jeweilsdie Zahl zu, die durch das unmittelbar unter dem Z—Knoten hangende@l benannt
ist. Diese den Z—Knoten zugeordneten Zatdednet man auch den unmittelbar tGiber den Z—Knoten lie
gendenS— oder F—Knoten zu. Das unverandertstéyreichen eines Interpretationgebnisses von €i
nemSuperzeichenknoten einem unmittelbar dartiberliegenden erfolgt in diesem Beispiel immer dann,
wennin der von oben nach unten fiihrenden Ersetzungsregel egifeSperzeichen durch ein anderes
ersetztwird. Wenn dagegen durch die von oben nach unten fihrende Ersetzungsregel unter anderem als
Terminalein arithmetischesérkniipfungssymbol, also ein + oder eipingebracht wird, dann gewinnt
mandie demoberen Knoten zuzuordnende Zahl durch Addition.ddultiplikation der beiden Zahlen,
dieden zugehorigen beiden unteren Knoten zugeordnet sind. Auf dise &vhalt man letztlich die der
Wurzel des gesamten Baumes zuzuordnende Zahl 698, die das Interpretmimiseler gesamteed
minalfolgedarstellt.

In Bild 6 ist die Interpretationsvorschrift zu der Grammatik, die dem Baum in Bild 5 zugrundeliegt, in
einerspeziellen Formelschreibweise glestellt. Darin wirddie Symbolfolgg3(X) als Abkirzung fur "la
terpretations@rebnisdes SuperzeichenknoteXiSverwendet.

Daman hier zu jeder Ersetzungsregel einer Grammatik eine Interpretationsregel hinzugibtspricht
von einerattributierten Grammatik

Furdas \érstandnis ist es sehr wichtig, da? man sich der Unterschiede beziglighdendung der
Symbolein den beiden Spalten in Bild 6 bewul3t wird. Alle in der Syntax—Spalte vorkommenden Zeichen
—aulRer der Numerierung und dem Ersetzungspfitllen Formbausteine ddenn hier werden die Re
gelndes Formenspiels beschrieberen¥ in dieser Spalte ein + oder @ivorkommt, handelt es sich
lediglichum einerFormbaustein, der an einer bestimmten Stelle in eine Form einzubauamisidage
genin der Semantikspalte ein + oder eimorkommt, dann soll tatsdchlich addiert oder multipliziertwer



den.Die Superzeichen, die der Syntax—Spalte nur Formbausteine sind, werden in der Semantik—Spalte
alsVariable im Agument der Bedeutungszuordnungsfunkfiarerwendet. Der \&ftebereich zur Bele
gungdieser \riablen ist jeweils die Menge allegfminalfolgenabschnitte, die man aus den entsprechen
denSuperzeichenknoten ableiten kann.

Immer dann, wenn in eingB—Formel mehrere afiable vom gleichen Knotentyp vorkommen, mul3
manindizes zur Unterscheidung deariablen einfiihrerDie Indizes | und r wurden gewahlt, damit man
dazudie Worter links und rechts assoziieren kann, die sich auf den Pfeil in der jeweils zugehdrigen Erset
zungsregebeziehen.

Syntax Semantik
1 ADO S 1) BMA =B
2) AO S+A (2)  BA) =B +BA)
3) SO z Q) BO =82
(4 sO P 4) PO =p(P)
(5) PO FxF (5)  B(P) =B(F1) * B(F2)
6) PO F+P 6) B(A) = B(F) + B(Pr)
(7) FO Zz (7 B(F) =B
(8) FO (S+A) (8) B(F) =B +pA)
9 zO 1 9 B =1
(10) zO 2 (10) B2 =2
(17) zd 9 17 p@ =9

Bild 6  Attributierte Grammatik zu Bild 5

Die Sprachen, in denen man Uber Sprachen spricht oder schreibt, Wtiesprachergenannt. Die
Spracheiiber die das Bild 6 Aussagen macht, ist die Sprache zur Formulierung einer bestimmten Art von
arithmetischerusdriicken. Zur Formulierung von Aussagen Uber diese Sprache werden irzB#éi 6
Metasprachemerwendetpnamlich eine Metasprache zur Formulierung der Syntax und eine andere Meta
spracheur Formulierung der Semantik. So gehdren beispielsweise der Ersetzurgspfailerminal
repertoireder einen und das Gleichheitszeichen = zarmihalrepertoire der anderen Metasprache.
Diesebeiden Metasprachen sind selbst wieder formale Sprachen, d.h. man kafiir @iete beiden
Sprachemwieder jeweils eine Grammatik angeben, die es erlaubt, die syntaktisch korrekten metasprach
lichen Ausdriicke in der Menge aller kombinatorisch mdglicherminalfolgen durch ein Formenspiel
abzugrenzen.

Um Aussagen Uber eine Metasprache maciikonnen, bendtigt man wieder eine odere mehrere Me
tasprachergie man auch "Metametasprachen” nennen kénnte. Die Ketteldermeta...metasprachen”
endetimmer bei einer natirlichen Sprache, die selbstéigene Metasprache ist — man schreibt und
sprichtin Deutsch Uber die deutsche Sprache.

Die Frage, ob die zur Beschreibung der Semantik verwendete Metasprache formal ist oder nicht, hat
nichts zu tun mit der Frage, ob die Semantik formal ist oder nicht.

Eineformale Semantikegt vor, wenn die Egebnisse der FunktighFormen sind, die in
einemFormenspiel gewonnen werden. Das jeweiligguinent vorg ist dabei als initiale
Formdes Formenspiels zu nehmen.

10



DasArgument vorg ist in jedem Falleine Form, namlich der zurizel oder einem anderen Knoten im
Ableitungsbaumgehorende @rminalfolgenabschnittAber das Egebnis vonp ist selbstverstéandlich
nichtvon vornherein eine Form.

Eineformale Semantik ist nur dann brauchlann sie jedem Paar vongdimenten vog, die furden
Menscherunterschiedliche Bedeutung haben, auch unterschiedligebdiisse zurdnet.

Im Beispiel in Bild 6 liefert die Funktiofs als Egebnis jeweils eine nattrliche Zahl. Eine solche Zahl
ist keine Form, sonderain mathematisches Individuum, dem zum Zwecke der Kommunikation eine
identifizierendeForm zugeordnet werden kar8o wird beispielsweise durch jedes Element in der For
menmengé¢ 4, vier, IV } das gleiche mathematische Individuum identifiziert. Die Darstellung in Bild 6
kannwahlweise als formale oder nichtformale Semantik angesehen werden je nachdem, ob man als Er
gebnismengeler Funktior3 die MengeN der naturlichen Zahlen oder eine der Mehgeins zu eins
zugeordnetdenge von Formen festlegt.

Die Regeln der dezimalen Zahlendarstellung definieren eine solche Formenmenge, die sich fir die zwi
schenmenschlichtommunikation als Norm durchgesetzt hat. Diese Darstellung eignet sich jedoch nicht
gutfur eine Formalisierung der Semantik der arithmetischen Operatfatdition und Multiplikation,

d.h.im Falle der Dezimaldarstellung ist es nicht ganz leicht, ein Formenspiel zu erfinden, das zu der Form
einesAdditions— oder Multiplikationsausdrucks die Form degebnisses liefert. Deshalb wird hier eine
andereDarstellung fur die natirlichen Zahlen gewahlt.

Gewahlte Zahlendarstellung Aquivalente Dezimaldarstellung
I 1
Il 2
1 3
[ 4

DieseFormenmenge zur Zahlendarstellung kann als &uafathe formale Sprache betrachtet werden,
derenGrammatik wie folgt aussieht:

Repertoire derdrminale = { | }

Repertoireder Superzeichen = {B} Das Superzeichen B steht fgeliBis vorp”.
Regeln:

(1) BO O

(2 BO 0B

In der Semantik in Bild 6 wird durch die beiden Operatoren +~undn Ausdruck gebracht, daR jeweils
zwei Zahlen addierbzw multipliziert werden mussen. Fir die Formalisierung missen nun die beiden
Operatorer unds als formale Operatoren definieverden, d.h. es muf3 zu jedem der beiden Operatoren
ein formales ¥rfahren festgelegt werden, das ausgehendepRorm eines&fkniipfungsausdrucks zur
Formdes Egebnisses fihrt. Die beideeifahren lassen sich rekursiv wie folgt definieren (Hinweig:
undzsind \ariable fur Formen.):

Formenverknipfung durch den Operator + :
X+y= Xxy d.h. man lasse den Formbaustein + weg und hange die
beiden Former undy unmittelbar hintereinander

Formenverknipfung durch den Operator

X falls y=1
X*xy=
Y X+ X*Z falls y=1z (Ausfihrungsreihenfolge: vor +)
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Beispiel: 1l « I = H+1 %1 Dezimale Darstellung: 3 = 2+ 2% 2
H+1+10 %1 =2+2+2+1
= +1l+1 =2+2+2
= 1+ =2+4
= 1 =6

UnterBeachtung der gegebenen Formalisierung der beiden Operatorer kamufir die formale Se
mantik der arithmetischen Ausdriicke dab&lle aus Bild 6 fast unverandert ibernommen werden. Man
muf3nur anstelle der Dezimalfgfrn 1 bis 9 die neuen Formen | bis Il setzen.

Die praktische Bedeutung von formalen Semantiken liegt vor allem im Bereich der verschiedenen Pro
grammiersprachefFehr—89]. Als €rminalfolge wird jeweils der in einer Programmiersprache fermu
lierte Programmtext betrachtet, dessen Interpretatigebais als Form festgelegt werden soll.

In den Fallerergebnisorientierter Rsgrammestellt das?rogramm eine Umschreibung einer Funktion
f(x) dar und der Zweck der Programmausfiihrung besteht in der Berechnung des Fugjdlomsses zu
einemgegebenen Agument. In den FalleprozelRorientierter Rigrammehandeltes sich um die Um
schreibungeines ProzeRtyps, und der Zweck der Programmausfiihrung besteht im AuftretBroziees
sesdes programmierteryps; ein solcher Prozel} ist eine zeitlich vollstandig oder wé¢mnhzeitigkeit
partiellgeordnete Menge von Belegungséanderungen von Zustandsvariablen, d.h. von Ausfiihrungen von
Anweisungerdes Ypsz:=0x(Z, X). Darin istz eine Zustandsvariabld ist die zu dieser Zustandsvaria
ble gehorende Uberfiihrungsfunktiahjst die \ariable fir den jeweils relevanterides Tipels aller
Zustandsvariable(ry, 2, z3, ... ), undX ist die \ariable fur den jeweils relevanterilldes Tipels aller
Eingangsvariablerx{, xo, X3, ... ).

Die formalen Semantikefiir Programmtexte lassen sich klassifizieren, wobei sich die Klassifikation
daranorientiert, was der interpretierende Mensch zu dgelsiisform der Funktiofi assoziiert.

— Eineoperationale Semantilegt vor, wenn die Egebnisform der Funktiofials Darstellung der
Spielregelnoder eines Spielverlaufs eines Formenspiels interpretiert werden kann.
Im Falle prozeRorientierter Programme kommen nur operationale Semanfkage. Opera—
tionale Semantiken sind aber auch brauchbar im Fafjel#risorientierter Programme, die in
einer prozeduralen Sprache formuliert sind.

— Einedenotationale Semantilegt vor, wenn die Egebnisform der Funktiofs als standardi—
sierte Beschreibung einer Funktionex) ifterpretiert werden kann.
Denotationale Semantiken gehéren also immer getberisorientierten Programmen.
Auf eine mogliche Unterklassifikation der denotationalen Semantiken wird hier verzichtet.

Die zu Bild 6 assoziierte formale Semantik ist denotational. Die Sprache zur Formulierung arithmetischer
Ausdriuckeann als Programmiersprache angesehen werden, in der nur Funkbipfaemigliertwerden
konnendie kein variables Ayument haben; solche Funktior&nd Konstante. Die angegebene formale
Semantikliefert genau eine eindeutige Form pro Konstante — z.B. die Form llll zur Konstanten 4.

12



3.2 Kalkile

Ein Kalkul ist ein Formenspiel, bei dem die Initialformen und dliech Spielschritte er
zeugbarerrormen als Aussagen Uber Individuen einer abstrakehun ihreBeziehun
genzueinander gedeutet werden kdnnen. Die abstraktewld durch die Initialformen
festgelegt.

Meistenshandelt es sich bei den Formen, die in Kalkilen verwendet werden, um pradikatenlegische
meln.Zu den Formbausteinen gehéren in diesem Fall die beiden Quantorensynimal&l sowie die
Symboleder Aussagenlogik, also TRUEAESE , A , V ,=, - , S, @ usw. Daneben braucht man
Formbausteinedie als IndividuenbezeichnePradikatsbezeichneFunktionsbezeichner oder als-Be
zeichnewon IndividuenvariablerRradikatsvariablen und Funktionsvariablen zu interpretieren sind. Um
dieLesbarkeit der Formeln zu erleichtern, wird man frr die Bezeichnerformen Normen festle@ai. Ein
spielsolcher Normen wird im Zusammenhang mit Bild 7gestellt.

Die als Aussagen interpretierten Initialformen missen widerspruchsfrei und voneinaableéngig
sein.Wderspruchsfeiheitschlie3t aus, daf’ der abstraktezit®in bestimmtes Merkmal gleichzeitig-zu
gesprochennd abgesprochen wirdnabhangigkeischlie3t aus, dal eine Initialform durch Spielschritte
ausden restlichen Initialformen erzeugt werden kann.

Jedederartige abstrakte &t ist eine mathematische Struktaiso ein Tipel aus disjunkten, nichtlee
renindividuenmengen Mund— moglicherweise fehlenden — Relationgn dReren Faktoren Individuen
mengeraus dem Repertoire der; Bind.

Diese sehr abstrakte Definition [aRt slefchtdurch ein einfaches Beispiel verstandlich machen. Es
wird die Struktur der natirlichen Zahlen betrachtet, die nur aus einer Mengedéiner Relation R
besteht:

Strukturder nattrlichen Zahlen = (MRy)

M1 =1{1,23,4,56,7, ... }
Rt C M; XM
Rt =4{({,2),(23),(3,4,4,5),(5,6), .. }

Die MengeM ist die unendliche Menge der natirlichen Zahlen, und die Relafishdte Nachfolgerre
lation, welche dieOrdnung der natirlichen Zahlen festlegt. Ohne diese Relation wére auf der Mgnge M
keineOrdnung definiert. Die Menge {Mkann jedoch wegen ihrer Unendlichkeit ohne diese Ordnungsre
lation gar nicht definiert werden.

Esist wichtig zu erkennen, dal3 die gewahlte Schreibweise mit den drei Punkten, welche die Unendlich
keit symbolisieren sollen, nur fur diejenigen Leser verstandlich sein kann, die schon mit der Struktur der
natlrlichenZahlen vertraut sind, d.h. denen diese Struktur nicht erst anhand dieser Darstellung beige
brachtwerden soll.

Esstellt ein schwieriges Problem ddiese unendliche Struktur dureime endliche Menge von Aussa
geneindeutig zu spezifizieren. Der Mathemati@unseppe Peano hat dieses Problem geltst [Peano—98].
Die funf sogenannten Peasohen Axiome und ihre Interpretation sind in Bild 7ggsstellt.

Fur die in den pradikatenlogischen Formeln vorkommenden Bezeichnerformen wurde die folgende
Norm festgelegt:

Individuenbezeichner: Kleine griechische Buchstaben, z.B.a
Pradikatsbezeichner: Steile lateinische GroRbuchstabenz.B. N
Funktionsbezeichner: Steile lateinische Kleinbuchstabenz.B. r

Bezeichner von Individuenvariablen:Kursive lateinische KleinbuchstabenB. x
Bezeichner von Pradikatsvariablen: Kursive lateinische Gro3buchstabenB. P
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Axiome

— alspradikatenlogische Formel

— als Ubersetzte Formel in deutscher Sprache

— in einer Formulierung, die auf die gewahlte
Veranschaulichung zugeschnitten ist

Beispielevon Strukturen, die mit den jeweiligen
bishereingefuhrten Axiomen vertraglich sind

(1) W

Eswird die Menge aller Individuen betrachtatf die das
PradikatN zutrifft. Eines dieser Individuen heifit

Es wird eine Menge kreisférmiger Knoten betrachtet.
Einer dieser Knoten ist mit” beschriftet.

(2) M N - N(r(x))

Auf der Menge der betrachteten Individuen ist eine Funkti

r definiert, die in diese Individuenmenge hinein abbildet.

Von jedem der Knoten geht ein Pfeil aus, der zu einem K

tenfihrt.

(3) Xy NK)IN() Mrx)=ry)) - (x=y)

Wennzwei Egebnisse von gleich sind, missen die beider}

Argumentegleich sein, d.h. r ist umkehrbar eindeutig.

Es gibt keinen Knoten, auf dem mehr als ein Pfeil endet.

(4)

o kommt nie als Egebnis von r vor

X NX - (rx) #d)

Auf a endet kein Pfeil.

(5)
OP: P(o) L Ox: P(X) > P(r(x)) ) - 0Ox: N(X) - P(x))

Jedes beliebige PradikBtdas fira gilt und dessen Gilltig
keit stets vom Agument auf das Bebnis von r Ubertragen
wird, gilt fr alle Individuen der betrachteten Menge.

Es gibt keine Knoten, die nicht in denit a beginnenden
Kette hangen.

Bild 7
"Einseitig begrenzte Kette aus unendlich

Axiome von Peano zur Definition der Struktur

vielen diskreten Gliedern”

DalRhier das erste Glied in der Kette miund nicht mit 1 bezeichnet wurde, soll auf den Sachverhalt

hinweisendal’ die Menge der natirlichen Zahlen auf beliebig viele Arten umkehrbar eindeutig auf andere

Mengenabgebildet werden kann und daf3 durch
dieserMengen beschrieben wird. Einige Beispi

die Menge der Quadratzahlen

die Menge der Primzahlen

die Peaneh Axiome nur digemeinsame Struktur all
ele solcher strgldichen Mengen sind

{1, 4, 9, 16, 25, 36, ...}

{2, 3,5 7, 1, 13, 17, ..}

14




die Menge der positiveni&lfache von finf {5, 10, 15, 20, 25, 30, ...}

die Menge der ganzen Zahlen in geeigneter Ordriudg-1, 1,-2, 2,-3, 3, ...}

Durchdie finf Pean@chen Axiome werden drei "Sprachelemente” eingefihrt, die man in Aussagen, die
sich auf die abstrakte PeanoeWbeziehen, verwenden kann:
— das Pradikat N, welches besagt: x ist ein Individuum in der Peano-elt/.
— der Namey, der ein ganz bestimmtes Individuum in der Peareit-lézeichnet;
— die Funktion r{), die jedem Individuum in der Peanoel\ein Individuum in der gleichen &
zuordnet.

Wennman nun interessante Aussagen Uber die auf diefe\&ingeflhrte abstrakiéelt machen will,
dannkann man dies nur tun, indem man né&sprachelemente” auf der Grundlage der bekannten drei
Sprachelementd, o und r definiert. So kdnnen beispielsweise die beiden Operatorenrekutsivauf
derGrundlage vom und r definiert werden (wie in Abschnitt 3.1.2):

r(x) falls y=a
X+y= {

rx) +z falls y=r(2

X falls y=a
X*xy=
Y X+ XxZ falls y=r(@ (Ausfihrungsreihenfolga: vor +)

Damit kann man beispielsweise das Pradikat PRIMZAHL definieren:

PRIMZAHL(X) =[ Ow: NW)-(x=rw) )] - [—0y,z N¥)-N@-(r(y) *r(2 =x) ]

Manbeachte, daf? die Definition des Primzahlprédikats keine Aussageg@elvirelche Sachverhalte in
derabstrakten Peano-al¥ist, sondern eine Definition eines Sprachelements, das man in Augsagen
Sachverhaltén der Peano—8lt verwenden kann. Als Beispiilr die \erwendung des Sprachelements
PRIMZAHL in einer Aussage Uber einen Sachverhalt in der Peanowelt wird die Aussage "Die Zahl 17 ist
einePrimzahl.” betrachtet. Diese Aussage hat im betrachteten Kalkil die Form

PRIMZAHL( r(r(r(r(r(r(r(r(r(r(r(r(r(r(r(r(c)))NMNMN)) )
Mankann selbstverstandlich das Sprachelement PRIMZAHL auch in falschen Aussagen verwenden, z.B.
"Die Zahl 4 ist eine Primzahl”, also

PRIMZAHL( r(r(r(c))) )

Die Spielregeln eines Kalkils sollen dazu dienen, festzustellen, ob eine als Fgegelmne Aussage
uberdie abstrakte \&it "wahr” ist oder nicht. Deshalb beruhen die Regeln fur die zulassigen Spielschritte,
durchdie man aus der Mengeg,Aer bisher erreichteRormen (s. Bild 1) eine neue Formg érzeugen
kann,auf der Logik. Es handelt sich hier um sehr méchtige Spiele mit vielen Regeln, jedoch erfordert es
derZweck dieses Aufsatzes nicht, dal3 auf diese Regeln weiter eingegangen wird.

JedeKalkil grenztinnerhalb einer durch eine Grammatik definierten Aussagenineimgekilmen
geB ab. Diese &ilmengeB ist die Menge der "beweisbaren Aussagen” des Kalkiils. Die Abgrenzung der
TeilmengeB in L ist dadurch gegeben, daf3 nicht alle Forménireinem Spiel mit endlich vielen Schrit
tenaus den Axiomen abgeleitet werden kdnnen. Jede ableitbaraégtdi®ment vorB, und jede nicht
ableitbareForm liegt aul3erhalb vaB.

Es wird verlangt, daf3 die Axiome eines Kalkuls widerspruchsfrei sein sollen. Jedoch ist der Beweis,
daRReine vogegebene Menge von Axiomen tatsachlich widerspruchsfrei ist, keineswegs immer leicht zu
fuhren.Man muf ja zeigen, dal3 die For&LSE nicht in endlich vielen Spielschritten aus den Axiomen
ableitbarist.
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Nebender Wderspruchsfreiheit interessietich die Frage nach deoliétandigkeit eines Kalkula/oll-
standigkeitschliel3t aus, dal} eslinwahre Aussagen Uber die durch die Axiome spezifizierte abstrakte
Welt gibt, die nichtin endlich vielen Spielschritten aus den Axiomen ableitbar sind. Man beachte, dal3 die
Vollstandigkeitnicht die Widerspruchsfreiheit impliziert.

Die Definition des Begrit der \blIstdndigkeit setzt voraus, dal? diahtheitswerte der Aussagertin
unabhangiyom betrachteten Kalkdl definiert sind, d.h. daf3 es eine tiber den betrachteten Kalkél hinaus
gehendeMoglichkeit der Whrheitsfindung gibt. Diese Mdglichkeit kdnnte in Form eikiesakalkils
gegebersein, aber dann stellt sich sofort Brage nach der Werspruchsfreiheit undoiistandigkeit die
sesMetakalkils. Dies fuhrt schlie3lich zu der Frage, ob man nach einem Metameta...metakalkil suchen
soll, den man als formale Methode dealvheitsfindung akzeptieren kdnnte, desséteVgpruchsfrei
heit und WlIstandigkeit man also nicht mehr anzweifeln dirfte, weil sie mit den Mitteln dieses Kalkiils
selbst beweisbar waren.

Kurt Godel [G6del-31] hat gezeigt, dald man einen solchen Kalkul nicht zu suchen braucht, weil er
nichtexistiert. Godel konnte namlich zeigen, dal es innerhalb einer belighigeagenmendg wenn
sienur geniigende Ausdrucksmaéchtigkeit besitzt, keinen Kalkil geben kann, der sowohl widerspruchsfrei
alsauch vollstandig ist. Dies ist tatsachlich leicht einzusehen: Man natdée Ausdrucksmachtigkeit
derbetrachteten formalen Sprache erlaube es, eine selbstbeziigliche Auksag®imulieren, die be
sagt.’Diese Aussagest kein Element voB.” WennsiezuB gehort, ist sie falsch, und der Kalkuil ist wi
derspruchlichyvenn sie aber nicht Z81gehdrt, ist sie wahund der Kalkl ist unvollstandig. Godel hat
gezeigtdal sich diese Aussage als zahlentheoretische Aussage, also als Aussage Uber einen Sachverhalt
in der abstrakten PeanoeWformulieren 1ai3t und dal3 deshalb die Unvereinbarkeit violeipruchs
freiheit und VllIstandigkeit eine grundsatzliche Begrenzung mathematischer Erkenntnis darstellt.

Daes also einen widerspruchsfreien und vollstandigekil innerhalb der Mengealler mathemati
schenAussagen nicht gibt, muf3 man sich mit weniger umfassenden Kalkilen zufrieden geben. Im einen
Extremsind dies Kalkile, deren iMérspruchsfreiheit undoistandigkeit auf ihrer beschrénkten Aus
drucksmachtigkeiberuht — hierzu gehort als einfachstertxeter der sog. Aussagenkalkil; und im ande
ren Extrem sinddies Kalkule, deren Ausdrucksmachtigkeit bedingt, daf3 sich haergpruchsfreiheit
undVollstandigkeit gegenseitig ausschlieen, und deligieMpruchsfreiheit man bisher nicht beweisen
konnte,obwohl man intuitiv davon tberzeugt ist — hier handelt es sich um méchtige mathematische Kal
kule.Zwischen diesen Extremen liegen diejenigen Kalkiile, bei denemsatauch Wierspruchsfrei
heitund \blIstandigkeit gegenseitig ausschliel3en, derateYdpruchsfreiheit masber immerhin bewei
senkonnte.

Nebender Frage nach deridérspruchsfreiheit und deoWstandigkeit ist auch noch die Frage nach der
Entscheidbarkeitvichtig fiir die Kennzeichnung eines Kalkiils. Ein Kalkuldstscheidbamwenn man
eineMaschine spezifizieren kann, die zu jedengegebenen Element vamach endlich vielen elemen
tarenSchritten angibt, ob das ElementBgehort oder nicht. Der sog. Aussagenkalkil, dessen Formen
alsAussageriiber Sachverhalte in der abstrakten Baaleén VIt zu deuten sind, ist entscheidbaih
rendschon der Pradikatenkalkil erster Stufe nicht mehr entscheidbar ist.

3.3 Formale Systemspezifikation

Im vorliegenden Kontext ist unter einer Systemspezifikation eine endliche Menge von Formen zu verste
hen,die als Aussagen Uber die Menge aller zulassigdédde an den Systemschnittstellen zu interpretie
rensind.

Im Falle diskreter Systeme — dies ist der einzige Fall, der hier interessiert— begniigt man sich haufig mit
einer sogzeitfreien SpezifikatiarBei einer zeitfreien Spezifikation verzichtet man auf jegliche Forderun
gen nach einer bestimmte Zeitlage bestimmateignisse oder nach einem bestimmten zeitlichen Abstand
zweierbestimmter Ereignisse. Fur diesen Fall gilt:
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Eine formale Systemspezifikation ist ein Kalkul, der eine abstralgi Béschreibt, in der Er
scheinungean den Schnittstellen eines Systatssabstrakte Individuen vorkommen, zwischen

denen Beziehungen bestehen, die als zeitliche oder kausale Ordnungsbeziehungen oderals funk
tionale Abhangigkeitsbeziehungen zu deuten sind.

Einesolche Spezifikation setzt immer eine geeignete Abstraktion von den an den Systemschnittstellen
beobachtbare&rscheinungen voraus. Dedie beobachtbaren Erscheinungen spielen sich im r@umli
chenund zeitlichen Kontinuum ab, wogegen man in der Spezifikation Aussagen tberedideskveter
Individuenmachen will. So kann beispielsweise dergang "Einwurf einer Muinze” in einer Spezifika
tion als unstrukturiertes Individuum — wiein der Peano—lt —behandelt werden, wéhrend doch der
tatsachlichbeobachtete &fgang aus unendlich vielen infinitesimalen Schritten besteht.

Durchdiese Abstraktion laf3t sich jedeeNauf in der zu spezifizierenden Menge aller zulassigen V
laufe als endliche Menge partiell geordneter Individuerfieasen. Jedes dieser Individuen entspeeht
ner bestimmten, durch die Abstraktion individualiserten Erscheinung, die im Fallertfesnvhens des
betrachteteVerlaufs an den Systemschnittstellen beobachtet werden kann. Jedes geordnete Raar von In
dividuenist als zeitlich geordnetes Paar von Erscheinungen zu deuten, und jedes Pgaonilteter
Individuenist alsPaar gleichzeitiger Erscheinungen zu deuten. Eifauf kann als gerichteter zyklen
freier Graph dagestellt werden.

Bild 8 zeigt ein Beispiel. Im oberen Graphen hat jedes Individuum seinen eigenen Knoten, wéahrend im
unterenGraphen die Individueau Aquivalenzklassen zusammengefaRt sind, die vollstandig geordnet
sind.In den folgenden Betrachtungen ist mit delrt¥Graph” immer nur ein Graph der oberen Art ge
meint.

{ab} {c.d, e} {f} {g.h} {i k} {m}

Bild 8 Alternative Graphendarstellungen eines abstrakten diskret&aui

Eine Spezifikation mul3 i.a. eine unendliche Menge solcher Graphen umschreiben, da die Menge der
Vorgangedie an den Schnittstellen des spezifizierenden Systems vorkommen diirfen, i.a. unendlich
ist. Aber die Menge der Formen, die als Beschriftung in den Knoten vorkommen dirfen, muf endlich sein,
daman nur endlich vieleypenvon Erscheinungen in einer Spezifikation aufzéhlen kann. Beispiele fur
solcheTypen von Erscheinungen sind

Eine 1 DM—Miinze wit eingeworfen
oder Die rote Anzeigelampe beginnt zu leuchten
oder Die rote Anzeigelampe erlischt
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Wenndie Beschriftung der Knoten in einer unendlichen Menge von Grapheinausendlichen Reper
toire stammt, missen zwangslaufig mehrere Knoten die gleiche Beschriftung tragénngm im Bei

spiel in Bild 8 sowohl der Knoten d als auch der Knoten k die Beschriftung égeste Anzeigelampe
beginntzu leuchtenDie bei d eingeschaltetempe kdnnte ja bei f, g oder h wieder ausgeschaltet werden,
unddann kann man sie bei k wieder einschalten.

Die Spezifikationen diskreter Systeme lassen sich in drei Komplexitatsklassen einteilen:

Spezifikationen sequentieller Systeme, mit den beiden Unterklassen

(1) Spezifikationen von Zuordnern

(2) Spezifikationen von sequentiellen Systemen mit Gedachtnis
(3) Spezifikationen von nichtsequentiellen, d.h. nebenlaufigen Systemen

Bei Spezifikationen sequentieller Systeme geht es immer darum, den Zusammenhang zwischen den zu
lassigenEingabefolgerfX(n)” = ( X(1), X(2), X(3), ... ) und der jeweils zugehdrigen Ausgabefolge
"Y(n)” =(Y(), Y(2), Y(3), ... ) zu beschreiben. Im Falle viwrordnernbesteht zwischen den beiden
Folgenelementweise ein funktionaler Zusammenhang, also

Y() = fIX0)].

Die Spezifikation eines Zuordners ist deshalb gleich der Spezifikation der Funktion f. Es mul3 also ein
Formenspiengegebemwerden, welches von der jeweils gegebenen Aygumentform Xf) ausgehend

zur Ergebnisform Yj) fuihrt. Das ist eine Aufgabe, die bereits im Abschnitt 3.1.2 ber formale Semantik
behandeltvurde.

Dader Agumentwertebereich endlich ist, kann man in den Féllen, in denen die Machtigkegdes Ar
mentwertebereichdies erlaubtein Formenspiel angeben, bei dem jedes Spiel nur aus einem einzigen
Schrittbesteht. Denn fir jedes Element deguinentwertebereichs kann man in diesem Fall eine eigene
Spielregelangeben, die dem gument unmittelbar das g&bnis zuordnet.

Im Falle vonsequentiellen Systemen mit Gedacheisteht zwischen den beiden Folgenri)Xund
"Y(n)" ein funktionaler Zusammenhang derart, dal3 jedes Elempraideutig durch den "bis dahin”
vergangenenfangsabschnitt der Folge "X’ festgelegtist. Je nachdem, wie man definiert, was mit der
verbalenZeitbestimmung "bis dahin” gemeint sein soll, erhalt man einezwenunterschiedlichen Sy
stemtyperfWendt—97.1]:

Abhangigkeit beim Moore—System:  Y(j) = f [ X(1), X(2), X(3), .... X{-1) ]

Abhangigkeit beim Mealy—System: Y(j) = f[ X(2), X(2), X(3), .... X{-1), X() ]

Beim Moore—System ist also Y(1) eine von der Eingabe unabhangige Konstante, wogegen beim Mealy—
Systemdas erste Ausgabeelement Y(1) erst durch das erste Eingabeelement X(1) festgelegt wird.

Die Spezifikationen von sequentiellen Systemen mit Gedéachtnis lassen sich in zwei Klassen einteilen:
In zustandsexpliziten Spezifikationeind neben der Eingabefolge "X’ und der Ausgabefolge "Yi)”
nocheine Zustandsfolge "4} betrachtet, deren funktionaler Zusammenhang mit den Folge)™XiGd
"Y(n)” die folgende Form hat:

repX()= a[Z0]
2(5) = {Konstante falls j =1
) g[Z(G-1), X{-1)1] falls j >1
Y(j) = {h [ZG)] beim Moore—System
— Lhz6), XG) ] beim Mealy—System

Mit repX(j) ist das Repertoire bezeichnet, aus dem das EingabeelemestaX(men darf.
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In zustandsimpliziten Spezifikationetrd die Menge aller systemvertraglichen Folgenpaare fyX(
"Y(n)” ] ohne Betrachtung vadustanden umschrieben. In der Praxis werden bisher fast ausschliel3lich
die zustandsexpliziten Spezifikationen bevorzigg.wird hier darauf verzichtet, auf zustandsimplizite
Spezifikationemaher einzugehen. Ein Beispiel findet man irefpdt—97.2].

GroRRereSysteme sind i.a. nichtsequentiell, d.h. in diesen Systemen spielen sich nebenlaufige — also
kausalvoneinander unabhangige ergange ab. Zur Spezifikation solcher Systeme benétigt man Kon
zepte deren Darstellung den Rahmen dieses Aufsatzes sprengen wiirde. Die meisten Spezifikationsver
fahrenfur nichtsequentielle Systeme beruhen auf dem Konzept der sog. Petrinetze.
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