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A More Natural Axiomatic Basis
for the Entropy Formula in Information Theorie

In 1948, C.E.Shannon published his pdp&k Mathematical Theory of Communication” which
laid the foundation of what later was callatbrmation Theoryin this paper, Shannon introduces
the formula for the capacity of a discrete channel by definition. He says:

"Definition: The capacity C of a discrete channel is given by

C=Lim _log N(T)
T—co T

whereN(T) is the number of allowed signals of duratibri

Since then, in all lectures and textbooks on Information Theory, the logarithm in the formula for
the capacity of a channel or in the formula for the entropy of a signal generator is introduced by
definition, and it is made plausible afterwards that the logarithm was a reasonable choice. Many
students feel uncomfortable when they see these formulae for the first time; they have the impres-
sion that the logarithm is pulled out like a rabbit from a magician’s hat.

There is no need to introduce these formulae by definition. They can be derived from a much
more natural axiomatic basis. This is presented in the following paper.

1) C. E. Shannon: A Mathematical Theory of Communication.
Bell System Technical Journal, vol. 27, pp.379-423, 623-656; 1948.
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Quantitat der Information

1. Der Ansatz

Es gehort zum Informationsbegriff und seinem Umfeld, dal3 man die Frage nach der Quantifizier-
barkeit der Information untersucht —in Analogie zur Quantifizierbarkeit der Materie in den Mal3-
einheiten Kilogramm oder Kubikmeter. Information als das Wil3bare erlaubt die Anwendung der
unscharfen und relativen Quantitdtsmal3e "viel” und "wenig”; so ist es umgangssprachlich selbst-
verstandlich zu sagen, dal3 einer viel oder wenig von einer Sache wisse, d.h. dal3 einer viel oder
wenig Information Gber diese Sache habe. Dies ist Anlal3 genug, nach einem scharfen Quantitats-
malf3 fur die Information zu suchen. Dies ist nicht nur eine Frage von rein akademischem Interes-
se, sondern hat durchaus auch eine praktische Bedeutung fiir den Bereich der informationstechni-
schen Systeme; das Fassungsvermégen informationstechnischer Speicher und die
Durchsatzgrenzen informationstechnischer Kanéle lassen sich namlich ohne ein solches Quanti-
tatsmald nicht sinnvoll erfassen.

Die Frage nach der Quantitat der Information bildet den Kern der sogenariotemations-
theorie die 1948 von C.E. Shannon begrindet wurde. Insbesondere im Bereich der technischen
Nachrichtenibertragungssysteme hat die Informationstheorie zu einem besseren Verstandnis der
Mdglichkeiten und Grenzen der verschiedenen Systemklassen gefiihrt. So kann beispielsweise
die qualitative Uberlegenheit des UKW—Rundfunks gegeniiber dem Mittelwellenrundfunk in der
Rundfunktechnik leicht mit Hilfe der Informationstheorie erklart werden. Im vorliegenden Auf-
satz werden allerdings die Anwendungsbereiche der Informationstheorie nicht weiter betrachtet.
Es geht hier ausschliel3lich darum, den Begriff der Informationsquantitat zu klaren.

Die Vorstellung, daf? man Qualitat und Quantitat trennen kann, wird durch unsere Anschauung
der materiellen Welt begriindet: Die Definition des Kubikmeters ist unabhangig von der Art der
Fullung, sei es Sand, Milch oder Vakuum. Der grundlegende Gedanke, der die Trennung von
Qualitat und Quantitat auch im Falle der Information erlaubt, ist der folgende: Durch die Beant-
wortung eineBinarfragewird immer das gleiche Quantum an Information tbertragen unabhan-
gig davon, wie die Frage lautet und welche der beiden mdglichen Antworten gegeben wird. Eine
Frage ist genau dann eine Binéarfrage, wenn es nur zwei mogliche Antworten gibt, die dem Frage-
steller bekannt sind. Der Gefragte kann nattrlich auch erwidern, er wisse nicht, welche der beiden
maglichen Antworten die richtige sei. Durch diese Erwiderung bleibt die gestellte Binarfrage un-
beantwortet und es wird eine andere, nicht explizit gestellte Binarfrage beantwortet: "Kénnen Sie
die gestellte Binarfrage beantworten?”

Man kann sich keine Frage ausdenken, bei deren Beantwortung weniger Information
Ubertragen wird als bei der Beantwortung einer Binarfrage.

Deshalb wird das Informationsquantum, das bei der Beantwortung einer Binarifrage
Ubertragen wird, alsalieinheit der Informationsquantitégstgelegt.

Diese Mal3einheit wir@it (basic indissoluble information unit) genannt. Obwohl es keine klei-
nere Informationsmenge als 1 bit geben kann, gibt es doch sinnvolle Aussagen, worin von nicht



ganzzahligen Informationsquantitéten die Rede ist. In diesem Fall kann es sich nur um Aussagen
Uber Mittelwerte handeln. Man betrachte hierzu die folgende Analogie: Obwohl Menschen nur
als ganze Einheiten vorkommen, kann man doch sagen: Aus jeder Ehe, die in Deutschland im
Jahre 1955 geschlossen wurde, gingen im Mittel 1,9 Kinder hervor.

Selbstverstandlich haben wir nicht all unser Wissen in Form von Antworten auf Binarfragen
erworben. Um Binarfragen stellen zu kénnen, muf3 man schon Wissen haben. Um auch dieses
Basiswissen quantifizieren zu kdnnen, mifdte man die Frage beantworten kdnnen, welche Alter-
nativen zu diesem Basiswissen es denn gebe. Diese Frage kann sich der Mensch aber nicht beant-
worten, denn sie lautet ja: "Was kdnnte ich wissen anstelle dessen, was ich weil3?” Um diese Frage
beantworten zu kdnnen, mifdte ich etwas wissen kdnnen, wovon ich auch noch wif3te, daf3 ich es
nicht weil3. Dies ist offensichtlich zuviel verlangt. Da der Mensch nun also diese Frage nicht be-
antworten kann, bleibt sein Basiswissen fur ihn unquantifizierbar. Man kénnte nun natdrlich die
Frage stellen, ob denn nicht vielleicht das Basiswissen des Menschen fiir ein Wesen auf3erhalb der
menschlichen Vorstellung quantifizierbar sei, ob also ein solches Wesen die Frage beantworten
konne: "Was kdnnte der Mensch wissen anstelle dessen, was er weil3?” Diese Frage kann nur von
einem Wesen beantwortet werden, welches weil3, wie die Welt sein kbnnte, wenn sie nicht ware,
wie sie ist. Diese Uberlegungen fiihren in den Bereich der Religion und werden deshalb nicht
vertieft.

Es bleibt aber festzuhalten, dal? eine Quantifizierung der Information nur maglich ist unter der
Voraussetzung eines nicht quantifizierten Basiswissens, welches uns erméglicht, Binarfragen zu
stellen. UnseBasiswissefegt einen potentiellen Wissensbereich fest, innerhalb dessen wir un-
ser Wissen durch Binarfragen vermehren kdnnen.

Die Informationstheorie baut auf der Erkenntnis auf, daf3 sich Information immer als Form &au-
Bert—als Signalform bzw. als Symbolform —und dal’ deshalb einer Wissensvielfalt &ul3erlich eine
Formenvielfalt entsprechen mufiformierenbedeutet in diesem Sinne dann nur noch die Identi-
fikation einer bestimmteRorm aus einem vorab bekannten Repertoire von Formen.

Ein weiteres Merkmal der Informationstheorie besteht darin, da? angenommen wird, dal3 im-
mer wieder eine neue Auswabhl eines Elements aus dem gleichen Repertoire erfolgen muf3, so daf3
man theoretisch eine unendliche Folge von Elementen betrachtet. Ein typisches Beispiel hierfur
ist ein Text — beispielsweise der vorliegende Aufsatz —, der eine fast unendliche Folge von Ele-
menten aus dem Repertoire der Schriftzeichen bildet. Eine solche Folge kann eine bestimmte
wahrscheinlichkeitstheoretische Charakteristik haben, und diese soll zum Basiswissen gehdren.

Durch die Binarfragen soll also das Wissen erfal3t werden, um waktinedle Folgeaus der
Menge all derjenigen Folgen es sich handelt, auf welchediegebene Charakteristkitrifft.
Da die Folge unendlich ist, braucht man auch unendlich viele Binarfragen, um die Folge zu erfra-
gen. Man interessiert sich jedoch nicht fur diese unendlich vielen Binarfragen, sondern nur fur
dasarithmetische Mittel der Anzahl von Binérfrageie pro Element der Folge gebraucht wer-
den. Dieser Mittelwert wiréntropiel) genannt. Wie die Entropie H aus einer gegebenen Charak-
teristik berechnet werden kann, soll nun hergeleitet werden.

1) Diese Bezeichnung weist auf einen formalen Zusammenhang mit dem Entropiebegriff in der Therm
dynamik hin, auf den aber hier nicht eingegangen wird.



2. Gleichverteilung und Entkopplung

Zuerst wird ein einfaches, anschauliches Beispiel betrachtet. Man stelle sich zwei Familien
vor, die sich seit urdenklichen Zeiten Giber alle Generationen hinweg jeweils einmal pro Woche zu
einem gemeinsamen Essen getroffen haben und die diese Tradition auch in Zukunft unbegrenzt
fortsetzen wollen. Die jeweiligen Tage dieser Begegnungen bilden also eine Folge von Elemen-
ten aus dem Typenrepertoire der sieben Wochentage. Als Charakteristik dieser Folge soll nun
zuerstangenommen werden, daf3 fiir alle Wochentage die gleiche Wahrscheinlichkeit gilt und daf3
die jeweilige Wahl eines Wochentages vollig unabhangig sei vom bisherigen Verlauf der Folge.
Es wird also eine Zufallsfolge von 7 gleichwahrscheinlichen und entkoppelten Alternativen an-
genommen.

Wenn man nun jeweils durch Binarfragen den Wochentag erfragen will, an dem das nachste
Essen stattfindet, dann mufl3 man sich fir ein Frageschema entscheiden. Bild 1 zeigt ein optimales
Frageschema.

Ist es einer der ersten vier Werktage ?

ja nein
Ist es einer der ersten Ist es der
beiden Werktage ? Sonntag ?
ja nein nein
Ist es der Ist es der Ist es der
Montag? Mittwoch? Freitag ?
ja | nein ja nein ja nein
Erfragter . )
Tag: Mo | Di Mi Do Fr Sa

F=(3-1) 2+ %1+%11) 3=

Bild 1 Optimales Frageschema fur sieben gleichwahrscheinliche Wochentage

Die Fragen werden hier in Abhangigkeit von den bisherigen Antworten jeweils so gestellt, dal3
von den verbliebenen noch mdglichen Wochentagen moglichst die eine Halfte auf die Ja—Ant-
wort und die andere Hélfte auf die Nein—Antwort entfallen. Zusatzlich zu der Fragetabelle ist
auch noch ein Graph angegeben, der das Schema unabhangig vom Wortlaut der Fragen charakte-
risiert: In den Knoten ist jeweils die Anzahl der noch verbliebenen Alternativen eingetragen, un-
ter denen man durch die folgenden Fragen noch eine Auswahl treffen muf3. An den Kanten ist

jeweils die Wahrscheinlichkeit angegeben fur diejenige Bindrantwort, die in diese Richtung
fuhrt.

Wenn man sich nun fir ein bestimmtes Frageschema entscheidet und mit diesem alle zuktinftigen
Elemente der Folge erfragt, dann erhélt man eine zu diesem Frageschema gehdrige mittlere An-
zahl F von Binarfragen pro Folgenelement. Diesen Mittelwekann man leicht aus dem Gra-

phen berechnen: Jeder gerichtete Weg vom Anfgangsknoten des Graphen zu einem Endknoten



bringt einen Beitrag zWF, der sich berechnet als Produkt aus den zugehérigen Kantenwahr-
scheinlichkeiten und der Anzahl der Kanten auf dem Weg. Denn die Anzahl der Kanten auf dem
Weg ist gleich der Anzahl der fiir diesen Weg erforderlichen Fragen, und das Produkt der zugeho-
rigen Kantenwahrscheinlichkeiten ist gleich der Wahrscheinlichkeit, daf3 die Auswahl langs die-
ses Weges erfolgt. Der Wek ergibt sich somit als Summe der Beitrage aller unterschiedlichen
Wege. Das Frageschema in Bild 1 ist optimal, d.h. es gibt kein Frageschema, das einen kleineren
Wert fur F liefert als dieses optimale Schema.

Der Wert F aus dem optimalen Schema in Bild 1 ist aber nicht gleich der Entropie H, d.h. er ist
nicht gleich dem gesuchten Mittelwert der Anzahl der pro Folgenelemedéstengebrauch-
ten Binarfragen. Mit dem Schema in Bild 1 wird namlich jedes Folgenelement einzeln erfragt,
und auf diese Weise benétigt man im Mittel pro Folgenelement mehr Binarfragen, als wenn man
ein Frageschema anwendet, mit dem man gleich mehrere aufeinanderfolgende Elemente erfragt.
Bild 2 zeigt ein optimales Frageschema zur Erfragung von jeweils zwei aufeinanderfolgenden
Elementen; hier wird also ein Paar von Essensterminen fur zwei aufeinanderfolgende Wochen als
eine von 49 gleichwahrscheinlichen Alternativen erfragt. Die hierbei auf einen Essenstermin ent-
fallende mittlere Anzahl von Binarfragen ist kleiner als in Bild 1.

Die auf einen Essenstermin entfallende mittlere Anzahl F von Binarfragen wird immer kleiner,
je mehr Essenstermine fur aufeinanderfolgende Wochen man gemeinsam mit einem optimalen
Frageschema erfragt. Durch Grenzwertbildung erhalt man die Entropie H als minimale mittlere
Anzahl von Binarfragen.

1. Frage 2. Frage 3. Frage 4. Frage 5. Frage 6. Frage

24.1 ,2512.1 ,25.13. 6.1 .,25.13. 7.3 .1] .

293120553 02513 32925 137 3] > +

24.2 ,25.12.2 ,25.13. 6.2 ,25.13. 7.3 .2 ,25.13. 7. 4].5 - 279_5.
203772025 3772025 13 377025137 377925 13 7]6 g —2 2,847

Bild 2 Optimales Frageschema fur 49 gleichwahrscheinliche Alternativen



In der folgenden Betrachtung wird die Symbolisieruf@, a) benutzt fur die mittlere Anzahl

von Binarfragen pro Folgenelement, die man erhalt, wenn das Repertoire die Machtigkeit r hat
und man mit einem optimalen Frageschema a aufeinanderfolgende Folgenelemente gleichzeitig
erfragt. Es gilt:

CF(R1)

"F(r,a) -

Bei gleichverteilten Folgeelementen gibt es immer ein optimales Frageschema, bei dem nur
(k—1) oder k Fragen zum Ziel fuhren (s. Bild 3). Fur ein solches Frageschema gilt also

k-1 < F(R1)<k

A

| |
1. Frage 2. Frage (k-1)-te Frage  k-te Frage

Bild 3 Optimales Frageschema fémgteichwahrscheinliche Alternativen

Zwischen r, a und k gilt die Beziehung

k1l <« p < X

Dies liegt daran, daf3 im optimalen Frageschema die Fragen immer so gestellt werden, dal3 da-
durch jeweils die Anzahl der verbleibenden Alternativen mdglichst halbiert wird. Daraus erge-
ben sich die folgenden Konsequenzen:

K
— _ k — K
k-1 < F(r,a)s—: k-1 2

o))

H=lm F(ra) =Idr
a—

In dem betrachteten Beispiel istr =7 und Id 7 = 2,8074. Die Werte aus den Bildern 1 und 2,
also F(7, 1)=2,857 und~(7, 2)=2,847 liegen schon recht dicht bei diesem Grenzwert.

1) Mit ”Id” wird der Logarithmus zur Basis 2 bezeichnet'9% = x und Id(Z )=y



3. Ungleichverteilung und Entkopplung

In der bisherigen Betrachtung wurde eine sehr einfache wahrscheinlichkeitstheoretische Charak-
terstik angenommen, namliieichverteilungund Entkopplung der AlternativeiNun soll die
Charakteristik derart modifiziert werden, dal3 sie einen Schritt n&her an den allgemeinsten Fall
rackt: Es wird zwar noch vorlaufig die Entkopplung der Alternativen beibehalten, aber die
Gleichverteilung wird aufgegeben.

Die Herleitung der Formel fir die Entropie H fur diese Art von wahrscheinlichkeitstheoreti-
scher Charakteristik soll wieder durch die Betrachtung eines Beispiels eingeleitet werden. Dabel
wird immer noch angenommen, es gehe um die wochentliche Auswahl eines Wochentages fir ein
gemeinsames Abendessen. Es wird nun aber die Wahrscheinlichkeitsverteilung in Bild 4 ange-
nommen, d.h. es wird angenommen, dal3 die Sonntage mit deutlich grél3erer Wahrscheinlichkeit
vorkommen als die gleichverteilten Werktage zusammen. Fur diese Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung ist nun nicht mehr das Frageschema in Bild 1, sondern das Frageschema in Bild 4 optimal,
wo mit der ersten Frage gleich entschieden wird, ob der zu erfragende Tag ein Sonntag ist. Es
ergibt sich nun ein Wert fUF, der kleiner ist als Id 7.

Auch im Fall der Nichtgleichverteilung der Alternativen kann man die mittlere Anzahl der
Fragen, die auf ein Element in der Folge entfallen, noch dadurch weiter senken, dal3 man ein Fra-
geschema anwendet, mit dem gleich mehrere aufeinanderfolgende Elemente erfragt werden. Fir
den Wert F(r,a) gibt es auch hier wieder einen Grenzwert, der aus der vorgegebenen Folgencha-
rakteristik berechnet werden kann. Man findet die Berechnungsvorschrift durch folgende Uber-
legung: Die Berechnungsvorschrift fur den Fall der Gleichverteilung ist bekannt. Also versucht
man, den Fall der Ungleichverteilung auf den Fall der Gleichverteilung zurtckzufiihren. Man
macht deshalb aus der Ungleichverteilung kinstlich eine Gleichverteilung, indem man kinstli-
che Alternativen einfiihrt, unter denen man eigentlich gar nicht auswahlen muf3.

A Wahrscheinlichkeit

0%t ———————=———=—=——----
50%
30%T !

. | | —%: |

1. Frage 2. Frage 3. Frage 4. Frage

10%1
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Bild 4 Wahrscheinlichkeitsverteilung der Elemente in der Folge und zugehdriges Frageschema

Im Falle der Verteilung in Bild 4 erhélt man eine solche kiinstliche Gleichverteilung, indem man
14 alternative Sonntage einfuhrt, von denen jeder mit einer Wahrscheinlichkeit von 5% auftritt,



also mit der gleichen Wahrscheinlichkeit wie jeder Werktag. Dadurch hat man die Gesamtzahl
der Alternativen kinstlich von 7 auf 20 erhoht. Der Grenzwert fur die mittlere Anzahl von Binar-
fragen zu diesen 20 gleichwahrscheinlichen Alternativen betragt Id 20. Im Falle eines Werktags
ist die aus den 20 Alternativen ausgewabhlte tatséchlich auch eine echte und keine kinstliche Al-
ternative. In diesen 30% der Falle hat man also nicht unnétig viel gefragt. In den restlichen 70%
der Félle hatte man aber zuviel gefragt; man hatte namlich eine Alternative aus 14 kunstlichen
erfragt. Da die 14 kinstlichen Sonntagsalternativen gleichverteilt sind, brauchte man als Grenz-
wert eine mittlere Anzahl von Id 14 Binarfragen fur die Auswahl. Diese |d 14 Binarfragen hatte
man also zuviel gefragt, wenn man mit Id 20 Binarfragen eine Sonntagsalternative erfragt hatte.
Also ist man nach (Id 20 — Id 14) Binarfragen im Mittel bereits mit der Fragerei fertig, falls das
aktuelle Element ein Sonntag ist, wahrend man im anderen Falle tatsachlich im Mittel Id 20 Bi-
narfragen braucht, bis man weil3, welcher Werktag es ist. Somit ergibt sich als Entropie zu der
Verteilung in Bild 4 das gewichtete Mittel aus den Grenzwerten fur die Erfragung eines Werktags
bzw. eines Sonntags:

H=0,301d20)+0,7(1d 20 —Id 14) = 1,657
Der Wert vonF in Bild 4 liegt schon recht dicht an diesem Grenzwert.

Die Art und Weise, wie in diesem Beispiel die Entropie berechnet wurde, beruht auf der Vor-
aussetzung, daf3 alle Wahrscheinlichkeitswerdepeinzelnen Alternativen;Aus dem gegebe-
nen Repertoire rationale Zahlen sind. Nur dann gibt es einen Wahrscheinlichkeits\aet p
dem sich die Wahrscheinlichkeitejdoirch Multiplikation mit ganzzahligen Faktorengewin-
nen lassen. Die Wahrscheinlichkeit einer echten Alternativst Aann also;p= my [o.

Es gilt der Zusammenhang

r
1
1=

Nun kann man anstelle jeder einzelnen Alternativeus dem gegebenen Repertoire eine indivi-
duelle Anzahl mfiktiver Alternativen betrachten, fiir die alle die einheitliche Wahrscheinlichkeit

Po gilt.
Damit ergibt sich die Entropie des fiktiven Falls zu

1

Hfiktiy = 1d o



Um die tatséachliche Entropie zu erhalten, muf3 man den Wert fur die tUberflissigen Fragen zur
Unterscheidung der fiktiven Alternativen subtrahieren:

r 1 < P
Hzl'lfiktiv—zpi'ldm = Id po—zpi'ldpo
i= i=1

-l zp. d p —Zp. d e

r 1
H = > pildp

Da in dieser Formel keinggworkommit, ist die fuir die Herleitung angenommene Einschrankung,
daf’ alle prationale Zahlen sein sollen, fur die Gultigkeit der Formel irrelevant.

4. Ungleichverteilung und Verkopplung

Nun wird in einem letzten Schritt die angenommene Folgencharakteristik noch weiter verallge-
meinert, indem Bindungen zwischen den Elementen der Folge eingefiihrt werden.

Wenn es Bindungen zwischen den Folgenelementen gibt, dann kann man die jeweils aktuell
vergangenen Folgenverlaufe in Klassen einteilen, wobei zu jeder Klasse k eine andere Wahr-
scheinlichkeitsverteilung Mir die Alternativen des nachsten zu erfragenden Folgenelements
gehdrt. Die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein vergangener Folgenverlauf zur Klasse k gehgrt, ist p
Dieser Wert pist somit auch die Wahrscheinlichkeit dafir, daf3 die Verteilypfijiidie Erfra-
gung des nachsten Folgenelements relevant wird. Die jeweilige VerteijgigtVir jede der r
Alternativen im Repertoire eine Wahrscheinlichkgjtgm. Wenn die Verteilung y/relevant ist,
tritt also die i—te Alternative mit der Wahrscheinlichkgitads nachstes Folgenelement auf.

Zu jeder Verteilung Ykann man einen Entropiewerf berechnen, der gleich der Entropie H
der ganzen Folge ware, wenn es nur eine einzige Klasse flir alle mdglichen vergangenen Folgen-
verlaufe gabe, d.h. wenn die Verteilungdfe einzige ware, die man betrachten miuf3te. Wenn
aber mehrere VerteilungernYetrachtet werden missen, von denen jede nur mit ihrer eigenen
Wahrscheinlichkeit prelevant wird, dann tragt diese Verteilungauch nur mit einem entspre-
chenden Bruchteil von i namlich mit g (Hx zur gesamten Entropie H bei.

Anzahl der Anzahl der
Verteilungen Verteilungen

YR Y (e




