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Einleitung

wAn important part of classical analysis is concerned with functions which are holo-
morphic in a half-plane. Such a function may be representable by a Cauchy or Poisson
integral in terms of the boundary values on the line bounding the half-plane, or it may be
representable by one of the several forms of the Laplace integral, or by a suitable inter-
polation series such as the binomial series, to mention just a few alternatives. The rate
of growth of the function on rays or on vertical lines determines whal representations
are possible.

In the theory of semi-groups of linear bounded transformations, we shall be concer-
ned with several vector-valued functions which are holomorphic in a half-plane. The
resolvent R(\, A) of the infinitesimal generator is such a function and in some of the
important cases the semi-group operator itself has this property. For an effective stu-
dy of this functions we are forced to carry over the classical theory to vector-valued
functions.”

Mit diesen Worten leiten Hille und Phillips [21] das sechste Kapitel ihres 1957
erschienenen Buches , Functional Analysis and Semi-Groups® ein. Der letzte Satz diese
Zitats kann als ein mathematisches ,,Programm® aufgefafit werden. In dieser Arbeit wird
der Versuch unternommen, einen kleinen Teil dieses ,,Programms® zu verwirklichen.

Obwohl das Buch von Hille und Phillips eine weite Verbreitung gefunden hat und
inzwischen fast vierzig Jahre alt ist, wurde bisher sehr wenig an dem ,, Programm® von
Hille und Phillips gearbeitet. Erst in ,jiingerer Zeit“ wurden Fragen der Représen-
tierbarkeit banachraumwertiger Funktionen als Laplace Integral im Hinblick auf An-
wendungen fiir die Theorie der Halbgruppen linearer Operatoren wieder aufgegriffen.
yJungere Zeit® ist hier relativ zum Erscheinungsdatum 1957 des Buches von Hille und
Phillips zu sehen: Sova [36] charakterisierte 1979 die Laplace Transformierten einer
Klasse analytischer Funktionen. Dieses Ergebnis bildet heute den Hintergrund fiir fast
jede Aussage iiber die Erzeuger analytischer Evolutionsfamilien. Acht Jahre spater war
es Arendt [1], der eine banachraumwertige Variante von Widders Satz zur Charakteri-
sierung der Laplace Transformierten beschrankter Funktionen vorstellte und mit Hilfe
dieser Variante den Satz von Hille-Yosida als einfache Folgerung erhielt. Angeregt durch
das Resultat von Arendt bewies Weis 1991 (siehe auch [40]) eine banachraumwertige
Variante von Widders Satz fiir p-integrierbare Funktionen und zeigte in [41], wie die-
ses Ergebnis bei der Untersuchung p-integrierbarer Losungen des abstrakten Cauchy
Problems eingesetzt werden kann. Weitere Untersuchungen zur Laplace Transforma-
tion banachraumwertiger Funktionen inklusive Anwendungen finden sich in dem 1993
erschienenen Buch von Priif} [33] iiber evolutionire Integralgleichungen. Dagegen sind
mir keine Arbeiten bekannt, in welchen im Hinblick auf die Theorie der Halbgruppen
linearer Operatoren die Repréasentation holomorpher Funktionen durch ein Cauchy oder
Poisson Integral der Randwerte bzw. durch Interpolationsreihen untersucht wurde.

Gegenstand der Untersuchungen dieser Arbeit sind zwei verschiedene Typen von
Hardyrdumen banachraumwertiger Funktionen. Zum einen wird der Raum H,(C,, X)
aller auf der rechten Halbebene C; = {z € C : Re(z) > 0} holomorphen X-wertigen
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Funktionen F', fir welche die Norm

00 1
1Fllnen = sup ([ 1P+ ib)|7as) ™ (0.1)
endlich ist, betrachtet. Dem wird fiir 0 < o < m der Raum H,(X,, X) aller auf dem
Sektor ¥, = {z € C: |arg(z)| < a} \ {0} holomorphen X-wertigen Funktionen F fiir
welche die Norm

1P lns = sup ([ 1P (e dr) (0.2)
endlich ist, zur Seite gestellt. Die Elemente dieser Hardyraume werden untersucht auf
Représentierbarkeit durch ein ,,Poisson Integral ihrer Randwerte® oder ,,durch eine der
verschiedenen Formen des Laplace Integrals®, um die Worte von Hille und Phillips zu
benutzen. Dabei werden die folgenden Ergebnisse erzielt:

(1) Zunidchst wird gezeigt, daBl jede banachraumwertige auf C, harmonische Funk-
tion F, fiir welche die Norm (0.1) endlich ist, eine Reprasentation durch ein Poisson-
Stieltjes Integral

~ 1 feo a
F ib) = P¢ 'b:—/ —————do(t 0.3
(a+1b) = Po(a + 1b) ) B a2 o(1) (0.3)
mit einer Funktion ¢ von beschriankter p-Variation besitzt. Dies ist die banachraumwer-
tige Variante des klassischen Resultats (siehe z.B. Garnett [17]), dafi skalarwertige auf
C. harmonische Funktionen, fiir welche die Norm (0.1) endlich ist, eine Reprasentation
durch ein Poisson Integral

. . 1 fe a
Pla+ib)=Pfla+ib)=— [ (el (0.4)
mit einer Funktion f € L, besitzen. Dieses klassische Ergebnis bleibt in genau denje-
nigen Banachrdumen bestehen, welche die Radon-Nikodym Eigenschaft besitzen.
Diese Reprisentation banachraumwertiger harmonischer Funktionen in der rechten
Halbebene durch ein Poisson-Stieltjes Integral ist auch in Weis [40] zu finden, wo sie
jedoch nicht bewiesen wird. Ein entsprechendes Ergebnis fiir banachraumwertige har-

monische Funktionen auf der Kreisscheibe wurde 1988 von Blasco [6] vorgestellt sowie
von Bukhvalov und Danilevich [9] 1982 angedeutet.

(2) Ist F eine auf der rechten Halbebene harmonische Funktion, fiir welche die Norm
(0.1) endlich ist, so ist natiirlich fiir jedes a > 0 die L,-Norm von F' entlang der um a
nach rechts verschobenen imagindren Achse endlich, d.h. die durch

g(t) = Fa+1t) (0.5)

auf R definierte Funktion g ist eine L,-Funktion. Es stellt sich nun umgekehrt die Frage,
wann zu einer gegebenen L,-Funktion g eine harmonische Funktion F' existiert, deren
Norm (0.1) endlich ist und welche die Gleichung (0.5) in R erfiillt. Es zeigt sich, daf
eine Folge von Funktionen (d,,) in Ly existiert, so daB die beiden folgenden Aussagen
fiir alle g € L, gleichwertig sind:
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(i) Es gibt eine auf C; harmonische Funktion F', deren Norm (0.1) endlich ist und
welche der Gleichung (0.5) gentigt.

(ii) Es gilt sup,cn Hda,n * QHLP < o0.

Dem Beweis dieser Aussage liegt eine Idee Pollards [32] zugrunde, der eine dhnliche
Untersuchung fiir skalarwertige harmonische Funktionen durchfithrte.

(3) Da holomorphe Funktionen harmonisch sind, gewinnt man durch das in (1)
vorgestellte Ergebnis Aussagen iiber das Randverhalten holomorpher Funktionen in
H,(C4, X), aber das Randverhalten holomorpher Funktionen in H,(¥,, X) liegt zu
diesem Zeitpunkt noch véllig im Dunkeln. Wird der Spezialfall a = 7 betrachtet,
so stimmt der Sektor ¥, mit der rechten Halbebene C, iiberein und es besteht die
Hoffnung, daf gewisse Eigenschaften des Raumes H,(Cy, X) auf den Raum H,(¥x, X)
tibertragen werden konnen, obwohl die Normen (0.1) und (0.2) verschiedenen sind.
Diese Hoffnung wird voll und ganz erfillt, denn die beiden Normen sind dquivalent
und die Rdume H,(C4, X) und Hp(Zg, X)) sind identisch! Da zudem jeder der Rdume
Hy(34, X) isomorph zu H,(Xx, X) ist (siehe Lemma 2.2.2), kann aus den Ergebnissen
aus (1) auf das Randverhalten der Funktionen in H,(X,, X) geschlossen werden.

Die Ubereinstimmung der Riume H,(C,) und Hy(X¥z) skalarwertiger Funktionen
sowie Folgerungen fir das Randverhalten von Hy(Y, )-Funktionen wurde laut Drzbasjan
und Martirosjan [16] bereits 1966 von Drzbasjan [15] bewiesen.

(4) Drzbasjan und Martirosjan [16] nutzten die Gleichheit der Rdume H,(C; ) und
HQ(Eg) zum Nachweis, daf} die Laplace Transformierte fiir 0 < o < 7 einen Isomor-
phismus zwischen den Rdumen H,(X,) und HQ(E(H_g) vermittelt. Im Grenzfall o — 0
ergibt dies den Satz von Paley und Wiener [30].

Sova [36] zeigte 1979, daf jede auf ¥, = holomorphe und auf jedem echten Teilsektor
beschrankte Funktion darstellbar ist als Laplace Transformierte einer auf dem Sektor X,
holomorphen Funktion, welche auf jedem echten Teilsektor beschréankt ist. Im Gegensatz
zu Drzbasjan und Martirosjan formulierte Sova sein Resultat fiir banachraumwertige
Funktionen.

Eine Kombination der Ergebnisse von Drzbasjan und Martirosjan auf der einen Seite
sowie Sova auf der anderen Seite fithrt zu dem in dieser Arbeit gewonnenen Resultat,
daB fiir eine auf (0, 00) definierte banachraumwertige Funktion F' die beiden folgenden
Aussagen gleichwertig sind:

(i) F' ist Laplace Transformierte einer auf dem Sektor ¥, holomorphen Funktion,

welche fiir jeden Winkel 8 < o in H,(X3, X) liegt.

(ii) F ist holomorph fortsetzbar auf den Sektor ¥, = und die durch z 12UP R (2)
auf Y,z definierte Funktion liegt fiir jeden Winkel 8 < a in Hp(¥g4x, X).

Jedes der in den Punkten (1)-(4) vorgestellten Ergebnisse liefert eine Folgerung fiir
L,-Losungen des abstrakten Cauchy Problems und kann somit fiir sich in Anspruch
nehmen, Teil des ,,Programms® von Hille und Phillips zu sein.
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Die vorliegende Arbeit ist in zwei Kapitel unterteilt. Im ersten Kapitel ,,Analysis
banachraumwertiger Funktionen® werden die Arbeitsgrundlagen fiir das zweite Kapitel
dargestellt. Diese Grundlagen sind weitgehend bekannt. Neu ist nur die Phragmen
Inversionsformel der Laplace Transformation in V,(X) fiir 1 < p < oo, welche im Fall
p = oo von Baumer und Neubrander [4] bewiesen wurde. Das zweite Kapitel enthélt
die wesentlichen Resultate dieser Arbeit.

Der erste Abschnitt des ersten Kapitels besteht aus einem Uberblick iiber die hier
bendtigte Integrationstheorie banachraumwertiger Funktionen. Dieser Abschnitt ist zum
grofien Teil aus dem Buch ,, Vector Measures“ von Diestel und Uhl [13] entnommen.

Von zentraler Bedeutung sind die Ergebnisse des zweiten Abschnitts zur Reprasen-
tation von Operatoren auf L, und Cy. Jedes der in den Punkten (1)-(3) vorgestellten
Resultate macht entscheidenden Gebrauch von den Ergebnissen dieses Abschnitts, wel-
che aus dem Buch von Diestel und Uhl [13] sowie aus Artikeln von Blasco [5] und Weis
[40] zusammengetragen und in eine fiir diese Arbeit addquate Form gebracht wurden.
Insbesondere wurde der Versuch unternommen, ., Vektormaf freie“ Beweise fiir bereits
bekannte Satze zu fithren. Dies betrifft unter anderem die Charakterisierung absolut
summierender Operatoren auf Cj als diejenigen Operatoren, die durch eine Funktion von
beschrankter Variation reprasentiert werden sowie den Nachweis, dafl ein Banachraum
X genau dann die Radon-Nikodym FEigenschaft hat, wenn jede X-wertige Lipschitz
stetige Funktion eine Radon-Nikodym Ableitung besitzt.

Der dritte Abschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber die Theorie banachraum-
wertiger holomorpher und harmonischer Funktionen. Dabei stammt der Paragraph zur
Holomorphie banachraumwertiger Funktionen zum grofien Teil von Hille und Phillips
[21]. Banachraumwertige harmonische Funktionen wurden in einiger Ausfiihrlichkeit
von Hensgen [19] studiert.

Der vierte Abschnitt enthilt elementare Eigenschaften der Laplace Transformation
sowie einige Ergebnisse zur Theorie der L,-Flisse, die von Weis [41] ins Leben gerufen
wurde. Ein L,-FluB ist ein Lésungsoperator fiir das abstrakte Cauchy Problem, der bei
Eingabe eines Anfangswertes = eine p-integrierbare Losung ausgibt. Die Theorie der
L,-Flisse bildet die Briicke zwischen den in (1)-(4) vorgestellten Resultaten auf der
einen Seite und dem abstrakten Cauchy Problem auf der anderen Seite.

Im Zentrum des ersten Abschnitts im zweiten Kapitel stehen die in (1) und (2) ge-
nannten Resultate zur Darstellbarkeit banachraumwertiger Funktionen durch ein Pois-
son Integral.

Der zweite Abschnitt beinhaltet im Wesentlichen die in (3) angesprochene Aqui-
valenz der Normen || - ||g,(c,) und || - HHp(Eg) sowie drei Konsequenzen dieser Aqui—

valenz: Erstens wird die Existenz von Randwerten fir H,(X,, X)-Funktionen disku-
tiert, zweitens wird eine Variante des Satzes von Paley und Wiener fiir Hilbertraume
angegeben und drittens wird der Dualraum von H,(¥,, X) fiir Banachrdaume X mit
Radon-Nikodym Eigenschaft dargestellt.

Im dritten Abschnitt wird das in (4) vorgestellte Resultat besprochen. Dariiber
hinaus wird diskutiert, fiir welche Banachrdume die von Drzbasjan und Martirosjan [16]
bewiesene Variante des Satzes von Paley und Wiener richtig ist und welche Aussagen
im Fall p # 2 gemacht werden kénnen. Dies fithrt zum Begriff | Fourier-Stieltjes Typ
eines Banachraums®.
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Kapitel 1

Analysis banachraumwertiger
Funktionen

1.1 Notationen

Unter einem Banachraum verstehen wir einen komplexen, normierten und vollstdndigen
Vektorraum. Der Buchstabe X steht immer fiir einen Banachraum und fir z € X
bezeichnet ||z|| die Norm von z. Wir schreiben Ux = {z € X : ||z]| < 1} fur die
Einheitskugel von X. Der Dualraum von X, das ist der Banachraum aller stetigen
und linearen Funktionale z* : X — C mit der Norm ||z*|| = sup{|z*(z)| : € Ux},
wird mit X* bezeichnet. Fiir die Wirkung eines z* € X* auf ein 2 € X werden die
Schreibweisen z*(z), (z*, z) oder (z, z*) verwendet. Die letzte dieser drei Schreibweisen
ist gerechtfertigt, da durch z* — z*(z) (z* € X*) ein Element des Dualraums von
X* definiert wird und dieses Element wird mit € X identifiziert. Desweiteren sind
topologische Begriffe wie offen, abgeschlossen, separabel, usw. immer im Sinn der durch
die Norm in X induzierten Topologie zu verstehen, sofern nicht explizit eine andere
Topologie genannt wird.

Ist (z,)nen eine Folge in X, so bedeutet die Schreibweise lim,_,o, z, = z, daf§ die
Folge (z,) in der Norm von X gegen das Element z € X konvergiert. Konvergiert die
Folge (x,) schwach gegen z, so wird o ~ lim,—c x, = z. Ist ¥ ein weiterer (komple-
xer) Banachraum, so bezeichnet L(X,Y’) den Raum aller stetigen linearen Abbildungen
T:X — Y und L(X, X) wird durch L(X) abgekiirzt. Wir werden in Zukunft haufig
Abbildungen zwischen normierten Vektorraumen betrachten. Ist in diesem Zusammen-
hang von einem Operator die Rede, so ist immer eine lineare, aber nicht notwendi-
gerweise stetige Abbildung gemeint. Stetige lineare Abbildungen sind in diesem Sinn
stetige Operatoren.

Sei F(y) eine Formel, welche von der Variablen y abhéngt. In der Sprache der
Priadikatenlogik bedeutet dies, dafi die Formel F(y) die Variable y als freie Variable
enthilt. Dann steht die Schreibweise

Fly)  (yeM)

fir die ausfiihrliche Formulierung ,Fiir alle y € M gilt F/(y)“.

8
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Wird ein Term term; durch einen Term term, definiert, so steht der zu definierende
Term term; immer auf der linken Seite der definierenden Gleichung, d.h. es wird

termy = termsy

geschrieben.

1.2 Integration banachraumwertiger Funktionen

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen zur Integration banachraumwertiger Funk-
tionen vorgestellt. Behandelt werden das Bochner Integral, das Pettis Integral sowie das
Riemann-Stieltjes Integral fiir banachraumwertige Funktionen. Wahrend das Bochner
und das Pettis Integral zwei Verallgemeinerungen des Lebesgue Integrals darstellen, ist
das Riemann-Stieltjes Integral banachraumwertiger Funktionen, wie der Name schon
sagt, eine direkte Ausdehnung des Riemann-Stieltjes Integrals komplexwertiger Funk-
tionen.

1.2.1 Das Bochner Integral

Mit I # () wird ein abgeschlossenes, nicht notwendigerweise beschréanktes Teilintervall
der reellen Zahlen bezeichnet. Ist von einer meBbaren Teilmenge von I die Rede, so ist
Lebesgue MeBbarkeit gemeint und der Buchstabe p steht fiir das Lebesgue Mafi. Wie
iiblich sagen wir, eine Aussage gilt fiir fast alle ¢ € I, falls eine Lebesgue Nullmenge
U C I so existiert, daBl die Aussage fiir alle t € I\ U richtig ist.

Ist f: I — X eine Funktion und z* € X™*, so schreiben wir x* o f fiir die durch
z*o f(t) = x*(f(t)) auf I definierte komplexwertige Funktion. Fiir M C X ist f~'(M)
die Menge aller Urbilder der Elemente von M. Fiir x € X wird f~!(z) anstelle von
f7 ({x}) geschrieben.

Definition 1.2.1 Eine Funktion f : I — X heifit einfache Funktion, falls f in X
nur endlich viele verschiedene Werte x4, ..., x, annimmt und fir alle s = 1,...,n die
Mengen f~!(z;) Lebesgue meBbar sind und endliches Lebesgue Mafl besitzen.

Eine Funktion f : I — X heilt mefbar, falls einfache Funktionen f, : I — X
(n=1,2,...) so existieren, daB fiir fast alle ¢ € I gilt lim, . fu(t) = f(1).

Eine Funktion f : I — X heilt schwach mefbar, falls x* o f fir alle * € X* meBbar

ist.

Ist f : T — X eine einfache Funktion mit den paarweise verschiedenen Funkti-
onswerten xq,...,2, € X und wird Ey = f~'(x;) gesetzt, so folgt [ = Y7, xxxp,-
Umgekehrt bedeutet im folgenden die Aussage ,Sei f = Y 7_; zxxg, eine einfache
Funktion®, daf die ) paarweise verschiedene Elemente des Banachraums X sind und
die Mengen FE; Lebesgue mefibar mit endlichem Mafl und paarweise disjunkt sind. Im
weiteren Verlauf werden wir hdufig mit einfachen Funktionen der Form

= Z»’%X[ak,bk) (1'1)
k=1
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arbeiten, wobei z, € X und [ay, b;) C I furk = 1,...,n. Dabei wird an dieser Stelle die
Generalvereinbarung getroffen, dafl y[,) die charakteristische Funktion des Intervalls
[a, b] bezeichnet, sofern I nach oben durch b begrenzt wird. Diese Vereinbarung kommt
nur bei den Betrachtungen zu Raumen stetiger Funktionen zum Tragen. Der Raum
S(1,X) besteht aus allen einfachen Funktionen f: I — X, welche von der Form (1.1)
sind. Anstelle von S(I,C) wird S([) geschrieben.

Wie im Fall komplexwertiger Funktionen zeigt man, dal Summen, skalare Vielfa-
che und punktweise fast tiberall Grenzwerte mefibarer banachraumwertiger Funktionen
mefBbar sind. Genauso iiberlegt man sich, dal das Produkt einer banachraumwertigen
meBbaren Funktion und einer komplexwertigen mebaren Funktion mefbar ist.

Die nachfolgenden Sétze sind dem Buch ,,Vector Measures“ von Diestel und Uhl [13]
entnommen. Die Sétze in diesem Buch sind zwar fir allgemeine Mafiraume formuliert,
aber leider nur fiir solche mit endlichemm Mafl . Die uns verbleibende einfache, aber
notwendige Aufgabe besteht darin, die entsprechenden Aussagen auch fiir unbeschrankte
Intervalle zu gewinnen.

Proposition 1.2.2 FEine Funktion f: I — X ist genau dann meflbar, wenn die fol-
genden berden Bedingungen erfillt sind.

(i) FEs gibt eine Nullmenge U C I so, daff f(I\ U) separabel in X ist.
(i1) Die Funktion f ist schwach meflbar.

Beweis Nach [13], II.1 (Pettis Measurability Theorem), gilt die Behauptung fiir kom-
pakte Intervalle 1.

Sei nun [ nicht kompakt, also unbeschrankt, dann wéihlen wir eine aufsteigende
Folge I} C I, C .- kompakter Teilintervalle von I mit I = J;Z, I}, und definieren
e =1 xn-

Wird f als mefibar vorausgesetzt, so ist auch f; als Produkt der mefibaren Funk-
tionen f und x;, mefBbar. Da I kompakt ist, gibt es also eine Nullmenge U, C [ so,
daB fi(I\ Uy) separabel in X ist. Wegen

o0

f([\kOUk)gf(G[k\Uk U (I'\ Uy)

k=1 k=1

ist somit f(1\ U2, Ux) als Teilmenge einer abzéhlbaren Vereinigung separabler Men-
gen separabel. Zudem ist [J;2, Uy als abzidhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder
eine Nullmenge. Das beweist (i). Da starke MeBbarkeit natiirlich schwache Mefibarkeit
impliziert, ist die Giiltigkeit von (i) und (ii) erwiesen.

Erfillt f die Bedingungen (i) und (ii), dann erfilllen auch die Funktionen f; die
Bedingungen (i) und (ii). Nun ist aber der Trager von fj fiir alle & € N kompakt und
also folgt die Meibarkeit der Funktionen fi. Somit erweist sich f als punktweiser Limes
der Funktionen f; fiir & — oo als meflbar. =

Beispiel 1.2.3 (1) Stetige Funktionen sind mefbar. Denn ist f : [ — X eine stetige
Funktion, so ist f schwach stetig, d.h. * o f ist stetig fiir alle z* € X* und somit ist
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[ schwach meBbar. Zudem ist f(7I) enthalten im AbschluB von f(7 N Q). Denn ist (g,)
eine gegen t € [ konvergente Folge rationaler Zahlen, so besagt die Stetigkeit von f,
daf} die Folge (f(g,)) in X gegen f(1) konvergiert. Die Mefbarkeit von f folgt nun aus
Proposition 1.2.2.

(2) Dies ist das Beispiel einer nicht mefibaren Funktion. Betrachtet wird der Ba-
nachraum C'(R) der stetigen Funktionen f : R — R versehen mit der Supremumsnorm.
Fiir jedes t € R wird der Translationsoperator T'(¢) definiert durch

(TWN)(s) = (s =1) (=00 <5 < o).

Diese Translationsoperatoren sind offensichtlich stetige Operatoren auf C'(R). Demnach
ist die Abbildung 7', welche jeder reellen Zahl ¢ den Translationsoperator 7T'(¢) zuordnet,
eine Funktion der reellen Zahlen in den Raum L(C(R)) der stetigen Operatoren auf
C'(R). Doch diese Abbildung ist nicht meBbar. Dann es ergibt sich ||T'(t1) — T'(t2)|| = 2
fiir alle reellen ¢q,t mit t; # t3. Daher kann keine Nullmenge U' C R so existieren,
daBl T(R\ U) in L(C(R)) separabel ist. Das Kriterium 1.2.2 besagt somit, dal 7" nicht

meBbar ist.

Definition 1.2.4 Sei f: [ — X eine meBibare Funktion und £ C [ sei eine mefibare
Teilmenge. Ist f = 37;_; zxxE, eine einfache Funktion, so ist das Bochner Integral von
f beziiglich E definiert durch [ f(t)dt = Y7, zxp(Fr N E).

Ist f nicht einfach, so heifit f Bochner integrierbar, falls eine Folge (fy) einfacher
Funktionen f;, : I — X existiert mit

Jim / 1£(8) — fu()]] dt = 0. (1.2)

In diesem Fall heif3t

[ 7 de=Jim [ gt (13)

das Bochner Integral von f beztiglich F. Fine mefibare Funktion f : I — X heilit lokal
Bochner integrierbar, falls fir jedes kompakte Teilintervall J C I die Einschrankung
von f auf J Bochner integrierbar ist.

Wie bei der Definition des Lebesgue Integrals tiberlegt man sich, dal der Limes in
(1.3) unter der Voraussetzung (1.2) existiert und unabhéngig von der speziellen Wahl
der Folge (fi) einfacher Funktionen ist.

Die néchste Proposition, die eine Charakterisierung Bochner integrierbarer Funk-
tionen gibt, ist ein Beispiel fiir das ,,Ersetzen von Betrags- durch Normstriche® beim
Ubergang vom Lebesgue- zum Bochner Integral. Beim Beweis dieser Charakterisierung
greifen wir wieder auf das entsprechende Ergebnis von Diestel und Uhl fiir kompakte
Intervalle I zuriick.

Proposition 1.2.5 FEine mefibare Funktion f : 1 — X st genau dann Bochner inte-
grierbar, falls [, ||f(1)]| dt < oo.
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Beweis Die Behauptung ist nach [13], 11.2, richtig, falls I kompakt ist. Ist 7 nicht
kompakt, so wird eine aufsteigende Folge kompakter Teilintervalle Iy C I, C -+ von [
mit [ = 32, I gewdhlt und es wird definiert fi = f - x7,. Sei nun [; || f(¢)] dt < cc.
Dann ist [, || fu(t)|| dt < oo fiir alle & € N. Somit ist f; fiir alle k& Bochner integrierbar
nach [13], 11.2, weil der Triger von f; kompakt ist. Es gibt demnach fiir jedes k €
N eine Folge einfacher Funktionen (fy,) mit lim,_ o [, |[fe(t) — frn()]|dt = 0. Zu
gegebenem ¢ > 0 wihlen wir nun fiir jedes k eine natiirliche Zahl n(k) so, da§ [, || fx(t)—
Jenm (1)|| dt < e. Zudem kénnen wir wegen [; || f(#)]| dt < oo ein k so wihlen, daB gilt

/ﬂlf(t) — fe(0)]dt = /M 1F (1)) dt < e.

Es folgt also

JIF@) = Frno (Ot < [ 1) = £+ [ 1500) = Py (1)t < 2.

Folglich ist f Bochner integrierbar.
Ist umgekehrt f Bochner integrierbar, so gibt es eine einfache Funktion ¢ mit

[ 1f(t) —g(t)]| dt < 1 und also ist

J ol < [ =g+ [ lgwid < o,

was zZu Zeigen war. =

Erfreulicherweise gilt auch fir das Bochner Integral der tiberaus niitzliche, aus der
Lebesgueschen Integrationstheorie bekannte Satz von der dominierten Konvergenz.

Proposition 1.2.6 Fs scien f, : [ — X (n = 1,2,...) Bochner integrierbare Funk-
tionen und die Folge (f,) konvergiere punktweise gegen eine Funktion f: I — X fir
n — oo. Fristiert eine reellwertige Lebesgque integrierbare Funktion g auf I so, daf fir

jedes n € N fast iberall || f,.(1)|| < g(t) gill, so ist f Bochner integrierbar und
tim [ 1F(8) — £u(0)] di = 0.
Insbesondere ist lim,_,, [, fo(t)dt = [, f(1)dL.

Beweis Zum Beweis wendet man den Satz iiber die dominierte Konvergenz reell-
wertiger Funktionen auf die Funktionen ||f — f,|| mit dominierender Funktion 2¢ an.

Als néchstes werden einige weitere Figenschaften des Bochner Integrals gesammelt,
deren Beweise ohne Anderungen auch fiir nicht kompakte Intervalle aus [13], 11.2, iiber-
nommen werden konnen.

Proposition 1.2.7 Sei f: I — X Bochner integrierbar.



1.2. INTEGRATION BANACHRAUMWERTIGER FUNKTIONEN 13

(i) Ist (E,) eine Folge mefbarer Teilmengen von I mit lim, o p(E,) = 0, so ist

(i) Fs ast || f; F(0) dt]] < [ F(0)I] dt.

(i) Sind Ey (k = 1,2,...) paarweise disjunkte mefbare Teilmengen von I und ist
E = UL, Ex, so st [i; f(1)dt = 332, [, f(1)dl und die Reihe in der rechlen
Seite der Gleichung konvergiert absolut.

Ist f eine auf I definierte komplexwertige Lebesgue integrierbare Funktion, so gilt
fir jedes z € C die Gleichung [, zf(t)dt = z f; f(¢)dt. Sind X und Y Banachraume,
ist f: I — X Bochner integrierbar und A : X — Y ein stetiger Operator, so ist
Aof:I—Y und esgilt [, Af(t)dt = A [, f(t)dt. Diese Behauptung ist sehr einfach
nachzupriifen. Etwas komplizierter ist der Beweis der folgenden Proposition, die eine
entsprechende Aussage fiir abgeschlossene, nicht notwendigerweise stetige Operatoren
macht.

Es sei daran erinnert, daf ein Operator A : D(A) — Y, D(A) C X und Y ein
weiterer Banachraum, abgeschlossen heifit, falls sein Graph abgeschlossen in D(A) x Y’
ist. Dies ist dquivalent zu der folgenden Aussage: Ist (z,) C D(A) eine gegen z € X
konvergente Folge und existiert ein y € Y mit lim,_, ., Az, =y, so ist z € D(A) und
Axr = y.

Wir bleiben auch bei dieser Proposition der Strategie treu, den Fall kompakter
Intervalle aus [13] zu zitieren und hieraus den Fall beliebiger abgeschlossener Intervalle
abzuleiten.

Proposition 1.2.8 Sei A: D(A) = Y, D(A) C X, ein abgeschlossener Operator. Ist
sowohl [ : I — D(A) als auch Ao f : 1 —Y Bochner integrierbar, so ist [; f(t)dl €

D(A) und es gilt
/ (Ao f) / f(t)dt).

Beweis Wie angekiindigt bemerken wir, dafl die Behauptung fiir kompakte Inter-
valle nach [13], I1.2, richtig ist. Ist I nicht kompakt, so wihlen wir wieder eine Fol-
ge Iy C I, C --- kompakter Intervalle mit I = 72, [y und definieren fr = fxi,.
Dann ist fir alle & € N sowohl f; als auch A o f; Bochner integrierbar, also gilt

[i(Ao fo)(t)dt = A(fl Ju(t) dt). Eine der elementaren Eigenschaften des Bochner In-
tegrals aus Proposition 1.2.7 besagt

f(t)dt = lim hm fk
I k—oo k

Auf die Folge der Funktionen Ao fi, & € N, kénnen wir den Satz von der dominierten
Konvergenz mit dominierender Funktion ||A o f|| anwenden und erhalten

J(Ao peyde = lim [ (A0 fi)@ydt = lim A [ fe)ae
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Die Abgeschlossenheit von A 1aBt somit die Folgerungen f; f(t)dt € D(A) und [;(Ao
PHWydt = A(f; f(t)dt) m. =

Zum Abschlufl der Betrachtungen tiber das Bochner Integral fithren wir die im
Mittelpunkt dieser Arbeit stehenden Funktionenrdume L,(, X) ein.

Definition 1.2.9 Sei 1 < p < co. Der Raum L,(1, X) besteht aus Aquivalenzklassen
meBbarer Funktionen f, fiir welche die Norm

11, = ([ 1o ar)™”

im Fall p < co beziehungsweise

= inf su l
Il =t sop 100
endlich ist. Die Lebesgue L,-Réume L,(I, C) kiirzen wir ab durch L,(7).

Wie im Fall der Lebesgue L,-Raume werden zwei Funktionen mit endlicher L,-Norm
als aquivalent bezeichnet, falls sie fast iiberall iibereinstimmen.

DaB die Abbildung || - ||z, : Ly(I,X) — R eine Norm ist, folgt direkt aus den
Normeigenschaften der L,-Norm fiir skalarwertige Funktionen.

Sei S(I,X) der Raum der einfachen Funktionen f auf I, welche von der Form
I = Yh—1 TkX[agby) sind. Dieser Raum ist in jedem der Réume L,(/, X) enthalten und
es gilt die

Proposition 1.2.10 Ist 1 < p < oo so ldf§it sich jedes f € L,(I,X) durch eine Folge
von Funktionen in S(I,X) in der L,-Norm approzimieren.

Beweis Seip < co und f € L,(I,X). Dann ist f insbesondere mefibar und folglich
gibt es eine Folge ( fx) einfacher Funktionen auf 7, welche punktweise fast iiberall gegen
f konvergiert. Fur & € N werde g, : I — X nun definiert durch

_Jo falls [[f() = fe(t)]] = e
gx(t) _{ fx(t) sonst.

Dann ist auch (gx) eine Folge einfacher Funktionen, welche punktweise fast iiberall
gegen [ konvergiert. Zudem wird die Funktion ¢ — || f(t) — gx(¢)||? dominiert durch
die L;-Funktion ¢ — eIt 4 Hf(t)Hp Der Satz von der dominierten Konvergenz liefert
daher

lim [£(0) = gult)" dt = 0.

Somit ist die Existenz einer Folge einfacher Funktionen nachgewiesen, welche in der
Norm in L,(1,X) gegen f konvergiert. Andererseits 1aBt sich jede einfache Funktion
auf [ durch einfache Funktionen in S(I,X) beziiglich der L,-Norm approximieren.
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Folglich existiert sogar eine Folge einfacher Funktionen in S(7, X), welche in L,(I, X)
gegen [ konvergiert. =

Da nun die L,-Réume eingefithrt sind, kénnen einige weitere wichtige Beispiele
Bochner integrierbarer Funktionen vorgestellt werden.

Mit Co(I, X) bezeichnen wir im folgenden den Raum der stetigen Funktionen f :
I — X, welche im Unendlichen verschwinden, sofern das Intervall T unbeschrankt ist.
Als Kurzschreibweise fiir Cy(1, C) wird Cy(I) benutzt. Wir setzen Y, (I, X) = L,(I,X)
fir 1 <p<oo, Yoo (I, X) = Co(I,X) und Y, (1) = Y,(I,C).

In Beispiel 1.2.3 (2) wurden bereits die Translationsoperatoren 7'(¢) auf dem Raum
C'(R) eingefiihrt. Translationen kénnen in entsprechender Weise auf jedem der Rdume

Y,(R, X) definiert werden, indem fiir jedes t € R und f € Y,(R, X) festgesetzt wird
()= fs—1) (s €R),

Offensichtlich sind die Translationen normerhaltende Operatoren in Y,(R, X). Insbe-
sondere gilt also ||T'(t)|| = 1 und die Abbildung 7" : R — L(Y,(R, X)), die je-
dem ¢ € R die Translation T'(t) zuordnet, ist beschrankt. Sei ¢ € L;(R). Dann gilt
20 lg()T ()| dt = g7, , und man ist geneigt, das Bochner Integral [; g(¢)T'(¢) dt im
Banachraum der linearen Operatoren auf Y,(R, X) zu bilden. Doch diese Funktion ist
nicht mefbar, sofern g # 0 ist. Der Beweis dieser Behauptung verlduft analog zur Ar-
gumentation in Beispiel 1.2.3 (2). Anders verhilt es sich, wenn fiir f € Y, (R, X) die
Funktion ¢ — ¢(¢)T'(t)f betrachtet wird. Denn diese Funktion ist stetig (dies wird in
der folgenden Proposition bewiesen) und somit Bochner integrierbar.

Wie sieht das Bochner Integral dieser Funktion aus? Ist ¢ € L;(R) und f € Y,(R),
so ist die Faltung ¢g * f von g und f definiert durch

(g% f)(s) = /_o; g(t)f(s—1t)dt (—o0 < s < 0).

Es ist bekannt, dafl dieses Integral fiir fast alle s € R existiert und die Funktion g * f
in Y,(R) liegt (siehe etwa [11]).

Entsprechend wird fiir g € L1(R) und f € Y,(R, X) die Funktion g * f als Faltung
von g und f bezeichnet, falls g * f in Y,(R, X) liegt und fiir jedes z* € X* die skalar-
wertige Funktion 2* o (g * f) die Faltung der skalarwertigen Funktionen g und z* o f
ist. Die nichste Proposition besagt unter anderem, dafi diese Faltung existiert und mit
dem Bochner Integral der Funktion ¢ — ¢(¢)7T'(¢) f ibereinstimmt.

Proposition 1.2.11 Sei 1 < p < oo, f € Y,(R,X) und g € Li(R). Dann ist die
Abbildung t — T(1)f stetig in R, also insbesondere mefbar, und das Bochner Integral
20, g(O)T(t) f dt existiert und stimmt mit der Faltung von g und f iberein. Insbesondere

gilt |lg * fllv, < gl fly,-

Beweis Sei zuniachst p < oo. Der Beweis wird zuerst fiir einfache Funktionen f =
Y oht ThX[aghe) € S(I,X) gefithrt. Ist § > 0, so ist |7(0)X[ayb,) — X[ﬂlmbk)”%p < 26.
Demnach gilt

IT(0)f = fllz, < ZHMHHT Wlab) = Xa 12, < D 2| (28)177,
k=1
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und die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert gegen Null fiir 6 — 0. Dies beweist
die Stetigkeit der Funktion ¢ — T'(¢)f im Punkt Null. Sei nun ¢ € R beliebig. Dann
ist T(t4+6)f =T()T(5)f. Dalims_o T(0)f = f und da T'(¢) ein stetiger Operator ist,
folgt lims_,o T'(t + &) f = T(t)f. Ist f € L,(R, X) beliebig und ist ¢ > 0, so wird eine

einfache Funktion A gewéhlt mit |h — f||r, < 5. Desweiteren gibt es ein 6 > 0 mit

|T(6)h —h|r, < 5(0<é< 5) Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich
ITG)f = Fllz, < ITG)f =), + TR = hllz, +]h = fllz, <e.

Dies beweist die Stetigkeit von ¢ — T'(¢) f im Punkt Null und die Stetigkeit auf R folgt
wiederum aus der Halbgruppeneigenschaft T'(¢ + 6) = T'(¢)T'() der Translationen.

Seinun f € Yo (R, X) = Co(R, X). Dann ist f auf R gleichmaBig stetig, was genau
die Stetigkeit der Abbildung ¢ — T'(t) f im Punkt Null bedeutet. Wieder folgt die Ste-
tigkeit dieser Abbildung auf der ganzen reellen Achse aus der Halbgruppeneigenschaft.

Da nach Beispiel 1.2.3 (1) stetige Abbildungen mefibar sind, ist die Abbildung
t — T(t)f meBbar und also existiert das Bochner Integral [*7 ¢(¢)T(¢)f dt. Es bleibt
nachzuweisen, dafl dieses Integral die Faltung von ¢ und f ist. Sei f zunachst eine
komplexe Funktion und es sei b € L,(R). Wird A als lineares Funktional auf Y,(R)
aufgefaBlt, so folgt aus Proposition 1.2.8 und dem Satz von Fubini

/OO h(s)/m g(OT()f dids = /°° g(1) /m h(s)f(s — ) dsdt

— 00 — 00 — 00 — 00

= [ ns) [ g — 1y duds

= [ () )s) ds.

Da diese Gleichung fiir jedes h € L,(R) gilt, ist [°2 ¢g(t)T(t)fdl = g * f. Nun sei
f €Y, (R, X). Dann ist z* o f € Y,(R) fiir jedes z* € X*. Folglich gilt

gr(atof)= |

—00

o0

gOT(W @ o fdt = [ gy o T(@)] di.

Der Nachweis, dafl das lineare Funktional auf der rechten Seite dieser Gleichung vor das
Integral gezogen werden darf, wird wie folgt gefithrt. Sei 2* € X*. Die Abbildung, die je-
dem f € Y,(R, X) die komplexe Funktion z*o f € L,(R) zuordnet, ist ein beschrankter
Operator. Also besagt Proposition 1.2.8, daB diese Abbildung mit dem Bochner Integral
vertauschbar ist. Die obige Gleichungskette kann nun wie folgt weitergefithrt werden:

o0

/_O:O g)z" o T(t)fdl =a" o / g(OT()f dt.

Somit ist der Nachweis erbracht, daB§ [ ¢(¢)T'(¢)f dt mit der Faltung von g und f im

Sinn der oben gegebenen Definition itbereinstimmt. =

Die Faltung einer skalarwertigen Funktion mit einer banachraumwertigen Funktion
ist ein Spezialfall der folgenden Situation: Sei J ein weiteres abgeschlossenes Intervall,
gegeben sei eine Funktion k : I x J — X und fiir alle s € [ werde K : J — X definiert
durch K(t) = k(s,t). Dann gilt:



1.2. INTEGRATION BANACHRAUMWERTIGER FUNKTIONEN 17

Proposition 1.2.12 st fir jedes s € I die Funktion K, € L,(J, X), ist K : I —
Ly(J,X) mefbar und ist [;|| K|, < oo, so existiert fir fast alle t € J das Integral
[1k(s,t)ds und fir fast alle t € J gill

/Ads /kstds

Hier ist das Integral [; K ds als Bochner Integral in L,(X) aufzufassen.

Beweis Die Existenz des Integrals [; K ds wurde unter den angegebenen Vorausset-
zungen bereits in Proposition 1.2.5 sichergestellt. Sei g € L,(J). Dann gilt aufgrund
der Hélderschen Ungleichung

[ [ gk, 0l dids < ligle, [ 15, ds.

Mit dem Satz Fubini folgt also die Endlichkeit des Integrals [} ||g(t)k(s,t)|| ds fiir fast
alle t € J. Ist nun J C J ein kompaktes Teilintervall und wird speziell g als die charak-
teristische Funktion von J gewihlt, so folgt fiir fast ¢ € .J die Endlichkeit des Integrals
[71|k(s,1)|| ds. Da dies fiir jedes kompakte Teilintervall von J gilt, kann [; k(s, ) dt < oo
fiir fast alle ¢ € J gefolgert werden.

Nun wird g € L,(J) und z* € X* gewahlt und der Operator T' € L,(J, X)* wird
definiert durch

Tf= / )z o f)(t

Offensichtlich ist T' linear und wegen der Holderschen Ungleichung ist 7' beschréankt.
Doch beschrankte Operatoren sind nach Proposition 1.2.8 mit dem Bochner Integral

vertauschbar. Also gilt
T( [ Kods) = [T, ds
I I

/Jg(t);c*(/le ds)(t) dt = // (" o K,)(t) dtds

_ /Jg(t)/l(:v o k)(s,1) ds dt
= /Jg(t)x*(/lk(s,t) ds) dt.

Hier wurde bei der Gleichheit zwischen dem zweiten und dritten Term der Satz von

und folglich

Fubini bemiiht. Da z* auch noch vor das duflere Integral gezogen werden kann, folgt

/Jg(t)(/lk’s ds)(t) di = /Jg(t)/lk(s,t) ds dt.

Diese Gleichung gilt fiir jedes g € L,(.J), somit folgt fiir fast alle ¢t € J

/Ik(s,t) ds = (/IKS ds)(t).

Diese Proposition enthélt in der Tat die Aussage von Proposition 1.2.11. Denn wird
firg € L1(R) und f € L,(R, X) definiert k(s,t) = g(s)f(t—s), wobei —oco < 5,1 < 00,

so erfilllt £ die Voraussetzungen der Proposition.
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1.2.2 Das Pettis Integral

Ist eine banachraumwertige Funktion f : I — X gegeben, so gibt es zwei verschiedene,
aber naheliegende Méglichkeiten, aus dieser Funktion eine reellwertige Funktion zu ge-
winnen. Die eine Moglichkeit besteht darin, die Funktion ¢ — || f(¢)|| zu betrachten. Die
Frage nach der Integrierbarkeit dieser Funktion fithrt, wie Proposition 1.2.5 zeigt, zum
Bochner Integral. Die zweite Moglichkeit besteht darin, fir ein 2* € X* die Funktion
t — |z*(f(t))| zu betrachten. Diese Variante fithrt zum Pettis Integral.

Ist f: I — X eine banachraumwertige, schwach mefbare Funktion, so wird eine
weitere Norm || f||pp, fiir f eingefiithrt durch

\fllpe, = sup |[z"o fl|L,.
:E'*EUX*

Proposition 1.2.13 FEs sei f: [ — X eine schwach mefibare Funktion und fir alle
z* € X* sei x*o f € Li(I). Dann ist || f||pL, < oo. Zudem existiert fir jede mefbare
Teilmenge E von I ein eindeulig bestimmtes Element xg € X** mit ||zg| < ||f|lrL,
so, daf fir jedes x* € X* gilt

ep(z*) = / oo f(t)dL. (1.4)
B
Der Beweis kann direkt aus [13], I1.3, iibernommen werden.

Definition 1.2.14 Ist f: [ — X schwach meBbar mit z*o f € Li(1) fir alle 2* € X*,
so heilt f Dunford integrierbar . Das Dunford Integral von [ beziiglich einer meflbaren
Teilmenge F von [ ist das eindeutig bestimmte Element xp € X** welches fiir alle
z* € X* die Gleichung (1.4) erfiillt. Wir schreiben in diesem Fall D~ f(t) dt = .

Gilt sogar D~ f(t)dt € X fir jede meBbare Teilmenge E von I, so heit f
Pettis integrierbar und wir schreiben P~fg f(t)dl anstatt D~ f(t)dt. Ist fir jedes
kompakte Teilintervall J C T die Funktion f|; Pettis integrierbar, so heiBt f lokal Pettis
integrierbar.

Ist ein Banachraum X gegeben, so hat man haufig keinerlei Vorstellung iiber die Be-
schaffenheit des Bidualraumes X™**. Deshalb ist man weniger an Dunford integrierbaren
Funktionen als vielmehr an Pettis integrierbaren Funktionen interessiert. Doch wéhrend
die Dunford Integrierbarkeit einer Funktion im allgemeinen recht einfach nachgepriift
werden kann, sieht man einer Dunford integrierbaren Funktion meistens nicht an, ob
sie Pettis integrierbar ist. Die folgende hinreichende Bedingung fiir die Pettis Integrier-
barkeit einer Dunford integrierbaren Funktion hilft uns hier ein gutes Stiick weiter. Der
Beweis der nachfolgenden Proposition beruht wieder auf dem entsprechenden Resultat
aus [13] fiir kompakte Intervalle.

Proposition 1.2.15 Sei f : [ — X Dunford integrierbar und T : Loo(I) — X** sei
definiert durch Tg = D~f, g(t)f(t)dt. Dann ist T ein beschrinkter Operator und es
gilt: Ist f mefbar und T schwach kompakt, so ist [ Pettis integrierbar.
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Beweis Die Beschranktheit von T folgt sofort wegen
179l < llgllee. sup | [ a0 f(t)dt] < llgllu.llfllpr.
:L‘*EUx* I

Sei nun f mefBbar und der Operator T' sei schwach kompakt. Ist I kompakt, so ist die
Behauptung identisch mit Theorem I1.3.8 (b) in [13]. Sei I nun nicht kompakt, also
unbeschrankt, und I; C I, C ... sei eine Folge kompakter Intervalle mit (J7Z, I}, = 1.
Zu jedem der Intervalle [; wird die Funktion f; = xy, f betrachtet. Diese Funktionen
sind mefibar, da f mefibar ist, und die Dunford Integrierbarkeit von f impliziert die
Dunford Integrierbarkeit der fi. Somit kénnen die zu f;, gehérenden Operatoren

Th: Loo(Iy) — X™, g+ DN/I g(t) fu(t) dt

definiert werden. Diese Operatoren sind schwach kompakt, wie die folgende Uberlegung
zeigt: Fiir g € Loo([) sei Eyg definiert durch

g falls t €I
Erg(t) —{ 0 falls te I\~

Dann ist Fy : Loo(Ir) = Leo(I) stetig und linear und Ty 1aBt sich schreiben als Produkt
Ty =T o . Da das Produkt eines schwach kompakten Operators mit einem stetigen
Operator schwach kompakt ist, ist die schwache Kompaktheit von T} erwiesen.

Somit erfillt f; die Voraussetzungen dieser Proposition. Da [ ein kompaktes In-
tervall ist, folgt die Pettis Integrierbarkeit von fi. Wird

=] ft)dt  (k=1,2,..)

Iy,

gesetzt, so ist also z € X. Zudem gilt z;, = T'x;, und die Folge (xr, )ren liegt in der
Einheitskugel von L., (). Da T' schwach kompakt ist, besitzt die Folge (z)) demnach
eine schwach konvergente Teilfolge (zy,) in X. Sei z = o ~ limy_, xx,. Dann gilt fiir
alle z* € X*

(", 2) = lm(z", ay) = zlif?a x* (PN A Je(t) dt)

=00

— lim [ 2o fult)dt = /Ix*of(t) dt

=00 JT,
— (o, DN/I F(t)di).

Dies beweist schlieBlich D~f; f(t)dt = z € X und also ist f Pettis integrierbar. =

Die eben bewiesene hinreichende Bedingung fiir die Pettis Integrierbarkeit einer
Funktion wird hauptsdchlich zum Beweis des folgenden Korollars benétigt.

Folgerung 1.2.16 Sei 1 < p < oo. Weiter set [ : I — X meflbar und es gelte
z*o f € L,(1I) fir alle z* € X*. Dann ist fir jedes g € L,(I) die Funktion g- [ Pellis

integrierbar.
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Beweis Aufgrund der Hoélderschen Ungleichung ist fiir jedes f, welches die Voraus-
setzungen des Korollars erfiillt, und fiir jedes ¢ € L,(7) die Funktion f - ¢ Dunford
integrierbar. Da die MeBbarkeit von f die Mefibarkeit von ¢ - f impliziert, haben wir
aufgrund der vorhergehenden Proposition 1.2.15 nur noch die schwache Kompaktheit
des Operators T': Lo, (I) — X** definiert durch Th := D~f, h(t)(g - f)(t) dt nachzu-
weisen.

Zum Beweis definieren wir Operatoren S : Ly (1) — L,(I) durch Sh = h - g und
R : L,I) — X* durch Rv = D~f,v(t)f(t)dt. Dann gilt offensichtlich T'= Ro S,
der Operator T' faktorisiert also iiber dem reflexiven Banachraum L, (/) und ist somit

schwach kompakt. =

1.2.3 Das Riemann-Stieltjes Integral

Eine Zerlegung Z = (1o, ..., tx) des Intervalls [ ist ein Tupel von Zahlen ty, ...t € I
mit tp < t; < ... < tg. Wir sagen, die Feinheit einer Folge von Zerlegungen (Z,) mit
Zn = (tno,-..,tnk(n)) konvergiert gegen Null, und schreiben lim,_, |Z,| = 0, falls gilt:

(1) limy,ee SUPIZ1 .. k(n) bng — tpi—1 = 0.

(2) Fiir alle n € N ist ¢, o = a, falls das Intervall I durch a nach unten begrenzt ist.
Ist I nicht nach unten beschréankt, so wird lim, o ¢, 0 = —o0 gefordert.

3) Fur alle n € N ist ¢, n) = b, falls das Intervall I durch b nach oben begrenzt ist.
k() g
Ist I nicht nach oben beschrénkt, so wird limy, . ¢, yn) = oo gefordert.

Diese etwas umstandliche Formulierung der Konvergenz der Feinheit einer Folge von
Zerlegungen ermoglicht eine gemeinsame Behandlung des Riemann-Stieltjes Integrals
auf beschrankten und auf unbeschrankten Intervallen.

Es seien f : I — C und ¢ : [ — X eine komplexwertige und eine banach-
raumwertige Funktion. Ist Z = (to,...,t,) eine Zerlegung von I, so wird Xz(f,¢) =

Soie1 J(e)(o(tr) — d(trr)) gesetzt.

Definition 1.2.17 Die Funktion f heiit Riemann-Stieltjes integrierbar beziiglich ¢,
falls ein z € X so existiert, daB fiir jede Folge von Zerlegungen 7, des Intervalls I mit
limy, 00 | Zn| = 0 gilt
Jim X7.(f,6) ==
In diesem Fall heifit
[ rwydett) = lim Sz,(7,9)

das Riemann-Stieltjes Integral von [ beztiglich ¢.

Ist f € Co(f) und ist ¢ : I — C eine komplexwertige Funktion von beschrank-
ter Variation, so existiert bekanntlich das komplexe Riemann-Stieltjes Integral von f
beziiglich ¢. Das erste Ziel besteht darin, ein entsprechendes Resultat fiir den Fall einer
banachraumwertigen Funktion ¢ zu gewinnen.
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Im weiteren Verlauf wird es sich als niitzlich erweisen, jedem abgeschlossenen In-
tervall [ von R eine Zahl 3(7) zuzuordnen. Ist das Intervall I nach unten beschrankt,
so wird 3(/) als untere Grenze von [ gewahlt, fiir das Intervall I/ = R wird 3(1) =0
gesetzt.

Definition 1.2.18 Die Variation |||y, einer Funktion ¢ : I — X ist definiert als
I9llvi = sup > 116 (tk) = d(te-)ll,
k=1

wobei das Supremum tber alle Zerlegungen Z = (to,...,%,) von I genommen wird.
Ist ||¢|lv; < oo, so heiBt ¢ Funktion von beschrinkter Variation. Eine Funktion ¢ von
beschrankter Variation wird normiert genannt, falls ¢ linksseitig stetig im Inneren von
I'ist mit ¢(3(I)) = 0. Der Raum der normierten Funktionen von beschréankter Variation

auf I wird mit Vi(I, X) bezeichnet.

Die Semivariation ||¢||py, von ¢ wird definiert durch

[6llpv, = sup [[z" o &llv;.
r*eUxx*
¢ wird Funklion von beschrinkter Semivariation genannt, falls die Semivariation von ¢
endlich ist. PV;(I, X) bezeichnet den Raum der Funktionen von beschrankter Semiva-
riation ¢ mit der Eigenschaft, dafl fir alle z* € X* die komplexwertige Funktion z* o ¢
eine normierte Funktion von beschrankter Variation ist.

Bemerkung 1.2.19 (1) Sei ¢ : I — X von beschrankter Variation. Dann besitzt ¢
héchstens abziahlbar viele Unstetigkeitsstellen und iiberall in I existieren der linksseitige
und der rechtsseitige Grenzwert von ¢ (siehe [21]). Der Funktion ¢ kann daher eindeutig
eine normierte Funktion von beschrankter Variation @ zugeordnet werden, indem zuerst
definiert wird i(t) = lim,_y;- ¢(s) fur alle ¢ im Inneren von 7. Ist ¢ € R untere Grenze
von I bzw. b € R obere Grenze von [, so wird LZ((L) = ¢(a) bzw. {/;(b) = ¢(b) gesetzt.
Nun wird fiir ¢ € [ festgesetzt ¢(t) = @(t) — Zﬁ([)) In anderen Worten besagen diese
Uberlegungen, dafB jede Funktion von beschriankter Variation ,normiert* werden kann.

(2) In der Literatur werden die Begriffe Variation und Semivariation einer banach-
raumwertigen Funktion nicht einheitlich verwendet. So nennen Hille und Phillips [21]
eine Funktion f von beschrankter Variation, falls

sup H kﬁ: flby) — f(ak)H < 00,

wobei das Supremum {iber alle paarweise nicht {iberlappenden Teilintervalle [ay, by]
(k =1,2,...n) von I genommen wird. In der Tat zeigen sie, daf dieser Begriff der
beschréankten Variation mit dem hier definierten Begriff der beschréankten Semivariation
iibereinstimmt. Dagegen nennen sie eine Funktion von starker beschrankter Variation,
wenn sie in dem hier gegebenen Sinn von beschréankter Variation ist.

Die in 1.2.18 gegebenen Definitionen korrespondieren zu den entsprechenden Be-
griffen fiir Vektormafle, wie sie in [13] eingefiihrt werden und sie stimmen mit den
Bezeichnungen in [2] {iiberein.
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Mit dem Beweis der niachsten Proposition ist das oben anvisierte erste Ziel erreicht.

Proposition 1.2.20 Sei f € Co(!) und ¢ : I — X eine Funktion von beschrinkter
Semivariation. Dann existiert das Riemann- Stieltjes Integral von [ beziglich ¢ und es
gilt

| [ 10y doo)] < 171 lollev.

Beweis Der Beweis gliedert sich in zwei Schritte. Im ersten Schritt wird ein Element in
X konstruiert, von welchem im zweiten Schritt nachgewiesen wird, dafl es das Riemann-
Stieltjes Integral von f beziiglich ¢ ist.

1. Schritt: Fiir jedes Teilintervall [a,b) von [ sei f’fx[a’b) definiert durch fX[a,b) =
o(b) — ¢(a)'. Es sei So(I) der AbschluB von S(7) beziiglich der Supremumsnorm. Da
die charakteristischen Funktionen der Form x{, 5 eine algebraische Basis fiir S(7) bilden,
14Bt sich T eindeutig linear fortsetzen auf S(I). Sei [ = 3"3_1 CkX[appy) €ine einfache
Funktion in S(7). Dann 148t sich die Norm von ff abschéatzen durch

ITAl = sup |o* 37 T Xpapp)|

< suposup el Y |27 (d(be) — dlar))| < | flleollSllpvi-
k=1

r*eUxx* k=1,...,n

Der Operator T: S(I) — X erweist sich also als beschrankt, wenn S(I) mit der Supre-
mumsnorm versehen wird und somit existiert eine eindeutig bestimmte, normerhaltende
und lineare Fortsetzung von T auf Seo (1), die aufgrund der Eindeutigkeit wieder mit T
bezeichnet werden kann. Da sich jede Funktion aus Co(/) durch einfache Funktionen
gleichméBig approximieren lafit, ist Co(7) in S, (/) enthalten. Fiir jedes f € Co(1)
wurde nun das Element Tf € X konstruiert, welches sich im zweiten Schritt als das
Riemann-Stieltjes Integral von f beziiglich ¢ erweisen wird.

2. Schritt: Ist f € Co(!) und Z = (1o, ...,t,) eine Zerlegung von [, so wird definiert

J7z =Y F(te)Xttaer ta)-
k=1

Dann ist offensichtlich f eine einfache Funktion und es gilt Tfy = Yz(f,¢). AuBerdem
sieht man sofort, daBl fiir jede Folge von Zerlegungen 7, mit lim, . |Z,| = 0 gilt
lim, o [z, = f. Dariiberhinaus ist diese Konvergenz gleichméBig. Dies zusammen mit
der Stetigkeit von T' erklart die Gleichungen

lim ¥7.(f,¢) = lim Tfz, =T}/,

n—oo

was zZu Zeigen war.

Aus obiger Proposition 1.2.20 ergibt sich unmittelbar eine Folgerung.

'Es sei daran erinnert, daf X[a,b) die charakteristische Funktion des abgeschlossenen Intervalls [a, b]
bedeutet, sofern das Intervall I durch b € R. nach oben begrenzt ist (siehe Seite 8).
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Folgerung 1.2.21 Sei ¢ : [ — X eine Funktion von beschrinkter Semivariation. Der
Operator T : Co(I) — X, der jedem f € Co(I) das Riemann-Stieltjes Integral von f

beziiglich ¢ zuordnet, ist beschrdinkt durch die Semivariation von ¢.
Abgeschlossen wird dieser Paragraph mit einer niitzlichen Rechenregel.

Proposition 1.2.22 Sei g € Li(I,X) und ¢ : I — X sei definiert durch ¢(t) =
fg(l)g(u) du. Dann ist ¢ € Vi(I,X), und fir alle f € Co(I) stimmt das Riemann-
Stieltjes Integral [; f(t)do(t) diberein mit dem Bochner Integral [; f(t)g(t) dt.

Beweis Sei Z = (lo,...,l,) eine Zerlegung des Intervalls /. Dann gilt

Z (k) — &t = z | [ gt de] < z [ Nt du < gl

Folglich ist ||¢]lv, < ||g||z,- N
Wie im Beweis von Proposition 1.2.20 wird fiir [a,b) C I definiert T'x[,4 = ¢(b) —

¢(a). Dann existiert eine eindeutig bestimmte stetige und lineare Fortsetzung von T
zu einem Operator T : Seo(l) = X und fur f € Co(T) gilt [; f(1)dop(t) = Tf. Dies
wurde im Beweis von Proposition 1.2.20 gezeigt. Andererseits definiert ¢ einen stetigen
Operator T': Lo (I) — X, indem festgesetzt wird T'f = [, f(t)g(t)dt. AuBerdem gilt
fiir einfache Funktionen f = 327_, cxX[a, 5, in S(1)

~ n n bk

T =3 e(é(b) = d(ar) = Ycx [ “glwydu= [ fu)gtu)du=1F.

k=1 k=1 e

Die stetigen Operatoren T und T stimmen also auf der in Se(I) dichten Teilmenge
S(1) tiberein, also stimmen sie auch auf S, ([) tiberein. Insbesondere gilt fiir alle f €

Co(1) € Sea()
/I ft)ydg(t)y=Tf=Tf= /I f()g(t)dt.

1.3 Stieltjes Représentation von Operatoren auf L,

und C

Sei 1 < ¢ < oco. Gegeben sei ein beschrankter Operator 7' : L,(I) — X. Ist X = C,
so ist T ein lineares Funktional auf L,(7) und fiir solche linearen Funktionale existiert
bekanntermaflen eine Darstellung

Tg= [ght)dt (g€ Ly(1). (1.5)

wobei h eine eindeutig durch das lineare Funktional 7' bestimmte Funktion in L,(7) ist.

Umgekehrt wird fiir jedes h € L,(I) durch (1.5) ein lineares Funktional T" auf L,(7)
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definiert. Dariiberhinaus stimmen die L,-Norm von h und die Operatornorm von T'
iiberein.

In diesem Abschnitt wird eine (1.5) entsprechende Reprisentation fiir Operatoren
T : L,(I) — X vorgestellt. Die Rolle, welche die Funktionen b € L,(I) im skalaren
Fall spielen, werden von den Funktionen ¢ : I — X von beschréankter p-Semivariation
tibernommen und an die Stelle der Repréasentation (1.5) durch ein Lebesgue Integral
tritt ein dem Riemann-Stieltjes Integral verwandtes Integral

Tg= [g()dotr) (g€ L(D))

1.3.1 Représentation von Operatoren auf L,

Definition 1.3.1 Sei ¢ : [ — X eine Funktion. Die p-Variation |||y, von ¢ ist fir
p < oo definiert als

“CﬁHVp = sgp (ﬁ: — P(tg— 13“17)1/17’

tk_tk 1)P~

wobei das Supremum tiber alle Zerlegungen Z = (1o, ...,t,) des Intervalls I genommen
wird. Fiir p = oo wird

: — (1
ol = sup (122N e g i <)

festgesetzt. Ist |||y, < oo, so heiBt ¢ Funktion von beschrinkter p-Variation . Die
Funktionen von beschrankter oo-Variation werden auch als Lipschitz stetige Funktionen
bezeichnet. Die p-Semivariation ||$||py, von ¢ wird definiert durch

I¢llpy, = sup |[z" o é||v,.
lL‘*eUx*

Ist |[}||pv, < o0, so heilit ¢ Funktion von beschrinkter p-Semivariation.

Ist p > 1, so ist V,(I,X) der Raum der Funktionen ¢ : I — X von beschrankter
p-Variation mit ¢(8(7)) = 0 und PV, (I, X) ist der Raum der Funktionen ¢ : [ — X
von beschrankter p-Semivariation ¢(3(1)) = 0.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden innerhalb eines Abschnitts nur selten
mehrere verschiedene Intervalle auftauchen. Doch in diesen Féllen kénnen die Bezeich-
nungen ||¢|y, fiir die p-Variation beziehungsweise ||$||py, fiir die p-Semivariation einer
Funktion ¢ : I — X zu unprézise sein und wir werden ausfiihrlich ||¢||v, () beziehungs-
weise ||@||pv, (1) schreiben.

Der Name p—Varlatlon fur || - ||v, wird durch die Tatsache motiviert, dafl im Fall
p = 1 die p-Variation von ¢ gerade die Variation von ¢ ist.

Sei [ wie tblich ein abgeschlossenes Intervall und es sei t € I. Es wird festgesetzt

X[B(1),) falls ¢ > /3([),
xe=4 0 falls ¢t = (1),

—X[t,3(1)) falls ¢ < ﬁ([)
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Der Ausdruck x; hangt zwar vom Intervall ab, in dem wir uns bewegen, aber dies
ist der Bezeichnung nicht anzusehen. Da das Intervall in den Fallen, in denen wir
diese Bezeichnung bemiihen, immer eindeutig aus dem Kontext hervorgeht, wird dies
jedoch nicht zu Komplikationen fithren. Insbesondere bedeutet auch hier wieder y; die
charakteristische Funktion des abgeschlossenen Intervalls [3(]), 1], sofern ¢ eine obere
Grenze von [ ist. Dies wird bei der Reprasentation von Operatoren auf Cy zu beachten
sein.
Sei [ : I — X eine lokal Pettis integrierbare Funktion. Fir ¢ € [ wird definiert

= N/ u) du = N/)UL

Hier seien die beiden links stehenden Ausdriicke durch den rechten Ausdruck festgelegt.

Lemma 1.3.2 (i) Fir jedes f € L,(I,X) ist If : I — X eine Funktion von be-
schrdankter p-Variation und es gill ||Zf|v, < |/f||z,-

(ii) Ist f : I — X eine meflbare Funktion mit sup .y, ||z* o fllr, = M < oo, so0
ist If : I — X von beschrinkter p-Semivariation und es gilt |Zf|pv, < M.

Beweis (i) Sei f € L,(1,X) und Z = ({o,...,t,) eine Zerlegung des Intervalls /. Dann
folgt fiir p < oo

- — Tf(tpey)||? Nt ) .
Z:: tk—tk lgpkl L = kZ::lH /tk_1 f(u)duH (tp — tg—1)

Z/tk Hf(U)deu</:i 1du)p/q( 1y _tk_1)1_p
- £[ e

< |Ifll%,

IN

Hier wurde beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile die Héldersche Ungleichung
angewendet. Die Terme in der zweiten und dritten Zeile stimmen wegen p — 1 = p/q
iiberein. Wird auf beiden Seiten dieser Ungleichung die p-te Wurzel gezogen, so liefert
der Ubergang zum Supremum iiber alle Zerlegungen Z von I die Behauptung \Zfllv, <

11z, -
Ist p = oo, so gilt fiir alle s,t € I mit s <1

HIf(ti_S O] /Hf ) du < | f]le..

und folglich [|Zf]|v., < ||f]|1w-
(ii) Sei f : I — X meBbar und es gelte sup,.cy,, ||[2* o f|[z, = M < oo. Nach
Folgerung 1.2.16 ist f dann lokal Pettis integrierbar und aus (i) folgt
\Zfllpv, = qup |lz* o Zf|lv, < sup =" o fllz, = M.

X* r* Ux*
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Bemerkung 1.3.3 Ist p = oo, so iiberlegt man sich leicht, daf} die Begriffe p-Variation
und p-Semivariation identisch sind. Dagegen ist fiir p < oo der Raum der Funktionen
von beschréankter p-Variation echt enthalten im Raum der Funktionen von beschrankter
p-Semivariation, sofern nur die Dimension des zugrunde liegenden Banachraums X
unendlich ist. Dies ist folgendermafBlen einzusehen:

Sei X ein Banachraum, dessen Dimension nicht endlich ist. Nach dem Satz von
Dvoretsky-Rogers (siehe etwa [13]) existiert in jedem unendlich dimensionalen Banach-
raum eine Folge (z3) in X mit sup,.cp,, 2he |2%(2)| < co und 37, ||lzk|| = oo.
Zudem kann 0.B.d.A. z # 0 fir alle £ € N angenommen werden. Wir wiahlen nun eine
Folge (I),) paarweise disjunkter Teilintervalle von I und setzen gy = u(I)"*/Pxy,. Sei
yp = ||kl 7 und ¢ = 3252, yx(Zgr). Dann ergibt sich aus Proposition 1.3.2

[¢llEy, < sup 3 e o yrgrlL,

T EUX* k=1
o0
= sup Z |$*($k>|pH$kH—p/q < sup Z |-T*<Ik‘>| < 00,
lL‘*EUXxk k:1 lL‘*EUXxk k‘:l
aber [||lv, = 2k [lzxll = oc.

Beispiel 1.3.4 Sei | <r < oo und ¢: R — L,(R) sei definiert durch

X[B(1).1) falls t > B(I),
ot)=xt=14 0 falls ¢t = (1),
—X[t,8(1)) falls t < ﬂ(])

Fir welche p ist ¢ von beschrankter p-Variation bzw. beschrankter p-Semivariation? In
diesem Beispiel wird die Funktion ¢ auf p-Variation untersucht. Dann berechnen sich
die p-ten Potenzen der Normen von ¢(t3) — ¢(t1) fiir £ < {5 zu

6(t2) = SDI” = lIxpraa) I, = (b2 = 12)".

Folglich gilt

O] A——
(=t
Es gibt nun die folgenden drei Félle, welche alle zu dem Ergebnis fithren, dal ¢ nicht

von beschrankter p-Variation ist.

(1) Sei p(1/r —1)4+1 <0, d.h ¢ < r. Dann geht (5 — t;)P/7=D+! gegen unendlich
fur t1 — to.

(2) Sei p(1/r —1)4+1=0, d.h. ¢ = r. Dann gilt (¢, — t1)p(]/’”_])+1 =1 und also

$ Il - sl _,

tk—tk 1

(3) Sei p(1/r —1)+1 >0, d.h. ¢ > r. Dann geht ({5 — ¢;)P(/7=D+1 gegen unendlich
fir t; - —oc und ¢y — oo.
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Im weiter unten folgenden Beispiel 1.3.8 werden wird sehen, dafi ¢ genau dann von
beschrankter p-Semivariation ist, falls ¢ = r, und diese Aussage gilt auch fiir den Fall

p =00

Fiir den Rest dieses Paragraphen wird die Generalvoraussetzung p > 1 gemacht. Die
niachste Proposition 1.3.5 wird zeigen, dal PV, (I, X') mit dem Raum der stetigen Ope-
ratoren L(L,(I), X) identifiziert werden kann. Das Ziel, jeden Operator T': L,(I) — X
durch eine Funktion von beschrankter p-Semivariation zu reprasentieren, wird mit dem
Beweis dieser Proposition erreicht sein.

Diese Reprasentation will sorgféltig vorbereitet sein. Sei ¢ € PV, (I, X). Dann wird
fiir jede einfache Funktion f = 377_; ¢k X[ayp,) in S([) festgesetat

T,/ = gcm(bm — d(ar))-

Auf diese Weise wird ein Operator T, : S(I) — X definiert. Die folgende Abschitzung
zeigt, dafl dieser Operator beschrankt ist, wenn der Raum S(/) mit der L,-Norm ver-
sehen wird. Denn aufgrund der Hélderschen Ungleichung ergibt sich fiir 1 < p < oo

ITefll = sup Zczc(w*ocb'(bk)—w*oqﬁ(ak)\
X* k=1
h(b )—x*o<b(ak)|

> *Selllg(*kz:l |Ck| (bk —Clk)]/q

ks 1/q n |T O@bk>—7‘ O¢(ak>|p 1/p
< el (b, — a
< (Llal(e—a) ™ (z B )
< NSz ll¢llpv,-

Bei dieser Rechnung wurde wieder p/q = p — 1 ausgenutzt. Ist p = oo, so ergibt sich

ITsf]l < sup ZICka 0 ¢(bx) — 2 0 P(ay)]

T EUX*A 1
* b _ *
Z|ck| be —ay) sup  sup |2 0 B(by) — % 0 B(ay)]
z*e€Uxx k=1,...,n bk — ag

IN

< HfHLlquHPv

Da der Raum der einfachen Funktionen S(7) dicht in L (1) liegt fir 1 < ¢ < oo,
existiert eine eindeutig bestimmte, normerhaltende lineare Fortsetzung von Ty auf L, (1),
die wegen der Eindeutigkeit wieder mit Ty bezeichnet werden kann. Auf diese Weise
wird jedem ¢ € PV,(I,X) ein stetiger Operator Ty : L,(1) — X mit | T,|| < ||9]|pv,
zugeordnet.

Ist umgekehrt ein stetiger Operator T' : L,(I) — X gegeben, so definieren wir
¢r : I — X durch ¢r(t) = T'xy. Dann ist fir jedes 2* € Uy

(&, dr(1)) = (. Txs) = (T*2*, xs) = /I (T*2*) () xs(w) du = T(T*z*).
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Bei dieser Rechnung wurde T*z* € L,(I)* mit einer Funktion in L,(7) identifiziert.
Nach Lemma 1.3.2 ist demnach

2" 0 grllv, < |T"2"||z, < T = [IT|
und folglich I‘qu’lPVP <||T-

Proposition 1.3.5 Die Abbildung, die jeder Funktion ¢ € PV,(I,X) den Operator
Ty : Ly(I) — X zuordnet, ist ein isomelrischer Isomorphismus von PV,(I,X) auf
L(L,(I),X). Seine Inverse ist gegeben durch die Abbildung, die jedem Operator T €
L(L,(I),X) die Funktion ¢ : I — X zuordnet.

Beweis Aufgrund der ausfiihrlichen Vorarbeit ist der Satz bewiesen, wenn gezeigt
wird, daB die angegebenen Abbildungen zueinander invers sind. Sei ¢ € PV, (I, X ) und
setze T'=Ty. Dann ist fir ¢t € T

¢r(t) = Txe = o(t) — (B(I)) = &(1).

Somit gilt ¢r, = ¢. Ist umgekehrt T' € L(L,(1), X) gegeben und wird ¢ = ¢7 gesetzt,
so gilt fir alle a,b € T mit a < b

Tyx(ap) = #(b) — d(a) = T'xp — Txa = T X[ap)-

Die Operatoren Ty und T stimmen also auf der in L,(I) totalen Teilmenge der cha-
rakteristischen Funktionen halboffener Intervalle iiberein und somit ist Ty, = Ty = T.

Nun wurde zwar jedem stetigen Operator T': L,(I) — X umkehrbar eindeutig eine
Funktion ¢ von beschrinkter p-Semivariation zugeordnet, aber in der Uberschrift zu die-
sem Abschnitt wurde die ,Stieltjes Reprasentation von Operatoren auf L,“ angekiindigt
und diese Bezeichnung gilt es zu rechtfertigen. Dies leistet die néchste Proposition.

Proposition 1.3.6 Sei I kompakt. Ist ¢ € PV,(I,X) und [ € Ly(I) eine stetige
Funktion, so existiert das Riemann-Stieltjes Integral von f beziglich ¢ und stimmt mit

Tyf idberein.

Beweis Sei (Z,) eine Folge von Zerlegungen des Intervalls [ mit lim,, . |Z,]| = 0. Ist
Zy, gegeben durch 7, = ({1, .. A k(n)), 50 wird fiir n € N definiert

k(n)
fn = Z f(tnvi)x[tn,i—lytn,i)'

=1

Da f stetig und I kompakt ist, konvergiert die Folge einfacher Funktionen ( f,,) gegen f
fiir n — oo in der Norm in L,. Also gilt lim, o Ty f, = Ty f wegen der Stetigkeit von
Ty. Aber Ty f,, stimmt mit der Summe ¥, (f, ¢) iiberein und somit ist die Behauptung
bewiesen. =
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Definition 1.3.7 Sei f € L,(I) und ¢ € PV,(I,X). Das Stieltjes Integral von f
beztiglich ¢ wird definiert durch

J 10 sty =T, 7.

In diesem Sinn besitzt also jeder Operator T € L(L,(I),X) eine Stieltjes Re-
prasentation T'f = [; f(t) d¢p(t) mit einem eindeutig bestimmten ¢ von beschrankter
p-Semivariation. Die Funktion ¢ nennen wir die reprdsentierende Funktion von T.

Beispiel 1.3.8 Wie i Beispiel 1.3.4 wird wieder fiir 1 < r < oo die durch ¢(t) = x¢
definierte Funktion ¢ : R — L,(R) betrachtet. Der Operator Ty : S(R) — L,(R) ist
dann definiert durch

cr(d(br) — dlax)).

1

n(é:l CkX[ak,bk)) =

Nun ist aber ¢(by) — é(ar) = X p,), d-h. Ty : S(R) = L.(R) ist die identische
Einbettung von S(R) in L.(R). Wird S(R) mit der L,-Norm versehen, so besagt die

soeben bewiesene Proposition 1.3.5, dal die Einbettung

n

k

Ty (S(R) |- lle,) = (Le(R), ][ - 2.)

genau dann stetig ist, falls ¢ von beschrankter p-Semivariation ist. Andererseits ist
diese Einbettung genau dann stetig, falls ¢ = r. Das beweist die am Schluf} des
vorhergehenden Beispiels 1.3.4 gemachte Aussage, dal ¢ genau dann von beschréank-
ter p-Semivariation ist, falls ¢ = r. In diesem Fall ist T, = Id|;, , d.h. fiir jedes
g€ L. (R)=L,R) gilt

/OO g(t)dé(t) = g.

—00

Ist das zugrunde liegende Intervall kompakt, so ist die Einbettung

Ty (SCDs ([ Nleg) = (Lo (D) -

L)

genau dann stetig, falls ¢ > r. Somit ist ¢; : I — L.(R) genau dann von beschrinkter
p-Semivariation, falls ¢ > r.

Abgeschlossen wird dieser Paragraph mit einer sehr niitzlichen Rechenregel.

Proposition 1.3.9 Sei f: I — X eine mefbare Funktion mit sup,«cr ., [|2* 0 f||r, =
M < oo. Wird ¢ = If gesetzt, so gilt fir alle g € L,(I)

[ ot dote) = P [ g(t)1(0) .

Beweis Es sei daran erinnert, dafi nach Folgerung 1.2.16 fir jedes g € L,(I) das
Pettis Integral P~f; g(t)f(t)dt existiert und nach Lemma 1.3.2 (ii) ist ¢ = Zf von
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beschrankter p-Semivariation, so daB auch das Stieltjes Integral f[; g(t) d¢(t) fiir alle
g € L,(I) definiert ist. Fiir jedes g € L,(1) gilt

|P~f g @il < sup [ lg@lle" o O] dt < lglls, - M.

:L‘*EUx*

Zudem stimmt die angegebene Rechenregel fiir charakteristische Funktionen halboffener
Intervalle, denn

/IX[a,b>('u) dp(u) = $(b) — d(a) = P~ /1 Xy (@) f(u) du.

Die auf L, definierten Operatoren g — [; g(t) dé(t) und g — P~f; g(1)f(t) dt sind also
beide stetig und stimmen auf der in Ly(/) totalen Teilmenge {X[;) : @,b € I, a < b}
tiberein. Dies beweist die Rechenregel fur alle f € L,(I). =

1.3.2 Funktionen von beschrinkter p-Variation

Es ist klar, daB jede Funktion von beschrankter p-Variation von beschrankter p-Semi-
variation ist. Somit ist die Menge der Operatoren mit einer reprasentierenden Funktion
¢ € V,(I, X) eine Teilmenge von L(L,(1), X). Dieser Paragraph gibt Auskunft dartiber,
welche Bedingungen an einen Operator T : L,(I) — X hinreichend und notwendig sind,
um von einem ¢ von beschrankter p-Variation reprasentiert zu werden. Diese Auskunft
wird jedoch nur fir die Félle 1 < p < oo gegeben. Dabei werden die Falle p = 1 und
p = oo aus verschiedenen Griinden ausgespart:

Der Fall p = 1 wurde bereits in Proposition 1.3.5 ausgespart, weil der Raum
PVi(I,X) eine andere Behandlung als die Raume PV,(I,X) fir p < oo erfordert.
Dieser Untersuchung ist der nachfolgende Paragraph gewidmet.

Der Fall p = oo wird dagegen in diesem Paragraphen nicht behandelt, weil die
Raume PV, (I, X) und V (I, X) tibereinstimmen. Die Frage, welche Operatoren T :
Ly(I) — X von einer Funktion in V (7, X) reprisentiert werden, wurde also schon
in Proposition 1.3.5 beantwortet und die Antwort lautete, dafl dies alle beschrankten
Operatoren T': Li(I) — X sind. Fiir den Rest dieses Paragraphen gilt immer 1 < p <
00.

Sei ¢ : I — X eine Funktion, deren Variation in jedem kompakten Teilintervall von
I beschrankt ist. Dann bezeichnet Vary([a, b]) fiir jedes kompakte Teilintervall [a, b] C I
die Variation von ¢ im Intervall [a,b], d.h. Vary([a,b]) = ||X[a,5)9||Vi[a,5- Die Funktion
Var, : I — R wird definiert durch

Var,([8(1),1]), falls t > B(1),
Varg(t) = ¢ 0, falls t = (1),

—Vary([t,8(1)]), fallst < B(1).

Eine Funktion ¢ : I — X heilit absolut stetig in I, falls zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 so
existiert, daf} fiir jede Wahl endlich vieler paarweise nicht iiberlappender Teilintervalle

[ak, be] (k=1,...,n) von [ mit Y5_;(br — ax) < 0 gilt Y7_; |[6(br) — P(ar)|| < e.
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Lemma 1.3.10 Sei ¢ € V,(I,X). Dann ist ¢ absolut stetig in I und von beschrinkter
Variation in jedem kompakten Teilintervall von I. Ferner gilt || ¢y, = |[Varg||v,.

Beweis Seien [ag,b;] C I (k = 1,...,n) paarweise nicht tiberlappende Teilintervalle
von [. Dann gilt aufgrund der Holderschen Ungleichung

ki [6(bk) — dar)|| = ki I# ::_ ak)<167‘;>” (b — ax)'/*

" ||p(br) B)|PN1/p & 1/q
(Z ! bk—ak)(p—l)l‘ ) / (Zb’*‘_“’“) /

IN

und es ergibt sich
1/
Z 6(6) — S| < u¢uvp(zbk —a) (1.6)

Sei e > 0. Ist ¢ = 0, so gibt es nichts zu zeigen. Andernfalls werde § = H¢H;§eq gesetzt.
Dann folgt

Z [6(bx) = Plar)ll <&,

falls >3, (by — ax) < 4. Das bewelst die absolute Stetigkeit von ¢ in [I.

Sei [a,b] C I ein beliebiges kompaktes Teilintervall von [ und Z = (to,...,t,) sei
eine Zerlegung des Intervalls [a,b]. Dann sind die Intervalle [t,_i,t] (kK = 1,...,n)
paarweise nicht iiberlappend. Mit Gleichung (1.6) folgt also

- 1/q
Z [P(tk) — d(tr-1)|| < M1Pllvy(tam (Ztk — k- 1) <N llvi .y (b — @) M*

Das beweist die Beschranktheit der Variation im Intervall [a, b].
Insbesondere gilt Varg(b) — Varg(a) < |[o]|v, ([a,5)(b — a,)l/q. Seinun 7 = (tg,...,1n)

eine Zerlegung von /. Dann gilt

“~ (Varg(1y) — Varg(tp—1) - |
> Z ANV, i) = NV 0.y < NI, (1)

k=1 (tk - tk l)p !

Der Beweis der umgekehrten Ungleichung ist erheblich einfacher. Wir bemerken
zuerst, daB fir alle s,¢ € I mit s < t die Ungleichung ||¢(t) — ¢(s)|| < Varg(t) — Vary(s)
besteht. Daher folgt fiir jede Zerlegung 7 = (1o, ...,1,) des Intervalls [

n n
(tk 1 Hp Var¢ tk Var¢(tk 1))17
< L.
z:: fk‘ _ fk‘ 1 p 1 Z fk' _ fk‘ 1>p 1 — Hvar(bHVp

Lemma 1.3.11 Sei ¢ € Vi(I,X) und es existiere eine lokal integrierbare Funktion
g: I — X mit g =TIg. Firallet € I gilt dann Vary(t) = fg(l) llg(w)|| du, d.h. es ist
Vary = T||g]|.
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Beweis Sei zuerst I kompakt und g = >7}_ | 2xX[4,p,) sei eine einfache Funktion in
S, X). Wird gx = 2k X[a,p,) tnd ¢ = Tgi gesetat, so folgt, da die Intervalle [ay, by)

paarweise disjunkt sind,

ol = 3= ol = 3= el = ) = 3 [l = [ o). (1)

Sei nun [ ein beliebiges abgeschlossenes Intervall und g : [ — X sei lokal integrierbar.
Sei t > B(I) und I; bezeichne das Intervall [3(]),t]. Dann ist g; = g|;, eine auf dem
kompakten Intervall [, integrierbare Funktion. Folglich existiert eine Folge (f,,) einfa-
cher Funktionen, welche in Ly (I, X') gegen g; konvergiert. Sei ¢y = Zg; und ¢, = Zf,,.
Nach Lemma 1.3.2 ist der Operator Z : Ly(I;, X) — Vi(I;, X) stetig. Also konvergiert
die Folge (¢,) gegen ¢, in Vi(I;, X). Somit ergibt sich aus Gleichung (1.7)

n—oo n—oo

¢
Vary(1) = ||l¢ellve = lim [|¢allvy = Hm lignllz, = llgellz, = /ﬁ(I) lg(o) d.
Fir ¢ < B(I) verlauft die Argumentation vollig analog,. =

Die nun folgende Proposition ist gewissermafBen eine Umkehrung der Aussage von

Lemma 1.3.2.

Proposition 1.3.12 (i) Sei ¢ € V,(I, X) und es existiere eine lokal integrierbare Funk-
tion g: I — X mit ¢ =Tg. Dann ist g € L,(I,X) und es gilt ||g||z, = ||o]v,.

(i1) Sei ¢ € PV,(I,X) und es existiere eine lokal Pettis integrierbare Funktion
g: 1 — X mit $ = Ig. Dann ist 2* o g € L,(I) fir alle * € X* und es gilt
SUPgrerye 127 0 gllL, = lI¢llpy, -

Beweis (i) Sei f = Y_7_; ¢kX[ap,) €ine einfache Funktion in S(7). Da der Trager von f
kompakt ist und da ¢ lokal integrierbar ist, existiert das Integral [, f(¢)||g(¢)|| dt. Zudem

folgt aus den soeben bewiesenen Lemmas 1.3.10 und 1.3.11 sowie aus Proposition 1.3.5

[l ] = \z [ ||g<t>udt\=\gck<vﬂ¢<bw—vﬂ¢<ak>>\

| [ £0) dVaro(0)] < 1z, Varell, = 1711, Il

Folglich wird durch die Vorschrift 7(f) = [, f(¢)|lg(¢)|| dt ein lineares Funktional auf
dem in L,(I) dichten Teilraum S(I) definiert. Dieses lineare Funktional 1a8t sich unter
Beibehaltung der Norm zu einem linearen Funktional 7 auf dem gesamten Raum L,(7)
fortsetzen. Da L,(I)* identifiziert werden kann mit L,(7), gibt es eine Funktion g €
L,(I)mit 7(f) = [, f(t)g(t) dt fir f € L,(I). Doch nun miissen die beiden Funktionen
lg|l und g identisch sein. Das beweist HQHLp = ||§||[p = ||7|| < ||qDHVp Die umgekehrte
Ungleichung qu”vp < ||g||Lp folgt aus Lemma 1.3.2.

(i1) Die Behauptung (ii) ist eine direkte Folge von (i). Denn fiir alle 2* € Uy« gilt
|z* o @|lv, = ||z* o g||z,- Also gilt die Gleichung auch, wenn auf beiden Seiten das
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Supremum fiiber alle 2* € Ux« genommen wird. =

Sei T': L,(I) — X ein beschriankter Operator. Die Dinculeanu Norm |||T||| von T
ist definiert durch

T = sup{d_ lerllIT Xy 13 (1.8)
k=1

wobei das Supremum iiber alle einfachen Funktionen f = 377, ¢iX[app,) in S(]) mit
Norm Hf“Lq < 1 genommen wird.

Der Operator T' heiit ordnungssummierend, falls ein L > 0 so existiert, daf fiir je
endlich viele positive Funktionen fi,..., f, € L,(I) gilt

é 1T fill < L)\Iéfkﬂ%. (1.9)

Das Infimum iiber alle Konstanten L die (1.9) erfiillen, bezeichnen wir mit ||7||,s und
nennen es die ordnungssummierende Norm von T

Nun sind wir in der Lage die angesprochene Charakterisierung von Operatoren
T : L,(I) - X mit reprasentierender Funktion ¢ von beschrankter p-Variation zu
formulieren und zu beweisen.

Proposition 1.3.13 Sei T': L,(I) — X ein steliger Operator mil reprisentierender
Funktion ¢ € PV,(I,X) und es sei M > 0 eine reelle Zahl. Die folgenden Aussagen

sind dquivalent:
() 6 € Vi1, X) mit [[8]l, = M.
(ii

) Die Dinculeanu Norm von T ist endlich und es gilt |||T||| = M.
(i) T ist ordnungssummierend und es gilt ||T||,s = M.
)

(iv) FEs gibt ein g € L,(I) mit ||g||r, = M und
ITAI< [ 1@l de (€ L(D). (1.10)

Beweis Bewiesen wird die Implikationskette (i)=-(iv)=-(iii)=(ii)=-(i). Wir zeigen
dabei, daB unter den jeweiligen Voraussetzungen die Ungleichungen

16llv, = llgllz, = [ITllos = NI = [|8llv;

richtig sind und erhalten hieraus die Gleichheit der jeweiligen Normen.

(1)=(iv) Sei ¢ € V,(I,X) mit ||@||y, = M. Aufgrund Lemma 1.3.10 gilt ||Vary |y, =
|éllv, = M. Dasselbe Lemma besagt, dal Varys als Funktion von beschréankter p-
Variation absolut stetig ist. Als absolut stetige reellwertige Funktion ist Var, fast tiberall
differenzierbar (siche etwa Rudin [35]). Bezeichnet g : I — R die Ableitung von Vary,
so 1st g lokal integrierbar, und es gilt fiir alle { € 1

t

Vary(t) = / g(u) du.

s(I)
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Nach Proposition 1.3.12 ist daher ¢ € L,(7) und die Normen ||g||z, und |[Vary]y,
stimmen iiberein. Folglich ist ||g||z, = ||¢||v, aufgrund von Lemma 1.3.10. Zudem ergibt
sich fiir einfache Funktionen [ = 3"7_; ¢xX[ayp,) in S(I) die Abschitzung

ITs < §|ck|r|¢<bk>—¢<ak>u
< 3 lal(Vary(h) = Vi (00)

= _/Z|Ck|X[ak7bk ()dt
_ /|ft lg(t) dt.
I

Ist f € L,(I) eine beliebige Funktion, so wird eine Folge einfacher Funktionen (f,) in
S(I) gewahlt mit lim, o f, = f in der Norm in L, und es ergibt sich

ITAL < 1T = SN+ TSl
< TS = Salle, + [ 15200 = £ + F(@)lg(e) e
< = Lalle 071+ gllz,) + [ 17@lg() e

Da || f = fal|L, beliebig klein wird fiir groBe n, ist die Abschétzung ||Tg|| < [;[f(¢)]g() dt
fir alle f € L,(I) erwiesen.

(iv)=-(iii) Sei g € L,(I) und g erfiille die Ungleichung (1.10). Dann gilt fiir jede
Wahl endlich vieler positiver Funktionen fi,..., f, € L,(I)

Zum\ <2 [ Feo0) e < gl szH

(iii)=(ii) Wir setzen voraus, daff 7" ordnungssummierend ist mit ||7||,s = M. Dann
gilt fiir jede einfache Funktion f = 377_; ¢k X[aypy) 0 S(I) mit HfHLp <1

Z |ck|HTX[almbk ‘ = Z HT |ck|>£[ak,bk )H

< MHICZ|Ck|X[ak,bk) L =M.
=1

(ii)=(i) Wir setzen voraus, daff die Dinculeanu Norm [||7']|| von T gleich M ist.
Fir jede Zerlegung Z = ({o,...,t,) des Intervalls I gilt

N e ([ (k) — (ta=1)]IP~!
> : Z ,k_f = (ORI

= (e —te—r)P! [
Wird ¢, = H(b(]éfg fk(tkl);ZIIP : (k=1,...,n) gesetzt, so kann die g-te Potenz der L,-Norm

von f = 30 1 CeX[ty thor) abgeschatzt werden durch

I6(ts) = d(ten)||?®~"
Hf”%q Z tk ) 1(p 0 (th —te=1)
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z”: — (tr-1)|”
P fk—fk et

Weil die Funktion f/| f||z, eine einfache Funktion mit L,-Norm eins ist, folgt aus
[||T]|| = M und den beiden vorangehenden Gleichungen

= |[B(tk) — S(ta=1)||P\~1/p qutk ( Hp 1/4 H¢ — ¢(te=1)|”
(kzzl (ty — tg—q)P~! ) N (Z —tk 1) ) Z tk—tk )Pt
qu — Btk 1)Hp
= HfHL kX:l tk— )p 1

11117, ZICAI!\¢(tk) ¢(lx-1)

k=1

< |Ck|
= Z HfH X[t}mtk—l)l‘ <M

Das beweist ||¢||v, < M.

1.3.3 Reprisentation von Operatoren auf C

Im Abschnitt iiber vektorwertige Riemann-Stieltjes Integrale wurde gezeigt, daB fiir jede
Funktion ¢ : I — X von beschrankter Semivariation und jede stetige Funktion f : I —
C, die im Unendlichen verschwindet, das Riemann-Stieltjes Integral von f beziiglich
¢ existiert. Dartiber hinaus ist der durch T'f = [, f(¢)d¢(t) definierte Operator T :
Co(I) = X beschrankt und es gilt ||T]| < ||¢||pv,. Man nennt ¢ in diesem Fall die T
reprdsentierende Funktion. In dieser Arbeit ist von Interesse, ob auch die Umkehrung
richtig ist: LaBt sich jeder beschrankte Operator T' : Co(I) — X darstellen in der
Form T'f = [; f(t) d¢(t) mit einem ¢ € PVi(1,X) ? Ist X = C, so gibt der Rieszsche
Darstellungssatz eine positive Antwort auf diese Frage. Im allgemeinen muf} die Frage
jedoch negativ beantwortet werden, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.3.14 Als Banachraum X wird der Raum ¢, der komplexwertigen Nullfol-
gen gewdhlt. Ist z € ¢y, so bedeutet z, die n-te Komponente von z. Der Operator
T : C[0,2] — ¢y sei definiert durch (T'f), = f(1 —1/n) — f(1 4+ 1/n) (n € N). Offen-
sichtlich ist T' linear und beschrankt. Aber es gibt kein ¢ : [0,2] — X von beschrankter
Semivariation so, dafi T'f = [ f(t)d(t) fiir alle f € C[0,2] richtig ist. Zum Beweis
wird die Annahme, ein solches ¢ existiere, zum Widerspruch gefiithrt. Denn existiert ein
solches ¢, so wird wie in Proposition 1.2.20 der Operator T : S%[0,2] — X definiert
durch die Festsetzung TX[a,b) = ¢(b) — ¢(a)?. Aus Proposition 1.2.20 ist bekannt, daf
fiir f € C0,2] das Riemann-Stieltjes Integral von f beziiglich ¢ mit T f iibereinstimmt.
Die Annahme, dal ¢ den Operator T' repréasentiert, besagt also ff = T [ fur stetige

ZHier, wie im gesamten Verlauf dieses Paragraphen ist es wichtig, die Generalvereinbarung zu
beachten, da8 x4 ) die charakteristische Funktion des abgeschlossenen Intervalls [a, b] bezeichnet,
sofern b obere Grenze von [ ist.
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Funktionen f :[0,2] — C. Sei ¢, € ¢ die Projektion auf die n-te Komponente, d.h.
(en, ) = x, fir z € ¢p. Dann gilt

(en, &(1)) = (en: Txpo,1)) = (T"€n, X0,1))-

Als néchstes wird eine Folge ( fi) stetiger Funktionen auf [0, 2] mit fi(¢) = 0 fir ¢ € [1,2]
gewihlt, welche punktweise gegen die charakteristische Funktion des Intervalls [0, 1)

konvergiert. Da punktweise Konvergenz die Konvergenz beziiglich eines jeden linearen
Funktionals auf C0, 2] impliziert und wegen T*e,, € C10, 2]*, folgt

(en, (1)) = (T"en, xo) = im (T en, fi) = lim fi(1 = 1/n) = fi(1 +1/n) = 1.

Nun war aber n beliebig gewéhlt. Somit entpuppt sich ¢(1) als die Folge (1,1,1,...),

bl bl bl
die keine Nullfolge ist. Die Annahme, ¢ repréasentiere 7', ist somit nicht haltbar.

In dem Beispiel wurde ausgenutzt, dafl punktweise Konvergenz einer Folge stetiger
Funktionen gegen eine charakteristische Funktion die Konvergenz beziiglich eines je-
den linearen Funktionals auf C[0, 2] impliziert. Diese Argumentation wird im folgenden
haufiger benutzt und wird deshalb an dieser Stelle naher diskutiert. Zum einen muf
geklart werden, wie fiir eine beschréankte Borel mefibare Funktion f : 7 — X und ein
© € Co(I)* die Wirkung (¢, f) von ¢ auf f definiert ist. In anderen Worten ist das
Ziel, jede beschrankte Borel meBbare Funktion mit einem Element des Bidualraums
von Cy(I) zu identifizieren. Zum anderen bedarf es des Nachweises, dafi punktweise
Konvergenz Borel mefibarer Funktionen f, gegen eine Funktion f fir jedes ¢ € Co(1)
die Konvergenz von (yp, f,) gegen (g, f) nach sich zieht.

Im folgenden werde der Dualraum von Co(7) mit dem Raum der normierten Funktio-
nen von beschrankter Variation identifiziert. Das dies moglich ist, besagt der Rieszsche
Darstellungssatz fiir lineare Funktionale auf Cy(I) (siehe z.B. Heuser [20]). Anderer-
seits besagt eine zweite Variante des Rieszschen Darstellungssatzes, dafi Co(7)* iso-
morph zum Raum M(7) der reguliren komplexen Borel Maflie auf [ ist. Diese Variante
kann bei Rudin [35] nachgelesen werden. Jedem reguldren Borel Mafl v wird dabei
ein lineares Funktional ¢ auf Cy(7) zugeordnet, indem fir f € Cy(I) festgesetzt wird
(p, f) = [; [ dv. Dieses Integral ist im Sinn einer abstrakten Integration zu verstehen,
wie sie in [35], Chapter 1 und 6, beschrieben wird. Das Integral [; fdv ist nicht nur
fir stetige, sondern fiir jede beschrankte Borel meBbare Funktion auf I definiert. Daher
wird fiir eine gegebene beschrankte Borel meBbare Funktion f : I — C durch die Fest-
setzung (¢, f) = [, fdv (¢ € Co(I)*) ein lineares Funktional auf dem Raum Co(7)*
definiert. In diesem Sinn kann jede beschrankte Borel meflbare Funktion mit einem
Element des Bidualraums von Co([) identifiziert werden.

Der Beweis zu Lebesgues Satz von der dominierten Konvergenz in der folgenden

Form findet sich bei Rudin [35].

Proposition 1.3.15 Seiv ein positives Borel Maf auf I und (f,) eine Folge komplezer
Borel mefibarer Funktionen auf I, die punktweise gegen eine Funktion f : I — C
konvergiert. Gibt es eine Funktion g € Li(v) so, daf fir alle n € N und alle t € I gilt
|fa(t)] < g(t), soist f € Li(v) und es gilt

i /nd:/d.
gn, [ fndv = [ v
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Sei nun v ein beliebiges nicht notwendigerweise positives Borel Maf auf 7. Dann gibt
es nach [35] ein positives Borel MaB |v| und eine Borel mefibare Funktion ~ € Li(|v])
so, daf fiir alle beschréankten Borel mefibaren Funktionen f auf I gilt

/Ide:/Ifhd|V|.

Sei (f,) eine beschrinkte Folge Borel mefibarer Funktionen auf 7, welche gegen f: I —
C punktweise konvergiert. Dann ist auch f Borel meibar und es gilt das Folgende: Da
die Folge (f,) beschrankt ist, ist auch die Funktion sup, f, beschrankt und somit ist
sup,, fuh € L1(]v|). Die Folge f,h wird demnach durch eine L;(|v|)-Funktion dominiert.

Lebesgues Satz von der dominierten Konvergenz sagt nun fh € Li(|v|) und es gilt

lim /fndy: lim /fnhd|u| :/fhd|z/| :/fdu.
I n—oo J1 I I

n—oo

Wird nun wieder v mit einem linearen Funktional ¢ auf Cy(7) identifiziert, so besagt
dies

nli_>1”£10<99, fn> = <997 f>

Es lohnt sich, dieses Ergebnis in einem Lemma festzuhalten.

Lemma 1.3.16 Sei (f,) eine beschrinkte Folge Borel mefibarer Funktionen auf I, wel-
che punktweise gegen eine Funktion f: 1 — C konvergiert. Dann gill lim, .. (¢, f,) =

(6, 1) fiir alle & € Vi(T).

Die Moglichkeit, charakteristische Funktionen mit Elementen aus dem Bidualraum
von Cy(I) identifizieren zu konnen, ist Voraussetzung fir den Beweis der folgenden
Proposition.

Proposition 1.3.17 Sei T : Co(I) — X ein beschrankter Operator. Dann existiert
eine Funktion ¢ : I — X** mil den folgenden Figenschaften:

(i) Fir alle 2= € X* ist * o ¢ € Vi(I) und es gilt | T|| = sup gy, |20 @|lv; -
(i) Fir alle 2* € X* und alle f € Co(I) gilt (z*,Tf) = [; f(t)d(z* 0 $)(1).

Beweis Zum Beweis wird der zu T' biduale Operator 7** : C(I)** — X** betrachtet
und ¢ : I — X wird definiert durch

o) =T\  (tel)

Dabei wird x; mit einem Element aus Co(7)™ identifiziert. Ist g = 373_; CxX[appp)” €ine
einfache Funktion in S(7), so gilt fur alle z* € X*

T g) Z (2™, T Xap br)) Z ce(z™ 0 d(by) — ™ o P(ay)).
k=1

k=1

3Beachte die Vereinbarung fiir X[a,b) auf Seite 8.
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Seinun f € Cy(I). Fiir jede Zerlegung 7 = (i, ..., ;) von I wird die einfache Funktion
gz definiert durch gz = Y77_1 f(4e)X[t,_,,t,)- Dann gilt limjz50 gz = f gleichmiBig in T
und folglich

lim Sz(f,2*0¢) = lim thk (2" 0 p(lg) — 2" 0 P(lr_1))

|Z]—0 |Z|—>0
T t I
|Z1|I—r>10 Z Je) (™ T X[y 1))
|Z1|I_1;10< s gZ>

= («",Tf).

Der Limes fiir |Z] — 0 von Yz(f, 2* 0 ¢) existiert demnach fiir alle * € X* und stimmt
mit (z*, T f) iiberein. Da andererseits dieser Limes das Riemann-Stieltjes Integral von

f beziiglich z* o ¢ ist, folgt
“Tf) = / F()d(z* 0 $)(1).

Somit ist (ii) nachgewiesen. Zum Beweis von (i) wird benutzt, dal die Totalvariation
von z* o ¢ mit der Norm des durch z* o ¢ definierten linearen Funktionals auf Cy(7)
iibereinstimmt. Denn dann ergibt sich

sup ||[z*o¢lly, = sup sup ‘/f (z* 0 d)( )‘
:L‘*EUx* (L‘*EUx* EUCO

= sup sup |(z7,Tf)
z*eUxx feUg,

=TIl

= sup
€lg,

Es bleibt also nur noch fiir alle z* € X* die Normiertheit von ¢ nachzuweisen. Definiti-
onsgemaf gilt ¢(B(7)) = 0. Sei ¢ ein Innerer Punkt in /. Dann ist 2*0¢(t) = (2*, Txy) =
(T*z*, x¢). Konvergiert nun s — ¢~ von links gegen ¢, so konvergiert x, — x; punkt-
weise in [, da die Intervalle x; nach rechts offen und nach links abgeschlossen sind.
Somit gilt nach Lemma 1.3.16

lim 2" 0 ¢(t) = lim (T7z", xs) = (T"2", x1) = =™ 0 P(1),

s—t— s—t—

folglich ist z* o ¢ linksseitig stetig im Inneren von 1. =

Ist ¢ : I — X von beschrankter Semivariation und 7": Cy(I) — X der Operator mit
reprasentierender Funktion ¢, so erfiillt ¢ die Punkte (i) und (ii) der soeben bewiesenen
Proposition, wobei X als Teilraum von X** aufgefafit wird. Es fiithrt also nicht zu
begrifflichen Kollisionen, wenn fiir jeden beschrankten Operator T : Co(l) — X jede
Funktion ¢ : I — X**, welche (i) und (ii) aus Proposition 1.3.17 erfiillt, reprasentierende
Funktion von 7' genannt wird.
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Im weiteren Verlauf werden Operatoren auf Cy von Interesse sein, welche eine re-
prasentierende Funktion von beschrankter Variation besitzen. Der Rest dieses Para-
graphen wird genutzt um zu zeigen, dal diese Operatoren die absolut summierenden
Operatoren sind.

Definition 1.3.18 Ein Operator T': Y — X des Banachraums Y in den Banachraum
X heiit absolut summierend, falls ein M > 0 so existiert, daf} fiir je endlich viele
Y1y, yn € Y die Ungleichung

Z ITyell < M sup 3 Iy, o) (1.11)

Y*EUy* =1

besteht. Das Infimum tiber alle M, welche die Ungleichung (1.11) erfiillen, wird absolut
summierende Norm von T genannt und mit ||7']|,s bezeichnet.

Der Charakterisierung absolut summierender Operatoren auf Cy werden drei Lem-
mas vorausgeschickt.

Lemma 1.3.19 Sei T : Y — X ein beschrdnkter Operator des BanachraumsY in den
Banachraum X. Dann ist T** : Y** — X** schwach*-schwach*-stetig, d.h ist (y,) eine
Folge in Y** und ist y € Y™ mil lim,_,o. (y*, yn) = (y*,y) fiir alle y* € Y*, so gilt fir
alle z* € X* die Konvergenz lim, oo (x*, T*y,) = (z*, T**y).

Beweis Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt

lim (2", T"y,) = lm (T"2",y,) = (T2, y) = (2™, T™"y).

n—0o0 n—oo

Lemma 1.3.20 Sei [a,b) ein in [ enthallenes Intervall. Dann gibl es zwei Folgen
stetiger Funktionen (g3) und (hy) mil den folgenden Figenschaften:

(i) Fir alle t € T gilt 3232, gr(t) — he(t) = X{ap)(1).
(i1) Die Funktionen gi und hy sind fir alle k € N positiv und > ;_, g — hi ist fir
alle n € N positiv.
(i) Zs ist | S il | s At oo | s 05 — Al < 1 fir alle m € N,
(iv) Trager(37_, gx — hi) C [a — X,b— L) falls b nicht obere Grenze von I ist und
Trager(Y-r_y gx — hi) C [a — L,b], falls b obere Grenze von I ist.

Beweis Ist b keine obere Grenze von [, so werden die Funktionen }_7_; gr und >-7_; Ay
wie folgt definiert:

t—(a—1) firt € a—1,a)
n 1 firt € [a,b—1/n
kz::lgk(t) T ) nb—1/n—1) firtel[b- 2/n,b>— 1/n]

0 sonst
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und

—(n—=1)(t —a) firt€a—1/n,d
0 sonst.

> hi(t) =
k=1
Ist b obere Grenze von I, so wird

kigk(t):{ t—(a—1) firt€la—1,a)

{t(al) firtela—1,a—1/n)

1 fir ¢ € [a,b]

gesetzt und Y °7_, hr wird wie oben definiert.

Lemma 1.3.21 Ist ¢ : I — X eine Funktion von beschrinkter Variation, so ist auch
Vary : [ — R von beschrinkter Variation und es ist |Vary||y, = ||¢|lv;,. Zudem gill fiir
alle € Co(I) die Abschitzung

| [ swdsw)] < [15)avary(o)

Beweis Die erste Behauptung ist einfach nachzurechnen. Denn Var, ist eine monoton

wachsende Funktion und daher gilt fiir jede Zerlegung Z = (1,...,t,) von [
Z |Var, (1) — Vary(tx—1)| = Varg(t,) — Vary(to).

Wird in dieser Gleichung das Supremum iiber alle Zerlegungen von I gebildet, so ergibt
sich die Behauptung |[Var||v, = ||¢]|v;-

Zum Beweis der zweiten Behauptung wird wieder der Operator T¢ : Seo(l) = X
betrachtet, der durch die Festsetzung ﬁx[a,b) = ¢(b) — ¢(a) fiir [a,b) C I eindeutig
bestimmt ist. Entsprechend sei 7:Var¢ : Seo(I) = R durch die Funktion Var, festgelegt.
Dann folgt wie im Beweis von Proposition 1.2.20 fiir alle f € Co(1)

Tyf = /I Fydg(t) wd Ty, [ = /I F(£) dVary(t).

Fiir jede einfache Funktion g = Y7_; ¢iX[a,p,) in S([) ergibt sich die Abschitzung

I Tagll - < kX_:ICkIqu(bk)—qb(ak)H

< Z lex|(Varg(by,) — Varg(ag))

k=1
= TVar¢|g|'

Sei nun f € Co(I) und (g, ) sei eine Folge einfacher Funktionen in S(7), die gleichméBig
gegen [ konvergiert. Da sowohl T} als auch TVam, stetige Operatoren sind, folgt

n—00

lim Ty [0n] = Tyar, 1] = /I |£(£)] dVary(t),

n—oo

| [ swaom] = 1Tufl = Jim I Togal

IN
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was 7zu zeigen war. =

Die Vorbereitungen zur Charakterisierung absolut summierender Operatoren auf Cj
sind nun abgeschlossen.

Proposition 1.3.22 Sei T' : Co(I) — X ein beschrankter Operator mil reprisen-
tierender Funktion ¢ : I — X** und es sei M > 0. Dann sind dquivalent:

(i) ¢ € Vi1, X) mit ||¢]|v, = M.
(i1) T ist absolut summierend und es gill ||T||.s = M.

(i) Fs gibt ein reellwertiges v € Vi(I) mit ||¢||v, = M und
1T/ < /[|f(t)|d¢(t) (f € Co(1)). (1.12)

Beweis Bewiesen wird die Implikationskette (i)=-(iii)=(ii)=-(i) sowie die Giltigkeit
der Ungleichumgskette 9], = ¢l > I1Tas > 16l

(i)=(iii) Sei also ¢ : I — X von beschrankter Variation mit ||¢||y, = M. Dann ist
die reellwertige Funktion Var, nach Lemma 1.3.21 ebenfalls von beschrankter Variation

mit ||Var||v, = ||¢|lv, = M. Zudem gilt fiir alle f € Cy(I) die Abschétzung

ITsl = [ ey dsw)] < [ 17@]dvary(e).

Somit ist gezeigt, daBl eine reellwertige Funktion von beschrankter Variation existiert,
welche die Ungleichung (1.12) erfiillt und deren Totalvariation mit M tibereinstimmt.
Das beweist (iii).

(iii)=(ii) Es gelte (iii). Dann wird ein reellwertiges ¢ € Vi(I) gewihlt, welches die
Ungleichung (1.12) erfiillt. Dann folgt fiir je endlich viele fi, ..., f, € Co(I)

SATHI <Y [ 11 < Il ] 35 1]
k=1 k=1 k=1

Da die Funktion Y7_, | fx| stetig in [ ist und im Unendlichen verschwindet, nimmt sie
ihr Maximum in [ an. Es gibt demnach ein to € T mit | Sz [fal| = S5, [ filto)].
Mit ég € Co(I)* werde das Punktfunktional von ¢y bezeichnet, d.h. fiir g € Co([1) ist
(d0,9) = g(to) und U bezeichne fiir den Augenblick die Einheitskugel von Cq(7)*. Dann
ergibt sich

S ITA < [ > Al = 1l 2 1(Bor el < v sup 37 16 fe)

da &y in U enthalten ist. Somit ist | 7|[,s < |[¢||v; nachgewiesen.
(i1)=(i) Sei nun T absolut summierend. Die folgenden drei Eigenschaften der re-
prasentierenden Funktion ¢ von T' gilt es nachzuweisen:

(1) Firallet € st ¢(t) € X.
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(2) Die Totalvariation von ¢ ist beschrankt.
(3) ¢ ist normiert.

Sobald die Eigenschaften (1) und (2) nachgewiesen sind, folgt (3) automatisch, denn:
Es ist bekannt, dafl jede Funktion von beschriankter Variation linksseitige Grenzwerte
fiir alle ¢ im Inneren von I besitzt, und diese miissen wegen der vorausgesetzten Nor-

miertheit von z* o ¢ fiir alle z* € X* notwendigerweise mit dem Funktionswert an der

Stelle ¢(t) tibereinstimmen. Zudem folgt aus z* o ¢(B(1)) = 0 fir alle z* € X* natiirlich
H3(1)) = 0.

Zum Nachweis von (1) wird ausgenutzt, daB ¢(t) sich schreiben 148t als ¢(t) = T**x;.
Sei [a,b) ein in [ enthaltenes Intervall. Dann gibt es nach Lemma 1.3.20 zwei Folgen

(gx) und (hy) mit den Eigenschaften:
3) Fiiralle t € I gilt 3232, gi(t) — hi(t) = Xjap)*

(3)
(4) Die Funktionen g; und hy sind fiir alle & € N positiv.
(5) Esist || 3021 9klloos | 25z Pi]lco < 1 fiir alle n € N.
(6)

6) Trager(3_p_; gx — hx) C [a — =,b — 1), falls b keine obere Grenze von I ist und

n

Triger(Yp_y g& — hi) C [a — £, 8], falls T durch b nach oben begrenzt ist.

Sei fr = gr — hir. Da T nach Voraussetzung absolut summierend ist, lassen sich die
Partialsummen der Reihe 372, || T f«|| abschédtzen durch

DNTLl < T Massup Y {0y fi)l < T ]las sup Z/(Qk + hi)(t) dVar, (1)
k=1 nev k=1 nev k=1 I

< 17 Nas

S gt bl < 207 s
k=1

Dies zeigt, daBl die Rethe Y}7_, T'fi absolut in X konvergiert. Dariiber hinaus gilt
Yorey T fr = T X[apy- Das ist folgendermafien einzusehen: Sei n ein lineares Funktional
auf Cy(7). Dann konvergiert nach Lemma 1.3.16 die Reihe 22, (n, fr) gegen (1, X[a,b))
da 3777, fr punktweise gegen X[, konvergiert. Also gilt nach Lemma 1.3.19 fiir alle
e X~

(2, T X[ap)) = (27, ZTfk>- (1.13)
k=1
Ist speziell [a,b) = [B(]),1), falls t > B(1), so folgt
d(t)=T*xn=>.TfheX
k=1

und ist [a,b) = [t,3(])), falls t < B(I), so folgt

P(t) = =T"xppay=—2 TheX
k=1

4Beachte die Vereinbarung fiir X[a,b) auf Seite 8.
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In jedem Fall liegt ¢(t) in X.

Es bleibt zu zeigen, dal ¢ von beschréankter Variation ist. Sei ¢ > 0 und es sei
Z = (to,...,t,) eine Zerlegung von [. Sei 1 < [ < n. Dann gibt es zum Intervall
[ti—1,1;) zwei Folgen (h;x)r und (gix)x, welche die Bedingungen (i)-(iv) aus Lemma
1.3.20 erfiillen und es sei fir = gix — hix. Wie eben gezeigt wurde, konvergiert die
Reihe 3732, T fi 1. absolut gegen T™*x[,,_, ) = (1) — ¢(ti—1). Wird m(l) € N geniigend
grof} gewéhlt, so folgt fur alle rm > m(()

ot = ot = (2 1) < =

Sei m = max{m(l) : [ = 1,...,n} und w;, = >}_, fis. Dann hat wu; die folgenden
Eigenschaften.

(7) Nlot) — ¢(tima) — Twi]| < £
(8) wy ist positiv mit |[u]|~ < 1.

(9) Trager(w;) C [ti=1 — 1/m,t; — 1/m) und Trager(w;) C [t,—y — 1/m,t,], falls [

durch ¢,, nach oben begrenzt ist.

Insbesondere sind die Trager der Funktionen w; paarweise disjunkt. Dies ermdglicht

schluBlendlich die Abschatzung

H[Twll < & +Tfas

; [6(t) = S(li-1)ll < ; ; hal| < e+ 11T s

e
n

Da sowohl ¢ > 0 als auch die Zerlegung 7 beliebig gewéhlt war, ist somit ||¢]lv, < ||T]as
bewiesen. =

Bemerkung 1.3.23 Spitestens zu diesem Zeitpunkt stellen sich die beiden folgenden
Fragen:

(1) Welches sind die Operatoren T': Cy(1) — X, welche eine reprasentierende Funk-
tion von beschrankter Semivariation besitzen?

(2) Wie konnen die Banachraume X charakterisiert werden, welche die Eigenschaft
haben, daf§ jeder beschriankte Operator T' : Cy(I) — X eine reprisentierende
Funktion von beschrankter Semivariation besitzt?

Jeder schwach kompakte Operator auf Cy([) besitzt eine reprasentierende Funktion von
beschrankter Semivariation. Dies ist folgendermafien einzusehen: Ist 7' : Cy(I) — X
schwach kompakt, so bildet der zu T' biduale Operator 7** den Raum Cy(I)** nach X
ab. Die durch ¢(t) = T**y; definierte reprisentierende Funktion ¢ nimmt ihre Werte
folglich in X an und somit ist ¢ € PVi(I, X). Doch die schwache Kompaktheit des
Operators T' ist nicht notwendig, um von einer Funktion von beschrankter Semivariation
reprasentiert zu werden. So tiberlegt man sich leicht, da der durch (T'f), = f(n)
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definierte Operator T : Cy([0,00)) — ¢o nicht schwach kompakt ist, aber dennoch von
einer Funktion von beschriankter Semivariation repriasentiert wird. Eine abschliefende
Antwort auf die erste Frage steht bis dato aus.

Ahnlich verhilt es sich mit der zweiten Frage. Es ist bekannt, daf} jeder beschrankte
Operator T : Cy(I) — X schwach kompakt ist, sofern nur X keinen zu ¢y isomorphen
Teilraum enthilt (siehe etwa Diestel und Uhl [13]). Mithin ist jeder Operator auf einem
solchen Raum reprasentierbar durch eine Funktion von beschrankter Semivariation.
Weitere Ergebnisse, welche einer Antwort auf die Frage (2) naher kommen, finden sich

bei Vieten und Weis [39].

1.3.4 Konvergenz in V,(X)

Sei 1 < p < oo und (g,) sei eine beschrankte Folge in L,(I). Da L,(I) reflexiv ist,
existiert eine schwach konvergente Teilfolge (g,, ). Die entsprechende Aussage fiir be-
schrankte Folgen in PV,(1,X) bzw. in V,(I,X) ist i.allg. falsch, d.h. ist (¢,) eine
beschrankte Folge in PV, (I, X) bzw. in V,(I,X), so existiert nicht notwendigerwei-
se eine Teilfolge (¢,,) und ein ¢ in PV,(I, X) bzw. in V,(I, X) derart, daB fiir alle
fe LI gilt

lim [ /(1) den, (0) = [ (1) de(0), (1.14)

k—o00

wie das folgende Gegenbeispiel belegt.

Beispiel 1.3.24 Sei [ = [0, 1] und X = ¢y der Banachraum der komplexen Nullfolgen.
Weiter bezeichne f; die reelle Funktion, die auf dem Intervall [0,1] konstant 1 ist.
Betrachtet wird die durch

Fn: (flafla---aflaoao?"')
—mal

definierte Folge (F,) in Ly([0,1],co). Es gilt ||F,||L, = 1 fir alle n € N, die Folge
ist also beschrankt in L,([0, 1], ¢o) und somit ist die durch ¢, = ZF,, definierte Folge
(¢n) beschrankt in V5([0, 1], ¢o) nach Lemma 1.3.2. Ist nun eine beliebige Teilfolge von
(¢n) gegeben, so ist die einzige Kandidatin ¢ : [0, 1] — ¢, welche die Gleichung (1.14)
erfilllt, ¢(¢) = (¢, ¢,¢,...) (0 <t <1). Doch ¢(t) liegt fiir kein ¢ in ¢. Folglich existiert
fiir keine Teilfolge von (¢,) ein ¢ € PV,(1, X), welches der Gleichung (1.14) geniigt.

Wird jedoch vorausgesetzt, daB der Grenzwert

lim /I F(t) doo(t) (1.15)

n—o0

fiur Funktionen f in einer totalen Teilmenge von L, () existiert, so konvergiert die Folge

in (1.15) fur alle f € L,(I) und es existiert ein ¢ in PV,(I, X) bzw. in V,(I, X) mit

lim [ (1) don(t) = [ 1(0)do(0). (1.16)

n—oo

Diese Aussage ist sogar fiir p = oo richtig. Bewiesen wird diese Behauptung in der
unten folgenden Proposition 1.3.26.
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Die Situation ist sehr ahnlich im Fall p = 1. Sei (¢,) eine beschrinkte Folge in
Vi(1). Der Satz von Helly (siehe [42]) besagt, das eine Teilfolge (¢, ) und ein ¢ € Vi (1)
so existieren, daf} fiir alle f € Cy(I) gilt

lim [ £(0)dén, (1) = [ £(2)do(0).
Auch in diesem Fall gilt die entsprechende Aussage i.allg. nicht fiir beschrankte Folgen
in Vi(1, X). Existiert der Grenzwert (1.15) jedoch fur alle f in einer totalen Teilmenge
von Cy(I), so gibt es ein ¢ € Vi(I, X) derart, daBl Gleichung (1.16) fir alle f € Co(1)
erfullt ist. Diese Behauptung ist in Teil (b) der unten folgenden Proposition 1.3.26
enthalten.

Als erstes beweisen wir eine Variante des Satzes von Banach-Steinhaus.

Lemma 1.3.25 Seien X,Y Banachriume und (Ty) sei eine gleichmdfig beschrinkte
Folge von Operatoren in L(X,Y). Weiler existiere eine totale Teilmenge M C Y so,
daf fir alle w € M die Folge (Tyu) in X konvergiert. Dann existierl ein beschrinkter
Operator T : Y — X mit |T|| < limsup,_,. ||Ts] und lim,_ T,y = Ty fir alle
yeyY.

Beweis Mit Lin(M) bezeichnen wir die lineare Hiille von M. Da fiir jedes u € M nach
Voraussetzung ein v € X existiert mit limg_, ., Tpu = v, existiert natiirlich auch fiir jedes
y € Lin(M) ein z € X mit limy_o Ty = x. Folglich kann fiir y € Lin(M) festgesetzt
werden Ty = z. Auf diese Weise wird ein linearer Operator T' Lin(M) — X definiert.
Die Norm von T geniigt wegen

ITy|l = lim || Tyl < lim sup [ Tal[ly]| - (y € Lin(M))

der Abschéatzung HfH < limsup,_,, || 7-||- Da Lin(M) nach Voraussetzung dicht in
Y ist, existiert eine eindeutige lineare und beschrankte Fortsetzung T' von T auf den
ganzen Raum Y mit ||T|| < limsup,_, . ||T.]-

Es bleibt nur noch die letzte Behauptung lim, ., T,y = Ty fiir alle y € Y nach-
zuweisen. Ist y € Y, so wird eine Folge (yz) in Lin(M) mit limy o ||y — ykl]| = 0
gewahlt. Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es k,ng € N mit ||y — y|| < §sup,en |[T0]| und
| Ty — Thyx|| < 5 fiir alle n > ng. Wir erhalten schlieBlich fiir alle n. > nqg

Ty —Toyll < Ty — Tyl + | Tyx — Toyrll + | Toyr — Tyl
< Ty = well + /3 + 1 Tallllys — vl < e

Wird Y, (1) = L,(I) fiir ¢ < oo und Y, (1) = Cy(I) gesetzt, so ergibt sich aus dem

vorhergehenden LLemma die nun folgende Proposition.

Proposition 1.3.26 Sei M C Y, (1) eine totale Teilmenge und (py,) sei eine Folge in
PV,(I,X) mit der Figenschaft, dafs fiir alle f € M der Grenzwert lim,_,, [; f(1) d¢, (1)

in X existiert. Dann gilt:
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(a) Sei 1 < p < oo. Ist sup, oy ||énllpy, < oo, so existiert ein ¢ € PV,(I,X) mit

fim [ f(@)don(t) = [ f0)do(t) (] € Ly(1).
Dariiber hinaus ist || ¢|| py, < limsup,_, . ||én] Py, -

(b) Sei 1 < p < oo. Ist ¢, fiir alle n von beschrinkter p-Variation und gilt
SUp,en ||Pnllv, < 00, s0 gibl es ein ¢ € V,(1,X) mil

lim [ () don(t) = [ F()de(t) (] € Yi(D).

n—oo

Dariiber hinaus ist ||$||v, < limsup,_, |[én]|v,-

Beweis Zum Beweis werden die Operatoren T, : Y,(I) — X definiert durch, T, f =
[; f(t) do, (1) betrachtet. Die Voraussetzung besagt, da fiir jedes f € M die Folge
(T f) in X konvergiert. Gilt sup,cn ||¢n| Py, < 00, so ist sup,en ||Tx]| < oo und somit
sind die Voraussetzungen der Variante 1.3.25 des Satzes von Banach-Steinhaus erfiillt.
Dies sichert die Existenz eines Operators T': Y, () — X mit

Iim T.f =Tf  (f€Yy(I))
und ||T|| < limsup,_,  ||Ts]| = limsup,_, . |[¢n] Py,
(a) Ist p > 1, so kann der Reprasentationssatz 1.3.5 angewendet werden. Folglich
gibt es ein ¢ € PV, (I, X) mit

7= [J0ds) (€ Ly(D)).

Das beweist fiir alle f € L () die Behauptung

Jim [ 7@ du(t) = Jim Tuf =Tf = [ 1) dot)
Dariiberhinaus folgt HqﬁHPVp = ||T|| < limsup,_,., Hcﬁanvp.

(b) Sei zundchst p > 1. Erfiillt die Folge (¢, ) die Voraussetzungen von (b), so erfiillt
sie insbesondere die Voraussetzungen aus (a) und folglich existiert ein ¢ € PV, (I, X)
mit

lim [ f(1)dén(t) = [ £(1)do(t)  (F € Ly(D))

n—oo

Es bleibt zu zeigen, daﬁ ¢ von beschrankter p-Variation ist und die Norm von ¢ die
geforderte Abschatzung erfiillt.

Ist p = o0, so stimmen die Normen ||¢||v,, und ||¢||pv,, iiberein und die Behauptung
ist bereits in (a) bewiesen.

Sei also 1 < p < co. Nach Proposition 1.3.13 existiert fur alle n € N ein g, € L,(1)

mit [lgnlz, = llénllv, und

| [y don] =171l < [15@lga0rdt (f € Ly(1).
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Da die Banachraume L,(7) reflexiv sind fiir 1 < p < oo, gibt es eine schwach kon-
vergente Teilfolge (g,,) der Folge (g,). Sei g € L,(I) der schwache Grenzwert dieser
Teilfolge. Dann gilt fiir alle f € L,(])

| [rwydo)] = jim | [ 1) dén, (0] < Jim [ 1£0)lgn(t)dt = [ 17090
Folglich gilt ¢ € V,(I, X') nach Proposition 1.3.13 und
[2llv, < llgllz, < limsup|lgn, ||z, <limsup|dylv,.
k—o00 n—r00

Sei nun p = 1. Nach Proposition 1.3.22 existiert fiir jedes n € N ein ¢, € V;([) mit
quanVl = HCanW und

I < [10lds)  (Fe D) (F € ColD)).

Der Satz von Helly (siche etwa [42]) sichert die Existenz einer Teilfolge (¢,,, ) der Folge
() und ein ¢ € Vi(I) so, daB fiir alle f € Co(I) gilt

Jim / F() dibn, (1) / F(1) di()

Dies impliziert zudem ||¢||v; < limsupy_,., ||¢n, ||v;. Fiir alle f € Co(I) ergibt sich nun

1771 = Jim | [ 50 dn, 0] < Jim [ 17@)]din, () = [ 1701 d0(0)

Nach Proposition 1.3.22 existiert folglich ein ¢ € Vi(I,X) mit ||¢]lyv, = ||¢]lw,

hm Supn—)oo H¢n||V1 und

IN

[ 1@ ds) =Tf = lim [ 0oy (1 € Col1).

Die soeben bewiesene Proposition macht eine Aussage iiber das Konvergenzverhal-
ten einer Folge in V,(I, X). Im weiteren Verlauf wird jedoch héufig das Konvergenz-
verhalten einer Folge in L,(I, X) von Interesse sein. Es ist daher sinnvoll, das folgende
Ergebnis gesondert festzuhalten.

Folgerung 1.3.27 Sei M C Y,(I) eine totale Teilmenge, (g,) sei eine beschrinkte
Folge in L,(I,X) und fir alle f € M konvergiere die Folge (fI F()gn(t) dt) in X.
Dann gibt es ein ¢ € V,(I, X) derart, daf fir alle f € Y,(I) gilt

lim [ f(0gn(t)dt = [ F(1)de()

n—o0

Daruber hinaus ist HQDHVP < limsup,_, ., HgnHLp
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Beweis Wird ¢, = Zg, fiir n € N gesetzt, so folgt aus Lemma 1.3.2
lim sup [[én v, = lim sup [|gn]|z,,

insbesondere ist die Folge (¢,) in V,(I, X) beschrankt. Zudem gilt nach den Rechenre-
geln 1.2.22 und 1.3.9 fiir alle f € Y, (1) die Gleichung

J Wyt = [ 5(2) den (1)

Die Folge (¢,) erfiillt also die Voraussetzungen der soeben bewiesenen Proposition

1.3.26. Folglich existiert ein ¢ € V,(I, X) mit
16l < lim sup||éa]|v, = limsup||ga |,
n—oo n—00

und fiir alle f € L,(1) gilt

lim/f Ygn(t dt—hm/f ) den(t) /f ) do(t)

n—oo

Aus Proposition 1.3.26 (b) ergibt sich eine weitere Folgerung.
Folgerung 1.3.28 Der normierte Raum V,(I, X) ist ein Banachraum.

Beweis Sei zundchst p > 1. Ist (¢,) eine Cauchyfolge in V,(I,X), so ist die Folge
(¢y) sicherlich eine Cauchyfolge in PV, (I, X). Da PV,(I,X) ein Banachraum ist, gibt
es demnach ein ¢ € PV,(I,X) so, daBl die Folge lim,_oo ¢ = ¢ in der PV,-Norm
konvergiert. Dann gilt aber fir jedes f € L,(1)

Jim [ 7@y don(t) = [ 1) dot
Somit geniigt die Folge (¢,) den Voraussetzungen aus Proposition 1.3.26 und es folgt
|\ &llv, < limsup,_, . ||én|lv, < oo, da Cauchyfolgen beschrankt sind.

Ist (¢,,) eine Cauchyfolge in Vi(I, X), so bilden die Operatoren T,, : Co(I) — X mit
reprasentierender Funktion ¢, eine Cauchyfolge in Raum der beschrankten Operatoren
L(Co(I), X) und folglich konvergiert fiir jedes f € Co(I) die Folge der Riemann-Stieltjes
Untegrale [, f(t)de¢,(t). Somit existiert nach Proposition 1.3.26 eine Funktion ¢ €
Vi(1, X) mit

Jim [ f@ydont) = [ 10)¢
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1.3.5 Réiume mit Radon-Nikodym Eigenschaft

Sei ¢ : [ — C eine absolut stetige Funktion, d.h., zu jedem ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0
so, daf fiir alle paarweise nicht tiberlappenden Teilintervalle [ay, b, C 1 (k=1,...,n)
mit Y5 by — ag] < & gilt Yh_; |f(be) — f(ak)| < e. Dann gibt es laut Rudin [35] eine
lokal Lebesgue integrierbare Funktion f: I — C mit

)= oBO) + [ T d (se)

Man nennt f die Radon-Nikodym Ableitung von ¢. Die Bezeichnung ,, Ableitung® ist
gerechtfertigt, weil ¢ in [ fast iiberall differenzierbar ist und es gilt

f(s)=¢'(s) fiir fast alle s € I.

Kurz gesagt bedeutet dies, daBl jede komplexwertige absolut stetige Funktion ¢ eine
Radon-Nikodym Ableitung ¢ besitzt.

Die Frage liegt nahe, ob jede absolut stetige Funktion ¢ : I — X eine lokal Bochner
integrierbare Radon-Nikodym Ableitung besitzt? Das nachste Beispiel zeigt, dafl diese
Frage negativ beantwortet werden mu8.

Beispiel 1.3.29 (Beispiel einer absolut stetigen Funktion ohne Radon-Nikodym Ab-
leitung) Sei I = [0,1] und X = C[0,1] sei der Banachraum der stetigen Funktio-
nen auf dem Intervall [0,1]. Die Funktion ¢ : [0,1] — C[0,1] sei definiert durch
#(s)(t) = min{s,t}. Fir jedes s € [0,1] ist die Funktion ¢(s) : [0,1] — C stetig,
so daB ¢(s) tatsdachlich in C0, 1] liegt. Zudem gilt fir u,s € [0,1] mit s < u

Jé(w) — o) _u—s _,

U —3S8 U —3S8

Folglich ist ¢ Lipschitz stetig und somit absolut stetig. Doch ¢ besitzt keine Radon-
Nikodym Ableitung. Denn angenommen g wire eine Radon-Nikodym Ableitung von ¢.
Dann wiirde fiir alle s,¢ € [0, 1] folgen

min{s, 1} = 9(s)(1) = [ g(u)(t) du

Diese Gleichung wird aber nur erfiillt fiir g(u)(1) = x[0,q(%) = X[u1)(2), d-h. g(u) = Xpu1)-
Doch offensichtlich liegt g(u) dann fiir kein u € (0,1) in C[0,1]. Also kann ¢ keine
Radon-Nikodym Ableitung von ¢ sein.

Definition 1.3.30 Ist X ein Banachraum mit der Eigenschaft, dafl jede absolut stetige
Funktion ¢ : [0,1] — X eine Radon-Nikodym Ableitung ¢’ € L;([0, 1], X') besitzt, so
heiflt X' Banachraum mit Radon-Nikodym Figenschaft.

Jeder reflexive Banachraum hat die Radon-Nikodym Eigenschaft (siehe [13]). Wei-
tere Beispiele fiir Banachrdaume mit Radon-Nikodym Eigenschaft sind:

- Der Raum der absolut konvergenten Folgen [;.
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- Die Hardyrdume holomorpher Funktionen auf der Kreisscheibe H?(D) fiir p < occ.

- Die Raume L,(I,X) fir 1 < p < oo, falls X die Radon-Nikodym Eigenschaft
besitzt.

Dagegen besitzt keiner der folgenden Raume die Radon-Nikodym Eigenschaft:
- Die Raume L]0, 1] und L]0, 1].
- Der Raum der stetigen Funktionen C[0,1].

- Der Raum L(X) der beschrankten Operatoren auf dem Banachraum X, falls X
einer der Réume [, L,[0, 1] oder C]0, 1] ist.

Dies ist eine Auswahl aus einer Liste, die in dem Buch ,,Vector Measures® von Diestel
und Uhl [13] zu finden ist. Der Nachweis, dafl der Raum ([0, 1] die Radon-Nikodym
Eigenschaft nicht besitzt, wurde im Beispiel 1.3.29 gefiihrt.

Besitzt X die Radon-Nikodym Eigenschaft und ist 7 C R ein kompaktes Teilinter-
vall, so besitzt jede absolut stetige Funktion ¢ : I — X eine Radon-Nikodym Ableitung
in L;(I,X). Dies tiberlegt man sich folgendermaflen: Sei I = [a,b] und ¢ : [a,b] — X
sei absolut stetig. Dann wird durch ¢(t) = ¢(a(1 —t) + bt) eine Funktion ¢ : [0,1] — X
definiert. Um zu zeigen, dafl ¢ absolut stetig ist, wird zu gegebenem ¢ > 0 ein § > 0
so gewihlt, daB fiir je endlich viele paarweise nicht iiberlappende Teilintervalle [ay, by]
(k=1,...,n) von [a,b] mit >_7_, |by —ax| < (b—a)d gilt >-7_, ||¢(br) — ¢d(ax)|| < e. Ein
solches 4 existiert, da ¢ absolut stetig ist. Seien nun [cg, di] (K = 1,...,n) paarweise
nicht iberlappende Teilintervalle von [0, 1] mit >_7_, |dx — ¢x| < §. Dann sind die durch
ar = (1 —cg)a+ cxbund by = (1 — di)a + dib definierten Teilintervalle [ag, by] von [a, b]
paarweise nicht tiberlappend und es gilt >°7_; by —ap, = Y7, (b—a)(dr—cx) < (b—a)d.
Somit ist

Z lé(de) — (e | = E 16(be) — S(ar)]| < <

und die absolute Stetigkeit von 1 ist nachgewiesen. Da X die Radon-Nikodym FEigen-
schaft besitzt, gibt es eine Bochner integrierbare Funktion ¢ : [0,1] — X mit

$(s) = $(0) + /Os_q(t) i (0<s<1).

Somit gilt fiir alle s € [a, b]

s—a

S —da b—a t—a

o) =0 (5=3) =00+ [T o = s+ 0= 07 [La(G=g) o

Die durch f(t) = (b— a)_lg(z:—?l) (t € [a,b]) definierte Funktion ist somit eine Radon-
Nikodym Ableitung von ¢ und es gilt || f||2,[a,5) = 19| L. 0,1-

Mit derselben Argumentation kann gezeigt werden, dal X die Radon-Nikodym Ei-
genschaft besitzt, falls fiir ein fest vorgegebenes kompaktes Intervall I jede absolut
stetige Funktion ¢ : I — X eine Bochner integrierbare Radon-Nikodym Ableitung
besitzt.

Diese Uberlegungen und weitere Ergebnisse sind in der folgenden Proposition zu-

sammengefaft.
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Proposition 1.3.31 Sei X ein Banachraum. Dann sind dquivalent:
(i) Der Raum X besitzt die Radon-Nikodym Figenschaft.

(ii) Es gibl ein abgeschlossenes Intervall I C R so, daf jede absolut stetige Funktion
¢ € Vi(I,X) eine Radon-Nikodym Ableitung f € Li(1,X) mit ||f|z, = ||¢|lw,
besitzt.

(iil) Fir jedes abgeschlossene Intervall I C R und jede absolut stetige Funktion ¢ €
Vi(I, X) gibt es eine Radon-Nikodym Ableitung f € Li(I,X) mit || f||r, = ||¢]v,-

Beweis Bewiesen werden die Implikationen (i)=-(iii)=-(ii)=(i).

(i)=(iii) Sei X ein Banachraum mit Radon-Nikodym Eigenschaft. Ist I ein kom-
paktes Intervall und ¢ € Vi(I, X) absolut stetig, so gibt es, wie oben gezeigt wurde,
eine Bochner integrierbare Radon-Nikodym Ableitung f von ¢. Es gilt daher fiir alle
sel

o) = [, S0

und somit ist ||¢|ly, = || f]lz,- Sei nun I abgeschlossen, aber nicht notwendigerweise
beschrankt und ¢ € Vi(I, X) sei absolut stetig. Dann existiert eine aufsteigende Folge
I C I, C --- kompakter Intervalle mit ;Z, I = I. Zudem seien die [ so gewahlt, dafl
B(1) fiir alle k in ), enthalten ist. Sei ¢, die Einschrankung von ¢ auf das Intervall I
und f; € Ly(Ij, X) sei eine Radon-Nikodym Ableitung von ¢;. Dann ist Joyp, fiir k> 5
eine Radon-Nikodym Ableitung von ¢;. Da eine absolut stetige Funktion hochstens eine
Radon-Nikodym Ableitung besitzen kann, folgt fk“-] = f; fiir £ > 3. Wir kénnen somit
f 1 — X definieren durch f(¢) = fx(¢) fir ¢ € I, und erhalten

17 0es = Jsn il = Jim loulls =
Zudem exisitiert zu jedem s € [ ein k € N so, daBl s in [, liegt. ¢(s) 1aBt sich daher

schreiben als . .
sy =anle) = [ filyde= [ jwa

(iii)=-(ii) versteht sich von selbst.
(i1)=(i) Gilt die Aussage (ii) fiir ein Intervall I, so gilt sie natiirlich auch fiir je-
des kompakte Teilintervall J von I. Dies impliziert nach unseren Voriiberlegungen die

Behauptung (i), daB X die Radon-Nikodym Eigenschaft besitzt. =

Jede Lipschitz stetige Funktion ¢ : I — X ist absolut stetig, denn fir je endlich
viele paarweise nicht iiberlappende Teilintervalle [ag, by] € I, kK = 1,...,n besteht die
Ungleichung

n

Z [$(be) = Sla)ll < N fllvee D 1bx — ax-

k=1
Ist I ein kompaktes Intervall und besitzt X die Radon-Nikodym Eigenschaft, so hat

demnach jede Lipschitz stetige Funktion ¢ : I — X eine Radon-Nikodym Ableitung.
Richtig ist auch die Umkehrung dieses Sachverhaltes, d.h. besitzt jede Lipschitz stetige
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Funktion ¢ : [0,1] — X eine Radon-Nikodym Ableitung, so hat X die Radon-Nikodym
Eigenschaft. Der Beweis dieser Aussage verlangt einige Vorarbeiten.

Eine auf I definierte komplexe Funktion f heit Funktion der ersten Baire Klas-
se, falls eine Folge (f,) auf I stetiger Funktionen existiert, die punktweise gegen f
konvergiert. Mit B; (/) wird der Raum der beschriankten Funktionen der ersten Baire
Klasse bezeichnet. Wird B; (/) mit der Supremumsnorm versehen, so ist B;(/) ein Ba-
nachraum. Denn konvergiert die Folge (f,) von Funktionen der ersten Baire Klasse
gleichmaBig gegen eine Funktion f, so ist nach Natanson [26] f € B;[0,1]. Natanson
beweist dies zwar nur fir reellwertige Funktionen f, € Bi(I), aber der komplexe Fall
folgt aus dem reellen Fall durch getrennte Betrachtung der Real- und Imaginérteile der
Funktionen f,.

Lemma 1.3.32 Sei ¢ € V1([0,1], X) und es sei f € B1[0,1]. Dann gilt:

(1) Ist (f,) eine beschrinkte Folge steliger Funktionen, die punktweise gegen f kon-
vergiert, so konvergiert die Folge (x,) der Riemann-Stieltjes Integrale

v = [ St do(t)
in der Norm in X.

(ii) Wird (¢, f) = limn_eo fy fa(t) do(t) gesetzt, so hingt (¢, f) nicht von der spezi-
ellen. Wahl der beschrinkten Folge (f,) in Co(I) ab, welche punktweise gegen f

konvergiert.

(iii) Ist (Vary, |f|) wie in Lemma 1.3.16 definiert, so geniigt die Norm von (¢, f) der
Abschdtzung ||(¢, f)|| < (Varg, | f]).

(iv) Fir jedes s € (0,1] ist (), X[0,5)) = P(5)°.

Beweis (i) Fiir alle ¢ € [0, 1] konvergiert die Folge |f(t) — f.(¢)| gegen Null und die
Funktionen |f — f,| sind allesamt Borel meBbar. Das Lemma 1.3.16 besagt also

Tim (Varg, | = f]) = 0.

Es gibt demnach zu gegebenem ¢ > 0 ein n(e) € N so, daB fir alle n > n(e) gilt
(Varg, |f — fa]) < 5. Seien n, N > n(e). Dann ergibt sich mit Lemma 1.3.16 die
Abschéatzung

/0 () = fu(8)] dVar, (1)
<VELI’¢, |fN - f|> + <VELI’¢, |f — fn|> < €.

Die Folge der Riemann-Stieltjes Integrale [ f.(1) d¢(1) erweist sich somit als Cauchy-
folge in X und ist daher konvergent im Banachraum X.

| [ o) = g0 doto)]

IN

IN

5Beachte, daB X[o0,1) die charakteristische Funktion des Intervalls [0, 1] bezeichnet, wegen der Ver-
einbarung auf Seite 8.
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(ii) Sind ( fx) und (gx) zwei beschrankte Folgen stetiger Funktionen, die beide punkt-
weise gegen f konvergieren, so konvergiert ihre Differenz punktweise gegen Null. Somit
konvergiert nach Lemma 1.3.16 die rechte Seite der Ungleichung

| [ 50 = gul)do(t)] < (Vary, 12— o)

gegen Null. Also ist lim,_, . fol Fo(t) dp(t) = lim, o0 fol gn(t) do(t).

(iii) In Lemma 1.3.21 wurde die Ungleichung || fy fa(t) dé(t)|| < f3 | fa(t)] dVary(t)
bewiesen. Da die punktweise Konvergenz der Folge (f,) gegen f die punktweise Kon-
vergenz der Folge (|f,|) gegen |f] nach sich zieht, folgt

I, )l = tim | [ () dé(n)] < Jim / 1fa(0)] dVarg(1) = (Varg, | 7]).

(iv) Sei 0 < s < 1 und (f,) sei eine beschrankte Folge stetiger Funktionen, welche
punktweise gegen x(os) konvergiert. Dann gilt nach Lemma 1.3.16 fiir alle z* € X~

@ols)) = Jim [ R0de o o))

n—oo
1
= (o, Jim [ £(0) do()
= <$*a (¢a X[O,s))>-
Da diese Gleichungskette fiir alle 2* € X* gilt, folgt die Behauptung (¢, x[o,5)) = #(s).

Proposition 1.3.33 Flir einen Banachraum X sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(i) Der Raum X besilzt die Radon-Nikodym Figenschaft.

(i1) Jede Lipschitz stetige Funktion ¢ : [0,1] — X besilzt eine Radon-Nikodym Ablei-
tung | € Loo([0, 1], X) mit || f]|for) = |Bllvec oy

(iii) Fir jedes abgeschlossene Intervall I und jede Lipschitz stetige Funktion ¢ : [ — X
existiert eine Radon-Nikodym Ableitung f € Loo(I, X) mit || f|| 1) = ||V (n)-

Beweis Zum Beweis der Implikation (i)=-(ii) fehlt nur noch der Nachweis, daf die
Radon-Nikodym Ableitung f einer Lipschitz stetigen Funktion ¢ : I — X essentiell
beschrankt ist durch ||}y (5. Es geniigt zu zeigen, daf fiir alle 2* € X* die Unglei-
chung ||z* o f||r.. < ||z*||||¢|lv.. besteht. Dazu wiederum geniigt der Nachweis, daff das
durch z* o f auf L;([) definierte lineare Funktional g — N g(W)(z* o f)(t)dt (g € Li(1))
beschrankt ist und seine Norm sich abschatzen 1aBt durch ||z*||||¢||v.,. Dies jedoch folgt
sofort unter Zuhilfenahme der Rechenregel 1.3.9 aus

[ s e nw | =| [ ot de o )] < lgle, le v
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Der Beweis von (ii)=(iii) verlauft analog zum Beweis von (ii)=-(iii) in Proposition
1.3.31.

Es gelte nun (iii). Wir wollen zeigen, daf§ dies die Radon-Nikodym Eigenschaft von
X impliziert. Sei also ¢ : [0,1] — X absolut stetig. Die grofite Schwierigkeit, die zu
iiberwinden ist, besteht darin, dafl die absolute Stetigkeit von ¢ nicht die Lipschitz
Stetigkeit von ¢ nach sich zieht, so daBl die Voraussetzung (iii) nicht auf ¢ angewandt
werden kann. Ein kleiner Umweg ist deshalb notwendig.

1. Schritt: In einem ersten Schritt wird die absolute Stetigkeit der Funktion Vary :
[0,1] — R nachgewiesen.

Sei ¢ > 0 gegeben. Dann gibt es ein § > 0 so, daf fiir je endlich viele paarweise
nicht tiberlappende Teilintervalle [ax, br] (k= 1,...,n) von [0, 1] mit > 7_, |bp —ax| < ¢
gilt 35k, [l¢(br) — lar)l <e.

Seien [ay, by] (1 < k < n) paarweise nicht tiberlappende Teilintervalle von [0, 1] mit
Siet |br —a| < dund Zp = (Lo, ..., thiw) sei eine beliebige Zerlegung des Intervalls
[ak, bg]. Dann sind natiirlich auch die durch die Zerlegungen 7 definierten Intervalle
[trictstri] (1 <k <mn,1 <i<I(k)) paarweise nicht iiberlappend. Da auBerdem

n (k)
DD i = trioa] <6,

folgt

n_1(k)
ZZ (ths) = St < e
k=11:=1

Diese Aussage gilt fir alle Zerlegungen Zy, der Intervalle [ag, bg]. Weiter gilt fir alle
kE=1,2,...
1(k)
sup D [[é(txi) — @(tkiz1)ll = Vary(bi) — Vary(ax),

1Zk] i=1
wobei das Supremum {iber alle Zerlegungen des Intervalls [ag, br] genommen wird. Folg-
lich ist

Z ||Vary(by) — Varg(ag)|| < e

und die Behauptung des ersten Schritts ist erwiesen.

2. Schritt: In diesem Schritt wird die Funktion f angegeben, die sich im dritten
Schritt als Radon-Nikodym Ableitung von ¢ erweisen wird. Die skalarwertige Funktion
Var, besitzt als absolut stetige Funktion eine Radon-Nikodym Ableitung v € L]0, 1].
Wir betrachten fiir n € N die Mengen

E,={t€[0,1]:n—1<|v(t)] <n}.

Diese Mengen F, sind meBbar und also gibt es fiir jedes n € N eine Funktion y, in
der ersten Baire Klasse, welche fast {iberall mit y g, iibereinstimmt. Fiir jede Funktion

h € B1[0,1] ergibt sich die folgende Abschétzung
1
(Varg, xalhl) = [ xa(®I()]o(t) dt
— / i, (DA o (1) dt<n/ Ih(1)] dt,
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da v auf F, durch n beschriankt ist. Sei nun g € I;[0,1] eine beschrankte Funktion
und h € B[0,1] sei eine Funktion der ersten Baire Klasse, welche fast iiberall mit g
iibereinstimmt. Wird

Tog = (¢, xxh)

festgesetzt, so gilt zum einen, daB T, ¢ von der speziellen Wahl der Funktion h € B,[0, 1],
welche fast tiberall mit g iibereinstimmt, unabhéngig ist. Ist namlich h; € B;[0, 1] eine
weitere Funktion, die fast iiberall mit g tibereinstimmt, so folgt

16 xalh = k)]l < (Varg, ol = hl) < [ 1h(1) = ha(0) de =0

und also ist (¢, h) = (¢, hy). Zum anderen gilt

Tagll = (@) < [ 1h)]di = [ lg(0)]

Dies zeigt, daBl T, : L1[0,1] N Lo[0,1] — X ein beschrankter Operator ist, wenn der
Raum L1]0,1] N L+ [0, 1] mit der Li-Norm versehen wird. Da L1[0,1] N L [0, 1] dicht
in L4[0,1] ist, 1aBt sich T}, eindeutig linear und stetig fortsetzen zu T, : [1[0,1] — X.
Aufgrund der Proposition 1.3.5 uber die Repréasentation beschrankter Operatoren auf
L,]0,1] existiert eine Lipschitz stetige Funktion ¢, : [0,1] — X, welche T, reprisen-
tiert. Auf dieses ¢,, kann die Voraussetzung (ii) angewendet werden. Es gibt daher eine
Radon-Nikodym Ableitung f, von ¢,. Die Funktion f, die sich als Radon-Nikodym

Ableitung von ¢ erweisen wird, wird nun definiert durch
f(t) = fa(t) fallst € E,,.

Da die Mengen F, paarweise disjunkt sind, ist diese Definition eindeutig und da
Unen Fn = [0,1], wird f auf diese Weise fiir alle ¢ € [0, 1] definiert.

3. Schritt: Die Funktion ¢,,, welche den Operator T, reprasentiert, wird nach Propo-
sition 1.3.5 definiert durch ¢,(s) = T, x[o,s) und die rechte Seite dieser Gleichung stimmt
mit (¢, XnX[o,s)) fiberein. Da nach Lemma 1.3.32 (iv) fiir s € [0,1] gilt ¢(s) = (&, X[0,5))>
ergibt sich fiir alle m € N

o) = 3 entel] = | (6 v )

1— Z Xn
=1
< (Varg, X1 = X2 xa))
n=1
1 m
= /0 Xio()(1 = 2 X
n=1

n)
(i, (1))u(t) dt.

Aufgrund des Satzes von der dominierten Konvergenz konvergiert die rechte Seite dieser
Ungleichung gegen Null fiir m — oo und also ist ¢(s) = 30, pu(s) fiir alle s € [0, 1].
Andererseits gilt

z_: bu(s) = D (D, X[0,5)Xn) = D_ (D X[0,5)XnXn)
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o0

= Z_:THX[OSXH Z/X[m) )X (1) fa(t) dt
= [ x0a0) Xm0 = [0 = [y

was 7zu zeigen war. =

Die vorangegangene Proposition bleibt richtig, wenn , Lipschitz stetig® durch ,be-
schrankte p-Variation® ersetzt wird.

Proposition 1.3.34 Sei 1 < p < oo. Fir einen Banachraum X sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Der Raum X besitzt die Radon-Nikodym Figenschaft.

(i1) Jede Funktion ¢ : [0,1] — X wvon beschrinkter p-Variation besitzt eine Radon-
Nikodym Ableitung f € L,([0,1], X) mit || f||z,101] = || @|lv,[0,1]-

(i) Fir jedes abgeschlossen Intervall I und jede Funktion ¢ : I — X von beschrinkter
p-Variation existiert eine Radon-Nikodym Ableitung f € L,(1,X) mit || f||1,1) =
1elvan)

Beweis Wir beginnen mit dem Nachweis der Implikation (i)=-(iii). Der Banachraum
X besitze also die Radon-Nikodym FEigenschaft. Sei I zunachst ein kompaktes Intervall
und es sei ¢ : [ — X von beschrankter p-Variation. Da I kompakt ist, ist ¢ nach
Lemma 1.3.10 absolut stetig und von beschriankter Variation in I. Folglich gibt es
aufgrund von Proposition 1.3.31 eine Radon-Nikodym Ableitung f € L;({, X) von ¢. In
Proposition 1.3.12 wurde gezeigt, dafl die Radon-Nikodym Ableitung f einer Funktion
von beschrénkter p-Variation p-integrierbar ist und die V,-Norm von ¢ mit der L,-Norm
von f iibereinstimmt. Dies beweist (iii) fiir den Fall des kompakten Intervalls 1.

Ist das Intervall I nicht kompakt und ¢ : I — X von beschrankter p-Variation, so ist
¢ insbesondere in jedem kompakten Teilintervall von I von beschrankter p-Variation.
Nach dem eben Gezeigten besitzt ¢ also eine Radon-Nikodym Ableitung f; in jedem
kompakten Teilintervall .J von I. Da die Radon-Nikodym Ableitung eindeutig bestimmt
ist, wird durch f(t) = f;(¢) fir t € J eine Radon-Nikodym Ableitung f: I — X von
¢ definiert. Die Behauptung || f||z,(ry = ||9||v,(r) folgt nun wegen

1 oy = sup [l fially ) = sup loyllv,en = liéllv,on

wobei das Supremum iiber alle kompakten Teilintervalle J von I genommen wird.

Bei der Implikation (iii)=-(ii) gibt es nichts zu zeigen.

Um zu beweisen, dafl (ii) die Radon-Nikodym Eigenschaft von X impliziert, wird
nachgewiesen, daB jede Lipschitz stetige Funktion ¢ : [0,1] — X eine Radon-Nikodym
Ableitung besitzt und dann wird die vorangegangene Proposition 1.3.33 angewendet.
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Sei also ¢ : [0,1] — X Lipschitz stetig. Dann gilt fiir jede Zerlegung 7 = (to,...,1,)
von [0, 1] die Abschitzung

Z:: tk_tf<1t)kp 11)Hp - Zn: (qu tk (tk 1)“) (tk—tk—1>

k=1 tk - tk 1

n

< HQbHZI)/m Z(tk —tpg) < qulﬁ)/m

k=1
Die p-Variation von ¢ ist demnach beschrankt. Somit besitzt ¢ nach Voraussetzung
eine Radon-Nikodym Ableitung f und wie im Beweis von Proposition 1.3.33 (i)=(ii)

ergibt sich f € L..([0,1], X) mit “fHLoo[O,l] = HQbHVm[O,l]-

Die beiden Propositionen 1.3.33 und 1.3.34 haben die folgende Konsequenz fiir die
Repriasentation von Operatoren T': L, — X, falls X die Radon-Nikodym Eigenschaft
besitzt.

Folgerung 1.3.35 Der Banachraum X besilze die Radon-Nikodym Figenschaft und
T:L,(I)— X sei ein beschrinkter Operator.

(a) Ist p = oo, so existiert eine Funktion f € Lo(1,X) mit ||f|r. = ||T]-
Tg= [gf@d (g€ Li(1).

(b) Ist 1 < p < oo und ist ¢ € PV,(I,X) die reprasentierende Funktion von T, so
ist jede der Aussagen (i) bis (iv) aus Proposition 1.5.13 dquivalent zu

(v) Es gibt eine Funktion f € L,(I,X) mit| f|lr, = M und
Tg=[gf@yd (g€ Ly(D).

Beweis (a) Sei T': Ly(I) — X ein beschriankter Operator. Dann besagt Proposition
1.3.5, dafBl ein Lipschitz stetige Funktion ¢ : I — X existiert, welche T' repréasentiert.
Da X voraussetzungsgeméaf die Radon-Nikodym Eigenschaft besitzt, hat ¢ nach Pro-
position 1.3.33 eine Radon-Nikodym Ableitung f € Lo (I, X) mit || f||z. = ||¢]lv..- Da
die Normen ||¢||y,, und ||T|| iibereinstimmen, folgt die erste Behauptung || f||z.. = ||T|l-
Zudem besagt die Rechenregel 1.3.9, daf fiir alle g € Ly(1) gilt

J o= [ o) =

(b) Es geniigt die Aquivalenz von (i) aus Proposition 1.3.13 und (v) nachzuweisen.
Sei also ¢ € V,(I, X) die T reprasentierende Funktion mit ||$||y, = M. Da X die Radon-
Nikodym Eigenschaft besitzt, gibt es laut Proposition 1.3.34 eine Radon-Nikodym Ab-
leitung f € L,(I,X) mit || f||z, = ||¢|lv, = M. Zudem liefert die Rechenregel 1.3.9 fiir
alle g € L,(I) die Gleichung

o= [ g0 dstr) =
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Folgerung 1.3.36 Sei 1 < p < oo und X besitze die Radon-Nikodym Figenschaft.
Weiter sei M eine totale Teilmenge von L,(I) und (f,) eine beschrinkte Folge in
L,(1,X). Existiert fir alle g € M der Grenzwert lim,_,, [;g(1) f.(t)dt, so gibt es eine
Funktion f € L,(I1,X) so, daf fir alle g € L,(I) gilt

lim [ g(t) /(1) dt = /I g(1)f(1) dt. (1.17)

n—oo

Beweis Unter den angegebenen Voraussetzungen existiert nach Folgerung 1.3.27 eine

Funktion ¢ € V,(I, X) mit

T [ oyt = [ g(tydot) (g € Ly(D).
Ist f die nach Proposition 1.3.33 (p = oo) bzw. 1.3.34 (1 < p < o0) existierende
Radon-Nikodym Ableitung von ¢, so folgt fiir alle g € L,(I) die Gleichung (1.17) aus
der Rechenregel 1.3.9. =

1.3.6 Randnotiz zur Geschichte der p-Variation

Funktionen von beschrankter p-Variation wurden erstmals im Jahr 1938 von Bochner
und Taylor [7] definiert. Sie nutzten diese Funktionen jedoch nicht zur Reprasentation
beschrankter Operatoren

T:L,— X,
sondern sie zeigten, daf} jedes lineare Funktional
7: L, (X)—C

reprasentiert werden kann durch eine Funktion ¢ € V,(X*). Wie diese Repréasentation
durchgefithrt wird, kann in Proposition 2.2.17 dieser Arbeit nachgelesen werden. Fir
Bochner und Taylor bestand jedoch keine Notwendigkeit, Funktionen von beschrankter
p-Semivariation einzufithren, da diese fiir die Untersuchungen iiber lineare Funktionale
auf L,(X) keine Rolle spielen.

Der Begriff der p-Semivariation taucht 1967 bei Dinculeanu [14] auf. Dem damaligen
Zeitgeist entsprechend formuliert Dinculeanu p-Variation und p-Semivariation jedoch
fiir VektormaBe v, welche auf einem Mafiraum (€, i) definiert sind. Seine Definition der
p-Variation eines VektormaBes v lautet

Iwllv;, = sup{3_ lexlllv(Ex)II}
k

wobei das Supremum iiber alle Q-einfachen Funktionen f = Y7, cxxm, mit || fl|z, =1
genommen wird. Ein genauer Blick auf diese Definition macht die Ubereinstimmung
mit der in (1.8) definierten Dinculeanu Norm eines Operators T': L, — X deutlich. In
der Tat wird fiir jedes VektormaB v mit ||v||y, < oo durch

T(g: CkXEk) = g:ckl/(Ek) (1.18)
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ein beschrankter Operator T': L, — X definiert, dessen Dinculeanu Norm endlich ist.
Im weiteren Verlauf des Buches [14] beweist Dinculeanu die Formel

(B v
Il = sup (3 o) ™

wobei das Supremum iiber alle Wahlen paarweiser disjunkter p-mefBbarer Mengen
Fi, ..., E, genommen wird. Ist p das Lebesgue Maf, so entspricht diese Formel der in
dieser Arbeit gegebenen Definition der p-Variation einer X-wertigen Funktion.

Die p-Semivariation eines Vektormafes wird bei Dinculeanu entsprechend definiert

durch
[v]lpv, = sup{}_ cer(Er)}, (1.19)
&

wobei auch hier das Supremum iiber alle Q-einfachen Funktionen f = Y, cxxp, mit
| fll, = 1 genommen wird. Wieder zeigt ein scharfer Blick, daB die so definierte p-
Semivariation von v mit der Norm des durch (1.18) definierten Operators tiberein-
stimmt. So nimmt es denn nicht Wunder, dafl die p-Semivariation von v durch die
folgende Formel berechnet werden kann:

|v]| Py, = sup (Z %)1@7

wobei das Supremum iiber alle Wahlen paarweiser disjunkter p-meBbarer Mengen
Ey,...,E, und alle * € Uy« genommen wird. Diese Formel wird in [14] in einem
Atemzug mit der Formel (1.19) zur Berechnung der p-Variation genannt und bewiesen.

Das im ersten Abschnitt hiufig zitierte Buch von Diestel und Uhl [13] verdient hier
eine Erwédhnung, weil es erstaunlicherweise die p-Variation links liegen 148t. Erstaunlich
deshalb, weil in diesem Buch der gesammte Apparat zur Behandlung der Représenta-
tion von Operatoren auf L, bereitgestellt wird. Eingesetzt wird dieser Apparat jedoch
nur fiir den Spezialfall, dal X die Radon-Nikodym Figenschaft besitzt. Wie wir in
der Folgerung 1.3.35 gesehen haben, wird unter dieser Voraussetzung in der Tat nur
die Theorie der L,(X)-Funktionen benotigt. Das oben angesprochene Erstaunen wird
jedoch ein biichen gedampft, wenn man sich folgendes Zitat aus [13] vor Augen halt:
»Allthough we treat in detail the representation of operators on Ly, Lo, and C'(Q), the
representation of the general operator on L, for 1 < p < oo is conspicuously absent. Our
reason for this is that we do not know any applications of this representation theory.“

Diese Situation dnderte sich spétestens 1987 mit dem Erscheinen von Blascos Arbeit
[5] mit dem Titel ,Boundary values of vector valued harmonic functions considered
as operators“. In dieser Arbeit werden Ridume von Operatoren T : L,[0,27] — X
identifiziert mit Hardyraumen harmonischer Funktionen A auf der Einheitsscheibe, fiir
welche die Norm

B, = sup ([ linGre?)) do)""
0<r<1 0

endlich ist. In dieser Situation ist es natiirlich von Interesse, solche Operatoren re-
prasentieren zu konnen. Die Reprasentation solcher Operatoren durch VektormafBe von
beschrankter p-Variation fithrt Blasco dann auch in einer nachfolgenden Arbeit [6] aus
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und kann so die Hardyraume harmonischer Funktionen auf der Kreisscheibe identifizie-
ren mit Raumen von Vektormaflen von beschrankter p-Variation. Eine entsprechende
Reprasentation fiir Hardyrdume harmonischer Funktionen in der rechten Halbebene
wird in dieser Arbeit im ersten Paragraphen des zweiten Kapitels ausgefiihrt.

In jiingster Zeit wurden Funktionen von beschrankter p-Variation bzw. beschrankter
p-Semivariation von Weis [40] zur Untersuchung der Widder Inversion (siehe [42]) der
vektorwertigen Laplace Transformation in L,(X) zum Einsatz gebracht. Dies ermdg-
licht thm ein dezidiertes Studium von L,-Losungen des Abstrakten Cauchy Problems
(siehe [41] und den Abschnitt ,, L,-Losungen des abstrakten Cauchy Problems“ in dieser
Arbeit). So stammen denn auch die in dieser Arbeit gegebenen Definitionen der p-
Variation und p-Semivariation von Weis [40] und die Art und Weise, wie die Theorie
dieser Funktionen hier zum Einsatz gebracht wird, ist zum grofien Teil durch Weis [40]
inspiriert.

Die Widder Inversion der Laplace Transformation funktioniert nicht nur fir L,-
Funktionen, sondern kann allgemein auf Banachfunktionenrdumen L mit einigen zu-
satzlichen Eigenschaften betrachtet werden. Will man die Widder Inversion der La-
place Transformation nun in vektorwertigen Banachfunktionenraumen betrachten, so
mufl man das Konzept der Funktionen von beschrankter p-Variation entsprechend ver-
allgemeinern. Diese Verallgemeinerung wird in Teske [38] ausgefiihrt und bildet den
derzeitigen Endpunkt der Untersuchung von Funktionen mit beschrankter p-Variation.

1.4 Banachraumwertige holomorphe und harmonische
Funktionen

1.4.1 Banachraumwertige holomorphe Funktionen

»Any two reasonible-sounding definitions of an analytic function with values in a Ba-
nach space are equivalent “ lautet ein Zitat, welches Garnett [17] Hoffman [22] zu-
schreibt. Ergénzen konnte man dieses Zitat mit dem Satz: ,Jede Aussage, die fir
komplexwertige holomorphe Funktionen richtig ist, gilt auch fiir banachraumwertige
holomorphe Funktionen.“ Dieses Zitat spiegelt insbesondere die Tatsache wieder, dafl
komplexe Differenzierbarkeit (siehe Definiton 1.4.1) und schwache Holomorphie (siehe
Folgerung 1.4.9 (i)) einer banachraumwertigen Funktion gleichwertig sind. So nimmt es
denn nicht Wunder, daB ein groBer Teil der Ergebnisse aus der Theorie komplexwerti-
ger holomorpher Funktionen fiir banachraumwertige holomorphe Funktionen richtig ist.
Die Beweise fiir banachraumwertige holomorphe Funktionen kénnen dabei fast immer
mittels linearer Funktionale auf bekannte Ergebnisse aus der komplexen Funktionen-
theorie zuriickgefithrt werden. Auf diese Art kann und wird u.a. gezeigt werden, daf
jede holomorphe Funktion beliebig oft differenzierbar ist (siche Folgerung 1.4.10) und
dafl sowohl der Cauchysche Integralsatz als auch die Cauchysche Integralformel gelten
(siehe Proposition 1.4.4).

In diesem Abschnitt bezeichnet € immer eine nicht leere, offene Teilmenge der
komplexen Ebene. Ist zy eine komplexe Zahl und r > 0, so bezeichnet

K. (20)=4{2€C : |zg— 2| <r}
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den offenen Kreis um zy mit Radius r und K ,(z0) = {z € C : |z — 2| < r} bezeichnet
den abgeschlossenen Kreis mit Radius r um zg.

Definition 1.4.1 Sei z; € Q. Eine Funktion [ : Q — X heifit komplex differenzierbar

in zo, falls der Limes
F(z0) = lim L) =)

zZ—r20 Zo — 2

existiert. Dies bedeutet ausfiihrlich: Zu jedem & > 0 existiert ein § > 0 so, daf} fir alle
z € Ks(z0) N Q mit z # 2z gilt

Hf(ZO) — f(2)

Zg — %

- f’(zo)H <e.

Ist f:Q — X in jedem Punkt von Q komplex differenzierbar, so heifit f holomorph in
Q.

Bevor Aussagen tiber banachraumwertige holomorphe Funktionen gemacht werden
konnen, miissen einige Begriffe aus der komplexen Funktionentheorie geklart werden.
Die folgenden Bezeichnungen und Propositionen sind dem Buch ,Real and Complex
Analysis“ von W. Rudin [35] entnommen. In diesem Buch finden sich auch die Beweise,
die hier nicht ausgefithrt werden.

Jede stetige Abbildung v : [a,b] — C eines kompakten Intervalls in die komplexe
Ebene heiBt Kurve. Das Intervall [a, b] wird Parameterintervall von v genannt, das Bild
von v in C wird mit v* bezeichnet und 7 heifit Parametrisierung von v*. Haufig wird die
Schreibweise (y(t) : @ <t < b) zur Darstellung der Kurve v benutzt. Die Kurve + heifit
geschlossen, falls gilt v(a) = v(b). Ein Pfad ist eine stiickweise stetig differenzierbare
Kurve.

Sind v; und v zwei Pfade, deren Parameterintervalle benachbart sind, so bezeichnet
das Paar v = (71,72) den aus 77 und v, zusammengesetzten Pfad, d.h.: Sind [a, b] bzw.

[b, ¢] die Parameterintervalle von 4y bzw. 73, so ist
y=(w(t):a<t<cund tel).

Fiir einen Plad v = (v(t) : @ <t < b) bezeichnet —v : [-b, —a] — C den Pfad, der aus
~ durch Anderung der Orientierung besteht, d.h. es ist

—=(3(~1): ~b <1 < —a)

Sei v : [a,b] — C ein Pfad und f sei eine auf v* definierte stetige Funktion mit
Werten in X. Dann ist das Integral von f iiber v definiert als
b

Lf(u) du :/ F(0) (1) dt.

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung existiert als Bochner Integral, da
das Intervall [a, b] kompakt ist und die Funktion f o+ -+’ beschrankt auf [a, b] ist.
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Proposition 1.4.2 Sei v ein geschlossener Pfad und es sei & = C\ v*. Wird Ind,
definiert durch

1 du
Ind = / Q
)= [ ()
so ist Ind,, eine ganzzahlige Funktion auf Q, welche konstant ist auf jeder Zusammen-
hangskomponente von Q und es ist Indy(z) = 0 fir alle z aus der unbeschrinkten
Zusammenhangskomponente von €.

Man nennt Ind,(z) den Index von z bezliglich 5. Ist z.B. v der positiv orientierte
Kreis mit Radius r > 0 um z € C, d.h.

y=(z+re?:0<0<2n),

so ist
1 di 1 2 :
Ind,(z) —/ g —/ (rew)_lirew do = 1.
¥ 0

2ms Jy u — 2 2ms

Aufgrund der vorangegangenen Proposition ist also Ind,(w) = 1 fiir |z — w| < r und
Ind,(w) = 0 fir |z — w| > r.

Es seien 4y und #; zwei geschlossene Kurven in 2, beide mit Parameterintervall
I =[0,1]. Die Kurven vy und v; heifien Q-homotop, falls eine stetige Abbildung H von

I x I in die komplexe Ebene existiert mit
H(s,0) = vo(s), H(s,1)=(s), H(0,t) = H(1,t).

Eine geschlossene Kurve heiit null-homotop in €, falls sie homotop zu einer konstanten
Kurve ~ ist, d.h. 4* besteht nur aus einem Punkt. Man nennt eine offene, zusam-
menhdngende Teilmenge () der komplexen Zahlen einfach zusammenhdngend , falls
jede geschlossene Kurve null-homotop in €2 ist.

In dieser Arbeit treten fast nur sternférmige Teilmengen der komplexen Zahlen auf.
Dabei heifit eine Teilmenge €2 von C sternformaig, falls es einen Punkt zy € € so gibt,
daB fiir jeden weiteren Punkt z € ) die Verbindungsstrecke von z und zg in € enthalten
ist.

Lemma 1.4.3 Jede sternformige Teilmenge von C st einfach zusammenhdngend.

Beweis Sei v eine geschlossene Kurve in € mit Parameterintervall I = [0, 1]. Wird H

auf I x I definiert durch
H(s,t) = (1 —=1t)vy(s) 4+ tzo,

so ist sofort ersichtlich, dal v homotop zur konstanten Kurve mit Bild {z} ist. =
Die Integralformel und der Satz von Cauchy fiir banachraumwertige holomorphe

Funktionen auf einfach zusammenhangenden Gebieten kann sehr einfach aus dem ent-
sprechenden Resultat der komplexen Funktionentheorie gefolgert werden.
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Proposition 1.4.4 Sei Q) eine einfach zusammenhdingende Teilmenge der komplexen
Zahlen und f: Q — X sei eine holomorphe Funktion. Ist v ein geschlossener Pfad in
Q, so gilt fiir alle z € C\ ~v* die Integralformel von Cauchy

Jw)

u—=z

e (2) = 5 [

- 2mi

du

und der Cauchysche Integralsatz
/ f(u)du = 0.
y

Beweis Die Holomorphie der banachraumwertigen Funktion f impliziert fiir jedes
lineare Funktional * auf X die Holomorphie der komplexen Funktion z*o f : Q — C.
Fir komplexe Funktionen gilt die Cauchysche Integralformel, also ist

#*(f(z)Ind,(2)) = %/7 wdu = x*(% : %du) (z € C\ 7).

Zum Beweis des Cauchyschen Integralsatzes wird ein beliebiges z € @\ v* gewéhlt und
es wird F(u) = (u — 2z) f(u) gesetzt. Dann ergibt sich wegen F(z) = 0 aus der soeben
bewiesenen Cauchyschen Integralformel

/Wf(u) du = / F(u) du = 2miF(z)Ind,(2z) = 0.

yU—Z

Als néachstes soll gezeigt werden, dafl eine banachraumwertige Funktion f bereits
dann holomorph ist, wenn fiir jedes 7' in einem normierenden Teilraum die Funktion
To f holomorph ist. Dabei heifit ein abgeschlossener Teilraum F C L(X,Y’) der stetigen
linearen Abbildungen des Banachraums X in den Banachraum Y normierend fiir X,
falls fiir jedes z € X gilt

|lz||x = sup{||Tz||y : T € Ur}.

Beispiel 1.4.5 (1) Der Dualraum F = X* = L(X, C) eines Banachraums X ist der
wohl populédrste normierende Teilraum fiir X.

(2) Fiir 2 € X sei 7, : L(X;Y) — Y definiert durch 7,(7) = Tz. Dann ist
{7z 1 € X} ein normierender Teilraum fiir L(X,Y"). Dies ist die Aussage des nichsten
Lemmas.

Lemma 1.4.6 Fiir jedes v € X ist 7, beschrdnkt, die Operatornorm von 7, stimml
mit der Norm von x iberein und der Teilraum F = {7, : z € X} von L(L(X,Y),Y)

ist ein normierender Teilraum fir L(X,Y).
Beweis Sei z € X. Aus der Definition der Operatornorm folgt die Ungleichung

I/l = sup [[m(T)|| = sup ||T]| <[]
ITlI<1 ITlI<1
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Zum Beweis der Ungleichung ||z|| < ||7|| wird y € Uy und z* € Ux« mit z*(z) = ||z||
gewahlt. Wird nun 7' : X — Y definiert durch T2 = 2*(2)y, so ist ||T]| < ||=*||||y|| =1
und ||7(T)|| = || Tz|| = ||=*(2)y|| = ||z||. Das beweist

el = sup [|m(T)]| 2 |1 7(T)I| = [[]|-
(Gl

Aus der Tsometrie der Abbildung, die jedem z € X den Operator 7, zuordnet, folgt
insbesondere die Abgeschlossenheit von F in L(L(X,Y),Y).
Sei nun 7' € L(X,Y). Dann ist

IT|| = sup [[Tz|| = sup [|[7(T)|| = sup{r(T) : 7 € Ur},
rzeUx rzeUx

F ist also normierend fiir L(X,Y).

Lemma 1.4.7 Sei F C L(X,Y) ein normierender Teilraum fir X und die Funktion
f:Q — X habe die Figenschaft, dafi T o f : Q =Y fir jedes T € F stelig ist. Dann
ist [ auf jeder kompakten Teilmenge K C Q beschrdnkt.

Beweis Sei K C Q kompakt. In jedem Fall ist T o f fiir jedes t € F als stetige
Funktion auf der kompakten Menge K beschrankt. Fiir jedes u € K sei die lineare
Abbildung 7, : F — Y definiert durch 7,(T) = T(f(u)). Dann ist 7, linear und wegen
|7 ()| < TN S ()| ist 7, beschrankt. Zudem gilt fiir alle T € F

sup [|7,(T)|| = sup [|7(f())]| < oo

ueK ueK

Somit kann der Satz von der gleichméBigen Beschranktheit auf die Menge {7, : u € K}
angewendet werden und es ergibt sich

sup HTUH < 0.

uweK
Nun ist aber ||7,|| = suprer ||T(f(w))|| = ||f(w)]|, da F normierend ist. Folglich ist
Sup,ex Hf(u>H < 0o. =

Die folgende Proposition macht deutlich, weshalb normierende Teilrdume bei der
Untersuchung banachraumwertiger holomorpher Funktionen von Bedeutung sind.

Proposition 1.4.8 Fs sei F C L(X,Y) ein normierender Teilraum. Dann gilt: Fine
X-wertige Funktion f:Q — X ist genau dann holomorph in Q, falls fir jedes T € F
die Y -wertige Funktion T o [ : Q0 — 'Y holomorph in € ist.

Beweis Sei zunichst f holomorph in Q. Ist 7' € L(X,Y) und 2z, € €, so impliziert

fim LE) =)

ot 00) 20 — 2
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die Konvergenz
(o))~ (To i)

Z—2p ZO — 2z

=T o f'(20),

da T stetig und linear ist. Das beweist die Holomorphie von T o f in Q fiir alle T' €
L(X,Y), also insbesondere fiir alle 7' € F.

Sei nun umgekehrt T'o f holomorph in € fiir jedes T' € F. Dann ist T'o f insbesondere
stetig auf Q. Ist z9 € Q, so wird r > 0 so gewéahlt, daBl K5, (zo) in Q enthalten ist. Es
bezeichne v den positiv orientierten Kreis mit Radius r um zo. Da T'o f fir T € F
holomorph in © ist, kann die Cauchysche Integralformel angewandt werden und es
ergibt sich fiir alle z € K, (zo)

1 T 1
(To f)(z) = —,/Mdu: —,T/Mdu.
2m Sy u—z 2me Jyu — z
Da diese Gleichung fiir alle T' € F besteht, folgt fir alle z € K, (zo)
Fz) = —— UOI (1.20)

2T Jyu — 2

Ist z € K%(zo) eine von zq verschiedene komplexe Zahl, so liefert die Formel (1.20) die

folgende Abschétzung:

f(z0) — f(2 1 f(z 1 z— 2z
[P [l < gl o ja

20— 2 27 — zp)? u—z9)%(u—z

1/ ()]
< r|lz — zg| su
< 7l |u€$ (4 — 20)2(u — 2)|

2
< |z =zl sup @)
u€y

Da v* C C kompakt ist, ist sup,c.« || f(u)|| nach Lemma 1.4.7 eine endliche Zahl. Somit
konvergiert die rechte Seite der obigen Ungleichung gegen Null fiir z — zy. Das beweist
die komplexe Differenzierbarkeit von f im Punkt zo. Da zy € Q beliebig war, folgt die

Holomorphie von f in €. =

Folgerung 1.4.9 Sei F C X* ein normierender Teilraum fir X.

(1) Fine Funktion f : Q — X ist genau dann holomorph in Q, wenn fir jedes 2* € F
die komplexwertige Funktion x* o f holomorph in ) ist.

(i1) Fine Funktion f :Q — L(Y, X) ist genau dann holomorph in Q, wenn fir jedes
y €Y und jedes v* € F die komplexe Funktion z — x*(f(2)y) holomorph in € ist.

Beweis Die Aussage (i) ist ein echter Spezialfall von Proposition 1.4.8 und es bleibt
nichts mehr zu beweisen.

Zum Beweis von (ii) seien die Operatoren 7, : L(Y, X) — X wie in Lemma 1.4.6
definiert durch 7,(T) = Ty. Dann ist F = {r, : y € Y} nach Lemma 1.4.6 ein
normierender Teilraum fiir L(Y, X). Also ist f: @ — L(X,Y) genau dann holomorph
in Q, wenn 7,0 f : Q@ — X fiir jedes y € Y holomorph in Q ist. Die Funktion 7, o f
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wiederum ist genau dann holomorph in £, wenn fiir jedes 2* € F' die komplexe Funktion
z* 0 7, o f holomorph in @ ist. Da fiir alle z € Q gilt z* o 7, 0 f(2) = z*(f(z)y), folgt
(ii). =

Aus Folgerung 1.4.9 (i) ersieht man insbesondere, daB eine Funktion f : Q@ — X
bereits dann holomorph ist, wenn f schwach holomorph ist. Dabei heiit [ schwach
holomorph . falls * o f fur jedes x* € X* eine komplexe holomorphe Funktion ist.

Als weitere Folgerung aus Folgerung 1.4.9 ergibt sich die fiir komplexe holomorphe
Funktionen wohlbekannte Tatsache, dafi jede holomorphe Funktion beliebig oft diffe-
renzierbar ist.

Folgerung 1.4.10 Sei f: Q — X eine in Q holomorphe Funktion. Dann ist [ beliebig
oft differenzierbar in .

Beweis Ist f holomorph in €, so ist fiir jedes lineare Funktional z* auf X die Funktion
x* o [ beliebig oft komplex differenzierbar. Das bedeutet insbesondere, daf z* o f’
holomorph ist fiir alle * € X*. Nach Folgerung 1.4.9 ist demnach f’ holomorph in f2.
Die Ableitung einer holomorphen Funktion ist also holomorph. Mit Induktion folgt nun,
daf} fiir alle n die n-te Ableitung von f existiert und eine in € holomorphe Funktion

iSt. =

Da schwache Holomorphie bereits starke Holomorphie impliziert, kann aus der kom-
plexen Funktionentheorie direkt iibernommen werden, dafl das Produkt einer komplex-
wertigen und einer banachraumwertigen holomorphen Funktion holomorph ist. Ein we-
nig rechnen muf man dagegen zum Nachweis des folgenden Lemmas.

Lemma 1.4.11 Die Funktionen F': Q — X und G : Q@ — X* seien holomorph in €.

Dann ist die komplezwertige Funktion h : Q — C definiert durch h(z) = (F(z),G(2))
holomorph in ).

Beweis Seien zy,z € Q. Ist z # zg, so gilt

(F(20), G(z0)) = (F(2),G(2)) = (F(z0) = F(2), G(20)) = (F(20), G(z0) = G(2))

_(F(0) — F(:),G() — (Pla0) — F(2), Glz)
(F(z0) = F(2), G(2) — G(z0))

= . 1.21
Z0 — % ( )
Ist U C Q eine offene Menge, deren Abschlufl in € enthalten ist, so sind die Normen der
Differenzenquotienten = 220:5 “ sowie ﬂz_gozufil in U beschrankt. Da F und G komplex
differenzierbar und somit stetig in zg sind, konvergiert das rechte Ende (1.21) der obigen
Gleichungskette gegen Null fiir 2 — 2y und es ergibt sich

o (P20),G(z0) = (F(2).G(2))

Z—r20 Zog — 2

= (F'(20), G(20)) + (F(20), (' (20)).

Die folgende Proposition ist als Satz von Morera bekannt und wird in [35] bewiesen.
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Proposition 1.4.12 Sei F': Q) — C eine stetige Funktion. Gilt fir jedes in ) gelegene
abgeschlossene Dreieck D

/BDF(u)du:O,

wobei D die natirliche, positiv orientierte Parametrisierung des Randes von D be-
zeichnet, so ist F' holomorph in ().

Mit Moreras Satz konnen folgendermafBien holomorphe Funktionen konstruiert wer-
den:

Proposition 1.4.13 Sei [ wie iblich ein abgeschlossenes Intervall und K : Qx I — X
set eine Funktion mit den folgenden Figenschaften:

(1) Fiir jedes z € Q ist K(z,-) : I — X mefbar in I.
(i1) Fir fast alle t € I ist K(-,t) : @ — X holomorph in .
(iii) Fir alle abgeschlossenen Mengen V. C Q ist [;sup,oy ||K(2,1)| dt < oo.

Dann extistiert fir alle z € Q das Bochner Integral F(z) = [, K(z,t) dt und die Funktion
F:Q — X ist holomorph in €.

Beweis Aus (iii) folgt insbesondere fiir jedes z € U die Beschranktheit des Inte-
grals [, ||K(z,1)|| dt. Da die Abbildung K(z,-) voraussetzungsgemafl meBbar ist, ist die
Existenz des Bochner Integrals [, K(z,t) dt eine Konsequenz aus Proposition 1.2.5.

Zum Beweis der Holomorphie von F' gentigt nach Folgerung 1.4.9 der Nachweis, dafl
die komplexwertige Funktion z* o F' fiir jedes lineare Funktional z* € X* holomorph
in {2 ist. Dieser Nachweis wird mit dem Satz von Morera gefithrt. Sei D C Q ein
abgeschlossenes Dreieck, dessen Rand 0D durch ¢ : [0,1] — C parametrisiert wird.
Dann gilt wegen (iii)

/ / "o o K(é(u), )@ (u)| dudt < Umfang(D) / sup || (2, 8)|| dt < oo,
I1J0 I zeD

wobei Umfang(D) den Umfang des Dreiecks D bezeichnet. Somit gilt nach dem Satz
von Fubini

/ "o F(z)dz = / /;v* o K(z,t)dtdz = // ¥ o K(z,t)dzdl =0,
oD oD JI I1J8D

da die Abbildung z — z* 0 K(z,t) fiir fast alle ¢t € I holomorph in @ ist. Der Satz von

Morera liefert nun die Holomorphie von z* o F' in Q. =
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1.4.2 Banachraumwertige harmonische Funktionen

Ist f:Q — X eine holomorphe Funktion mit a 4+ ¢b — f(a + ib), so existieren die
zweiten partiellen Ableitungen f,, von f beziiglich der ersten Komponente und fy, von
[ beztiglich der zweiten Komponente und es folgt

faa +fbb =0.

Dies ist eine direkte Konsequenz aus dem entsprechenden Resultat fiur komplexe ho-
lomorphe Funktionen. Man nennt Af = f,, + fm die Laplacesche von f. Mit dieser
Bezeichnung gilt also, dafl die Laplacesche holomorpher Funktionen verschwindet. All-
gemein wird definiert:

Definition 1.4.14 Sei f : Q — X eine stetige Funktion. Es heift

fu(do + ibo) = Tim L2 T 1b0) = J(a +ibo)

a—rag ao — a

die partielle Ableitung von f in der ersten Komponente und

: i + iby) — f(ag + ib
fb(aO + Zbo) = blirlbrl f(ao ? Z) g(ao 3 )
0 0 —

die partielle Ableitung von f in der zweiten Komponente, sofern der entsprechende
Grenzwert existiert. Ist f sowohl in der ersten als auch in der zweiten Komponente
zwelmal partiell differenzierbar, so wird Af = f,, + fip die Laplacesche von f genannt.

Eine stetige Funktion f : @ — X heiit harmonisch in §Q, falls die Laplacesche von
[ existiert und Af =0 in (.

Ublicherweise werden die Bezeichnungen f, und f, fir die partiellen Ableitungen von
f benutzt. In dieser Arbeit ist der Buchstabe x jedoch ausschlieBlich fir Elemente des
Banachraums X reserviert und deshalb wird hier die etwas ungewohnliche Bezeichnung
fo und f, gewdhlt. Genauso wird in dieser Arbeit die Bezeichnung z = a 4 b anstelle
von z = x + 1y zur Darstellung komplexer Zahlen z durch ihren Real- und Tmaginérteil
verwendet. Ist z € C in der Polardarstelluing z = re'? gegeben, so bedeutet diese
Darstellung immer r = |z| und 6 = arg(z). Dabei ist arg(z) die eindeutig bestimmte
Zahl im Intervall [0, 27), welche die Gleichung z = |z|e™"8(2) erfiillt.

Der Cauchyschen Integralformel fiir holomorphe Funktionen entspricht die folgende
Darstellung harmonischer Funktionen durch das Poissonintegral.

Proposition 1.4.15 Sei f : Q@ — X eine harmonische Funktion, es sei z € § und
R > 0 werde so gewdhlt, dafy der Kreis mit Radius R und Mittelpunkt z in Q enthalten
ist. Dann gill fiir alle z + re'’ € Kgr(z) die Poissondarstellung

f( N z‘&)_ 1 27 R2 — 2 f( _|_R“7)d (122)
zrre o Jo R* —2Rr cos(n — 0) + r? ‘ ¢ - '
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Beweis Wird auf beiden Seiten der Gleichung (1.22) ein lineares Funktional angewen-
det, so entsteht die Poisson Darstellung einer komplexen harmonischen Funktion, da
lineare Funktionale mit der Integration vertauschbar sind. Demnach gilt die Gleichung
(1.22), falls auf beide Seiten ein beliebiges lineares Funktional losgelassen wird. Das
impliziert die Giiltigkeit der Gleichung (1.22). =

Die Proposition 1.4.8 {iber die Charakterisierung holomorpher Funktionen mittels
normierender Teilrdume gilt fiir harmonische Funktionen entsprechend.

Proposition 1.4.16 FEs seien X und Y Banachrdume und F C L(X,Y) sei ein nor-
mierender Teilraum fir X. Dann ist f : Q@ — X genau dann harmonisch, wenn fir
jedes T' des normierenden Teilraums F die Y -wertige Funktion T o f harmonisch ist.

Beweis Ist f harmonisch, so folgt fiir jeden beschrankten Operator T': X — Y aus
der Stetigkeit von f und der Stetigkeit von T die Stetigkeit von T o f. Zudem gilt fiir
die Laplacesche von T o f aufgrund der Stetigkeit von T

A(Tof)y=ToAf=0.

Sei umgekehrt T'o f harmonisch fiir alle 7' € F. Dann folgt aus der Poissondarstellung
fiir T' o f die Poissondarstellung fiir f. Dies ist folgendermaflen einzusehen: Ist z € (1,
so wird R > 0 so gewahlt, daB K,r(2) in © enthalten ist. Da fiir alle 7' € F gilt

. 1 2 RQ —p2 -
T 0 = - g
( Of)(Z-l-Tf’) o Jo RQ—QRTCOS(U—9)+r2( Of)(Z‘l‘RP ) i
1 2m RQ o 7“2 '
= T MY d
(27r o R?—2Rrcos(n—20)+r? f(z+ Re™) ’/)a
folgt
. 1 2w R?2 — 2 -
f(z+re?) = ’ f(z+ Re")dn.

~ on Jo R? — 2Rr cos(n — 0) + r?

Aus dieser Darstellung ist sofort ersichtlich, dafl f stetig in z ist und die zweiten partiel-
len Ableitungen f,, und fi in z existieren, sofern nachgewiesen wird, dall f beschrankt
ist in Kp(z). Zumindest ist T' o f fir alle T € F beschrankt in Kr(z). Demnach folgt
die Beschranktheit von [ auf diesem Kreis aus Lemma 1.4.7.

Das Verschwinden der Laplaceschen von [ ist wieder eine direkte Folge aus dem
Verschwinden der Laplaceschen von T o f fiir T' € F, denn aus

ToAf=A(Tof)=0 (T € F)
folgt Af =0. =

Aus dieser Proposition ergibt sich die folgende Charakterisierung harmonischer
Funktionen mit Werten im Banachraum X beziehungsweise mit Werten im Raum der
Operatoren L(Y, X). Diese Folgerung stimmt mit Ausnahme des Wortes , harmonisch®
anstelle von jholomorph® wortwortlich mit der Folgerung 1.4.9 fiir holomorphe Funk-
tionen tiberein.
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Folgerung 1.4.17 Sei ¥ C X* ein normierender Teilraum fir X .

(i) Eine Funktion f : Q@ — X ist genau dann harmonisch in Q, wenn fir jedes
x* € F die komplexe Funktion x* o [ harmonisch in Q ist.

(ii) Eine Funktion [ : Q — L(Y,X) ist genau dann harmonisch in ), wenn fir
jedes y € Y und jedes z* € F die komplexe Funktion z — x*(f(z)y) harmonisch in
ist.

Beweis Wird im Beweis von Proposition 1.4.9 das Wort ,holomorph“ durch ,harmo-

nisch® ersetzt, so ist die Argumentation komplett. =

Aus Folgerung 1.4.17 (i) ersieht man insbesondere, daf eine Funktion f: Q@ — X
bereits dann harmonisch ist, wenn f schwach harmonisch ist. Dabei hei}t [ schwach
harmonisch , falls * o f fir jedes z* € X* eine komplexe harmonisch Funktion ist.

Mit Hilfe der Folgerung 1.4.17 ergibt sich aus der Theorie komplexer harmonischer
Funktionen die Charakterisierung banachraumwertiger harmonischer Funktionen durch
die Mittelwerteigenschaft. Dabei wird f : @ — X eine Funktion mit Mittelwerteigen-
schaft genannt, wenn fir jedes z € @ ein R > 0 mit Kr(z) C Q so existiert, daB fiir
alle 0 <r < R gilt

1

"o

f(z) /OQW f(z+re?)dd.

Folgerung 1.4.18 Fine stetige Funktion f : Q — X ist genau dann harmonisch in (O,
wenn sie die Mittelwerteigenschaft besitzl.

Beweis Die stetige Funktion f ist genau dann harmonisch, falls fiir jedes lineare
Funktional z* € X* die komplexe Funktion z* o f harmonisch ist. Nach [35] trifft dies
genau dann zu, wenn z* o f fir jedes z* € X* die Mittelwerteigenschaft besitzt und

dies ist genau dann der Fall, wenn f die Mittelwerteigenschaft hat. =

Der Satz von Liouville besagt, daf eine in der komplexen Ebene beschrankte holo-
morphe Funktion konstant ist. Ein entsprechendes Resultat ist auch fiir harmonische
Funktionen.

Proposition 1.4.19 Ist F': C — X harmonisch und beschrinkt, so ist F' konstant.

Beweis Ist F' : C — X harmonisch und beschrankt, so sind auch die Funktionen
Re(z*0 F): C — R und Im(z* o F') : C — R fiir 2* € X* harmonisch und beschrankt.
Also besagt der Satz von Liouville fiir harmonische Funktionen (siehe Axler, Bourdon
und Ramey [3]), daB jede der Funktionen Re(z*o F') und Im(z*0 F') konstant ist. Folglich
gilt fir jedes z € C

;U*OF(Z) = Re(;v*oF)(z)—l—iIm(:v*oF)(z) = Re(;v*oF)(O)—l—iIm(;v*oF)(O) = :v*oF(O).

Somit ist F(z) = F(0) und also ist F' konstant. =
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1.5 L,-Losungen des abstrakten Cauchy Problems

In diesem Abschnitt wird das zugrunde liegende Intervall I immer die positive reelle
Halbachse sein. Deshalb wird in diesem Abschnitt Co([0, 00)) durch Cy, L,(]0,00), X)
durch L,(X) usw. abgekiirzt. Mit Wpl(X) wird der Teilraum von L,(X) der fast tiberall
differenzierbaren Funktionen f mit f' € L,(X) bezeichnet. Eine Norm in Wp] (X) ist
durch HfHW,} = Hf”[p + Hf'HLp gegeben und Wz} (X) wird mit dieser Norm zu einem
Banachraum.

Desweiteren steht C, fiir die offene rechte komplexe Halbebene, d.h.

C; ={z € C:Re(z) > 0}.

Ist im weiteren Verlauf von der rechten komplexen Halbebene oder der rechten Halb-
ebene die Rede, so ist immer C; gemeint.

1.5.1 Die Laplace Transformation

Sei f:]0,00) — X eine lokal integrierbare Funktion und z sei eine komplexe Zahl. Das
Laplace Integral £f(z) von f an der Stelle z ist definiert durch

Lf(z) = /0 T () di,

sofern dieses Integral existiert, das heiBt sofern [°||e™ f(1)||dt < oo. Ist f € L,(X),
so existiert das Laplace Integral von f aufgrund der Holderschen Ungleichung fiir alle
z in der rechten komplexen Halbebene. Desweiteren gilt:

Proposition 1.5.1 Sei f € L,(X). Die Abbildung, welche jedem z € C, den Werl
Lf(z) zuordnel, ist eine in der rechten komplexen Halbebene holomorphe Funktion.

Beweis Die durch k(z,t) = e™*" f(t) auf [0,00) x C, definierte Funktion erfiillt die

Voraussetzungen von Proposition 1.4.13. =

Die Funktion £f : C; — X wird als komplexe Laplace Transformierte von [ be-
zeichnet. Die auf die positive reelle Halbachse eingeschrankte komplexe Laplace Trans-
formierte Lf : (0,00) — X heiBt reelle Laplace Transformierte von f. Ist von der
Laplace Transformiertenvon f die Rede, so wird aus dem Zusammenhang ersichtlich
sein, ob die reelle oder die komplexe Laplace Transformierte gemeint ist. Um nicht noch
mehr Bezeichnungen einfiihren zu miissen, wird die kleine Ungenauigkeit in Kauf ge-
nommen, daf} die komplexe und die reelle Laplace Transformierte von f mit demselben
Symbol Lf bezeichnet werden. Dies wird jedoch zu keinerlei Unklarheiten fithren.

Entsprechend wird fiir ¢ € PV,(X) die komplexe Laplace-Stieltjes Transformierte
L von ¢ definiert durch

Loz)= [" et dott)  (zeCy).
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Die Funktion L¢ ist ebenfalls holomorph in Cy. Fiir p > 1 ist dies folgendermafen
einzusehen: Sei z* € X*. Dann besitzt 2* o ¢ eine Radon-Nikodym Ableitung f.« € L,
und die Rechenregel 1.3.9 besagt

(e*Ld(2)) = /0 T et d(at o d)(1) = /0 Y et (1) di

Wie oben gezeigt wurde ist also 2* o L£¢ holomorph in C,. Demnach ist £ schwach
holomorph in C4 und also holomorph in C; nach Folgerung 1.4.9 (i).

Ist p = 1, so kann die Holomorphie von [:qb in der rechten Halbebene wie folgt
nachgewiesen werden. Sei zg € Cy. Ist R > 0 mit Kr(z0) C Cy und ist z € Kg(z0)
von zq verschieden, so ergibt sich die Abschatzung

H Lo(z0) — Lo(z)

Z0 — %

—zot __ 6—275

—Zot

—/ zoe_zotdqb(t)H <||9llpv, sup ‘7 — zp€
0 t€(0,00) 20— %
Da das Supremum in der rechten Seite dieser Gleichung gegen Null konvergiert fiir
|20 — 2| = 0, folgt die komplexe Differenzierbarkeit von £¢ im Punkt 2. Doch 2z, war
in der rechten Halbebene beliebig gewahlt und also ist £¢ holomorph in Cj..

Wir halten dieses Ergebnis in der folgenden Proposition fest.

Proposition 1.5.2 Sei ¢ € PV,(X). Dann ist die Laplace-Stieltjes Transformierte

von ¢ eine in der rechten komplexen Halbebene holomorphe Funktion.

Sei Fi(z) = [;7 e d¢(t), wobei ¢ eine auf [0, 00) definierte X-wertige Funktion von
beschrankter p-Semivariation ist. Wie kann ¢ aus der Kenntnis von F' ermittelt werden?
Diese Frage nach einer Inversionsformel ist deshalb besonders bedeutungsvoll, weil die
Existenz einer solchen Formel die Injektivitat der Laplace Transformation impliziert.
Aus diesem Grund wird hier die Phragmen Inversion der Laplace Transformation (siehe
[4] fiir den Fall p = co) vorgestellt.

Sei also ¢ € PV,(X) und fiir n € N sei p, = [5° e " do(t). Dann wird fiir k € N

festgesetzt
o (=D
Dplpl(s) =D T (0 < s < o0).

=1

Die Konvergenz dieser Reihe fiir jedes s € (0, 00) ist folgendermaBen einzusehen: Fiir
z € C bezeichne e, : [0,00) — C die durch e,(t) = e™* definierte Funktion. Mit dieser
Bezeichnung 1afit sich die Norm von p; abschéatzen durch

el < llewllz [ 8llpv, < l6llpv,.

Folglich gilt
- (_])H-l lks | ksyl ks
S| ] < 6l 3o (e < ol
=1 ’ =0 "

Somit erweist sich die Reihe ®x[u](s) fir alle s > 0 als absolut konvergent.

Proposition 1.5.3 (Phragmen Inversion) Sei ¢ € PV,(X).
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(i) Ist 1 < p < o0, so gill fir alle s € (0,00)
Jim @ [u](s) = &(s)-
(i1) Ist p =1, so gill fir alle f € Cy

lim [ () dbulul(s) = [ £(s) dels).

k—o0 JO

Beweis Sei £ € N und 0 < s, seien zwei positive, reelle Zahlen. Dann gilt

i 1)z+1 - i (— N ek
=1 (=0
und also
- l+1 *° & (_1)l+1 lk(s—t) 74 &0 —ek(s—1) /
aulul(s) = 3 T et = [T ET T e a0y = [T (00— ) do),
=1 =1 .

Hier wurde ausgenutzt, daBl die Reihe )72, ﬁ_—ll!lue”“selk in der L,-Norm gegen die

Funktion ¢ — e=¢""™" konvergiert und daher Integration und Summation vertauschbar

sind. Es ergibt sich also

ulul(s) = o) = [ (1= ) = xun(t) dolt)
= [ X = (1), (1.23)

Wird Ej : (0,00) x (0,00) — [—1,1] definiert durch Ei(s,t) = X[s,00)(t) —
so konvergiert fir jedes s € (0,00) und ¢ € (0,00) \ {s} die Folge (Fx(s, )) gegen O
fiir & — oo. Denn ist ¢ € (0,s), so ist s — ¢ positiv. Folglich konvergiert ¢*(=%) gegen

—ek(s—1t)

unendlich fir & — oo und also gilt limy_, € = 0. Ist dagegen ¢ € (s,00), so ist

s—t negativ. In diesem Fall konvergiert ¢#(*=) gegen 0 und es folgt limy_, o e~ = 1.
Die bisherigen Uberlegungen gelten fiir alle 1 < p < oo, doch nun trennen sich die
Beweise von (i) und (ii).
(i) Sei 1 < p < oo.Ist k€ N und t € (0,s), so ist

—ek(s—t)
[Bu(s, )] = 7 < |Bi(s, )]

Ist t € (s,00), so ist s — ¢ negativ und also

k(s—t)

|Fr(s, t)]=1—¢e"" < |E;(s,1)].

Diese Uberlegungen zeigen, daB fiir alle ¢ € (0,00) gilt |Fg(s,t)]? < |Fq(s,t)]?. Wegen
Jo7 | F1(s,1)]7dt < oo kann Lebesgues Satz von der dominierten Konvergenz auf die
Funktionen ¢ — |Ej(s,t)|? angewendet werden und es ergibt sich

lim [ | Ey(s, )| dt = 0.

k—oo Jo
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Mit Gleichung (1.23) folgt nun

Tim [0u0l(s) = o(s)]) = Jim | [ 7 Bus 1) do(t)] = 0
und also limg_eco Prlp](s) = o(s).
(ii)) Nun sei p = 1 und f € Cy. Dann besteht fir alle s € (0,00) und ¢ € (0,00) \ {s}
die Konvergenz limy_,o f(s)Ex(s,t) = 0. Wegen |f(s)Ex(s,t)] < [f(s)Ei(s,1)| folgt
aus der Endlichkeit des Integrals [;° | f(s)E1(s,1)| ds mit dem Satz von der dominierten

Konvergenz
[o0]

lim f(s)Ex(s,t)ds = 0.

k—oo Jo

Somit ergibt sich aus Gleichung (1.23)

Tim [7 () d(@ulu] = )(s) = Jim [T () [T Bl ) do(t) ds
- kli_)rgof / (5)Ew(s,1) ds d(t) =

Somit ist auch der Beweis von (ii) vollstandig.

Folgerung 1.5.4 (i) Sei ¢ € PV,(X) und fir alle n € N gelte qu(n) = 0. Dann ist
¢ =0.
(i1) Sei f € L,(X) und fiir alle n € N gelte Lf(n) = 0. Dann ist f = 0.

Beweis (i) Gilt fiir alle n € N

o = [ e do() =

so ist @, [u] = 0 fiir alle £ € N. Die eben bewiesene Proposition 1.5.3 1a8t ¢ daher keine
andere Chance als trivial zu sein.

(i1) Sei ¢ = Zf. Dann ist 0 = Lf(n) = [;° e d¢(t) fiir alle n € N aufgrund der
Rechenregel 1.2.22 bzw. 1.3.9 und also ist ¢ = 0 nach (i). Dies 1a8t den SchluB f =0

zUu. =

1.5.2 L,-Fliisse

Sei A: D(A) — X, D(A) C X, ein abgeschlossener Operator. Betrachtet wird das
Abstrakte Cauchy Problem (ACP)

f'y=Ar@0),  J0) ==
zum Anfangswert @ € D(A). Ist A: X — X stetig, so besitzt das (ACP) zum Anfangs-

wert z die Losung

:i(mk

[
- K
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Diese Lésung existiert, weil im Falle eines beschréinkten Operators die Reihe e =
k

dohey % in der Operatornorm konvergiert. Diese Konvergenz ist natiirlich nicht ge-

geben, wenn A unbeschrankt ist.

Es ist jedoch bekannt (siehe z. B. [18]), daB fiir abgeschlossene Operatoren A mit
nicht leerer Resolventenmenge genau dann zu jedem Anfangswert @ € D(A) eine ein-
deutig bestimmte, stetig differenzierbare Losung von (ACP) existiert, falls A Erzeuger
einer Cy-Halbgruppe von Operatoren ist. Dabei ist eine Cy-Halbgruppe von Operatoren
mit Erzeuger A eine Abbildung 7 : [0,00) — L(X) mit den folgenden Eigenschaften,
tAw

welche 7(t) als Ersatz fir ,,e'*“ ausweist:

(1) 7(0) = Id.
(2) 7 erfiillt die Halbgruppeneigenschaft, d.h es gilt 7(s +t) = 7(s)7(¢) (s,t > 0).

(3) Die Abbildung 7 ist stark stetig, d.h. fir alle € X gilt limy_y; 7(¢)z = 7(to)x
(t>0).

(4) D(A) ={z € X : limp_o b7 (7(h)z—x) existiert} und Az = limy 00 A7 (7(h)2—
z) fir z € D(A).

Erzeugt A eine Cy-Halbgruppe 7, so ist offensichtlich u(t) = 7(¢)z (¢ > 0) eine Losung
des (ACP) zum Anfangswert x € D(A). Es gibt jedoch gentigend Operatoren, welche
keine Cy-Halbgruppen erzeugen. Dies fithrt zu den folgenden schwécheren Losungsbe-

griffen.

Definition 1.5.5 Eine lokal integrierbare Funktion f : (0,00) — X heiBt milde Losung
des (ACP) zum Anfangswert z, falls fir alle ¢t > 0 gilt

¢ ¢
/ fu)du € D(A) wnd  f(1) =« + A/ () du.
0 0
Ist f dariiberhinaus fast iiberall differenzierbar in (0, co) und gilt fiir fast alle ¢ € (0, c0)

F(t) € D(A) wnd f(t) = Af(2),
so heiit f starke Lésung des (ACP) zum Anfangswert z.
Offensichtlich ist jede Lésung des (ACP) eine starke Losung des (ACP), doch die

Umkehrung ist im Allgemeinen falsch. So ist es zum Beispiel moglich, dafi eine starke
Losung existiert, welche eine Singularitdt in der Null besitzt und also keine Losung sein
kann.

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der Frage: Wann besitzt das (ACP) fiir
jedes = € D(A) eine starke Losung im Sobolevraum Wpl(X) ? Den passenden Rahmen
zur Bearbeitung dieser Frage liefert der Begriff des L,-Flusses, wie er von L. Weis in

[41] eingefiihrt wurde.

Definition 1.5.6 Sei A ein abgeschlossener Operator auf X und 7" : X — L,(X) sei
ein beschrankter Operator. T' heiit L,-Fluf§ mit Erzeuger A, falls fiir jedes z € X die
Funktion Tz eine milde Losung des abstrakten Cauchy Problems ist. Der Operator A
wird Erzeuger eines L,-Flusses genannt, falls ein L,-FluBl T" existiert, dessen Erzeuger

A ist.
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Im weiteren Verlauf bezeichnet R(A, A) die Resolvente des Operators A im Punkt
A. Die néchste Proposition fafit alle grundlegenden Eigenschaften von L,-Fliissen zu-
sammen, die im zweiten Kapitel benétigt werden.

Proposition 1.5.7 Sei A: D(A) — X ein abgeschlossener, dicht definierter Operator
mit (0,00) € p(A). Dann sind dquivalent:

(i) A erzeugl einen L,-Fluf.

(ii) Fir jedes x € X ewistiert eine milde Losung [ € Ly(X) des (ACP) zum Anfangs-

wert x.

(i) Fir jedes © € D(A) existiert eine starke Losung f € W;(X) des (ACP) zum

Anfangswert x.

(iv) Esist (0,00) C p(A) und es gibl einen stetigen Operator T : X — L,(X) so, daff
fiir alle A > 0 gilt R(\, A)x = [° e Tx(t)dt.

(v) Es ist C; C p(A) und es gibt einen stetigen Operator T : X — L,(X) so, dafs
fiir alle X € Cy gilt RO\, A)zx = [5° e~ MTx(t) dt.

Beweis Bewiesen werden die Implikationen (i)=(v)=-(iv)=-(iii)=-(ii)=(i)
(i)=(v) A erzeuge den L,-FluB T'. Dann gilt fir alle x € X und ¢ > 0

T:L'(t) =x+ A/Ot Tl‘(u) du.

Auf beide Seiten dieser Gleichung wird die Laplace Transformation angewendet und es
ergibt sich fir A € Cy

o0 o0 1
/ e_MTx(t) dt = / e“” ;c + A/ Tx u du) di
0 0
- A+A/ -”/Tx dudt
- ; +A / e NMTa(t) dt.

Die Gleichheit zwischen dem zweiten und dritten Glied dieser Kette beruht auf der
Abgeschlossenheit von A und Proposition 1.2.8. Der Gleichheit zwischen dem dritten
und vierten Glied der Gleichungskette liegt eine partielle Integration zugrunde. Wird
die entstandene Gleichung nach x aufgelost, so zeigt sich

— (A= A) /OOO e~ NMT(t) dt.

Das beweist A € p(A) und R(\, A)z = [5° e MTz(t) dt.
(v)=(iv) ist eine Trivialitit.
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(iv)=(iii) Fir z € X sei F, : (0,00) x (0,00) — X definiert durch Fy(s,t) =
( x(s))(t). Zunichst soll gezeigt werden, daB fiir fast alle (s,¢) € (0,00) x (0, 00) gilt
Fo(s,t) = Fy(t,s). Seien A,v > 0, € X. Dann ist

RN A)R(v, e = /OOO e M(TR(N, A)e)(1) dt

= /OOO e—At/OOOT(/OOO e—UST:c(S)dS) i
_ /0°° -t /0°° e T(Ta(s)) (1) dsdt = - -

Bevor diese Gleichungskette weitergefithrt wird, ist eine Begriindung fiir den letzten
Schritt angebracht. Der Operator T' darf in das zweite Integral hineingezogen werden,
weil er stetig ist. Die Ubereinstimmung der Integrale

([T ds)n) wd [T e T(Ta(s))0) ds

fiir fast alle ¢ € (0, 00) ist nun eine Konsequenz aus Proposition 1.2.12. Weiter ergibt
sich aus der Definition von F}

ce= /Oo e /OO e " Fy(s,t)dsdt.
0 0

Aus Symmetriegriinden folgt nun sofort

R(v, AYR(\, A)z = /

0

- e™"* /OO e™MF,(t,s) dids.
0

Wird im letzten Term der Satz von Fubini bemiiht und wird die Vertauschbarkeit von

R(M, A) und R(v, A) ausgenutzt, so zeigt sich
/OO e M /OO e " Fy(s,t)dsdt = /OO e M /OO e "' Fy(t,s)dsdt.
0 0 0 0

Die Behauptung Fy(s,t) = Fi(t,s) fur fast alle (s,t) € (0,00) x (0,00) ist nun eine
Konsequenz der Injektivitat der Laplace Transformation.

Sei mun « € D(A) und A > 0 beliebig. Dann ist
— RO\, A)(A — Az = /OOO e MT(\ — A)z dt.
Mit y = (A — Az folgt also
/0 “To(u)du = /0 7( / Ty (1) dt)(u) du

:/ ‘”/T y(1))(u) dudt

- F fu)dudf
- / ¢ f (b dudt

8

o
o

Il
o\
8
o

8

Y
0

= / _MT / Ty(u du) dt
0

= R/\,A(/O Ty(u) du).

o
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Somit ist [ Tz(u) du € D(A) und weiter folgt

0 t oo i
/ e~ M (.L + A/ Tx(u) du) dt = + A/ e_M/ Tz (u) dudt
0 0 0 0

*
A
x A ey, -

z A

= R\ Az
= /CO e_MT:v(t) dt.
0

Ein weiteres Mal kann aus der Injektivitat der Laplace Transformation geschlossen
werden, daB fiir fast alle ¢ € (0, c0) gilt

"
Tm(t) =x+ A/ Tx(u) du.
0

Es bleibt nur Tz € W} (X) nachzuweisen. Dazu wird A™" AR(X, A)z auf die folgenden

beiden Arten berechnet. Zum einen ist

ATARO, A)r = A‘lA/me‘”Tz:(t)dt
0

o] 1 o] t
= A/ e_’\t/ T:v(u) dudt =/ e_AtA/ T;v(u) dudt.
0 0 0 0

Zum anderen gilt
ATTARMN Az = ATTR(M A)Ax
00 00 t
= )\_1/ e_/\tTA;v(t) dt:/ e_/\t/ T Azx(u) dudt.
0 0 0

Folglich ist A [ Tx(u)du = [;j T Az(u) du wegen der Injektivitit der Laplace Transfor-
mation. Also ist Tz wegen Tz(t) = z + A i Tx(u) du = x + [ T Az(u) du fast iiberall
in (0, c0) differenzierbar und die Abgeschlossenheit von A stellt sicher, daf fiir fast alle
t € (0,00) gilt (Tz)'(t) € D(A) und (Tz)'(t) = A(Tz)(t). Dariiber hinaus ist wegen
(T'z)" = T Az sichergestellt, daB (T'z)" in L, liegt.

(ii)=(ii) Fir € D(A) sei Tz € W)(X) eine starke Losung des (ACP) zum
Anfangswert z. Sei A > 0 eine positive reelle Zahl. Fiir 2 € X \ D(A) und ¢ > 0 werde
Tz(t) = (A — A)TR(X, A)z(t) gesetzt. Diese Festsetzung ist moglich, weil R(X, A)x
im Definitionsbereich von A liegt und nach Voraussetzung somit T'R(A, A)z(t) fur alle
t >0 in D(A) enthalten ist. Nun gilt

Ta(t) = (A= A) (RO, Ao + A/Ot TRO\, Ay (u)) du
— 4 A/Ot()\ ~A)TR(N, A)z(u)du =z + A/Ot Te(u) du.

Also ist Tz eine milde Losung des (ACP) zum Anfangswert z. Dariiberhinaus gilt fiir
>0

Ta(t) = ATR(), A)x(t) — ATR(), A)x(t) = ATR(), A)a(t) — (TR(), A)z)'(1).
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Da R(X, A)z im Definitionsbereich von A liegt, ist nach Voraussetzung (iii) sowohl
TR(A, A)z als auch die Ableitung (T'R(X, A)z)" ein Element von L,(X). Demnach ist
auch Tex = ATR(X\, A)z + (TR(X, A)z)' € L,(X).

(i1)=(i) Zuerst wird nachgewiesen, daB unter den angegebenen Voraussetzungen
die milde Losung des (ACP) zum Anfangswert = in L,(X) eindeutig bestimmt ist. Sei
z € X und Tz € L,(X) sei eine milde Lésung des (ACP) zum Anfangswert z. Dann
gilt fiir alle A > 0

o] el t
/ e_MT:C(t) dt = / e“”(:c + A/ Tx(u)du)dl
0 0 0
oz A ooy,

Wird die entstandene Gleichung nach x aufgeldst, so zeigt sich (A—A) [ e MTz(t) dl =
z. Ist Sz eine zweite milde Losung des (ACP) zum Anfangswert z, so gilt diese Glei-
chung entsprechend fiir Sz und also

(A — A) /OOO e~ (T — Sz)(t) dt = 0.

Es folgt [;° e (Tx — Sz)(t)dl = 0, da nach Voraussetzung X in der Resolventenmenge
von A enthalten ist. Nun war aber A > 0 beliebig gewahlt. Demnach ist die Laplace
Transformierte von T'x — Sz identisch Null. Die Injektivitat der Laplace Transformation
liefert demnach Tz — Sz = 0, die beiden milden Lésungen Tz und Sz sind demnach
identisch.

Die Eindeutigkeit der milden Lésung Tz gestattet es, T : X — L,(.X) als Abbildung
aufzufassen, die natiirlich linear ist. T ist dariiberhinaus abgeschlossen, denn: Sei (z,)
eine in X konvergente Folge mit Grenzwert x und die Bildfolge (T'z,) konvergiere in
L,(X) gegen eine Funktion f. Dann gilt fiir fast alle £ > 0 aufgrund der Abgeschlos-
senheit von A

¢ ¢

F(1) = Tim Tan(t) = lim @ + A/ Tan(u)du =z + A/ F(u) du.
n—o00 n—00 0 0

Die Funktion f € L,(X) ist also die eindeutig bestimmte milde Lésung des (ACP) zum

Anfangswert x und somit gilt f = Tz. Dies zeigt, daBl T' ein abgeschlossener, auf dem

Banachraum L,(X) definierter Operator ist. Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

liefert folglich die Beschranktheit von T'. =

Beim Beweis der Implikation (iii)=-(ii) der vorhergehenden Proposition wurde ge-
zeigt, daB unter den angegebenen Voraussetzungen fiir jedes z € X und £, A > 0 gilt
Tz(t) = (A — A)TR(X A)z. Ist = € D(A), so gibt es ein y € X und A > 0 mit
z = R(\, A)y und es folgt

(A= A)Tz(t) = (A — TR\, A)y(t) = Ty(t) = T(A — A)x(t) = ATz(t) — T Az(t).

Dies zeigt ATx(t) = T Az(t). Da diese Vertauschbarkeit noch haufiger benotigt wird,

lohnt es sich, sie in einem Lemma festzuhalten.
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Lemma 1.5.8 Sei A Erzeuger eines Ly-Flusses T. Dann gill fir alle © € D(A) und
fast alle t >0
Tz(t) € D(A) und AT=z(t)=TAxz(t).

Ist A: X — X ein beschriankter Operator, so erzeugt A die Cy-Halbgruppe T'(t) =

¢4, Doch es gilt noch mehr: Die Reihe ¢#4 = 5722 % konvergiert fiir alle z € C und
bildet eine in C holomorphe Funktion. Dementsprechend ist jede Losung des (ACP)
holomorph fortsetzbar auf C. Wiederum &ndert sich diese Situation, wenn A nicht
beschrankt ist. Nichts desto trotz existieren auch unbeschrankte Operatoren derart,
daBl die milden oder starken Losungen existieren und holomorphe Fortsetzungen auf
Gebiete der Form

Yo={2€C:z#0, |arg(z)| < a}

besitzen. Dabei ist arg(z) die eindeutig bestimmte Zahl im Intervall [0,27), welche
die Gleichung z = |z|e’*8() erfiillt. Diese Uberlegungen motivieren uns zu folgender
Definition.

Definition 1.5.9 Sei 0 < a < 7. Ein L,-FluB T : X — L,(X) heiit a-holomorpher
L,-Flufs, falls fir alle x € X eine holomorphe Fortsetzung von T'x auf den Sektor X, so
existiert, daf fir alle |3| < a durch Tg(t) = T(te®) (0 <t < 00) ein L,-Fluf definiert
wird mit
|51|1p | Tsz||z, < oo (z € X). (1.24)
Bl<a

Wir werden spater sehen, dafl ein L,-Flul T' schon dann ein a-holomorpher L,-
FluB ist, falls fir jedes x € X die Funktion Tz eine holomorphe Fortsetzung auf den
Sektor ¥, derart besitzt, daff die durch Tsz(t) = Tz (te'’) definierten Funktionen die
Bedingung (1.24) erfiillen.

Desweiteren werden wir zeigen, daB e*®A einen L,-FluB erzeugt, falls A Erzeuger
eines a-holomorphen L,-Flusses ist. Dies alles erfordert jedoch ein ausgiebiges Studium
von Hardyraumen holomorpher Funktionen und eine genaue Untersuchung der Laplace
Transformation holomorpher Funktionen. Diese Untersuchungen werden im zweiten Ka-

pitel durchgefiihrt.



Kapitel 2

Holomorphie und Laplace
Transformation banachraumwertiger
Funktionen

2.1 Hardyridume vektorwertiger harmonischer
Funktionen

Die Poisson Darstellung einer harmonischen Funktion erlaubt es, die Funktionswerte
im Inneren eines Kreises aus den Werten auf dem Rand des Kreises zu berechnen (siehe
Proposition 1.4.15). Eine harmonische Funktion ist also eindeutig bestimmt durch ihre
Randwerte. In diesem Abschnitt wird zuerst untersucht, inwieweit eine auf der rechten

Halbebene
C;y={2€C : Re(z) >0}

harmonische Funktion ,Randwerte® auf der imagindren Achse besitzt und wie diese
»Randwerte“ die harmonische Funktion determinieren.

Anschlielend wird die folgende Frage untersucht: Sei eine Funktion f: R — X
gegeben und es sei @ > 0. Welche Bedingungen an f sind hinreichend und notwendig
fiir die Existenz einer harmonischen Funktion F': C; — X mit F, = f, d.h. F(a+1b) =
f(b) fiir —oo < b < 007

In diesem Abschnitt ist das zugrunde liegende Intervall immer die ganze reelle Achse.
Aus diesem Grund wird bei der Bezeichnung der verschiedenen Funktionenrdume auf
das , 1“ verzichtet, d.h. anstelle von Cy(R) wird Cy, anstelle von L,(R, X) wird L,(X),

usw. geschrieben.

2.1.1 Poisson Kerne

Fiir z = a 4+ b € C, wird die Funktion P, : R — R definiert durch

a

P(f)=-— 2t
(1) m(b—1)%+ a?

81
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Die so definierten Funktionen P, heiflen Poisson Kerne. Man rechnet leicht nach, daf} fur
jedes reelle ¢ die Funktion, die jedem z € C; den Wert P,(t) zuordnet, harmonisch in
der rechten Halbebene ist. Es wird sich als lohnend erweisen, ein paar weitere elementare
Eigenschaften der Poisson Kerne zu notieren.

Lemma 2.1.1 Sei z =a+1ib € Cy undt € R. Dann gilt:
(i) P.(t) >0 und [Z_ P.(u)du = 1.

) P
(i) P.(t) = Pu(b—1) = ;P (%),
(iii) P, ist eine gerade Funktion.
)

(iv) P, € L, firl < q< oo und P, € Cy.

Sei f € L,(X). Die Eigenschaft (iv) der Poisson Kerne ermoglicht fiir jedes z € Cy
die Festsetzung

PG = [ P00

Die so definierte Funktion Pf : C, — X heifit Poisson Transformierte von f. Ent-
sprechend wird fiir ¢ € PV,(X) und z € C,

Po(z) = [ P.(t)dolt)

festgesetzt. Die Funktion 73¢ : Cp — X heiBt Poisson-Stieltjes Transformierte von ¢.
Die folgende Proposition zeigt, dafl die Poisson Transformation ein zentrales Instru-
ment zur Konstruktion harmonischer Funktionen auf der rechten Halbebene darstellt.

Proposition 2.1.2 (i) Fir jedes f € L,(X) ist die Poisson Transformierte P f von f
eine auf der rechten Halbebene harmonische Funktion. N
(i) Fir jedes ¢ € PV,(X) ist die Poisson-Stieltjes Transformierte P¢ von ¢ eine

auf der rechten Halbebene harmonische Funktion.

Beweis (i) Sei f € L,(X). Da fiir jedes ¢t € R die Abbildung, die jedem z € Cy
den Wert P,(t) zuordnet, harmonisch in der rechten Halbebene ist, besitzt sie nach
Folgerung 1.4.18 die Mittelwerteigenschaft. Also gilt fir 0 < r < Re(z)

1 2m

Pz(t):% 0

PZ-}-T‘E"e (t) d0
Mit dem Satz von Fubini folgt somit fir jedes z* € X~
("o Pf)(z) = / = T Pe (1) d6 (27 0 £)(1) dt
27
= - / / e (1) (% 0 £)(£) dt dB
™

- ﬁ/o%(x* oPf)z+ rem) do.
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Demnach besitzt auch z* o Pf die Mittelwerteigenschaft. Da 2* o P f stetig in C, ist,
erweist sich 2* o Pf als harmonisch nach Folgerung 1.4.18. Folglich ist P f schwach
harmonisch. Nach Folgerung 1.4.17 sind jedoch schwach harmonische Funktionen har-
monisch.

(ii) Sei zuerst p > 1. Ist ¢ € PV,(X), so ist Pé in jedem Fall stetig in Cy. Zudem
existiert fiir jedes z* € X* die Radon-Nikodym Ableitung f,+ der komplexen Funktion
z* 0 ¢. Die Rechenregel 1.3.9 besagt nun, daB fiir alle z € C, die folgende Gleichung
besteht:

[e.e]

(@0 Po)(z) = [ P0)d(a" o)) = [ P(t)fur(t)dt = P fur()
Doch P f,» ist nach (i) eine in der rechten Halbebene harmonische Funktion. Folglich
ist P¢ schwach harmonisch. Ein weiteres Mal wird Folgerung 1.4.17 zur Anwendung
gebracht und daraus ergibt sich, daB P¢ harmonisch ist.
Sei nun ¢ € V;. Aufgrund von Lemma 1.3.16 kann der Laplace Operator mit dem
Riemann-Stieltjes Integral vertauscht werden und folglich gilt fiir alle z € Cy

APG(z) = /_Z AP,(t) d(t) = 0.

Also ist P¢ harmonisch in C,. Ist nun ¢ : R — X eine banachraumwertige Funktion
von beschrinkter Semivariation, so ist 2%0¢ € V) fiir alle 2* € X*. Folglich ist 2*0P¢ =
P(z* o ¢) harmonisch in Cy und wieder liefert Folgerung 1.4.17, daB P¢ harmonisch
in Cy ist. =

Beispiel 2.1.3 Dieses Beispiel stellt eine konkrete harmonische Funktion mit Werten
im Banachraum L, vor. Betrachtet wird die Abbildung F': C; — L,, die jedem z € Cy
den Poisson Kern P, € L, zuordnet, d.h. F'(z) = P,. Es ist leicht einzusehen, daf§ diese
Funktion harmonisch ist, denn fiir f € L, C L} gilt

(F().0) = [ P(OS() d
und diese Funktion ist als Funktion in z harmonisch in der rechten Halbebene nach
Proposition 2.1.2 (i). Da L, fir alle 1 < p < oo ein normierender Teilraum fir L, ist,

ergibt sich mit Folgerung 1.4.17, dafl die Abbildung F' harmonisch in C, ist.

Sei F' : C4 — X eine harmonische Funktion. Im folgenden werden fiir a > 0 die
Einschrankungen von F auf die zur imaginaren Achse parallel verlaufenden Linien a+:R
eine Rolle spielen. Deshalb wird die Bezeichnung F,(b) = F(a 4 1b) fiir —oco < b < oo
eingefithrt. Gilt speziell F' = Pf mit einem f € L,(X) bzw. F = P mit einem
¢ € PV,(X), so schreiben wir P, f anstelle von (P f), bzw. P,¢ anstelle (73¢)a

Definition 2.1.4 Der Hardyraum harmonischer Funktionen h,(Cj;,X) besteht aus
allen in der rechten Halbebene harmonischen Funktionen F' : C, — X, welche der
Abschatzung

sup || Fu||z, < oo

a>0
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geniigen. Ist F' € h,(Cy, X), so wird die hy-Norm von F durch ||F|[,, = sup,s¢ |[Fullz,
definiert. Weiter wird h,(C4) = hy(Cy4, C) gesetzt.

Es ist klar, daB £,(C;, X) ein normierter Raum ist. Der zentrale Satz 2.1.14 des
nachsten Paragraphen liefert als kostenlose Zugabe die Vollstandigkeit von h,(Cy, X).
Die nachste Proposition zeigt, dafl sowohl die Poisson Transformation als auch die
Poisson-Stieltjes Transformation Funktionen in h,(C;, X) produziert.

Proposition 2.1.5 (i) Fir jedes f € L,(X) ist Pf € hy(Cy, X) und es gilt |Pfln, <
/1], -

(i) Fir Jedes ¢ € PV,(X) und z* € X* ist 2* o 'ﬁqD € h,(Cy) und es gilt
subpecuy. 15" 0 Bli, < 6y )

(ii1) Fir jedes ¢ € V,(X) ist Pp € hyp(Cy, X) und es gilt |Po|n, < ||o||v,-

Beweis (i) Sei f € L,(X) und F' = Pf. Nach Proposition 2.1.2 ist F: C; — X
harmonisch in Cy. Ist @ > 0, so ergibt sich die Funktion F, als Faltung der Funktion
f mit dem Poisson Kern P,, denn es gilt P,;;(t) = P,(b—1) und also

o0

Fy(b) = / Py(b— 1) f(1) dt.

—00

Nach Lemma 2.1.1 ist || P,|[z, = 1 und also folgt || F, ||z, < ||f||z, aus Proposition 1.2.11.

(i) Ist ¢ € PV,(X), so ist ' = P nach Proposition 2.1.2 eine in der rechten
Halbebene harmonische Funktion. Sei p > 1 und z* € X*. Dann ist 2" o ¢ € V, und

also besitzt 2* o ¢ eine Radon-Nikodym Ableitung fo« € L, mit || for||1, = ||2* 0 &||v,.
Die Rechenregel 1.3.9 liefert fiir alle z € Cy
(2% 0 F)(z) = /_ P.(1)d(z* 0 $)(1) = /_ P.(1) [, (1) dL.

Wird nun (i) auf die skalarwertige Funktion z* o F' angewendet, so ergibt sich

2" 0 Fallz, < |[far

rp = 270 dllv, < [Py, [l

Nun sei p = 1. Weiter sei ¥ € X* und das lineare Funktional 7,» € Cj sei definiert

durch 7+ (g) = [Z2, g(t) d(z* o ¢)(¢). Dann gilt fir alle g € Ly N Cy

/m Pug(t)d(z* 0 )(1) = Tur(g Py)

= / " g(u)T(w) P, du)

— 00

= /_O; g(u) e (T (w) P,) du
_ /OO g(u) /_o:o Pa(t — w) d(z” 0 $)(1) du
/

—00

" (W) Pl 0 ¢)(u) du.

—00
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Hier ist das in der zweiten Zeile dieser Gleichungskette auftretende Integral

/oo g(u)T(u) P, du

— 00

ein Bochner Integral in Cy (siehe Proposition 1.2.12) und das Gleichheitszeichen zwi-
schen der zweiten und der dritten Zeile wird durch Proposition 1.2.8 gerechtfertigt.
Insbesondere folgt

[ gl 0 8)0(w) du] < [Pagllclle” o 6l < lglloclle” o 6l (9 € i1 Co),

Dies zeigt, daB ﬁa(x* 0 ¢) ein beschranktes lineares Funktional auf der in Cy dichten
Teilmenge L; N Cy definiert, dessen Norm sich durch ||z* o ¢||y, abschdtzen 1aBt. Dies
beweist die Behauptung

sup || P(¢" 0 ¢)|ln, = sup sup 1Pa(e™ 0 &)1, < ll6llpvi-
r*eUxx* z*€Uxx* a>0

(iii) Sei zuerst p > 1. Dann wird ein reelles und positives g € L, mit ||g||z, = ||||v,
gewahlt, welches fiir alle & € L, der Ungleichung

|~ wovdote] < [ nols

geniigt. Ein solches g existiert nach Proposition 1.3.13, da ¢ voraussetzungsgeméaf von
beschrankter p-Variation ist. Wird h = P,1;;, gewahlt, so kann || F'(a 4 1b)|| abgeschétzt

werden durch
| F'(a +b)|| < / P,(b—1t)g(t)dt = (P, x g)(b) = Pg(a + ib).

Dies beweist
[ ENlk, < [Pglln, < Ngliz, = l|8llv,-

Ist p = 1, so gibt es nach Proposition 1.3.22 ein reelles ¢ € Vi mit ||¢]|v, = ||¢]|v; so,
daB fiir alle A € Cy die Ungleichung

| [ nwasw)] < [ mw)dv)
besteht. Wird wieder h = P, gewdhlt, so folgt die Abschatzung
IFa+ib)| < [ Pualt)di(t) = Pia+ib)

und also ||Fln, < [Pk, < 10]lv, = ||¢]lv;- =

Im néchsten Lemma wird wieder die Schreibweise Y, = L, falls 1 < p < oo und
Y., = Cy verwendet.
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Lemma 2.1.6 Sei ¢ € PV,(X). Dann gilt fir alle a > 0 und g € Y,

P /_ GO Pab(t) dt = /_ Pag(t) dé(t). (2.1)
Diese Aussage beinhaltel insbesondere die Behauplung, daff das Peltis Integral in Glei-
chung (2.1) existiert.

Beweis Fiir p = 1 wurde im Beweis von Proposition 2.1.5 (ii) bereits gezeigt, daB fur
jedes z* € X* und g € Ly N Cy gilt

| aWPua o)) dt = [~ Paglt)d(a” o &)(0). (2:2)
Da L; NCy dicht in Cy ist, gilt die Gleichung (2.2) fiir alle g € L; N Cy. Folglich stimmt
das Dunford Integral D~f~_ g(t)73a¢(t) dt mit dem Stieltjes Integral [°7 P,g(t) do(t)
iiberein. Insbesondere liegt dieses Dunford Integral in X und ist folglich ein Pettis
Integral.

Ist p = o0, so ist das Pettis Integral in Gleichung (2.2) sogar ein Bochner Integral. Sei
nun 1 < p < co. Dann existiert nach Folgerung 1.2.16 das Pettis Integral in Gleichung
(2.2), denn nach Proposition 2.1.5 liegt z* o 75aqb in L, fir alle ¥ € X* und der
Poissonkern P, liegt in L,. Zudem besitzt 2*o0¢ fiir jedes 2 € X* eine Radon-Nikodym
Ableitung fo« € L, und es folgt mit der Rechenregel 1.3.9 und dem Satz von Fubini

/ T ()P0 B)(1)dt = / © ) / Y Pyt = ) for (u) du dt

B _ /: i fx*(u)_ 7_‘: Py (u — 1)g(t) dt du
= [ Puglwdia” o ¢)(w),

Da an beiden Enden dieser Gleichungskette das beliebig gewahlte lineare Funktional z*

vor das Integral gezogen werden kann, folgt die Behauptung. =

Als nédchstes wird die Frage erortert, wie die Poisson Transformation beziehungswei-
se die Poisson-Stieltjes Transformation invertiert werden kann. Dazu ist es sinnvoll, die
Poisson Transformierte einer L,(X)-Funktion f wie im Beweis von Proposition 2.1.5

als Faltung aufzufassen, d.h. P f(a + ib) = (P, * f)(b).

Proposition 2.1.7
(1) Ist f € Lo stetig im Punkt by, so gilt lim,_,;, Pf(z) = f(bo).
(ii) Sei 1 < p < oo und [ € Y,(X), dann gilt lim,_,o ||Paf — fly, = 0.

(iii) Ist f € Loo(X), so gill fiir alle g € L1(X)

o0 o0

gOPS(Wyde = [ g()f(t)dr.

lim
a—0 — 050

— 00
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(iv) Sei 1 < p < oo und ¢ € PV,(X), dann gilt fir alle g €Y,

lim PN/ 1) dt = /_OO (1) dé(t).
Beweis (i) Fir jedes a > 0 ist das Integral iiber den Poisson Kern P, gleich Eins und
daher folgt [0 P,(t)f(to) dt = f(to). Weiter 1aBt sich der Poisson Kern P, nach Lemma
2.1.1 darstellen durch P,(t) = a='P;(t/a). Demnach gilt fiir alle z = a +1b € C,

P = fbo) = [ Pb=0)(() = (b)) di

— 00

= /_Z a—1P1(t/a)(f(b_t) — f(bo)) dt
= [ PO = a) = f(b)) dr.

Konvergiert nun z — 1by, so konvergiert a — 0 und b — by und da f als stetig in b
vorausgesetzt war, zieht dies fiir jedes ¢ € R die Konvergenz lim,_;, f(b—at)— f(by) =
0 nach sich. Zudem wird der Integrand am rechten Ende der Gleichungskette durch die
Ly-Funktion P;-2|| f||c dominiert. Somit kann der Satz von der dominierten Konvergenz
angewendet werden und es ergibt sich die Behauptung lim,_,;,, P f(z) = f(bo).

(ii) Zum Beweis wird daran erinnert (siehe Proposition 1.2.11), da die durch
T(t)f(s) = f(s —t) definierte Familie der Translationen 7'(t) (—oo < ¢ < oo) stark
stetig in Y,(X) ist und die Faltung P, * f die Darstellung P, * f = [ P,(¢t)T(t)fdt
besitzt. Die reelle Hilfsfunktion A sei definiert durch h(t) = ||T(—t) f — fl|y,. Mit dieser
Bezeichnung folgt

IPaf = A, = | [ Pttxrnrs -
< [ RolIrons - fHYpdtZ(Pa*h)(O)-

Da h nach Proposition 1.2.11 im Punkt 0 stetig ist, gilt nach Aussage (i) dieser Propo-
sition lim, o P, * A(0) = h(0) = 0. Das beweist lim,_q ||P.f — flly, = 0.
(iii) Es geniigt nachzuweisen, daB fiir jedes g € L; gilt

/ T ()P f (1) dt = /_ Z Pag(t) () dt. (2.3)

—00

Ist dieser Nachweis erbracht, so folgt ndmlich wegen lim,_,o ||P.g — ¢||r,, = 0 die Kon-
vergenz

lim / = [ Z Paglt) (1)t = [ Z g() (1) dt.

Die Giiltigkeit der Gleichung (2.3) ist leicht einzusehen, da fir alle z* € X* unter
Zuhilfenahme des Satzes von Fubini gefolgert werden kann

/_O:O g()(z* o Puf)(t) dt /OO q(t) /oo Pyt = 5)(2* o [)(s) ds di
= [T s - gty it o p)(s)ds
= [ Pag)s)a 0 f)(s) ds
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und das lineare Funktional z* kann an beiden Enden dieser Gleichungskette vor das
Integral gezogen werden.

(iv) Lemma 2.1.6 besagt, daB fiir jedes g € Y, gilt

N/ 1) dt = /_O:o Pag(t) do(1).

Da in (ii) bereits fiir jedes g € Y, die Konvergenz lim,_,P,g = g in der Norm in Y,
nachgewiesen wurde, folgt

(lli_>m0P~/ (1) Pacb(t dt—hm/ ) de(t) = /_O:Og(t)dgb(t).

Ist f stetig und beschrankt in R, so konvergiert P f(z) gegen f(t) fir z — it, wie
soeben gezeigt wurde. Folglich ist die durch

[ Pufb), fallsa >0,
Fla+ib) = { 1(b), falls @ = 0,

definierte Funktion F' : C; — X stetig und beschrinkt in C sowie harmonisch in Cy.
Die Funktion f liefert demnach die Werte der stetigen Fortsetzung von P f auf den Rand
von C, und es liegt nahe, f als Funktion der Randwerte von Pf zu bezeichnen. Diese
Bezeichnung wird im folgenden auch fiir Funktionen f € L,(X) benutzt, d.h. ist f €
L,(X), so nennen wir f die Funktion der Randwerte von P f. Ist dagegen ¢ € PV,(X),
so wird ¢ Funktion der integrierten Randwerte von P genannt. Diese Bezeichnung ist
gerechtfertigt, weil fiir f € L,(X) gilt: f ist die Funktion der Randwerte von P f und

das unbestimmte Integral Zf von f ist die Funktion der integrierten Randwerte von

P(LS).

Folgerung 2.1.8 Sei 1 < p < 0. Ist ¢ € PV,(X), so gill ¢(s) = lim,0 f3 73aqb(t) dt
(—o0 < s < 00).

Beweis Fiir jedes s € R gilt die Gleichung ¢(s) = [°0 xs(t) dp(t) und die charak-
teristische Funktion y, ist eine L,-Funktion. Da p > 1 vorausgesetzt ist, folgt aus
Proposition 2.1.7 (iv)

¢(s)=/_ixs(t)d¢(t)=hm T (O Pas(t) dt—hm/7>¢

a—0 Jf_ a—0

Da jede Funktion von beschrankter p-Variation insbesondere von beschrankter p-
Semivariation ist, gilt die Umkehrformel 2.1.7 (iv) auch fiir Funktionen von beschrankter
p-Variation und es ist eine natiirliche Frage, ob die starkere Figenschaft der beschrank-
ten p-Variation eine starkere Konvergenzaussage zuldfit? Um eine Antwort auf diese
Frage zu bekommen, muf} zuerst prazisiert werden, wie eine solche stiarkere Konvergenz
aussehen konnte. Naheliegend ist der Gedanke, sich dabei am L,(X)-Fall zu orientieren.
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Es sei p> 1, f € L,(X) und ¢ € V,(X) sei definiert durch ¢(s) = [; f(t)dt, d.h.
¢ =ZIf. Dann, so wurde in Lemma 1.3.2 gezeigt, ist || f||z, = ||¢]|v, und fiir alle g € L,
gilt [22 g(t)f(t)dt = [Z2 g(t)dg(t). Diese Gleichung gilt insbesondere wenn g = P,
gewahlt wird und es folgt P, f = P.é. In diesem Fall konvergiert also P.é in der L,-
Norm gegen f. Da der Operator T : L,(X) — V,(X) eine Isometrie ist, konvergiert
folglich I('ﬁﬁﬁ) in der V,-Norm gegen Zf = ¢. Gilt diese Konvergenz auch, wenn ¢
keine Radon-Nikodym Ableitung besitzt, d.h. gilt in jedem Fall lim,_q I(ﬁaqb) = ¢ in
der Norm in V,(X)?

Diese Frage mufl negativ beantwortet werden. Ist namlich ¢ € V,(X) derart, daB
1(73a<p) gegen ¢ konvergiert beziiglich der Vj,-Norm, so ist die Folge (Z(P,¢))a>0 insbe-
sondere eine Cauchyfolge in V,,(X) fir @ — 0. Da der Operator 7 eine Isometrie ist, muf
demnach die Folge (75a¢)a>0 eine Cauchyfolge in L,(X) sein fiir @ — 0. Aber der Raum
L,(X) ist vollstandig, und deshalb konvergiert diese Folge gegen eine L,(X)-Funktion
finder L,-Norm. Unter diesen Umstdnden muf f eine Radon-Nikodym Ableitung von
¢ sein. Diese Uberlegung zeigt, daB lim,_o 1(7511@) = ¢ genau dann gilt, wenn ¢ eine
Radon-Nikodym Ableitung besitzt.

2.1.2 Randwerte harmonischer Funktionen in h,(X)
Bisher war der Ausgangspunkt der Untersuchung eine L,(.X)- bzw. V(X )-Funktion und

durch die Poisson bzw. die Poisson-Stieltjes Transformation wurde eine auf der rechten
Halbebene harmonische Funktion definiert, die Gegenstand der Untersuchung war. Es
stellt sich nun umgekehrt die Frage, ob eine gegebene harmonische Funktion F' immer
darstellbar ist als Poisson Transformation einer Funktion der Randwerte oder zumindest
als Poisson-Stieltjes Transformation einer Funktion der integrierten Randwerte. Das
Hauptergebnis dieses Paragraphen besteht in dem Nachweis, dafl jede Funktion F' €
hy(C4, X) eine Funktion der integrierten Randwerte ¢ € V,(X) besitzt. Dieser Satz
2.1.14 ist das banachraumwertige Analogon des Satzes, dafl jede skalarwertige Funktion
F € h,(C,) eine Funktion der Randwerte f € L, fir p > 1 und eine Funktion der
integrierten Randwerte ¢ € V; fiir p = 1 besitzt (siehe Garnett [17]).

Wir betrachten zuerst den Fall einer auf der abgeschlossenen Halbebene stetigen
und beschrankten und auf der offenen Halbebene harmonischen Funktion.

Proposition 2.1.9 Sei F' : C; — X eine auf der abgeschlossenen Halbebene stetige
und beschrinkte und auf der offenen Halbebene harmonische Funktion. Dann ist F' die
Poisson Transformierte threr Randwerte, d.h. es gilt

o0

F(z):/ P.()F(it)dt (2 € Cy).

Beweis Die Funktion G : Cy — X sei definiert durch

[ E P —0)F(it)dl,  falls a > 0,
Gla+ib) = { F(ib), falls a = 0.

Dann ist G aufgrund von Proposition 2.1.7 (i) stetig und beschrankt in der abgeschlos-
senen Halbebene und harmonisch in der offenen rechten Halbebene. Nach den Voraus-
setzungen an F' gilt entsprechend: Die Differenz G — F' ist stetig und beschrankt in
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der abgeschlossenen Halbebene und harmonisch in der offenen rechten Halbebene. Es
bezeichne C_ die linke offene komplexe Halbebene, d.h. C_ = {z € C : Re(z) < 0}.
Wird H in der ganzen komplexen Ebene definiert durch

H G(z) — F(z), falls z € C,
D= F(<2) - G(—7), falls 2 € C_,
so ist H stetig in C. Da F' — G harmonisch in C, ist, ist die so definierte Funktion H

harmonisch in C; UC_. Demnach gilt aufgrund der Mittelwerteigenschaft harmonischer
Funktionen 1.4.18 fir alle z € C_ U C4 und fir alle 0 < r < |Re(z)]

‘l 2m .
H(Z) = %/0 H(Z—I—rew)da.
Liegt z auf der imagindren Achse, so folgt fir jedes r > 0
1 2T .
H<Z):0:§/O H(z+re”’)d0

wegen H(z4re'’) = —H(z—re™) fiir =2 < 6 < Z. Somit besitzt H in der ganzen kom-
plexen Ebene die Mittelwerteigenschaft und ist somit nach Folgerung 1.4.18 harmonisch
in C. Der Satz von Liouville fiir harmonische Funktionen 1.4.19 besagt, dafi harmoni-
sche und beschréankte Funktionen in C konstant sind. Folglich ist H(z) = H(0) = 0 fiir

alle z € C. Insbesondere gilt F'(z) = (i(z) in der rechten Halbebene, was zu zeigen war.

Das Hauptergebnis dieses Paragraphen wird mit einigen Lemmas vorbereitet.

Lemma 2.1.10 Die Familie der Poissonkerne (P,),so besilzt die folgende Halbgrup-
peneigenschaft: Fir alle positiven a und ay gilt P, x Py, = Pyyq, .

Beweis Sei a > 0 und die Funktion G, : C; — R sei definiert durch Ga(ar 4 1b) =
Pita,(b). Dann ist (G, harmonisch und beschrankt in der rechten Halbebene. Folglich
laBt sich GG, nach Proposition 2.1.9 darstellen als Poisson Transformation ithrer Werte
auf der imaginaren Achse, d.h. fiir a; > 0 und b € R gilt

Posay(b) = Galay +ib) = /°° o, (b— 1)G.(it) di

_ /_m P (b—1)P,(t)dt = (P, * P,,)(b).

Der Beweis des folgenden Lemmas fiir den skalarwertigen Fall findet sich in [17]
und kann fiir den banachraumwertigen Fall mit dem einzigen Unterschied ibernommen
werden, dafl Betragstriche durch Normstriche ersetzt werden.

Lemma 2.1.11 st F' € h,(C4, X)), so gilt fir alle z € Cy die Abschitzung | F(z)|| <

C'Pllﬂl)ﬁpp, mit einer von F und z unabhdingigen Konstante C'. Insbesondere ist F fiir

alle a > 0 auf der um a nach rechts verschobenen abgeschlossenen Halbebene a + C.
beschrinki.
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Beweis Ist F' harmonisch in der rechten Halbebene, so besitzt F' die Mittelwertei-
genschaft und daher kann || F(z)||? unter Zuhilfenahme der Holderschen Ungleichung

abgeschiatzt werden durch

1P < (50) ([ 1P +re®)ds) < o [TIFG+reeds. (24)

T

Diese Abschatzung gilt fiir alle positiven r, welche kleiner sind als der Realteil von z,
da fur solche r der Kreis mit Radius r und Mittelpunkt z in der rechten Halbebene
enthalten ist. Sei 0 < s < Re(z). Die Ungleichung (2.4) wird nun auf beiden Seiten mit
r multipliziert und dann wird auf beiden Seiten das Integral beziiglich r in den Grenzen

0 bis s gebildet. Dann ergibt sich
SNFEI < [ [TIFG 4 et dod
2 4 ~ ) 27‘(‘ ) 4 re T
1

= — F Pd
37 o IF I du

1 Re(z)+s pIm(z)+s
< / /T IF(a + ib)||? dbda

% Re(z)—s m(z)—

S
p
< 2Py,

Wird diese Ungleichung nach ||F(z)| aufgelost und das Supremum iiber alle 0 < s <
Re(z) genommen, so ergibt sich die Behauptung mit der Konstante C' = (2)'/7. =

Fine Funktion g : @ — R, welche fiir alle z € @ und r > 0 mit K,(z) C Q der
Abschatzung

1 2m .
g(z) < %/0 glz +re?) do

gentigt, wird subharmonisch in Q genannt. Die Ungleichung (2.4) beweist das folgende
Lemma.

Lemma 2.1.12 st F' € h,(Cy, X), so ist die Funktion z — ||F(2)||P? subharmonisch
mn C+.

Lemma 2.1.13 (i) Fine Teilmenge M C Y eines BanachraumsY ist total in'Y, wenn
fir jedes lineare Funktional y* € Y™ aus yj, = 0 folgt y* = 0.

(i1) Die Menge {P, : z € C4} ist in jedem der Rdume L, fir 1 < ¢ < oo und Cj
total.

Beweis (i) Bewiesen wird die zu (i) aquivalente Aussage: Ist M nicht total in Y, so
gibt es ein nicht triviales lineares Funktional y* auf Y* mit yivr = 0. Sei also M nicht

total in ¥, d.h. esist Y # Lin(M). Betrachtet wird der Quotientenraum Y = Y/Lin(M)

mit der Norm |[g]| = inf _~|ly||. Dieser Raum ist nach [20] ein Banachraum und die

=
Quotientenabbildung @) : Y — Y. die jedem y € Y seine Restklasse y zuordnet, ist
stetig. Da M nicht total ist, ist Y nicht trivial. Nach dem Banachschen Fortsetzungssatz
gibt es demnach ein nicht triviales lineares Funktional z* auf Y. Durch y* = 2* 0 Q)

wird nun ein lineares Funktional mit den folgenden Eigenschaften auf YV definiert:
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(1) y* # 0, denn es gibt ein § € Y mit z*(y) # 0 und somit y*(y) = z*(y) # 0.
(2) y*|M =0, denn m € M impliziert m = 0 in Y und also y*(m) = 2*(0) = 0.

Das gesuchte lineare Funktional y ist somit gefunden.

(ii) Zum Beweis wird gezeigt, daB die Menge {P, : z € C,} die Voraussetzungen
aus (i) erfiillt. Sei zuerst 1 <g <ocound g € L, = L}. Ist 0 = (g, P.) = [20, P.(t)g(t) dt
fiir alle z € C,, so bedeutet dies, daB die Poisson Transformierte von ¢ trivial ist. Nach
Proposition 2.1.7 impliziert dies jedoch g = 0.

Ist o € Vi = CF und gilt 0 = (¢, P,y = [0 P.(t)dp(t), so bedeutet dies, daB die
Poisson-Stieltjes Transformierte von ¢ trivial ist und dies impliziert nach Proposition

2.1.7(iv) ¢ = 0. =

Nun sind wir in der Lage, den in der Einfithrung zu diesem Paragraphen angekiindig-
ten Satz zu beweisen. Im Beweis dieses Satzes wird zum ersten Mal deutlich, worin die
Starke der im ersten Kapitel vorgestellten Proposition 1.3.26 zur Konvergenz in V,(X)
und ihrer Folgerung 1.3.27 besteht.

Satz 2.1.14 Fssei F': C. — X eine in der rechten Halbebene harmonische Funktion.
F ist genau dann die Poisson-Stieltjes Transformierte einer Funktion ¢ € V,(X), falls
F € hy(Cy, X). In diesem Fall gilt ||9||v, = || F|x,. Die Poisson-Stieltjes Transforma-
lion

P Vy(X) = hy(Cq, X)

ist also ein isomelrischer Isomorphismus.

Beweis Ist ' = P¢ mit einem ¢ € V,(X), so wurde in Proposition 2.1.5 bereits
F € hy(Cy, X) und || Fy||n, < ||¢]lv, nachgewiesen.

Sei also F' € h,(C4, X). Fiir @ > 0 wird die um a nach links verschobene Funktion
G, : C4 — X betrachtet, d.h. Go(2) = F(a + z) (2 € C4). Diese Funktion ist offen-
sichtlich stetig in der abgeschlossenen rechten Halbebene und harmonisch in der offenen
rechten Halbebene. Nach Lemma 2.1.11 ist (G, zudem beschrinkt in C,. Aufgrund von
Proposition 2.1.9 148t sich G, folglich darstellen durch die Poisson Transformierte ihrer
Randfunktion, es gilt also fiir z € Cy

o0

Fla+z) = Ga(z) = / P,(1)Ga(it) dt.

—00

Da F stetig in der rechten Halbebene ist, existiert der Grenzwert lim, o F'(a+2z) = F(z)
auf der linken Seite dieser Gleichung fir jedes z in der rechten Halbebene. Wird dieses
Ergebnis mit der Aussage (ii) aus Lemma 2.1.13 kombiniert, so ergibt sich:

(1) {P.:z € Ci} ist total in Y.
(2) limyo [Z2, P.(1)G,(t)dt = F(2) fiir alle z € C;..

Dies sind genau die Voraussetzungen, die Folgerung 1.3.27 erfordert. Demnach existiert

ein ¢ € V,(X) so, daB fiir alle g € Y] gilt

/OO g(1)d(t) = lim [ g(t)Ga(t) dt.

—00 a—0 J_no
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Wird speziell g = P, gewahlt, so ergibt sich

/ T P()dé(t) = lim [ P(1)Ga(1)dl = F(2).

—00 a—=0 J_no

Somit erweist sich [ als Poisson Transformierte von ¢. Dartiberhinaus stellt Folgerung
1.3.27 die Abschéatzung HQDHVP < sup,so |G th < HFth sicher. =

Die néchste Folgerung klart die Frage, welche Bedingungen an X gestellt werden
miissen, damit jede Funktion F' € h,(C4, X) eine Randfunktion in L,(X) besitzt.

Folgerung 2.1.15 Sei 1 < p < co. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1) Die Poisson Transformation P : L,(X) = h,(Ci,X) ist ein isometrischer Iso-
p p +
morphismus, also insbesondere surjektiv.

(i1) Der Banachraum X besitzt die Radon-Nikodym Figenschaft.

Beweis Aufgrund von Proposition 1.3.33 bzw. 1.3.34 geniigt es zu zeigen, dafl (i)
dquivalent ist zu der Aussage, daB jede Funktion ¢ € V,(X) eine Radon-Nikodym
Ableitung in L,(X) besitzt. Zuerst gelte also (i) und es sei ¢ € V,(X). Dann ist
P € hy(X) nach Proposition 2.1.5. Folglich gibt es, da (i) vorausgesetzt ist, eine
Funktion f € L,(X) mit Pé = Pf. Betrachten wir fiir 2* € X* wieder die Radon-
Nikodym Ableitung g, von z* o ¢, so besagt die Rechenregel 1.3.9 fiir alle z € C,

o0

/Oo Put)goe (1) di = /m P.() d(z" o $)(1) :/ P.(1)(« o f)(t) dt

—00 — 00 —00

Da die Poisson Transformation injektiv ist, impliziert diese Gleichung g, = * o f und

fiir alle ¢ € R folgt

(a* / w) du) /gm Vdu = (%, 6(1)).

Folglich ist f € L,(X) die Radon-Nikodym Ableitung von ¢.

Umgekehrt besitze nun jedes ¢ € V,(X) eine Radon-Nikodym Ableitung f € L,(X).
Aus Satz 2.1.14 folgt, daB die Poisson Transformation isometrisch ist und es bleibt nur
noch die Surjektivitdt nachzuweisen. Sei also F' € h,(C,, X). Dann besitzt F' eine
Funktion der integrierten Randwerte ¢ € V,(X). Diese Funktion ¢ wiederum besitzt
eine Radon-Nikodym Ableitung f € L,(X). Ein weiteres Mal kommt die Rechenregel
1.3.9 zum Einsatz und fiir alle z € C folgt

Pe) = [ Pde) = [ P,

— 00 — 00

was nichts anderes als F' = P f bedeutet.
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Beispiel 2.1.16 Sei 1 < r < oo. Betrachtet werde die Abbildung F : Cy — L, die
jedem z aus der rechten Halbebene den Poisson Kern P, zuordnet. Im Beispiel 2.1.3
wurde bereits nachgerechnet, daB diese Funktion harmonisch in der rechten Halbebene
ist. Besitzt diese Funktion eine Randfunktion in V, fiir ein 1 < p < oco? Um diese
Frage zu beantworten, mufl zuallererst nachgepriift werden, ob die L,-Norm von F
entlang senkrechter Linien in der rechten Halbebene endlich ist. Dies ist jedoch nicht
der Fall, solange p < co. Denn es ist ||[F(a + ib)||z, = ||F(a)|r, fir alle a > 0, da
F(a + ib) durch Translation aus F(a) hervorgeht. Somit ist die Norm der Abbildung
F konstant auf senkrechten Linien, sie kann folglich entlang solcher Linien fiir p < oo
nicht p-integrierbar sein.

Aber es gilt natirlich HFa“Lm(LT) = ||F(a)||, ist endlich fiir alle a > 0. Um entschei-
den zu konnen, ob auch sup,s || Fa|| ., beschrankt ist, muB || F'(a)||z, genauer berechnet
werden. Es gilt

IF(a)]

1, = || Fa

L, = (/OO |a_1P1(t/a)|rdt)l/T =a” || P11,
wobei 1/r 4+ 1/s = 1. Das Supremum iber alle @ > 0 auf der rechten Seite dieser
Gleichung ist offensichtlich genau dann endlich, wenn s = oo, also r = 1.

Mit Satz 2.1.14 folgt aus den bisherigen Uberlegungen, daf die durch F(z) = P,
definierte Funktion F' : Cy — L, genau dann eine Randfunktion ¢ € V,(L,) besitzt,
wenn r = 1 und p = oo.

Wie sieht nun in diesem Fall die Randfunktion aus? Es ist die denkbar einfache
Funktion ¢ : R — L, die durch ¢(t) = x; gegeben ist. Dies verdeutlicht die folgende
Gleichung, welche nach Beispiel 1.3.8 richtig ist:

/ T P(1)dé(t) = P, = F(2).

Kehren wir noch einmal zum Fall r > 1 zurtick. Auch in diesem Fall ist die durch
¢(t) = x: definierte Funktion eine auf R definierte Abbildung, deren Werte im Raum L,
liegen. Offensichtlich ist aber ¢ nicht Lipschitz stetig. Denn sonst, so der Umkehrschlufl,
wire wieder F'(z) = [22 P.(t)d¢(t) und es wiirde sup, || F2|[1.(r,) < oo folgen, was
aber nicht der Fall ist. Trotzdem ist nicht alles verloren. Denn ¢ ist von beschrankter
s-Semivariation, wie in Beispiel 1.3.8 gezeigt wurde und wieder gilt fiir alle z € C, die

Darstellung P, = [Z2 P.(t) dx:.

Das obige Beispiel macht deutlich, dafi harmonische Funktionen existieren, deren
Funktion der Randwerte nicht von beschrankter p-Variation, wohl aber von beschrank-
ter p-Semivariation ist, was spéatestens seit Proposition 2.1.5 keine Uberraschung mehr
ist. Eine Charakterisierung solcher Funktionen gibt der folgende Satz.

Satz 2.1.17 Set 1 < p < oo und F: Cy — X sei eine auf der rechten Halbebene har-
monische Funktion. I ist genau dann Poisson-Stieltjes Transformation einer Funktion
¢ € PV,(X), falls

sup ||z* o F||p, < oo. (2.5)
.L‘*EU)(*

In diesem Fall ist ||¢||py, = supgep,., |27 0 Fl[x,.
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Beweis Sei zuerst F' = P¢ mit einem ¢ € PV,(X). Die Giiltigkeit von Gleichung (2.5)
sowie die Abschétzung sup,.cp ., |z*0 F||n, < ||¢]lv,, wurde bereits in Proposition 2.1.5
bewiesen.

Sei nun F': C; — X eine harmonische Funktion, welche die Bedingung (2.5) erfiillt
2* 0 F|[,. Dann ist fiir alle * € X* die Abbildung z* o F

eine skalarwertige harmonische Funktion mit ||z* o Fth < M||z*||. Es existiert dem-

und es sei M = sup,.cp,,

nach aufgrund der vorangegangenen Folgerung 2.1.15 eine eindeutig bestimmte Funktion

Jor € Ly mit || for L, < M||z*|| und

o0

@muw@)zf P()f()dl (2 €Cy).
Betrachtet werde nun der Operator S : X* — L,, der jedem z* € X* die Funktion der
Randwerte f,« von z* o F' zuordnet. Dieser Operator ist offensichtlich linear und die
Abschitzung || fox||z, < M ||z*|| besagt, daBl die Norm von S beschrankt ist durch M.
Also ist auch die Norm des zu S dualen Operators 5* : L, — X™* durch M beschrénkt.
Zudem gilt fiir alle z* € X* und alle z € C,

<ﬁygp4&2m=[zg@h@ﬁ=@1mm.

Demzufolge ist fiir alle z in der rechten Halbebene S*P, = F(z) € X. Da nach Lemma
2.1.13 die Menge {P, : z € C,} dicht in L, ist, nimmt S* folglich alle seine Werte in
X an. Nun kann der Reprisentationssatz 1.3.5 angewandt werden. Dieser sichert die
Existenz einer repriasentierenden Funktion ¢ € PV,(X) von S* mit ||| py, = ||S*]| < M
und es folgt

o0

F(z)= 5P = [ P.()dst) (s €Cy).

— 00

Die Félle p = co und p = 1 wurden im soeben bewiesenen Satz absichtlich ausge-
spart, jedoch aus unterschiedlichen Griinden. Ist p = oo, so stimmen die Funktionen
von beschréankter p-Variation und diejenigen von beschrankter p-Semivariation {iberein.
Somit gilt der eben bewiesene Satz auch fiir p = oo, er liefert jedoch gegeniiber Satz
2.1.14 keine neuen Informationen.

Anders liegt die Sache im Fall p = 1. Hier wird die Aussage des Satzes falsch, wie
das unten ausgefithrte Beispiel 2.1.19 belegt. In diesem Fall gilt jedoch die folgende
Aussage.

Proposition 2.1.18 Sei F': C, — X eine harmonische Funktion. Es gilt

sup ||z o Fllp, < oo
x*EUX*

genau dann, wenn ein stetiger Operator T : Co — X existiert mit

P(z)=T(P) (z€Cy).
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Beweis Sei zuerst sup,.cp,, [[#% 0 Flls, < oo. Dann existiert nach Satz 2.1.14 fiir
jedes z* € X* eine eindeutig bestimmte Funktion ¢ « € Vi mit ||§|[.+ = ||z* o F||5, und
x*o F = 73(:6* 0 ¢). Somit ist der durch Sz* = ¢,+ definierte Operator S : X* — V;
beschréankt. Sei T' die Einschrankung des zu S dualen Operators 5* : C5* = V|* — X**
auf Cy. Dann gilt fiir alle z € C; und z* € X*

(& TP) = (8", P.) = [ Pt)dun(t) = (", F(2))

Folglich ist TP, = F(z) und insbesondere folgt TP, € X. Da die Menge {P, : z € C,}
nach Lemma 2.1.13 total in Cy ist, nimmt der Operator seine Werte in X an, d.h.
T:Co— X mit TP, = F(z) ist der gesuchte Operator.

Sei umgekehrt ein Operator T': Cy — X gegeben mit F(z) = TP, (z € Cy). Ist
z* € X*, so kann T*x* € Cy mit einer Funktion ¢ € V] identifiziert werden und es gilt
|¥|lvi = [|T*2*||cx. Zudem besagt Lemma 1.3.21

(T, 1) < [ 1] aVary(t) — (f € Co).

Es ergibt sich folglich mit Proposition 2.1.5

o0

|z o F|ln, = sup (2", T Pyyip)| db

a>0 J—00

= sup (T*x*, Pyyip)| db
a>0 J—00

< sup / / Poyin(t) dVary(t) db
a>0 J—o0 J—00

= sup [ P,Vary(b)db
a>0 J =00

< [[PVary][s,

< [[Vary|v,

< [I7ll="]-

Die soeben bewiesene Proposition reduziert die Frage nach der Existenz einer Funk-
tion der integrierten Randwerte ¢ € PV;(X) fiir F auf die Frage nach der Existenz einer
reprasentierenden Funktion ¢ € PVi(X) fir den Operator T'. Eine genauere Untersu-
chung dieser Frage findet sich in [39].

Abgeschlossen wird dieser Paragraph mit dem angekiindigten Beispiel einer harmo-
nischen Funktion F': Cy — X mit sup,«cp,,
der integrierten Randwerte in PV;(X) besitzt.

z* o F|[n, < oo, welche keine Funktion

Beispiel 2.1.19 Der zugrunde liegende Banachraum ist ¢ und F' : C. — ¢ sei
definiert durch F(z), = P,(1/n) — P,(—1/n), wobei F(z), die Projektion von F(z)
auf die n-te Komponente bedeutet. Jede der Funktionen z +— F(z), ist harmonisch
in C; und somit ist F' schwach harmonisch in C,. Mit Folgerung 1.4.17 folgt daher,
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daBl F': C; — X harmonisch ist. Auflerdem gilt F(z) = TP, fir alle z € C,, wobei
T : Cy — ¢y definiert ist durch

(Tf)n=f(1/n) = f(=1/n)  (n €N).

Doch wie in Beispiel 1.3.14 kann gezeigt werden, dafl T" keine reprasentierende Funktion

¢ € PVi(X) besitzt. Somit kann keine Funktion ¢ € PVi(X) existieren mit F = Po.

2.1.3 Inversion der Operatoren P, in L,(X)

Im folgenden bezeichnet Y,(X) wieder den Raum L,(X), falls 1 < p < oo und den
Raum Cy(X), falls p = co. Sei @ > 0 und ¢g € Y,(X). In diesem Paragraphen werden
Bedingungen an g gesucht, welche hinreichend und notwendig fiir die Existenz eines F' €
hy(Cyt, X) mit F(a+ 1b) = g(b) (—oo < b < oo) sind. Eine dquivalente Formulierung
dieser Fragestellung ist schnell ausgemacht. Denn existiert ein solches F', so besitzt F
nach Satz 2.1.14 eine integrierte Randfunktion ¢ € V,(X) und es gilt fiir alle b € R

o0

g(b) = F(a+ib) = / Pu(b— 1) dé(t) = Pad(b).
Umgekehrt folgt aus der Existenz eines ¢ € V,(X) mit g = P.¢ die Existenz eines
F € hy(X) mit g(b) = F(a + 1b). Die oben gestellte Frage ist demnach dquivalent zu
der Frage, welche Bedingungen an ¢ hinreichend und notwendig dafiir sind, daf} ein
¢ € V,(X) existiert mit g = P

Bevor solche Bedingungen gesucht werden, ist es sinnvoll, nach einer Inversions-
formel fir den Operator P, : Y,(X) — Y,(X) zu suchen. Die folgenden Uberlegungen
deuten an, wie eine solche Inversionsformel gefunden werden kann.

Wir betrachten die Familie (P,)q.50 von Operatoren auf Y,(X), wobei Py = Id
gesetzt wird. In Lemma 2.1.10 und Proposition 2.1.7 (ii) wurde gezeigt, daff diese
Operatorfamilie die folgenden Eigenschaften besitzt:

(1) Fir ar,az > 0und f € Y,(X) gilt Po,Payf = Pay ¥ Puy % [ = Paygar ¥ f = Paytanf
und folglich Py, Pa, = Paytas-

(2) Firallea > 0 und f € Y,(X) gilt lim,—0 Pof = f, d.h. die Abbildung, die jedem
a > 0 den Operator P, zuordnet, ist stark stetig im Punkt 0.

Die Punkte (1) und (2) besagen, daBi (P,),>0 eine Cy-Halbgruppe von Operatoren in
Y,(X) ist. Diese Halbgruppe wird im weiteren Poisson Halbgruppe genannt. Als Cy-
Halbgruppe besitzt sie einen Erzeuger A : D(A) — Y,(X), D(A) C Y,(X). LaBit man
formale Bedenken beiseite, so kann P, mit e?? identifiziert werden und entsprechend
invertiert ¢e=*4 den Operator P, = e*4. Wir versuchen deshalb, dem Ausdruck e=%4
einen Sinn zugeben. Ist z eine komplexe Zahl, so gilt die Formel

Jim (1) e =1

Wird in dieser Formel A anstelle von z und P, anstelle von e** geschrieben, so ergibt

sich die folgende Aussage.
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Proposition 2.1.20 Sei f € Y,(X). Dann ist P,f € D(A™) fir alle n € N und es
gilt

lim (1 - %)"Paf = f. (2.6)

n—oo

Wie iblich ist diese Konvergenz zu verstehen beziiglich der Norm in Y,(X).

Der Beweis dieser Proposition wird in mehrere Schritte aufgeteilt. Zuerst wird der
Erzeuger A der Poisson Halbgruppe néher bestimmt. Es sei daran erinnert (siehe Seite
74), daB fiir den Erzeuger B einer Cy-Halbgruppe (T'(1))¢>0 von Operatoren in einem
Banachraum Y gilt

D(B) = {yeY: ]?i_%lt_l(T(t)y — y) existiert} und
By = limt™(T(t)y —y) fiir y € D(A).

t—=0

Zur Bestimmung des Erzeugers A der Poisson Halbgruppe wird fiir jedes a > 0 die
Funktion R, : R — R definiert durch

1 2 —da?
Ral) = St ae

Mit dieser Festsetzung gilt namlich:

Proposition 2.1.21 Flir jedes a >0, f € Y,(X) und n € N ist P,f € D(A") und es
qgilt
Anlpaf = Ra/n Kook Ra/n *f (27>

n

Beweis Zunachst wird der Nachweis fiir n = 1 gefiihrt. Es ist also zu zeigen, daf} fir
alle a > 0 und f € Y,(X) der Grenzwert limy,_q h_l(Ph’Paf —P.f) beztiglich der Norm
in Y,(X) existiert und mit R, # f tibereinstimmt. Es ist

W (PiPuf = Paf) = h™" (Pan — Pa) % f.

Demnach gentigt es

lim h™"(Poyr — P.) = R, (2.8)

h—0

in der Norm in L; nachzuweisen. In jedem Fall gilt fiir alle £ € R

lim h=2 Py (1) — Py(1) = -1 ¢

h—0 da 712+ a2

= Ra(1)
und folglich . .
P.(t) :/0 Ru(t) du = (/0 Rodu) (1),

wobei das Integral [ R, du ein Bochner Integral in L; ist. Somit ist

< sup ||Ry— Rallz,-
a<lu<la+h

a+h
107 (Pasn = Pa) = Ralley = |27 [ R = Radu

Iy



2.1. HARDYRAUME HARMONISCHER FUNKTIONEN 99

Doch mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt limp,_osup, ,coqn | Ry —
Ry||z, = 0 und die Gleichung (2.8) ist bewiesen.

Die Behauptung ist also fiir n = 1 nachgewiesen. Ist nun n > 1, so folgt die Behaup-
tung mit einem Induktionsargument. Denn angenommen P, f liegt im Definitionsbereich

von A"! und fiir A”7'f gilt die Formel (2.7). Dann ist

AP, = An_IAlpa/nPQ(l—l/n)f
= An_lRa/n * Pa(l—l/n) x f
= An_lpa(l_l/n) * Ry * f
= Ry %Ry *Rypn * f.

n—1

Ein erster Schritt auf dem Weg zum Beweis der Inversionsformel (2.6) ist nun ge-
macht. Denn ist @ > 0 gegeben, so ist nun bekannt, daf§ P, f fiir alle natiirlichen Zahlen
n im Definitionsbereich von A" liegt. Desweiteren kann (1— %)”’Paf wie folgt berechnet
werden.

a a

gRa/n> ok (P — ERQ/H) *f.

n

=P = (1= ) P = (P -

Hier wurde ausgenutzt, daB A mit Pa vertauschbar ist (siehe z.B. [18]). Wird nun
€an € Ly definiert durch

a a

€an = (Pa/n - gRa/n) ook (Pa/n -

n

so 1aBt sich (1 — %)”’Paf einfacher schreiben als

(1 — %)nlpaf = €q,n ¥ f

Der Beweis von Proposition 2.1.20 ist somit reduziert auf den Beweis, daf} fiir alle
f € Ly,(X) gilt
lim eg % f=f

n—00

in der Norm in Y,(X). Der Schlissel zu diesem Beweis ist das folgende Lemma. In

diesem Lemma bezeichnet g die Fourier Transformierte von ¢ fir ¢ € Ly, d.h. fiir
s € R ist g(s) definiert durch

g(s) = / e~ g(t) di.
Wir werden anstelle von g auch die Schreibweise Fg fiir die Fourier Transformierte von

g benutzen.

Lemma 2.1.22 Sei (¢,) eine Folge in Ly, welche die folgenden Bedingungen erfilll:
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(1> SUPpeN ”e”HLl < 0.
(i1) Fir alle s € R gilt lim, . €,(s) = 1.

Dann gilt fir alle f € Cy und alle s € R

nlggo en* f(s) = f(s).

Beweis Der Beweis greift auf folgende Eigenschaften der Fourier Transformation
zuriick:

(1) Die Fourier Transformation ist ein beschrankter Operator von L; nach Cy mit
Norm Eins. Die Norm der Fourier Transformation sowie die Tatsache, daff die
Fourier Transformierte einer L;-Funktion stetig ist, sind leicht nachzurechnen.
Daf} die Fourier Transformierte einer I;-Funktion im Unendlichen verschwindet,
ist die Aussage des Riemann-Lebesgue Lemmas.

(2) Sind f,g € Ly, so ist die Fourier Transformierte der Faltung von f und g das
Produkt der Fourier Transformierten von f und g, d.h. fxg= f-gq.

(3) Ist g € CoN Ly und gilt zudem g € Ly, so laBt sich g durch die Formel

" or

1oy,
g(1) / €G(s)ds  (—oo <t < o)
aus der Fourier Transformierten von ¢ zuriickgewinnen.
(4) Die Menge {g € CoN Ly : g € L1} ist eine dichte Teilmenge von Cj.

Zum Beweis der Eigenschaften (1)-(3) sei auf [35] verwiesen. Die Eigenschaft (4) folgt
aus der Tatsache, daBl die Menge der Poisson Kerne {P, : z € C} C CyN Ly laut Lemma
2.1.13 total in Cj ist und fiir alle z € Cy liegt P, in L;.

Nun zum eigentlichen Beweis. Sei zuerst f € Cy N L1 eine Funktion mit f c I,.
Dann ist auch e, x f € Cy N L. AuBlerdem ist

~

en * [(s) = €(s)f(s)

und da e, beschrankt und f absolut integrierbar ist, folgt en/*\f € Ly. Somit kann auf
ey * [ die Inversionsformel (3) fiir die Fourier Transformation angewendet werden und
es ergibt sich

1 oo . 1 oo R
enr [(0) = 5 [ emew f(s)ds = 5 [ ema(s)f(s) d.
Sei sup, oy ||€n||n, = M. Nach Voraussetzung ist M < oo und also gilt sup o |[€n|[ec <
M < oo wegen der Eigenschaft (1) der Fourier Transformation. Jede der Funktionen
gn(s) = €€,(s)f(s) wird also dominiert durch die Funktion h = M|f| und diese
Funktion liegt in L; nach Voraussetzung. Zudem konvergiert die Folge (g, ) punktweise
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gegen g(s) = e”sf(s) fiir n — oo, da lim, 0 €,(s) = 1 fiir alle s € R vorausgesetzt ist.
Der Satz von der dominierten Konvergenz liefert also

1 0 N 1 [ole] e T
lim e, * f(t) = lim —/Ooe”sen(s)f(s) ds = —/OoeZ f(s)ds = f(1).

n—00 n—o00 2 J_ 2w J-

In dieser Gleichungskette ist das letzte Gleichheitszeichen wiederum durch die Inversi-
onsformel (3) gerechtfertigt. Die Behauptung ist somit bewiesen fiir alle f € Cy N Ly,
deren Fourier Transformierte in Iy liegt.

Sei nun f € Cy beliebig und ¢t € R. Dann gibt es aufgrund von (4) eine Folge (f%)
von Funktionen fi € Co N Ly mit f, € Ly, welche gleichmiBig gegen f konvergiert. Sei
¢ > 0. Dann wird £ € N gewahlt mit || f — fi|le < m
ng € N so, daB fur alle n > ng gilt |e, * fu(t) — fe(t)] < 5+ Also ist fiir n > ng

len* f(1) = F()] < lenx (1) —en* fu(8)] + [en* fi(t) = fu(@)| + [ fe(t) = f(1)]
< (M AV = falloo + len * fu(t) = fu(t)] < e

Dies beweist fiir jedes f € Cy und ¢t € R die Konvergenz von e, * f(t) gegen f(t) fur

n — O0. =

Zu diesem k gibt es nun ein

Aus diesem Lemma ergibt sich nun die fiir den Beweis von Proposition 2.1.20 ent-

scheidende Folgerung.

Folgerung 2.1.23 Sei (e,) eine Folge positiver Funktionen in Ly und fir alle s € R
gelte limy, o €,(s) = 1. Dann gilt fir alle f € Y,(X)

e s =
in der Norm in Yp(X)

Beweis Ist (¢,) eine Folge positiver Funktionen in Ly, so gilt

leallss = [ en(t)dt = 2,(0).

Wegen lim,, . €,(0) = 1 ist die Folge (€,(0)) beschrankt und also ist (e,
beschrankte Folge. Da zudem fiir alle s € R vorausgesetzt ist lim,, o0 €,(s) = 1, erfiillt
die Folge (e,) die Voraussetzungen von Lemma 2.1.22.

Sei f € Y,(X). Um den Nachweis lim,, s« €, * f = f zu fihren, muB lim,_ ||e, *
I — fllv, = 0 bewiesen werden. Eine erste Abschétzung fiir ||e, * f — f]|y, ergibt sich
wie folgt aufgrund der Positivitat der e,:

lewr s = Ay, < || [ entw)T@)r = pydu], +| [~ entwyrdu= g,
< [T etlT@s =1y, du+\/ () du = 1]l

Der zweite Summand im letzten Term dieser Ungleichungskette macht keine Schwierig-

) eine in Ly

keiten, denn es ist

‘/ (w)du = 1[|[ £z, = [€x(0) = 1]]| Iz,



102 KAPITEL 2. HOLOMORPHIE UND LAPLACE TRANSFORMATION

und wegen lim, . €,(0) = 1 konvergiert dieser Ausdruck gegen Null fiir n — oc. Der
Nachweis, daf auch der erste Summand

| ealwlIT(w)f = s, du (29)

gegen Null konvergiert, wird nun gefiihrt.

Die Funktion g : R — R sei definiert durch g(u) = ||T(—=u)f — fllv, — 2||fllv,-
Zunichst wird ¢ € Cy nachgewiesen. Dazu muB die Existenz und die Ubereinstim-
mung der Grenzwerte lim, . g(u) und lim,_,_., g(u) gezeigt werden. In der Tat gilt
limyy oo | T(w) f = flly, = 2||f||y,- Das ist folgendermaBen einzusehen: Sei ¢ > 0. Dann
gibt es vg > 0 so, daB fiir alle v mit v > vy gilt

IXt=cot v, 2 I fllv, =& undiXt—ve01 flly, 2 1 Flly, — e

Somit ergeben sich die folgenden Abschéatzungen:

1T (20)X[=v,00)f = X(=oom) [y, = 1T (20)X[2v,00) [l 2, + X (=000) F |7,
- HX[—’U,oo)fHLp + HX(—oo,v)fHYp 2 QHfHYp - 267

da die Tréger der Funktionen T'(2v)X[—v,c0)f Und X(—co,yf disjunkt sind. Weiter gilt

IT(20)X(=c0,-0)f = Xweor [ v, = IX(=c0im0) Iz, + X o) fly, = 2e.
Aus diesen Abschétzungen ersieht man die folgende Ungleichungskette:
IT20)f = v,

> T (20)X[=v,00) ] = X[=oow) [y, = IT(20)X (=o0,—0).f = X[v,00) [ |1,
> 2| flly, —2e — 2 =2||f]ly, — 4e.

Fir v > vg ist demnach 2||f|ly, — [|T'(v)f — flly, < 4e. Da in jedem Fall

1T ()] = Fllv, <T@y, + 11 £, = 2l 1y,

gilt, ist die Konvergenz lim,_,o, ||T'(u)f — f|lv, = 2||f|ly, somit erwiesen. Der Beweis
der Aussage limy_,_o || T(uw) f — flly, = 2||f|ly, verlauft vollig analog.

Auf die Funktion g kann nun das Lemma 2.1.22 angewendet werden, es gilt folglich
limy, o0 €5 % g(0) = ¢(0) = =2|| f||z,. Somit ergibt sich

[ee]

Jim [ ea()(T(w)] = s, du
= lim [ en(@)((T@)f =, =20 r,) du+ lim [ en(w)20|f]lr, du

= dim [ en(wlg(—u)du+2 Jim €. (0)]/]1,

n—00 J_ oo

= lim e, * g(0) + 2| f|ly, = 0.

n—00

Das beweist die Konvergenz des Ausdrucks (2.9) gegen Null fiir n — oo.
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Beweis (von Proposition 2.1.20) Sei a > 0. Der Beweis von Proposition 2.1.20 ist
nach den bisherigen Uberlegungen reduziert auf den Nachweis, daB die Folge (e,.,)
die Voraussetzungen der vorangegangenen Folgerung 2.1.23 erfiillt. Die Positivitat der
Funktionen e, , ist wie folgt einzusehen: Es ist

a a

€an = (Pa/n - ERa/n) *oeeex (Pa/n - ERa/n) .

n

Da das Faltungsprodukt zweier positiver Funktionen positiv ist, geniigt demnach der
Nachweis der Positivitdt von P/, — ~R,/,. Diese Positivitdt wird durch die folgende
einfache Rechnung bestéatigt. Sei ¢ € R, dann gilt

a/n _a 2 — (a/n)?
24 (afn)?  n(*+(a/n)?)?
th + (a/n)* — (t* = (a/n)?)
n (2 + (a/n)?)?

a 2(a/n)?

T W@ (S

a
Pan(t) = =Rupall) =

Als néchstes gilt es limy, o0 €4,,(s) = 0 fur alle s € R nachzuweisen. Da die Fourier
Transformation der Faltung zweier Funktionen das Produkt der Fourier Transformierten
dieser Funktionen ist, gilt

a

Ean(s) = F(Pupn — 51%&/71)”(3) (—oo < 5 < 00).

Zur Berechnung der Fourier Transformierten von F,,, und R,,, werden verschiedene
Rechenregeln fiir die Fourier und die Hilbert Transformation benétigt, die in [11] zu

finden sind: Sei A € L; und s € R.
(1) Tst b > 0 und hy(t) = h(bt), so gilt Fhy(s) = b= Fh(s/b).
(2) Sei h differenzierbar und es gelte h' € Ly. Dann ist Fh'(s) = isFh(s).

(3) Es bezeichne Hh die Hilbert Transformierte von h, d.h. fir fast alle ¢ € R ist
HA(t) = lims—o Jiuss A=) qy. Dann ist FHh(s) = —isgn(s)Fh(s).

u

(4) Ist b > 0, so gilt Hhy(t) = (Hh)s(1).
Desweiteren ist bekannt (siehe wieder [11])

t

FPi(s) = e |l und HP(t) = i

(—o0 < 8,1 < 00).

Die Fourier Transformierte von F,/, ergibt sich nun sehr einfach wegen Pa/n(t) =
2Py (%) aus (1)

a

Py LPR() - ot o
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Die Ableitung der Funktion Q,(1) = = hat die Gestalt

, a’—1*
Q,(t) = (ETDE —R,4(1)

und aus @Q,(t) = %Ql(t/a) sowie P,(t) = %Pl(t/a) ergibt sich mit (3) und (4)
Hpa(t) = Qa(t)
Somit folgt

FRan(s) = F(=Ql)(s) = =isFQup(s)
= IS HP(s) = (—is)(—isgn(s)) F Pajals) = —lsle 5

Zusammen mit Gleichung (2.10) zeigt sich schlieBlich
a n _a a _a n a,|8| no_
F a,mn =F Pa n — _Ra n = "|S| _ n|5| = (1 - alel
on() = F(Popn = —Rapa) "(s) = (75014 ~JsfemP) " = (14 =25)"
und also folgt lim, e €,,(s) = 1. =

An dieser Stelle scheint es angebracht, noch einmal zu rekapitulieren, was bewiesen
wurde. Sei f € Y,(X) und es sei g = P, f. Dann ist g € D(A") fiir alle n € N und es
gilt

aAyn
(1-=)"g="r (2.11)

n

lim
n—oo
Diese Formel sieht zwar schon aus, aber sie taugt nicht viel. Denn angenommen, es ist

ein g € Y,(X) gegeben, von dem bekannt ist, daBl ein f € Y,(X) existiert mit g = P, f

und mit Hilfe der Inversionsformel (2.11) soll f bestimmt werden. Dann muf (1 — %) ng

fir alle n € N berechnet werden. Doch zur Berechnung von A"¢ ist es notwendig die
Funktion f zu kennen, welche ja erst bestimmt werden soll.

Dieses Problem kann folgendermaflen umgangen werden. Sei wieder g = P, f mit
[ € Y,(X). Dann wird zuerst h = P,g betrachtet. Wegen h = P, P, f = Pa.f kann f

auch aus h mit der Inversionsformel 2.11

lim ( —@)”hzf

n—oo n

n
2“’4) h kann nun aus g errechnet werden, ohne Kenntnis

bestimmt werden. Doch (1 —
von der Funktion f zu besitzen, denn es gilt

(1 _ %)”h — (1 _ @)"73:/”9 — (Pa/n — %Ra/n) ko k (Pa/n — %Ra/n) *g.

n n

n

Soeben wurde also bewiesen:
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Folgerung 2.1.24 Sei f € Y,(X). Dann gilt

%Ra/n> * ok (Pa/n —

n

lim (Pajn — 277—“

n—oo

Ra/n) *Pof = [

und diese Konvergenz ist zu verstehen in der Norm in Y,(X).

Aus Proposition 2.1.20 folgt, dafl die Operatoren P, : Y, — Y, allesamt injektiv sind
und hieraus ergibt sich unmittelbar eine weitere Folgerung, die im nachsten Paragraphen
von Bedeutung sein wird.

Folgerung 2.1.25 Sei a > 0. Dann ist die Menge { P, : —00 < b < oo} total in'Y),.

Beweis Der Beweis wird mit Hilfe von Lemma 2.1.13 (i) gefiihrt. Sei g € L, C Y*
und es gelte [2 P,iin(t)g(t) dt = 0 fiir alle b € R. Dann ist P, * ¢ = 0 und also folgt
fir alle f €Y,

/ g(t)f(=t)dt = g= f(0) = nh_glo €an* Pyx(g* f)(0) = nh_}rgo €an* (Pyxg)* f(0) = 0.
Hier wurde ausgenutzt, daB fir alle ¢ € L, und f € Y, gilt g * f € Cy (siehe z.B. [11])
und somit kann auf g+ f das Lemma 2.1.22 angewendet werden, da die Folge (e,,,) den
Voraussetzungen dieses Lemmas gentigt. Insgesamt folgt g = 0. =

2.1.4 Eine Charakterisierung der Raume h,(X)

Nun wird die Frage beantwortet, die anfangs des letzten Paragraphen gestellt wurde:
Sei a > 0. Welche Bedingungen an eine Funktion ¢ € L,(X) sind hinreichend und
notwendig fir die Existenz eines F' € h,(Cy, X) mit F'(a+ib) = g(b) fiir —co < b < 007
Sei d, , definiert durch

Mit dieser Bezeichnung lautet die Antwort auf die oben gestellt Frage wie folgt:

Satz 2.1.26 Seia > 0 und g € L,(X). Genau dann ezistiert ein F' € h,(C4, X) mil
g(b) = F(a+1b) fiir —oo < b < oo, falls

sup ||don * gz, < oo. (2.12)
neN

In diesem Fall ist | F||, = sup,en ||dan * 91, -



106 KAPITEL 2. HOLOMORPHIE UND LAPLACE TRANSFORMATION

Beweis Zuerst wird angenommen, daB ein F' € h,(C,, X) existiert mit g = F,. Dann
gilt fur alle a; > 0
P,*xg=P, «F,=F, ., =P, xF,,.

Da d, , * P, mit e, , iibereinstimmt, gilt wegen ||e, |7, <1
[dan* Poy % gz, = ||da, % Pt Foi|ln, = [l€an * Fu ||z, <|Fa, L,
Somit ergibt sich fiir alle n € N wegen d,,, € Ly und lim,, 40 Py, g =g

o 9l = 1 ldus * Pay % glls, < [ Fll,

Sei nun umgekehrt g € L,(X) mit sup,cn ||dan * ¢]|1, = M < oco. Fiir alle b, € R
gilt
/_ Powsis(1)(dom % g)(1)dt = Py dyp # g(b) = / (dum * Poa)(t)g(b — 1) dt.

— 00

Wegen Py, = P, P, und P, € Y, folgt mit der Umkehrformel 2.1.24
lim d,, * Py, = P,
n—00

und diese Konvergenz erfolgt in der L,-Norm. Somit ergibt sich

o0 o0

Tim [ Poo(t)(dan+ g)(1) di = / Pa(D)g(b— 1) dt = P, % g(b). (2.13)
Zudem ist nach Folgerung 2.1.25 die Menge { Py,4i5 : —00 < b < oo} total in Y, und die
Folge d, ,*g ist nach Voraussetzung beschrankt in Y, durch M. Also kann die Folgerung
1.3.27 auf die Folge (d, , * g) angewendet werden. Demnach existiert ein ¢ € V,(X) mit
| éllv, < M derart, daf fiir alle h € Y, gilt

o0

lim [ () (dan * g)(8) dt = /_Z h(t) dé(t).

n—00 J_ oo

Wird speziell b = P, gewéhlt, so folgt mit Gleichung (2.13)

o0 o0

P.g(b) = lim Payin(t)(dan % g) (1) dt = Paayin(1) dp(t) = Pa Pac(b).

n—oo —00 —00

Hieraus ergibt sich wegen der Injektivitat des Operators P, die Gleichung g = P.é und
somit ist F' = P¢ die gesuchte h,(C., X)-Funktion. =

Die Aussage des vorangegangenen Satzes kann unter der zusatzlichen Bedingung in
X, die Radon-Nikodym Eigenschaft zu besitzen, verscharft werden. Es gilt namlich:

Folgerung 2.1.27 Sei a > 0 und 1 < p < oo. Fir einen Banachraum X sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Zu jedem g € L,(X) mit sup, ey ||dapn * ||z, < oo existiert ein f € L,(X) mit
9= ,Paf-
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(i1) Der Banachraum X besitzt die Radon-Nikodym Figenschaft.

Beweis Wie im Beweis von Folgerung 2.1.15 wird auch hier gezeigt, daf (i) 4quivalent
ist zur Existenz einer Radon-Nikodym Ableitung fiir jedes ¢ € V,(X). Es gelte also (i)
und es sei ¢ € V,(X). Dann erfillt P.¢ die Bedingung (2.12). Folglich existiert ein
feL,(X)mitP,f = P.é und dies impliziert, daB f eine Radon-Nikodym Ableitung
von ¢ ist.

Umgekehrt besitze jedes ¢ € V,(X) eine Radon-Nikodym Ableitung f € L,(X).
Ist nun g € L,(X) eine Funktion, welche die Bedingung (2.12) erfiillt, so gibt es nach
Satz 2.1.26 und Satz 2.1.14 ein ¢ € V,(X) mit g = P,b. Wegen der Rechenregel 1.3.9
impliziert dies g = P, f, wobei f die nach Voraussetzung existierende Radon-Nikodym

Ableitung von ¢ ist. =

Die ,,schwache Version“ des oben bewiesenen Satzes 2.1.26 lautet:
Satz 2.1.28 Seil <p<oo,a >0 und g: R — X sei mefibar. Dann sind dquivalent:
(i) Fir alle z* € X* ist 2* 0 g € L, und es gill

M =sup sup |[dypn * (270 g)|1, < co.
neEN z*€Ux *

(ii) Es existiert eine harmonische Funktion F : Cy — X mil

M = sup ||z" o Fl, < oo

€U x
und fiir alle b € R gilt F'(a + 1b) = g(b).

Beweis Der Beweis verlauft nach demselben Muster wie der Beweis von Satz 2.1.17.
Zuerst gelte (). Dann existiert nach Folgerung 2.1.27 fiir jedes z* € X* eine eindeutig
bestimmte Funktion fy. € L, mit || fox ||z, < M||2*|| und

z” 0g= Pafx*-

Der Operator S : X* — L, sei definiert durch Sz* = f,+. Dieser Operator ist linear
und seine Norm ist durch M beschrankt. Folglich 1aBt sich auch die Norm des zu S
dualen Operators 5™ : L, — X™ abschédtzen durch M. Auflerdem gilt fiir alle z* € X~
und b € R

(27, 5" Pagn) = (527, Pagn) = /_o:o Payin(t) foe () dt = Po foe (b) = (27, (b))

Folglich gilt S*P,1is = ¢g(b) und insbesondere liegt S* P, 4 in X. Da die Menge { Pyt :
—00 < b < oo} dichtin L, ist, bleibt dem Operator S* nichts anderes {ibrig, als alle seine
Werte in X' anzunehmen. Nach Proposition 1.3.5 existiert nun eine reprasentierende

Funktion ¢ € PV,(X) von S* mit ||| py, = ||S*|]| £ M und fiir alle b € R folgt
| Pt dolt) = S Pogin = g(b).

Setzen wir also F' = P, so erfiillt F die Bedingung (ii).
Wird (ii) vorausgesetzt, so folgt (i) direkt aus Satz 2.1.26, indem fiir jedes z* € X*

die Funktion z* o g betrachtet wird. =
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2.1.5 Hardyridume holomorpher Funktionen und die komplexe
Laplace Transformation

Jede holomorphe Funktion F': Cy — X mit

sup HFa”Lp < 00
a>0

liegt im Raum h,(Cy4, X), da holomorphe Funktionen harmonisch sind. Der Teilraum
der holomorphen Funktionen in h,(C;, X) wird mit H,(C, X) bezeichnet und die
Raume H,(Cy4,X) werden Hardyrdume holomorpher Funktionen genannt. Der Satz
2.1.14 besagt, daB h,(C;,X) durch die Poisson-Stieltjes Transformation mit V,(X)
identifiziert werden kann. Folglich kann H,(Cj, X) mit einem Teilraum von V,(X)
identifiziert werden. Eine erste Charakterisierung dieses Teilraums fiir 1 < p < 2 gibt
die folgende Proposition 2.1.29. Spéter (siehe Proposition 2.2.20) wird eine zweite Cha-
rakterisierung dieses Teilraums gegeben. Beide Resultate beruhen auf den entsprechen-
den skalarwertige Ergebnissen. In der folgenden Proposition ist dieses skalarwertige
Ergebnis eine Variante des Satzes von Paley-Wiener (siehe [17]).

Proposition 2.1.29 Sei 1 < p <2 und ¢ € V,(X). Dann sind dquivalent:
() o € m,(Cy, X).

(i1) Fir jedes * € X* gilt fir fast alle s <0
N

lim et d(z* 0 $)(1) = 0.

N=oo J_N

Beweis Die angesprochene Variante des Satzes von Paley und Wiener besagt, daf fiir
f € L, die Aussagen
PJ e Hy)(Cy)

und

N
lim e f(t)dt =0 fiir fast alle s < 0
N—=oo J_N

aquivalent sind. Fiir 2* € X* bezeichne wieder f,« € L, die Radon-Nikodym Ableitung
von z* o ¢. Dann ergibt sich die folgende Kette dquivalenter Aussagen:

P¢ € Hy(Cy, X)

7599 ist holomorph in Cy

ﬁ@ ist schwach holomorph in C,

Fir alle z* € X* ist P fz« holomorph in Cy

Fir jedes z* € X~ gilt fir fast alle s < 0: limpy_ 0o fiVN e fox(t)dl = 0
Fiir jedes z* € X* gilt fiir fast alle s < 0: limy 00 fiVN e~td(z* 0 g)(1) =0

S R R

Im Zusammenhang mit der Untersuchung von L,-Fliissen ist die Frage von Interesse,
wann eine gegebene holomorphe Funktion F': C; — X die komplexe Laplace Trans-
formierte einer Funktion f : (0,00) — X ist. Ist 1 < ¢ < 2 und werden zusitzliche
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Bedingungen an den Banachraum X gestellt, so existiert fiir jedes F' € H,(C4, X) eine
Funktion f € L,(X) derart, daB F die komplexe Laplace Transformierte von f ist. Dies
ist die Aussage der weiter unten folgenden Proposition 2.1.30. Zum Beweis dieser Pro-
position werden einige Ergebnisse iiber die banachraumwertige Fourier Transformation
bendtigt, die als nachstes vorgestellt werden.

Die Fourier Transformierte F f einer Funktion f € Li(R) ist definiert durch

Fi(s) = /_Z () dE (—o0 < s < 00). (2.14)

Bekanntlich ist die Fourier Transformation ein beschrankter Operator F : L;(R) —
Co(R). Der Satz von Plancherel besagt dariiberhinaus, daff fir alle f € L; N Ly(R)
gilt |Fflle, = |[fllr,- Da Li N Ly(R) ein dichter Teilraum von Ly(R) ist, kann die
Fourier Transformation isometrisch und eindeutig zu einem Operator F : Ly(R) —
Ly(R) fortgesetzt werden. Weiter liefert der Interpolationssatz von Riesz-Thorin fiir
1 < g < 2, daB der auf L; N Ly(R) durch (2.14) definierte Operator eine eindeutig
bestimmte stetige Fortsetzung F : L,(R) — L,(R) besitzt. Diese Eigenschaften der
Fourier Transformation konnen z.B. bei Katznelson [23] nachgelesen werden.

Die Situation dndert sich grundlegend, wenn die Fourier Transformation auf ba-
nachraumwertigen L,-Raumen betrachtet wird. Fir f € L;(R, X) wird Ff zwar wie-
der durch das Integral in (2.14) definiert. Bestehen bleibt auch die Beschranktheit des
Operators F : L1(R, X) = Lo (R, X), wie man sehr leicht nachrechnet. Doch die Fort-
setzbarkeit der Fourier Transformation auf L; N Ly(R, X)) zu einem stetigen Operator
F: Ly(R, X) — Ly(R, X) ist dann und nur dann maoglich, wenn X isomorph zu einem
Hilbertraum ist. Das ist die Aussage des Satzes von Kwapien [24].

Peetre [31] untersuchte die Frage, fiir welche Banachrdume X die Fourier Trans-
formation eine stetige Fortsetzung F : L,(R,X) — L,(R,X) besitzt. Fiir solche
Banachraume wurde die folgende Bezeichnung eingefiihrt: Der Banachraum X wird
Banachraum mit Fourier Typ (q) genannt, falls die auf L; N Ly(R,X) durch (2.14)
definierte Fourier Transformation stetig fortsetzbar ist zu F : L,(R,X) — L,(R, X).
Mit dieser Bezeichnung gilt:

(1) Jeder Banachraum ist vom Fourier Typ (1).

(2) Ein Banachraum ist genau dann vom Fourier Typ (2), wenn er isomorph zu einem
Hilbertraum ist (siehe [24]).

(3) Fiir jedes 1 < ¢ < 2 sind die Banachraume L,(R) und L,(R) vom Fourier Typ
(q) (siehe [31]).

Proposition 2.1.30 Sei 1 < ¢ <2 und X sei ein Banachraum vom Fourier Typ (q).
Bezeichnet M die Norm der Fourier Transformation F : L,(R,X) — L,(R,X), so
gilt: Zu jedem F € H,(Cy,X) existiert ein g € L,((0,00),X) mit ||g||r, < || F|\n,
und

Fle)= [Tyt (zecy).

d.h. F ist die komplexe Laplace Transformierte von g.
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Beweis 1. Schritt: Zuerst wird der folgende Spezialfall betrachtet: Sei F' € H,(C,, X)
und es existiere ein w > 0 so, daB F' holomorph fortsetzbar ist auf die um w nach links
verschobene rechte Halbebene —w + C, und es gelte

sup (/OO I|F(a + z‘b)uqdb)”q = N < .
a>—w —00

Die holomorphe Fortsetzung wurde hier mit demselben Buchstaben F' bezeichnet. Sei
I € Ly(R, X) gegeben durch f(t) = F(it). Nach Satz 2.1.14 gilt || f|[z, = || Fll#,cs);
insbesondere liegt f in L,. Weil X nach Voraussetzung vom Fourier Typ (¢) ist, kann
fiir 0 < s < oo festgesetzt werden g(s) = ;=F f(—s) und es folgt

M
gl 20,00 < 5N llaryc)-

Als néchstes wird gezeigt, dal F' die komplexe Laplace Transformierte von ¢ ist. Fir
n € N sei f, gegeben durch f, = X[—nnf und g, sei definiert durch g,(s) = 3=F fu(—s)
(0 <s<o0). Da f,in L1 N Ly(R, X) liegt, kann g, durch das Fourier Integral

1o
gn(s) = g/_n e f(t)dt (0 <5< o0)

berechnet werden. Die Folge (f,) konvergiert in L, (R, X) gegen f, so daBl wegen der
Stetigkeit der Fourier Transformation die Folge (g,) in L,([0,00), X) gegen ¢ konver-
giert. Folglich gilt fiir z € C,

o0

/OO e g(s)ds = lim e *gn(s)ds
0

n—oo 0

= lim 001/ s(iu=2) aluds—hmL nmdu

n—00 n—o00 A J_n 2 — 1u

Zu zeigen bleibt, dafl der Grenzwert am rechten Ende dieser Gleichungskette mit F'(z)
tbereinstimmt. Der Pfad I'(n) = (I'1(n),T'2(n)) setze sich aus den beiden folgenden

Pladen zusammen:
M=(Gu:—n<u<n) und Ty= (ne“m /2 <0< 7/2)

Da I'(n) fiir alle n € N ein negativ orientierter, geschlossener Pfad im Holomorphie-
bereich von F' ist, folgt mit der Cauchyschen Integralformel 1.4.4 fiir alle z im Inneren
des von I'(n) umrandeten Gebietes

F(z)= L/( : Fw) dv = L/n zF<lu> du — L/i z'ne_deQ. (2.15)

271 JT(n) 2 — v 2mr J—n 2z —u 2m J-z z —ne~i?

Nach Lemma 2.1.11 148t sich F an der Stelle ne™* abschitzen durch HF(ne_m)H <
Cn=P cos(0) /P wobei C' eine von F und z unabhiingige Konstante ist. Es ergibt sich
also

A e K

z—ne”’ lo]<Z |z — ne
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Fiir n gegen unendlich konvergiert dieser Ausdruck gegen Null, da 2 < p < oo voraus-

gesetzt ist. Mit Gleichung (2.15) folgt daher die Behauptung

F(z)= lim L ﬂdu = /Ooo e g(t)dt (z € Cy).

n—=o0 21 Jop z — iU
2. Schritt: Sei nun F' € H,(C4, X) beliebig. Dann wird fiir jedes a > 0 die Funktion
H, : Cy — X definiert durch H,(z) = F(a + z). Die Funktionen H, liegen alle in
H,(C4, X) und sie erfiillen dariiberhinaus die anfangs des ersten Schritts gemachte

Zusatzbedingung. Also existiert fiir jedes a > 0 eine Funktion g, € L,([0,00), X) mit
lgall, < SElHallm, < 921 Flla, und

H,(z) = /OO e_Ztga(t) dit (z € Cy).
0

Es liegt nun die folgende Situation vor:

(1) F(z) = limyyo Hy(2) = limuy0 f3° e g4 (1) dt.

(2) Die Menge {e, : z € C,} der durch e,(t) = ¢7*" definierten Funktionen ist total

in L,([0, 00)).
Also kann die Folgerung 1.3.27 iiber die Konvergenz in L,(X) angewendet werden, d.h.
es existiert ein ¢ € V,([0, 00), X) mit ||¢||v, < sup,sq ||gallz, < 2E||F||#, und
F(z) = lim Hy(2) = lim [ e~"ga(1)dt = / Tetdg(l) (2 € Cy).
0

a—0 a—0 Jo

Es bleibt zu zeigen, daB ¢ eine Radon-Nikodym Ableitung besitzt. Sind aq, a3 > 0, so
gilt fir alle z € C4 mit Re(z) > max(a1, az)

/OO B_Ztealtgm(t) dt = Hal(Z — a1) = F(Z) = HQQ(Z — a?) = /Oo e_Ztea2tga2 (t) dt.
0 0

Aufgrund der Injektivitat der Laplace Transformation folgt aus dieser Gleichung, dafl
die durch ¢(t) = €*g,(t) definierte Funktion g : [0,00) — X von @ > 0 unabhangig ist.
Zudem gilt fir alle z € C,
/Oo e " dg(t) = lim - e " g, (1) dl = lim - e_(z"'“)tg(t) dt = /OO e *g(t)dt.
0

a—0 Jo a—0 Jo 0
Ein weiteres Mal wird ausgenutzt, dafi die Menge {e, : = € C.} total in L ([0, 00)) ist
und es ergibt sich
6() = [ o) dolt) = [ xpag(t)di = [ g(t)d.
Somit folgt schlieBlich fiir alle z € C4 aufgrund der Rechenregel 1.3.9
F(z) = /OO e~ di(1) = /OO e~ g(t) dt.
0

0

Aus den bisherigen Ergebnissen lassen sich unmittelbar zwei Bedingungen an die
Resolvente eines abgeschlossenen Operators A gewinnen, welche sicherstellen, dafl A
Erzeuger eines L,-Flusses ist.
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Folgerung 2.1.31 Sei 1 < g <2 und X sei ein Banachraum mit Fourier Typ (q). Sei
A ein abgeschlossener, dichl definierter Operator auf X, dessen Resolventenmenge die
rechte Halbebene enthdll und es werde p,(z) = R(z, A)x gesetzt. Gill fir alle v € X

ps € Hy(Cy, X),
so erzeugl A einen L,-Flufs.

Beweis Ist p, € H,(C;,X) fir alle z € X, so existiert unter den angegebenen
Voraussetzungen nach Proposition 2.1.30 ein Tz € L,((0,00), X) derart, da p, die
komplexe Laplace Transformierte von 7'z ist. Nach Proposition 1.5.7 reicht dies aus,

um T : X — L,(X) als L,-FluB mit Erzeuger A zu identifizieren. =

Die néchste Folgerung macht sich die Charakterisierung 2.1.26 von h,(C;, X )-Funk-
tionen zunutze.

Folgerung 2.1.32 Sei 1 < g <2 und X sei ein Banachraum mit Fourier Typ (q). Sei
A ein abgeschlossener, dicht definierter Operator auf X, dessen Resolventenmenge die
rechte Halbebene enthdll und es werde p.(z) = R(z, A)x geselzt. Gibl es ein a > 0 so,
daf$ fir alle x € X qilt
up o * peal1, < oo (2.16)
neN

so erzeugl A einen L,-Flufs.

Beweis Nach Satz 2.1.26 ist die Bedingung (2.16) fiir jedes € X &quivalent zu
pe € hy(Cy4, X). Da die Holomorphie von p, in Cy vorausgesetzt wurde, impliziert
die Bedingung (2.16) folglich p, € H,(C4, X). Somit erzeugt A nach Folgerung 2.1.31

einen L,-FluB. =

2.1.6 Anmerkungen zu Hardyriaumen vektorwertiger Funktio-
nen

Obwohl das in Folgerung 2.1.15 vorgestellte Ergebnis zu Randfunktionen harmonischer
Funktionen im skalaren Fall seit langem bekannt sind, gibt es entsprechende vektor-
wertige Varianten erst seit jiingerer Zeit. Im Jahr 1982 veréffentlichten Bukhvalov und
Danilevich [9] einen Artikel, in welchem sie Randwerte harmonischer Funktionen in
h,y(X) identifizieren mit Funktionen, welche ihre Werte im Bidual X** von X anneh-
men. Leider ist fiir viele Banachraume X der Bidualraum v6llig unbekannt, so z. B.
fiir Raume stetiger Funktionen oder Rdaume von Operatoren zwischen Banachrdum-
en. Blasco [5] verdffentlichte 1987 eine Arbeit, in welcher er Randwerte harmonischer
Funktionen in h,(X) mit Operatoren 7' : L, — X identifiziert. Reprisentiert man
diese Operatoren durch Funktionen von beschrankter p-Variation bzw. beschrankter
p-Semivariation, so ergibt sich der in Satz 2.1.14 vorgestellte Zusammenhang zwischen
Funktionen in h,(X) und ihren integrierten Randwerten. Diesen Weg beschritt Blasco
[6] in einem nachfolgenden Artikel mit dem Unterschied, daB er die Operatoren durch
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VektormafBle von beschriankter p-Variation bzw. beschriankter Semivariation reprisen-
tierte. Die im Paragraphen ,Randwerte harmonischer Funktionen in h,(X)“ gegebene
Darstellung ist daher zum grofien Teil von Blascos Arbeit beeinfluit. Der Unterschied
zwischen den Ergebnissen in dieser Arbeit auf der einen Seite und den Ergebnissen von
Bukhvalov und Danilevich sowie Blaso auf der anderen Seite besteht in dem betrach-
teten Definitionsbereich der harmonischen Funktionen: In den bisherigen Arbeiten zu
Randwerten vektorwertiger harmonischer Funktionen wurden ausschlieBlich Funktio-
nen auf der Kreisscheibe in den Blick genommen. Dies gilt sowohl fiir die oben zitierten
Artikel als auch fiir weitere Arbeiten (z. B. von Hensgen [19] oder Ricker [34]), welche
banachraumwertige harmonische Funktionen zum Gegenstand der Untersuchung haben.

Hardyrdaume vektorwertiger holomorpher Funktionen auf der rechten Halbebene
wurden hauptséchlich im Zusammenhang mit der Losung des (ACP) untersucht. In
diesen Untersuchungen wird meistens von dem Spezialfall ausgegangen, dafl die zu un-
tersuchende holomorphe Funktion die Resolvente eines Operators ist. Dies ist z. B. bei
Tanaka [37], van Nerven, Straub und Weis [27] oder auch in klassischen Biichern zu
Halbgruppen von Operatoren der Fall, sobald holomorphe Halbgruppen Gegenstand der
Untersuchung sind (siehe z.B. Goldstein [18]). In den meisten Fillen ist diese zusétz-
liche Information jedoch keine Hilfe beim Beweis der entsprechenden Sétze. Dies wird
deutlich, wenn man sich die Folgerungen 2.1.31 und 2.1.32 ansieht: Entscheidend ist der
in Proposition 1.5.7 gegebene Zusammenhang zwischen der Resolvente eines Operators
A und dem von A erzeugten L,-FluBl via Laplace Transformation. Ist dieser Zusam-
menhang hergestellt, bekommt man die Folgerungen 2.1.31 und 2.1.32 fiir L,-Loésungen
des (ACP) durch Satz 2.1.26 und Proposition 2.1.30 geschenkt.

Die Ergebnisse aus den Paragraphen ,, Poisson Kerne® und ,,Randwerte harmonischer
Funktionen in h,(X)“ sind Verallgemeinerungen bekannter Aussagen fiir skalarwertige
Funktionen auf den banachraumwertigen Fall. Im Unterschied dazu ist die in Proposi-
tion 2.1.20 gegebene Inversionsformel fiir den Operator P, und die Charakterisierung
Satz 2.1.26 des Bildes dieser Transformation auch fiir den skalarwertigen Fall neu. Der
Gedanke, die Transformation P, in L, mit Hilfe des Erzeugers der Poisson Halbgruppe
zu invertieren, wurde bereits von Pollard [32] ausgefiihrt. Er konnte dabei auf bereits
bekannte Ergebnisse von Okikiolu [29] zuriickgreifen, der den Erzeuger A der Poisson
Halbgruppe als die Komposition des Differentialoperators % mit der Hilbert Transfor-
mation ‘H erkannte, d. h. A = % o H. In dieser Arbeit muBite eine andere Beschreibung
des Erzeugers der Poisson Halbgruppe gefunden werden, da die Hilbert Transformation
auf L,(X) nur definiert ist, falls X isomorph zu einem UMD-Raum ist (siehe [§] und
10]).

Das fiir den Beweis von Proposition 2.1.20 entscheidende Werkzeug ist das Lemma
2.1.22, welches in einem gewissen Sinn eine Aussage iiber Stetigkeitseigenschaften der
inversen Fourier Transformation macht. Denn in diesem Lemma wird von der punkt-
weisen Konvergenz der Folge (€,) im ,Fourierraum® auf eine Konvergenz der Folge
(e,) geschlossen. Welcher Art ist nun diese Konvergenz der Folge (e,) und in welchem
Raum findet sie statt? Die Antwort ist recht einfach: Es handelt sich um die schwach*-
Konvergenz im Dualraum von (. Denn ist f € (Y, so gilt

o o0

lim en(t)f(t)dt = lim en(t)f-(0 —t)dl = lim e, = [_(0) = f(0),

n—=00 J_qq n—=00 J_~o
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d.h. die Folge (e,) konvergiert in der schwach*Topologie von C§ gegen das Punktfunk-
tional im Punkt 0. Ist umgekehrt (e,) eine Folge in L;, welche schwach* gegen das
Punktfunktional im Punkt 0 konvergiert, so folgt fiir alle s € R

o0 o0

lim e, * f(s) = lim en(t)f(s —1)dt = lim _ en(t)fs(t)dt = fs(0) = f(s),

n—00 n—=00 f_ ~e n—oo f_

wobei fi(t) = f(s —t) gesetzt wird. Diese Uberlegungen werfen die Frage auf, ob
punktweise Konvergenz im ,Fourierraum® immer die schwach*-Konvergenz im Dual-
raum von Cj impliziert? Da Cj mit dem Raum V; identifiziert werden kann, ergibt sich
die folgende Vermutung.

Vermutung: Sei ¢ € Vi und (e,) eine Folge in Ly, welche die folgenden Bedingungen
erfullt:

(i) supen flenllz, < o.

(i1) Fir alle s € R gilt limy, 00 €,(s) = gg(s), wobet qg die Fourier-Stieltjes Transfor-
mierte von ¢ bezeichnel (siehe elwa [23]).

Dann gilt fiir alle f € Cy

o0

lim [ en(t)f(1)dl = / T ) dé).

n—=00 f_ —00

2.2 Hardyriaume sektorieller holomorpher Funktionen

Sei 0 < a < 7. Eine auf einem Sektor ¥, = {z € C: z # 0, |arg(z)| < a} holomor-
phe Funktion heifit sektorielle holomorphe Funktion oder praziser gesagt a-sektorielle
holomorphe Funktion.

Ist f: ¥, — X eine nicht notwendigerweise holomorphe Funktion, so wird fiir

0] < a die Funktion fs : (0,00) — X definiert durch fy(t) = f(te®).

Definition 2.2.1 Sei 1 < p < co. Der Raum H,(X,, X) besteht aus allen a-sektoriel-
len holomorphen Funktionen f : ¥, — X, fiir welche die Norm

o i 1/p
sy = s ol = s ([ 10617 )
|0|<a |0|< 0

beschrankt ist. He(X,, X) ist der Raum der beschrankten a-sektoriellen holomorphen
Funktionen. Die Raume H,(X,, X) heien Hardyriume sektorieller holomorpher Funk-
tionen.

Hardyraume sektorieller holomorpher Funktionen stehen in einem engen Zusammen-
hang mit a-holomorphen L,-Fliissen, wie die folgende Umformulierung der Definition
1.5.9 a-holomorpher L,-Flisse zeigt: Ein L,-FluB 7' : X — L,(X) mit Erzeuger A ist
ein a-holomorpher L,-FluB, falls gilt:
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(i) Bild(T) C Hy(X4, X), d.h. fir jedes = € X existiert eine Fortsetzung von Tz zu
einer H,(X,, X)-Funktion, die wegen ihrer Eindeutigkeit wieder mit 7'z bezeich-
net werden kann.

ii) Fiir jedes 8 mit |3] < « ist der durch Tgax(t) = Ta(te'?) definierte Operator
(if) Fiir | 8 p
Ts: X — Ly((0,00), X) ein L,-FluB und dieser wird von ¢’ A erzeugt.

Dieser Zusammenhang gestattet es, Ergebnisse tiber Hardyrdume sektorieller holo-
morpher Funktionen zur Beantwortung der folgenden Fragen zu nutzen:

(1) Die Bedingung (i) der Definition a-holomorpher L,-Fliisse stellt sicher, daf} fiir
jedes € X eine milde Losung des (ACP) zum Anfangswert z existiert, welche
in H,(X,, X) liegt. Impliziert diese Bedingung bereits, dafi Tz fiir |3| < o eine
milde Losung des (ACP) v’ = €# Au mit Anfangswert u(0) = z ist?

(2) Die Bedingung (ii) fordert, daB e’ A fiir jeden Winkel 3, dessen Betrag kleiner

als « ist, einen L,-FluB erzeugt. Was passiert in den Fallen 8 = o und g = —a?

(3) Ein zentraler Satz in der Theorie der Co-Halbgruppen ist der Satz von Hille-Yosida
(siehe etwa [18]), der Bedingungen an die Resolvente eines Operators A angibt, die
hinreichend und notwendig dafir sind, daB A Erzeuger einer Cy-Halbgruppe ist.
Eine entsprechende Charakterisierung vom Hille-Yosida Typ fiir die Erzeuger von
L,-Flissen wird in [41] gegeben. Welche Resolventenbedingungen charakterisieren
die Erzeuger a-holomorpher L,-Fliisse?

Fir a = 7 stimmt der Sektor ¥, mit der rechten offenen Halbebene C, iiberein.
Ist von Hardyraumen auf der rechten Halbebene die Rede, so ist iiblicherweise der
Teilraum H,(C4, X) der holomorphen Funktionen von h,(Cy, X) gemeint, d.h. man
definiert H,(C4, X) als den Raum derjenigen holomorphen Funktionen F: C; — X,

fiir welche die Norm

o0 . 1/p
1l = sup ([ 1P (at i) db)
beschrankt ist. Dagegen bezeichnet Hp(Z%, X) den Raum der holomorphen Funktion
G : C; — X, fir welche die Norm

o0 ; 1/
[Gllisg) = sup ([ IGe)di)™

|6]<
beschrankt ist. Es drangt sich an dieser Stelle die Frage auf, ob die Raume H,(C4, X)
und Hp(Zg,X) ibereinstimmen und ob die jeweiligen Normen auf diesen Raumen
aquivalent sind? Der néachste Paragraph gibt eine positive Antwort auf diese Frage.
Eine andere Formulierung dieses Sachverhaltes besagt

(Hp(Cys X || - Ml cq)) > (Hp(Bz, X) |- m,(24))s (2.17)

wobei diese Isomorphie als Isomorphie zwischen normierten komplexen Vektorraumen
zu verstehen ist. AuBlerdem ist leicht einzusehen (siehe Lemma 2.2.2 weiter unten), daB
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H,(X,,X) und Hy(Xs, X) fir jede Wahl 0 < o, < 7 isometrisch isomorph sind.
Demnach folgt fiir alle 0 < o < 7, sobald die Isomorphie (2.17) bewiesen ist,

(Hp(Cos XD [+ rpc)) 2 (Hp(Za, XD, [ - a1y (20))- (2.18)

Im Abschnitt , Hardyrdaume vektorwertiger Funktionen “ wurde die Struktur der Raume
H,(C4, X) untersucht. Die Ergebnisse dieses Abschnitts kénnen demnach wegen der
Isomorphie (2.18) fiir die Rdume H,(X,, X) iitbernommen werden. Insbesondere wird
es moglich sein, jeder H,(¥,, X)-Funktion eine ,integrierte Randfunktion“ von be-
schrankter p-Variation zuzuordnen. Die Eigenschaften dieser ,integrierten Randfunk-
tion“ ermoglichen dann eine Beantwortung der Frage (2). Dies wird im Paragraphen
»Randfunktionen a-sektorieller holomorpher Funktionen® behandelt.

AnschlieBend werden zwei weitere interessante Konsequenzen aus der Aquivalenz
dieser Normen gezogen. Zum einen wird ein Paley-Wiener dhnlicher Satz fir Hilbert-
raume bewiesen. Zum anderen werden die Dualraume von H,(X,, X) fir Banachraume
X mit Radon-Nikodym Eigenschaft bestimmt.

Im letzten Paragraphen dieses Abschnitts wird die Laplace-Stieltjes Transformation
auf H,(X,, X) untersucht und eine Charakterisierung des Bildes dieser Transformation
angegeben. Die Ergebnisse dieser Untersuchung erméglichen eine Beantwortung der

oben gestellten Fragen (1) und (3).

2.2.1 Die Aquivalenz zweier Normen fiir holomorphe Funktio-
nen in der rechten Halbebene

Fiir z € C\ [0,00) und s € R wird 2z° = |2[?¢*¥8() gesetzt. Seien 0 < a, 8 < m und
f € Hy,(X,,X). Dann wird A, 5f : ¥3 — X definiert durch

oN1/p 1ia_ a
Aapf(2) = (5> 23 1)f(2’3)-
Well fiir jedes z € X die komplexe Zahl 2% in X, liegt, ist diese Definition sinnvoll.
Dartiberhinaus gilt: Die Abbildung z — 2* ist fiir jedes s € R holomorph in C\ [0, c0),
also ist sie insbesondere holomorph in ¥z, da die Sektoren ¥z fir alle 0 < 8 < 7 in
C\ [0, 00) enthalten sind. Da durch Verkniipfung und Multiplikation holomorpher Funk-

tionen wieder holomorphe Funktionen entstehen, ist A, 5f : 35 — X eine holomorphe
Funktion.

Lemma 2.2.2 Fir jedes f € Hy(X,,X) ist Aopgf € Hy(X5,X), und der Operator
Anp: Hy(X,,X) = Hy(Xp,X) ist ein isomelrischer Isomorphismus. Zudem sind die
Operatoren A, g und Ag, zueinander invers.

Beweis Sei f € H,(X,, X). Es wurde bereits vermerkt, daB A, gf holomorph in ¥4
ist. Die leichte Rechnung

|Aasf i, c,) = sup | Ao sf (reM)||? dr
[v|<6 /0
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o« l/p 2‘ lia_ POV
— / )p(ﬁ Uf((re”)/s)
|7|<ﬁ

= sup 2 T —-luf<rﬁew>updr

[v|<ex

P
‘dr

= sup [ |[f (e du

ly|<a YO

= M.

zeigt, daBl die Normen HAa,ﬁfHHp(Eﬁ) und || f]|f,(s.) fiir p < oo iibereinstimmen. Tm
Fall p = oo ist die Ubereinstimmung der Normen klar.

Zum Nachweils von A;’lﬁ = Apg witd [ € Hy(X,,X) und z € ¥, gewihlt. Dann
gilt

l/p 1 B8
(Ao Aupf)(z) (—) G4, 1) (25)

Alsoist Ag,0A, 5= Idyg, (s, und aus Symmetriegriinden folgt A, 50 A, = [de(Eﬁ).

Die Abschitzung fir H,(X,, X)-Funktionen, die im folgenden Lemma bewiesen
wird, ist im weiteren Verlauf dieses Abschnitts ein unerlafiliches Hilfsmittel. Sie wird
zum Nachweis einer Cauchyschen Integralformel fur H,(X,, X )-Funktionen (siehe Pro-
position 2.2.4 weiter unten) benétigt. Diese Integralformel wiederum ist notwendig im
Beweis der in diesem Abschnitt zentralen Séatze 2.2.9 und 2.3.7. Diese Abschétzung
tibernimmt fiir H,(X,, X)-Funktionen die Rolle, welche die Abschédtzung in Lemma
2.1.11 fiir H,(C4, X)-Funktionen spielt. An dieser Stelle wird die Vereinbarung getrof-
fen, daB die Schreibweise z = re' fiir z € C\ {0} immer 6 = arg(z) beinhaltet.

Lemma 2.2.3 Sei 1l <p < oo, 0 < a<mund FF € Hy(X,,X). Dann gilt fir jedes
z=re? €Y,

2v1/0_ || Fllays,
IFEI< () )

Tl/p COS( )1/10

Beweis Sobald die Behauptung fiir komplexwertige Funktionen in H,(X,) nachgewie-
sen ist, folgt fiir banachraumwertige F' € H,(X,, X) und z = re'? € ¥,

IFGEI = sup (@70 F)(z)]
xr X *
2vip 770 Fllmysa) 2y IFllmy s
= x*Selig* (E) r‘/pcos(%Q)‘/p§<E) r1/? cos(J=0)/p

Von nun an sei also F' € H,(X,).
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1. Schritt Zunachst sei a = g und z = ret? ¢ E%. Dann ist r1/? cos(%&)”p =

Re(z)l/p. Demnach gilt es
e [ F| sz
F(2) < <7r) Re(z )‘/p

nachzuweisen. Weil F" holomorph in Xz ist, ist die Funktion z — | F'(z)]? subharmonisch
in X (siehe Lemma 2.1.12) und somit

/02” F(z 4 reMPdy > 22| F)P (0 < r < Re(2)). (2.19)

Sei 0 < s < Re(z) und es sei A = [0,s] x [0,27r] C R?. Weiter sei g : A — R?
definiert durch g(r,¢) = (|z + re'?|,arg(z + re'?)). Dann ist ¢ : A — B = Bild(g)
bijektiv, stetig differenzierbar und die Jacobi Determinante J; von g berechnet sich
zu Jy(r,¢) = ew- Wird G : B = R durch G(t,0) = |F(te)|P definiert, so ergibt

Integration durch Substitution
10\ |p _
JIFaenrdwo) = [ G,o)d,)
= [, Glalr, o)l o(r,0)|d(r,9)
N /A [Pz +re?)PLIy(r, 6)|d(r, §).

Die Jacobi Determinante von g a8t sich nach unten abschétzen durch |.J,(r, ¢)| > ﬁ

und mit Ungleichung (2.19) folgt
. s 2w .
/|F(te“9)|pd(t,0) > // |F(z 4 ré®)P - dé dr
B 0 Jo | |
p s
27r|F(Z>| /'rd'r (2.20)
0

2|z|

v

2
s
= —|F(2)].
Andererseits kann das Integral [, |F(te?)|P d(t,0) wie folgt nach oben abgeschitzt wer-
den: Ist (¢,0) € B, so ist te'’ enthalten im Kreis mit Radius s und Mittelpunkt z. Es
folgt daher arg(z) — arcsin(ﬁ) < 0 < arg(z) + arcsin(|5|) Nun ist aber 0 < % <1

und somit gilt arcsin( |j|) < gﬁ Weil |F(te')|P positiv ist, wird der Wert des Integrals
Ig | F(te®)|P d(t,0) vergréBert, wenn der Integrationsbereich vergrofert wird. Demnach

folgt

e deoy < 7w doas
B arg z

arg(z)+ 12
< /g i
arg()—]%

FH?_IP(E%)da (2.21)
25
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Die Ungleichungen (2.20) und (2.21) liefern nun

7T'52

ﬂ Hp(Zz)

s
2

2s
|[F(2)]" < MHFHP

Diese Ungleichung gilt fiir alle s mit 0 < s < Re(z) und sie besteht daher auch im
Grenzfall s — Re(z). Das zeigt

F(2)| < <4>1/p HFHHP(E%) (2.99)
z — —_ .
A\ Re(z)/r
2. Schritt Nun sei 0 < a < 7 beliebig und F' € H,(¥,). Wird G = A, = I gesetzt,
so folgt |G| zz) = || F||H,(z.) Wegen des vorangegangenen Lemmas 2.2.2. Demnach

besagt die im ersten Schritt bewiesene Ungleichung (2.22)

Gl a1 ||l
|G(z)|§(;) WZ(;) Re(z) 17

Also ist fir z = re'? € &,

P = [(Az.6)()] = (=) ]| [6(=5)

(1)1/pr1/p(%_1)(4)1/p |11, (54)

4 E 1N 1 (50)
2 m rl/Poa COS(%-G)I/Z) o r]/pcos(%-e)]/l"

IN

Mit Hilfe der soeben gewonnenen Abschéatzung 1Bt sich eine Vereinfachung der
Cauchyschen Integralformel fur H,(X,, X)-Funktionen beweisen. Zuvor benétigen wir
die folgende Notation:

Fir -7 <y<mund 0 <r < s < oo sel

Iy(r,s) = (te” cr <t <s)
und 'y (s,r) = =Ty (r,s). Ist |y| < @ und F : ¥, — X, so wird

/F F(u)du = lim F(u)du

5 r—0,5—00 T (r,s)

gesetzt, sofern dieser Grenzwert existiert. Weiter sei f‘,y = (-I'_,,I,) fiir ¥ > 0 und es
wird
Fluydu= [ Fluyde— [ F(u)d
Jo Fydu= [ Flydu~ [ ) du
gesetzt. Fiir —m < v <, <7 und r > 0 sei

Ar(y,72) = (re? iy < 0 < 72)
und A, (7v2,71) = =A(71,72). Wir werden héufig ausnutzen, daf

I'= (FM (Sa 7")7 Ar(717 72)3 F'yz (7"’ 3)7 As(727 71))

ein geschlossener, negativ orientierter Pfad ist.
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Proposition 2.2.4 Sei 0 < v < a < w und F : ¥, — X sei holomorph in X,.
Es existiere ein C > 0 sowie 1 < p < oo so, daf fir alle = € ¥, die Abschilzung
| F(2)] < %; besteht. Dann gilt fir jedes z € ¥,

F(Z)_L/ Malu.

2mi Ji, 2 —u

Beweis Wir betrachten fiir 0 < r < s < oo und 0 < v < « den geschlossenen, negativ
orientierten Pfad

F(Tv 5) = (F—’Y(Sv T)v AT(_77 7), F’Y(Tv 5)7 A8(77 _7))'

Da ¥, sternformig und somit einfach zusammenhéngend ist (siche Lemma 1.4.3), folgt
mit der Integralformel von Cauchy fiir alle 0 < r < |z] < s < 00

F(z)= ! /1“(7",8) Fu) du.

" 2mi

zZ—u
Wegen
/ F(U)du:_/ Fu)
As(y,=v) 2 — U As(=v) 2 — U
gilt es also
F F(u
lim (1) du =0 = lim (1) du
r—=0 AT(_'Yv'Y) £ —u 500 As(—’Y,’Y) Z—U

nachzuweisen. Sei r # |z|. Dann ist

[ P,
AP

v F(re?) i
I ) et g

ret? — 2
r C
< Qo =
= TSR e
5 T 9.93
= YTHE (2:23)

und die rechte Seite konvergiert gegen Null fiir  — 0, da p > 1, und sie konvergiert
gegen Null fir r — oo, da p < co. =

Folgerung 2.2.5 Sei 0 <a <, 1 <p<oc und F € Hy(X,,X). Dann gill fir jeden
Winkel 0 < v < o und jedes z € X,

F(Z)_L/ Malu

2m Jt, 2 —u

Beweis Ist 0 <y < a so gilt nach Lemma 2.2.3 fiir jedes z = re'’ € &,

F 1/p
HF(Z>H < “ HHP(EQ) (g) )

= rli/p cos(%@)”p «
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Die Voraussetzungen an F' aus Proposition 2.2.4 sind also mit

O (E)Up 1|71, 50
o/ cos(ZA) /e
2c

erfillt. =

Proposition 2.2.4 ist im Fall p = 1 nicht haltbar, weil der Term (2.23) in diesem
Fall nicht gegen Null konvergiert fiir r — 0. Aus dem Beweis von Proposition 2.2.4 ist
jedoch ersichtlich, daB die folgende Variante der Cauchyschen Integralformel gilt.

Proposition 2.2.6 Sei 0 < v < a < 7w, F : ¥, — X sei holomorph in ¥, und es
existiere ein C' > 0 so, daf fiir alle z € X, die Abschitzung ||F(2)|| < C besteht. Dann

gilt fir jedes z € ¥,
1 F
Q(ryv)

wobet Q(r, ) = (I'—y(00,7), Ar(=7,7), T4 (r, 00)).

Die zentrale Aussage dieses Paragraphen ist die Aquivalenz der Normen |- 1,049

und || - HH (xz)- Der Beweis dieser Aqmva]en7 erfordert neben der soeben bewiesenen
2

Abwandlung der Cauchyschen Integralformel fiir H,(X,, X )-Funktionen die folgenden
beiden Ergebnisse aus der harmonischen Analysis.
Das erste Ergebnis betrifft die konjugierte Poisson Transformation. Fiir p < oo und

f € L,(R) ist die konjugierte Poisson Transformierte Qf : C; — C definiert durch
1 poo b—t
1b) = —/ ———f(1) dt.
Qf(a +1b) — (b—t)2+a2f( )

Dieses Integral existiert fir alle a + b € C4, da die Funktion, die jedem reellen ¢ den
Wert (b_i)ﬁ zuordnet, fir ¢ > 1 eine L,-Funktion ist. Dariiber hinaus gilt:

Proposition 2.2.7 Sei 1 < p < co. Fiir jedes f € L, ist Qf € h,(C;) und die kon-
Jugierte Poisson Transformation Q : L,(R) — h,(Cy) ist ein beschrinkter Operator.

Beweis Der Beweis beruht auf den beiden folgenden Ergebnissen, die schon im Beweis
von Proposition 2.1.20 bemiiht wurden.

(1) Die Hilbert Transformation ist ein stetiger Operator in L,(R) fiir 1 < p < oco.

(2) Fiira > 0und f € Ly,(R) gilt Q, * f = H(P, * f), wobei @, definiert ist durch
Qa(ﬂ = %752_}_%.‘2 (—OO <t < oo)

Bezeichnet | H]|, die Norm der Hilbert Transformation in L,(R), so folgt aus (1) und

(2)
1@k, = sup [|Qa* fll, = sup |H(Fax f)lz,
a>0 a>0
IHIp NP flln, = I H oISz, -

IN
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Als nachstes wird ein Ergebnis zitiert (siche [17]), welches eine Aussage tiber die
nichttangentiale Mazimalfunktion h* einer h,(C )-Funktion macht. Sei h € h,(Cy)
und 0 < o < 7. Dann wird A7, : R = R definiert durch

hi(t) = sup [h(z)|.

2€1t+Y,

Proposition 2.2.8 Sei 1 < p < 0o und 0 < a < w. Dann gibt es eine Konstante
B(a,p) so, daf fir alle h € h,(Cy) gilt

1B2 Nz, < Ble, p)lAlla,

Die Vorbereitungen zum Beweis der Aquivalenz der Normen |- “HP(C+) und ||- HHp(Ez)
2

sind nun abgeschlossen.

Satz 2.2.9 Sei 1 < p < oo. Die Riume H,(C4, X) und Hp(Eg,X) stimmen tiberein
und die Normen |- ||g,c,) und || - |a,zz) sind dquivalent, d.h. die Riume H,(Cy, X)

und Hp(Z%, X) sind vermaoge der identischen Abbildung isomorph.

Beweis Im Fall p = oo gibt es nichts zu zeigen. Sei also 1 < p < oc. Der Beweis
gliedert sich in vier Schritte. Die ersten beiden Schritte dienen fiir ' € H,(¥x, X)) dem
Nachweis der Ungleichung

IFycq) < 20 Flmyg)-
In den Schritten 3 und 4 wird der Nachweis der Abschatzung
“FHHp(Eg) S CHFHHP(C+) mlt einem C > O

erbracht, wobei im 3. Schritt der skalarwertige und im 4. Schritt der banachraumwertige
Fall behandelt wird.

1. Schritt: Sei also zundchst F' € H,(Xz) komplexwertig. Fiir 7 < 3 < 7 wird
Fg = Az F gesetzt. Dann ist Fg € H,(33) nach Lemma 2.2.2. Somit liegt die durch
fs(t) = Fg(it) anf R definierte Funktion in L, und es gilt || f5]|z, < QHFﬁHHP(Eﬁ) =
20 F 2 )

Fir z = a +1b € C; kann Fg(z) mit der Cauchyschen Integralformel 2.2.5 fiir
H,(X3, C)-Funktionen berechnet werden:

Fo(z) = 1 / Fs(u) Ju

2mi JTzr 2 —u
2

1 o0 Fs(at
_ _/ &-idt
271 J—co a +i(b—1)

= %/_Z ;;?::;)Lfﬁ(ﬂ dt

_ %(7» f5)(2) = =(Qf3)(2).

1
2
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Nun besagt Proposition 2.2.7, daf fiir alle f € L, die Ungleichung ||Q f|x, < ||QJlI|.f]|z,
besteht, und aus Proposition 2.1.5 (i) ist | P f||n, < || f||z, bekannt. Somit folgt

1 1
1F5llmcoy < 5EH QI s, < 5O+ NLIDNFsll iz 5)-

Insbesondere ist Fz € H,(C4). Also besitzt Fjz eine Randfunktion in L, nach Folgerung
2.1.15, und da fiir alle ¢ # 0 gilt lim,—0 F(a + it) = f3(¢), muB f5 diese Randfunktion
sein, d.h.

Fg =P fs. (2.24)

2. Schritt: Sei nun F € Hy(Xz, X) banachraumwertig. Fir 7 < 8 < 7 wird wie-
derum die Funktion Fj = Az sF betrachtet und fiir ¢ € R wird wieder f5(1) = Fp(it)
gesetzt. Dann gilt nach (2.24) fir jedes z* € X* und jedes z = a +ib € Cy

o*(Fs(a + ib)) = /°° Pa(b— 1)(z* o f5)(1) dt. (2.25)
Nun ist aber
1fallz, < 20 Fllm, 0 = 20 F a2 ), (2.26)

und daher existiert das Integral [ P,(b—1t)fs(t)dt als Bochner Integral. Folglich gilt

Fy(a+ib) = /°° Po(b— 1) (1) dt.

— 00

Aus dieser Gleichung 18t sich nun mit Hilfe der Folgerung 1.3.27 {iber die Konvergenz
von Folgen in L,(X) die Existenz eines ¢ € V,(X) nachweisen mit

Fla+ib) = /OO Py(b— 1) dé(1), (2.27)
denn es gilt:
(1) hmg_>§ fis Pa_H'b(t)fg(t) dt = hm5_>% Fg(a +1b) = F(a +1b) (CL +ibe Cy).

(2) Die Familie (fs)r<p<r ist in L,(X) beschrénkt, denn fiir alle zwischen 7 und

7 gelegenen Winkel § besagt Ungleichung (2.26) die Giiltigkeit von || fs||z, <
20 Fllaysg)-
(3) Die Menge {P,4+i : a +1b € C.} ist total in L, nach Lemma 2.1.13(ii).

Folgerung 1.3.27 sichert also die Existenz eines ¢ € V,(X) mit

[6llv, < sup || fsllz, < 2/ F|lm,sq)
Z<B<

™

so, daB fiir alle h € L, gilt

lim [ h(t)fs(t)dt = / T h(t) B(1).

ﬁ*% -0 —00
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Wird h = P14 gewihlt, so folgt die Gleichung (2.27). Bis hierher wurde also gezeigt,
daBl F' die Poisson-Stieltjes Transformierte eines ¢ von beschrankter p-Variation mit

| éllv, < QHFHH Sz) ist. Aus Proposition 2.1.5 (iii) folgt daher | F ||z, c,) < ||9]lv, <
2|[Fl| (s

3. Schritt: Als néchstes wird gezeigt, dal mit der Konstante C' = B(p, 4”) aus Pro-
position 2.2.8 fiir alle nicht notwendigerweise holomorphen F' € h,(C.) die Ungleichung

[Fllysg) < ClIF s (2.28)

besteht. Zu zeigen ist fiir alle v mit |y| < 5 die Giiltigkeit der Ungleichung

3

/OO [F(te™)P dt < B(p,~ =) N F . (2.29)

— 00

Sei zuerst 0 < v < Z. Wird a = 2 gesetzt, so gilt te” € it + X, fiir alle ¢ € R.
Somit 148t sich |F/(te")| durch die nichttangentiale Maximalfunktion F} im Punkt ¢
abschitzen, d.h. fiir alle reellen ¢ gilt |F(te™)| < F*(1). Mit Proposition 2.2.8 folgt nun

/ |F(te™) [P dt </ (OIP dt < B(p, )| Flln,(cy)

—00

und somit ist die Ungleichung (2.29) fiir nicht negative Winkel v bewiesen. Die Ab-
schatzung fiir —7 <~ < 0 verlauft véllig analog.

4. Schritt: Sei nun F' € h,(C4;, X). Dann gibt es nach Satz 2.1.14 ein ¢ € V,(X)
mit | F||g,(cy) = @], so, daB fiir alle a + b € C, gilt

o0

Fla+ib) = / Pu(b— 1) de(1).

—00

Nach Proposition 1.3.13 existiert eine Funktion g € L,(R) mit ||g||z, = ||#||v, derart,
daB fiir alle h € L,(R) die Ungleichung

| [~ s < [ wlgto) i

besteht. Sei G(a + ib) = (Pg)(a + ib) fiir a 4+ b € C4. Dann ist zum einen
1F(a+ib)| = H/ Pu(b—t)do(t)| < / Pu(b—t)g(t)dt = G(a+ib),  (2.30)
und zum anderen ist G € h,(Cy) mit

1G oy = Nlgllz, = l18llv, = [ Fllmycy)-
Nach Schritt 3 gilt also HGth(EE) < B(p, %)"FHHP(C”, und mit (2.30) ergibt sich fir
vl <3

LR de < [7 Geeny < B, ) 1,
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Der Ubergang zum Supremum iiber alle y mit |y| < Z 5 liefert schlieBlich die Abschétzung
(2.28) auch fiir banachraumwertige F' € h,(Cy, X) =

Kenntnisse tiber die Hardyrdume H,(C,, X) lassen sich wegen des eben bewiese-
nen Satzes nun ohne Schwierigkeiten auf die Raume H,(X,, X) iibertragen, da ja laut

Lemma 2.2.2 die Raume H,(X,, X') und Hp(Eg,X) zueinander isomorph sind.

Proposition 2.2.10 (i) Fir 1 < p < oo ist H,(C4, X) ein Banachraum.
(il) Firl <p<oo und 0 < a < ist Hy,(X,,X) ein Banachraum.

Beweis Es geniigt nachzuweisen, daB H,(C,, X) ein Banachraum ist. Sei (F),) ein
Cauchyfolge in H,(C;, X). Dann besitzt (F,,) zumindest im Hardyraum der harmoni-
schen Funktionen h,(C4, X) einen Grenzwert F' und zu zeigen bleibt, dal F' in Cy
holomorph ist. Sei z* € X*. Dann gilt natiirlich lim,, ., 2* 0 F}, = 2* o F' in h,(C,).
Aber die Funktionen z* o F,, liegen allesamt im Raum H,(C) der holomorphen Funk-
tionen und dieser Raum ist bekanntlich ein Banachraum (siehe z.B. [17]). Somit liegt
auch z* o F' in diesem Raum und ist insbesondere holomorph in C,. Folglich ist F
schwach holomorph in C, und die Holomorphie von F' in der rechten Halbebene wird
nun von Folgerung 1.4.9 impliziert. =

2.2.2 Randwerte sektorieller holomorpher Funktionen

Ist FF € H,(Cy,X), so existiert eine eindeutig bestimmte integrierte Randfunktion
¢ € Vy(I,X), d.h. F ist die Poisson-Stieltjes Transformierte von ¢. Dies ist das zentra-
le Ergebnis des Paragraphen iiber Randwerte harmonischer Funktionen. In Satz 2.2.9
wurde bewiesen, dafl fir p > 1 und alle zwischen 0 und 7 gelegenen Winkel « die
Raume H,(X,, X) isomorph zu H,(C4, X) sind. Dies legt die Vermutung nahe, daf}
fir jedes G € H,(X,,X) eine integrierte Randfunktion® existiert. Bevor diese Ver-
mutung diskutiert werden kann, ist es unumganglich zu klaren, was die integrierte
Randfunktion einer H,(X,, X)-Funktion sein soll. Und es scheint schwierig, die auf der
Poisson-Stieltjes Transformation basierende Definition fiir H,(C4, X )-Funktionen zu
iibernehmen. Erfolgversprechender ist eine Verallgemeinerung der folgenden Darstel-
lung integrierter Randwerte, welche man erhilt, wenn Folgerung 2.1.8 mit Satz 2.1.14
kombiniert wird.

Satz 2.2.11 Se: F € H,(C4, X). Dann existiert fir alle s > 0 der Grenzwert

&(s) = lﬂ%/o Fu(t)dt (2.31)
und die Funktion ¢ ist von beschrankter p-Variation mit ||¢||v, = | F||a,. Dartiberhin-

aus qilt:
(i) Fir alle h € Ly ist limg—o [Z2, R(O)FL(0) dt = [Z2 h(t) do(t).

(ii) Besitzt ¢ eine Radon-Nikodym Ableitung f, so ist lim,—o Fy = [ in der Norm in
L,(X).
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Wie iblich ist hier F,(t) = F(a + it) geselzl.

Sei nun G € H,(X,, X). Es ist das Ziel, dhnlich wie in Gleichung (2.31) eine Funk-
tion ¢ von beschrankter p-Variation zu definieren. Dabei ist es naheliegend, sich fir
0 < 1 < «a die durch

Gy (1) = G(Jt]e™e )

auf R definierten Funktionen ¢, anzusehen. Grob gesagt gilt in der Tat, daf der obige
Satz richtig bleibt, wenn anstelle von F' € H,(C4, X) eine Funktion G € H,(¥,, X)
betrachtet wird und die kartesischen Koordinaten ,a + 16 konsequent durch Polarko-
ordinaten , [{|e®8"")7¢ ersetzt werden.

Satz 2.2.12 Sei l <p<oound0 < a<mw Ist G € Hy(X,,X), so existiert fir alle
t € R der Grenzwert

b(t) = lim [ Gy(u) du (2.32)

n—+a Jo

und die Funktion v ist von beschrdnkter p-Variation. Dariberhinaus gilt:

(i) Fiir alle b € Ly ist imy o [, h()Gy(t) dt = [, h(t) dis(t).

(i1) Ist p < oo und besilzt ¢ eine Radon-Nikodym Ableitung g, so ist g = lim,—, G,
in der L,-Norm.

Die Funktion + in Gleichung (2.32) wird integrierte Randfunktion von G € H,(X,, X)
genannt. Besilzt 1 eine Radon-Nikodym Ableitung g, so heifit g Randfunktion von G.

Beweis Der Beweis gliedert sich in mehrere Schritte.

1. Schritt: Sei zuerst o = 7 und G € HP(Z§,X). Dann ist G € H,(C4, X) nach
Satz 2.2.9 und aufgrund von Satz 2.1.14 ist bekannt, dafl eine integrierte Randfunktion
¥ € Vo(X) von G existiert. Sei z = a +1b € Cy. Dann gibt est € Rund 0 <5 < %
mit z = |1f|e“gn 01 Die Pfade I'1(z), I's(z) sowie I'3(z) seien nun definiert durch

M) = (s 0< 5 < i),
y(z) = (s:0<s<a),
Is(z) = (a+isgn(t)s:0<s < |b]).
Dann ist (T'1(2),T2(2),'3(2)) ein geschlossener Pfad in Cy4. Da G holomorph in Cy

ist und die Abschitzung ||G(2)| < KRe(z)™'/? erfiillt, gilt aufgrund des Satzes von
Cauchy

/ G (s) dssgn(t)e e t)”/ G(v)dv

= sgn(t —isgn(t 77 G )dv + G(V)dl/)

F F3(Z)

b
— sgn()e O [" (s db+i/ Gla+is)ds). (2.33)

0
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Nun sei t € R fest und z(n) = [t = a(n) + ib(n). Konvergiert n gegen s SO
konvergiert Re(z(7)) gegen t. Folglich gilt nach Gleichung (2.31)

b(n) )
lim isgn(t)e ”g“(t)”/ Gl(a(n) +1is)ds
0

n—%
t 1

= 1 G ds — i G 8) d

timy [ Ga(n) + is)ds — iy [ Ga(n) + is) ds

= (1),

da H fbt(n) Gl(a(n) + is) dsH < |t - b(n)ﬁHGHHP und lim, = [t — b(n)[ = 0. Der andere

Summand foa(n) G(s)ds in (2.33) konvergiert wegen ||G(s)|| < KRe(s)™"/? gegen Null
fir  — 7. Die Gleichung (2.32) ist somit fiir o = 7 nachgewiesen. Da die Funktionen
{xt: t € R} total in L, sind, ist (i) eine direkte Konsequenz aus (2.32).

2. Schritt: Sei nun « ein beliebiger zwischen 0 und 7 gelegener Winkel und es sei
G € Hy(¥,,X). Un das Ergebnis des ersten Schritts ausniitzen zu kénnen, wird die
Funktion F' = A, =G € H,(¥x, X) mit integrierter Randfunktion ¢ € V,(X) betrach-
tet. Dann gilt fiir 0 <n <oaund 1 € R

Gylt) = AgaF(|tle™ )
= () ety B D ([t )
= (25) (e OmEEDE, < (sgn(0)]1 ).
Fir o : R = Y, Y ein Banachraum, sei Bh : R — Y definiert durch

Bh(t) = (=)l h(sgn (1) %)

20
und Ch: R — Y sei definiert durch

Ch(t) = (22) s (e ()1 %),

Die so definierten Operatoren B und C' sind isometrische Isomorphismen auf L,(Y).

Weiter wird d,(t) = e Ea—1 gesetzt. Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich fiir

alle h € L,
/_Oo hO)Gy (1) dt = /°° 1) (BF, = )(t)dt
= [ ) (Ch)(w) g () d.

Konvergiert nun n gegen a, so konvergiert n5- gegen 7. Folglich besagt der erste

Schritt - -
lim [ h(1)Gy (1) dt = /_ do(t) Ch(u) de(u). (2.34)

n—o

Da der Grenzwert lim,_,, [Z2 h(t)G,(1)dt fir alle h € L, existiert und da die L,-

Normen der Funktionen G, gleichméBig beschrinkt sind, kann der Konvergenzsatz fiir



128 KAPITEL 2. HOLOMORPHIE UND LAPLACE TRANSFORMATION

L,(X)-Funktionen 1.3.27 angewendet werden und es folgt die Existenz eines ¢ € V,(X)

mit
o0

lim [ h(t)Gy(t) dt = /°° W) dp(t)  (he L)
Somit ist die Behauptung (i) erwiesen. Insbesondere gilt fiir alle £ € R
¢ ¢
lim [ Gy (u)du = / dip(u) = ().
0

n—a fo

3. Schritt: Die Aussage (ii) wird zuerst fiir den Spezialfall @ = 7 bewiesen. Sei also
F e HP(Z§,X) und F besitze eine Randwertefunktion f € L,(X). Dann 1aBt sich Fp
fir 0 < 0 < 7 folgendermafien darstellen:

Fo(t) = PF(jtle s’

1/00 |t] cos(f)

T Jco (tsin(f) — u)? + 1% cos?(6)
1 o]

m /‘00 (sin(0) —C(:)(f-)I- COSQ(H)Sgn(t)f(tu) du

_ /_ O:o Pos(w)sgn(t) f(tu) du.

Fiir festes u € R sei der Operator S(u) : L,(X) — L,(X) definiert durch S(u)f(t) =
sgn(t) f(ut). Dann gilt

f(u)du

1S() fllz, = [l =7 £, (2.35)
und somit ist die Abbildung, die jedem u € R das Element P.o(u)S(u)f € L,(X)
zuordnet, Bochner integrierbar, falls nachgewiesen wird, daf die Abbildung u — S(u)f
fiir jedes f € L,(X) in allen von Null verschiedenen Punkten stetig und somit meBbar
ist. Doch es ist leicht einzusehen, daf§ diese Abbildung in u # 0 stetig ist, falls f eine
einfache Funktion ist. Genau wie beim Beweis der Stetigkeit der Funktion, die jeder
reellen Zahl ¢ die Translation T'(¢) zuordnet (siehe Proposition 1.2.11), folgt hieraus die
Stetigkeit dieser Abbildung fir alle f € L,(X) in R\ {0}.
Proposition 1.2.12 besagt nun Fy = [ P.ie(u)S(u)f du, wobei dieses Integral als
Bochner Integral in L,(X) aufzufassen ist. Somit ergibt sich

1 = Folls, < [ Pao)lS() = i, du (2:36)

und es ist zu zeigen, daf} das Integral auf der rechten Seite dieser Ungleichung gegen
Null konvergiert fiir § — Z. Sei 0 < ¢ < 5 und g(u) = ||S(u)f — f|r,. Dann ist
glu) <1+ u="/? wegen (2.35) und || f — Fyl|, < Pg(e) wegen (2.36). Zusitzlich wird
die Funktion g. = (1 — x[=.,])g betrachtet. Diese ist beschrankt und stetig im Punkt 1
und es gilt g.(1) = ¢g(1) = ||S(1)f — f||z, = 0. Aufgrund von Proposition 2.1.7 (i) gilt
demnach

lim Pg.(2) = ge(1) = 0.

Es gibt folglich ein § > 0 so, daB fiir alle z € C; mit |z — 1| < § gilt |Pg.| < &. Somit
gilt
1/ = Follz, < [Pge(2)] + [Pge(2) = Pg(2)|

<
< &4 [P(g- — 9)(2)]-
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Weil ¢(t) — ¢g.(t) = 0 fur [t|] > ¢ und g(t) — g.(t) = g¢(t) fir |[t| < ¢ ergibt sich
dartiberhinaus die folgende Abschétzung

Plg—g.)lz) < [ P(t)glt)at

—&

< / 1+ Yrq

< 2+ qeé.

Also ist ||f — Fyl|r, < 3e + 2(]6%, falls nur # so gewihlt wird, daB ¢’ — 1| < §. Das
beweist (ii) fiir den Fall a = 7.

4. Schritt: Nun sei wieder 0 < o < m beliebig. Fiir G € H,(X,, X) sei v € V,(X)
gegeben mit

lim /_°° h(1)Gy (1) dt = /‘” W) dy(t) (b e L,). (2.37)

n—o —0
Weiter sei g € L,(X) eine Radon-Nikodym Ableitung von ¢ und ¢ € V,(X) sei die
integrierte Randfunktion von F'= A, =G € H,(Cy, X). Fiir alle 2, h € L, gilt

d_,C'h=heh=d,Ch

und es folgt mit den Gleichungen (2.34) und (2.37)

[ rwast) = [ d)Che)ds)

= lim [ R(1)G,(t)dl

= [ hwyau()
(t)g(t

d-alt)
(

/_Ozht
- [
&

—00

) dt
C~h(t)g(t) dt
h(t)d_, (1)

t)d_o(t)B " g(t)dt.

Wird also f = d_,B™'g gesetzt, so ist f € L,(X) und wegen

| nwdoy = [ hswde (hely)
ist f eine Radon-Nikodym Ableitung von ¢. Nach Schritt 3 gilt folglich limg_, = Fy = f.
Da die Abbildung B : L,(X) — L,(X) stetig ist, folgt

lim G, = lim(Az . F), = limd,B(F, =) = d,Bf = g,

n—o n—ro n—ro

Wwas 7Zu zeigen war. =

Die soeben bewiesene Proposition hat eine fiir holomorphe L,-Fliisse interessante
Konsequenz, welche die Frage (2) auf Seite 114 beantwortet.
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Satz 2.2.13 Sei 1 < p < oo. Ist A Erzeuger eines a-holomorphen L,-Flusses, so ist
jeder der Operatoren €*A und e=** A Frzeuger eines L,-Flusses.

Beweis Sei A Erzeuger des a-holomorphen L,-Flusses T'. Die Definition der o-
holomorphen L,-Fliisse besagt, daf T : X — L,(X) definiert durch Tsz(t) = Tx(le?)
fiir alle 8 mit |8] < a ein L,-FluB ist, welcher von e¢#A erzeugt wird. Dies wird im
Verlauf des Beweises ohne weiteren Kommentar ausgenutzt.

Sei z € X. Dann ist Tz € H,(X,, X) und als erstes wird gezeigt, daB 7' : X —
H,(X,, X) stetig ist. Da H,(X,, X) ein Banachraum ist, geniigt es, die Abgeschlossen-
heit von T' nachzuweisen, um dann den Satz vom abgeschlossenen Graphen anzuwenden.
Sei also (z,) eine in X konvergente Folge mit lim, o, #, = = und die Bildfolge (T'z,)
sei in Hy(X,, X) konvergent gegen die Funktion f. Da T als a-holomorpher L,-Fluf}
insbesondere ein L,-Flull und somit stetig ist, gilt in jedem Fall Tz 00) = fl(0,00)-
Stimmen zwei 1m Sektor Y, holomorphe Funktionen jedoch auf der positiven reellen
Halbachse tiberein, so stimmen sie im gesamten Sektor iiberein. Dies zeigt T'x = f und
beweist die Abgeschlossenheit von T'.

Nach Satz 2.1.14 gibt es zu Tz € H,(X,, X) eine eindeutig bestimmte integrierte
Randfunktion S,z € V,(X) mit |[S,z||v, < HT&L‘HHP(E y und

Soa(t) = lim [ Too(u)du (=00 <t < o0) (2.38)

B—a Jo

und es gilt ||S.z|v, < HT.IHHP(EQ). Fir « € D(A) und t > 0 werde T,z(t) definiert
durch T,z(t) = = + €*S,Az(t). Wird Lemma 1.5.8 mit Proposition 1.2.8 kombiniert,
so folgt

limA/ Ty (u du—hm/ Ty Ae(u) du = SaAz(t)

f—a

und also

. t .
lim Tﬁx( ) = %gréx + ezﬁA/O Tﬁx(u) du = x + emSaA;v(t) = Tax(t).

f—a

Die Abgeschlossenheit von A liefert nun

. t . t
Toe(t) = lim o + ezﬁA/ Tyr(u) du =z + eWA/ Ty (u) du. (2.39)
0 0

B

Dies zeigt, daB T,z eine milde Losung des (ACP) mit Operator €®A zum Anfangswert
z ist. Sei Sgx(t) = [5 Tsx(u)du. Dann folgt mit Gleichung (2.38) fiir alle ¢ > 0

S,z = lim Tx du—/Tx

f—a
Wegen S,z € V,(X) ergibt sich mit Proposition 1.3.12 (i) T,z € L,(X) und es gilt
[Tozl|z, = 1Sazllv, < 1T,

Somit folgt aus der oben bewiesenen Beschranktheit des Operators T': X — H,(X,, X)
die Beschranktheit von T, : D(A) — L,(X). Da D(A) nach Voraussetzung dicht in X
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ist, 148t sich T, eindeutig stetig und linear fortsetzen zu einem auf dem gesamten Raum
X definierten Operator T, : X — L,(X). Dieser Operator ist der von A erzeugte
L,-FluB, denn: Ist € D(A), so besagt (2.39), daB 7'z eine milde Lésung des (ACP)
mit Operator e®A zum Anfangswert z ist. Sei nun z € X beliebig und (z,) sei eine
Folge in D(A), welche gegen z konvergiert. Dann folgt fiir fast alle ¢ > 0

t t

Tox(t) = lim Thx,(t) = lim z, + A/ Toy(u)du =z + A/ Tyx(u) du.
n—y00 n—00 0 0

Das Gleichheitszeichen zwischen dem dritten und vierten Term dieser Gleichungsket-

te ist abermals gerechtfertigt wegen der Abgeschlossenheit von A, da die Grenzwerte

lim, o0 fo Toxyn(u) du und lim, . A 1 Toxy(u) du existieren und weil

n—0oo n—0oo

t
lim / Tox,(u)du = lim S,z,(t) = S,z(t)
0

fiir 0 <t < o0.
Der Nachweis, daB e=** A einen L,-FluB erzeugt, verlduft véllig analog.

2.2.3 Eine vektorwertige Variante des Satzes von Paley und
Wiener

Der Satz von Paley und Wiener [30] besagt, dafi die komplexe Laplace Transformierte
einen Isomorphismus zwischen Ly((0,00)) und Hy(Cj) vermittelt. Der Beweis dieses
Satzes macht intensiven Gebrauch von der Tatsache, daf} die Fourier Transformation
F : Ly(R) — Ly(R) ein Isomorphismus ist. Wie bereits diskutiert wurde, existiert
die Fourier Transformation F : Ly(R, X) — Ly(R, X) genau dann, wenn X isomorph
zu einem Hilbertraum ist und in diesem Fall ist sie ebenfalls ein Isomorphismus auf
Ly(R, X). Das ist die Aussage des Satzes von Kwapien [24]. Es ist also zu vermuten,
daBl das banachraumwertige Analogon des Paley-Wienerschen Satzes ebenfalls richtig
ist, wenn X isomorph zu einem Hilbertraum ist. Wir haben bereits aus Kwapiens Satz
gefolgert (siehe Proposition 2.1.30 mit p = 2), daB jede Funktion F' € Hy(C4, X) die
komplexe Laplace Transformation einer Ly((0, c0), X )-Funktion ist, sofern X zu einem
Hilbertraum isomorph ist, d.h. die Surjektivitit der komplexen Laplace Transformation
L: L3((0,00), X) = Hy(C4, X) wurde fiir diesen Fall bereits nachgewiesen. Dartiber
hinaus gilt auch die Umkehrung, d.h. falls die banachraumwertige Variante des Satzes
von Paley und Wiener in X wahr ist, so ist X bereits isomorph zu einem Hilbertraum.
Diese und weitere Uberlegungen sind in der folgenden Proposition zusammengefaft.

Proposition 2.2.14 Sei X ein Banachraum. Dann sind dquivalent:

(i) X ist isomorph zu einem Hilbertraum.

(i1) Die Fourier Transformation F : Ly(R, X) — Ly(R, X) ist ein Isomorphismus.
(iii) Die komplexe Laplace Transformation £ : Ly((0,00),X) — Hy(Cy, X) ist ein

Isomorphismus.
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(iv) Die komplexe Laplace Transformation L : Ly((0,00),X) — HQ(E%,X) ist ein

Isomorphismus.

(v) Sei 0 < o < w. Die Abbildung, die jedem f € L,((0,00),X) die durch

F(z) = 255 / Tty (2.40)

definierte Funktion F : ¥, — X zuordnet, ist ein Isomorphismus zwischen

L2((0,00), X) und Hy(X,, X).

Beweis Zuerst werden die einfachen Aquivalenzen abgehakt. Die Aquivalenz (1)< (ii)
ist die Aussage des Satzes von Kwapien und (iii)<(iv) ist eine Konsequenz aus der
Isomorphie zwischen Hy(C4, X) und HQ(Z%,X), die in Satz 2.2.9 bewiesen wurde. Zum
Beweis von (iv)<(v) werde die komplexe Laplace Transformierte von f € Ly((0, 00), X)
mit (G bezeichnet und F' sei definiert wie in (2.40). Dann rechnet man leicht F' =
A=z G nach. Somit ist die in (2.40) definierte Abbildung die Verkniipfung von Az ,
mit der komplexen Laplace Transformation. Da Ag,a ein Isomorphismus ist, ist diese
Verkniipfung genau dann ein Isomorphismus, falls die komplexe Laplace Transformation
ein Isomorphismus ist.

7 zeigen bleibt die Aquivalenz (ii)<(iii). Zuerst wird angenommen, daf die Fourier
Transformation ein Isomorphismus auf Ly(R, X) mit Operatornorm M ist. Sei f €

L3((0,00), X). Dann ist fir z =a 4 1b € Cy

Fle)= [T e f@yd= [ e (1) dt = Fau(b),

wobei g4(1) = X[o,00)(£)e™" f(1) gesetzt wird. Demnach ist F, = Fg,. Offensichtlich gilt
lgallr, < |If]l1, fiir jedes a > 0 und folglich

1F|mcyy = sup || Fullz, = sup | FgallL, < Msup ||gallz, < M][f][L,-
a>0 a>0 a>0

Die Surjektivitdt der komplexen Laplace Transformation ist gerade die Aussage von
Proposition 2.1.30 fiir p = 2. Somit ist die Implikation (ii)=-(iii) bewiesen.
Umgekehrt gelte nun (iii) und es sei M die Operatornorm der komplexen Laplace
Transformation. Es geniigt, die Stetigkeit der Fourier Transformation auf L;(R,X)
nachzuweisen. Dafi F ein Isomorphismus ist, folgt dann aus F~'g(s) = ;=Fg(—s). Sei
zuerst g € Ly N Ly(R, X) eine Funktion, deren Trager in (0, c0) enthalten ist, und F
bezeichne die komplexe Laplace Transformierte von ¢g. Die einfache Abschétzung

IFEI [ e g@llde < lgll,  (Re(z) = 0)

zeigt, dal F' : C, — X eine auf der abgeschlossenen rechten Halbebene beschriinkte
Funktion ist. Zudem folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz fiir allet € R

o0 o0

lim F(z) = lim e f(u)du = / e™"™ f(u) du = F(it) = Fg(l).

z—rit z—=1t Jo 0
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Somit erweist sich F' als stetig auf der abgeschlossenen rechten Halbebene. Zudem ist
F nach Proposition 1.5.1 holomorph auf der rechten offenen Halbebene und folglich ist
F' die Poisson Transformierte ihrer Randfunktion Fg, wie in Proposition 2.1.9 gezeigt
wurde. Folgerung 2.1.15 besagt also

IFgllz. = [[Fllmcyy < Mllgllz,-

Sei nun g € Ly N Ly(R, X)) eine Funktion, deren Tréger nach links beschrankt ist
durch d. Wird g¢4(t) = g(t + d) (0 < t < oo) festgesetzt, so laft sich die Fourier
Transformierte von g darstellen als

Fg(s) = /d e~ g(t) dt :/ e“is(t"'d)g(t +d)dt

0

= eisd /OO e_mgd(t) dt = e_iSd]:gd(s).
0

Da der Triger von g4 in (0, 00) enthalten ist, wurde bereits || Fgq||n, < M| 94| L, nach-
gewiesen. Offensichtlich gilt ebenfalls ||g4||z, = |lg||z,- Somit folgt ||Fgllr, < M||g|lL,-
Bis hierher wurde also || Fyg||1, < M||g|1, fiir alle g € LiNLy(R, X), deren Trager nach
links beschrénkt ist, nachgewiesen. Doch die Menge dieser Funktionen ist aufgrund von
Proposition 1.2.10 dicht in Ly(R, X), so daB die Fourier Transformation eine eindeutig

bestimmte stetige und lineare Fortsetzung auf den ganzen Raum Ly(R, X) besitzt. =

Zum SchluB dieses Paragraphen wird gezeigt, was vom Satz von Paley und Wie-
ner tibrighleibt, wenn auf die Voraussetzung an X verzichtet wird, isomorph zu einem
Hilbertraum zu sein. Diese Uberlegung deutet zugleich den Grundgedanken des an-
schlieBenden letzten Abschnitts an.

Proposition 2.2.15 Fs gibt eine Konstante C' > 0 so, daf3 fiir jeden Winkel 0 < 3 < 7
und jedes [ € Ly(X) die komplexe Laplace Transformierte Lf von f der Ungleichung

HfHLz
L <(C——=
H fHHQ(ES) = cos(ﬂ)E

geniigl.

Beweis Sei zuerst X = C. Dann besagt (iv) der obigen Variante des Satzes von Paley
und Wiener, dafl eine Konstante (' so existiert, daf fir jedes g € Ly gilt

1£gllm.(25) < Cligllz,-
Insbesondere ist die L,-Norm der reellen Laplace Transformierten von g beschrankt
durch C||g||7,- Sei nun X ein beliebiger Banachraum und f € Ly(X). Dann gilt fiir
re' € ¥

lesrel < [ e

Lrlae < [ e g d.
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Wird g(t) = || f(1)]| gesetzt, so gilt also || L f(re?®)|| < Lg(r cos()). Folglich ergibt sich

1£lsn = sup (£l < sup ([ Lol cos(0))? dr)*
lo1<p 161<8

0

= sup cos(0)H gl < cos(3)HCllgl, = 0L
lol<p cos(3)2

2.2.4 Dualitét in H,(Z,,X)

Ist p < oo, so ist der Dualraum des Hardyraums H, (C+) 150n101ph zum Quotientenraum

L,/H, (C+) Diese Tatsache basiert auf der folgenden Uberlegung: Sei Y ein Banach-
raum und Yp sei ein abgeschlossener Teilraum von Y. Dann ist aufgrund des Fortset-
zungssatzes von Hahn-Banach die Abbildung Y* — Y, die jedem linearen Funktional
auf Y seine Finschrankung auf Yy zuordnet, surjektiv. Desweiteren stimmt der Kern

dieser Abbildung mit dem durch
Yot ={y e Y :yy, =0}

definierten Teilraum von Y™ iiberein. Demnach ist Y7 isomorph zum Quotientenraum
Y*/YL.

Wird diese Uberlegung angewendet auf den Raum Y = L, und Y, = H,(C,), so
ergibt sich H,(Cy)* ~ L,/H,(C4)*. Zudem gilt nach Garnett [17]:

Lemma 2.2.16 [st 1 < p < oo, so ist H,(C;)t = H,(Cy).

Dies beweist die Isomorphie von H,(C;) und L,/H,(C,). Sollen diese Uberlegun-
gen fir die vektorwertigen Raume H,(Cy, X) entsprechend durchgefithrt werden, so
gibt es folgendes zu tun:

(1) Es ist ein Banachraum Y zu finden, in welchem H,(C,, X) als abgeschlossener
Teilraum enthalten ist.

(2) Der Dualraum dieses Banachraums Y muf} bestimmt werden.
(3) Der Raum H,(C4, X)* ist zu bestimmen.

Als Banachraum Y bietet sich der Raum V,(X) der Funktionen von beschrankter
p-Variation an, in welchem H,(C,, X) enthalten ist, wenn man eine Funktion mit ihren
integrierten Randwerten identifiziert. Doch der Punkt (2) bereitet in diesem Fall einiges
Kopfzerbrechen. Wie sieht der Dualraum von V,,(X) aus? Auf diese Frage kann hier kei-
ne Antwort gegeben werden. Die Situation wird jedoch erheblich einfacher, wenn X die
Radon-Nikodym Eigenschaft besitzt. Denn dann besitzt jede H,(C, X)-Funktion laut
Folgerung 2.1.15 eine Randwertefunktion in L,(X) und H,(C4, X) kann als Teilraum
von L,(X) aufgefalit werden.

Zudem laBt sich der Dualraum von L,(X) fir p < oo mit einem wohlbekannten
Raum identifizieren, wie die folgende Proposition zeigt.
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Proposition 2.2.17 Ist 1 < p < oo, so ist der Dualraum von L,(I,X) isometrisch
isomorph zu V,(I, X*).

Beweis Zuerst gilt es, jeder Funktion ¢ : I — X* von beschrankter ¢-Variation ein
lineares Funktional 7, auf L,(I,X) zuzuordnen. Ist f = >73_; ®xX[a,5,) €ine einfache

Funktion in S(7, X), so wird

- kﬁ«b(bw — blan), 7)

festgesetzt. Unter Zuhilfenahme von Proposition 1.3.5 und Lemma 1.3.10 kann dann

()] < ZH@ br) — d(ar)| [zl

> (Varg(by) — Varg(az))||zx|

k=1

= [ 710 dVary(2)
< 1z, el

gefolgert werden. Da der Raum S(7, X) in L,(I, X) dicht ist (siehe Proposition 1.2.10),
kann 74 eindeutig linear und unter Beibehaltung der Norm auf den gesamten Raum
L,(I,X) fortgesetzt werden. Auf diese Weise definiert ¢ ein lineares Funktional 74 auf
Lo X) mit [l < 6]

Ist umgekehrt ein lineares Funktional 7 auf L,(1, X) gegeben, so wird ein Operator
T:L,I)— X* wie folgt definiert: Fir f € Ly(I) und z € X wird T f(z) = 7(z ® [)
festgesetzt. Hier wurde die Schreibweise # @ f(t) = f(t)x (¢t € I) benutzt. Dieser Ope-
rator 7' ist offensichtlich stetig. Dariiberhinaus ist seine Dinculeanu Norm beschrankt
durch die Norm von 7. Um dies einzusehen sei [ = 37}_| ¢k X[a;.p,) €ine einfache Funk-
tion mit HfHLp = 1. Zu gegebenem ¢ > 0 existieren z; € Ux mit

IN

&
|ck|HTX[akybk)“ < |ck|<TX[akybk)7$k> + g (k = ]? s ?n)'

Folglich ist

Z |Ck|”TX[akvbk ‘ < e+ Z |Ck|7—($’C ® X[ambk))

= ¢+ T( Z Tp ® |ck|X[akqbk))
k=1

< et Il 3wk @ leelXpuan)
k=1

< et |7l Az,
et 7l

Da & > 0 beliebig war, folgt [|[T]|] < |||l
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Es gibt demnach (siehe Proposition 1.3.13) ein ¢ : I — X* dessen ¢-Variation von
||7|| beschrankt ist und welches T reprasentiert. Zudem gilt fiir das durch ¢ auf L,(1, X)
definierte lineare Funktional 7,

76(2 @ Xpapy) = (6(b) = d(a), ) = (TX[a), #) = T(2 @ X[ayp))-

Da die Menge {zx[.4) : a,b € I,a < b,z € X} total in L,(I,X) ist, miissen die
linearen Funktionale 7 und 7, auf L,(I, X) {ibereinstimmen. Die Abbildung, die jedem
¢ das lineare Funktional 74 zuordnet, ist demnach eine Isometrie zwischen V, (1, X') und

L,(1,X)*, was zu zeigen war. =

Es bereitet nun keine Schwierigkeit mehr, V,(X*)/H,(C;, X*) mit dem Dualraum
von H,(Cy4, X) zu identifizieren, falls X die Radon-Nikodym Eigenschaft besitzt.

Proposition 2.2.18 Sei 1 < p < oo und X besiltze die Radon-Nikodym Figenschaft.
Dann gilt H,(Cy, X)* ~ V,(X*)/H,(C;, X*).

Beweis Besitzt der Banachraum X die Radon-Nikodym Eigenschaft, so existiert fiir
jedes F' € H,(C,,X) eine Randfunktion Fy € L,(X) und wir fassen im weiteren
Verlauf dieses Beweises H,(C, X) als Teilraum von L,(.X) auf, indem wir die Funktion
F € H,(C4, X) mit ihrer Randfunktion Fy € L,(X) identifizieren. Da V,(X*) bereits
als Dualraum von L,(X) entlarvt ist, bleibt aufgrund der Voriiberlegungen nur noch
H,(C4, X)Lt = H,(C4, X*) nachzuweisen. Hierbei wird ein G* € H,(Cy, X*) wieder
tiber seine Randfunktion ¢ € V,(X*) mit einem Element in H,(C,, X)* identifiziert.

Sei zuerst ein G* € H,(C4;, X*) mit Randfunktion ¢* € V,(X™*) gegeben und 7« sei
das durch ¢* auf L,(X) definierte lineare Funktional. Dann muf}

T (Fy) =0 fiir alle F € H,(Cy, X) (2.41)

nachgewiesen werden. Zuerst iiberlegt man sich, daf} fiir alle a > 0 gilt
/ (Fo(t), G=(1)) dt = 0. (2.42)

Denn die Funktion z +— (F(z),G(a + z)) ist holomorph in C; nach Lemma 1.4.11.
Zudem folgt aus der Holderschen Ungleichung, daff diese Funktion in H;(Cy) liegt.
Auflerdem ist die Funktion ¢ — (Fy(t),G4(t)) die Funktion der Randwerte dieser H-
Funktion. Somit folgt die Giiltigkeit von (2.42) aus Garnetts Lemma [17], 11.3.7. Wenn
also fir alle f € L,(X)

o0

tim [ (7(0), G3(0) di = () (2.43)

a—=0 J_no

nachgewiesen werden kann, so folgt (2.41), und G* € H,(C,, X)* ist bewiesen. Aber
diese Konvergenz gilt zumindest fir alle Funktionen der Form f = 377 i @ fr mit
zr € X und fi € L,, denn wegen Proposition 2.1.7 (iv) gilt

im (70, G ) d = TimS (e [ e

a—=0 J_o a—0

= St [ Rds ()

k=1
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Die Familie (G%),s0, aufgefaBt als Familie linearer Funktionale auf L,(X), konvergiert
also punktweise gegen das lineare Funktional ¢* auf der dichten Teilmenge X ®@ L, von
L,(X). Dariiberhinaus ist diese Familie gleichméafig normbeschrankt durch ||G*||#, .
Nach dem Satz von Banach-Steinhaus ergibt sich die zu beweisende Konvergenz (2.43)
also fiir alle f € L,(X). Insgesamt beweist dies H,(C4, X*) C H,(Cy, X)*.

Sei nun umgekehrt ¢* € H,(C,, X)t eine X*-wertige Funktion von beschrinkter
g-Variation und G* € h,(C,, X*) sei die harmonische Funktion, die ¢* als Funktion
der Randwerte besitzt. Es gilt zu zeigen, dafl G* holomorph in C; ist. Aufgrund von
Proposition 1.4.8 reicht es nachzuweisen, dafl fir jedes + € X die durch Gi(z) =
(G*(z),z) definierte Funktion G% : C; — C holomorph ist, denn X C X** ist ein
X*-normierender Teilraum. Ist f € L, Randfunktion einer H,-Funktion und ist € X,
so ist T¢*($ ® f) = 0 nach Lemma 2.2.16. Nun tberlegt man sich leicht

(e )= [0 de (1))

Da die Abbildung ¢ — (¢*(t),z) eine komplexwertige Funktion von beschrankter g-
Variation ist, besitzt sie eine Radon-Nikodym Ableitung ¢, € L, und es gilt

/_Z F(1)go(t) dt = my(x @ [) = 0.

Zudem ist g, die Funktion der Randwerte von G,. Dies zeigt G, € Hp(C_l_)L. Doch
nach Lemma 2.2.16 ist H,(C;)* = H,(Cy). Somit liegt G, in H,(Cy). Insbesondere

ist G, eine in C, holomorphe Funktion. =

Da nun der Dualraum von H,(Cj, X) bestimmt ist, ist die entsprechende Arbeit
auch fiir die Rédume H,(X,,X) (1 < p < 00,0 < a < 7) geleistet, denn diese sind
isomorph zu H,(Cy4, X). Es gilt demnach H,(X,, X)* ~ V,(X*)/H,(C4, X*), falls
X die Radon-Nikodym Eigenschaft besitzt. Doch es ist natiirlich auch H,(C4, X*)
isomorph zu H,(X,, X*) nach Lemma 2.2.2 und Satz 2.2.9. Demnach wurde gezeigt:

Folgerung 2.2.19 Sei 1 < p < 00, 0 < o < 7 und der Banachraum X besilze die
Radon-Nikodym Figenschaft. Dann ist H,(X,, X)* ~ V,(X*)/H, (., X*).

Dieser Paragraph wird mit einer Charakterisierung der Hardyrdume holomorpher
Funktionen abgeschlossen, welche sich aus H,(Cy)* = H,(C,) fiir p < oo ergibt.

Proposition 2.2.20 Sei 1 < ¢ < oo und ¢ € Vy(X). Dann sind dquivalent:
(i) Po € Hy(Cy,X).
(i1) Fir alle g € H,(Cy) ist [T, g(t) do(t) = 0.

Beweis Fir 2* € X* bezeichne f,« € L, die Radon-Nikodym Ableitung von z* o ¢.
Dann gilt nach Folgerung 1.4.9 und Lemma 2.2.16

P e Hy(Cy, X)

Fiir alle z* € X* ist ™ o P € H,(Cy)

Fiir alle * € X* und alle g € H,(Cy) ist [Z0 g(t) fur(t)dt =0
Fir alle g € H,(Cy, X) ist [Z2_ g(t) do(t) = 0.

t ¢
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2.3 Laplace Transformation holomorpher Funktionen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Frage, wann eine gegebene Funktion Laplace
Transformierte einer H,(X,, X)-Funktion ist. Das bedeutet konkret: Gegeben sei ein
zwischen 0 und 7 gelegener Winkel a und eine Funktion F': (0,00) = X. Welche Be-
dingungen an F' sind notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines f € H,(X,, X)
mit F(s) = [P e f(t)dt fir 0 < s < oo? Wir werden diese Frage nicht fiir den Fall
p = 1 untersuchen. Den Grund dafiir liefert das weiter unten folgende Beispiel 2.3.8. In
diesem Abschnitt ist immer p > 1. Entsprechend gilt fiir die zu p konjugierte Zahl ¢
immer ¢ < 0.

Eine erste notwendige Bedingung fiir F', Laplace Transformierte einer H,(X,, X )-
Funktion zu sein, ist die holomorphe Fortsetzbarkeit von F" auf den Sektor ¥4 z. Dies
ist das Ergebnis des ersten kurzen Paragraphen dieses Abschnitts. Im zweiten Para-
graphen geben wir eine Charakterisierung der Laplace Transformierten a-sektorieller
holomorpher Funktionen, welche auf jedem echten Teilsektor von ¥, beschrankt sind,
und im dritten Paragraphen dieses Abschnitts wird ein entsprechendes Ergebnis fiir die
Laplace Transformierten von H,(X,, X)-Funktionen vorgestellt. Im vierten und letzten
Paragraphen wird eine Vereinfachung des Hauptergebnisses 2.3.7 diskutiert.

2.3.1 Holomorphe Fortsetzbarkeit

In diesem Paragraphen wird der Nachweis gefiihrt, dafl sich die Laplace Transformier-
ten von H,(X,, X)-Funktionen holomorph auf den Sektor Yotz fortsetzen lassen. Zum
Nachweis dieser holomorphen Fortsetzbarkeit sei an die folgenden Bezeichnungen erin-
nert:

Ist  ein zwischen —m und 7 gelegener Winkel, so wird

[, =(te":0<t< )
definiert. Weiter bezeichne
Iy(r,R) = (tem cr <t < R)

und I',(R,r) = —I',(r, R). Bei dieser Schreibweise ist auch R = oo zugelassen und in
diesem Fall bedeutet T, (r,00) = (te 1+ < ¢ < 00). Ist r > 0 und sind 5 und ¢ zwei
zwischen —7 und 7 liegende Winkel mit n < ¢, so ist

Ar(n,¢)=(re’ :n <0< 9)

und Ay (¢, 1) = —Ax(n, $).
Essei 0 <a < §.1Ist 2 € ¥oix, so heiBt jeder zwischen —a und o gelegene Winkel
n, fiir den die Ungleichung |arg(z) + n| < 7 besteht, a-zuldssiger Winkel fiir z. Sofern
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Klarheit tiber den zugrunde liegenden Winkel a besteht, wird 5 kurz zuldssiger Winkel
fiir z genannt.
Sei f: ¥, — X eine holomorphe Funktion, welche auf ¥, der Abschatzung

I/l < T (2.44)

mit einem K > 0 und einem p > 1 geniigt. Ist z = re'® € Yotz und ist 7 ein a-
zuldssiger Winkel fiir z, so existiert das Integral

Lf () = [ e () du.

Ty

denn es gilt die Abschatzung
H /F e flu)di| < / e~ I#lr cos@+)|[ £(rei)| dir < oo (2.45)
" 0

Bei dieser Abschétzung ist entscheidend, dafi cos(¢+n) positiv ist, was gerade dadurch
erreicht wird, daBl der Winkel n zuldssig fiir z gewahlt wird. Zudem muf} n zwischen
—a und o und liegen, damit der Pfad I'; im Definitionsbereich von f verlauft.

Uber die Existenz des Integrals (2.45) hinaus gilt das folgende Lemma.

Lemma 2.3.1 Sei f: ¥, — X holomorph und [ geniige der Abschitzung (2.44). Ist
2 € Ngyx und sind iy und 1y 2wei zuldssige Winkel fir z, so gilt Lf(z,m) = Lf(z,n2).

Beweis Ohne die Allgemeinheit zu beschrianken kann n; < 73 angenommen werden.
Zum einen ist

Lf(z,m) = /r e f(u)du= lim e " f(u) du (1t=1,2)

n r—0,R—c0 Ly, (r,R)

und zum anderen gilt aufgrund des Satzes von Cauchy

/ —I—/ e_zuf(u) du = / —I—/ e_Z“f(u) du.
1-‘771 (TvR) AR(TJIJD) FTIQ (TvR) AT(”17772)

Die Behauptung folgt also, falls nachgewiesen wird, daB [, (, . e”*" f(u) du sowohl fiir
s — 0 als fiir s — oo gegen Null konvergiert. Sei ¢ = max(|arg(z) + 1], |arg(z) + n2]).
Dann gilt fiir alle § € [y, n2] die Ungleichung 0 < cos(¢) < cos(arg(z) + ). Somit
ergibt sich die Abschétzung

H / e—zuf(u) du” < /”2 Se|z|scos(arg(z)+6)Hf(sezﬂ)” do < [/(Sl/q(772 . 771)€_|Z|SCOS(¢).
As(n1,m2) n
Wegen 1/g > 0 konvergiert die rechte Seite dieser Ungleichung gegen Null fiir s — 0

und cos(¢) > 0 bewirkt die Konvergenz der rechten Seite gegen Null fiir s — co. =

Da H,(X,, X)-Funktionen laut Lemma 2.2.3 der Abschétzung (2.44) geniigen, ergibt

sich aus dem vorangegangenen Lemma 2.3.1 das folgende Lemma.
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Lemma 2.3.2 Sei [ € H,(X,,X). Ist z € Ea+§ und sind my und 1y zwer zuldssige
Winkel fiir z, so gilt Lf(z,m) = Lf(z,12).

Fiir jedes z € Y.,z existiert mindestens ein fiir z zuldssiger Winkel n, und das
vorangegangene Lemma ermoglicht die Festsetzung

Lf(z)=Lf(z,n) = /F e ™" f(u) du.

7

Auf diese Weise wird eine Funktion £f : ¥o1z — X definiert. Da die Bezeichnung
L[ bereits fiir die Laplace Transformierte von f benutzt wurde, muf} sichergestellt
werden, dafl die beiden verschiedenen Definitionen auf der rechten Halbebene C, das-
selbe liefern. Dies ist der Fall, da 0 fiir jedes z € C, ein zuldssiger Winkel ist und
Jr, €77 f(u) du = [57 e f(t) dt.

Nun sei n ein zwischen o und —a gelegener Winkel. Dann ist die Menge aller z €
Yoz, fir die n ein zuléssiger Winkel ist, gerade die um —n gedrehte Halbebene e="Cy.
Somit definiert g, (2) = L f(z,n) eine Funktion g, : e="C, — X. Mit Proposition 1.4.13
folgt, daB g, holomorph in der um —n gedrehten Halbebene ist. Zudem stimmt g, auf
e~ C, mit f iiberein. Also ist £f holomorph in der um —n gedrehten Halbebene. Da 7
beliebig zwischen —a und o gewdhlt wurde, ist f folglich holomorph in der Vereinigung
U_acyeca €Ct. Doch diese Vereinigung ist nichts anderes als der gesamte Sektor
Yatz. Es wurde also bewiesen:

Proposition 2.3.3 Sei 0 < a < T und es sei f € Hy(X,, X ). Dann besitzt die Laplace
Transformierte von f eine holomorphe Fortselzung auf den Sektor Xo4z.

Diese ersten Uberlegungen zur Laplace Transformation a-sektorieller holomorpher
Funktionen ermdoglichen bereits die Beantwortung der anfangs des Abschnitts , Hardy-
raume sektorieller holomorpher Funktionen gestellten Frage (1).

Proposition 2.3.4 Sei 0 < o < T und T ein Ly-Fluf. Dann sind gleichwertig:
(i) T ist a-holomorpher L,-Fluf.
(i1) Fir jedes x € X gilt Tx € Hy(X,,X).

Beweis Ein Blick auf die Definition a-holomorpher L,-Fliisse zeigt, daBl es bei der
Implikation (i)=-(ii) nichts zu zeigen gibt. Es gelte also (ii). Sei |f| < «. Dann ist 6
fiir jedes s > 0 ein zuldssiger Winkel. Da R(e™", A)x laut Proposition 1.5.7 mit der
Laplace Transformierten von 7'z an der Stelle e~ iibereinstimmt, besagt Lemma 2.3.2

/ e Toz(t)dl = e“ieem/ ee_ieseieth(eiet)dt
0 0

= (LT z)(e s, 0)
= e_m(,CTx)(e_Ms, 0)
= ¢ R(e™s, A

= R(s,emA)m.
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Folglich stimmt die Resolvente von €A auf (0,00) mit der Laplace Transformierten
von Ty iiberein, was €'Y A nach Proposition 1.5.7 als Erzeuger des L,-Flusses Ty entlarvt.

Die holomorphe Fortsetzbarkeit einer Funktion F"auf den Sektor ¥,z ist notwen-
dig fur ', um Laplace Transformierte einer H,(X,, X )-Funktion zu sein. Offensichtlich
ist diese Bedingung jedoch nicht hinreichend. Eine notwendige und hinreichende Be-
dingung kann am einfachsten fiir den Fall p = oo gefunden werden.

2.3.2 Die Laplace Transformation in H.(X,,X)

Der Titel dieses Paragraphen halt nicht ganz, was er verspricht. Denn charakteri-
siert werden nicht die Laplace Transformierten beschrankter a-sektorieller holomorpher
Funktionen, sondern die Laplace Transformierten a-sektorieller holomorpher Funktio-
nen, welche auf jedem echten Teilsektor beschrankt sind. Kurzum, es gilt der folgende
Satz.

Satz 2.3.5 Gegeben sei eine Funktion F : (0,00) = X. Dann sind gleichwertig:

(i) FEs gibt eine a-sektorielle holomorphe Funktion f: Y, — X mit

sup || f(2)]| < o0 fir alle 0 < B < « (2.46)

ZEX B
und F(s) = [ooe f(t)dt fir0 < s < oo.
(ii) Es gibl eine (a + T)-sektorielle holomorphe Funktion F : Yoapz = X mil

sup |[zF(2)|| < oo fir alle 0 < 6 < « (2.47)

2€Xpgy x
und ﬁ(s) = F(s) fiir 0 < s < co.

Beweis 1. Schritt: Es gelte (i), d.h. F' ist Laplace Transformierte einer a-sektoriellen
holomorphen Funktion f, welche auf jedem echten Teilsektor von ¥, beschrankt ist.
Sei 0 < 8 < a. Dann ist die komplexe Laplace Transformierte F' = Lf von [ nach
Proposition 2.3.3 eine holomorphe Fortsetzung der reellen Laplace Transformierten F
auf den Sektor gy x. Also besitzt F" eine holomorphe Fortsetzung auf die Vereinigung
Uo<p<a Xp+z- Doch die Vereinigung dieser Sektoren stimmt mit X, = iiberein. Somit

ist die holomorphe Fortsetzbarkeit von F auf Yotz erwiesen.

2. Schritt: Nachzuweisen bleibt die Ung]elchung (2.47). Zur Abkiirzung schreiben
wir k(8) = SUD.ex, |f(2)] fir 0 < B < a. Sei z € Ygyz. Da [ auf jedem echten
Teilsektor von ¥, beschrankt ist, gilt f € HOO(Z(,Hs X) Ist arg( z) < 0, so wird

n = a"f’ﬁ gesetzt, und ist arg(z) > 0, so wird n = a+35

gewahlt. In jedem Fall gilt
fiir diese Wahl von 5

a+ 3 T a—f
|77|<T und |arg(z)+77|<§—( 1 )
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und somit ist 7 ein 22_zuldssiger Winkel fiir 2. Folglich kann 2 F(z) abgeschitzt werden
durch

lzF ()l = 2L (= n)
< | |/ —|2|r cos(arg(z)+n) Hf(,e )”dr
< cos(arg(z) + 1)~ 1k(a;ﬂ)
T a-—f a+p
< COS(§_ 4 )k( ) )
. a— 0 a+ 3
= sin (S )R(555).

Das beweist sup_cs [|2F(2)] < oo.
3. Schritt: Nun gelte umgekehrt (ii) und es werde K(B) = sup_cy, [[2F(2)|| gesetzt.
Fir 0 < r < R und |p| < 7 wird der Pfad Q(r, R,n) definiert durch

Qr, Byn) = (T—y(R, ), Ar(=1,1), Ty (r, R))

und anstelle von Q(r, oo, ) wird Q(r,n) geschrieben.
Ist r > 0, z € ¥, und ist n ein Winkel mit

Yis Yis
<ot und Jarg(e) +ul, Jarg(=) — ] > . (2.48)

so wird

Fzmm) = 217r / [ F (2.49)

festgesetzt. Die néchsten Schritte bestehen darin zu zeigen, dafi das Integral in (2.49)
existiert und sowohl von r > 0 als auch von n unabhangig ist. Gleichzeitig wird eine
obere Schranke fiir die Norm dieses Integrals gewonnen.

Das Integral [ (_, e** F(u) du existiert, weil T'y ein endlicher Pfad ist. Wird |n| <
|arg(z)| + 7 beachtet, so ergibt sich die folgende Abschitzung:

H / e F(u) duf < / el cosarg()+0) )| ()| dO < 2K (7). (2.50)
7777

Fiir das Integral tiber ', (r, co) gilt

/ ( )ezuF(u) du :/ eZtei"emF(tem)dt.
Iy (r,00 r

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung konvergiert absolut, wegen

und es ergibt sich zusétzlich die Abschatzung

eztei"einF(tein) H dt S [((,’7) /OO t—le|z|tcos(arg(z)+n) dt

< ["(77)74_1|Z|_1| cos(arg(z) + n)|—1€|z|cos(arg(z)+n)7.

H/ Mo e F(u) duH < K(n)r~'z|™" cos(arg(z) + )| " (2.51)
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Analog ergibt sich die Konvergenz des Integrals iiber den Pfad TI'_, (oo, r) sowie die
Abschatzung

H »/F_n(oo,r) e f(u) dUH < K(n)r“l|z|_1| cos(arg(z) + 77)|_1. (2.52)

Hierbei gilt es zu beachten, daff aufgrund der Wahl des Winkels 1 sowohl cos(arg(z)+7)
als auch cos(arg(z) — i) negativ sind. Insgesamt ist also die Existenz des Integrals in
(2.49) bestatigt.

Die Unabhéngigkeit von f(z,7,7) vom Radius r > 0 bei festem Winkel 5 folgt
aufgrund des Satzes von Cauchy aus der Holomorphie von F' auf Y,4z, da fir zwei
verschiedene Radien ry und ry die Pfade Q(ry,n) und (r2,7n) sich nur durch einen
geschlossenen Pfad im Inneren des Holomorphiegebietes von F' unterscheiden.

Sei nun r > 0 fest und 7y, 7, seien zwei Winkel, welche die Ungleichungen (2.48)
erfilllen. Weiter wird 0.B.d.A 72 < 7y angenommen. Wegen

1
flzrm) RS0 2 Qr,Ryni) e flu) du g )
geniigt es zu zeigen
I - * f(u) du = 0. 2.53
Rl—I>Iolo Q(r,Rm) Q(r,R,m2) ‘ f(u> " ( )

Fir R > r unterscheiden sich die Pfade Q(r, R,n;) und Q(r, R,7,) nur durch einen
Pfad, welcher zusammengesetzt ist aus einem geschlossenen Pfad sowie den Pfaden

Apr(—n1,—n2) und Ag(ny,m ). Folglich gilt aufgrund des Satzes von Cauchy

/ —/ e (u) du,:/ + e (u) du.
Q(r,R,m) Q(r,R,n2) Ag(=n1,—m2) Ag(n2:m)

Das Integral tiber Ag(n2,n1) gentigt der Abschitzung

H /AR(U17772) ezuf(u> duH

IN

/771 e|z|Rcos(arg(z)+9) HF(RGZH)H 46
N2
R [ | RF(RE?)| do

2

IN

< R - m)K (arg(z) + 5).

Der Wert auf der rechten Seite dieser Ungleichung konvergiert offensichtlich gegen 0

fiir R — oo und folglich ist die Konvergenz des Integrals auf der linken Seite dieser

Ungleichung gegen 0 fiir R — oo erwiesen. Mit einer analogen Argumentation verifiziert

man Bmp_yeo o<y ) €S (1) du = 0. Somit ist die Giiltigkeit von (2.53) erwiesen
und das Etappenziel f(z,r,m) = f(z,r,n2) ist erreicht.

Sei nun z € ¥, beliebig. Dann gibt es einen Winkel 5, welcher die Bedingung (2.48)

erfiillt und es wird

f(z) = f(zrim)
gesetzt, wobei r > 0 beliebig gewéhlt wird. Diese Festsetzung macht Sinn, da f(z)
nicht von der speziellen Wahl des Winkels  abhangt. Sei nun 0 < 8 < «. Dann ist
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n = # ein zwischen o und 3 gelegener Winkel und man tiberlegt sich leicht, daB

fir alle z € Y5 die Bedingung (2.48) erfiillt ist. Fiir z € ¥g besitzt f(z) demnach
die Darstellung f(z) = f(z,r,n), wobei r > 0 beliebig ist. Folglich sichert Proposition
1.4.13 die Holomorphie von f in ¥z. Doch 3 war ein beliebiger zwischen 0 und o
gelegener Winkel und demnach ist f holomorph in 3.

4. Schritt: Als nédchstes mufl die Beschranktheit von f in X3 nachgewiesen werden.
Ist z € ¥g, so gilt mit n = azﬂ die Darstellung f(z) = f(z,|z|™',n). Daher kann || f(2)|
unter Einsatz der Ungleichungen (2.50),(2.51) und (2.52) abgeschitzt werden durch

7 < 26 0n) (sin (25 2) ™" ).

5. Schritt: Schlieilich bleibt zu zeigen, daf} F= Fj(0,00) die komplexe Laplace Trans-
formierte von f ist. Dazu geniigt es zu zeigen, daf fiir jede positive reelle Zahl s gilt
F(s) = [57 e™* f(1) di. Tst dies bewiesen, so stimmt die auf X, = holomorphe komplexe
Laplace Transformation von f auf diesem Sektor mit der (a + 7)-sektoriellen holomor-
phen Funktion F' iiberein, da die holomorphe Fortsetzung einer auf der positiven reellen
Halbachse definierten Funktion auf den Sektor ¥4z eindeutig ist. Sei s > 0. Dann wird
ein beliebiger zwischen 7 und 7 + o liegender Winkel 5 und ein Radius r mit 0 <r < s
gewahlt. Dann ist die Bedingung (2.48) mit z = s erfullt und also ist f(¢) = f(¢,r,n).
Somit liefert der Satz von Fubini zusammen mit der Variante 2.2.5 der Cauchyschen
Integralformel

0 0 1
S = [Tet [ () dudt
»/(; e f( ) 0 c 27 Q(r,n) ‘ (U) “
1 00
= o [ ) [ et(u—s)dd
5 /Q(rm) (u) e (u—s)dtdu

= i/ F(u) du
21 Ja(rm) s — u

= F(s).

Die Formulierung von Satz 2.3.5 wirft die Frage auf, ob die Aussage des Satzes
richtig bleibt, wenn die Bedingung (2.46) durch

sup ||/ (=)l

2EX o

und die Bedingung (2.47) durch

sup |27 (2)]

¥
zZE a+%

ersetzt wird? In anderen Worten lautet die Frage: Ist die komplexe Laplace-Stieltjes
Transformation £ definiert durch Zf(z) = zL f(z) ein Isomorphismus von H.(X,, X)
auf Hoo (Yo, X)? Diese Frage selbst im skalaren Fall verneint werden, wie das fol-
genden Beispiel zeigt.
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Beispiel 2.3.6 Sei a ein beliebiger zwischen 0 und 7 gelegener Winkel und f : ¥, — C
sei definiert durch

fe)=e=""" (zew,).

Offensichtlich ist f eine beschrankte a-sektorielle holomorphe Funktion. Die Laplace
Transformierte von f 1aft sich einfach berechnen, denn es ist fiir s > 0

Ef(S) :[) e—ste—tei(%_“) i — (S + ei(%—a))—l.

Die eindeutig bestimmte holomorphe Fortsetzung von Lf auf den Sektor ¥,iz ist
also gegeben durch Lf(u) = (u + ei(g_a)) fir u € Yoz, Folglich hat ulf(u) eine
Singularitit an der Stelle e~#(3+2) ¢ §a+§- Dies beweist, dal die Laplace-Stieltjes

Transformierte von f nicht beschrénkt und holomorph auf ¥,z fortgesetzt werden
kann.

2.3.3 Die Laplace Transformation in Hy(2,,X)

In diesem Paragraphen wird das Pendant zu Satz 2.3.5 fir 1 < p < oo vorgestellt.
Wie im Fall p = oo wird auch fir 1 < p < oo keine Charakterisierung derjenigen
Funktionen angegeben, welche Laplace Transformierte von H,(X,, X' )-Funktionen sind,
sondern bewiesen wird der folgende Satz.

Satz 2.3.7 Sei 1 < p < oo und 0 < o < 5. Fir eine Funklion F (0,00) = X sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) FEs gibt eine a-sektorielle holomorphe Funktion f: Y, — X mit

|2|u<pﬁ (/0 | (te™)||P dt) Hr < 00 fir alle 0 < B < « (2.54)

und F(b) = oo e f(t)dt fir 0 < s < oo.

(ii) Es gibl eine (a + T)-sektorielle holomorphe Funktion F : Yoapz = X mil

sup (/ Htl_%F(teM)Hp dt) Vr < 0o fir alle 0 < B < « (2.55)
|o|<p+% /0

undﬁ(s)zF(s)f?’ir0<s<oo.

Der Beweis dieses Satzes erfordert einige Vorarbeiten. Zuvor geben wir jedoch ein
einfaches Beispiel, welches belegt, daB Satz 2.3.7 im Fall p = 1 selbst fiir X = C falsch

1st.

Beispiel 2.3.8 Es sei f(z) = e™*. Offensichtlich ist f € H(X,) fiir alle zwischen 0
und 7 gelegenen Winkel . Zudem ist leicht einzusehen, daB die Laplace Transformierte

von f die auf C\ {—1} holomorphe Funktion F(z) = z_l—l ist. Offensichtlich liegt die

Funktion, die jedem z € X3 den Wert 27! F(z) zuordnet, fiir keinen zwischen 0 und =

gelegenen Winkel 8 in Hy(X3), denn es ist sogar [;° [t71F ()| dt = oo.
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Fiir den Rest dieses Paragraphen sei 1 < p < oo. Der Beweis von Satz 2.3.7 wird in
die Beweise der folgenden fiinf Aussagen aufgeteilt, welche den Schritten 1-5 aus dem
Beweis von Satz 2.3.5 entsprechen, wo der Fall p = co behandelt wurde.

(1) Erfullt F die Bedingung (1), so kann F holomorph auf den Sektor Yotz fortgesetzt
werden. Diese Aussage wurde bereits im ersten Paragraphen dieses Abschnitts
bewiesen.

(2) Die (a + 7)-sektorielle holomorphe Fortsetzung F' von F erfiillt die Abschiitzung
(2.55). Dieser Beweis wird durch Lemma 2.3.11 (i) vorbereitet.

(3) Erfiillt F die Bedingung von Satz 2.3.7 (ii), so kann aus der (o + 7 )-sektoriellen

Funktion F, welche F' fortsetzt, eindeutig eine a-sektorielle holomorphe Funktion
f konstruiert werden.

(4) Die Funktion f geniigt der Abschitzung (2.54). Dieser Beweis wird durch Lemma
2.3.11 (ii) vorbereitet.

(5) Die Funktion F ist die Laplace Transformierte von f. Der Beweis dieser Behaup-
tung beruht auf der Variante 2.2.5 der Cauchyschen Integralformel.

Zunidchst werden einige weitere Notationen bendétigt. ITm folgenden sind neben den
Riaumen L,(X) die Rdume L,(%, X) von Interesse. Der Raum L,(%, X) besteht aus

. 129
allen Aquivalenzklassen mefibarer Funktionen f : (0,00) — X, fiir welche die Norm

Wy = ([ 10w 3"

endlich ist. L ( , X) ist ein Banachraum, da durch die Festsetzung Bf(t) = t_2/pf(t)
ein isometrischer Isomorphismus B : L (t2,X) — L,(X) definiert wird. Weiter werde
mit H,(X,, fj , X) der Raum aller a-sektoriellen holomorphen Funktionen f : ¥, — X
bezeichnet, welche

o0 i dt 1/p
105 = 30 follsy = swp ([ 170061 55)

6] <

12

erfillen. Auch H,(X,, f—f, X)) ist fir jedes zwischen 0 und 7 gelegene o ein Banachraum.
Denn die Abbildung, die jedem f € H,(X,, 7fl—Qt,X) die durch F(z) = Z_i%f(Z) definier-
te Funktion F' € H,(X,, X) zuordnet, ist ebenfalls ein isometrischer Isomorphismus.
Und H,(X,,X) ist laut Proposition 2.2.10 ein Banachraum. Die isometrische Isomor-
phie der Raume H,(X,,X) und H,(X,, 7f'Ll—Qt,X) liefert auch die folgende Abschéatzung
fur H,(X,, f—f, X)-Funktionen, welche der Abschéatzung in Lemma 2.2.3 fur H,(X,, X)-

Funktionen entspricht.

Lemma 2.3.9 Fsseir 1l <p<oo,0<a<mund [ € Hp(Ea,f—f,X). Dann gilt fiir
alle —a< b <aundr >0

’"l/pr“H (Sa, L

i 2\1/p P avp)
IF(re) < () il

(0% COS(E
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Beweis Ist f € H,(X,, g,X), so liegt die durch g(z) = ng(z) definierte Funktion
g in Hy(X,,X), und die jeweiligen Normen stimmen tiberein. Somit ergibt sich aus
Lemma 2.2.3 fiir z = re'? € ¥,

IF()I = r#]lg(=)]
< fr%(z)]/p HQHHP(ZQ) _ (2)1/pr /pr”H (SBa, %)
B a 0)1r — \a

rl/p cos(% Los(MG)l/p

Fir f € L,(X) und z € C, wird die Laplace-Stieltjes Transformierte Zf von f an
der Stelle z definiert durch

Lf(z)= z/ooo e 7 f(t)dt

Der Laplace-Stieltjes Transformation auf L,(X) wird die folgende Transformation L.

auf L,(%,X) zur Seite gestellt. Fiir g € L,(%, X) und z € Cy wird festgesetzt
~ 00 t
L.g(z) = / aﬂ@ dt. (2.56)
0

DaBl dieses Integral unter den angegebenen Voraussetzungen existiert, folgt aus der
Holderschen Ungleichung beziiglich des Mafes 4
somit folgt fiir z = re’ € Cy

/OO |te—zt|q ﬁ — /oo tq—2€—qcos(9)t dt < o0,
0 12 0

weil ¢ — 2 > —1 und cos(f) > 0. Folglich ergibt sich mit der Bezeichnung €,(t) = te™*

/0 e S )I

und somit existiert das Integral in (2.56) als Bochner Integral.
Das nachfolgende Lemma 2.3.11 wird mit Hilfe des Interpolationssatzes von Mar-

t2 Denn ist p < oo, so ist ¢ > 1 und

Lq(%)HfHLp(:l—;) < o0

cinkiewicz in der Form bewiesen, wie sie z.B. in Garnett [17] zu finden ist.

Proposition 2.3.10 Seien (M,u) und (N,v) Mafirdume. Weiter sei T eine lineare
Abbildung von Li(p)+Leo (1) in den Raum der v-mefibaren Funktionen und es existieren
Konstanten A > 0 und B > 0 so, daf gilt:

Q) v{t: |ITF(0)] > A} < AYIBe g qite £ e Ly(p).
(1) 17 f o) < Bl Ny fiir alle f € Loo(p).

Dann gibt es fir jedes 1 < p < oo eine nur von A, B und p abhdngige Konstante C(p)
mil

1T, < CON A, (f € Lp(p)).
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Lemma 2.3.11 Fiir jedes 1 < p < oo existierl eine Konstante C(p) so, daff fiir 0 <
a < 7 gilt:

(i) Fir alle f € Ly,(X) besteht die Ungleichung

- Cl(p
120y ) < — L)1l

cos(a)!/
i) Fiir alle g € L,(%, X) besteht die Ungleichun
(i) g€ Ly(5, g g
C(p)

£, < WHQHLC,(?—Z)-

Beweis (i) 1. Schritt: Zum Beweis von (i) wird zuerst der Interpolationssatz von Mar-
cinkiewicz auf den Operator T definiert durch T f(s) = s [;° e™* f(¢) dt angewandt.
Dabei ist der MaBraum (M, u) die positive reelle Halbachse versehen mit dem Lebes-
gue Mafl und der Mafiraum (N, v) ist die positive reelle Halbachse versehen mit dem
durch v(E) = [ f—f auf den Lebesgue meBlbaren Mengen definierten Mafl. Es ist so-
fort einzusehen, daBf der Operator T' eine lineare Abbildung von L;(p) + Leo(p) in den
Raum der v-meBbaren Funktionen ist. Nachzupriifen bleibt, dal 7' die Bedingungen (i)
und (ii) des Interpolationssatzes 2.3.10 erfiillt. Die Giiltigkeit der Bedingung (ii) des
Interpolationssatzes ist sofort einzusehen, denn fiir f € Lo, (p) gilt

ITfllpewy = sup 8/ e f(1)dt < || f|lLoeiw)-
s€(0,00) 0

Sei f € L; und es sei A > 0. Die Menge F, werde definiert als £y = {r : |T f(r) > A}
und es sei s € Fy. Weil dann

Tis) < [T e Wl < sl ),

gilt, kann XA < |T'f(s)| < s||f||, gefolgert werden. Somit ist s > . Wird mit F),

A
IHIES

die Menge {r : r > m} bezeichnet, so besagt die letzte Ungleichung E, C F). Dies
liefert die Ungleichung
o dt Sl
v(Ey) <v(Fy) = — = -,
) = vt T 2 A

Folglich erfillt T auch die Bedingung (ii) des Interpolationssatzes. Demnach gibt es fiir
jedes 1 < p < oo eine Konstante C'(p) so, daB fir alle f € L, gilt

1Tz, 2y < COIIS e, (2.57)

2. Schritt: Es sei nun f € L,(X) und die Funktion || f|| sei auf der positiven reellen
Halbachse definiert durch || f]|(¢) = || f(¢)||. Dann ergibt sich fiir z = re’® € &,

IEFEN < el [ Ll

< ?“/0 e O fl[(2) dt = cos(0) (T 1)) (r cos(0))-
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Dies ergibt wegen der Ungleichung (2.57) fiir |§] < o die Abschéatzung

[TUEF e < con(o) [T TR eos(o)) D

< cos0) [T TIPS < e COPIIE,-

Wird auf beiden Seiten dieser Ungleichung die p-te Wurzel gezogen, so ergibt sich die
Behauptung (i).
3. Schritt: Zum Beweis von (ii) wird zuerst gezeigt, daff der auf L ( L) durch T* f(s)

00 e_Stf( ) dt definierte Operator T* der zu T duale Operator T* : L,(v) — L,(p) ist.

Um dies elnzusehen wird g € Ly(v) und f € L,(p) gewéhlt. Dann besagt der Satz von
Fubini

(Tf.g9) = /Ooog(s)-sfooo ‘Stf()dt_
= [Trw [T -sfg( IS) gt = (1,779).

Da die Norm des dualen Operators T* mit der Norm von 7' iibereinstimmt, gilt also

IT*glle, < C(P)lgllr, ()
4. Schritt: Dieser Schrltt ist dem 2. Schritt sehr dhnlich. Sei f € L,(%

sei z =ret? € 3,. Dann

X) und es

127

s < [ eI gy ey o cosio)

Also folgt fiir || < «

[ NE g dr < [T A cos(0)1 dr
= cos(0) [T ITIAII" du < costa) CEPISIL,

Nun ergibt sich (ii), wenn auf beiden Seiten dieser Ungleichung die ¢-te Wurzel gezogen

wird. =

Sei 0 < o < Z. Ist f € Hy(X,,X), so besitzst die komplexe Laplace Transfor-
mierte von [ eine holomorphe Fortsetzung auf den Sektor ¥, z. Dies wurde im ersten
Paragraphen dieses Abschnitts gezeigt. Demmnach besitzt auch die komplexe Laplace-
Stieltjes Transformierte £ f jeder H,(Y,, X)-Funktion f eine holomorphe Fortsetzung

auf den Sektor ¥, 1 z. Mit einer sehr dhnlichen Argumentation zeigt man, daf fiir jedes
g€ Hy(X,, f—f, X) die Funktion L.q eine holomorphe Fortsetzung auf den Sektor ¥,z
besitzt. Um dies einzusehen wird fiir jedes z € X, 4z und jeden a-zuldssigen Winkel n
fiir z definiert

L.g(z,n) :/F e“zuMdu.

n U
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Dieses Integral existiert unter den angegebenen Voraussetzungen, denn wird h : ¥, —

X definiert durch h(u) = g(u)/u, so gilt

L.g(z,n) = Lh(z,n).

Doch Zh(z,’r/) existiert aufgrund der Abschitzung 2.3.9, da ||h(u)|| fiir v = re € X,
der Abschétzung

1/10Tl/p”-gl‘]i’p(E :l_2t) |Z|—1 o (2)1/]) HgHHP(EO"ﬂ)
— 1

1R (u)] < (%) P EITE (2.58)

m

geniigt. Zudem hangt auch Z*g(z, n) nicht vom Winkel  ab, denn sind 7, und 7, zwei
fiir z zulassige Winkel, so besagt Lemma 2.3.1

L.g(z,m) = Lh(z,m) = Lh(z,n2) = Lg(z,12).

Hier ist zu beachten, dafl Lemma 2.3.1 wegen der Abschitzung 2.3.9 auf die Funk-
tion angewendet werden kann. Dieses letzte Ergebnis wird in dem folgenden Lemma
festgehalten.

Lemma 2.3.12 st z € Y4z und sind m und ny zwei zuldssige Winkel fir z, so gilt

E*Q(Z, 771) = E*g(z, 772)'

Da E*g(z,n) nicht vom speziell gewdhlten Winkel n abhéngt, ist es moglich ,C:*g
auf den gesamten Sektor Ea+§ fortzusetzen. Diese Fortsetzung wird wieder mit L,g

bezeichnet. Auch hier sei erwihnt, daB £, f auf C, mit der durch (2.56) definierten
Funktion tbereinstimmt.

Lemma 2.3.13 Sei 0 < B < a < 7.
(i) Fir alle f € Hy(X,,X) gill die Abschditzung

~ C(p)
HEfHHp(Eﬁ+%,‘i—2‘) < m”ﬂ\m@a)-

(i1) Fir alle g € Hy(X,, f—zt,X) gilt die Abschdtzung

- C(p)
HE*QHHq(E;Hg) S Sin(oz _ ﬁ)l/q”gHHq(Eavf—gt).

Beweis (i) Sei f € H,(X,,X) und es sei |n| < a. Mit 2, werde das Intervall , =
(=2 +(a—p)—n,Z—(a—B)—n) bezeichnet. Dann ist 5 fiir alle z = re'? mit § € Q,
und r > 0 ein zuldssiger Winkel. Somit besitzt £f(z) fiir solche z die Darstellung

Lf(z)= Z/ e~ f(u) du = re' ) /Oo e_”eim")f(tem) di. (2.59)

T, 0
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Bezeichnet wieder f, die durch Fo(t) = f(tei”) auf (0, co) definierte Funktion, so bedeu-
tet Gleichung (2.59) gerade Lf(z) = Lf,(re!*9). Aus Lemma 2.3.11 (i) folgt daher
wegen |+ 0| < 7 — (a — ) die Abschétzung

LW S = [T G < S,
oy oy
= cos(F — (o — ))p/quH )~ sin(a — )p/qu“

Nun ist aber Uj, <, 4y = (=8 —%,B8+ %), und somit ergibt sich

oo dr\1/p
120y y = sup ([ IESGemIPS)

lv|<B+%

el s

(ii) Der Beweis von (ii) ist dem von (i) sehr &hnlich. Es sei g € H,(X,, f—f,X) und
7] < . Ist z = re® mit @ € Q, und r > 0, so ergibt sich fiir £,g(z) die Darstellung

~ [ele] i(n mn
L.g(z) = / e_zug—(u> du = / erte't +0 g(Le™) dt.
Ty 0

= sup sup ([T ISP <

[n|<o 6€8,

U t
Diese Gleichung besagt Z*g('r'em) = Z*g (re'9). Somit folgt aus Lemma 2.3.11 (ii)

C(p)*
q — (n+0)y)|9
[ 1Lt dr = [T gl e <

CO' s ay = =S
(a - ﬁ)) Hq(Xa)iz) Sln(a ﬁ) Hy(Za,47)

cos(n 1+ 8) 19l

cos(2

Wegen Ujyj<a O, = (=8 = 7,8+ 7) folgt also

~ o~ - 1/q
Logllo, (2, 2) =  sup / Log(re™)||? dr
1Eeglissng) = sup () Iegren))dr)
A /s . C(p)
= L. Ldr T ay.
sup sup (/0 1£g(rem)|2dr) ™ < Sm(a — ml/ql\gl\yq(za,;@)

Die Vorbereitungen zum Beweis des zentralen Satzes 2.3.7 dieses Paragraphen sind
nun abgeschlossen.
Beweis (von Satz 2.3.7) Zuerst wird die Implikation (i)= (ii) bewiesen. Sei also
F (0,00) — X die Laplace Transformierte der a-sektoriellen holomorphen Funktion

J und fiir alle 0 < 3 < a gelte supj .4 (f(fo | f(te?)||P dt) M
L. Schritt: Da f die Bedingung (2.54) erfiillt, gilt fiz, € H,(Xg, X) fiir alle 0 <
# < a. Nach Proposition 2.3.3 besitzt die Laplace Transformierte von f eine eindeutig
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bestimmte holomorphe Fortsetzung auf den Sektor Xgi=. Also 1aBt sich die Laplace
Transformierte eindeutig fortsetzen zu einer holomorphen Funktion F' auf der Vereini-
gung Uocpca 2p+z = Yapz. Diese (a 4 7)-sektorielle holomorphe Funktion F' setzt F
fort.

2. Schritt: Ist 0 < § < «, so wird ein beliebiger echt zwischen 3 und o gelegener
Winkel v gewéhlt. Dann ist fiy € H,(X,, X) nach Voraussetzung. Wegen 0| < 34
und 3 < v < a folgt somit aus Lemma 2.3.13 (i)

=2 ioip g — R PN C(p)
J IR dr = [TIET e T < s s

Da die rechte Seite dieser Ungleichung nicht von 6 abhéngt, ist auch das Supremum
iiber alle § mit || < 8+ 7 der linken Seite durch die rechte Seite beschréankt. Somit
ist (ii) nachgewiesen.

3. Schritt: Es gelte nun (ii), d.h. es gibt eine (a4 7 )-sektorielle holomorphe Funktion
F, welche (2.55) erfiillt und F' fortsetzt. Da F die Bedingung (2.55) erfiillt, liegt die
durch G(z) = zF(2) auf X,y = definierte Funktion G fiiralle 0 < 3 < avin H,(¥p4x, a).
Zur Konstruktion von f werden die folgenden beiden Funktionen G_ und G betrachtet:
Fiir v € ¥, wird definiert

G_(u) = G(—iu) und Gy(u) = G(iu).
Offensichtlich gilt fiir alle 0 < 8 < «

di
G-, Gy € Hy(S5, 5. X)

und die H,(Xg, %)—Normen von G_ und G4 sind beschrankt durch die Hp(25+%, ;l—f)—
Norm von G. Sei 0 < f < a und z € ¥s. Dann sind —iz,1z € Ygiz und somit kann
definiert werden

1~ . ~ .
f(z) = 5= (LG (—iz) = L.G-(i2)).
Die so definierte Funktion ist holomorph in ¥g fiir alle 0 < 8 < o und somit ist sie
auch holomorph in ¥,.
4. Schritt: Sei nun ~ ein echt zwischen 8 und « gelegener Winkel. Dann kann aus

dem zuletzt bewiesenen Lemma 2.3.13 (ii) gefolgert werden

1 ~ -
1l < 5o (1£Ga s 50 + 1£G= N85, 5))

1 C(p)

S Tt - @l e, g %)

Dies zeigt, dafl f die Bedingung (2.54) erfiillt.

5. Schritt: Es bleibt nur noch nachzuweisen, daB F die Laplace Transformierte von
f ist. Dazu betrachten wir uns die Konstruktion von f(t) fiir positive reelle ¢ etwas
genauer. Sei 7 ein beliebiger echt zwischen 0 und « gelegener Winkel. Dann ist 5 ein
zuldssiger Winkel fiir —it und —n ist ein zuldssiger Winkel fiir 7¢. Somit gilt

E*G+(—it) = Z*G+(—it,n) und Z*G_(it) = Z*G_(it, —n)
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und es folgt

2m1

1 . _
_ (/ (=i du_/ —(inyu G- (1) du)
27Tz U T U

_ tu
T 9m / / F(u) du.

Nun bezeichne wieder fn den zusammengesetzten Pfad (—F_n_g, Fn+§>- Der Satz von
Fubini zusammen mit der Variante 2.2.5 der Cauchyschen Integralformel ergibt schlief3-

lich

Pl = —/ -sf/ () d dt:—/ F / ~t(s=1) gy 4
/0 I omido ¢ S € (u)dudi = o = F, (W) ), “
_ L/~ PO g = pes),
r

2m1 JT, s —u

(1) = ——(£.Gy(—it) — £.G_(i1))
G(u)

was 7Zu zeigen war. =

Es schlieBt sich nun die obligatorische Folgerung fiir L,-Fliisse des soeben bewie-
senen Satzes an. Diese Folgerung beantwortet die anfangs dieses Abschnitts gestellte

Frage (3).

Satz 2.3.14 Sei 0 < o < T und A ein abgeschlossener dicht definierter Operator auf
X. Dann sind dquivalent:

(i) Fir jeden Winkel 0 < 3 < a erzeugl A einen (3-holomorphen L,-Flufs.

(i1) Der Sektor Yotz tstin der Resolventenmenge von A enthalten und fir alle 0 <
B < a sowie v € X qilt

su - 2P R A)x||P di e < 00.
p ([ I :
0

|6)<3

Beweis FEs gelte (i). Zuerst ist ¥,z C p(A) nachzuweisen. Sei also 2 € ¥4 2. Dann
gibt es einen Winkel § mit |f| < a so, daB ez in der rechten Halbebene C, liegt. Die
Definition holomorpher L,-Fliisse besagt, daff ¢’ A einen L,-FluB erzeugt und somit
enthilt die Resolventenmenge von €' A laut Proposition 1.5.7 die rechte Halbebene Cj.
Folglich existiert

MR(P z 926A> = R(z, A).

Weiter ist aus der Definition holomorpher L,-Fliisse 1.5.9 bekannt,
Tz € Hy(X3,X) fiir alle 0 < 8 < a.

Inshesondere ist ,C(TJ:) nach Satz 2.3.7 eine (O/ + %)—Sektorieﬂe holomorphe Funktion.
Diese Funktion stimmt auf dem gesamten Sektor ¥,4z mit aufl = angewendeten Re-
solvente von A iiberein, denn laut Proposition 1.5.7 stimmen diese beiden Funktionen
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auf der positiven reellen Halbachse iiberein. Doch zwei (a + %

Funktionen, die auf (0, 00) gleich sind, stimmen auf dem gesamten Sektor ¥,z iiberein
. Somit folgt (ii) aus Satz 2.3.7.

Nun werde (ii) vorausgesetzt. Dann gibt es nach Satz 2.3.7 fiir jedes z € X eine
a-sektorielle holomorphe Funktion Tz mit LTz(s) = R(s, A)z. Folglich ist T wegen
Proposition 1.5.7 der von A erzeugte L,-Flufl. Zudem liegt T’z fiir jeden Winkel 0 <
B < ain H,(Xs, X). Diese Eigenschaften geniigen laut Proposition 2.3.4 bereits, um 7T’

als #-holomorphen L,-Fluf} zu entlarven. =

)-sektorielle holomorphe

2.3.4 Banachriume mit Fourier-Stieltjes Typ

Es ist eine natiirliche Frage, unter welchen zusitzlichen Bedingungen an X der Satz

2.3.7 richtig bleibt, wenn in (i) die Bedingung (2.54) durch

sup (/ 1f(te)P dt)'"” < oo (2.60)
|0|< 0
ersetzt wird und wenn in (ii) anstelle von (2.55) die Bedingung
sup ([T R ) < oo (2.61)
<oty o

gesetzt wird. Wir untersuchen also in diesem Paragraphen die Frage, unter welchen
Bedingungen an X die folgende , Vereinfachung® von Satz 2.3.7 wahr ist:

Sei 1 < p < oo und 0 < a < 7. Fir eine Funktion Fo (0,00) = X sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) FEs gibt eine a-sektorielle holomorphe Funktion f: Y, — X mit
sup ([ e )™ < oo
und F(s) = [ e f(1)dl fir 0 < s < oo.
(ii) Es gibt eine (o + §)-sektorielle holomorphe Funktion F':Y,4z — X mil

o0 :
sup (/ Htl_z%F(teze)Hp dt) Ve < 00
lo]<atg *0

undﬁ(s):F(s)fﬁrO<s<oo.

Im weiteren Verlauf bezeichnen wir diese Aussage kurz als ,, Vereinfachung von Satz
2.3.7° oder nach kiirzer als ,Vereinfachung®. Wenn die Abhingigkeit der ,Vereinfa-
chung® von p betont werden soll, wird die Bezeichnung ,,p-Vereinfachung® benutzt.

I Beispiel 2.3.6 wurde bereits gezeigt, dal die entsprechende ,, Vereinfachung® von
Satz 2.3.5 fir p = oo in keinem Fall richtig ist. Hier diskutieren wir zunachst die
,» Vereinfachung® fiir den Fall p = 2. In diesem Fall stimmt die Bedingung (2.61) mit

sup (/oo HF(rei@)”Z dr) 1/2 <o
|6|<atZ /0
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iiberein und die ,,Vereinfachung® besagt somit, dafl die Laplace Transformation
L Hy(3o, X) = Hy(Yarz, X)

ein Isomorphismus ist. Dies ist richtig, sofern X isomorph zu einem Hilbertraum ist,
wie die folgende Proposition bestétigt.

Proposition 2.3.15 Sei 0 < a < 7 und X sei isomorph zu einem Hilbertraum. Dann
ist die Laplace Transformation £ : Hy(¥,, X) — HQ(E(H_%,X) ein Isomorphismus.

Beweis Der Beweis dieser Proposition beruht darauf, dafl die Laplace Transformation
ein Isomorphismus von L((0,00), X) auf Hy(X=, X) ist, sofern X zu einem Hilbert-
raum isomorph ist. Dies wurde in Proposition 2.2.14 bewiesen. Wir fixieren deshalb zu
Beginn des Beweises M > 0 mit

M7 gllze < NLgllm(sg) < Mgl (9 € La((0,00), X)).

Sei zuerst f € Hy(Y¥,, X). Dann ist Lf : Yotz — X eine (o + Z)-sektorielle

2
holomorphe Funktion laut Proposition 2.3.3 und es bleibt nur noch

sup [|(Lf)gllz, < oo
6] <t T

nachzuweisen. Sei also |#] < a + 7. Dann gibt es einen Winkel n mit || < a so, daB n
fiir jedes z der Form z = re® mit r > 0 ein zuldssiger Winkel ist. Folglich gilt

Ef(reie) = Ef(rem, n) = / e”m“f(u) du = € /oo erei(e+n)tfn(t) dl = einﬁfn(rei(‘g"'”)).
r 0

n

Es gilt |0 + 1| < Z, denn n ist ein fiir re zuldssiger Winkel, und folglich
1£Sollr. < NLSollmnmgy < Ml folle, < Ml (sa)-

Sei nun F' € H2(2a+§,X). Dann ist aus Satz 2.3.7 bereits bekannt, dafl eine a-
sektorielle holomorphe Funktion f : ¥, — X existiert mit F' = Lf. Nachzuweisen
bleibt nur

sup Hf9||L2 < o0.
|0|<a

Ist |n| < «, so besitzt F(z) fiir alle z aus der um —p gedrehten rechten Halbebene
e~C, die Darstellung

F(2) :/r e f(u) du = " /Q e~ f(1eM) dt = ML [, (z6).

0

Wird die Hilfsfunktion H, : ¥z — X definiert durch H,(z) = F(ze™™), so ist
HHn“Hz(Eg) < HF||H2(EQ+%) und fiir alle z € Ya gilt

H,(z) = F(Ze_i”) = emﬁfn(z)
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und folglich
[ fallz. < MIH, |[mys5) < M|F |,

5 '(Ea-}-%).

In dem soeben gefithrten Beweis war die Isomorphie der Laplace Transformation
von L3((0,00), X) auf HQ(E%,X) von zentraler Bedeutung und diese Isomorphie be-
ruht auf der Isomorphie der Fourier Transformation F : Ly(R, X) — Ly(R, X) (siehe
Proposition 2.2.14). Sollen Aussagen iiber die ,, Vereinfachung fiir p # 2 gemacht wer-
den, so hilft die Fourier Transformation nicht weiter. Dies liegt daran, da die Aussage
der ,Vereinfachung® nur im Fall p = 2 &quivalent zur Isomorphie der Laplace Trans-
formation £ : Hy(X,,X) — H2(2a+§,X) ist. Im Fall p # 2 tritt an die Stelle der
Laplace Transformation die Laplace-Stieltjes Transformation und die Stelle der Fourier
Transformation die Fourier-Stieltjes Transformation.

Es sei daran erinnert, dafi die Fourier Transformation F : L1(R,X) — C(R, X)
definiert ist durch

Ff(s) = /_Z eI f(1) dt.

Entsprechend wird die Fourier-Stieltjes Transformation F Li(R,X) - C(R,X)
durch

Fris)=s [ Z e f(1) dt
definiert.

Definition 2.3.16 Sei 1 < p < oo. Ein Banachraum X besitzt Fourier-Stieltjes Typ
(p), falls die Fourier-Stieltjes Transformation LF : Li(R,X) N L,(R,X) — C(R, X)

stetig fortsetzbar ist zu einem Operator

~ dt
L Ly(R,X) — L,(R, t—Q,X).

Die bisherigen Uberlegungen zeigen, daB X genau dann Fourier-Stieltjes Typ (2)
besitzt, falls X Fourier Typ (2) besitzt und dies ist nach Kwapiens Satz [24] genau dann
der Fall, wenn X isomorph zu einem Hilbertraum ist. Im Fall p = 1 ist die Situation
eine vollig andere. Wihrend jeder Banachraum Fourier Typ (1) besitzt, besitzt kein
Banachraum Fourier-Stieltjes Typ (1). Dies wird am Beispiel der L;-Funktion f, defi-
niert durch f(Z) = x[o,c0)(t)e™", sofort klar. Denn die Fourier-Stieltjes Transformierte

dieser Funktion ist Ff(s) = = und somit liegt F f nicht in L, (R, 4).

1415 ) 42
Doch der Beweis von Lemma 2.3.11 (i) kann nachgemacht werden um zu zeigen,

dafl die Fourier-Stieltjes Transformation die folgende Bedingung erfillt.

Proposition 2.3.17 Fir jedes f € L;(R,X) und A > 0 gilt

v{s eR: || Ff(s)| > A} < “f”“

wobei v das durch v(E) = [ tf definierte Maf$ auf den Lebesque meflbaren Teilmengen
der positiven reellen Halbachse ist.
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Somit folgt mit der banachraumwertigen Variante des Interpolationssatzes von Mar-
cinkiewicz (siehe [12]) fir 1 < p < 2 die Stetigkeit der Fourier-Stieltjes Transformation
di

‘7’-:' : Lp(RvX) - LP(R7 t_27X>7

sofern X isomorph zu einem Hilbertraum ist. Vollig ungeklart ist dagegen die Frage, ob
es Banachraume mit Fourier-Stieltjes Typ (p) fir 1 < p < 2 gibt, die nicht isomorph zu
einem Hilbertraum sind. Ebenfalls offen ist die Frage, ob fir 2 < p < co Banachraume
mit Fourier-Stieltjes Typ (p) existieren.

Besitzt der Banachraum X Fourier-Stieltjes Typ (p), so gilt die Implikation (i)=-(ii)
der ,,p-Vereinfachung®. Dies ist eine der beiden Aussagen des folgenden Satzes 2.3.18.
Die zweite Aussage dieses Satzes sichert die Implikation (ii)=-(i) der ,,¢-Vereinfachung*
unter der Voraussetzung, dafl X* Fourier-Stieltjes Typ (p) besitzt.

Satz 2.3.18 Sei 0 < a < 7.
(i) Der Banachraum X besitze Fourier-Stieltjes Typ (p). Dann impliziert die Bedin-
gung (i) der ,p-Vereinfachung® die Bedingung (ii) der ,p-Vereinfachung®.

(i1) Der Dualraum X* von X besilze Banach-Stieltjes Typ (p). Dann impliziert die
Bedingung (ii) der ,q-Vereinfachung® die Bedingung (i) der ,q-Vereinfachung®.

Beweis Es sei K > 0 so gewahlt, daB fur alle G € H,(C4, X) gilt
K= Gllyca) S NGlmye5) < KNIGllacy): (2.62)

Ein solches K existiert, da die Normen || - HHp(C+) und || - HHp(E y laut Satz 2.2.9

jus
2

aquivalent sind.
(i) Da X Fourier-Stieltjes Typ (p) besitzt, ist die Fourier-Stieltjes Transformation
L:L,(R,X)— Ly(R, %, X) stetig und ihre Norm sei M. Sei nun f € H,(X,, X). Als

) 120
nachstes werden viele Funktionen definiert. Sei —a < # < a und a > 0. Dann wird
festgesetzt:

F:Yopr =X durch  F(z) = z]_%ﬁf(z)
Hy:Co\{0} = X  durch  Hy(z) = F(e2)
Hpo : R\ {0} = X  durch  Hp.(b) = Hg(a + 1b)

gu: (0,00) = X durch g, (1) = e f(1)
go,a i (0,00) = X durch  gpa(t) = e f(e™%)
hoo :R— X durch  hg,(b) = e 22(ib)=27 i Fgy . (b)
Fir z =a+1b € Cy gilt

Hy.(b) = (emz)l_Q/pF(ewz)

— (emZ)l—z/p/ e—eif’zuf(u) du
T'_p

_ (eiﬁz)l—Q/pe—iﬁ /OO e—ztf(e—iﬁt) di

0

6-22'9/;921-2/%-16/00 et (=)
0
e_%@/p(a + ib)l_Q/pb_lfgg,a (b).
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Da fir b # 0 die Grenzwerte
lim Hyo(b) = Hy(ib) und  lim(a + ib)' 2Pt = (i)~
existieren, folgt
Hy(ib) = =2/ (ib) /7 lim Fgo,.(b) = lim oo (b).

Weiter gilt lim,—0 gs,a = go,0 in der L,-Norm. Da die Fourier-Stieltjes Transformation
stetig, 1st zieht dies die Konvergenz lim,_q ﬁgg,a = j':gg,o beztiglich der Lp(f—;)—Norm
nach sich. Folglich gilt lim,_,0 kg = hgo und diese Konvergenz erfolgt beztiglich der
L,-Norm. Andererseits gilt nach Proposition 2.1.7 lim,_, Hy, = Hyo in der Norm in
L,. Insgesamt ergibt sich also Hgo = hgo und wir erhalten die folgende Abschatzung:

[Hsllmcy = NHoollz, = llhallz, =
= N Fgoollr, ) < Mlgoollr, < M|l s.)-

SchlieBlich folgt
1EN a2, s = sup [ Hollr, (s 5)

S sup I(HHHHH;;(C+)
|0|<a

< KM fllty(za)-

Somit ist der Beweis von (i) vollstéandig.

(ii) Da X™ Fourier-Stieltjes Typ (p) besitzt, ist die Fourier-Stieltjes Transformation
L L,(R,X*) - L,(R, f—f,X*) stetig und ihre Norm sei M*. Wir zeigen zuerst die
Stetigkeit des Operators L, : L,((0, 00), f—;, X) = H,(C4,X). Es sei daran erinnert,
daB gilt Z*g(z) = [ e"z“’(t—t) dt. Sei also g € L,((0,00), %,X) und es sei G = L.g.
Dann ist G,(b) = [5° e"ibte_“t%ﬂ dt und es muB ||G,]|7, < M*HgHLq(d_;) nachgewiesen

werden. Die Funktion G, definiert einen Operator

n n by
To:S(0,00) 5 X, 3 x> ok [ Galb)db.
k=1 k=1 k

a

Von diesem Operator werden wir [|[T,[|| < M*[|g|; (4, nachweisen, wobei S(0, c0) mit
t

der L,-Norm versehen ist. Ist dieser Nachweis erbracht, so folgt die Stetigkeit von T,
und nach Proposition 1.3.13 ergibt sich

|Galln, = |ZGalv, = [[|TL]]] < M*HQHLQ(f—;)-

Sei also f = Y27_) ciX[appe) € S(0,00) mit || f|z, = 1. Es werden lineare Funktionale
zi,... xp € Uxe gewdhlt mit || ToX (o, s |l = (25 TaXfappe)) fiir £ =1,...,n. Dann gilt
bk
ay

S el Toxan | = 3 leel(ei, [ Galb)d)
k=1 k=1
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n b 00 ' *
= Z |(,k|/ k/ e_the_athtdb
ag 0 t

k=1
- TR x di
= / <f/ € Z |ck|X[ak,bk)(b>xk db,g(t)> t_2
0 0 b
0 di
= [ (Fn.00) 5.
0
wobei h = Y701 [ck|X[ap 5tk gesetat wird. Nun ist aber ||A||z, = ||f]|z, = 1 und also

|\ﬁh|\Lp(f_;) < M*. Folglich ist

[ En,o0) %

Bis hierher wurde die Stetigkeit des Operators £, : L,((0,00), % X) — H,(C,, X)

5323

12 < M*HQHLq(f_g)-

nachgewiesen. Wegen der Aquivalenz der Normen |- |7, (cyy und || - || 77,z 2 ) ergibt sich

z)
also die Stetigkeit des Operators

~ dt
L. L,((0,00), 2

X) = Hp(¥=x, X).
Ein Blick auf die Konstruktion der Funktion G_ und G4 im Beweis von Satz 2.3.7
macht klar, daB aus dieser Stetigkeit die Behauptung (ii) folgt. =

Das Ergebnis (ii) des Satzes 2.3.18 ermoglicht nun eine partielle Antwort auf die
am Ende des ersten Kapitels gestellte Frage nach der Charakterisierung a-holomorpher
L,-Fliisse.

Folgerung 2.3.19 Sei 0 < o < 7, A ein abgeschlossener, dicht definierter Operator
auf X und der Dualraum X* von X habe Fourier-Stieltjes Typ (p). Ist Yotz in der
Resolventenmenge von A enthalten und liegt die durch p,(z) = 21_2/7’}2(2, A)zx definier-

te Funktion p, fir jedes © € X in Hq(E(H_%,X), so erzeugl A einen a-holomorphen
L,-Fluf.

Beweis Unter den angegebenen Voraussetzungen ist die Funktion R(z, A)z fir je-
des © € X die Laplace Transformierte einer H,(X,, X)-Funktion laut Satz 2.3.18.
Dies geniigt nach Proposition 2.3.4 jedoch zum Nachweis, da A Erzeuger eines a-
holomorphen L,-Flusses ist. =

Bemerkung 2.3.20 Wie in Proposition 2.3.15 gezeigt wurde, kann mit Hilfe des Sat-
zes von Paley und Wiener auf die Isomorphie der komplexen Laplace Transformation

L:Hy(Sa) = Hy(Says) (2.63)

geschlossen werden. Genau dies taten Drzbasjan und Martirosjan [16] in ihrem 1975 er-
schienenen Artikel ,, Theorems of Paley-Wiener and Miintz-Szasz type“. Zum Nachweis
der Isomorphie (2.63) unter Zuhilfenahme des Satzes von Paley und Wiener wird die
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Aquivalenz der Normen || - HHz(CJr) und || HH2(2£) bendtigt. Diese Aquivalenz wurde von
2

Drzbasjan bereits in [15] bewiesen. Von dem Wissen um die Aquivalenz der Normen in
den Rédumen Hy(C ) und Hy(Xz) skalarwertiger Funktionen, war es kein groBer Schritt

mehr zu der Vermutung, diese Aquivalenz sei richtig in den Rdumen H,(Cy, X) und
H,(Y=, X) fiir alle 1 < p < oo und alle Banachrdume X (siehe Satz 2.2.9).

Vollig unabhéngig von der Aquivalenz dieser Normen lassen sich die Hauptsitze
2.3.5 1m Fall p = co und 2.3.7 im Fall 1 < p < oo beweisen. Satz 2.3.5 wurde erstmals
1979 von Sova [36] vorgestellt. In der Zwischenzeit wurde er einige Male neu bewiesen,
so z.B. von Neubrander [28], Arendt, Hieber und Neubrander [2] oder Priiff [33]. Von
Weis stammt der Gedanke, das Ergebnis aus Satz 2.3.5 fiir den Fall p = oo mit dem
Ergebnis von Drzbasjan und Martirosjan fiir den Fall p = 2 zu kombinieren, oder besser
gesagt, zwischen diesen beiden Ergebnissen zu interpolieren. Dies sollte dann zu der
Aussage von Satz 2.3.7 fiir 2 < p < oo fithren. Erfreulicherweise lief sich diese Aussage
sogar fiir alle p > 1 beweisen.
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62 F
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98 F
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107 H,(C4, X)

13 %,
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