Interner Bericht

Arithmetische Operationen

auf Bezierflachen
Thomas Schreiber

224 /92

Fachbereich Informatik

Universitat Kaiserslautern - Postfach 3049 - D-6750 Kaiserslautern



Interner Bericht

Arithmetische Operationen

auf Bezierflachen
Thomas Schreiber

224 /92

Universitat Kaiserslautern
Fachbereich Informatik
Postfach 3049
D-6750 Kaiserslautern

Juni 1992

AG Graphische Datenverarbeitung und Computergeometrie

Prof. Dr. H. Hagen



Arithmetische Operationen auf Bezierflaichen

Thomas Schreiber

Universitat Kaiserslautern
Fachbereich Informatik
Postfach 3049
D-6750 Kaiserslautern

E-Mail: schreib@informatik.uni-kl.de

1. Einleitung

In der CAGD Literatur werden haufig Ableitungen und GraderhGhungen von Bezierkur-
ven und -flichen wiederum in Bezierform angegeben [1][2][3][6]. Meistens werden diese
Darstellungen nur fiir theoretische Betrachtungen verwendet, z.B. geometrischer Deutung
von Stetigkeiten zwischen angrenzenden Flichenstiicken. Fiir praktische Anwendungen
reicht die Menge der Operationen jedoch nicht aus.

Farouki und Rajan [4] zeigten, daB die Resultate arithmetischer Operationen, wie Ad-
dition und Multiplikation auf Bezierkurven auch als Bezierkurven darstellbar sind. Hier
werden wir die Operationen auf polynomiale und rationale Tensorprodukt Bezierflachen
und Flachen iiber Dreiecken ausdehnen. Eine Erweiterung auf rationale Flachen ermoglicht
insbesondere die Ausfilhrung einer Division, wie sie fiir viele Anwendungen benétigt wird.

Das Rechnen mit Flachen hat im Gegensatz zu punktweisen Auswertungen den Vorteil
gleichzeitig mit Hilfe von notwendigen Bedingungen an das entstandene Beziernetz sichere
Ergebnisabschatungen angeben zu konnen. Diese lassen sich fiir adaptive Verfahren nutzen
und sind insbesondere dort wichtig, wo es auf exakte Aussagen tiber das Verhalten von
Flichen ankommt, wie z.B. bei der Qualititsanalyse von Freiformflichen [5]. Mit Hilfe
der hier vorgestellten Operationen 1aft sich u.a. an Vorzeichenwechseln erkennen, ob eine
zu untersuchende Bezierfliche konvex ist oder nicht (siehe Kapitel 4). Aulerdem kénnen

Fehler, die bei punktweisen Auswertungen auf Gittern mit groer Maschenweite entstehen,
vermieden werden.

Nachdem in Kapitel 2 die zum Verstindnis ndtigen Definitionen und Schreibweisen
erliutert wurden, werden in Kapitel 3 die grundlegenden Operationen fiir eine Arithmetik
auf Bezierflichen beschrieben. Dabei werden Formeln angegeben, die die Bezierpunkte und
Gewichte der Ergebnisfliche aus denen der Operandenflichen bestimmen. Durch Aneinan-
derreihung und Verkettung einzelner Operationen lassen sich dann komplexe Berechnungen
mit der gesamten Fliche ausfihren. Zum SchluB werden in Kapitel 4 einige Beispiele aus
dem Bereich der Qualitatsanalyse von Freiformflichen angegeben.
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2. Definitionen

Im folgenden werden kurz die zum Verstandnis notigen Schreibweisen und Definitionen
erlautert.

Vektoren werden fett geschrieben, z.B. @ = (a1,a2,a3)T und Flachen mit GroSibuch-
staben (haufig mit Angabe des Grades) bezeichnet; z.B. ist X™"(u,v) eine parametrische
Tensorprodukt Bezierfliche vom Grad m in u-Richtung und Grad n in v-Richtung und
X™(u) ist eine iber einem dreieckigen Parametergebiet definierte Bezierfliche (im folgen-
den Bezierdreieck genannt) vom Grad m mit baryzentrischen Koordinaten u = (u,v,w)7.

Mit < a,b > wird das Skalar- und mit @ x b das Vektorprodukt zweier Vektoren
a und b bezeichnet. ab ist die komponentenweise Multiplikation zweier Vektoren, also
ab = (a1b1,a2bz,a3b3)T. Fiir Flichen werden dieselben Schreibweisen verwendet.

Eine Tensorprodukt Bezierflache (kurz: TPB) X™"(u,v) ist definiert durch:

X" (u,v) = Y Y bij B (u) B} (v) (2.1)

=0 j=0
und eine rationale Tensorprodukt Bezierfliche (kurz: RTPB) X™"(u,v) durch:
Yizo 2j=o Bijbi B (u) B} (v)
Y izo 2 =0 Bi; B (u) B} (v)

Die Punkte b;; werden Bezierpunkte und die 3;; Gewichte genannt. Die Bezierpunkte
bilden ein Beziernetz, in dessen konvexer Hiille die Fliche bei positiven Gewichten liegt.
Basispolynome sind die Bernsteinpolynome:

X™(u,v) = (2.2)

B t) = (’:)t‘(l —t)** mit i=0,1,...,n. (2.3)
Ein Bezierdreieck (kurz: BDR) X™(u) vom Grad m ist gegeben durch:
X™(u)= ) b;BI(u). (2.4)
lij=m
Analog ist das rationale Bezierdreieck (kurzz: RBDR) X™(u) definiert:
E|i|=mﬂibiBE"(“)
2|i|=mﬂi3?(“)
mit den baryzentrischen Koordinaten u = (u,v,w)T, (v + v + w = 1) besziiglich eines
zugehorenden Parameterdreiecks und ¢ = (i,5,k)T, mit |{|{ = m als i + j + k = m und

i,J,k > 0. Die Punkte b; werden wieder Bezierpunkte und die 8; Gewichte genannt. Die
Basispolynome sind die verallgemeinerten Bernsteinpolynome:

X™(u) =

(2.5)

- m\ ; . wml o o
BT (u) = (i)u viw* = i!j!k!u‘v’w" mit |¢| = m. (2.6)
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Die Formeln und Berechnungen vereinfachen sich durch Verwendung der sogenannten
skalierten Bezierpunkte erheblich. Man erhilt sie durch Multiplikation der Bezierpunkte
mit den entsprechenden Binomialkoeffizienten der Bernsteinpolynome [4]. Bei Bezier-
dreiecken spricht man auch von einer modifizierten Bernstein-Bezier Darstellung [12]. Es
ist jedoch nicht ratsam die Flachen in dieser Basis weiter zu verarbeiten, z.B. Auswertun-
gen mit dem Casteljau-Algorithmus vorzunehmen, da dort die konvexe-Hiillen-Eigenschaft
nicht gilt und so die Stabilitat dieser Algorithmen nicht weiter gewahrleistet ist. Vor der
Auswertung ist daher eine Riicktransformation in die Bernstein-Bezierbasis vorzunehmen.

Die skalierte Darstellung der Bezierpunkte und Gewichte wird zur besseren unterschei-
dung mit einer Tilde gekennzeichnet. Es gilt:

bij = (’:‘) (’J‘) bij baw. b; = (':‘) b;. (2.7)

Im rationalen Fall werden die Binomialkoeffizienten nur an die Gewichte multipliziert:

bij = bij, Bij = (m> (?)ﬂu bzw. b; =b;, f;= (T)ﬂs (2.8)

1

Weitere Informationen iiber Bezierflichen und Bernsteinpolynome findet man z.B. in
(1], (2], (3] und [6].

3. Operationen auf Bezierflachen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen fiir eine Arithmetik auf Bezierflichen be-
schrieben. Es werden Formeln angegeben, die die Bezierpunkte und Gewichte der Ergeb-
nisfliche aus denen der Operandenflichen bestimmen.

Grundlegend ist dabei, daf8 die Multiplikation zweier Bernsteinpolynome wieder als ein
Bernsteinpolynom dargestellt werden kann:

B (t)B}(t) = %27(1233?0). (3.1)
i+j

Beweis: Mit Definition (2.3) der Bernsteinpolynome folgt:

B (t)B}(t) = (T) (1~ (?)tj(l — )" = (’:‘) (T;)t"”(l _ gymn—i=j

_ ((':1(2) (r:z :Jn) g (1 — gymn=G4d) = (('%(’J? BI™(1)
i+j i+j



Damit gilt fiir die Multiplikation der Bernsteinpolynome zweier Tensorprodukt Bezier-

flachen:
Bm Bn Bp Bq (m)( (P) (q) Bm+p Bn+q 3.2
i+k j+t
Fir die verallgemeinerten Bernsteinpolynome gilt entsprechend:
B™ n (m) (J Bm+n 3.3
H (u)Bj (u) m+n 3+J ( )' ( ¢ )
i+)

Die Beweise fiir (3.2) und (3.3) konnen leicht durch Nachrechnen (analog zu (3.1)) erbracht
werden.

Wie man in Kapitel 2 sieht, ergeben sich die polynomialen Bezierflichen als Spezialfall
der rationalen genau dann, wenn alle Gewichte gleich sind. Deshalb wiirde es ausreichen
Formeln und Beweise nur fiir den allgemeineren rationalen Fall anzugeben. Da jedoch
der Grad der Ergebnisfliche bei vielen Operationen auf polynomialen Flichen erheblich
geringer ist als auf rationalen (man denke z.B. an Ableitungen), werden diese Fille getrennt
betrachtet.

Bei Oi)erationen zwischen polynomialen und rationalen Flachen wird die polynomiale
als rationale angesehen, z.B. mit allen Gewichten gleich 1.

3.1 Operationen auf polynomialen Bezierflachen

3.1.1 Multiplikation

Multipliziert man zwei Be. erflichen miteinander, 1at sich das Ergebnis wiederum als
Bezierfliche darstellen. Die skalierten Bezierpunkte pq einer TPB C™ t™am1 %3 (y o) die
aus der komponentenweisen Multiplikation zweier TPB A™!'"(u,v)B™?'"?*(u,v) entste-
hen, berechnen sich folgendermaBen (die Benennung der Punkte korrespondiert dabei mit
denen der zugehdrigen Flache):

qu= E a,'j‘l;u (3.4)
it+h=p
i+i=q

mit oﬁiﬁml, OSanly OSkSmZ’ OSlSnZs P=0,1,---,m1+m2 und q=
0,1,...,n1+n2 .

Beweis: Mit Definition (2.1) folgt:

m; n; m3z n3
A™ ™ (u,0)B™ M (u,0) = 3 S ay B (w)B (0) 3 D bu By (u) B (v)
i=0 j=0 k=0 =0



weiter folgt mit (3.2) und Hineinziehen von Faktoren in die inneren Summen:

SRS DD e

itk i+l

mit skalierten Bezierpunkten (2.7) und Zusammenfassung von Summen (mit p = ¢ + k,
g = j + 1) ergibt sich:

mi+m3 ni+n;y

Z Z & +m,) © +M) Z E;jzsz;"l+m:(u)B:1+nz(v)

=0 =0 ith=p
B ’ iti=q

mi1+m3 ni+ny
z E cqumrf'mz (u)Bn1+nz(v) C‘m1+mzaﬂ1+nz(u’v)

p=0  ¢=0
Mit der Darstellung von ¢, in skalierter Form folgt die Behauptung. , o
Fir die Multiplikation zweier BDR C™*"(u) = A™(u)B"(u) berechnen sich die
skalierten Bezierpunkte der Ergebnisfliche aus:
Su= ) ab; (3.5)
[8[+171=1k]
mit |¢| = m, |j| =n und |k| = m + n.
Beweis: analog zu (3.4) o

Bemerkungen:

1. Die Graderhéhung einer Bezierfliche kann durch eine spezielle Multiplikation erreicht
werden. Durch das Verfahren der Graderhéhung wird eine Kurve oder Flache mit
Basispolynomen hoheren Grades als notig beschrieben. Die Kurve/Flache selbst wird

dabei nicht verandert. Die skalierten Bezierpunkte qu einer Tensorprodukt Bezierfliche
X™trnte(y, v), die durch eine Graderhhung um den Grad r in u-Richtung und um
einen Grad s in v-Richtung aus der zu erhhenden Flache X™"(u,v) mi‘ den skalierten
Bezierpunkten a;; entstehen, lauten:

bpg = 2 a;j (;) (;) (3.6)

Jti=q
mit 0<i<m,0<j<n,0<k<r,0<I<s, p=0,1,...,m+r und ¢=0,1,...,n+s.
Entsprechend berechnen sich die Bezierpunkte by, eines um den Grad r erhdhten Bezier-
dreiecks:
‘i)'h (J) (3.7)
|'l+|JI L]
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mit |¢| = m, |j| = r und |k

=m+r.

Beweis: Fur die Graderhéhung wird die Fliche X mit

Y*(u,0) = Y Bi(u)Bf(v) =1

k=0 =0

bzw. mit

Y(u)= ) Bju)=1

l3l=r

multipliziert, wobei alle Bezierpunkte der Flache Y gleich Eins sind. Die Binomialkoef-
fizienten in (3.6) und (3.7) entsprechen der skalierten Darstellung des Vektors (1,1,1)7.
Da in beiden Fallen auch der Multiplikant Y Eins ist, verandert die Graderhéhung die
eigentliche Flache nicht. Mit (3.4) und (3.5) folgen dann die Behauptungen. O

2. Die Formeln gelten fiir beliebige Parametrisierungen, jedoch sollten beide Flachen A4
und B dieselbe Parametrisierung besitzen.

3. Analog zur Multiplikation von Konstanten mit Vektoren lassen sich auch funtionswer-
tige mit vektorwertigen Flichen multiplizieren.

3.1.2 Division

Zur Division zweier Bezierflichen, muf die Divisorfliche stets eine funktionswertige
Bezierfliche sein (man kann nicht durch Vektoren dividieren!). Im Gegensatz zur Division
in (4], ist das Ergebnis hier immer eine rationale Bezierfliche.

Sind beide Flichen polynomial, so miissen sie zur Division dieselben Grade haben (fiir
TPB dieselben Grade in u- und in v-Richtung). Dies kann immer durch eine entsprechende
Graderhohung mit Hilfe von (3.6) bzw. (3.7) erreicht werden. Damit berechnen sich die
neuen Bezierpunkte und Gewichte fir die TPB C™"(u,v) = A™"(u,v)/3™"(u,v) aus:

o _ @i
Y b (3.8)
¥ij = bij

mit 1=0,1,...,m und 3=0,1,...,n.

Analog erhilt man fiir die BDR C™(u) = A™(u)/B™(u) die Bezierpunkte und Ge-
wichte:

o B
b (3.9)
vi = b;

mit || = m.
Beweis: Der Beweis ist trivial. Er folgt direkt aus den Rechenregeln fiir Summen. O
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Bemerkung:

Nach Zusammenfassen von Graderh6hung und Division erhilt man fir C™"(u,v) =
A™ " (u,v)/B™2 ™2 (u,v) mit m = max(m;, m;) und n = max(n,,n;):

- _L ~ (m—m\[(n—n
°”‘7pq2“"( k )( ! )

st+h=p
Jt+i=q

7?« = Z zhl (m _ mz) (n —.nz)
st+h=p ’ J

iti=q

(3.10)

mit 0<:<m,;,0<j<n,;,0<k<m,, 0<I<n;, p=0,1,...,m und ¢=0,1,...,n.

Analog erhilt man fiir Bezierdreiecke C'(u) = A™(u)/B™(u) mit ! = max(m,n):

- 1 ~ fl—m
Chp = = Z a.‘( i )

T i 131=1h0 J _
- ~(l—n )
w= 3 5(3)

lil+131=1hl

mit |¢| =m, |j| =n und |k| = 1.

Die Formeln (3.10) und (3.11) folgen aus der Kombination von (3.6), (3.7) mit (3.8)
und (3.9).

3.1.3 Addition/Subtraktion

Genau wie zur Division miissen die Grade der Operandenflichen vor der Addition und

Subtraktion durch eine entsprechende Graderh6hung angeglichen werden.

Fir TPB C™"(u,v) = A™"(u,v) £ B™"(u,v) gilt:

cij = a;j £ b;; (3.12)

mit :=0,1,...,m und 7=0,1,...,n.

Fir BDR C'(u) = A'(u) + B'(u) gilt entsprechend:

c; =a;+ b (3.13)

mit |i| = [.

Beweis: Der Beweis ist trivial, er folgt direkt aus den Rechenregeln fir Summen.



Bemerkung:

Nach Zusammenfassen der Graderhéhung mit der Addition bzw. Subtraktion erhalt
man analog zu (3.10) und (3.11):

. — — e ~ m—m n—nm
= 3 as (M) (M) 2™ ) 2) (3-14)
st+h=p

mit 0<:<m,;,0<j<n;,0<k<m,, 0<I<ny, p=0,1,...,m, ¢=0,1,...,n und
mit m = max(m;, m;) und n = max(n;,n,;).

Analog erhalt man fiir Bezierdreiecke:
T = - Al O L 3.15
b= E | il (3.15)
[#1+131=(k|

mit |¢| = m, |j| = n, |k| = und | = max(m,n).

3.1.4 Skﬂu— und Vektorprodukt

- Das Skalar- und Vektorprodukt ist nur auf Vektoren definiert. Deshalb miissen auch
hier die Bezierflichen vektorwertig sein. Fiir die Bezierpunkte der Ergebnisfliche des
Skalarproduktes zweier TPB < A™"'"t B™#"2 5= C™itmami+n2 ergibt sich:

Ey= ), < Gijy bat > (3.16)
ith=p
I+i=q

und fiir die Bezierpunkte des Vektorproduktes A™!'™ x B™#"1 = C™*Mamitna,

qu = Z E.-,- X Ekz (3.17)

i+k=p
iti=q

mt 0<i<m;,0<;<n,0<k<my,0<1<ny;, p=0,1,...,my+mz und ¢q=
0,1,...,n1+n,.

Fir das Skalar- und Vektorprodukt zweier BDR gilt entsprechend:

= ), <@ib;> (3.18)
li1+151=s|
und 5
Sh= Y, @;xb;j (3.19)
|31+151=1k|
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mit [¢| =m, |j| =n und |k| =m +n.

Beweis: Die Beweise werden analog zu (3.4) unter Zuhilfenahme der Rechenregeln fiir das
Skalar- und Vektorprodukt gefiihrt. a

Beachte, da die Ergebnisfliche des Skalarproduktes eine funktionswertige Flache ist.

3.2 Operationen auf rationalen Bezierflachen

Da die Division in jedem Fall eine rationale Ergebnisfliche liefert, ist es notwendig die
Operationen auf rationale Bezierflichen auszudehnen, falls eine Division fir die Berech-
nungen erforderlich ist. Sie lassen sich jedoch auf Operationen mit polynomialen Flachen
zuriickfiihren. Dazu zerlegt man die rationale Flache in polynomiale Zéahler- und Nenner-

Bezierflachen: Py )
m,n _ il U,V
A w0y = Nmn(u,v)

mit den Bezierpunkten:
Zij = a;j@i;
| nij = oj
fir0<i<mund 0<j<n.

Die Ergebnisse werden der Vollstandigkeit halber (ohne Beweis) in den folgenden Ab-
schnitten angegeben.

3.2.1 Multiplikation

Die Formeln (3.4) bzw. (3.5) und damit auch die Graderhéhung (3.6) und (3.7) lassen
sich auch auf homogene Koordinaten anwenden. Damit ergeben sich die Bezierpunkte und
Gewichte der Ergebnisfliche

C‘m1+m:.n1+ﬂ:(u,v) = A™m™ (u,v)Bmz.ﬂz(u’v)

aus (die Benennungen der Gewichte korrespondiert ebenfalls wie die der Bezierpunkte mit
denen der Flachen):

= 1 - -~
Cpq = = Z @;;BriGijbu
re ith=p
=g (3.20)
Tre = Z @i Bu
it+hk=p
iti=q

mit 0<i<m;,0<;j<n,0<k<my, 0<I<n; p=01,..,m+my und ¢=
0,1,...,n1+n,.



Fiir RBDR C™*™*(u) = A™(u)B"(u) gilt:

ll’_‘

D &P;ab;
P i1+ 151=1 kol
Tu= Y, aibj

[+151=|"%]|

Cp =

<)

(3.21)

mit |i| = m, |j| =n und |k =m + n.

3.2.2 Division

Fir die Flache, die sich aus der Division zweier RBTP
me+mz.'h+ﬂz(u’v) — A"‘""‘(u,v)/B'"""’(u,v)
ergibt, berechnen sich die skalierten Bezierpunkte und Gewichte aus:

~ 1 -~ = ~
€pq = = Z a;;iBria;;
Tre i+h=p
- (3.22)
Tpqg = Z a;jBribri
i_+h=p
J+i=q
mit 0<i1<m;,0<7<n,0<k<my,0<I<n;,, p=0,1,...,m;+mz und ¢ =
0,1,...,n1+n2 .

Fiir die Division zweier RBDR C™""(u) = A™(u)/B™(u) gilt anaolg:

- 1 ~ =~
Clg = =— Z a;Bja;

Y= D, &b
li1+151=1b]|

mit |i| =m, |j| =n und |k| =m +n.

Beachte, da8 sich im Gegensatz zu 3.1.2 der Grad der Ergebnisflaiche der Divisioa zweier
rationaler Flichen aus der Addition der Grade beider Flachen ergibt, d.h. fir den ratio-
nalen Fall grofer ist, als fur den polynomialen.
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3.2.3 Addition/Subtraktion

Fir die Addition bzw. Subtraktion zweier RTPB C™t ™™t %3(y o) = A™1™(y 9)+
B™2™3(y,v) gilt fir skalierte Bezierpunkte und Gewichte:

- 1 -~ = [~ -~
Cpqg = =— Z ;B (aij = = bhl)

TPe iimp

i (3.24)
Fre= ), &P

it+hk=p

Jt+i=q
mt0<i<m;,0<;<n;,0<k<m,, 0<1<n,;, p=0,1,....my+mz und ¢q=
0,1,...,n1+n,y.

Entsprechend gilt fir RBDR C™*™(u) = A™(u) + B™(u):

~ 1 -~ [~ , T
Ccy = - Z a;iB; (a,- o b,-)
P2 lil+151=1 k| (3.25)
o= D, @b;
[8]+131=1k]

mit |i| = m, |j| =n und |k| =m +n.

Beachte, daB sich hier, im Gegensatz zur Addition und Subtraktion polynomialer Bezier-
flichen, der Grad der Ergebnisfliche aus der Addition der Grade der Operandenflichen
bestimmt, also auch goBer ist, als im polynomialen Fall.

3.2.4 Skalar- und Vektorprodukt

Die Bezierpunkte und Gewichte der Ergebnisfliche fiir das Skalarprodukt der RTPB
Crmitmamitna(y 9) =< A™ " (u,v), B™'"3(u,v) > lauten:

- 1 - = -~ =
Cpg = = Z @iiBr < Gij, brt >
Trq itk=p
=3 (3.26)
Foa = D @ijPu
it+h=p
iti=q

und fiir das Vektorprodukt C™ *™»m14%3(y o) = A™1"3(y,v) X B™*"?(u,v) gilt:

-~ 1 ~ - ~ 3
= 2 Z ai; P (aij X bhl)

Pe it+h=p
b (3.27)
;pq = Z aijﬂhl
ith=p
J+i=q
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mit 0<i<m;,0<j<n;,0<k<my, 0<1<ny; p=0,1,....m+mz und ¢=
0,1,...,n1+n2.

Fiir das Skalarprodukt C™+"(u) =< A™(u), B"(u) > und Vektorprodukt C™*"(u) =
A™(u) x B™"(u) zweier RBDR gilt analog:

~

- 1 - = -
Clg = =— E a,'ﬂj < a,',bj =

T ji4171=10 (3.28)
:Y-In == E alﬂ]

[§1+131=Ib|

und
i 1 - B e
Cr = = E aifB; (a,- X b,-)
* Jil+131=1h (3.29)

o= ), ab;

[il+151=Ik|

mit |t| = m, |j| = n und |k| = m + n.

Beachte, dal das Skalarprodukt eine funktionswertige Flache liefert.

3.3 Differentiation und Integration von Bezierflachen

Die Differentiation und Integration werden in der Standardliteratur (z.B. [1][2][3][6])
ausgiebig behandelt (Integration nur fiir polynomiale Bezierkurven und -flichen). Sie
sollen deshalb hier nicht weiter erliutert werden. Es sei nur angemerkt, dal sich die
Ableitungen rationaler Flichen auf die Operationen: Ableitung, Multiplikation, Division
und Subtraktion polynomialer Flachen zurickfiihren lassen (auch bei hheren und gemisch-
ten Ableitungen kommt man mit einer einzigen Division aus!).

4. Anwendungsbeispiele

In diesem Kapitel werden einige Beispiele fir die Anwendung einer Arithmetik auf

Bezierflaichen gegeben. Die Beispiele kommen aus dem Bereich der Qualititsanalyse von
Freiformflichen. Siehe dazu auch [5].

4.1 Gaufl)krimmung

Starke Krimmungsianderungen insbesondere Vorzeichenwechsel der GauSlkrimmung
sind fiir viele Freiformflichen im CAD/CAM-Bereich nicht wiinschenswert. Zur Visu-
alisierung der Gaukrimmung war es bisher iiblich die Krimmung der zu untersuchenden
Flache an diskreten Punkten auszuwerten und anschlieBend durch eine Interpolationsfliche
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zu approximieren. Dabei konnen bei zu geringer Abtastung der Flache oder schlechter
Approximation Fehler entstehen.

Im folgenden wird gezeigt, wie die GauBkrimmung von Tensorprodukt Bezierflichen
exakt als eine funktionswertige rationale Tensorprodukt Bezierfliche dargestellt werden
kenn. Die zu untersuchende Fliche sei X™"(u,v). Fiir die Fache der GauBkrimmung
KP9(u,v) gilt nach [7](8]:

— M2
KP9(u,v) = (ILZ‘—ICZ—FM—z)? (4.1)
it E =< Xu(u’v)’ Xu(u’v) >
F =< Xy(u,v), Xo(u,v) >
G =< X,(u,v), Xo(u,v) > (4.2)

L =< Xyu(u,v), Y(u,v) >
M =< Xyo(u,v), Y(u,v) >
N =< X,p(u,v), Y(u,v) >
dabei ist X, (u,v) die 1. Ableitung, X,,(u,v) die 2. Ableitung von X(u,v) in Parameter-

richtung «, X,(u,v), Xyo(u,v) und X,(u,v) sind entsprechende Ableitungen. ¥{u,v) ist
die Normalenfliche:

Y(u,v) = X4(u,v) X Xo(u,v). (4.3)

K?9(u,v) ist eine funktionswertige RTPB mit positiven Gewichten! Die Flache liegt
also in der konvexen Hiille des Beziernetzes. Daher kann aus dem Beziernetz von K?4(u,v)
ein Intervall fiir die Werte der Gaufschen Kriimmung angegeben werden.

Mit Hilfe der bei der Berechnung der GauBkrimmungsfliche entstandenen Zwischen-
flichen L, N und M kann zusatzlich (ohne grofieren Aufwand) eine Klassifizierung der zu

untersuchenden Flache durchgefiihrt werden. Damit lassen sich z.B. Ebenen von Zylindern
unterscheiden.

X™"(u,v) besteht nur aus

elliptischen Punkten LN -M ’A> 0
hyperbolischen Punkten falls LN -M?<0 (4.4)
ebenen Punkten (Flachpunkten) L=N=M=0
parabolischen Punkten sonst

fir alle Parameterwerte (u,v) gilt.

Beachte, da8 fiir rationale Flachen X™"(u,v) die Klassifizierung allein mit den Zahler-
polynomen von L, M und N vorgenommen werden kann, d.h. zur Klassifizierung nach
(4.4) braucht lediglich eine Nullstellenanalyse von polynomialen Bezierflichen durchgefiihrt
werden. In der Regel reichen einige Unterteilungen ‘und Vorzeichenbetrachtungen von
Bezierpunkten aus, um eine Flache als konvex bzw. nicht konvex zu klassifizieren.
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Beispiel:

Als Beispielfliche wird die folgende oft benutzte Fliche [11] gewahlt. Es ist eine biku-
bische Tensorprodukt Bezierfliche mit den Bezierpunkten:

boo = (0,0,0)T  boy =(1,0,1)T  bp2 =(2,0,2)T  bes =(3,0,0)T
bio =(0,1,2)T by =(1,1,2)T b2 =(2,1,2)T  bys =(3,1,1)T
bao = (0,2,1)T by =(1,2,2)T by =(2,2,2)T  bys =(3,2,2)T
bso = (0,3,0)T  bs; =(1,3,2)T b3z =(2,3,1)T  bss =(3,3,0)T

Das Besondere an dieser Flache ist, da8 alle Parameterlinien konvex sind, die Flache selbst
jedoch nicht.

In Abbildung 1 ist die zu untersuchende Flache mit Linien konstanter Gauicher Kim-
mung dargestellt. Abbildung 2 zeigt die Flache der GauBkrimmung K?9(u,v) mit Hohen-
linien. Die Linien mit verschwindender Krimmung K?? = 0 sind fett gezeichnet.

Abb. 1: Beispielfliche mit Isolinien Abb. 2: GauBkrimmungsfliche
KP4(u,v) = const. mit Hohenlinien

Bei der Qualitatsanalyse spielt die Erkennung sogenannter Nabel- und Flachpunkte
eine grofle Rolle. Die Punkte einer Flache, in denen die Krimmungen aller Normalschnitte
ubereinstimmen, werden Nabelpunkte oder Umbilikalpunkte genannt. Falls sie existieren,

liegen sie genau dort, wo beide Hauptkrimmungen denselben Wert annehmen. Eine Be-
dingung dafiir ist:

k1 — k2 = (EN + GL — 2FM)? — 4(LN — M?)(EG — F?) = 0. (4.5)
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Ein Flachpunkt ist ein spezieller Nabelpunkt. In ihm verschwinden beide Haupt-
krimmungen. Fir Flachpunkte gilt:

k2+k2=0
<= (EN +GL —-2FM)* - 2(LN — M*)(EG - F*) =0 (4.6)
< L*+ M?* + N? =0.

Abbildung 3 zeigt die Beispielfliche mit Isolinien x; — k2 = const. und Abbildung 4
die zugehorige Nabelpunktfliche, wihrend Abbildung 5 und 6 die Beispielfliche mit x2 +
k% = const. und die zugehdrige Flachpunkifliche zeigen. Die Beispielfliche besitzt keinen

Nabelpunkt.

Abb. 3: Beispielfliche mit Isolinien Abb. 4: Nabelpunktfliche
K1 — K2 = const. mit Hohenlinien
Bemerkung:

Sowohl die GauBlkrimmungflache als auch die Nabelpunktfliche und die Flachpunkt-
fliche lassen sich gut durch eine Colormap-Abbildung auf die zu untersuchende Flache
oder uber deren Parametergebiet visualisieren.
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Abb. 5: Beispielfliche mit Isolinien Abb. 6: Flachpunktfliche
x} + k3 = const. mit Hohenlinien

4.2 Reflexionslinien

Die Kurven, die sich durch die Reflexion von Lichtgeraden auf einer Flache ergeben,
nennt man Reflezionslinien [5][8]. Es lassen sich unerwiinschte Krimmungsbereiche (z.B.
Beulen in der Flache) durch UnregelmaBigkeiten im Reflexionslinienbild paralleler Licht-
geraden erkennen. Spriinge in den Reflexionslinien weisen auf eine nicht G'-stetige und
Knicke auf eine nicht G2-stetige Fliache hin.

%ﬁ % 9(t)

sy} Yu,v)

e
X(u,v)

Reflexionslinienanalyse

Die Ermittlung der Reflexionslinien durch eine punktweise Auswertung oder durch
Losung nicht linearer Gleichungssysteme ist oft schwiegig. Mit Hilfe der Arithmetik auf
Bezierflichen kann die Berechnung einer Reflexionslinie auf eine Nullstellenbestimmung
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einer nicht parametrischen TPB zuriickgefiihrt werden.

Sei X™"(u,v) die zu untersuchende Fliche und B der Betrachtungspunkt, dann berech-
net sich die Flache der reflektierenden Strahlen S(u,v) durch:

_ 2Y(u,v) < B(u,v), Y(u,v) >
v = < Y(u,v), Y(u,v) >

mit B(u,v) = B — X(u,v) und der Normalenfliche ¥{u,v).

— B(u,v) (4.7)

Die reflektierenden Strahlen schneiden die Lichtgerade g(t) : L + tl genau dann, wenn

R(u,v) = det|S(u,v), A(u,v),l| =0

(4.8)
< < S(u,v) x A(u,v),l >=0

mit A(u,v) = X(u,v) — L gilt.

Abbildung 7 zeigt eine C?-stetige und Abbildung 8 eine C2-stetige Bezierfliche mit
jeweils drei Reflexionslinien. Die Flache besteht aus zwei Flachenstiicken, deren Grenze in
Abbildung 7 deutlich zu kennen ist.

7
P s
A

#, N0
"'..... "';\

2%
J
""' L

Abb. 7: CO-stetige Bezierfliche Abb. 8: C2-stetige Bezierfliche,
mit 3 Reflexionslinien mit 3 Reflexionslinien

5. Implementierung

Die angegebnen Formeln zur Berechnung der Bezierpunkte und Gewichte der Ergebnis-
bezierflichen eignen sich nicht zur direkten Implementierung. Wie die Indizes der Summen
direkt berechnet werden konnen, wird am Beispiel der komponentenweisen Multiplikation
gezeigt. Fiir TPB C™ tma™mitni(y g) = 4™ (y,v) und B™*'"*(u,v) gilt:
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min(k,m,) min(l,n,)

Crl = Z E Qijbr—ii-j

i=max(0,k—m;) j=max(0,l-nj)
mit k=0,1,...,m;+mz und {=0,1,...,n1+n2.

Analog gilt fir BDR C™*"(u) = A™(u)B"(u):

min(k,m) min(s,l)

Crmtn—kk—l,l = E 2 am—-‘.i—j.jgn-(h-t‘).(h—-‘)—(l—i).l—j
i=max(0,k—n) j=max(0,l—(k—1))

mit 0<k<m+nund 0<I<k.

Diese Schreibweise wurde wegen der oft langen und unlesbaren Indizes nicht verwendet.

Zusatzlich zu den arithmetischen Operationen wurden Routinen zur symbolischen Ver-
arbeitung implementiert. Damit knnen Formeln in symbolischer Form angegeben werden,
die die Bezierpunkte der Ergebnisfliche in Abhangigkeit von denen der Eingabeflichen
ausdricken. Diese Ausdriicke werden jedoch schon nach wenigen Schachtelungen recht
grofl.

6. Zusammenfassung

In diesem Bericht wurde gezeigt, wie sich die Resultate arithmetischer Operationen auf
Bezierflaichen wiederum in Bezierform darstellen lassen. Dadurch werden exakte Reprasen-
tationen komplizierter Berechnungen auf Bezierflichen ermdglicht. Insbesondere konnen
wegen der angenehmen Eigenschaften der Bernstein-Bezierform qualitative Aussagen und
Abschatzungen gemacht werden, wie sie bisher nicht moglich waren. Zudem lassen sich
viele Probleme auf numerisch stabile Nullstellenberechnungen zurickfihren.

Man erkauft sich diese Vorteile jedoch durch hohe Flachengrade. Punktweise Castel-
jau-Auswertungen und Unterteilungen der Ergebnisflichen sind daher oft zeitaufwendig.
Hoschek et. al. [7] geben Verfahren an, mit denen bikubische C°-stetige oder biquintische
C'-stetige Approximationsflichen mit beliebiger Genauigkeit bzgl. einer vorgegebenen zu
approximierenden Punktmenge bestimmt werden konnen. Diese Flachen liefern fir die
Visualisierung gute Ergebnisse.
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