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1 Einleitung

In den Modellierungssystemen des CAD/CAM werden oft unterschiedliche Methoden zur mathema-
tischen Beschreibung von Freiformkurven und -flichen eingesetzt. Als Basisfunktionen konnen sowohl
Monome, Bernstein-Polynome, B-Spline-Basisfunktionen als auch nicht lineare Funktionen auftreten. In
den einzelnen CAD-Systemen kann der maximal zulissige Grad dieser Basisfunktionen variieren. Miissen
nun Daten zwischen verschiedenen CAD-Systemen ausgetauscht werden, so mufl u.U. eine Basistransfor-
mation und/oder eine Gradanpassung durchgefiihrt werden. Diese Transformationen sind i.a. nicht exakt
moéglich. Hier sind geeignete, méglichst optimale Approximationen nétig.

Bisher wurden verschiedene Verfahren entwickelt. Das ilteste geht zuriick auf Forrest [Forr72]. Farin
[FAR90] invertiert den Prozefl der Graderhéhung. Watkins und Worsey [Wat88] sowie Lachance [Lach88]
reduzieren den Polynomgrad in der Tschebyscheff-Basis. Hoschek et al. [Hos89] sowie Plass und Stone
[Plas83] approximieren die Kurve bzw. Fliche punktweise. Dadurch lassen sich alle Kurven- und Flichen-
reprisentationen durch eine Bézier-Darstellung approximieren. Ein Approximationsfehler kann jedoch
auch nur punktweise garantiert werden. Durch einen anschlieBenden Parameteriterationsprozef} 1afit sich
eine weitere Approximationsverbesserung erzielen. Eine solche Parameterkorrektur ist jedoch nur dann
sinnvoll, wenn die Parametrisierung der Approximationskurve bzw. -fliche frei gewihlt werden kann. In
Fillen, in denen die Funktionswerte der zu approximierenden Flichen bzgl. ihrer Parameterwerte mit
anderen Flichen korrespondieren, darf keine Parameterinderung durchgefiihrt werden, wie z.B. bei der
Approximation sogenannter Eigenschaftsflichen, die eine bestimmte Eigenschaft einer anderen Fliche,
wie etwa die Gausskriimmung oder die Normalenrichtung darstellen.

In dieser Arbeit wird ein Verfahren zur optimalen Gradreduktion von Bézierkurven und -flichen
vorgestellt. Damit eine CC-stetige Approximation innerhalb einer vom Benutzer vorgegebenen Feh-
lertoleranz durchgefiihrt werden kann, mufl die Approximation mindestens eine Beriihrordnung er-
sten Grades mit der Originalkurve bzw. -fliche aufweisen. Mit Hilfe arithmetischer Operationen auf
Bézierdarstellungen [Faro88],[Schr92] werden lineare Gleichungssysteme fiir eine optimale Belegung der
freien Parameter aufgestellt, sowie eine Fehlerkurve bzw. -fliche in Bézierform berechnet, um die Einhal-
tung einer Fehlertoleranz zu gewéhrleisten.

2 Definitionen

Im folgenden werden kurz die zum Verstindnis dieser Arbeit notwendigen Definitionen und Schreibweisen
erliutert. Zur Erginzung siehe auch [FAR90], [HOS92].

Vektoren werden fett geschrieben, z.B. a = (a®, a¥, a*)” und Flichen mit Grofbuchstaben (hiufig mit
Angabe des Grades) bezeichnet, z.B. steht X" (u, v) fiir eine parametrische Tensorprodukt-Bézierfliche
vom Grad n in u-Richtung und Grad m in v-Richtung. < a,b > bezeichnet das Skalarprodukt zweier
Vektoren.

Eine Bézierkurve X" (t) ist definiert durch

X" = Y aiBp () (21)



wobei die Bernsteinpolynome BP(t) = (?)ti(l —t)"* mit i = 0,1,...,n, t € [0,1], die Basis der
Bézierdarstellung bilden. Die a; werden Bézierpunkie oder Kontrollpunkte der Bézierkurve genannt.
Die Binomialkoeffizienten (’,:) sind folgendermaflen definiert:

n T2 1 0<k<n
(k) :{ k.(no—k). : (2.2)

sonst

Eine Tensorprodukt-Bézierfliche (kurz: TPB-Fliche) X”™ (u,v) ist definiert durch

n m
X, ) = Z quB{‘(u)B}"(v), u,v € [0,1]. (2.3)
1=20 7=0
Die Punkte b;; werden Bézierpunkte genannt.
Ein Bézierdreieck (kurz: BDR) X" (u) ist definiert durch

X"(u)= 3 biB(u) (2.4)
|

il=n

mit den baryzentrischen Koordinaten u = (u,v,w)?, (u+v+w = 1; 0 < u,v,w < 1) bzgl. eines
reguliren Parameterdreiecks und ¢ = (3,5, k)7, mit || = n als i+ j + k = n und ¢,j,k > 0. Addition
und Subtraktion auf den Indexvektoren sind komponentenweise definiert. Die Punkte b; werden wieder
Bézierpunkte genannt. Die Basispolynome sind die verallgemeinerten Bernsteinpolynome:

- n\ ; . nt iy i3
B (u) = (z.)u’v]wk = i!j!k!u vwF mit [i] = n. (2.5)

Die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten (',') sind folgendermaflen definiert:

(F)={ @ (26)
1 0 : sonst

Um Formeln zu vereinfachen, werden z.T. sogenannte skalierte Bézierpunkte verwendet. Man erhilt sie
durch Multiplikation der Bézierpunkte mit den entsprechenden (verallgemeinerten) Binomialkoeffizienten
der Bernsteinpolynome,

z.B. E,- = <T.L)b,- fiir Bézierkurven

1
baw. by = (’;) (T;)b,-,- fiir TPB-Flachen (2.7)
und b; = ('?)b,- fiir BDR-Flichen.

2

Weiterhin wird fiir spatere Vereinfachungen der auftretenden Formeln folgende Regel fiir Binomialkoef-

fizienten verwendet: . .
r n+m-—r n—+m
E = < , 2.8
(k)< m—k ) ( m ) Vrentm (28)

k=0



3 Approximation von Bézierkurven

3.1 Ausgangssituation

Gegeben sei die Bézierkurve
X"(t)=) aB't), n>3, a;€R? teo1]. (3.1)
1=0 =
Gesucht ist eine Bézierkurve

Y"(t)=) b;BI'(t), 3<m<n, b eR? telo1], (3.2)

i=0

die X"(t) moglichst gut approximiert und mit der Originalkurve X"(t¢) eine Beriihrordnung
1. Grades, d.h. die gleichen Anfangs- und Endpunkte, sowie gleiche Richtungen der Anfangs- und
Endtangenten besitzt. Dieser Zusammenhang wird durch die folgenden Bedingungen ausgedriickt:

by = ao
by = A -
1 ag + A(a1 — ao) (3.3)
b1 = an+/\2(an—l _an)
bn = a,
Die Unbekannten A\;, A3 € IR und bs, ..., b,,_, sollen nun so bestimmt werden, daf} gilt
1
D = / || X™(t) — Y™ (t) || d¢ — min (3.4)
0
1 n
= / Il Z(ai —¢;)B™(t) ||? dt — min (3.5)
0 1=0

Mit den arithmetischen Operationen auf Bézierdarstellungen [Faro88],[Schr92] folgt:

1 2n
D= / Zd;Biz" (t)dt — min (3.6)
0 =0
1 2n
; — mi 3.7
T ;d, min (3.7)

1 min(i,n) R o
mit d; = T Z () < ) <aj —¢j,ai—j — Ci—j >, d; e R (3.8)
( i ) j=maz(0,i—n) J P
min(i,n)
d.h. (’1: = Z < a,- — Ej,ai_j — Ei_]‘ > (3.9)
j=maz(0,i—n)
bzw. ;i: = Z<E,~—Ej,ﬁ.-_,-—a_j> 1=0,1,....20 (3.10)
j=0

Dabei sind die ¢; aus den b; nach (n —m)-facher Graderhshung von Y™ (t) wie folgt (siehe auch [FAR90])

entstanden: ™
n—m\y
C: = 3.11
Bi=2, ( i—k )b" (311

k=0



3.2 Aufstellen der Gleichungen

Die Optimierung erfolgt nach der diskreten Fehlerquadratmethode von Gauss. Eine notwendige Bedingung
fiir ein Minimum ist das Verschwinden der ersten Ableitungen von D nach den unbekannten Gréfien.
Daher muf} (3.7) in Abhingigkeit von A1, A2, by, ..., b,,_o ausgedriickt werden.

Nach elementaren Umformungen von (3.10) ergibt sich

J,:Z(a-}'/\lﬁ-a’é/\z—{-aé—i-ai—ﬁj,a'i‘j/\1+a2 /\2+aa’+a4 '—Ei_j> (3.12)
i=0
mit of = m(T;:T)(al_ag)
n—m
0 = m(," ™ )(ans - an)

(3.13)

o = [(7T)am(iI D) e [GIm) e (20 )] e

Bemerkungen:

1. Statt der ,max/min“-Schreibweise, wie z.B. bei den Indizes der Formel (3.9), wird die kompakte
Notation von (3.10) verwendet. Bei der Implementierung der Algorithmen auf einem Rechner ist
jedoch die ,max/min“-Schreibweise vorzuziehen, da so keine iiberfliissigen Terme berechnet werden
miissen (siehe auch Kapitel Implementierung).

2. Die iiberfliissigen bzw. teilweise auch gar nicht definierten Terme (z.B. aufgrund negativer bzw. zu
grofier Indizes) der geschlossenen Schreibweise werden durch die Definition der Binomialkoeffizienten
(siehe Formel (2.2)) abgefangen.

Dadurch ist eine Implementierung auch in der kompakten Darstellung méglich, aber relativ inef-
fizient.

Mit den Ableitungsregeln fiir Skalarprodukte ergeben sich die Normalgleichungen:

oD
a) —=0
M
2n n
1 » 2 L k. Bl
= Z—(Zn) So{ (od i+ + el 4ol —ay) (3.14)
i=0 \ 8/ §=0
+ (i, odA + adds + o + o — aj>} e 1
Zn) Z{ 20 <ol adT > 4d(<dd, ab T > 4 <alT ol >) (3.15)
1_0

+ <d, oy > +<al” ’a’>}

- (2n)2{<a1’°‘3 d Ei_j>+<a'1"',ag_aj)>}



(ZH Z{nl <o, a7 > thy(<od, ab T >+ <ol ol ) (3.16)
=0

e S

1 o T
_'2(2_")2{ <o, a5’ —@i; >+ <o, 0h-a;) > }
1=0 i j=0

b) Analog zu a) gilt:

0D

an"

2n) Z{’\l(< o, oi? >+ <ab ol >) 420 <ad,ab i > (3.17)
$= 0

n Y [(J_mH)(i'i}Tk)Jf(i_?_’n’?ﬂ) G20 (2) <tmnsmen>}

Z 2n Z{<a2,a3 &,-_j>+<a;",ag—a,->}.
i i

c) é)—Q:O fir [=2,...,m—2 und b = (b7,b,b7)T.

ob;
Im folgenden wird nur die Ableitung nach b7 betrachtet, die Fille fiir die y- und die z-Koordinaten

verlaufen analog.
Analog zu a) erhilt man nach einigen Umformungen:

oD
bl l=2 .4
ab‘f 0 e i

Z (2n) Z { Ai(af — af) [ﬂ{ i 4 pici J]

i=0

+Xz(af_, —az) 1857 + 6,7 6] (3.18)
2l n—m i_ifn—m m

* _ﬂi<i—j—k)+m_1(a‘—k)](k>i}

() s (27 o) (2 )
("5 [G2m) ] - ()

wobei 'i:: (ni:rln), ﬂ§::m<ni:rln), Q::m(ifr_nr-tl)




3.3 Bestimmung der unbekannten Bézierpunkte

Um die noch unbekannten Bézierpunkte by, ..., by,_; zu bestimmen, ist das folgende lineare Gleichungs-
system (LGS) zu lésen:

Cb=A (3.19)

Coo 58S Cog

Cg0 ... Cgg

b
A

Dabei gilt g :=3(m—3)+1.

Um die Werte der Eintrige in der Koeffizientenmatrix und im Ergebnisvektor zu ermitteln, miissen die
Gleichungen (3.16), (3.17) und (3.18) in Matrix-Vektor-Schreibweise umgesetzt werden.

(AlaAZ:bgrbg)bé)"' bx by bin—Z)T

ym—-2Ym—-2»

(Ao, ..., AT

Bemerkung: Aufgrund der Randbedingung ,Beriihrordnung 1. Grades“ (siehe (3.3)) kann die Losung
von (3.19) nicht komponentenunabhingig (d.h. simultan pro Dimension) durchgefiihrt
werden, sondern mufl auf einmal gelést werden (vgl. auch Flichenfall).

Die Eintrige des Ergebnisvektors A werden wie folgt bestimmt (mit | = 2,...,m — 2):

Ay = (3.20)
Ay = )] (3.21)
A3(1—2)+2 = (3-22)

analog Asz(_3)43 fiir die y-Koordinaten

und Ajs(_2)4+4 fiir die z-Koordinaten.



Die Eintrige der Koeffizientenmatrix C ergeben sich wie folgt (mit k,{=2,...,m —2):

1. Zeile:
2n-2m (Zn—gm)
coo = m?< a; —ap,a; —ap > Z (;—n) (3.23)
1i=0 i+2
2n—-2m (2n—_2m)
Col = m? < a;—ap,ap_1 — an > Z Zln (3.24)
i=0 (i+m
m
€0,3(k-2)42 = (k)cs(k-2)+2,o (3.25)
analog c¢g3(k-2)+3 fiir die y-Koordinaten
und  cp3(k-2)44 fiir die z-Koordinaten.
2. Zeile:
Cig = Co1 (3.26)
2n-2m (2n~.2m)
e11 = mMP<byoy—0n,Bny—Gn> Z ( = ) (3.27)
i=0 i+2(m-—1)
m
C13(k-2)42 = (k)ca(k—2)+2,l (3.28)
analog c;3(k-2)43 fiir die y-Koordinaten
und c; 3(k-2)44 fiir die 2-Koordinaten.
Rest der 1. Spalte:
2n—2m (2n—_2m)
63(1_2)+2’0 = m(af —aﬁ) Z ——;ﬂ—-— (329)
i=0 (i+1+1
analog c3(;-3)43,0 fiir die y-Koordinaten
und c3(1-2)44,0 fiir die z-Koordinaten.
Rest der 2. Spalte:
2n—2m (2n—r2m)
cag-2pt21 = mlah_y—af) D g (3.30)
i=0 (i+1+m—l
analog c3(;_3)43, fiir die y—Kdordina.ten
und c3(j_2)44, fiir die z-Koordinaten.
Fiir die restliche (3(m — 3) x 3(m — 3))-Matrix gilt fiir w = 2, 3,4:
A~ 2n—-2m (Zn—.2m)
C3(1-2)4w,3(k-2)4w = (k) Z (Z’—n) (3.31)
i=0  \it+i+k

Die iibrigen ¢;; sind gleich 0!



Bemerkung: Die restliche (3(m — 3) x 3(m — 3))-Matrix ist ,punktsymmetrisch®, das bedeutet
c3(l—2)+w,3(k——2)+w = CS(m—I—2)+w,3(m—k—2)+w (k‘,l = 2, vosy M = 2). Auflerdem sind die
(3 x 3)-Untermatrizen aus denen die Restmatrix besteht, Diagonalmatrizen mit gleichen
Werten in der Hauptdiagonale, d.h. man mu8 von der Restmatrix nur jeden 18-ten Wert
explizit berechnen, die anderen Eintrige lassen sich daraus kopieren bzw. sind gleich 0.

Es ergibt sich folgende Gestalt der Koeffizientenmatrix:

[ * *
+ 1 +|... |+ |+
% | : = e | :
+ |+ |4+ ]|+
A& | sia | e |k

Hierbei steht ’*’ in den ersten beiden Zeilen bzw. Spalten der Matrix fiir beliebige Koeffizientenwerte.
Die restliche Matrix besteht aus insgesamt (m — 3) - (m — 3) Untermatrizen der Gestalt *+’, wobei *+’
jeweils fiir eine (3 x 3)-Diagonalmatrix mit drei gleichen Werten ’+’ in der Diagonalen steht,

0 0
dh. += *~ 0
0 x

o O X

Ist das LGS aufgestellt und gelést, so sind die Bézierpunkte by, ..., b, _> direkt bestimmt. Die beiden
iibrigen Punkte b; und b,,_; erhilt man aus (3.3) mit den jetzt bekannten A; und A;. Damit ist die
approximierende Bézierkurve bestimmt.



3.4 Beispiele

In den folgenden Abbildungen sind auf der linken Seite die Approximations-Bézierkurven (gestrichelte
Linie) mit der Original-Bézierkurve (durchgehende Linie) vom Grad 10 dargestellt. Die rechte Seite zeigt
die nach (3.7) ermittelten Fehlerkurven.

Abb. 1: Approximationskurve vom Grad m = 3 Abb. 2: Fehlerkurve fiir m = 3

Abb. 3: Approximationskurve vom Grad m = 4 Abb. 4: Fehlerkurve fiir m = 4



AV N

Abb. 5: Approximationskurve vom Grad m = 6

Abb. 6: Fehlerkurve fiir m = 6
(100-fach iiberhsht)

/\/\/\/\/\/\/\/\

Abb. 7: Approximationskurve vom Grad m = 8
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Abb. 8: Fehlerkurve fiir m = 8
(10000-fach iiberhsht)




3.5 Segmentierungen

Je niedriger der Approximationsgrad ist, desto gréfier ist der Approximationsfehler. Dieser Nachteil kann
bei kleinem Approximationsgrad nur dadurch ausgeglichen werden, dafl die Kurve nicht durch ein, son-
dern durch mehrere Segmente approximiert wird, bis z.B. das Maximum der Bézierordinaten d; aller
Kurvensegmente der Fehlerkurve eine vorgegebene Fehlerschranke unterschritten hat.

Im folgenden Beispiel wird die Bézierkurve vom Grad 10 aus Abbildung 1 rekursiv jeweils im Parameter-
wert t = 0.5 in 4 bzw. 8 Segmente unterteilt und durch Bézierkurven vom Grad 3 approximiert.

Die Werte der maximalen d; in Abbildung 10 betragen in den einzelnen Segmenten von links nach rechts
655.300, 29.880, 4.602, 196.401 und in Abbildung 12 7.608, 0.059, 0.453, 0.039, 0.005, 0.076, 0.530, 2.533.

Die Punkte in den Abbildungen 9 und 11 markieren die Segmenttrennstellen.

Abb. 9: Approximation durch 4 Segmente Abb. 10: Fehlerkurve (200-fach iiberhdht)

EPNW |

Abb. 11: Approximation durch 8 Segmente Abb. 12: Fehlerkurve (50000-fach iiberhSht)

11



4 Approximation von Tensorprodukt-Bézierflichen

4.1 Ausgangssituation
Gegeben ist die Tensorprodukt-Bézierfliche
n m
X" (u,v) = ZZa,-jB{'(u)BJT"(v) , m,m>3, a;€c€R® wvel01] (4.1)
1=0 j=0
Gesucht ist die TPB-Flache
P g
YI(u,0) =D D buBL(u)Bf(v) , 3<p<n, 3<q<m, by€eR® wuvel01] (4.2)
k=01=0

die X™™(u, v) moglichst gut approximiert und mit X™™ (u, v) eine Berithrordnung ersten Grades besitzt.

Dain der Regel eine Fliche aus mehreren aneinanderliegenden Patches besteht, mufl sichergestellt werden,
daB zwei benachbarte Patches auch nach der Approximation noch eine gemeinsame Randkurve besitzen,
damit in der Fliache keine ,,Locher“ entstehen.

Aus diesem Grund erfolgt die Approximation eines TPB-Patches in zwei Schritten:

1. Approximation der vier Randkurven

2. Approximation der inneren Kontrollpunkte.

4.2 Bestimmung der Randkurven

Die vier Randkurven werden analog zu Kapitel 3 bestimmt. Da in jeder Ecke des TPB-Patches zwei
Randkurven aneinanderstofien, und beide mit einer Beriihrordnung ersten Grades approximiert werden,
besitzen die Patches X"™(u, v) und Y?%(u,v), wie gefordert, in den Eckpunkten jeweils gleiche Tangen-
tialebenen.

4.3 Bestimmung der inneren Kontrollpunkte

4.3.1 Aufstellen der Gleichungen

Die noch unbekannten inneren Bézierpunkte by; mit k. =1,...,p—1lund [ =1,...,q—1 werden so
bestimmt, daf§

1,1
D = / / | X™™(u,v) — ¥P!(u,v) ||* du dv — min (4.3)
0Jo

1,1 n o m
= /0/0 1" (aij — i) BP (w) B (v) ||* du dv — min (4.4)

1=0 j=0

Dabei sind die ¢;; (i =0,...,nund j = 0,...,m) durch eine (n — p)-fache Graderhchung in u-Richtung
und eine (m — ¢)-fache Graderhshung in v-Richtung aus den by; enstanden (siehe [FAR90]):

s = 22m(o)(G) s

k=01=0

12



Mit e;; := a;; — c;; und der Multiplikationsregel aus [Schr92] gilt:

n m 2n 2m
1D e BF@BP (@) P = D) ey 2. < & 8w > B (u)B2"(v)
$=0 j=0 A=0w= 0( )( ) -ip:x

2n 2m
= 35 da B (u) B2 (v) (4.6)

A=0w=0

mit daw :1= 5—— Z < ex]aeyu
i4p=2
jtv=w
— 2m ZZ<€U'6W
w i=0 57=0
Damit ergibt sich Formel (4.4) zu (siehe [FAR90]):
1 1 2n 2m
D= / / Z Z dxoB?"(u) B2™(v) du dv — min (4.7)
0J0 X=ow=0
2n 2m
@y 1)(2m Y ;)“;d)‘w — min (4.8)
Nach einigen Umformungen folgt zusammen mit (4.5)
2n 2m 1 n m
ST R RS
P 9 . -
< 5.']' ZZ ( k) ( , )blch (4-9)
k=01=0
P 4 s—p g N
ar—iw-j — kzozz: (A e k) (w - l)b'” >

Um die noch unbekannten inneren Kontrollpunkte zu bestimmen, miissen die Normalgleichungen

536%:0 mit r=1,...,p—1; s=1,...,9g — 1 aufgestellt werden.

Im folgenden wird nur die Ableitung nach der z-Koordinate betrachtet; fiir die y- und z-Koordinaten
verfihrt man analog.

oD r=1,...,p—1
6b§,:0 s=1,...,q—1
= Lrmm a0 ()
{(Tﬁfrp)(?—_f)(A’ika)(ﬂ}fz)*(’Zfz’c’)(’?fi’)(ﬂ?fr) 5]
- sz 6] .n i (4-10)

(DG () (5 )]



Die Randkontrollpunkte sind bereits bekannt und werden deshalb auf die rechte Seite der obigen Gleichung
gebracht.

Insgesamt gilt nach einigen Umformungen:

oD 0 : r=1,...,p—1

bz, s=1,...,q-1

2n 2m n

= ¥R T TS S () () () )

A=0w=0 \ A 1=0j=0k=11=1
2n 2m 1 n m . " g

- ' j 4.11
>y mmnxlior) G2 o

L3 () (G« (o

+
RAT
1
T
>~
| S
ol
| =
k‘
N—
re——
N
£ 3
Lo
S
N ii®
a-ae
o
+
? il
€
3
sy
| =
)
——
aat
ES)
L—

1

=i}
. aA—i,w—-j}

4.3.2 Bestimmung der unbekannten Bézierpunkte

1}

Um die noch unbekannten inneren Kontrollpunkte zu bestimmen, muf8 dreimal (d.h. je einmal fiir jede
Dimension) das folgende LGS gelést werden:

Coo --- Cog l() AO
=] : e ol = A, (4.12)
Cg,0 % & ngy Iy Ag
mit g:=(p—1)(¢g—1)-1.
Die Matrixelemente bestimmen sich (mit r,k=1,...,p—1; 5,0 =1,...,¢ — 1) folgendermafien:
2n—2p (2n—2p\ 2m—29 (2m—2q
P\ (9 ") ™)
Clg-1)(r=1)+(s=1),(g=1)(k=D)+(-1) = (Ic) (1) Z ( 2);1 ) Z ( 2m )
A=0 \A+k+4r w=0 wHl+s

lig-1)(k-1)+0-1) B/

A(g—1)(r=1)4(s-1) rechte Seite von (4.11) (mit jeweils z/y/z).

Bemerkungen:

1. Die Koeffizientenmatrix C ist fiir alle Dimensionen gleich.

2. Die Koeffizientenmatrix C ist (wie die untere Koeffizienten-Restmatrix im Kurvenfall) punktsym-
metrisch zum ,Mittelpunkt® der Matrix, d.h. ¢;; = ¢y—i 4—j. Man mufl also nur eine Halfte der
Matrix berechnen, die andere kann man daraus kopieren.

Auferdem ist jede der ingesamt (p — 1)? Untermatrizen der Gréfle (¢ — 1) x (¢ — 1) aus denen C
besteht, ihrerseits auch punktsymmetrisch, d.h. es gilt

Clg=1)(r=1)+(s—1),(g=1)(k=1)+(-1) = C€(g=1)(r—1)+(g—5-1),(¢—1)(k—1)+(g—1-1)-
Insgesamt muf also nur jeder vierte Eintrag von C berechnet werden.
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4.4 Beispiele

Die folgenden Approximationsbeispiele zeigen, wie ein gegebenes TPB-Patch (Abb. 13') vom Grad 10 x 10
sukzessive mit dem Grad 3 x 3,5 x 5,7 x 7 und 9 x 9 approximiert wird. Die Abbildungen auf der linken
Seite zeigen dabei die entstandenen Approximationsflichen und die auf der rechten Seite die zugehdrigen

Fehlerflichen nach Formel (4.6). Die Fehlerflichen in den Abbildungen 19 und 21 werden zusatzlich 20-
bzw. 10000-fach iiberh6ht in den Abbildungen 22 und 23 dargestellt.
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Abb. 13: Originalfliche vom Grad 10 x 10
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Abb. 14: Approximationsfliche vom Grad 3 x 3 Abb. 15: Fehlerfliche zu Abbildung 14
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Abb. 21: Fehlerfliche zu Abbildung 20
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Abb. 23: Fehlerfliche zu Abbildung 20
(10000-fach iiberhsht)




4.5 Segmentierungen

Analog zu den Bézierkurven wird auch die TPB-Beispielflache aus Abbildung 13 mit Hilfe des deCasteljau-
Algorithmus so lange rekursiv bei den Parameterwerten u = v = 0.5 in 4 Teilpatches unterteilt, bis die
maximale Bézierordinate d;; aller Teilpatches eine vorgegebene Fehlerschranke Maz Fehler unterschrei-

tet.

Auf der linken Seite sind die Approximationen der Originalfliche durch 4 Teilpatches vom Grad 5 x 5 mit
MazFehler = 0.7 sowie durch 16 Teilpatches vom Grad 3 x 3 mit MazFehler = 0.1 abgebildet. Rechts
daneben sieht man die zugehorigen (iiberhéhten) Fehlerflichen.
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Abb. 24: Approximation durch 4 Teilpatches

Abb. 25: Fehlerfliche zu Abb. 24
(100-fach iiberhéht)
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Abb. 26: Approximation durch 16 Teilpatches
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Abb. 27: Fehlerfliche zu Abb. 26
(20-fach iiberh&ht)



5 Approximation von Bézierdreiecken

5.1 Ausgangssituation

Gegeben sei das Bézierdreieck

X(w)= Y aBiu), n>3, i=(inii)’, GER® w=(uuw)f, =1 (5.1
|Z|=n ‘

Gesucht ist ein Bézierdreieck

Ym(u’) = Z bJ.B_;"(u)’ 3<m<n, J = (j11j2’j3)T) bJ = R® u= (u,v,’w)T, |u| =1, (5'2)
|jl=m

welches X" (u) moglichst gut approximiert und eine Beriihrordnung 1. Grades mit X" (u) aufweist.

Analog zu den Tensorprodukt-Bézierflichen erfolgt die Approximation eines BDR-Patches wieder in den
zwel Schritten:

1. Approximation der drei Randkurven

2. Approximation der inneren Kontrollpunkte.

5.2 Bestimmung der Randkurven

Die drei Randkurven werden wie in Abschnitt 3 beschrieben, bestimmt. Da in jeder Ecke des Dreiecks-
Patches zwei Randkurven aneinanderstofien, die jeweils Beriihrordnung 1. Grades haben, besitzen die
Patches X" (u) und Y"(u), wie gefordert, in den Eckpunkten jeweils gleiche Tangentialebenen.

5.3 Bestimmung der inneren Kontrollpunkte

5.3.1 Aufstellen der Gleichungen

Die noch unbekannten inneren Bézierpunkte b; mit |j| = m, ji,j2,j3 > 1 werden so bestimmt, daf gilt

D := /A | X™(u) - Y"(u) ||* du — min (5.3)
<= [ I Y (ai—e)B}(u) ||’ du — min (5-4)
A |Z|=n

Dabei sind die ¢; durch (n — m)-fache Graderhdhung aus den b; entstanden (siehe [FAR90]):

& 3 b (" ;m> (5.5)

131+1kl =]
s n—m
_ oy bi(i—‘) (5.6)
o I J
131 +1E-31=l4|
m m - n—m
B Bty & Z Z bj,,,-,,m_jl_jz(i_j> (5.7)
j1=03j,=0

mit |]| =m, Ikl =n-=m, |Z| ='%; d.h. 2z = (il,iz,ia)T = (]1 + ]Cl,jz + ’Cg,j3 + k‘3)T.
Die ,jiiberfliissigen“ Terme von (5.7) im Vergleich zu (5.6) werden durch die Definition der verallgemei-
nerten Binomialkoeffizienten (siehe Formel (2.6)) kompensiert.
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Mit e; := a; — c¢; und der Multiplikationsregel aus [Schr92] folgt:
1

l Z e;B}(u) |I” = Z (?;)— Z < €u,ey > B3 (u) mit || =n, |[v|=n, |A|=2n
lil=n =20 A/ |ulf[p]=|A
- S aeBp 5
|Al=2n
mit dy := Z <€y €xapp >

2n
() I+ A-pl=|A|

Damit ergibt sich Formel (5.4) zu (siche [Boe82]):

D= dxB%"(u) du — min (5.9)
/. pre
1 :
m Z dA — Imin (510)

|A|=2n

Nach einigen Umformungen ergibt sich zusammen mit (5.6)

1 1
D= en+y 2 @) 2,

IAl=2n \ A/ |ul+A-p|=|A|

A n—m\y=
<ay - > (u_j)bj» (5.11)
131+ —J1=|n]

By = % ( =183 .)51->

; . A= o~
|314IA-R5l=IA— e
Um die noch unbekannten inneren Kontrollpunkte zu bestimmen, miissen die Normalgleichungen fél =
i
mit 7 = (ry, 72, r3)T, r1+ r9 + r3 = mund 7y, 79,73 > 1 aufgestellt werden.
Bemerkung: Bei den Kontrollpunkten der Rankurven ist mindestens einer der drei Indizes gleich 0.

Im folgenden wird nur die Ableitung nach der z-Koordinate betrachtet; fiir die y- und 2-Koordinaten ist
analog zu verfahren.

oD _
abz.

= 3

1 n—m n—m \~
.| b%
%) 2 {(M—r) ; Z ('\—I‘—J)]+
IAl=2n \ A/ |+ A-p|=|A| 31+ A—p—3|=|1A- g

<'\ Ti:: T) lil-+Hu—31=1ul <T‘l‘_—?>3§} o

- (2}) |u|+|AZ—‘7L|=|A| { (7‘173)53_" ! <’\1:‘T T)’&;}

|Al=2n

Die schon in Abschnitt 5.2 bestimmten Randkontrollpunkte werden auf die rechte Seite der Gleichung
(5.12) gebracht.
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Insgesamt gilt nach einigen Umformungen:

S B S 2 S 60

Ai=zn M juppacai=ia T G G = VTR .
(5.13)
1 n—m\ | . . T
[Al=2n \ A/ |p|+ | A-p|=|A| 1Fl=m

71=0V3ip=0Vj3z=0

5.3.2 Bestimmung der unbekannten Bézierpunkte

Um die noch unbekannten inneren Kontrollpunkte zu bestimmen, muf} das folgende LGS dreimal (d.h.
je einmal fiir jede Dimension) gelést werden:

€o0 .- ng 10 AO
= bw. C:l = A 2 (5.14)
Cgn ..o Cgg Iy Ay
ik g:= (m—l)z(m—Z) 7 = m(1121—3)'
Hierbei gilt (mit == (ri,ra,r3), |r|=m, r1=1,...m—=2, ro=1,....,m—r; —1,
und j:(jI;jZ,j3); |.ﬂ:m, j1:1,...,m—2, j2:11"'1m_j1_1):

o (m [
Ci(rira),f(inga) = 3 Z 2n )

J |A|=2n-2m (X+j+7'
o — pTlylz
If(]h”) B J1,j2,m=j1—j2

rechte Seite von (5.13) (mit jeweils x/y/z).

Af(ri,ra)

Die Indexfunktion f ist wie folgt bestimmt: f(¢, ) := m(i — 1) — %z(z +1)+j= %i(2m —1—1)—m+j.

Bemerkung: Die Koeffizientenmatrix C ist fiir alle Dimensionen gleich.
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5.4 Beispiele

Die folgenden Approximationsbeispiele zeigen, wie ein gegebenes Bézier-Dreieck (Abbildung 28) vom
Grad 10 sukzessive mit dem Grad 3, 5, 7 und 9 approximiert wird. Die Abbildungen auf der linken
Seite zeigen dabei die entstandenen Approximationsflichen und auf der rechten Seite die zugehérigen

Fehlerflichen nach Formel (5.8). Die Fehlerflichen aus Abbildung 34 und 36 werden zusitzlich 5- bzw.
2000-fach iiberhéht in Abbildung 37 und 38 dargestellt.
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Abb. 28: Originalfliche vom Grad 10
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Abb. 33: Approximationsfliche vom Grad 7
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Abb. 34: Fehlerfliche zu Abb. 33
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Abb. 35: Approximationsfliche vom Grad 9
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6 Implementierung

Da bei der Berechnung eines Approximationspatches die Anzahl der Multiplikationen und Binomialko-
effizientenberechnungen erheblich mit den Flichengraden ansteigt, wurde bei der Implementierung der
vorgestellten Approximationsverfahren folgende Strategie angewandt:

1. Die Binomialkoeffizienten wurden vorberechnet und in einer Tabelle (BKT) abgelegt.
2. Die ,max/min“-Schreibweise bei den Laufindizes der Summen wurde verwendet, um

(a) méglichst keine iiberfliissigen Berechnungen zu machen und

(b) direkt auf die Eintrage der BKT zugreifen zu kénnen, ohne erst die ,, Existenz* des Koeffizienten
testen zu miissen (siehe Definitionen).

3. Fiir die Approximation von Kurven bzw. Flichen mit jeweils denselben Graden brauchen im
Kurvenfall nur die 5 Zeilen ((2,:‘),(:),(”;m),(z";h"),(';‘)), im BTP-Fall nur die 10 Zeilen
(G0)> () Ce™), ("67), (), CF), (5), (™), ("¢%), () und im BDR-Fall nur die 5 Zeilen
((2,:), (%) (2";2'"), (e, ('I:)) der BKT berechnet werden.

4. Da die Koeffizientenmatrix C im Flichenfall punktsymmetrisch ist und jede der insgesamt (p — 1)?
Untermatrizen der Gréfle (¢ — 1) x (¢ — 1) — aus denen sich C zusammensetzt — ihrerseits auch
punktsymmetrisch ist, mufl nur rund ein Viertel aller Matrixeintrige berechnet werden.

Analoges gilt im Kurvenfall: Auch hier ist die untere Restmatrix punktsymmetrisch und die (3 x 3)-
Untermatrizen aus denen sie besteht, sind Diagonalmatrizen mit gleichen Werten in der Diagonalen.
Insgesamt mufl von der unteren Restmatrix also nur jeder 18-te Wert explizit berechnet werden.

5. Die Koeflizientenmatrix C ist fiir die Approximation von Bézierflichen von den Kontrollpunkten
der Originalfliche unabhingig und kann daher (in Abhingigkeit vom Grad der Original- und Ap-
proximationsfliche) einmal berechnet und abgespeichert werden. Im Kurvenfall ist dies aufgrund
der Randbedingungen nur fiir die untere Restmatrix moglich!

7 Zusammenfassung

Im vorliegenden Internen Bericht wurden Verfahren zur optimalen Approximation von poly-
nomialen Bézierkurven, Tensorprodukt-Bézierflichen und Bézierdreiecken (unter Beibehaltung der
Parametrisierung und der ersten Beriihrordnung) entwickelt. Zu den gegebenen Bézierpunkten
der Originalkurve/-fliche wurden die Bézierpunkte der Approximationskurve/-fliche, sowie die der
zugehdrigen Fehlerkurve/-fliche bestimmt. Die Bézierordinaten der Fehlerdarstelluing erlauben eine
Abschiatzung des maximalen Approximationsfehlers. Durch eine Segmentierung lafit sich damit eine
vorgegebene Approximationstoleranz einhalten.

Die vorgestellten Approximationsverfahren konvergieren mit steigendem Approximationsgrad gegen die
zu approximierende Kurve bzw. Fliche (siehe auch Tabellen 1 bis 3 zu den in den Bildern dargestellten
Beispielen). Dies liegt daran, dafl bei héherem Approximationsgrad mehr Freiheitsgrade (Bézierpunkte)
zur Verfiigung stehen.

Ist die Originalkurve/-fliche durch eine Graderhéhung entstanden, dann wird die Originalkurve/-fliche
schon bei dem ,,wirklichen“ Grad der Kurve/Fliche exakt reproduziert. Daraus ergibt sich ein Verfahren
zum Testen auf den Originalgrad einer Bézierkurve /-fliche.

Die vorgestellten Approximationen sind vom Parametergebiet unabhingig. Es dndert sich lediglich der
Vorfaktor des Approximationsfehlers D.
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A Koeflizientenmatrizen ausgewahlter Beispiele

A.1 Bézierkurven

Im folgenden bezeichnet n den Originalgrad der Bézierkurve und m den Approximationsgrad.

o=(3e)=mw(s ) (82

a e f d 72 60 40 21
b9 e ] 19 | 36 a0 35 24
C=1¢ 3 F b | = 51a80| 24 35 40 36 (A3)
d f e a

21 40 60 72

A.2 Tensorprodukt-Bézierflichen

Im folgenden bezeichnen n,m den Originalgrad der Bézierfliche in u — bzw.v-Richtung und p, ¢ die
zugehorigen Approximationsgrade.

° n:m:5,p:q:3

a b b oc , [ 16 12 12 9
b a c b 11 12 16 9 12
C=13 cab |~ (14_0) 12 9 16 12 (&4
c bbb a 9 12 12 16
.n:m:7,p:q:3
a b b ¢ ) 16 12 12 9
b a ¢ b 3 12 16 9 12
C=1% ¢ a b ‘(ﬁ) 12 9 16 12 (A5)
c b b oa 9 12 12 16
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A.3 Bézierdreiecke
Im folgenden bezeichnet n den Originalgrad des Bézierdreiecks und m den Approximationsgrad.

en=7 m=>5

20 15 8 15 9
10 12 10 9 9

D

63| 10 9 6 12 9 10
6 9 10 9 12 10
8 9 8 15 15 20

o QL6 QR

Q u Q@ 0 o0

o SR8 o0

(SIS SR S

o oY

Q o0 AU O
|

20 15 8 15 9

10 12 10 9 9

19 8 15 20 9 15
~ 8316 10 9 6 12 9 10
6 9 10 9 12 10
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B Datensitze der Beispielkurve/-flichen

e Kontrollpunkte b; = (z,y)T der zu den Bildern gehérenden dquidistant iiber [0, 1] parametrisierten
Bézierkurve vom Grad n=10 in aufsteigender Reihenfolge:

Lill = [y |
124 | 648
121 | 182
691 | 175
268 | 406
616 | 787
701 | 418

1205 | 410
904 | 733
874 | 93
324 | 89
329 | 803

O O[NP |W N =IO

o

o Kontrollpunkte (z,y,2)7 der zu den Bildem gehérenden &quidistant iiber [0,1]? parametrisierten
Beispiel-Tensorprodukt-Bézierfliche vom Grad 10 x 10:

\;fﬁ o|l1]2|3|4|5|6|7|8]9]|10
oJJo] 1] 2]Jo| 2[1] 1] 2] 2]o0] 1
1|2 221 1[4]0]o0] 1[1] 2
2122|252 2| 0|5]|5] 0
3ffo] 5] 1]{0lo0|1]6] 1] 1|1 4
42| 1] 0[1|5]0]0|2[0|0] 0
Elola| 82| 1l2l 1] 2(=22] 2
62| 0] 2|0[|2]9] 2] 0] 0[6] 0
"6 1] 1fi| 0|1l 18| 1j0] 1
8llo] 5|20 211]-1] 1] 1|9 2
92| 202320 4oz 1

0]1l0] 1]1]1]0o| 2|0 1]1] 2

Erliuterung zur Tabelle: Am Rand stehen jeweils die z- und y-Koordinaten, in der Mitte
die zugehoérigen z-Werte.
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e Kontrollpunkte (z,y,2)7 des zu den Bildern gehérenden Beispiel-Bézierdreiecks vom Grad n = 10:

R A A a-aR a- a-daaE-aaA al Caa
OO OIH O =N 0 FM ~|T OO I AN|O o™ |~ - |00 N = ~|0 OO
=] — - — — — 1= — — | [ 1|~ || | [
o | At | RaF CO N N
coe Wil s M sl asl aa it a il Eaa a0 i ) o
222222222 AN O N M Q| [e} Ne} QI = M0 O M
1 — — | [~ ||~ — — — — — |
S— N , N , N’ SN—r” N—— SN— S— R ,
ol i it i EaaI el T an
0 W r4 | >~ O © M| O =~ | Ll 32 0 [ M = =[O O
N | — Hia — | = — — = |
SN
S et | T | iz | T || e || T s
N AN N AN AN N SN S
IO O WD WO Q0 | | D - N O N
el | — — [ Ll — Nial
R B | e | B p |
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St S—— S SN——"
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0 n N MmO b~ o |00 4912w03
] & , | ) ()
A N | SN St
=y | 7N ] 2N | 2N |
© A - |0 D [© |~ =~ 00 O ©
| | | 1] < .
SN—— SN—— S— N—r
a5 | 2 | 2SS | AT
e (3e] Neli Aoy M = O O N
| | N~—— SN——
P ) Paiin- 3 Wainn
0 (2] MM ~ | O 0
~— | ~— I
N’
75 || s
- - O ™
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SN
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i
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Erliuterung zur Tabelle: Am Rand stehen jeweils die Punktindizes ¢ und j fir

die Bézierpunkte b; j,_;—j, in der Mitte die zugehorigen

Punktkoordinaten.

30



C Approximationsfehler der Beispielkurve/-flichen

Abschliefilend werden die zu den in Anhang B aufgefiihrten Datensitzen der Beispielkurve/-flichen
gehérenden Approximationsfehler D in Abhingigkeit vom jeweiligen Approximationsgrad aufgefiihrt.

I m ” Approximationsfehler D ]
3 162460.192566

4 7956.492515
5 2816.904948
6 212.738993
7 46.235993
8 1.045237
9 0.115417
10 0.000000
Tabelle 1:  Gerundeter absoluter Fehler der Approzimation der
Beispiel-Kurve vom Grad 10 durch Kurven vom Grad m.
g 3 4 5 6 7 8 9 10
4
3 || 132725078 | 80483561 | 67105748 | 52099971 | 50252552 | 47870955 | 46901829 | 45659840
4 89970267 | 50795077 | 41600536 | 35529591 | 34715054 | 34233705 | 33842286 | 33612874
5 53279281 | 20892156 | 14651609 | 8693798 | 7816699 | 7467051 | 7400476 | 7365542
6 38201320 | 11943112 | 8007416 | 1602083 948609 643408 623155 622013
i 37742725 | 11251725 | 7582184 | 1120972 445482 144418 128102 127296
8 35306719 | 10643741 | 7436839 930822 316462 16986 2853 2505
9 35153962 | 10521345 | 7364309 895450 311715 15089 846 479
10 34228292 | 10319436 | 7327796 875683 309061 14533 359 0
Tabelle 2: Gerundeter absoluter Fehler [-10°] der Approzimation des Beispiel-Patches vom Grad

10 x 10 durch Patches vom Grad p X q.

Tabelle 3:

I m Jl Approximationsfehler D l

3 0.368360418644
4 0.117624389770
5 0.045893751244
6 0.011028786612
7 0.001193823134
8 0.000091954681
9 0.000003548138
10 0.000000000000

Dretecks vom Grad 10 durch Dreiecke vom Grad m.
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Gerundeter absoluter Fehler der Approzimation des Beispiel-






