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T. EINLEITUNG UND PROBLEMSTELLUNG

Das Problem der Optimierung von Gelenksechsecken wurde im
Rahmen eines Problemseminars behandelt. Die Fortsetzung der
Untersuchungen durch die Arbeitsgruppe Technomathematik fiihrte

zu ersten Ergebnissen, die hier vorgestellt werden.

Das Problem ergibt sich bei der Konstruktion von Kurbelgetrieben,
die einen vorgeschriebenen Bewegungsablauf haben sollen: So wird
beispielsweise in einer N&hmaschine der Oberfaden von der Nadel
durch den Stoff gefiihrt, unter dem Stoff von einem Greifer auf-
genommen und mit dem Unterfaden verknotet. Dieser Knoten wird

von einem Fadengebergetriebe festgezogen, nachdem zuvor der

{iberschiissige Faden zuriickgezogen wurde. Gleichzeitig wird die
fiir den gerade gebildeten Stich verbrauchte Fadenmenge von einer
Garnrolle abgezogen und fiir den ndchsten Stich bereitgestellt.
Will man dieses Fadengebergetriebe durch ein Kurbelgetriebe rea-
lisieren, so muB eine umlaufende Drehbewegung (der Kurbel) in
eine "Schwenk"-Bewegung eines anderen Getriebegliedes (der
Schwinge) umgewandelt werden. Und zwar so, daB jeder Winkel-
stellung ¢ der Kurbel eine vorgeschriebene Winkelstellung
$==$(w} der Schwinge zugeordnet 1ist; genauer: dag sich eine
2n-periodische Funktion ¢i— ¥(9) ergibt, deren Graph, wie in
Bild 1 dargestellt, aussieht.
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Bild 1.- Winkelzuordnung bei einem Fadengebergetriebe
(zielfunktion @ 7).



Aus der ingenieurwissenschaftlichen Literatur ist bekannt, daB
sich eine Winkelzuordnung wie in Bild 1 nicht durch ein einfa-

ches Gelenkviereck (Bild 2) erzeugen 1l&8t, bei dem die

Bild 2.- Gelenkviereck GV(a,b,c,d).

Kurbel mit der Linge d eine (gleichfdrmige) Drehbewegung um den
fest gelagerten Drehpunkt (Gestellpunkt) G1 ausfiihrt, wdhrend

die Schwinge mit der Ldnge b eine Schwenkbewegung oder (eine
umlaufende, aber i.a. nicht mehr gleichf&rmige) Drehbewegung
um den im Abstand a von G1 befindlichen fest gelagerten Gestell-

punkt G, ausfihrt.

Dem Konztrukteur stellt sich nun die Aufgabe, zu der geforderten
Winkelzuordnung ein Getriebe zu entwickeln, das mit einer mini-

malen Anzahl bewegter Teile auskommt und weitere Randbedingungen
erfiillt wie Einschridnkungen des Bauraumes, dynamische Grenzen,

Laufgiite, giinstige Ubertragungswinkel (das ist der jeweilige

Winkel zwischen Schwinge und Koppel, letztere in Bild 2 mit der
Ldnge c) usw.

Ein Kurbelgetriebe ndchsthdherer Gliederzahl ist das Gelenk-
sechseck, das durch Aneinanderkopplung zweier Gelenkvierecke
entsteht (Bild 3). Dabei ist das schraffierte Dreieck starr und
bildet den bei der Bewegung fest bleibenden Winkel ¢ zwischen
der Schwinge des ersten und der Kurbel des zweiten Gelenkvier-

ecks.

Die Aufgabe lautet nun: Man bestimme die Abmessungen der Glied-

l&ngen a1,b1,c1,d1,a2,b2,c2,d2 und des Winkels § sowie die
Lage der Gestellpunkte G1,G2,G3 derart, daB



Bild 3.- Gelenksechseck

(1) die in Bild 1 dargestellte Funktion mdglichst gut durch
die sich ergebende Winkelzuordnung ¢~y (¢) approximiert
wird und dabei

(2) die Abweichungen an den finf in Bild 1 markierten Stellen
mbglichst gering sind und

(3) der Graph der approximierenden Funktion ¥ nirgends unter-
halb von ¥ verliuft.

Bedingung (3) war zusdtzlich notwendig, da erst sie sicherstellt,
dap der Faden nicht durch die Getriebebewegung reifen kann. Wei-
tere Randbedingungen, wie eine Begrenzung der Beschleuniguncs-
werte oder eine Begrenzung der Ubertragungswinkel ¢, und ¢,
(siehe Bild 3) - sinnvoll wire z.B. 40°s e, 51407 - wurden I
diesen ersten Untersuchungen nicht hinzugenommen. (Die Ubertra-
gungswinkel werden jedoch bei den gewonnenen Ergebnissen ance-

geben.)

Mathematisch liegt damit ein nicht-lineares Optimierungsproblem

vor, bei dem die Funktion F :ﬂﬁaﬂnl mit

F(a1,b1,c1,d1,a,a2,b2,c2,d2) 1= |H¢(a1,b1,c1,d16,a2,b2,c2,d2;w}
=V,
und gecignet gewdhlter Norm ||| +]|| unter gewissen expliziten i

impliziten Nebenbedingungen zu minimieren ist.

Mit der prédziseren Formulierung, einigen Vereinfachungen und den
auftretenden Schwierigkeiten beschidftigen sich die ndchsten
Abschnitte.



II. VEREINFACHUNGEN

1. Zunichst stellt man fest, daB die Lage der Gestellpunkte
(in Bild 3: G1,G2,G3) weder als Parameter noch als Neben-
bedingungen bei diesem Optimierungsproblem bendtigt werden:
G1s630C3
Ist etwa das in Bild 4a gezeigte Gelenksechseck gegeben und

dirfen auf einer Geraden liegen.

Bild 4b.- Zur Lage der Gestellpunkte

sollen die Gestellpunkte wie in Bild 4b gewdhlt werden, so
braucht man bei irgendeiner "Stellung von g und $" z.B. nur
das zweite Gelenkviereck starr um G, um den Winkel o 2zu
drehen, und man erhdlt an entsprechender Stelle dieselbe

Winkelzuordnung @t— $.

2. Da wir nur an einer Winkelzuordnung interessiert sind, darf
die Figur in Bild 3 durch eine &hnliche ersetzt werden, ohne
daB sich etwas an dieser Zuordnung dndert. Es darf sogar je-
des der Gelenkvierecke durch ein dhnliches ersetzt werden
(unter Beibehaltung von §). Das bedeutet: In jedem Gelenk-
viereck darf eine der Gliedldngen auf 1 normiert werden.
(Das wird je nach Typ von Gelenkviereck die Ldnge a, oder
di sein.)

Damit reduziert sich die Anzahl der Parameter von 9 auf 7.

3. Wie schon erwidhnt, wurden technisch notwendige Beschrdnkungen

des Ubertragungswinkels (Bild 5)



¢:= min{ min [e(w)|,1800- max |e(@) |} *)
we[0,27n] ee[0,2n]

. . o) .
eines Gelenkvierecks, etwa e : 407, noch nicht aufgenommen.

Bild 5.- Ubertragungswinkel

Es ist jedoch notwendig, O<ce(y9) <m fir alle ¢ oder

-1 <e(@) <0 fiir alle ¢ zu fordern. Denn l&BRt man etwa

e(t?;)) =m zu, so ist in der Ndhe von L?) keine eindeutige Zu-
ordnung © I-+$ mdéglich. Durch die genannten Bedingungen
werden auch die unerwilinschten "durchschlagenden Gelenkvier-
ecke" (siehe [ 3]) ausgeschlossen. Als &dquivalente Bedin-
gungen ergeben sich: a+b # c+d, a+c # b+d und a-c # b-d, insbe-

sondere a #* d.

III. TYPEN ZULASSIGER GELENKVIERECKE

Die Aufgabenstellung verlangt, eine Drehbewegung mit Hilfe eines
Gelenksechsecks in eine Schwenkbewegung umzuwandeln. Deshalb
muf das erste Gelenkviereck stets so konstruiert sein, daB die

Kurbel "volldrehfdhig" ist. Hierbei gibt es zweli Typen:

1. Die Kurbelschwinge (KS): Die Kurbel fiihrt (siehe Bild 2)

eine Drehbewequng aus, wdhrend die Schwinge einen Sektor mit

*) Alle Winkel werden in der jeweils eingezeichneten Weise im Gegenuhr-

zeigersinn positiv gemessen.



Offnungswinkel < 27m lberstreicht. Aus der Getriebelehre ist

bekannt:

Ein Gelenkviereck GV(a,b,c,d) ist genau dann eine
Kurbelschwinge, wenn

d <min{a,b,c} und |b-c| <a-d und a+d < b+c.

In den beiden Strecklagen, in denen Kurbel und Koppel auf einer

Geraden liegen, erfolgt jeweils eine Umkehr der Bewegungsrich-
A
tung der Schwinge (siehe Bild 6), d.h. der Ausgangswinkel vy

nimmt in diesen Lagen das Maximum bzw. Minimum an.

— —

Bild 6.- Die Strecklagen einer Kurbelschwinge

2. Die Doppelkurbel (DK): Hierbei vollfihren sowohl Kurbel als

auch Schwinge vollstdndige Drehbewegungen. Es gilt:

Ein Gelenkviereck GV(a,b,c,d) ist genau dann eine Doppel-
kurbel, wenn
a<min{b,c,d} und |b-c| <d-a und a+d< b+tc.

Die letzten beiden Bedingungen bei KS und DK besagen jeweils
(siehe Bild 5), daB iber der kiirzesten {fu==|a-dl) und iber der
ldngsten (f0=:a+d) Diagonalen f(y) jeweils ein Dreieck mit den
weiteren Seitenldngen b und c konstruiert werden kann (und dann
auch iiber allen Diagonalen f(¢)).

Ein weiterer Typ von Gelenkvierecken ist jener, bei dem sowohl
"Kurbel" als auch Schwinge je einen Sektor mit Offnungswinkel

< 27 Uberstreichen kdnnen. Ein solches Viereck heiRt

A
3. Doppelschwinge (DS): Hierbei ist also @F— ¢ (9) nur fir

P € [;1,g2] mit 25704 < 21 definiert.



Werden zwei Vierecke zu einem Gelenksechseck zusammengekoppelt,
so muB (bei der vorliegenden Aufgabenstellung: Ausgangs-
schwenkbereich 700) das zweite Gelenkviereck vom Typ KS sein,
wenn das erste vom Typ DK ist (DK-KS).

Ist das erste Gelenkviereck vom Typ KS, so kann das zweite vom
Typ DK oder KS oder DS sein (KS-DK oder KS-KS oder KS-DS).
Liegt die Kombination KS-DS vor, so miissen die Bauart und die
Ankopplung (Wahl von §) derart sein, daB der um § verschobene
Ausgangs-Schwenkbereich von KS im Eingangs-Schwenkbereich von

DS liegt. Wir kommen in Abschnitt VI darauf zurick.

IV. BAUARTBESTIMMENDE PARAMETER

Die Optimierung von Gelenksechsecken wird durch den folgenden
Sachverhalt erschwert: Ist ein Gelenkviereck - etwa wie in Bild
7a eine Kurbelschwinge - gegeben, so ist die Zuordnung w%—+$
nicht durch die Gliedlédngen a,b,c,d eindeutig bestimmt. Weitere

bauartbestimmende Parameter missen hinzukommen.

1. Neben der Konfiguration in Bild 7a, bei der das Dreieck mit
den Seiten b,c und f(p) "auf die Diagonale f(¢) gesetzt"
wurde, ist auch die Konfiguration in Bild 7b moglich, beil

der das genannte Dreieck an f(¢) gespiegelt wurde. Entsprechend

Bild 7.- Verschiedene Gelenkvierecke bei gleichen Gliedlancen.



ergeben sich in beiden Fédllen verschiedene Winkelzuord-
nungen. Zur Beschreibung dieses Sachverhalts stellen wir

folgende Uberlegung an:

Wegen II.3. darf der Winkel e(¢) ohne Orientierung gemessen
werden, und um durchschlagende Vierecke zu vermeiden, hatten
wir O<e(p) <7 fiir alle o€ [0,271] gefordert. Hieraus folgt

=yb(@):>0 fir alle ¢ oder <0 fir alle ¢.

b b
Denn yb{wJ:=0 hitte ¢ () =0 oder e(yw) =n zur Folge.

Damit sind die in Bild 7 gezeigten Konfigurationen unter-

scheidbar:
In a) ist Yb::lybl und in b) Yb::_lei’ so daB mit
Y v=ya-+yb in beiden Fdllen gilt
A 1 .
Vv o= TT‘-Y:'-TT—Ya"u1'in] mit 1.11 =zx1.
u1==+1 beschreibt die Situation in Bild 7a und u1==-1 die-

jenige in Bild 7b.
Analoge Uberlegungen gelten filir Gelenkvierecke vom Typ DS
oder DK. Ein welterer Parameter u2==i1 wird fir das zweite

Gelenkviereck bendtigt.

Je nach Drehrichtung der Kurbel erhdlt man verschiedene
Winkelzuordnungen: ¢ P+$(w) oder @k =@ >y * (@) = 9 (=0) .
Wir betrachten also: wr—»ﬁ(qu) mit u3==i1.

Die Ankopplung des zweiten Gelenkvierecks braucht nicht so

zu sein, daB ein positiver (Winkel-)Ausgang des ersten
Gelenkvierecks auch ein positiver Eingang flir das zweite
Gelenkviereck ist. Die Drehrichtung kann auf einfache Weise
umgekehrt werden. (%.B. durch Einfligen eines Ritzels oder
durch "Umklappen" des zweiten Gelenkvierecks auf das erste,
so daB der Gestellpunkt G, erhalten bleibt und G, liber G,

zu liegen kommt.) Dies bedeutet die Einfilihrung eines weiteren
Parameters u4=:¢1.

SchlieBlich kann der Ausgangswinkel $ des Gelenksechsecks

in beiden Drehrichtungen benutzt werden, d.h. $ muB auch
positiv gemessen werden kdnnen (siehe Bild 1), wenn $ von der



A
Drehrichtung her negativ ist. Also sollte der Ausgang ugy

mit u5==11 lauten.
In Abschnitt V.6. wird gezeigt, daB bei gegebenem Parameter-
satz {b1,c1,d1,6,b2,c2,d2) nicht 25==32 Bauart-Varianten zu
priifen sind, sondern daB man deren Anzahl auf 8 bzw. 16 redu-

Zlieren kann.

V. BESTIMMUNG DER WINKELZUORDNUNGEN

1. Bestimmung des Eingangswinkels 0, fiir das zweite Gelenkvier-

eck, wenn das erste eine Kurbelschwinge ist (Bild 8):

Bild 8.- Bestimmung von @, bei einer Kurbelschwinge
GV(a1,b1,c1,d1).

Mit dem Cosinussatz folgt:

£ (0) = (af+d‘;’:—2a1d1cos o) /% fir alle v€ R.

f1 ist eine gerade Funktion und f1(wJ:>0 fir alle o.

Ebenfalls mit dem Cosinussatz ergibt sich

b3+£2 (0)-c?
le1I = |Yb1l(w) = arccos 2b1f1(w)

fir alle € IR.

Da f, gerade ist, ist auch ]yb | eine gerade Funktion.
1

Bei der Kurbelschwinge ist d1~:a also gilt

m

lYa1|‘<§

1!’



Deshalb erhdlt man

d,.sin ©

Y = y_ (9p) = arcsin

—_— u € R.
a, f1(w} fiir alle ¢ € IR

Ya ist eine ungerade Funktion.
1

Hieraus ergibt sich unter Beriicksichtigung der bauartbestim-
menden Parameter: '

0, = 0,(u30) = u4(ﬂ—6—7a1(u3®)—uflyb1|(u3w))

fiir alle € R,

2. Bestimmung des Eingangswinkels 0, fiir das zweite Gelenkvier-

eck, wenn das erste eine Doppelkurbel ist (Bild 9):

Bild 9.- Bestimmung von 0, bei einer Doppelkurbel GV(d1,b1,c1,a1]

Aus Criinden, die weiter unten ersichtlich werden, dndern wir
bei einer Doppelkurbel die Bezeichnung der Gliedldngen: a, und
d1 werden vertauscht (z.B. lautet dann die Charakterisierung der

DK genauso wie die der KS, siehe IIT.1. und II1I.2.).

Zundchst ist wie bei der Kurbelschwinge
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£,(0) = (a$+d§-2a1d1COS o) /2 fir alle 0€ R
und
bi+ef (@) et
|Yb1|(w) = arccos 2b1f1(w) fliir alle € IR.

Da mit der Kurbel G,K, wegen a1>-d1 auch die (in der Ldnge ver-

dnderliche) Diagonale f, eine vollstdndige Umdrehung um G, aus-
flihrt, wird nicht der Winkel 13G1G2K1 zur Beschreibung von @,
herangezogen, sondern der in Bild 9 eingezeichnete Winkel ?a .
Er hat wieder die Eigenschaft ]?a [1:%. !

1
Spiegelt man filir eine beliebige Kurbelstellung ¢ in Bild 9 das

Denn:

Dreieck G.,G.K. an der Mittelsenkrechten auf K4G so erhdlt man

17271 27
eine Konfiguration wie in Bild 10, die man als die Stellung der
Kurbelschwinge GV(a1,b1,c1,d1) zum Eingangswinkel ¢ auffassen

kann. Dann hat aber ?a (p) dieselben Eigenschaften wie y_ bei
1 1

Bild 10.- Durch Spiegelung des Dreiecks I aus der Doppelkurbel
in Bild 9 hervorgegangene Kurbelschwinge

der Kurbelschwinge und 148t sich genauso berechnen:
d,sin ¢

ya1(w) = arcsin w?:TGT—

fir alle ¢ € IR.

Wegen der vollstdndigen Ubereinstimmung aller Formeln (bei Ver-
tauschung der Bedeutung von a, und d1 im Fall DK) mit denjeni-
gen fiir die Kurbelschwinge, schreiben wir in Zukunft auch hier

Ya1 an Stelle von ya1.
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Damit ist (siehe Bild 9) w==w+ya und daher unter Beriicksichti-
1
gung der bauartbestimmenden Parameter:

w2==$2(u3w]==uq(u3w~6+ya1(uaw)—Uf1yb1](u3m))

flir alle pyE IR .

Fiir das zweite Gelenkviereck gelten prinzipiell die gleichen
Formeln (dem jeweiligen Typ entsprechend, wenn man als Eingang
@, statt u,0 schreibt und 6 =0 setzt. Dies geht problemlos im
folgenden Fall:

A
3. Bestimmung der Funktion @k y () filir ein Gelenksechseck DK-KS:

An GV(d1,b1,c1,a1] mit d1<:a1 wird GV(az,bz,cz,d2) mit d2<<a2
angekoppelt. Also ist (siehe Bild 11):

A
vip) = ﬂ—us(yaz(Qz) +ui|yb2|(m2}) ,

wobei ©, wie in V.2. berechnet wird und analog zu V.1.

dzsin wz
y. (p,) = arcsin ——F/—F— ,
a, 2 fz(mz)
. b§+f§(m2)'°§
|Yb21(w2) = arccos 35, E, (0,)

1/2

1l

2,42
{a2+d2 2a2d2cos wz)

fz(wz)

Bild 11.- Zur Messung von V¥.



4. Bestimmung der Funktion wk—>$(¢) fiir ein Gelenksechseck KS-X,

wobei X gleich DK oder KS oder DS sein kann. X kann dariber
hinaus eines der in II.3. zundchst ausgeschlossenen Gelenkvier-
ecke sein; nur muB dann sichergestellt werden, daf der um § ver-
schobene Ausgangs-Schwenkbereich von KS, etwa [a,R), so im maxi-

malen Eingangs-Schwenkbereich [;1,;2] von X liegt, daB
o<82(¢2) <n fiir alle ¢, € [o,B]

gilt. AuBerdem werden wir fordern, daB (bei dem hier vorliegen-

den Problem der Approximation einer Funktion wie in Bild 1) im

sweiten Gelenkviereck keine Strecklagen im Innern des Schwenk-
bereiches angenommen werden. Denn andernfalls (siehe Bild 12)

A
hitte die Ausgangsfunktion y zwei Maxima oder zwel Minima.

unzuldssig, da €=T Strecklage darf nicht lUberschritten werden

N\

d

Bild 12.- Unzuldssige Strecklagen des zweiten Gelenkvierecks.

Wir bestimmen die Funktion $ zundchst nur in Abhdngigkeit von
den Daten des in Bild 13 mit I bezeichneten Dreiecks und unter-

scheiden drei Fdlle:

Bild 13.- Zur Bestimmung von $ im Fall KS-X.
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4.1: d2< a,: Das Dreieck I entspricht dem Dreieck I einer
Kurbelschwinge *). Also ist [y, |<-% und
2
d.sin ¢
Y (wz) = arcsin _%_T—_Tg .
a 292

4.2: d2> a,: Das Dreieck I entspricht dem Dreieck I einer
m

Doppelkurbel *). Also ist l?a21< 5 und (wie in V.2., allerdings

ohne die Vertauschung von a, und dz)

N . azsin @,

Yaz = m-@p,-arcsin —fgﬂggr— .
4.3: d2 = a,: Jetzt mufB w2=t0 sein. Das ist genau dann der Fall,
wenn b2¢ <, ist. Damit ist f2{w2)>v0 fir alle o, € [a,B] und,
da das Dreieck I gleichschenkliqg ist,

Ya2 = ?az = %{ﬂ-wz)-

Wir definieren deshalb fiir alle "zuldssigen" Eingdnge ¢,

d.sin @,
arcsin —?;TEETF , falls dzzsaz
Yq (w2) 1= 4
2 . azsin wz
Lﬂ—w2‘ar051n r—fETagT , falls dzz a .

Man sieht leicht, daB Ya bei festem a, wohldefiniert ist und
2
stetig von d2 abhdngt.

Wie in V.3. ist

_ 2, .2 1/2
fz{wz) = (a2+d2 2a2d2cos mz)

Also nimmt £, auf [a,8] bzw. f,op, auf [0,271] (bei gegebenem §)

fiir alle w2€ [a,B].

Maximum f und Minimum f£f an.
20 2u

Gilt nun (vgl. Bemerkung hinter III.2.)

r|b2—02|‘<f2u und f20-<b2+c2 ,

*) Op tatsichlich eine Kurbelschwinge (bzw. Doppelkurbel) oder ein anderer

Typ vorliegt, hingt nun von b2 und <, ab.
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so ist flir alle ®, das (in Bild 13 obere) Dreieck mit den Seiten-

ldngen fz(wz), b2 und c, konstruierbar (und 52=#O und # 7) und

2 .2 2
B b2+f2(w2)—c2

lv,. | (w,) = arccos .
b,' 72 2b, £, (0,)

Die GrdBen f2u und f20 sind zu berechnen (siehe VI.2.).

Abgesehen von den noch zu formulierenden Nebenbedingungen gilt
also im Falle KS=X:

Pio) = 1-ug (1, (95) +uylyy [(eg))

mit <p2 wie in V.1.

5. Vergleich der Formeln fir 0 (9): Ist ein Parametersatz

(a1,bT,c1,d1,6,a2,b2,02,d2,u1,uz,u3,u4,u5) gegeben und berechnet

man wie in V.4., so kann man in allen Fdllen (DK-KS,KS-X)
2
Yaqr |7b1l und |Yb2| auf dieselbe Art und Weise berechnen und

erhdlt

A
plp) = n—uB(Yaz(wz)4—u2|yb2|(w2)}-

Ist d1 <a1,

aus V.1. zu verwenden.

so liegt der Fall KS-X vor und fir @, ist die Formel

Ist d1>-a1, so liegt der Fall DK-KS vor. Es mufB d2<:a2 sein,
und fir @, ist die Formel aus V.2. zu nehmen. (Letztere erhdlt
man aus der Formel aus V.1., indem man dort =Y (u3@) durch

1
u3w+ya (u3¢) ersetzt.)

1

6. Reduzierung der bauartbestimmenden Parameter: Benutzt man

die Tatsache, daf die Funktionen ¥y und vy ungerade *) und
a4 ) 7

gerade sind, so kann man Uqreeerlg durch

|

vy |
b2

v1,v2,v4€ {-1,+1} ersetzen, so daB

[Yb1| und

$((D) = ‘rr-V4{Ya2((92) + lybz](lﬂz)) ’

*) Dpas gilt auch fir Y, in V.4. fir den Fall dzza?, da man 1 durch -7
) )

ersetzen kann.



wobei im Fall DK-KS

0, = 0, (v,9) = v1w—6+va1(v1w3—vjlyb1l(VTw}

und im Fall KS-X

¢, = 0,(v,0) = n—é-w«a1(v1w)—v2-hb1l(v,ltp).

[Es gilt n&mlich fir beliebiges Q€ R:

A
P@) = mouugtuyy, (0 + lv, )

- H—uzuS(Yaz(U2LD2) + bezl (,9,))

dabei ist im Fall DK-KS (sieche V.2.):
U0y T “2(“3“4w"“46*'Ya1(”3“4¢]"'u1“44Yb1[(u3“4w])

= - S+ - .
uyugu,@-usu, Yal(“2“3u4w) “1“2“4|Yb1|(“2“3u4w)

und im Fall KS-X mit V.1. analog:

uP, = “2“4”"”2“46"Yal(”2“3u4w)"“1“2“4|Yb1](“2“3u4w)‘

Setzt man u2u3u4 = vl, ulugu4 =: v2 und u2u5 =: v4, sO0 erhdlt man die
genannte Darstellung, da der Parameter § auch durch -§ ersetzt werden kann

und im Fall KS-X stets auch -7 durch w.]

Fiihrt man einen weiteren Parameter v, €{-1,0,+1} ein und schreibt

0, = lv3|w-+(1—|v3|)v1w—6+(1—2[v3i)Ya1(v1wJ-v2wa1](v1m),
sO erhdlt man fiir v3==0 die zu DK-KS gehbrenden Winkel ®, unG
filir v3==11 die zu KS-X geh&renden 9, - (Zur Bedeutung von V4 = £

siehe Abschnitt VII.1.) Von den verbleibenden Parametern beschreibt
v, die Drehrichtung der Eingangskurbel, vy das Vorzeichen von Ty

und vy die Zdhlrichtung von ﬁ. 1

VI. NEBENBEDINGUNGEN IM FALL KS-X

Am Ende von V.4. war die Frage offen geblieben, filir welche Lingen
b2 und c, (bei gegebenen {librigen Parametern) das zweite Gelenk-
viereck den von der Kurbelschwinge gelieferten Schwenkbereich

"verarbeiten" kann. Dazu war das Minimum f und das Maximum f.

2u 20
der Diagonalen f2(w2} zu bestimmen.
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1. Bestimmung des Schwenkbereiches: Flir den Winkel

y o= y(9) = vy_ (@ +v |y, |(®), 0ER,
a1 2 b1

einer Kurbelschwinge GV(a1,b1,c1,d1) gilt (siehe z.B. Bild 8):

O<y<mn, falls v2::+1

bzw.

-n <y <0, falls v2=—1.
Zum Nachweis braucht man sich nur zu iiberlegen, daB (bei KS!)

[y, | (@) > |y, (0)] fiir alle ¢ € IR.
b a1

1

Also ist
sign y =sign ¥y = v

b, 2

und - unabhdngig von vy und vy T

O <max v(@) —min vy () <7,
¢ ¢

Nach V.6. ist
9, = wz(w) = n1-6-y (p) fiir alle o
und daher auch

0 < max Lpz(q)) - min Lpz(tp) <7 .
1)

Damit ist der Schwenkbereich S der Kurbel d., gegeben durch

2
S F=[82,S1], wobel s1 F=m%x wz(w) und S, r=m$n wz(w). s1 und s2

lassen sich folgendermaBen berechnen: Es ist (siehe z.B. Bild 8)

| ad+b?-(c +d,)’
max |y (p) | = arccos
2a.b
@ 171
und
al+b?-(c,-d,)”
min|y (@) | = arccos )
2a.b
[0 171

Wegen o, = m=8-y = w—a—v2[7| ergibt sich daraus

aﬁ+bf—(c1-v2d1)2
s, = n—é—vzarccos 52 b
171
a?+b3—{c1+vzd1)2
52 = n-ﬁ—vzarccos 5.5

171
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Da sich durch Addition eines geeigneten Vielfachen von 2n stets
sc[[-m,2n]

erreichen 1i8t, nehmen wir diese Inklusion ohne Beschrdnkung

der Allgemeinheit als gegeben an.

2. Berechnung von f2u und f2o: Unter Beachtung von

S=={52,s1]c:[—n,2n} und S,78, <1 gilt (siehe Bild 14) im Fall

fz(s1), falls 51‘<O

f2u =
laz—dzl, falls s, 20
und
1
[fz(sz), falls §(s1+52)~<0
f20 -
f2(s1) sonst
C
. 2 b,
-~ K..\
s N
/ ~.
/ N ST
/ T S
/ Radhcl 2u TSI \
l 1 | T~
\11 52' “-"‘-—L____ J‘ ’,’/1,
\ A
/ .71
N s E 3lsrs))
N e 20
~ -
Bild 14.- Berechnung von £ und f bei s, <0<s, und
1 2u 20 2 1
E(S1+52) < 0.
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5 S
1
fz(sz), falls §(S1+52) <1 f2(s1), falls S, <
f = , £ =
2u 20
f2(s1) sonst a2+d2 sonst
2.3: 52 > T
Fou = £2(89) ' fr0 = £2(s5)-

3. Vermeidung von Strecklagen im zweiten Gelenkviereck im
Fall KS-X:

Das erste Gelenkviereck liefere zusammen mit dem Kopplungs-
winkel § den Schwenkbereich S=={w2] s,S®,<s,}, wie in VI.1.
berechnet. Bezeichnet man im zweiten Gelenkviereck den Winkel

zwischen Kurbel d2 und Koppel c, mit U:=0(w2), so sind die

2
Strecklagen gerade durch o($2)==0 bzw. c(%z}:=ﬂ fiir gewisse

$2, 62 charakterisiert. Da im zweiten Gelenkviereck Y stets
2

Bild 15.- Die unerwinschten Strecklagen.

positiv ist (siehe V.6.), sind nur die folgenden drei Fdlle

auszuschlieBen (siehe Bild 15):
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(c,+d )2+a2—b2
3.1: arccos—-2 2 2 2 ¢ Is,,s,[
- - r -
— 2(02+d2)a2 271
(cz—d2)2+a§—bg
3.2: T+arccos e ~da € ]sz,s1[ ’ falls c2==d2.
2 72°72
(c2—d2)2+a§—b§
3.3: —-T+arccos 2(c,-d,) a, € ]52,51[ , falls c, #d,.

In jedem der Fdlle muB natilirlich zundchst festgestellt werden,
ob der Betrag des Arguments des arccos jeweils =1 ist. Ist dies
nicht der Fall, so kdnnen die jeweiligen Strecklagen iliberhaupt
nicht angenommen werden. Gilt jedoch einer der Fdlle 3.1 - 3.3,
so ist der zugehdrige Parametersatz {a1“...,v4} unzuldssigqg.
Steht fest, daf fir ®, € ]sz,sq[ keine Strecklagen angenommen

werden, so folgt mit Y2==Y2(w2) =y, {w2)4-[yb ](mz), daB die
2 2

Funktion ©, F—’yz(wz) monoton auf [52'81] ist, und folglich Yo
und damit auch $ die absoluten Extrema (und sonst keine weiteren
relativen Extrema) in s, und s, bzw. in den dazugehdérigen Ein-

2 1
gangswinkeln annimmt.

VII. DIE BEZUGSWINKEL

Bei der bisherigen Darstellung der Funktion $ ist nicht zu er-
warten, daB (wie es die Zielfunktion in Bild 1 fordert) $(O) 0
gilt. Es ist noch nicht einmal sichergestellt, daB $(w)230 fiir
alle @ gilt. Deshalb darf ¢ i.a. nicht von der Gestellachse aus
gemessen werden, sondern von einem gewissen durch @, (bezogen auf
die "positive" Gestellachse) gegebenen Strahl aus. Der Winkel ®
mufR so bestimmt werden, daB zur Kurbelstellung LN des ersten
Gelenkvierecks der maximale (oder minimale Ausschlag s der
Schwinge des zweiten Gelenkvierecks gehdrt (siehe Bild 17 fir
den Fall DK-KS). Z&hlt man dann § in geeigneter Richtung von Yo
aus, so sind y(0) =0 und ¢y (y) 20 automatisch erfiillt. Wir

nennen wo bzw. ¢O die Bezugswinkel fiir den Eingangs- bzw. Aus-

gangswinkel.



1. Bestimmung von ¢ , ¢y und @F= ¢ im Fall KS-X: Nach den Aus-

fihrungen am Schluf von VI.3. wissen wir, daR wzkﬂayz monoton
auf [52,51] ist.
Ordnet man nun dem Fall, daR Y, monoton wdchst, den Parameter-

wert
v3 = +1
und dem Fall, daB Y, monoton fdllt, den Wert
vy = -1
. A
zu, und definiert $+F=H"Y2()w2 (das ist ¢ mit v4:=+1),

v F:V2V3V4,

2 2 .2
(c?+vd1) +a.|—b1
2(c1+vd1)a1

)

=V (1_v-w-+arccos
Lp0' 20 2

_A
wo u-yéwo) und
_ _A
v(p) == v4(¢o w+(mo+v1w)).
so gilt

p(0) =0 wund y(w) 0 flir alle o€ [0,27n].

Beweis: Die Eigenschaft ¢ (0) =0 folgt sofort aus den Definitionen.

Zum Nachweis der "Positivitdt" von ¢ geniligt es zu zeigen, daB

_ A . _ _ LA " _ .
Vo = max U fiir v4-—+1 bzw. wo- min v fir V= 1 gilt.
[012'”] [0;2“]

Ist v=1, so ist wo der zur Strecklage (d1+c1,a1,b1) gehtrende

Eingangswinkel, wobei je nach Bauart der Kurbelschwinae vzzzi*
ist (siehe Bild 16).

zu v, =+1 gehdérende

2
Strecklaqge

/ © (©)
| e
| T A
] .b"'-.b'*_‘ ! 1 \
\ b \
\ / “““‘-“_‘ \
\\\ // T~ A
S __‘// N H‘“--..\ \
~ o N
zu v, = -1 gehdrende - _ 3
Strecklage

Bild 16.- Der Bezugswinkel 9, bei v=1 und v2==t1.
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Folglich ist

Sy falls v2:=+1
o, (o ) =
270 = -
S ' falls v2-— 1.
Ist auch v3==+1, also Y, monoton wachsend auf [52,31], so kann
v2=v4:+1 oder v2=v4=-‘l

sein.

Im ersten Fall ist wo=$(w ) =n-y2(w2(nr>o)) = 1T_Y2(52) = max "'43 und

+70 +
M
im zweiten Fall ¢O=$+(mo) = 1=y, (0, (0)) = 1=v,(s;) =min U,

Ist v3:=—1, also Yo monoton fallend auf [82,51], so kann

v2==+1, v4==—1 oder v2:=—1, v4==+1
sein.
. A o R A
Im ersten Fall ist ¢O-Q$¢O)-n yzthtwo)) T yz(sz) min Q+und
: s = ” - —_ = - = {'\
im zweiten Fall wo-ygwo)~—ﬁ y2(m2(wo)) m 72(51) max .

Den Fall v =-1 untersucht man analog.

2. Bestimmung von @ , ¥ und ¢F= ¢ im Fall DK-KS: In Bild 17

ist ein Gelenksechseck DK-KS (d.h. v3==0] fir den Fall vq=v,=+1
und v, =-1 in der Lage (Strecklage o =7 des zweiten Gelenk-

vierecks) gezeichnet, in der sich der minimale Ausschlag y der

Schwinge b2 ergibt.

Bild 17.- Zur Festlegung von @, und wo bei DK-KS mit v1:v27+1,
v4=~1.
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Ist v2==—1, so ist in Bild 17 das Dreieck mit den Seiten Cqraqy

e, an e zu spiegeln, und man erh&dlt die entsprechende Konfigu-
ration mit einem anderen Py Ist v4==+1, so ergibt die Streck-
lage 0 =0 im zweiten Gelenkviereck fiir v2==:1 den maximalen
Ausschlag wo zu entsprechenden Eingangswinkeln 9Oy

Man erhdlt (siehe Bild 17):

a2+(c -v,d )2—b2
©., = arccos 2 2 42 2-*(1+v )5
- _ 5 0
20 2a2(c2 v4d2) 4’2
YO=TF_LD20-6 und
_ 2,,2_ 1/2
ey = (d1+b1 2d1b1cos YO) .
Dann ist
d,sin vy
. O
So = arcsin S
o
und mit
w01 = arccos 2a1e
o)
folgt
Py = MY TETV2901

(Der erste Summand von @, ergibt sich zundchst zu V,4Ti wegen der
2n-Periodizitidt darf jedoch -n durch n ersetzt werden.)

Setzt man nun
A
by 2= u(e)
und
A
¥ (@) := V4 (¢O‘¢+((DO+V1KD) ) r
so hat man auch hier die Eigenschaften

p(0) = 0 und Y(v) 20 fir alle w€ [0,27].
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VIII. DIE OPTIMIERUNG

1.

Die in Bild 1 dargestellte Zielfunktion @+ ¥ (¢), @€ [0,27],
ist eine interpolierende Splinefunktion zu den eingezeichne-
ten Punkten (einschlieBlich ¥(0) =V (27) =0).

Der Definitionsbereich wird in 24 Teilintervalle (der "Ldnge’

150) zerlegt. Dies liefert Stiitzstellen w(j), j=0,1,...,24,

(0) _ 0 o(24) (3)

wobei o ] :=360o. Ferner sei wj =y (@

"Ej =T (03 fur alle j.

)} und

Man setzt a1==a2==1 und hat mit
Y () = w(b1,c1,d1,6,b2,cz,d2,v1,vz,v3,v4:w)

bei gegebenem Bauart-Parametersatz (v1,v2,v3,v4) die Funktion
23 Ll Lol
= ¥ - . -

mit gewissen Gewichten wj2>0 unter den oben genannten Neben-

bedingungen zu minimieren.

. Als Optimierungs-Verfahren wurde ein modifiziertes Box-Ver-

fahren gewdhlt. Die numerischen Ergebnisse (siehe IX.) wurden
damit folgendermaBen erzielt:
Ausgehend von dem Parametersatz

b, = b, = 0,725,

1 2
cqg =¢, = 0,725,
d1 = d2 = 0,222 und §6=0,
der im Fall vy=0 den Typ DK-KS und im Fall V3==t1 den Typ

KS-KS darstellt, wird ein Komplex von 17 zuldssigen Punkten
im ]fy aufgebaut.
Dieser Komplex wird im folgenden Suchverfahren so umgebaut,

daB er nur noch zuldssige Punkte enthdlt, in denen gilt

. -T.20 fiir alle j.
wj wj tr e j

D.h. filir jeden dieser Punkte (im EJ) verlduft die zugehorige
Funktion ¢ oberhalb von § (das gilt zumindest in den Stiitz-
stellen).

In dem zuldssigen Bereich des IR?, in dem das Verfahren ange-
langt ist, wird nun F minimiert (weiter unter Beachtung von

._N.ZO -
VTV )
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Dieses Verfahren wurde fir v3==0 fiir alle 8 "Bauarten"

(v1,v O,v4) und filir v, = %1 fiir alle 16 "Bauarten"

2! 3
(v1,v2,v3,v4) durchgefiihrt.

Univ.-Bibl,

IX. DIE ERGEBNISSE soralautem

Es wurde auf der TR 440 mit einer Rechenzeit-Schranke von

900 sec. pro Bauart (v1,v2,v3,v4) gerechnet.

Bis auf die Bauart (-1,-1,0,1) wurde in allen anderen 23 Fdllen
ein (lokales) Minimum der jeweiligen Funktion F erreicht, d.h.
der beim Box-Verfahren verwendete Komplex hatte sich auf einen
Durchmesser zwischen 1072 und 107° zusammengezogen (siehe
letzte Spalte der Tabelle XI.1. im Anhang).

Die Ergebnisse zeigen jedoch im einzelnen erhebliche Unter-
schiede: Die besten Resultate wurden fir den Gelenksechseck-
Typ DK-KS erzielt. Der hierbei typische Verlauf der approximie-
renden Funktion ¥ (¢) ist in den Bildern XI.2, XI.3 und XI.4 im
Anhang zu sehen.

In diesen Plots sind fiir eine Bauart (in den Bildern mit
"Anordnung" bezeichnet) jeweils die Zielfunktion ¥ wie in

Bild 1 und die zu dem bei Programmende erreichten Parametersatz
{b1,c1,d1,6,b2,c2,d2) gehdrende ("realisierbare") Funktion y
sowie einige Zwischenresultate gezeichnet. Letztere sind mit

1.,2.,3.,... numeriert; dabei bedeutet "1." die zum Startpar<-
metersatz (siehe VIII.4) gehdrende Funktion y, "2." die zum
ersten Parametersatz mit nur "positiven" Differenzen wj-wj
gehdrende Funktion ¥, jede weitere Nummer die zu einem wdhrend
des Programm-Ablaufs benutzten Parametersatz gehdrende Funktion
y, und die hSchste Nummer markiert noch einmel die zu dem
erreichten und in Tabelle XI.1 abgedruckten Parametersatz

gehdrende realisierbare Funktion y.

Die in den Bildern XI.2-4 dargestellten realisierbaren Funktionen
y weichen nur wenig voneinander ab. So betrdgt (in den Stiitz-
stellen) die maximale Abweichung von der Zielfunktion in

Bild XT.2: 5,7°; in XI.3: 6,7° und in XI.4: 8,7°.

7ieht man als weiteres Auswahl- oder Gilitekriterium jedoch die

(ebenfalls in Tabelle XI.1 ausgedruckten) Ubertragungswinkel
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91, 52 im ersten bzw. zweiten Gelenkviereck heran, so ist das
zur Bauart (1,-1,0,1) gehdrende Gelenksechseck mit der zugeho-
rigen Funktion ¢ in Bild XI.3 eindeutig das beste; denn es ist
= =33,6° und +:2=36,40 gegeniiber =24,8°, 52=34,1° im Fall

(1,1,0/1) bzw. €1:26,‘IO, 52=32,4° im Fall (1,-1,0, 1).

Fir die Bauart (1,1,0,1) wurde mit einem leicht gednderten
Verfahren fir den Aufbau des Anfangs-Komplexes der folgende -
von dem in Tabelle XI.1 genannten verschiedene - optimale
Parametersatz ermittelt:

: 0,88502; d,=0,51768; ¢ =83,6°;

=0,90757; dz==0,40538.

b, =0,64587; c

1 1

b, =0,68060; c

2 2
(Alle Ergebnisse gerundet.)

Die zugehdrige Funktion ¢ hat einen dhnlichen Verlauf wie die
realisierbare Funktion ¢ in Bild XI.3 und mit 5,4° eine noch
geringere maximale Abweichung von der Zielfunktion; der Uber-
tragungswinkel im ersten Gelenkviereck ist jedoch bedeutend
schlechter: e, =15,37, ¢, =40,9°.

Allerdings zeigt dieses Ergebnis, daB die Funktion F unter den
betrachteten Nebenbedingungen, wie zu erwarten war, "viele"

lokale Minima besitzt.

Die Bilder XI.5-7 zeigen typische Ergebnisse flir den Gelenksechs-
eck-Typ KS-X: Die Approximation der Zielfunktion durch die rea-
lisierbare Funktion y ist oft nur fir 250° < ¢ < 360° akzeptabel,
manchmal auch noch fiir 0° < ¢ s 90°, aber im iibrigbleibenden
Winkelbereich liegen die maximalen Abweichungen je nach Bauart
zwischen 22° und 88° (siehe Tabelle XI.1).

Die im Bild XI.5 dargestellte realisierbare Funktion y zeigt
allerdings ein anderes Phdnomen: Es gibt Gelenksechsecke (hier
mit der Bauart (1,-1,1,1)), bei denen fiir einen Eingangswinkel-
Bereich von 140° (1050E:w§ 2450) die Ausgangsschwinge einen
Schwenkbereich von weniger als 5° hat. Die Ubertragungswinkel

sind e, =18° und 32=39,?°.



X. WEITERE UNTERSUCHUNGEN

Die bisher beschriebenen Untersuchungen uber Gelenksechsecke

lassen sich in vielerlei Richtungen fortsetzen und verbessern:

1. Alle in Tabelle XI.1 zusammengefaBten Resultate sind von
demselben Startparametersatz aus erzielt worden. Das Programm
sollte nun auch von anderen Startwerten aus optimale Punkte
suchen. Hierbei ergibt sich das Problem, "plausible" Punkte
(im Bi?) zu finden, d.h. Gelenksechsecke, die der jeweiligen
Bauart entsprechen. Sinnvoll wdre es, dabei auf aus der

Praxis bekannte Abmessungen zurilickzugreifen.

2. Bei der Beschreibung der Ergebnisse in Abschnitt IX ist
schon angesprochen worden, daB die zu minimierende Funktion F
bei den bisher benutzten Nebenbedingungen viele lokale Minima
besitzt. Es konnten nun weitere Nebenbedingungen, z.B. eine
Beschrinkung der Ubertragungswinkel, aufgenommen werden, um

gewisse dieser Minima auszuschlieBen.

3. Die Zielfunktion $ (Bild 1) k&nnte modifiziert werden bzw.
gegebenenfalls noch besser an die Bediirfnisse der Praxis

angepafBt werden.

4. Das Optimierungs-Programm kann verbessert werden, um die
Rechenzeit zu verkiirzen. Die Stiitzstellen kénnten anders ge-
wihlt werden. Es k&nnten andere Gewichte (in der Definition

von F) benutzt werden.

5. Es kénnten andere Optimierungs-Verfahren als das verwendete
Box-Verfahren herangezogen werden. Hierflir widren allerdings

zunichst wieder neue Optimierungs-Programme zu erstellen.
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XI. ANHANG
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