FORSCHUNG - AUSBILDUNG - WEITERBILDUNG

Bericht Nr. 113

"PARTIKELAPPROXIMATION VON WAHRSCHEINLICHKEITS-
MAREN MIT MINIMALEM LIPSCHITZABSTAND"

Jan|Mohring

UNIVERSITAT KAISERSLAUTERN
Fachbereich Mathematik
Postfach 3049

D -67653 Kaiserslautern

September 1994



1 Einleitung

Betrachtet man physikalische Transportprobleme auf mikroskopischer Ebene, so fiihrt die
Modellierung in der Regel auf Varianten der Boltzmanntransportgleichung [Cerc], [Mark].
Gegenstand dieser Gleichungen bildet stets eine Teilchendichte, die iiber dem bis zu sechs-
dimensionalen Phasenraum erklirt ist. Eine Méglichkeit, mit solcherlei hochdimensionalen
Problemen numerisch fertig zu werden, besteht in der Nutzung deterministischer Partikel-
methoden [Neun]. Die zu findende Dichte wird darin durch geschickt verteilte Punktmassen
approximiert. Von vornherein ist jedoch nicht klar, wie die Giite einer solchen Approxima-
tion zu bewerten ist. Dazu miissen wir zuniichst eine Beschreibung finden, in der Dichte
und Punktmassen vergleichbare Objekte sind. Z.B. lassen sich die Punktmassen als dis-
kretes Wahrscheinlichkeitsmafl interpretieren und die Dichte als die eines absolut stetigen
WS-Mafes. Die Approximationsgiite ist dann mit Hilfe einer Metrik auf den WS5-Mafen
bewertbar. Wann eine Punktapproximation als gut zu gelten hat, hdngt natiirlich von der
Anwendung ab. Im Rahmen von Partikelverfahren wird von einer Punktapproximation vor
allem verlangt, dafl sie zur niherungsweisen Berechnung von Integralen geeignet ist, die mit
der urspriinglichen Dichte gewichtet sind.

Ein Abstandsbegriff, der dieser Forderung gerecht wird, ist die beschrdnkte Lipschitzme-
trik. Sie gibt die maximale Abweichung an, die sich einstellt, wenn gewisse Testfunktionen
bzgl. der beiden zu vergleichenden Mafe integriert werden. Als Testfunktionen dienen dabei
alle absolut durch 1 beschrinkten Kontraktionen.

Bisher allerdings galt der beschriinkte Lipschitzabstand als nicht berechenbar und wurde
folglich nicht zur Bewertung von Punktapproximationen , geschweigedenn bei deren Erzeu-
gung, eingesetzt. Tatsichlich aber kann zwischen WS-Mafen mit existierenden ersten Mo-
menten und gleichgewichteten diskreten WS-Maflen ein eng verwandter Abstand bestimmt
werden, und zwar als Lésung eines endlichdimensionalen Optimierungsproblems. Um die Be-
rechnung dieses Abstandes — der Lipschitzmetrik — und die Charakterisierung von in ihrem
Sinne optimalen Punktapproximationen soll es in diesem Bericht gehen.

AbschlieBend findet ein Vergleich mit Punktapproximationen statt, die im Sinne einer
minimalen Diskrepanz optimal sind. Es stellt sich heraus, daf die bzgl. der Lipschitzmetrik
erreichbare Approximationsordnung i.a. schlechter ist und insbesondere von der Dimension

abhingt. Ursachen und Konsequenzen werden aufgezeigt.

2 Mafitheoretische Grundlagen

Wir begeben uns nun in das Gebiet, in dem Punktmassen und Dichten vergleichbare Objekte
sind — die MaBtheorie. Die im folgenden aufgefiihrten Begriffe und Ergebnisse finden sich,

wenn nicht anders angegeben, in [Neun].

Definition 2.1 (Wahrscheinlichkeitsmafe)

M, = M, (IR?) bezeichne die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe auf dem IR?, d.h. aller
auf B(IR?), der o- Algebra der Borelschen Mengen des IR?, definierten normierten Mafle.

Vor allem interessieren uns WS-Mafle, die eine Dichte besitzen, die wir also mit einer (schwa-
chen) Losung der urspriinglichen Boltzmanngleichung identifizieren kénnen.



Definition 2.2 (absolut stetige Wahrscheinlichkeitsmafe)

Sei A das Borel-Lebesquesche MaB auf dem IR?. Dann heifit:

Mo = Mo (IRY
= {ue M, | IDichtef € L1(IRY) VA € BUIRY) : p(A) = /fdA}

A

Menge der absolut stetigen WS-Mafe des IRY.
Der folgende Satz charakterisiert absolut stetige WS-Mafe:
Satz 2.1 (Radon-Nikodym)
Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. 1€ Mg,

2. VA € B(IRY) : MA)= 0= u(A) =

3. VA€ B(IRY) Ve>0 36>0: MA)<d==p(d)<e
Auch die Partikelmengen wollen wir mit WS-Mafen identifizieren. Dazu definieren wir:

Definition 2.3 (diskretes WS-Mafs)

Sei
B(iIRd) ey {(), 1}
&, A 1 z2z€ A
) )] 0 sonst

| das Dirac-Maf zu = € IR?. Dann heifien:
Dy = {ve M]3 MeBpunkte {z',... 2"} C IR",

N N
Gewichte {ay,...,ay} C IR mit }:a; =1, so daf v = Zcx;émi}

i=1 =1

Menge der diskreten WS-Mafle mit N Mefipunkten und

N
DY = {1/ € M, |3 MeBpunkte {z',... ,zVY}, so dafl v = Vizi} = —%726#}
=1

Menge der gleichgewichteten diskreten WS-Mafe mit N Mefpunkten.

Die diskreten Mafe sollen absolut stetige Mafe in dem Sinne approximieren, dafi sie gute
Quadraturformeln darstellen. Der folgende Konvergenzbegriff ist hierzu geeignet:



Definition 2.4 (schwache Konvergenz)

Sei C*(IRY) der Raum der beschrinkten stetigen Funktionen auf IR¢. Daun sagen wir:
Eine Folge {,}nerw € M; konvergiert schwach gegen p € M,
== lim [ gdp, = [ gdu Vg € C*(IRY).
n——00 g R
Wir schreiben dafiir u,, —— p oder limo0 fn = j.
Tatsichlich reichen gewisse Teilmengen von C*(IR?) als Testfunktionenmengen aus, um die

schwache Konvergenz zu priifen:

Definition 2.5 (konvergenzbestimmende Funktionenklasse)

U C C*(IR?) heiBt konvergenzbestimmend
== Vil b € My : un—+u4:>su8|fgd,unmfgd,u|w—>0
FIS

Die Menge der Einheitskontraktionen ist z.B. konvergenzbestimmend:

Definition 2.6 (Funktionenklassen)

e Sei L > 0. Dann heifit
Lipy = Lipy (IR, || - ||) := {g : IR* — IR|Vz,y € IR*:| (=) — g(y) |< Ll|2 — y|| }
Menge der bzgl. || - || Lipschitz-stetigen Funktionen mit Lipschitz—-Konstante L.

o Lip, = Lip;(IR,]| -||) heiBt Menge der Kontraktionen auf IR*

o U:= LipN{g: R — [0,1]} heiBt Menge der Einheitskontraktionen

Mit Hilfe der Einheitskontraktionen konnen wir auf M, eine Metrik einfiihren, die die schwa-

che Konvergenz induziert.

Definition 2.7 (beschrinkte Lipschitzmetrik)

M1XM1 ‘“*IR;
Py () =—sup| [ gdu— [ gdv| (1)
R Re

geld

heifit beschrdinkte Lipschitzmetrik auf M,

Satz 2.2 (Kellerer)

p ist eine Metrik auf M; und induziert die schwache Konvergenz:
Vin, b € My: pin — p=> lim p(pn, p) =0

Bemerkung:
Insbesondere ist der Grenzwert einer schwach konvergenten Folge (i, )nenw € M, also ein-

deutig bestimmt.

Nun kénnen wir endlich eine Aussage dariiber machen, ob und in welchem Sinne sich W6-
MafBe durch diskrete WS-Mafle approximieren lassen:



Satz 2.3 (Approzimation durch diskrete WS-Mafe)

Die diskreten und sogar die gleichgewichteten diskreten WS-Mafe liegen bzgl. p dicht in M;:
Vue My Ve>0 3N,,N,€IN,vy € Dy, vn € DY, plvi, ) <&, plrg,p) <e

Bei der Lésung der Boltzmanngleichung sind die behandelten Gebiete in der Regel beschrinkt
und es gibt lokale mittlere Driftgeschwindigkeiten. Damit existieren fiir die betrachteten
Mafle die ersten Momente. Zwischen WS-Mafen mit ersten Momenten kann ein der be-
schrankten Lipschitzmetrik eng verwandter Abstand erklirt werden, der sich jedoch explizit
berechnen 1iBt — die Lipschitzmetrik. Als Testfunktionen treten hier alle Kontraktionen auf,

also insbesondere unbeschrinkte.
Definition 2.8 (WS-Mafe mit ersten Momenten)
M= MUIRY) = {p e M, | [ ||z|ldp < oo}
Rd
heilt Menge der WS-Mafle mit existierenden ersten Momenten.

Definition 2.9 (absolut stetiges WS-Maf mit ersten Momenten)

ML = MIn M,
heifit Menge der absolut stetigen WS-Mafle mit existierenden ersten Momenten

Definition 2.10 (Lipschitzmetrik)

(,v) > sup | [ udp— [ udv| heifit Lipschitzmetrik auf M;

MEx Mb— IRY
(lL
uelip, R R
Bemerkung:

e d;, wire fiir beliebige WahrscheinlichkeitsmaBe nicht notwendig wohldefiniert. Fiir ¢, €
M gilt aber:

dr{p,v) = sup | udum/udv\
ugLip, .
< sup | w(0)+ (u(z) ~ u(0))(dp ~ dv)|
uELip,y
< sup (|| [ dp— [avl+] [leldul + 1 [ ]av
ueLip,
T A
=0
< o0

e dp ist Metrik:
Alleine unklar ist die positive Definitheit von dj,. Wegen M} C My und ¢ C Lip; folgt
sie aus der positiven Definitheit der beschrankten Lipschitzmetrik (vergl. Satz 2.2).



3 Die Grundidee

Die entscheidende Beobachtung, die die praktische Berechnung des Lipschitzabstandes und
die Charakterisierung optimaler Punktapproximationen erst erméglicht, ist folgende:

Zu gegebenem absolut stetigem MaB p € M}, mit existierenden ersten Momenten und
diskretem MaB v(,,; € D% kann man unter allen kontrahierenden Abbildungen u diejenige

konstruieren, fiir die der Integrationsfehler

|/udu- /?;du{x;} |
R R

maximal wird. Kennen wir aber dasjenige i = u(pu, {z'}), das zum gréBten Integrationsfehler

fiihrt, dann kénnen wir dp(u,v(,,)) explizit berechnen!
Eine diskrete Approximation 7 fiir £ mit minimaler Integrationsfehlerabschitzung zu fin-
den, erfordert dann nur noch die Lésung eines endlichdimensionalen Optimierungsproblems:

Minimiere den Betrag der ,Fehlerfunktion

a(z')

it=

E.(z',...,2V) = [ udp — %
R i

iiber IRN .

Die minimierenden {z;} liefern uns o := vys,), die beziiglich d;, beste Approximation von p
durch ein N-punktiges, gleichgewichtetes diskretes WS-Maf. £ = F,({z;}) gibt den entspre-
chenden Lipschitz-Abstand dr(u,») an, also eine strikte Fehlerschranke fiir die Quadratur
von Kontraktionen. Wir werden sehen, daB dann natiirlich - E die (strikte) Fehlerschranke

fiir Funktionen aus Lipy, ist.
Die Funktionsfihigkeit des vorgeschlagenen Optimierungsverfahrens kann bisher nur ga-
rantiert werden, wenn sich die Lipschitzstetigkeit der Testfunktionen auf eine p-Norm bezieht,

wobei p € (1,00).

4 Berechnung des Lipschitzabstandes

Zu gegebenem Maf u € M!_ und MeBpunkten {z!,...,z"} C IR* wollen wir nun die grof

angekiindigte ,schlimmste* Kontraktion @ bestimmen, die | [ udy— [ udv,y | maximiert.
R R

Definition 4.1 (schlimmste Kontraktion)

Seien p € ML, {z',... 2V} C IR? gegebene MeBpunkte. Dann heifit
i = u(p,{z'}) schlimmste Kontraktion zu pu und vy
re=> Yu € Lipy ;| [ udp — [ udvieny| <| [ ddp — [ ddvgey|

Re Rt R Re

Auf dem Wege dorthin suchen wir zunichst aus allen Kontraktionen, die in den z' feste
Stiitzwerte u' annehmen, diejenige mit grofitem Integrationsfehler aus.



A/R Dimension:1 Norm:I'l |Dimension:2  Nerm: Kby | Dimension ' 2 Mo gy

Dazu definieren wir

Definition 4.2 (Finzugsbereich)

Seien (2*,u') € IR i € {1....,N} gegebene Stiitzpunkte und || - || eine Norm auf dem

IR Dann heiBlen die Gebiete

EB' = EBi(xj’uj)} c={z e R u + lje - 2| <+ |lo 27 V) # 4}
Einzugsbereich von ' und

EB = EB'\ | JEB’

y<i

schnitifreier Einzugsbereich von z*.
Definition 4.3 (Trichterfunktion)

Die Funktionen

N N IRY — IR
=iy Ty 2 minv}{u" + |z = ']}

ie{l,...,/

bzw.

{ IR — IR

t7 =1 : ) i i
rrout) ! by > (7 N
{(x"u)} 2 ie{lil.é.‘i\'}{u [z (1}

heifen die zu den {(z*,u')} gehorigen positiven bzw. negativen Trichterfunktionen.
Definition 4.4 (interpolierbare Stitzwerte)
Die Menge von Stiitzwerte-Vektoren

== {(ul.“.‘uf\y) e RN | Vi,je{l...N}:|u' - |< |2’ — T’||}

heit Menge der interpolierbaren Stitzwerte,

(2)

(3)



Damit kénnen wir folgendes Lemma formulieren:
Lemma 4.1 (,schlimmste“ Kontraktion bei gegebenen Stiitzstellen)

Gegeben seien

s Fin Wahrscheinlichkeitsmafl mit existierenden ersten Momenten
1€ My,

o N Stiitzpunkte (z*,u') € R™', i€ {1,...,N}
e Die Stiitzpunkte mégen interpolierbar sein, d.h. (u',.. ulV) € Igyy

Dann gilt: Die interpolierende Kontraktion, die zum groften Integrationsfehler fiihrt, ist eine
Trichterfunktion, genauer:

St gt - .
() 7 =ty 17 =ty € L
(i) t*(z) =t~ (z") = o'

(iil) Yu € Lip; mit u(z') = ', 7€ {1,...,N}

l/udum /udu{x‘} [
Rd Rd
< max {ﬂ/ tTdp — /t+du{x‘},— (ﬁ/ t7dp — /t“du{,;})}
d R d R4

Beweis:

e zur Wohldefiniertheit:
Wegen p € M} sind die unter (iii) auftauchenden Integrale wohldefiniert. (siche Bemerkung

S. 5)

e zu (i):
Wir zeigen nur t* € Lip;. t~ € Lipy ergibt sich analog.
Seien z,y € IRY, 45,J0 € {1,...,N} mit

Vie{l,...,N} w4 |z — 2| < u' + ||z — &)
Vie{l,....,N}  w’+[y=o < +|ly-2
Dann gilt:

@)~ tHy) = P+ lle =) = W+ y =yl
Wt e =2l = (0 4 lly =l
e = 27°| = [ly = &7°|| < |z ~ ]|

IA I

analog: — (t*(z) — t*(y)) > ~|lz - yl|



o zu (ii):
(ii) folgt direkt aus der Interpolierbarkeitsbedingung (u',...,uVy el

e zu (iil):

Sei w € Lip, mit u(z') = u',ie {l,...,N}.
Dann gilt Vo € IRY Vi e {1,...,N}: [u(z)—u' |< ||z — 2*[| und wegen 4, v(z+y 2 0 also:

. : AN
/ udp — / udviy < / 'e{11nin\'}(‘"‘ + |z = &'|])dp — v Lu‘
- J o PR el

<&
R? R Rd
= /t+du »m/t/*du{r.}
R R
, : 1 M.
/ udp — / udvizy > _/ie{q],?f\f}(ul — ||z — 2'||)dp - v }:Tu‘
R nd R =
= /z‘*d;t - /‘t“dl/{x}
R R
(4)
q.e.d.

Nun kénnen wir daran gehen, alleine fiir gegebene {2'} und p die ,schlimmste“ Kontraktion
# zu bestimmen. Es wird sich zeigen, daB diese nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt
ist. Wir definieren deshalb:

Definition 4.5 (interpolierbare Stitzwerte mit v =0)

) [?r‘} — {(u,i’_“ "UIN_I) e IRN”I}
mit u‘V =0: \/17] I {1. o 1V} |’ll,i - “’j} < “1‘ _ jE][]}
heifit Menge der interpolierbaren Stitzwerte mit u™ = 0.

Von zentraler Bedeutung ist folgende auch von den Stiitzwerten u' abhingige Fehlerfunktion.

Definition 4.6 (Fehlerfunktion)

MExC RPN e 10— IRE

e (prxt,. .., N i e R
Wt v . ,{« ie(x};]}m {u' + ||z — 2| }dp ~ 2;1 U
w Y0

heit Fehlerfunktion zum WS-MaB px und den Stiitzpunkten
{(z' ut), o (@ aN ) (2N,0)).

Bemerkung: Wird e in einem Rahmen betrachtet, in dem gewisse Parameter fixiert sind,
dann wollen wir diese in der Parameterliste fortlassen.



Lemma 4.2 (grofiter Integrationsfehler)

Gegeben seien ein WahrscheinlichkeitsmaB g € M} und Mefipunkte
' € IR i€ {1,...,N}. Dann gilt fiir den grofiten Integrationsfehler:

dr(p,viey) = supe(uiz',...,a™ul o u™Nt)
uel®
Beweis:
dr(p,Viziy) = sup | /udu - /udu{xs} |
u€Lip,
R Rl
= sup sup | /ud;,t~/udu{x.-} |
(ut,..., uN)ERN wELipy
w(zV)=ut
= sup sup ]/udu /udz/{r.} |
(ul,..,uM)erl "GL 1
Die Beschrankung auf (u!,....u"V) € I stellt keine Einschrinkung dar, da wir nur interpo-
lierende Kontraktionen betrachten. Fiir gegebene (u',...,u") € I kénnen wir nach Lemma

4.1 den maximalen Integrationsfehler angeben und es folgt:

dp(p, vizy) = " su[ir)ejmaz {/t*d,u— /t*dv{x.’},~ (ﬁ/ tTdp — /t”dz/{x.})}
R4 pd R

..... o
Direkt aus den Definitionen von I,t* und ¢~ folgt:

o (ul,...,uN)Ye Tl = (~u',...,~u") e [ und

@ — t‘..’d"‘ tm..dl/xt = t+, .’dl,““ t+,‘ .’ll/zi
(Rf {(z* ui)) OH Rf {(z*, w1 }) Rf {(z*,~u)) OF Rf {(z4 ~ut)y W=t}
Damit erhalten wir:
dp(p,vizy) = sup /t*du» /t*du{r‘}
(ul,...,uM)el
R4 R

SchlieBlich ist mit (u!,...,u") auch (u' — «V,...,«V "' —~ 4"V 0) aus I und der Integra-
tionsfehler verindert sich nicht, wenn die Stiitzwerte um die gemeinsame Konstante —u®
verschoben werden:

dr(p,vey) = sup /tﬁx-‘,u*))d"‘ /t?(x-;u*)}d”{x‘}
(ul,.., uN)EI o
= min {u' + ||z — z*||}dp — ¥ le—— U ul
(u? uN)EI/IE{l { H “} " E_v_l ( Z )

~~~~~
=1

. 1.
— . Nl — i N
supN)El/te{rlmn {u' —uN 4 ||z — || }du v iE_l(u ™)
Ha -

-----
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= sup /tfr@-,u-wuN)}d!‘ ”“/tfr(mx‘,umuf")}dl/{r‘}
R

N N~
= sup e(uyatyc2Niut D)

(ut,.. uN=nyere
g.e.d.

Nach diesen Voriiberlegungen kénnen wir nun endlich diejenigen Kontraktionen angeben,
die fiir gegebenes Maf und gegebene Mefipunkte zum gréBten Integrationsfehler fithren.
Dadurch wird es uns méglich, den Lipschitzabstand zwischen g und v, zu berechnen. Bei
der Bestimmung der schlimmsten Kontraktion werden wir explizit die absolute Stetigkeit

von i und die Eigenschaften der p-Normen fiir p € (1, 00} ausnutzen.

Satz 4.1 (Berechnung von dp(p, viz+y))

Gegeben seien
o ein absolut stetiges Wahrscheinlichkeitsmaf mit existierenden 1. Momenten p € M,
e N Mefipunkte z' € IRY, e {l,...,N}, d>1
e Die in der Fehlerfunktion auftretende Norm sei eine p-Norm, p € (1,00)

Dann gilt fiir Ort und Wert des absoluten Maximums der Fehlerfunktion e iber der Menge

I° der interpolierbaren Stiitzwerte mit uV =

(i) I° ist kompakt, konvex und enthilt die 0.
(ii) e ist eine iiber 1° konkave und stetig differenzierbare Funktion mit

2o = u(EBY) — % ic{l,...,N -1}

du’

(iii) Es gibt mindestens ein % € I° mit Ve(u) = 0. Fiir ein jedes solches % nimmt e sein
absolutes Maximum iiber I° an.
(iv) Alle zu u gehorenden Einzugsbereiche tragen dieselbe Masse:
- A - i 1
Vie{l,....N} (EB((I',(:A))> = 5.

; . N-1 ; .
(V) dp(pyvieny) = e(ps {z'}; 1) = fd ttdp - Z} %' mit schlimmster Kontraktion
R =
_'+ — + ",.i p - i
th= _min_{u' +[lz - 2'||}
aN =0
Bemerkung:

o Die Bestimmung von # ist offenbar gut fiir die Anwendung dem Gradientenverfahren
verwandter Optimierungsalgorithmen geeignet, wobei als Startpunkt 0 gewidhlt werden

kann.

o @& muf trotz u™ = 0 noch nicht eindeutig bestimmt sein. Dies ist z.B. der Fall, wenn
sich bei Anderung eines u' zwar der Einzugsbereich, nicht aber dessen Maf§ dndert,
also wenn die WS-Dichte iiber dem Rand des Einzugsbereiches verschwindet.

11



Beweis:

o I° ist konvez:
Die Mengen I} = {u e RN [mit «V =0:u' <+ |2t~ WH} sind konvex:
Mit a,8 > 0,0+ 8 = 1,u,v € [} gilt:
(a + 5v) < o+ alfe’ ~ 2| + 500 + Bllz* — 7)) = (el + fo) + [[o* = o]
I° ist dann als Schnitt der Ij; wieder konvex.
o I° ist kompakt:
I° ist beschrankt: | v’ |=] u' — vV |< |z —2V|| < max (2@ — 2" < o0,
) je{1,.. . N-1}
da die z’ fest gewdhlt sind.
I° ist abgeschlossen als Schnitt der abgeschlossenen I

o 19 enthdlt die 0:
Alle I} enthalten wegen der positiven Definitheit der Norm die 0.

e Iiir alle u aus /° sind die Schnitte der Einzugsbereiche p-Nullmengen:
Wegen der absoluten Stetigkeit von p reicht es nach Satz 2.1 zu zeigen, daB die Schnitte
der Einzugsbereiche Nullmengen bzgl. des Lebesquemafles sind. Sei also u € I° beliebig.
Betrachten wir zunichst den Schnitt zweier Einzugsbereiche

Sy = EB'N EB? fiir i # 5
Er ist die Nullstellenmenge der Funktion
ds(2) = + [l = 2}, = (o + o — 27]},)
Vd;; ist auflerhalb der Hyperebenen
Hy:= |J {ze Rz, =2}

wohldefiniert und lautet dort:"

le\H,‘j —— IRd
le] . ka'—rjl

[fk'"’-"l p—1 ; p=1 . j
e (#) sign(zy = z}) ~ (T—?T’i—) sign(ee - o}
I Ife I i ke{l,...,d}

H;; ist als endliche Vereinigung von Hyperebenen eine A-Nullmenge. Wir miissen also
nur noch S;;\H,; betrachten.

Fall 1:Vz € S;j\f[;j : Vd,J(J?) # 0
Dann ist S;;\ H;; eine Untermannigfaltigkeit von IR\ H;; und hat als solche Lebesque-

maf 0.

Fall 2: Es gibt = € S;;\ Hy; mit Vd;;(z) = 0. Dann gilt fir alle k € {1,...,d}:

Iz - 2|\ ; |z, — «f] e j
(T2} signiae - i) = (25t sion(es )

|z — =y llz =27,

>0 >0

12



== sign(zy — 2%) = sign(zy — zl) Vke{l,...,N}
Pt ]
2y el meenlog g
Iz — =l Iz = 71,
I ‘ ot o]
R L . T R S 5
lz — 2, lz — 27|,
r—z w2l
flz ==l llz = /I,

= (l-oa(z))z z' — a(x)a’

wobei a(z) 1= 1222l wooen & ¢ H,; wohldefiniert ist.
flr~x2lp & 7

all 2.1 0(z) =1 =2 ¢ — 2" =z — 2/ = 2% = 27, Dies ist ein Widerspruch zu 7 # j.
all 2.2: a(z2) # 1 == 1 = = am Tﬁ%ﬂ =z 4 a(r)(r z’)

x liegt also innerhalb der von z* und 27 aufgespannten Geraden. Fiir d > 1 hat eine
solche das Lebesquemafl 0. Insge%dmi erhalten wir also:

Vie {l,....N}, wel®:5§ = U S;; ist eine A- und damit eine p-Nullmenge. Nun

]:1
kénnen wir zeigen:

LNV
fiir u € 1°. (In Rand-
— 1}

o e ist stetig differenzierbar mit 2% = p(EB') — + fiir i € {1,.
Wir bendtigen den rechts- und hnksseitigen Grenzwert von ;»
punkten von 77 interessiert uns natiirlich nur einer von beiden.) Fiir 7 € {1,.

gilt:
?it(‘z +0e;) = i : (W + héy + ||z — 27 ||}
gurtt 0 =i, U7 g
- (mm o (W + - Jfll})
o . . N et
I reEB\U ED
Jer
= 0 z¢€RN\EB
N ) .
0 re J(EB NEDB)
Y
N . N e s
1 re EB\ Y EB
ot * ralo Y
%t—T('u ~ Qe,) e 0 x € R\ER
u M
1 re Y(EB' N EBR)
EE Y

Die rechts- und linksseitigen Ableitungen von t* stimmen auBerhalb von S; iberein.
Da die S; p-Nullmengen sind, folgt deshalb fiir



ie{l,...,N -1}

}
(?e . + 1 - 1 - 8 + 1lel'

d\S‘.

_ ?f_ oL / Lm/d 1
= Ju N_ -5 = Y
EB*

R\ S, EB\S;

: 1
= WEB) -+

o e ist konkav auf I°:
Wegen der Stetlgkelt von e geniigt es zu zeigen, daB e im Inneren von [° konkav ist,
d.h., daB Vug,u € I°: (e(uo)+ < Ve(uo),u — up >) > e(u). Seien ug,u € I° beliebig.
Dann gilt:

e(uo)+ < Ve(uo),u — uy > —e(u)

W R E P LY Zuo

,,,,,

i

2 -

Z (kBB ) - ) (0 = )
N-1

o mm {u + ||z = «*||du} + Z U

i{d uN=0 =

Schnittmengen von Einzugsbereichen sind wie gesehen p-Nullmengen. Wir kénnen also
mit u¥ = u) = 0 bedenkenlos fortsetzen...

N-1

b+ fla = ol | + 3 (BB (o)) - (o = u)

i=1

1l
||'Mz

' 2B (uo)
[ min, 4+ lle = 2}
R e
N
= Z / ||z - 2t|dp | — < mm {u + ||z — 2*||}du
=1 B‘(UQ) . Re '1\’[:1“

<

2

da1LJ+Hz~»x1H> mm {u + ||z ~ z'||}

zu (iii)

e e nimmt sein Maximum im Innern von I° an:
DaB e sein Maximum iiberhaupt annimmt, folgt aus der Stetigkeit von e und der Kom-
paktheit von I°. Sei also u € I° Maximumstelle. Annahme: u € OI° Dann gibt es

u'e = max {u] Jje{l,....,N}j#i: v — | = ||zt — 27|}

1€ .....
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Seien

J = {] € {lv"'v*N}U 75 iO?["’O - “Jl = Hxlu “fJ[I[}
= min {luf — w1} = min {27 — 2/

€4 r};y}n{[u u|} Ijneljn{{[r z’ ||}

nin {||zf — 27| — Ju‘e — w/
i (2%~ 27— fu — o]}

I}

€3
g = Hlin{fl,fg}

os gilt: J # @ nach Annahme, €, > 0, da z' # 7 fiir i # j und £5 > 0, da u € [° und
j ¢ J. Damit erhalten wir:

1) Vhe (0,¢) up:=u~— he, € 1°: Seien 1,5 € {1,...,N}, i#]
Fall 1L1: v # 1% #£]J

e oyf = uf, Wl = = |ul — | <l -2, daue I

Fall 1.2: i =4y, j€J

s e REImAL s < e = 2| = A< 2 - 2|
Call 195 = ip, j ¢ J

== ul — | < U = w4+ h < u = ] 4 [zt — 2| = ute — W] = (2t - 2|
2)52. = ~L:Seije )

= |u' — | = u' — = |2t~ 2]

== Vz € EB% w o+l = 2] < w0~ 2" — 2] + ||z~ 27|

<wo t [l 2|
== FB% C EB’
= ll EB!D) = IJ’(‘S'DJ) - 0 = ; dut D(U) - 0 N

Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von e auf I° folgt dann:
e(u = hey,) = e(u) + & +o(h)  Vhe(0,¢)

== 3h € (0,¢) so daB e(u — he;,) > e(n)

== e nimmt in u kein absolutes Maximum an (Widerspruch).

u liegt also im Innern von I°. Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von e iiber I°
folgt dann Ve(u) = 0. Umgekehrt maximiert jedes u mit Ve(u) = 0 die Fehlerfunktion
e, da e iiber I° stetig differenzierbar und konkav ist.

[ (iv)]

o Sei @ € I° Maximumstelle von e. Dann tragen die entsprechenden Einzugsbereiche alle

die gleiche Masse <

Sei zundchst i € {1,..., N —1}. Dann folgt wegen 2% (i) = 0 == p(EB") = 5. Wegen
p(Si;) =0 Vi, J e {1,. "} i # j folgt schlieBlich auch fiir ¢ = N:

W(EBN)y =1~ ): W EBY) =

o dp(ji,viry) = e(u) folgt mit Lemma 4.2,

g.e.d.
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Bemerkung: Die Einschrinkung auf Dimensionen ¢ > 1 und p-Normen mit p € (1,00) ge-
schieht nur, um auszuschlieBen, daf die Schnitte der Einzugsbereiche ein MaB grofier Null
haben. Dies kann fiir die co- und die 1-Norm fiir Randpunkte von [° passieren. Im Innern

von 1° gilt dagegen auch fiir diese Normen:
2o = wW(EBY) - &+ firie{l,...,N - 1} und Ve(u) =0 = dr(p, vizy) = e(i)

5 Charakterisierung einer lokal optimalen Punktapproxima-
tion

Analog zu Satz 4.1 kénnen wir auch die partiellen Ableitungen der Fehlerfunktion e nach

den MeBpunktkoordinaten angeben. Notwendige Bedingung fiir eine lokal optimale Punk-
tapproximation von u ist dann, dafB alle partiellen Ableitungen der Fehlerfunktion — sowohl
nach den Stiitzwerten «‘ als auch nach den MeBpunktkoordinaten .7:} — verschwinden.

Definition 5.1 (lokal optimale Punktapprozimation)

Sei € M. vy heiit lokal optimale Punktapprozimation
:e== 3 Umgebung U/ C IR"*" von (z!,...,zV), so daB
v(?/l’"'vyN) elU: dL(:uyV{::‘}) < dL(,U’I/{y'})

Lemma 5.1 (Ableitung nach den Mefpunktkoordinaten)

Seien p € M!, {z',...;2V}CIRY, d>1, wé&l® . Dann gilt:

ac?

[ p—1
de . lzf~z;l . i ie{l,..,N}
oz; _L,f; (Hx'—xn» sign(z; — o;)dp JE{1,..d}

Beweis: Nicht triviale Teile wie in Satz 4.1

Satz 5.1 (notwendige Bedingung fiir lokal optimale Punktapprozimation)

Seien p € ML, {z',...,2"} C IRY d > 1. v sei eine lokal optimale Punktappro-
2 ace {x'} 1YY

ximation von p. Es gebe Umgebung U C RN von (2',...,2"), so daB dp(p,vis)) dort
stetig differenzierbar nach den Mefipunktkoordinaten ist. % sei die schlimmste Kontraktion

zu g und den {z'}. Dann gilt:

vie{l,...,N-1} £ =0
i€{l,...,N} o ~0
je{l,....d} 9%

Bewers:

Nach Satz 4.1 gilt: dr (g, v(z+)) = e(p, {z'}, 7). Da d;, als stetig differenzierbar vorausgesetzt
ist, folgt:

ddy _ 9e N de ot ie{l,...,N} )
T 0z & ouk 9z jefl,....d)
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Die Kettenregel ist anwendbar, da e nach Satz 4.1 bzw. Lemma 5.1 partiell nach den v’ und

) ableitbar ist und die linke Seite existiert. Nach Satz 4.1 gilt in i :
Vke{l,....,¥ ~1} 2% =0. Aus Gleichung (5) folgt dann auch 2% =0 V;i{{ﬂ?}]

J

q.e.d

Bemerkung:
Wahrscheinlich 1Bt sich die Differenzierbarkeit von @ nach den {2'} fiir u € M)  mit Hilfe
des Satzes iiber implizite Funktionen beweisen. Dann miifite die Differenzierbarkeit von dj,

nicht mehr explizit vorausgesetzt werden.

Zum SchluB wollen wir noch einige Aussagen iiber die Existenz, Eindeutigkeit und Konstruk-

tion optimaler Punktapproximationen machen.

5.1 Existenz

Fiir WS-Mafe mit kompaktem Trager 148t sich zeigen, daB es immer eine global optimale

Punktapproximation gibt.
Lemma 5.2 (Beschrinkung auf Trdger)

Sei € M. (IRY) mit kompaktem Triger in Br(0) := {z € IR*| |zl < R}, R > 0.

Dann gilt: Gibt es eine lokal optimale Punktapproximation von , dann Jiegen deren Mef-
punkte in Bg(0).

Beweis:
Nehmen wir an, es gibe eine lokal optimale Punktapproximation von g mit Mefipunkt

z' & Bp(0), (E zi > R. Dann gilt:

g -1

de o=z |\" ‘ . _— ;

— = / LJM«—J—l sign(al —z;)dp > c-p(EBY) 20

duy ot — x|l L ) :

BB ABg(D) =1
wo ¢ = MTE&%}T > 0. v{;y lokal optimal == P =0 = p( EB') = 0. Dies steht im
+€BR(0) i 5
Widerspruch zu 25(ii) = 0 <= p(EB') = & fiir die schlimmste Kontraktion 1.
q.e.d.

Fiir WS-Mafle mit kompaktem Triger konnen wir nun die Existenz einer global optimalen
Punktapproximation beweisen.

Satz 5.2 (FEzistenz einer global optimalen Punktapprorimation)

Sei € M, mit kompaktem Triger.
Dann gibt es MefSpunkte {z',.... oV} C IR, so daB V{y',...,y"} C IR*:

dp(peviey) <dplp, vy



Beweis:

Zunichst gehdrt p wegen seines kompakten Trigers zu M}, und die vorangegangenen Sitze
sind anwendbar. Der Triger von u liege in Bgr(0), R > 0. Nach Lemma 5.2 geniigt es,
{y"} C Bgr(0) zu betrachten . Als stetige Funktion nimmt dp (s, vy ) = e (. {¥'} @, {9°}))
auf dem Kompaktum (Bg(0))" sein Minimum an.

5.2 Eindeutigkeit

Es gibt lokal optimale Punktapproximationen, die nicht global optimal sind. Als Beispiel
mogen folgende Approximationen der Uniformverteilung auf [0, 1]* durch vier Punkte dienen:

+
+ +
_+.
+
t +
+-
lokal , aber rucht global gofimal _géo;a; gotermad

Selbst eine global optimale Punktapproximation ist nicht eindeutig bestimmt. Jede Per-
mutation der Mefipunkte fiihrt zum gleichen Lipschitzabstand. Enthélt das Zielmafl ferner
Symmetrien, dann ist auch jede entsprechende Transformation optimaler Mefipunkte wieder
optimal.

5.3 Konstruktion

Prinzipiell kann eine optimale Punktapproximation durch Ldsen eines (d+1)N — 1 dimensio-
nalen Sattelpunktproblems gefunden werden. Dazu ist die Fehlerfunktion e bzgl. der Stiitz-
werte u' zu maximieren und bzgl. der MeBpunktkoordinaten :1:; zu minimieren.

Numerjsch ergeben sich jedoch erhebliche Schwierigkeiten. Zunéachst lassen sich Sattel-
punktprobleme prinzipiell nur schwer behandeln. Dariiberhinaus sind die Grenzen der Ein-
zugsbereiche nicht stiickweise durch Hyperebenen, sondern durch gekriimmte Hyperflichen
gegeben. Dadurch wird eine Bestimmung und Darstellung auflerordentlich erschwert. In

[Mohr] findet sich ein wenig elegantes aber zumindest praktikables Verfahren.

6 Die Approximationsordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir nur Zielmafle g € M;(IR?) mit kompaktem Trager.
Fiir ein allgemeines solches WS-Mafi werden wir zeigen, dafl die bestmdgliche Approxima-
tionsordnung durch gleichgewichtete diskrete WS-Mafle v,y € DX zwischen O(N~17) und
()(N_T-lﬁ) liegt. Numerische Ergebnisse deuten jedoch darauf hin, daBl zumindest fiir glatte
ZielmafBe die untere Schranke O(N~1%) stets erreichbar ist.
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Satz 6.1 (Optimalitit kubischer Gitter)

Sei d € IV, ) die Uniformverteilung auf /¢ := [0, 1]4. Die Lipschitzstetigkeit der Testfunk-
tionen beziehe sich auf die co-Norm. Die MeBpunktzahl sei N = n¢ n € IN. Dann ist
. 2k—-1

V{z'} € D} mit MeBpunktmenge {zel*|Vje{l,....,d} 3Fk¢€ {1,...,n}: =z = =~
global optimale Punktapproximation fiir A mit Lipschitzabstand

dL(/\,V{;:i}) e ‘/V‘“i

Beweis:

1° Die schlimmste Kontraktion hat die Form *(x) = (min\} |z =z, d.h. alle Stiitzwerte
1e4{1 N

sind 0. Um dies zu sehen, stellen wir zuniichst fest, daff die Einzugsbereiche von folgender

Gestalt sind:
. : . , , . -
EB =2t = b 2t 4 2o x o = Srh + 2] mit b= > = N7, d.h

: 1
WEB) =h'= - (6)
Nach der Bemerkung zu Satz 4.1 ergeben sich auch fiir die co-Norm die partiellen Ableitun-
gen der Fehlerfunktion durch 2%(u) = pu(EB') = 3, sofern wir Stiitzstellenvektoren aus dem
Innern von /° betrachten, also insbesondere fiir das vorliegende @ = (0,...,0). Gleichung (6)
liefert Ve(ii) = 0. Nach der Bemerkung zu Satz 4.1 ist @ also schlimmste Kontraktion.

2° Elementare Integration ergibt fiir den Lipschitzabstand:

N—1

dr(Avgey) = /rﬁ"*d/\»—j—i;« i’

4 i=1

Joo
N

= Z/Hmwxi

=lpp

o

EXY) E3Y

.3
= Zd‘ / R / / drg---da)

1’1:“’;’ Ty | I?.g;:l~|1r1{
= IV*#“*%j“W}'Ld‘*-I
Wd+ 1)
d ool
—_—  NT7
2(d+ 1)

/

Dabel ist ,,(d‘inh‘”l der Beitrag eines Einzugsbereiches.

3° iy ist unter allen N-punktigen Approximationen optimal. Dazu zeigen wir zunéchst:
Sei z MeBpunkt, (E z = 0 und EB ein irgendwie geformter Einzugsbereich mit Volumen
MEB) = m. Sei W ein Wiirfel mit gleichem Volumen, d.h. mit Seitenlange h = m* und

Zentrum 0. Dann gilt:
[ elds > [ )iz (7)
W

EB
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Denn:

[ el
EB

t

/Ilzlloodx+ / (12|00 dz

EB\W EBNW

/ gdx+ / l2]|oo dz

EB\W EBOW

_ g,\(EB\W) + / 2]l da

EBNW

v

A(EB)::/\(W) ‘g/\(W\EB) 4 / ”zlloodx

WnEB
> [ lellwdet [ fellede
W\EB WAEB

= [llalloda
w

Nun kénnen wir die Optimalitit von vy, zeigen. Sei vy € DY, beliebig, EB = FB' {(v?,0)}),
i € {1,..., N} seien die schnittfreien Einzugsbereiche der {y'} zum Stiitzvektor v = (0,...,0),
m; 1= hd := A(EB') sei das Volumen von EB' und W* der Wiirfel mit Zentrum y° und Sei-

tenlange h;. Dann gilt:

Lemmad.2

dL(/\,l/{yi}) =

ie{1,..,

Id

N

> [ NIz = yllede
=g

N

> [z = vllwds
’:1W‘

Bemerkung: I¢ bezeichnet den d-dimensionalen Einheitswiirfel, /° die Menge der interpolier-

baren Stiitzwerte mit ™ = 0.

N
Wir suchen das absolute Minimum von ¢ unter der Nebenbedingung >~ m; = 1. Der La-

grangesche Ansatz liefert:

i=1

L
Vi = 2(411)%1("1;‘);'(5{1 ,,,,, v =ofl,...,1)
= Vie{l,...,N} my=2
d -CI O d -1 ; »
— dL(/\,l/{yi}) Z —-—A.Z(d-%l)NN + — mN d = dL(A,I/{z-n})
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q.e.d.

Nun wollen wir zeigen, daf fiir beliebiges WS-Maf 1 mit kompaktem Triger und zumindest
fiir spezielle Folgen von Teilchenzahlen (N,) — oo stets Punktapproximationen gefunden

werden koénnen, die y mit der Ordnung O <N“ri—,) approximieren,
Satz 6.2 (obere Schranke fiir die Approzimationsordnung)
Sei pp € M; mit kompaktem Triager im Wiirfel W = [~—;, 5] de IN, Ny = n%tt ne IN.

Dann gibt es fiir jedes N > N, eine Approximation v{,; € D% von i und eine nur von d, L
und der Bezugsnorm || - || abhédngige Konstante C' > 0 so dafi:

U
d+1

dL(i/f'v V{r‘}) < C “'VO

Beweis:

Seien M = N7, m= M}, h=L
X“*{:L‘GW[V]'G{I....(Z} 3Le{1 Lampr oz = L

die Menge der Mittelpunkte einer gleichmaBigen Zerlegung von W in Wiirfel

Wi:[le_*27T1+%]X'”X[Ii~0712+g]7 JEX

Sei ferner ji = Z &;6, € Dy gewichtete diskrete Approximation von g mit ' € X, o =

=1
w(W?). Dann gilt:
dlwp) = swp [udgp—j)
ueLlipy
w

M

< Z sup /ud(,u-»~ﬁ)
i=1 uE Lipy

W

M . '

< S sup [ (u) e — 2 ) - )
i=1 ug Lipy «

W

M ' ' ‘

< Z sup | ai(u(z')y = u(z')) + /Hr — 2 ||dp
(=1 YELIM Li'i
M

< Z | -1l d)/hdu
vl W

< elll- Mt

h=LM~ 1

ST - d )M

Nun approximieren wir p durch ein gleichgewichtetes diskretes MaB v,y € DY, indem wir

in jedes ' € X n; Punkte legen, so daB gilt: a; — '1»17 N ‘—&,; vie{l,...,M}.
Damit erhalten wir schliefilich:

dp(p, vy ) < dp(jo i) + dp(jt, viey)
< eMTTHMN!

—‘\"U 7 ‘»»d_lm
= (C+])1\“0 "

q.e.d.



7 Numerische Ergebnisse

Die folgende Abbildung zeigt Punktapproximationen des absolut stetigen WS-Mafles mit der
Dichte .

f(2,) 1= = (L+ cos(2)) (L4 cos(y))  (x,9) € [=m, 7.

Zur Berechnung der Lipschitzabstinde und zur Erzeugung der Approximationen wurde der
in [Mohr] aufgefiihrte Algorithmus benutzt.

Punktapprozimationen der Anfangsdichte

Punntappronimation (Lipschiir-Abstand: 0.198}

Pusktapproximation (Lipechitz-Abstaad: 3.231}
:f )
= N=150
N=700 ®
° (] ° ® ® ® ®
2
: ) o ® b ® ° ® o °
° ° ® ® s o ®
° ° ® o @ o o e s ° @
® ® @ ® . e ° ° ° o @ © @
1 'Y @ r ) 1 [ ] e © @
®
| ® & , & o * o ? 6 0,"°% o °
i 0 ° o © ° J ° ® 200e°0%, o L o
| o © * o °, © b o ® ® .00 %0
( ° o o | ° o o ® ) °
3 o * 0, e ;o ° o e® o, 90 o
. s o ° o o o ; o .’ ® , %0 ® ® o
‘ 3 ®
i ® s *° o ° o e ® | ® 4, o o © ° ®
i * ® o 4 O 4 » ° 0ot o ®
- ° ° o o - ° ° e o ° ° ®
[ ® s 6 ° " e ® ®. 2% e @
" ® ® ° @ . ©
°
I ° ° ° ® LI 4 o e
» 2 ® °
»z]» Y [ ]
! ] s > ] ® ° L
N , |
-1 2 -1 F] 1 2 b N -2 H o 1 H )
PunkLappron (m; {Lipeechite Abwtand: 0. 184) Punktappeoximal b (Lipschits-Abatand: @ 147
3 ] ‘L
t
N= 200 ’ k 350
e ° o ® ° ' N= ° ° ° ° ®
: ° e o ® B ° @ e o @
® e ® L s » ® b4
° ! ® ®
° s 0%, ° e, %0 "s 0 ®
® e o _ s ° I e o ® 00 ® o © ®
o o e © ° ® o e o L]
\ ® ® o %o o ° 02 o P g e g0 et " o
2o"0 0. % . @ ® ! 0 o ® 0°,%%%® 2% o °
e o e o ° ° ®
® o o > o0 @° L] 2 8 4,3 & 00 o ®
| ° ° e, .® ® ° e © o ° ® e 0,° ® @
! e 2,20%% 2% l o o ® °® "o 2,20 @
® 0 L0 0,2 0, LA ) o0 %Y g% 0 o,y
o %0 4% 0 o ! e o 20 0 00 ©,% @
’ ° e L] ] ° » ® o ° ®
e o "0 0,"0% & o i ° 2%e®, % @ % 8 o o
e e ® o L] e ® e %y oo °
° s ® s o ° ° o i ° e®0 8%a %o, ®
. 2 s 0 0% o0 ® o ! e® .0 % a®%0%e o
LI S 20® % 50 o ° o o ® e’e28 ®,% " " ®
o ,° e @ a® e 8 Tg "0 'Y
® L ® e, o e ° e e ®, 0® 4 ®
® A4 s * ° ® @ ® o
1 * o - .. s & e ® o 1 L J .... P .. ® e O °
s L s ° 4 LA T ® e o o o %o %00, ®
e ® o ® e ° e ® ,°® o o ®
s o L . L] @ L) @ ° LIPS L)
® ®
2 @ L] ° L e © ° , °® o ® . ® ® o
b s o L °
° @ s @ ® @
b 3
b ‘? 1 o 1 2 3

Die folgende Graphik zeigt in doppeltlogarithmischer Auftragung den Lipschitzabstand zwi-
schen Dichte und Partikelapproximation in Abhingigkeit von der Partikelzahl N.

Lipschitzabstinde 2ur analytischen Lésung




Deutlich zeigt sich ein Absinken des Abstandes von der Ordnung =~ O (N“z?): die Steigung
der Ausgleichsgeraden betrigt —0,495 = ~£ Es besteht also berechtigte Hoffnung, daf
zumindest die in Satz 6.1 bestimmte untere Schranke generell erreichbar ist.

8 Vergleich mit Diskrepanzkriterium

Im Rahmen deterministischer Partikelmethoden werden Punktapproximationen bisher iibli-
cherwise nach ihrer Diskrepanz beurteilt [Neun]. Wie die Lipschitzmetrik gibt auch die Dis-
krepanz den maximalen Fehler bei Integration bestimmter Testfunktionen an. Allerdings
bestehen die Testfunktionen diesmal aus den charakteristischen Funktionen gewisser achsen-
paralleler Quader. Wir wollen uns in diesem Vergleich nur mit der Diskrepanz zur Uniform-
verteilung auf dem d-dimensionalen Einheitswiirfel befassen [Kuip].

Definition 8.1 (Diskrepanz)

Sei A das Borel-Lebesquesche MafBi auf dem Einheitswiirfel /¢ und
J o= A{Qy = {ne 0Ly <y, te{l,....d}}, yeI?} die Menge der achsenparal-
lelen Quader mit Eckpunkten 0 und y. Dann heifit

[Rde — ]Rg
Dy (', ., 2N) e sup | [ xodriy — MQ)
QeJ* |14

Diskrepanz zur Uniformverteilung auf /4.

Es ist nun moglich, die Uniformverteilung derart durch gleichgewichtete, diskrete WS-Mafle
zut approximieren, dafl die Diskrepanz mit wachsender Punktzahl ¥ mit der Ordnung O ('—Og;—]\i
fallt (vgl. LP,-Folgen in [Sobo], S.48). Fiir Dimensionen d > 1 ist dies wesentlich besser als
die beste zu erreichende Ordnung O (N“#) bei Minimierung des Lipschitzabstandes. Wie
pafit dies zusammen ?

Der Lipschitzabstand ist proportional zum grofiten Fehler, der sich bei Integration gleich-
mdafig Lipschitz—stetiger Funktionen einstellen kann, wenn das diskrete MaB als Quadratur-
formel fiir das stetige MafBl benutzt wird.

Die Diskrepanz hingegen gibt Aufschluf iiber den gréBten Yehler bei Integration von
Funktionen, die iiber dem Einheitswiirfel und all seinen niederdimensionalen Oberflachenseg-
menten von gleichmdfig beschrdankter Vitali~Variation sind. Der entsprechende Zusaminen-
hang wird durch die Koksma-Hlawka-Ungleichung beschrieben. iir die genaue Formulierung
sei auf [Kuip], 5.147 ff verwiesen. Wichtig ist an dieser Stelle nur folgende Beobachtung.

Im Sinne der Lipschitzmetrik sind iiber einem regelmifigen Gitter verteilte MefSpunkte
die optimale Approximation der Uniformverteilung. Berechnet man fiir die entsprechende
schlimmste Kontraktion (s. Satz 6.1) die Variation, dann stellt sich heraus, daB diese mit
wachsender MeBpunktzahl N unbeschriankt wichst:

Definition 8.2 (Vitali-Variation)

Seien d > 2, f: IR — IR eine Funktion und 0 = <y <K =1, my e IN,j e
{1,....d} Unterteilungen der Koordinatenachsen. Der Operator A; sei definiert durch:
Ajf(‘z"lt‘ vea Loy, 7]}\‘Ej+1~ s ‘Id) =
o~ 41, . " R .~
flov ooy T i a) = flen G T 2g)
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und A;, ., = Aj, --+Aj,. Dann heifit
my mg—1 X .
Va(fy:= sup Sooeee 3 1ALaf (n;’,...,n;“) Vitali-Variation von f.

U:WOSn}SmSnj Jy 1=0 14=0

I
myENE({L, ... d}

Satz 8.1 (Vital-Variation der schlimmsten Kontraktion)

Seien n,d € IN, N = a4, {z!,...,2V} = {ﬁ,%,...,'zg:l}d und damit vy € DY die
optimale N-punktige Approximation der Uniformverteilung aus Satz 6.1 mit schlimmster
Kontraktion @(z) := {rlninN} |z ~ 2%||o- Dann gilt:

t€4{1,...,

V() > 24 INE

Beweis:  Wegen 4 = 0 ==, ’51;) gilt:
' o, 3) = sonst :
2n—1 2n-1 Z id
V(i) > A *(_1.__’”__>
(@) 2 i;) idX::O 1,0..,dU on’ o
= (2n)*]A;_41(0,...,0)|
1
= (@) |2z, 40(5,0,...,0) ~A2,”_,da(o,0,...,0),
1
= (?.n)"' AQ YYYYY dﬂ(%,ﬂ,.“,())’
= n)as a0 0) ~ Agsa(~—,0,0,...,0)
- 3,..,d QTL’QTL, geeey 3,...,d QTZ’ yUsenns
1 1 1 1 1
= (2n)% i | — ) == —
(2n) “(2n’ " on 2n> <2n’ ’2n’0>l
= (271)‘{*1
= INT
g.e.d.

Die Approzimationsordnung bzgl. der Diskrepanz ist also besser, weil gleichmdfig Lipschitz-
stetige Funktionen nicht notwendig von gleichmdfig beschrinkter Variation sind. Bessere
Approximationsordnungen lassen sich voraussichtlich dadurch erzielen, daff faktorisierende
Testfunktionen héherer Differenzierbarkeitsordnung verwendet werden.
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