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Von der neuen Rolle der Mathematik

Helmut Neunzert
Universitat Kaiserslautern, Germany

In den letzten Jahren hat sich eine neue Wahmehmung der Mathematik herausgebildet,
die von einigen bereits als neue Disziplin bewertet wird. Ich glaube vielmehr, daR es sich
dabei um ein neues Gewand fur die alte Konigin der Wissenschaften handelt. Die
Mathematik erfdhrt gegenwaértig eine grundlegende Neubestimmung, ausgeldst durch die
zwei Stromungen des "Mathematischen Modellierens” und “"Wissenschaftlichen
Rechnens" (scientific computing). Man kann sogar den Eindruck gewinnen, es handle sich
um Modetrends: Ca. 20% aller Titel in neuen Buchkatalogen enthalten das Wort
"Modelling", Uberall gibt es Vorlesungen Gber mathematisches Modellieren, Modellierungs-
seminare und -wochen. Beim Scientific Computing ist es nicht anders - dort schieflen
Institute, Arbeitskreise und Graduiertenkollegs unter diesem Banner aus dem Boden.
Versuchen wir zunéchst eine Definition von "Modellieren": In der neuesten Ausgabe der
Brockhaus Enzyklopadie von 1991 findet man unter naturwissenschaftlichem Modell noch
die Erkldrung "ein Abbild der Natur unter Hervorhebung fir wesentlich erachteter
Eigenschaften und AuBerachtlassen als nebensachlich angesehener Aspekte. Ein Modell
in diesem Sinn ist ein Mittel zur Beschreibung der erfahrenen Realitat, zur Bildung von
Begriffen der Wirklichkeit und Grundlage von Voraussagen uber kinftiges Verhalten des
erfaBten Erfahrungsbereiches".

Deutlicher hat es Heinrich Hertz 1897 in der Einleitung seiner Prinzipien der Mechanik
beschrieben: "Es ist die nachste und in gewissem Sinne wichtigste Aufgabe unserer
bewuRten Naturerkenntnis, daR sie uns befahige, zukiinftige Erfahrungen vorauszusehen,
um nach dieser Voraussicht unser gegenwartiges Handeln einrichten zu kénnen. Als
Grundlage fur die Losung jener Aufgabe der Erkenntnis benutzen wir unter allen
Umstéanden vorangegangene Erfahrungen, gewonnen durch zuféllige Beobachtungen
oder durch absichtlichen Versuch. Das Verfahren aber, dessen wir uns zur Ableitung des
Zukinftigen aus dem Vergangenen und damit zur Edangung der erstrebten Voraussicht
stets bedienen, ist dieses: Wir machen uns innere Scheinbilder oder Symbole der
auBeren Gegenstinde, und zwar machen wir sie von solcher Art, daf die
denknotwendigen Folgen der Bilder stets wieder die Bilder seien von den
naturnotwendigen Folgen der abgebildeten Gegenstande.
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Es ist nicht meine Absicht, diese Vorstellung philosophisch zu hinterfragen - sie hat sicher
viele Ausformungen bis hin zum neurophysiologisch beeinfluBten "radikalen
Konstruktivismus" gehabt. Ich will lieber versuchen, die praktischen Konsequenzen einer
solchen Sicht herauszuarbeiten.

Hertz stellt dann auch Grundregeln fir die Gewinnung seiner Bilder - wir nennen sie heute
Modelle - auf:

1. Naturich miussen die Modelle der grundlegenden Forderung entsprechen, wie sie das
Diagramm ausdrickt. Hertz nennt das: Die Modelle missen "richtig” sein.
Die Modelle missen in sich widerspruchsfrei sein - Hertz nennt dies "logisch zuléssig".

3. Modelle sind nicht eindeutig: Verschiedene richtige und logisch zuldssige Bilder
desselben Gegenstandes sind durchaus méglich.

4. Von mehreren zuldssigen und richtigen Bildem wahle man das "6konomischte”, d.h.
jenes, das das Geforderte mit dem geringstmoglichen Aufwand leistet.

Sie merken schon, wo jetzt die Mathematik ins Spiel kommt - namlich dort, wo es um die
Realisierung dieser Regeln geht:

Mathematik ist der Rohstoff dieser Modelle,

das, woraus sie gemacht sind. Modelle sind am Ende mathematische Strukturen,
Gleichungen etc. Dann ist auch klar, was die Regeln bedeuten: Die Zuléssigkeit priift man
durch den mathematischen Beweis der Widerspruchsfreiheit - fiir mich, der sich meist fiir
Modelle technischer Systeme interessiert, bedeutet dies auch der Nachweis, daR die



Differentialgleichungen, die man da aufgestellt - modelliert - hat, auch wirklich Losungen
haben, daR diese Lésungen eindeutig sind etc. Die Richtigkeit der Modelle ist natirlich
keine "innermathematische" Frage - sie kann nur durch den Vergleich von mathe-
matischen Problemlésungen, die man durch SchlieBen oder Berechnung gefunden hat,
mit Beobachtungen der Natur erfolgen. Dies ist das Problem der Modellvalidierung.

Ich will das alles nochmals "mit praktischer Vemunft' formulieren: Mathematisches
Modellieren bedeutet, mathematisch formulierte Bilder eines Teilaspekts der Wirklichkeit
zum Zwecke der Vorhersagen zu entwickeln. Dazu gehort auch die Prufung ihrer
Zulassigkeit und ihrer Richtigkeit. Letzteres bedeutet, das Modell "auszuwerten®,
Konsequenzen aus dem Modell zu ziehen, z.B. indem man spezielle Parameterwerte
studiert, die solche Vergleiche einfach machen oder indem man "Lésungen berechnet".
Und man glaube nicht, es gdbe nur ein, "das natumahe" Modell: Alle zuldssigen und
richtigen Modelle sind sinnvoll und man wahle das aus, das am besten und leichtesten
auswertbar ist.

Uberall sind hier Aufgaben fur Mathematiker: Der Rohstoff der Modelle muB entwickeit
werden - gerade auch eine Aufgabe der reinen Mathematiker; man muR diesen Rohstoff
kennen, um gute Modelle zu entwickein - je besser der Rohstoff, desto besser die
Modelle. Der Beweis der Widerspruchsfreiheit, die analytische oder algorithmische
Auswertung der Modelle, sind genuin mathematische Tétigkeiten. Aber ein Modellie-
rungsprozef ist ohne Validierung nicht abgeschlossen - auch daran muBl sich der
Mathematiker beteiligen. Andererseits ist Modellierung sicher keine ausschlieBlich
mathematische, oft nicht mal eine iberwiegend mathematische Téatigkeit - wir kommen
darauf zurick.

Doch nun zum zweiten Aspekt, der Auswertung der Modelle, dem "scientific computing"”.
Schon der Name deutet auf das wesentliche Hilfmittel dieser Auswertungsmethode hin,
den Computer. Es ist klar, daR die modeme Computertechnik auch den
Modellierungsboom ausgelést hat. Ohne Auswertung mittels Computer sind viele Modelle
wertlos. Gerade im technischen Bereich, in dem reale dreidimensionale Objekte
konstruiert und optimiert werden sollen und man sich deshalb nicht auf einfachere
"Erklarungsmodelle” zuriickzienen kann, hétte ohne dieses Hilfsmittel das
"Computermodell" das klassische Realmodell niemals in einem solchen Umfang
verdrangen kénnen. Es gibt eine Initiative der deutschen Automobilindustrie, genannt
STEP = Standard for the Exchange of Product Modelling Data, in der es darum geht, das
volistandige "Modell" eines Autos, von der Geometrie Uber Motordaten bis zu
Fehlertoleranzen in klar definierter, austauschbarer Weise zu beschreiben. Da sind
ungeheure Datenmengen zu strukturieren und zu verarbeiten.



Scientific computing, das Auswerten der Modelle mittels Computer, hat zwei
StoRrichtungen: Die eine, das numerische Auswerten von Differentialgleichungen u.a.
liegt mir nahe und ich will mich daher darauf beschranken; tber die andere, das "symbolic
computing” und seinen Zusammenhang mit Computeralgebra habe ich keine
grundiegenden eigenen Erkenntnisse und will daher lieber dariiber schweigen.

Der russische Mathematiker Samarskii nennt die Verbindung von Modellierung und
Modellauswertung das "Computerexperiment". Es volizieht sich bei ihm in den 3 Stufen
Modell - Algorithmus - Programm und er glaubt, daR es sich dabei um eine neue
wissenschaftiche Methode handelt, die "sowohl den Denkstil eines modemen
Wissenschaftlers als auch den Kreis der Probleme bestimmt, welche sich der Forscher zu
stellen vermag"”. "Ich gehe sicherlich nicht fehl mit der Formulierung, daR die angewandte
Mathematik die gesamte Nachkriegszeit tber mit dem Computerexperiment schwanger
gegangen ist, dafiir aber ein selten gesundes und intelligentes Kind zur Welt gebracht
hat, welches so schnell heranwachst, daB es den Physikern und Biologen, Chemikern und
Medizinern, Ingenieuren und Konstrukteuren schon sehr zur Hilfe gereicht. Ehrlich gesagt,
ich kann mir keinen Forscher von heute vorstellen, der nicht unmittelbar mit dem
Computerexperiment vertraut ist. Er gewohnt sich an den Gedanken, daR er bei der
Schaffung eines mathematischen Modells irgendeiner Erscheinung, das er dann in den
Computer eingibt, um es zu testen, zu verbessern und mit der Realitat zu vergleichen, auf
diese Weise die Natur selbst zu befragen beginnt" (A.A. Samarskii "Computer
interviewen die Natur”, in "Wissenschaft in der UJSSR", 1987).

Es ist klar, daR dieses Computerexperiment - eine Computersimulation, die den gesamten
Prozeld einschlieBlich Softwareerstellung umfalt - einen interdisziplindren Charakter hat.
Es erfordert Teamwork, Zusammenarbeit von Physikemn und Ingenieuren, Informatikern
und Mathematikern: Teamwork bei der Modellierung, weil der Fachwissenschaftler das zu
modellierende Problem, der Mathematiker den Modelirohstoff, besser kennt; Teamwork
bei der Entwicklung von Algorithmen und ihrer Implementierung, weil der Informatiker das
Werkzeug Computer besser kennt; schlieBlich Teamwork bei der Validierung, um
Fehlerquellen aufspliren zu kénnen. Man bendtigt "eine Symbiose von Physikern und
Ingenieuren, Mathematikern und Informatikern”.

Nachdem ich nun in groben Zigen diese neue wissenschaftiche Methode
"Computerexperiment” oder "Computersimulation" skizziert habe, werde ich anhand
einiger Beispiele aus meiner Praxis bestimmte Gesichtspunkte zu diesem Problem
erldutemn,



1. Punkt: Dieses Gebiet erfordert eine groRere mathematische Breite als andere
mathematische Spezialisierungen. Ein Modell ist nicht besser als der Rohstoff
Mathematik, aus dem es gemacht ist. Man braucht eher Generalisten als Spezialisten - es
genugt sicher nicht, alles Gber "Finite Elemente" oder "elliptische Differentialgleichungen”

Zu wissen.
Welch scheinbar "abgewandte" Mathematik manchmal fir einfache praktische Aufgaben

nutzlich wird, zeigt das folgende Beispiel, das einer Kooperation mit einer chemischen
Fabrik entstammt. Es geht um die Qualititsbeurteilung von Kunststoffgeweben,

genauer von "Vliesen".

Herstellung von Kunststoffvliesen:
Luftstrom

Dusen

é —_>

$ é w FlieBband

Viies

Das Bild deutet den LuftspinnprozeR an, in dem das Vlies hergestelit wird. Da es uns hier
nicht um die Simulation dieses Prozesses geht (dies ist eine andere viel schwierigere
Aufgabe, an der wir seit ldngerem arbeiten), will ich den Proze® nicht genauer
beschreiben, sondem nur das Endprodukt betrachten. Unsere Aufgabe war, ein
objektives MaR fir die Qualitit des Vliieses zu finden. Ein gutes Vlies ist ein
gleichformiges, Wolkigkeit und Strahnigkeit vermindem die Qualitat.



Qualitat muf also mit einem "Abstand von Gleichférmigkeit” verbunden sein - dafiir gilt es
ein mathematisches Modell zu finden.

Ein Vlies ist durch Grauwerte von Bildelementen, von pixel, beschrieben; diesen pixel, ca.
N=6000 kleinen Rasterpunkten pro Vliesmeter, werden also positive Zahlwerte u ..., 1,

zugeordnet, die wir uns auch als Absorption von Licht beim Durchgang durch das Vlies
vorstellen kénnen. Da uns nur Anderungen, nicht die absolute Lichtstérke interessieren,
kénnen wir normieren:

N
p=(,..oty) €eRY 20 fur i=1,..,N und Y p, =1.
i=1
Absolute Gleichférmigkeit bedeutet dann natirlich 1, =...= ft,,, d.h. 1, = %}« fir alle i. Es

geht also darum, zu gegebenem Viies u einen Abstand d(u, ﬁ) zur Gleichférmigkeit

0 1
U= (}—\?%) so zu definieren, daR das, was fur die Qualitdt wesentlich ist, also

Wolken und Strahnen, entsprechend gewertet wird.
Da u c R" ein N-dimensionaler Vektor, wird die erste Idee des Mathematikers vielleicht

der euklidische Abstand sein:

2
d,(#,#):Z(u. —u,) :
i=1
Die erste Idee des (statistischen) Physikers, der Gleichformigkeit mit Entropie

zusammenbringt, wird vielleicht die relative Entropie von u bzgl. u sein
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Aber was in der Thermodynamik erwinscht ist, ist hier in beiden Fallen gleich schlecht:
Ordne ich die pixel anders an, so andert sich dieser Abstand nicht; praktisch heilt das:
Ein groRes "Loch" (eine Wolke) wiegt so viel wie viele kleine Lécher - und das stimmt nun
bei der Qualitatsbewertung sicher nicht.

Basteln wir also unser Modell, indem wir die GroRe von Wolken messen. Stellen wir uns
der Einfachheit halber ein "eindimensionales" Vlies vor, in dem die pixel nacheinander

1
angeordnet sind. Ein Loch ist dann ein Abschnitt pt,,1,,,,.., g, WObeI L, Y far alle

a < j < B positives (helle Wolke) oder negatives Vorzeichen (dunkle Wolke) hat.
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Als "Volumen" der Wolke bezeichnen wir dann

Ho-i)

und das Volumen der groBten Wolke ist dann
B 0
> (“;‘ - “1)

j=a

D(p,p) = max,

(Wir kdnnen hier tber alle & und 8 maximieren, ohne auf das Vorzeichen von u; — ,u ;2
achten - Gberschreiten wir eine Wolkengrenze, so wird wegen des Vorzeichenwechsels

Eﬂ‘,(u,—u‘:)

J=a

berucksichtigt.)

die Summe automatisch kleiner und wird beim Maximum nicht mehr




Dieses "Wolkenvolumen" existiet in der Mathematik schon: Unter dem Namen
"Diskrepanz” wurde es von Hermann Weyl in einer berihmten Arbeit "Uber die
Gleichverteilung von Zahlen modulo 1" eingefiihrt. Diese Diskrepanz hat eine bewegte
Geschichte hinter sich - sie spielt z.B. in dem Buch "Random Number Generation and
Quasi-Monte-Carlo Methods" des Wiener Mathematikers Niederreiter in der SIAM-Reihe
(1992) die entscheidende Rolle, man kann daraus viele Anregungen gewinnen. Ein
Aspekt wurde aber von den Zahlentheoretikern nicht beachtet. Eine schnelle (on-line)
Berechnung der Diskrepanz fiur groBes N. Hier half uns ein kombinatorischer Optimierer
aus Graz, Herr G. Rote: Mit

k
[

e

ist
D(p,p) = max |X, - X,| = max (X, - X,) = max X, ~ min X,.
Das ist schnell - eigentlich kaum zu verbessern. Es gibt noch |deen aus der

Wahrscheinlichkeitstheorie, in der Matrizen von Wahrscheinlichkeitsrdumen angegeben
werden: Spannende Ideen und algorithmische Probleme auch hier, aber keine praktische
Verbesserung. Die Wolkigkeit ist gut erfadt, weniger die Strédhnigkeit. Dazu mu® man ein
MaR far Anisotropie finden und es ist die modeme Theorie der sog. Wavelets, die hier
gute Ansatzpunkte vermittelt - Details wirden hier zu weit flhren. Immerhin:
Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie, harmonische Analyse - wer héatte das mit

Vliesqualitat in Verbindung gebracht.

2. Punkt: Es ist Aufgabe der Mathematiker zu erkennen, wo Mathematik wirkungsvoll
sein kann. Das heilt, daR neben einer Problemiésungskompetenz vor allem Problemfin-
dungskompetenz verlangt ist. Man braucht einen Blick dafir, welche Probleme sich



sinnvoll mathematisieren lassen, wo Mathematik einen wesentlichen Beitrag zur Lésung
praktischer Probleme leisten kann.

Dazu ein Beitrag aus einem Bereich, wo man vielleicht nicht sofort interessante
mathematische Modellierungs- und Rechenprobleme vermutet: Bei dem Design von

Windeln. Es handelt sich dabei um eine Diplomarbeit von Joachim Weickert, der daflr
den ersten Wackerpreis erhielt.

Eine moderne Windel besteht aus Luftfilz und Granulat; der Luftfilz transportiert, speichert
aber wenig - das Granulat absorbiert hervorragend, behindert aber den Transport.

trocken feucht

Das Problem ist. Wie muR das Granulat in der Windel verteilt werden, um optimale

Eigenschaften der Windel (minimale Oberflichenfeuchtigkeit, minimale Aufnahmezeit) zu
erzielen?

Da muR man sorgféltig modellieren, z.B. die Konzentration der Flussigkeit in der Windel

von jener im Zwischenraum # unterscheiden; da das Zwischenraumvolumen schrumpft,
wenn das Granulat aufschwillt, die Konzentration v im Granulat also wachst, ist

it = A(v)u. Der Transportproze® in der Windel kann als Diffusion interpretiert werden, zu
der dann noch der Flissigkeitsverlust durch Absorption im Granulat kommt:

% = div(l(v)D(ﬁ)grad ﬁ) - %

Der Diffusionskoeffizient hangt natirlich von der Konzentration # ab - Experimente zeigen
eine exponentielle Abhangigkeit D(ir) = D e

Der Absorption liegen Ausgleichsprozesse zugrunde, fur die die Sattigungswerte im
Luftfilter »_ und im Granulat v_ wichtig sind; v, hangt dabei von der Verteilung des
Granulats in der Windel ab - dort geht das "Windeldesign" ein



v

—=klv u-u_v).

> = k{v,u-u.y)

Hinzu kommen Anfangs- und Randbedingungen. Fir unsere Zwecke sieht das etwa so

aus:

—_— — .BOby.
\_ ___./
;-\1_7 . 7_,_,.—; >
\ ----- éD ..................
Windel

/0D =pppen Ir0<1<T, % =0 auf der Gbrigen Windeloberfldche.

Abstraktion heift ja: Absehen von dem fiir das gestelite Problem Unwesentliche; da mag
ein Baby schon zum Flussigkeitszylinder verkimmern.

Das Ganze ist eine "sehr" nichtlineare, parabolische Differentialgleichung, gekoppelt mit
einer einfachen, gewdhnlichen. Ein durchaus modemes Forschungsgebiet der
Mathematik, theoretisch fast zu schwierig und fiir das wissenschaftliche Rechnen eine
echte Herausforderung (vgl. J. Weickert: "A Mathematical Model for Diffusion and
Exchange Phenomena in Ultra Napkins”, Berichte der AG Technomathematik Nr. 72,
1992). Dabei wurde auch ein neues Windelkonzept entwickelt, eine Art Sandwich-
Bauweise mit absorbierender Oberschicht und einem Drainagekanal in der Mitte. Der
Neuvorschlag hatte, so zeigt die Simulation, erheblich geringere Oberflaichenfeuchtigkeit
zur Folge (auch bei wiederholter Belastung nach ca. 3 Stunden) - noch traut die
betroffene Industrie der Mathematik nicht so recht!
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zeitlicher Verlauf der Oberflichenfeuchtigkeit

Abszisse:
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3. Punkt: Die Hertzschen Regeln besagen, dal Modelle nicht eindeutig sind und man
unter allen moglichen das am besten auszuwertende wéhlen soll. Dabei mu man beim
Modellieren nicht genau der Natur folgen: Die richtige Vorhersage der interessierenden
Daten und die leichte Auswertbarkeit bestimmen die Wahl. Das folgende Beispiel stammt
aus meinem eigentlichen Spezialgebiet, der Simulation des Verhaltens eines Gases,
eines Plasmas oder eines Stemhaufens oder, wie Sie das formulierten, der "Entwicklung
effizienter Verfahren zur Lésung von Problemen aus der kinetischen Gastheorie”. Unser
Hauptanwendungsgebiet ist (besser: war) die Umstrémung der europdischen Raumfahre
HERMES und wird in Zukunft auch die Halbleitertechnik sein. Dabei interessiert man sich
weniger fir das Schicksal der einzelnen Molekile oder Elektronen, sondern fir
makroskopische GroRen wie Druck, Strom etc. Man kann daher im Modell das
mikroskopische Verhalten andem, rechnerisch vereinfachen - wenn man dafur sorgt, daB
dadurch diese makroskopischen GréRen nicht verandert werden. Die Regel lautet also:
Vereinfache das "Spiel der Natur" so weit wie irgend moglich, wenn sich dadurch die zu
vorhersagenden GréfRen nicht verandem.

Es ist mir nicht moglich, Ihnen das Problem vollstindig darzustellen - dies ware ein
eigener Vortrag, der zudem ziemlich technisch und nur fir Spezialisten geeignet ware. Ich

will lhnen aber einen Veranderungsaspekt erkéren, die Modellierung des StoRprozesses
in verdinnten Gasen.

In Héhen um 100 km kann man sich die Luftstromung um eine Raumféhre vorstellen wie
ein gigantisches Pool-Billardspiel mit etwa 1016 Ballen pro m3. Selbst wenn man sich
dabei auf eine Stichprobe mit nur 108 Ballen beschrinkte, ist so ein Billardspiel im
Rechner nicht nachzuvoliziehen: Man mite Kollision um Kollision berechnen und dabei
immer das gesamte Ensemble im Auge behaiten. Solche Versuche gab es durch den
amerikanischen Physiker Ulam, der damit um 1940 begann; aber trotz aller
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Verbesserungen der Rechner ist man heute noch weit von zuverldssigen Aussagen
entfernt. Warum besteht man aber auch darauf, das Billardspiel nachzuspielen? Man
kann ja ein anderes Spiel mit Kugeln erfinden, das dieselben Effekte liefert, aber auf dem
Rechner simulierbar ist. Dazu verandemn wir den StoBprozell: Zwar behalten wir die Idee
eines Stolpaares bei (d.h. der Wechselwirkung zweier Teilchen, wodurch sich deren

Geschwindigkeit plotzlich dndert); wir geben aber die Idee des StoRes als Begegnung im
Ort auf.

Ich will diesen kinstlichen StoBprozeR in 4 Schritten beschreiben:
a) Wir betrachten nur rdumlich benachbarte Biélle; dazu teilen wir den Raum in Zellen ein
und betrachten - fir jede Zelle gesondert - die N Bélle dieser Zelle:

Raumfdahre /

T Y T =

RS N "Balle’
] “*7® inder
| «o®| zeie

b) Wir vergessen die Positionen der Baélle in der Zelle und beachten nur ihre
Geschwindigkeiten.

c) N Teilchen konnen N2 maogliche Stolpaare bilden; aus diesen sind N Paare geeignet
auszuwahlen. In diesem Wort "geeignet” steckt die ganze Kunst;, es bedeutet: Nach
einer zu ermitteinden Regel, die garantiert, dal die makroskopischen GréRen denen
des Naturbillards entsprechen.

d) Die Balle eines StoRpaares erhalten - jetzt wieder ganz natirdich - neue
Geschwindigkeiten, mit denen sie sich fortbewegen.

Wie gesagt Entscheidend ist jene Regel, die wir aus der sogenannten
Boltzmanngleichung mathematisch herleiten miissen. Dabei entstehen Fragestellungen,
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wie ich sie unter starken Vereinfachungen in dem folgenden Bild darstelle:

f‘x.
¢ -
4+ .

x

X

X
- X
X - o« e .

—— .. A -8 - - ———

i

Aus den N2 Punkten des Quadrats sind N so auszuwahlen (wir kennzeichnen eine solche
Auswahl durch Kreuze), daf diese im Quadrat moglichst gleichférmig verteilt sind.
Natiirlich bedarf es hier einiger strenger Definitionen fur Gleichverteilung etc., die aus der
Zahlentheorie stammen. Und so gibt es z.B. eine recht gute Ldsung dieser
Gleichverteilungsaufgabe, die auf Fibonacci und sein Liber abaci von 1202 zurlickgeht.
Dieser hatte die Fibonacci-Folge (a,) mit «,,, = &, + @, _,, o, = &, =1 eingefuhrt; ist N
gleich einem solchen ¢, (z.B. wie im Bild N=13), so ist (1,£)),...,(N,£,) mit
¢, =(i-1)a, , fast schon eine perfekte Losung; allerdings wurde so ¢, groRer als N

x

werden und wir dirfen nur den Rest nach Teilung durch N benutzen. Genauer:
£,=(-1o,_ mod o, +1. Genau diese Kreuze sind in dem Bild ausgewahlt. Es gibt
bessere, ebenfalls von Zahlentheoretikemn entwickelte Methoden, die unsere kunstlichen
StoRprozesse steuem.

Damit lassen sich bis zu 3 Millionen Computerbélle handhaben und die Simulation liegt
bei Fehlerraten von unter 1%.

Es gibt Untersuchungen, die generell zeigen, da® durch Verbesserung der Algorithmen
mehr Rechenzeit gespart wurde als durch die Verbesserung der Rechner; aber nur beides
zusammen ermaglicht uns heute eine préazise Simulation unglaublich komplexer Vorgéange
in realistischen Geometrien.

SchiuRbemerkung:

Man erweist der Wissenschaft und der Mathematik keinen guten Dienst indem man dem
Computerexperiment den Charakter einer eigenstandigen Disziplin verleiht. Wichtig ist
vielmehr, daR mathematisches Modellieren und wissenschaftiches Rechnen der
Mathematik neue Aufgabenfelder erschlieBen und mit dieser neuen Rolle ein gewandeltes

13



Selbstverstandnis verbunden ist. Vielleicht ist das Ganze eine Art "Pfingstbewegung": Die
verschiedenen Fachsprachen werden wieder flreinander verstiandlich - man hort
aufeinander und versteht sich auch. Die Disziplinen verlassen ihre babylonischen
Elfenbeintiirme und breiten ihre Probleme und Ideen voreinander aus.

Ich glaube mit ihm, daB eine soiche neue Rolle der Mathematik und der Mathematiker gut
far die Gesellschaft, die Wissenschaft und vor allem fiir die Mathematik selbst wire.

Und sie ist - so sagte es doch schon Lichtenberg - eine gar herrliche Wissenschatft.
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Vom Nutzen der Mathematik

Helmut Neunzert
Fachbereich Mathematik
Universitit Kaiserslautern
Erwin-Schrodinger-Strafie
D-67663 Kaiserslautern

Es ist gewif sinnvoll, wenn sich eine Wissenschaft gelegentlich Gber ihren Nutzen
Gedanken macht.

Natiirlich wird man sofort: Nutzen wofiir oder fiir wen? fragen und die Mathematik,
um die es hier geht, erlaubt darauf eine Vielfalt von Antworten: "Mathematik, ein
Kulturgut, das Weltsicht und Produktionsweise verdndert” - der Titel eines
Erdffnungsvortrags des Forschungsministers Kriiger enthélt in konzentrierter Form
viele Aspekte. Mathematiker sind Kulturarbeiter, sie erzeugen ein Kulturgut,
Mathematik ist von Nutzen fiir die Kultur. Das ist ohne Zweifel richtig, obwohl die
Offentlichkeit das nicht immer so sieht - aber es ist nicht mein Thema.

"Vos débats portent sur une domaine essentielle de la recherche, qui command le
progrés scientifique et technique de notre pays et sur une discipline centrale de
notre systéeme d'enseignement” schrieb Mitterand an den franzosischen
Mathematikerkongress "Mathématiques a venir" und spricht damit zwei weitere
Aspekte an: den Nutzen der Mathematik fiir andere Wissenschaften und den Nutzen
der Mathematik in der Erziehung, der Bildung des Geistes. Beide sind von groSter
Wichtigkeit, aber es gibt sicher Berufenere, dariiber zu sprechen als mich.

Was bleibt - und dies ist mein Thema - ist der dkonomische Nutzen der
Mathematik. Natiirlich: Verglichen mit jenen anderen Nutzen ist dies irgendwie der
banalste, er scheint zweitrangig. Andererseits bestimmt er das offentliche Prestige
der Mathematik, die Berufschancen unserer Absolventen (und es sind z.Zt. uber
25.000 Mathematikstudenten insgesamt in deutschen Hochschulen), die éffentliche
Forderung unserer Wissenschaft - er bestimmt sie zwar nicht allein (dazu sind sich
die Entscheidungstrager der anderen Werte der Mathematik doch zu bewuft), aber
er bestimmt sie sicher mit. Deshalb ist dieser Nutzen zwar kein besonders oft oder
gern diskutiertes, aber doch eben ein Thema - und es ist mein Thema, da ich mich
seit 15 Jahren um Kontakte zu jenen bemiihe, die den wirtschaftlichen Nutzen
schaffen: den Anwendern der Mathematik in der Industrie.



Neben meinen eigenen Erfahrungen basieren meine Bemerkungen zu diesem
Thema vor allem auf gezielte Gesprache und Korrespondenzen, die ich im letzten
halben Jahr mit verschiedenen Partnern gefithrt habe, z.B. mit den renommierten
Fachkollegen Enrico Bombieri sowie J.L. und P.L. Lions und den Forschungschefs
von BASF, Daimler-Benz und Siemens. Und sie basiert auf einem noch
unverdffentlichten Bericht der SIAM iiber ihr Projekt "Mathematics in Industry”, das
die erste Auswertung von {iber 40 Interviews mit Mathematikern in der
amerikanischen Industrie enthAlt.

Versuchen wir zunéchst eine direkte Antwort auf die Frage, ob der 6konomische
Nutzen der Mathematik eher grof oder klein ist. Da beginnt schon die Irritation:
Fragt man Leute auf der StraBe nach den nitzlichen Wissenschaften, so wird
Mathematik selten genannt; fragt man die Forschungschefs deutscher
Industrieunternehmen, so ist Mathematik von grofter Bedeutung. So weist z.B.
Prof. Danielmeyer von Siemens lapidar auf die tberproportionale Beteiligung von
Mathematikern am Transfer-Preis zwischen Wissenschaft und Industrie der Karl-
Heinz Beckurts-Stiftung hin und der Forschungschef von Daimler-Benz, Prof. H.
Weule, schreibt: "Die heute in der industriellen Forschung und Entwicklung
geforderten  Hochstleistungen kénnen nur mit zunehmendem Einsatz
mathematischer Methoden erfiillt werden." Und er gibt auch gleich einen Grund fir
diese sicher gestiegene Bedeutung der Mathematik an: "Ein Beispiel hierfiir sind
Simulationsmethoden, mit denen bei der Entwicklung komplexer Produkte der
notwendige Versuchs- und Konstruktionsaufwand deutlich reduziert werden kann."
Natirlich: Mathematik ist der Kern jeder Computersimulation; Computer-
simulationen aber ersetzen in zunehmendem Mage die Experimente, die man zur
Entwicklung und Kontrolle technischer Systeme benétigt. J.L. Lions sagte das auf
einem Industriemathematik-Kongress in Neapel im Frithjahr '94 sehr pointiert: "Der
Nutzen der Mathematik ist es, dabei zu helfen, Dinge besser, schneller, billiger und
sicherer zu machen, und zwar

durch Simulation komplizierter Phianomene,

durch Visualisierung,

durch Reduktion der Datenfluten."

Computersimulation besteht aus Modellbildung und wissenschaftlichem Rechnen.

Modellieren ist dabei nicht, wie die Brockhaus-Enzyklopadie von ‘91 vorschlégt,
"das plastische Formen in Ton, Wachs und Gips u.a. mit der Hand und
Zuhilfenahme von Modellierhélzern und Drahtschleifen”, sondern eher dieses (ich
zitiere hier am liebsten Heinrich Hertz in der Einleitung zu seiner Mechanik 1897):
Wir machen uns innere Scheinbilder oder Symbole der duferen Gegenstande, und



zwar machen wir sie uns von solcher Art, da die denknotwendigen Folgen der
Bilder stets wieder die Bilder seien von den naturnotwendigen Folgen der
abgebildeten Gegenstiande."

"Natur" aturnotw. Wirklich
Folge -keit
"logische Model-
Folgerung" lierung

Heinrich Hertz' Prinzipien der Mechanik

Und auch dies ist schon bei Hertz klar: Mathematik ist der Rohstoff der Modelle,
das, woraus sie gemacht sind. Modelle sind am Ende Relationen, mathematische
Strukturen, z.B. Gleichungen etc. Sie mussen - nochmals nach Hertz - "logisch
zuldssig”, d.h. widerspruchsfrei sein, die mathematischen Probleme miissen
gutgestellt sein etc. Die "Richtigkeit” der Modelle pruft man, indem man das
Diagramm uberprift: Man muf die Losungen, die man aus dem Modell durch
Berechnen oder Schliefen gewonnen hat, mit den Beobachtungen vergleichen -
man mufl das Modell validieren. Je besser der Rohstoff, desto besser die Modelle -
und je effizienter die Auswertungsmethoden, die Algorithmen, desto komplexer
konnen die Modelle werden. Aufgaben fiir Mathematiker tiberall: Gute Modelle
bendtigen einen reichhaltigen Vorrat an Mathematik, der mit zunehmenden
technischen Anforderungen steigen mufl und oft weit tiber das normale Repertoire
der "Ingenieurmathematik” hinausgeht.

Mathematiker schaffen oder "férdern” diesen Rohstoff; er ist in diesem Lande in
exzellenter Qualitit vorhanden. Und sie helfen dabei, ihn zu verarbeiten, das Modell
auszuwerten: Dies ist das zweite Element der Computersimulétion. das scientific
computing. Naturlich wurde Modellieren, das es schon ein paar tausend Jahre gibt,
besonders deshalb zur wissenschaftlichen Resource, weil ihm heute ein méachtiges
Hilfsmittel, der Computer, erwachsen ist. Gerade im technischen Bereich, in dem
komplexe 3-dimensionale Objekte konstruiert, optimiert und visualisiert werden
mussen und man sich nicht auf einfachere Erklirungsmodelle zurtickziehen kann,
hitte ohne Hilfsmittel Computer das mathematische Modell niemals eine solche
Bedeutung erzielen kénnen.



A.A. Samarskii spricht vom Computerexperiment, das sich in den drei Stufen
Modell - Algorithmus - Programm (MAP!) vollzieht und glaubt, daB es sich dabei um
eine neue wissenschaftliche Methode handelt, die "sowohl den Denkstil als auch
den Kreis der Probleme bestimmt, welche sich der Forscher zu stellen vermag".

Es ist klar, dag dieses Computerexperiment einen interdisziplindren Charakter hat.
Es erfordert Teamwork bei der Modellierung, weil der Fachwissenschaftler das zu
modellierende Problem, der Mathematiker den Modellrohstoff, besser kennt;
Teamwork bei der Entwicklung von Algorithmen und ihrer Implementierung, weil
der Informatiker das Werkzeug Computer besser kennt, schlieflich Teamwork bei
der Validierung, um Fehlerquellen aufspiiren zu kénnen. Man bendétigt "eine
Symbiose von Physikern und Ingenieuren, Mathematikern und Informatikern".
Mathematik als zu bearbeitender Rohstoff mit dem Endprodukt einer zuverlassigen
Simulationssoftware - Mathematik von unzweifelhaftem 6konomischen Nutzen!
Bevor ich dieses Bild einer heilen Welt in Frage stelle, will ich versuchen, die
Grundthese mit Beispielen zu illustrieren. Bei der Auswahl habe ich lange
geschwankt - aber ich kann der Versuchung nicht widerstehen, mit Mercator,
dessen 400. Todestag wir in diesem Jahr begehen und dessen Namen jene
Universitit ziert, die die diesjahrige DMV-Tagung sehr erfolgreich organisierte,
anzufangen. '

Gesucht war in jener Zeit ein ebenes Bild der Erdoberfliche, d.h. eine Karte, aus
der man die fiir die Anwender wichtigen Schliisse hinreichend genau ziehen kann.
Die Anwender waren Seefahrer, diese fuhren im 16. Jhdt. hauptsichlich auf
sogenannten Loxodromenkurven, Kurven, deren Tangenten mit der Nord-Siid-
Richtung immer einen konstanten Winkel einschlieSen. Die Wunschvorstellung der
Seeleute war wohl, solche Loxodromen auf der Karte als Gerade darstellen zu

kénnen.



80° nérdl Breite
Ry
w
Bild eines
hy /// Loxodromenab -
by 60° schnittes
hy h V”A
N h& 50°
hg
ks Q0°
e 20°
hs 2°
hy o
1
hy 0
M 0° 10° 20° 30° 40° 507 60° 70° 8CF 90° éist. Lange

Die Darstellung von Loxodromen

Da damals sogenannte Zylinderentwiirfe vorherrschten, bei denen Meridiane in
parallele Geraden abgebildet werden, muf man, um dies zu erreichen, von der
Abbildung Winkeltreue verlangen.

Sogenannte echte Zylinderentwirfe sind Abbildungen der Sphire auf einen
Zylinder,
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Mercator's Zylinderentwurf (um 1570)

wobei Meridiane bzw. Breitenkreise in orthogonale Scharen jeweils paralleler
Geraden abgebildet werden. Fiir Mercator stellte sich das Problem, wie man die
Abbildungen der Breitenkreise vornehmen muf, um Winkeltreue zu erzielen. (Das

Bild ist aus E. Schroder: Kartenentwiurfe der Erde, Teubner Leipzig 1988.) Dabei ist
dy

1
ol die Mercatorgrundformel, die Integration bewerkstelligte er schrittweise,
cos v

ohne natiirlich Differentiation oder Integration zu kennen. Es ging auch ohne -
miihseliger und nicht besonders genau. Immerhin loste Mercator das Problem, wie
eine Karte von 1569 beweist.

Karte nach Mercator's Zylinderentwurf



Und er loste sie, mit recht primitiver Mathematik, aber viel Intuition, 100 Jahre
bevor die "Schulmathematik" sie streng formulierte. Manchmal ist es auch
umgekehrt: Der Rohstoff liegt Jahrzehnte in Schubladen, ehe er dann meist von
Nichtmathematikern gefordert und genutzt wird.

Ich erzihle diese Mercatorgeschichte aber nicht nur, um zu beweisen, dag
Mathematik schon vor 400 Jahren niitzlich war, sondern auch, weil mich
Industriemathematiker der Thyssen Stahl AG darauf aufmerksam machten, dag sie
bei der Vermessung der Steindicken von Stahlkonvertern wihrend des Gebrauchs
auf dhnliche Probleme stieBen wie seinerzeit Mercator. Dabei miissen aus Laser-
Abstandsmessungen Landkarten der Konverterinnenwand erstellt werden - jetzt
naturlich on-line und mit hoher Prazision.

Das Beispiel - in seinen beiden Versionen - demonstriert die Niitzlichkeit der Mathe-
matik, ihre Fahigkeit, in technisch ganz verschiedenen Aufgabenstellungen
gemeinsame Strukturen zu erkennen und so Innovation durch Ideentransfer zu
bewirken. Es zeigt weniger, inwiefern die Qualitit des Rohstoffs die Qualitit der
Modelle beeinfluft. Um dies zu verdeutlichen, wihle ich noch ein Beispiel aus
unserer eigenen Praxis, das eher den Bereich der computer aided quality control
(CAQ) zuzurechnen ist und das ich in seinem ersten Teil schon mehrfach
beschrieben habe. Genauer: Es geht um die Beurteilung von Kunststoffgeweben,
von sogenannten "Vliesen". Ein Vlies ist ein unregelmiBiges Gewebe von
miteinander verklebten Kunst-stoffiden. Die Qualitit des Vlieses wird durch seine
Gleichformigkeit bestimmt; Wolken und Strihnen vermindern die Qualitit.

Das praktische Problem, das uns gestellt wurde, bestand darin, ein objektives Maf
far die Vliesqualitit zu finden. In einem ersten Schritt - erfolgreiche
Industriekooperationen haben immer mehrere Schritte - ging es deshalb darum,
einen Abstand zur Gleichformigkeit zu finden, der die Qualititsmerkmale
modelliert.

Ein Vlies ist durch Grauwerte von Bildelementen, von pixel, beschrieben; diesen
pixel, ca. N=6000 kleinen Rasterpunkten pro Vliesmeter, werden also positive
Zahlwerte u,,...u, zugeordnet, die wir uns auch als Absorption von Licht beim
Durchgang durch das Vlies vorstellen kénnen. Da uns nur Anderungen, nicht die
absolute Lichtstédrke interessieren, konnen wir normieren:

N
p=(,opy) eRY 20 furi=1,..,N und 3y, =1



Absolute Gleichformigkeit bedeutet dann natiirlich ;ft] =.= ,u v d.h, ,&,. =1—:{— far alle i

Es geht also darum, zu gegebenem Vlies u einen Abstand d(u,[t) zur
Gleichformigkeit ,uz(ir—,,%) so zu definieren, daf das, was fur die Qualitit

wesentlich ist, also Wolken und Striahnen, entsprechend gewertet wird.
Da g €R" ein N-dimensionaler Vektor ist, wird die erste Idee des Mathematikers

vielleicht der euklidische Abstand sein:

o (mit)= 5, -i2)

Die erste Idee des (statistischen) Physikers, der Gleichféormigkeit mit Entropie

zusammenbringt, wird vielleicht die relative Entropie von u bzgl. ,u sein:

N N
ATEIES Y a9 NN

i=l i=1

Aber was in der Thermodynamik erwiinscht ist, ist hier in beiden Fillen gleich
schlecht: Ordne ich die pixel anders an, so dndert sich dieser Abstand nicht;
praktisch heift das: Ein grofes "Loch" (eine Wolke) wiegt so viel wie viele kleine
Locher - und das stimmt nun bei der Qualitdtsbewertung sicher nicht.

Basteln wir also unser Modell, indem wir die Groe von Wolken messen. Stellen wir

uns der Einfachheit halber ein "eindimensionales” Vlies vor, in dem die pixel
nacheinander angeordnet sind. Ein Loch ist dann ein Abschnitt Ha>Heg,s--» Hg, wobei

M, —% fur alle @< j<p positives (helle Wolke) oder negatives Vorzeichen (dunkle

Wolke) hat.
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als "Volumen" der Wolke bezeichnen wir dann

i(u.— —51.)

j=a

und das Volumen der grifiten Wolke ist dann

D(,u,ft) = max .

I<agf<N

é(”j _‘&J)

(Wir konnen hier iiber alle & und f maximieren, ohne auf das Vorzeichen von

M, —fi ; 2zu achten - uberschreiten wir eine Wolkengrenze, so wird wegen des

i(“; _‘&j)

j=a

Vorzeichenwechsels die Summe automatisch kleiner und beim

Maximum nicht mehr beriicksichtigt.) Dieses "Wolkenvolumen" existiert in der
Mathematik schon: Unter dem Namen "Diskrepanz” wurde es von Hermann Weyl in
einer berithmten Arbeit "Uber die Gleichverteilung von Zahlen modulo 1" eingefiihrt.
Diese Diskrepanz hat eine bewegte Geschichte hinter sich - sie spielt z.B. in dem
Buch "Random Number Generation and Quasi-Monte-Carlo Methods" des Wiener
Mathematikers Niederreiter in der SIAM-Reihe (1992) die entscheidende Rolle; man
kann daraus viele Anregungen gewinnen. Ein Aspekt wurde aber von den
Zahlentheoretikern nicht beachtet: Eine schnelle (on-line) Berechnung der
Diskrepanz fiir groBes N. Eine einfache, aber fiir uns nicht so einfach zu findende
Losung ist (G. Rote): Mit

univ.-Bibl,
«alserslautert



ist

D(,u,,&) = max (X, - X,) = max X, - min X .

1<i, j<N 1<i<N 1<j<N

Dies funktioniert ausgezeichnet - auf dem Bildschirm der Firma erschien, iiber der
Zeit abgetragen, die Diskrepanz der untersuchten Vliesmeter - mit steigender
Diskrepanz verschlechtert sich die Qualitit, so daf nach ca. 1200 m eine Reinigung
der Anlage vorgenommen wird.

Diskrepanz als zeitlich verinderliche Qualitiit des Vlieses

Man kann natirlich noch andere Abstinde in Betracht ziehen: z.B. ergeben sich
solche aus den verschiedenen Metriken von Wahrscheinlichkeitsriumen. Sie sind
z.T. auch brauchbar, stellen wiederum numerische Probleme, verbessern aber
letztendlich das Modell nicht.

Doch wie gesagt: Ein gelostes Problem in der Industriemathematik ist selten ganz
gelost; die Wiinsche steigen mit dem Erreichten. "Kénnen wir nicht Wolkigkeit und
Strdhnigkeit getrennt bewerten?" Unser Abstand beriicksichtigte eher die Wolken,
Strahnigkeit war nicht gentigend erfagt.

Um dies zu verbessern, versuchten wir, diese Strihnen durch geeignete
Bildverarbeitungsprozesse besser herauszuarbeiten.
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In diesem Bereich gibt es eine Reihe ganz neuer mathematischer Ideen, die noch
keinen Eingang in die "normale” Bildverarbeitung gefunden haben - ein noch nicht
genutzter Rohstoff, der aber sicher nitzlich ist. Ich will eine Idee hier kurz
beschreiben, die in ihren Grundziigen von P.L. Lions und J.M. Morel in Paris
Dauphine entwickelt wurde; in einer Doktorarbeit von J. Weickert in Kaiserslautern
wird diese Idee variiert, auf das vorliegende Problem angewandt und numerisch
realisiert. Es geht um nichtlineare Diffusionsfilter. Wir nutzen dazu die kontinuier-
liche Beschreibung:

Ist u(x,y) der Grauwert des Bildes am Ort (x, y), so bedeutet Bildverarbeitung eine

stufenweise Verdnderung dieses Grauwertes
u(x,y) - u(t,x,y),

wobei t der die Verdnderung beschreibende Parameter ist (u(O,-) = 13). Durch diese

Veranderung sollen Stéorungen beseitigt, das Bild kontrastreicher gemacht (z.B.
Kanten verstirkt) werden.

Eine alte Idee ist es, die Diffusion zur Beseitigung des Rauschens, also
hochfrequente Storungen, zu benutzen: u(f,-) ist dann Losung des Anfangswert-

problems
u, = div(Dgradu), u(0,) = u.

Mit wachsendem t nimmt die Variation von u ab: Es verschwinden die kleinen

hochfrequenten Stéorungen, nach und nach werden aber auch die "echten” Effekte

gedampft und verschwinden fiir 1 > . Man muf also den Prozef rechtzeitig

stoppen.

Will man Kanten oder Strahnen linger erhalten, muff man die Diffusivitit von der

lokalen Bildsituation abhdngig machen. Die urspriingliche Idee von Malic und

Perona war:

Ist die Diffusivitit langs der Kante relativ groff, dagegen tber die Kante hinweg,

senkrecht zu ihr, klein, so bleibt im Prozef die Kante erhalten, wihrend Effekte

seitlich von ihr gedampft werden.

Kanten sind Kurven, lings denen |Vu| gro8 ist, wihrend die Richtung von Vu dort

senkrecht zur Kante ist.

Fuhrt man ein lokales Koordinatensystem ein, indem man £ in Richtung V& und
n in Richtung der Tangente wahlt, so kann man die Diffusionsgleichung (mit D=1)

auch in der Form
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schreiben. Eine extreme Realisierung der Idee von Malic und Perona ist es nun, in
& -Richtung keine Diffusion anzunehmen und man erhalt

rechnet man dies auf das urspriingliche Koordinatensystem zuriick, so erhilt man

u, = || V|- curv(u) = |Vau|div ["g—:”]

die sogenannte "mean curvature" Gleichung, die in vielen physikalischen und
technischen Prozessen eine Rolle spielt. Hier kann man Ideen austauschen:
Innovation durch Ideentransfer, der dadurch ermdaglicht wird, daf die
mathematische Struktur des Modells die Ahnlichkeit der Problemstellung
verdeutlicht.

P.L. Lions hat aus Axiomen der Bildverarbeitung eine "Fundamentalgleichung"
hergeleitet, die sehr dhnlich zur mean curvature Gleichung ist:

u = “‘K?’u”curv(u)13

Eine Bildverarbeitung, die dieser Evolution folgt, erfiillt eine Reihe von natiirlichen
Forderungen (Axiomen), die man an solche Prozesse stellen kann. Diese Gleichung
ist "morphologisch” und affin invariant und gut geeignet zur Mustererkennung.

Eines der Axiome ist, das Kontraste im Prozefi nicht verstirkt werden sollen (weil
das Bild dadurch verfalscht werden kann). Zur Herausarbeitung gewisser Effekte,
etwa der Stridhnen, ist aber Kontrastverstirkung durchaus erwiinscht. Fiir diesen
Fall liegt eine andere Abdnderung der Diffusionsgleichung nahe, die sogenannte

"anisotrope Diffusion”
u, =div(D(Vu,) gradu).

Hier wird die Diffusion naturgemidf zum Diffusionstensor, durch den die
Diffusivitit richtungsabhingig gemacht werden kann. u, ist eine "vorgeglittete"

Version von u, die notwendig ist, um ein zu "nervéses” Verhalten am Anfang zu
verhindern. Wahlt man Eigenvektoren des Tensors in Richtung Vu, und (Vura)l und
die zugehdrigen Eigenwerte unterschiedlich (klein in Richtung Vu_, falls eine Kante
vorliegt, d.h. falls |Vu,| grog ist), so ergibt sich eine Evolution, die zwar nicht
morphologisch und nicht affin invariant, dafiir aber kontrastverstirkend und
grauwerterhaltend und deshalb fur unsere Zwecke besser geeignet ist. (Einzelheiten
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in J. Weickert: Scale Space Properties of Nonlinear Diffusion Filtering with a
Diffusion Tensor, Berichte der AGTM 110, 1994.)

Natiirlich ergeben sich viele theoretische Fragestellungen in Zusammenhang mit
diesen nichtlinearen Diffusionen, die ja nicht einmal mehr quasilinear sind, Fragen
z.B. nach dem Maximumprinzip, dem Verhalten fiir # — o usw. Vor allem aber sind
die auf diesen Ansitzen basierenden Verfahren recht erfolgreich, jedenfalls besser
als alles andere auf dem Markt befindliche.

Vlies-Darstellung

Wir verwenden sie nicht nur zur Vliesbewertung, sondern auch zur Klassifizierung
von Holzfurnieren, eine besonders reizvolle Aufgabe, da sie von Bildverarbeitung

iiber das mathematische Modellieren des Baumwachstums

Holzfumiere
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bis zu lernenden Systemen sehr verschiedene mathematische Aspekte umfagt.

Abschliefend zu diesen Beispielen méchte ich erwiahnen, dag ich uberzeugt bin, im
Bereich der Qualitatskontrolle und -bewertung, die eine immer grofere industrielle
Bedeutung gewinnen, ungeheuer viele und interessante mathematische Aufgaben
liegen und ich glaube, es wire von Vorteil fiir die Industrie und fiir die Mathematik,
wenn wir dieses Feld nicht ausschlieflich den Kollegen der Informatik tiberlassen
wurden.

Ich hoffe, dag ich Sie davon tiberzeugen konnte, daf Mathematik ein wertvoller
Rohstofl, eine 6konomisch niitzliche Technologie sein kann.

Aber ist sie es auch wirklich? Wieso dann diese haufig anzutreffende 6ffentliche
Einschitzung der Mathematik als Wissenschaft im Elfenbeinturm?

Meine These ist, daf es zwei Mathematikwelten gibt, die recht unabhingig
voneinander existieren, "The culture and the values of mathematics in business,
industry and government differ radically from those of academia" beginnt der SIAM-
report und definiert damit gleich zu Beginn diese beiden Welten: Die Mathematik in
der Industrie und die Mathematik an den Universititen. Diese erstgenannte Welt ist
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anders, ganz anders - aber sie ist auch eine Mathematikwelt und sie ist jene, die
den 6konomischen Nutzen der Mathematik fast alleine produziert; sie ist der
"Alleinverdiener”. Die zweite Welt, jene an den Hochschulen, die ja auch die
mathematischen Gesellschaften mit tiber 90% der Mitglieder bestimmt (und der ich
ja auch angehore!), ist weitgehend in sich abgeschlossen. Sie bestimmt, was gute
und schlechte Mathematik ist - nach "innerweltlichen" Grundsatzen, sie hat einen
"Alleinvertre-tungsanspruch”. Da Industriemathematik nicht immer diesen Kriterien
genuigen kann, wird sie oft nicht als Mathematik wahrgenommen. Ich zitiere
nochmals den SIAM-report:
"A harsh reality is the lack of a market niche for mathematics outside of academia
. Mathematics is seldom the dominant technical discipline. Demonstrating
relevance is a key to survival outside of academia.” Der Industriemathematiker ist
also nicht geborgen in mathematischen Fachbereichen, in denen die Forschung
ihren eigenen Gesetzen folgen kann - er muf beweisen, daf "Mathematik etwas
bringt". Deshalb sieht man sich auch vor andere Probleme gestellt: "Good problems
need not to be elegant, new or well posed - just necessary to corporate welfare." Und
man benétigt auch andere Talente: Die Fahigkeit zur Teamarbeit, zur
Verstidndigung mit Nichtmathematikern, ein breitgestreutes wissenschaftliches
Intesse, Kritikfihigkeit. Man muf erkennen, wo Mathematik eine Chance bietet -
man braucht Problemfindungskompetenz, nicht nur Problemlésungskompetenz,
wie sie Schule und Hochschule ausschlieflich anstreben.
Da bleibt oft nicht viel Zeit, jene zweite Welt zu beobachten, die ihrerseits zumindest
in der Vergangenheit nicht sehr viel Interesse an der ersten Welt zeigte. So entstand
die Trennung - der Fieldsmedaillist Bombieri spricht allgemeiner von einer
Trennung von Wissen und Gesellschaft, die frither nicht existierte und heute
uberwunden werden mug.
Was ist zu tun, um jene schidliche Trennung zu tiberwinden, um die beiden Welten
besser zu koppeln?
Zuerst eine Warmung, die ich, wieder einmal, von Felix Klein, borge, der 1906 in
einem Vortrag "Wissenschaft und Technik" sagte: "Der grofite Feind, der richtigen
Bestrebungen erwichst, ist nicht &uBerer Widerstand, sondern Ubertreibung. Noch
andere, noch wichtigere Vorbedingungen fiir das Gedeihen der Technik gibt es als
die Verbindung mit der Wissenschaft. Das sind die allgemeinen intellektuellen und
ethischen Qualititen: der technische Instinkt, der Unternehmungsgeist, die
Beharrlichkeit; auch die Organisation der Arbeit spielt eine wichtige Rolle. Und
ebenso hat die Wissenschaft ihre stirksten Wurzeln fiir sich: den unbedingten Trieb
zur Erforschung der Wahrheit, woran sich die Unbestechlichkeit des Urteils
schlieft, die Freude am geordneten Denken, die Griindlichkeit und auch wohl eine
gewisse Langsamkeit. Werden die beiden Gebiete in gedeihliche Wechselwirkung
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treten? Es gelingt nicht immer. Aber wo sich die geeigneten Krifte zusammenfinden,
da entsteht neues, nach beiden seiten forderliches Leben. Fiir die Wissenschaft
kommt hier nicht nur der wichtige Impuls in Betracht, der sich aus dem
Herankommen neuer Hilfskrifte ergibt, sondemn ganz wesentlich auch die
Befruchtung mit neuen, fremder Erfahrung entstammenden Ideen. Die technischen
Betriebe aber werden durch erfolgreichen Kontakt mit der Wissenschaft auf eine
hohere Stufe der Leistungsfihigkeit emporgehoben, zum Teil uberhaupt erst
ermoglicht.”

Also: Koppeln heifit nicht verschmelzen, jede Welt muf ihre Stirken bewahren.
Aber es heiit: Zusammenarbeiten, einander respektieren, aufeinander héren.

Was kann man tun, um diese Kopplung zu verbessern? Auch dazu macht Prof.
Weule in seinem Brief eine interesante Aussage: "Voraussetzung fiir einen breiteren
Einsatz mathematischer Methoden in der Industrie ist aus meiner Sicht, daf sich
die Hochschulen zunehmend in ihrer Arbeit auf industrielle Belange konzentrieren
und daf3 andererseits die Industrie den Dialog mit der Wissenschaft verstarkt
sucht. Letzteres wird dadurch erschwert, daf Ingenieure in ihrer mathematischen
Aus-bildung nur wenig dariiber erfahren, wie durch Einsatz mathematischer
Methoden reale Probleme gelost werden konnen. Dies erkennen die Ingenieure erst
im spateren Verlauf der Ausbildung - meistens zu spét. So ist es mir ergangen und
nach vielen Kontakten mit jungen Ingenieuren habe ich den Eindruck gewonnen,
daf es heute in grofem Umfang auch noch so ist. Ich begriiBe es daher
auBerordentlich, dag Sie sich mit diesem Themenkreis auseinandersetzen und
wiinsche Ihnen fiir die anstehenden Veranderungsprozesse viel Erfolg.” In der Tat
ist es fiir die Mathematik sehr forderlich, wenn die mathematische Ausbildung von
Ingenieuren nicht als notwendiges Ubel, sondern als eine wichtige Aufgabe gesehen
wird und wenn sich nicht gerade die besten ihres Faches dieser Aufgabe entziehen.
Wir miissen auch den mathematischen Nachwuchs, der ja in seiner iiberwiegenden
Zahl in die Welt der Industriemathematik eintreten wird, darauf vorbereiten: und
dies bedeutet, daf wir ihn auch zur Interdisziplinaritit, zur Sprachfihigkeit, zum
Interesse fiir andere Wissenschaften wie Technik und Informatik erziehen miissen,
ohne dabei die Entwicklung des Rohstoffs Mathematik zu vernachldssigen. Ich
glaube, daf dabei neue Unterrichtsformen wie z.B. sogenannte Modellierungs-
seminare hilfreich sein kénnen: Die Studenten lernen in interdisziplindren Teams
die Erstellung von mathematischen Modellen zu realistischen Aufgabenstellungen,
ihre Auswertung mittels Computer und die Interpretation der Ergebnisse.
Interessante Probleme findet man, indem man sich in der Welt der Industrie-
mathematik umsieht; man muf nur seine "Nische" in der Universitit verlassen und
sich in die Welt der Praxis hinausbegeben: Es ist meine Erfahrung, daf man dort
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meist freundlich und neugierig aufgenommen wird und dag man buchstiblich fast
uberall interessante mathematische Probleme findet. Voraussetzung dafiir ist
Offenheit, die Bereitschaft, die Kriterien dieser Welt zunichst anzunehmen. Es ist
zu hoffen, dag sich die Tagungen der mathematischen Gesellschaften mehr und
mehr fir diese erste Welt 6ffnen und dag die Hochschulmathematiker dann die
Gelegenheit zum Kennenlernen besser nutzen als etwa auf der DMV-Tagung in
Duisburg.

Am 26. September 1894, vor fast genau 100 Jahren, hielt Felix Klein auf der
Naturforschertagung einen ebenfalls popularwissenschaftlich orientierten Vortrag.
Er sagte: "Wir empfinden, daf unter dem Einflusse der modemen Entwicklung
unsere fortschreitende Wissenschaft je ldnger je mehr Gefahr lauft, sich zu isolieren
... . Hier liegt eine grofe, tiaglich wechselnde Gefahr. Dem wollen wir Mitglieder der
mathematischen Vereinigung nach Kriften entgegenwirken.” Und an die
Naturforscher gewandt, fagte er hinzu: "Wir winschen von Thnen in personlichem
Verkehr zu lernen, wie sich der wissenschaftliche Gedanke in Thren Disziplinen
entwickelt, und wo dementsprechend der Ansatzpunkt fir das Eingreifen des
Mathematikers gegeben sein mag. Wir wianschen umgekehrt, von Threr Seite fir
unsere Auffassungen und Bestrebungen einiges Interesse und Verstindnis zu
finden."

So groff die Fortschritte der Mathematik im letzten Jahrhundert waren - ihre
Beziehung zur AuBenwelt, zur Praxis scheint sich kaum verbessert zu haben.
Dazwischen gab es allerdings - unter dem Einfluf Felix Kleins - ein Hoch zu Beginn
dieses Jahrhunderts. Dasselbe miissen wir heute - ohne die Hilfe einer
Persdnlichkeit wie Felix Klein - in gemeinsamer Anstrengung wieder erreichen: Nur
so verschaffen wir der Mathematik die Bedeutung, die ihr wirklich zukommt, als
eine wunderbare und gerade deshalb auch niitzliche Wissenschaft.
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Mathematik und Computersimulation:

Modelle, Algorithmen, Bilder

Helmut Neunzert

Universitat Kaiserslautern, Germany

Einleitung

Mathematik ist nicht jene abstrakte, weltabgewandte Wissenschaft, fiir die viele sie
halten — sie war es auch nie. "Mathematik ist nicht trocken, sondern voller Phan-
tasie, nicht langweilig, sondern voller Schonheit, logisch, aber dennoch von unge-
heurer Kreativitat, uralt, aber voll neuer Ideen. Mathematik ist wie das Spiel, wie
die Kunst ein Bestandteil, ja vielleicht sogar ein besonders sensibler Reprasentant
der Kultur und nicht zuletzt ein unersetzliches Hilfsmittel der Naturwissenschaften,
der Technik, der Wirtschaft. Mathematik ist Werkzeug und Spiel und notwendiger-
weise beides. Mathematik liefert auch oft genug einen Anreiz, zu philosophieren,
zur rationalen Reflexion in einem irrationalen Hin und Her zwischen Fortschritts-
glaubigkeit und Fortschrittsfeindlichkeit!” (H. Neunzert, B. Rosenberger: Schliissel
zur Mathematik, ECON 1991, S. 5).

In diesem Aufsatz geht es uns um eine neue Rolle, die die Mathematik als Werkzeug
zur Losung auBermathematischer Probleme heute spielt — vor allem, weil ihr selbst
ein neues Werkzeug, der Computer, erwachsen ist. Aber auch deshalb, weil sie, durch
Aufgabe und Lésungsmethode getrieben, sich dem Dialog und der Zusammenarbeit
mit anderen Disziplinen neu 6ffnet. Es ist, wie bei vielen Wissenschaften, so auch bei
der Mathematik zu beobachten, dal ”die verschiedenen Fachsprachen fiireinander
wieder verstandlich werden — man hért aufeinander und man versteht einander. Die

Disziplinen verlassen ihre babylonischen Elfenbeintiirme und breiten ihre Probleme
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und Ideen voreinander aus” (H. Neunzert: Von der neuen Rolle der Mathematik,

erscheint in GAMM-Mitteilungen, Heft 2, 1994).

Der Mathematiker, im Team mit Naturwissenschaftlern, Ingenieuren und Informa-
tikern, mit Hilfe des Computers an der Lésung technischer, 6konomischer und &ko-
logischer Probleme arbeitend - wie ist diese neue Aufgabe moglich geworden? Es
gibt seit wenigen Jahren zwei kraftige Strémungen in der angewandten Mathematik,
die unter dem Namen "Mathematical Modelling” und ”Scientific Computing” (die
deutschen Bezeichnungen "Mathematische Modellierung” und ”Wissenschaftliches
Rechnen” haben irrefiihrende Konotationen) figurieren. Dies sind Arbeitsvorgange
bei der Erstellung einer Computersimulation, die reale Prozesse unter Vernachlissi-
gung unwesentlich erachteter Aspekte im Computer nachspielt. Dabei taucht an
zwei Stellen der Begriff "Bild” auf: Einmal mufl der reale ProzeB in Mathematik
abgebildet werden (das ist der Modellierungsschritt), um dann mittels Algorithmen
im Rechner simuliert werden zu konnen; zum anderen produziert der Computer
primédr nur Zahlen- oder Symbolkolonnen, die in reale Bilder zuriickiibersetzt wer-
den missen, da diese fiir den Menschen viel leichter faBbar sind. Man nennt diesen
Proze ”Visualisierung” — ein drittes Schlagwort moderner angewandter Mathema-
tik. Letztendlich wird so die reale Welt in eine virtuelle Bilderwelt verwandelt, wobei
ein "Zweckfilter” eingebaut ist: Die virtuelle Welt zeigt nur, was fiir die Erreichung

eines vorher definierten Zweckes wichtig ist.

Ich will im folgenden auf die drei Schritte - Modelling, Scientific Computing und
Visualisierung - naher eingehen und diskutieren, wie sie und die Mathematik sich
gegenseitig beeinflussen. Dabei nutze ich hauptsichlich ein praktisches Beispiel mei-
ner eigenen Erfahrung: Beim Wiedereintritt von Raumfahrzeugen (Fahren oder
Kapseln) in die Erdatmosphare spielt die Erwirmung der Fahrzeugoberfliche eine
grofle Rolle; sie hangt natiirlich von der Form des Fahrzeugs und seiner Oberflachen-
beschaffenheit sowie von Fahrtgeschwindigkeit und Luftdichte ab. Um die Gestal-
tungsmoglichkeiten optimal zu nutzen, braucht man genauere Kenntnisse iiber diese

Abhéngigkeit, und es ist ein Charakteristikum der Raumfahrttechnik, daB man diese



nur in sehr geringem Umfang aus Realexperimenten gewinnen kann; die in Wirklich-
keit auftretenden Geschwindigkeiten und Temperaturen sind im Windkanal kaum
reproduzierbar. Deswegen ist man hier in besonderem Mafe auf eine Computersimu-
lation angewiesen - ihre Zuverlassigkeit kann lebensentscheidend sein. Das Modellie-
ren der Atmosphire in gréfleren Hohen (um 100 km), die Berechnung der wichtigen
Daten und die Visualisierung der Strémung konnen in diesem Aufsatz zwar nur

angedeutet werden, scheinen mir aber doch zur Illustrierung der Konzepte geeignet.

Modelle

Was versteht man unter "mathematischer Modllierung”? Im neuesten Brockhaus
findet man eine Beschreibung der mathematischen Modelltheorie, die wenig mit
unserem Begriff zu tun hat und dann, als "naturwissenschaftliches Modell”: "Ein
Abbild der Natur unter Hervorhebung fiir wesentlich erachteter Eigenschaften und
AuBlerachtlassen als nebensiachlich angesehener Aspekte. Ein Modell in diesem Sinn
ist ein Mittel zur Beschreibung der erfahrenen Realitat, zur Bildung von Begriffen der
Wirklichkeit und Grundlage von Voraussagen iber kiinftiges Verhalten des erfafiten
Erfahrungsbereiches.”

Sehr klar beschreibt es Heinrich Hertz 1897 in der Einleitung seiner ”Prinzipien der
Mechanik”: "Es ist die ndchste und in gewissem Sinne wichtigste Aufgabe unserer
bewuBten Naturerkenntnis, dafl sie uns befihige, zukiinftige Erfahrungen voraus-
zusehen, um nach dieser Voraussicht unser gegenwértiges Handeln einrichten zu
koénnen. Als Grundlage fiir die Losung jener Aufgabe der Erkenntnis benutzen wir
unter allen Umstanden vorangegangene Erfahrungen, gewonnen durch zufillige Be-
obachtungen oder durch absichtlichen Versuch. Das Verfahren aber, dessen wir uns
zur Ableitung des Zukiinftigen aus dem Vergangenen und damit zur Erlangung der
erstrebten Voraussicht stets bedienen, ist dieses: Wir machen uns innere Scheinbil-
der oder Symbole der dufieren Gegenstiande, und zwar machen wir sie von solcher
Art, daB die denknotwendigen Folgen der Bilder stets wieder die Bilder seien von den

naturnotwendigen Folgen der abgebildeten Gegenstande”. Selbstverstandlich kann



diese Konzeption philosophisch hinterfragt werden - eine recht moderne, neuro-
physiologisch beeinfluBbare Interpretation bietet z.B. der radikale Konstruktivismus
(siehe z.B. H.R. Maturana, F.J. Varela: Der Baum der Erkenntnis, Goldmann 1990).
Statt dessen sehen wir uns noch die Regeln fiir die Erstellung dieser inneren Bilder
an, wie Hertz sie selbst aufstellte. Eine Regel steht schon in dem Einfithrungstext:
Was aus den Bildern geschlossen werden kann, mufl der Wirklichkeit entsprechen —
Hertz nennt das: Die Modelle miissen "richtig” sein. Auflerdem miissen die Modelle
in sich widerspruchsfrei oder "logisch zulassig” sein. SchlieBlich kann es verschiedene
richtige und logisch zuldssige Bilder derselben Realitit geben — Modelle sind nicht
eindeutig. Unter mehreren zulissigen und richtigen Bildern wihle man, so Hertz,
das sparsamste, jenes also, das die gewiinschten Vorhersagen mit dem geringsten
Aufwand leistet.

Wo bleibt da die Mathematik? Ganz einfach: Sie ist der Rohstoff dieser Mo-
delle, das, woraus diese Bilder gemacht sind. Modelle sind am Ende mathematische
Strukturen, Gleichungen, Relationen etc. Fiir den mathematischen Modellierer ist
Mathematik das, was nach meiner Vorstellung Bronze, Stein, Holz etc. fiir den Bild-
hauer ist. Man kann sich das auch so vorstellen, daB der (reine) Mathematiker einen
Vorrat moglicher Muster produziert und der angewandte Mathematiker, der Model-
lierer, versucht, das einer gegebenen Realitdt am besten entsprechende Muster zu
finden. Je reicher, gestaltbarer der Rohstoff, desto besser das Modell - wer keinen
Vorrat an Mathematik hat, kann keine guten Bilder machen. Und der menschliche
Geist ist unglaublich erfinderisch, was neue Ordnungsmuster anbelangt: Mathematik
wird erfunden, geschaffen, nicht entdeckt.

Modellieren, ich wiederhole, ist das Finden passender Beziehungen fiir betrachtete
Objekte, wobei man natiirlich abstrahiert, von dem fiir die Vorhersage unwesent-
lichen absieht. Logisch zulassig sind die Modelle, wenn ihre Mathematik in sich
stimmig ist, z.B. wenn die Gleichungen wirklich Losungen besitzen, die eindeutig
sind etc. Die "Richtigkeit” ist natiirlich keine innermathematische Frage: Man muf
Konsequenzen aus dem Modell ziehen, Lésungen berechnen und mit der Beobach-

tung, dem Experiment vergleichen. Dies ist Modellvalidierung -~ Modelle hingen



immer von irgendwelchen Daten, Parametern ab und die Validierung erfolgt fiir ei-
nige Parameterwerte, fiir die eben der Vergleich mit der Realitat méglich ist; die
Vorhersage besteht dann in der Nutzung des Modells fiir andere, nicht validierte
Werte.

Selbstverstindlich beschreibt, was ich hier Modellbildung und Validierung nenne, die
Arbeitsweise der ganzen abendlindischen Wissenschaft. Man "entdeckt” die New-
tonschen Gesetze anhand einiger Beobachtungen (z.B. dem Fallen eines Apfels),
erprobt sie an anderen Beobachtungen (z.B. der Bewegung von Himmelskdrpern)
und wendet sie dann zur Vorhersage an (z.B. der Bahn der Sonde "Voyager”). Die
Kunst dabei ist natiirlich, die richtigen Begriffe und Beziehungen zwischen ihnen zu
finden (”"Beschleunigung”, ”Kraft”, "proportional”, "trige = schwer”) - und es ist
eine Kunst, diese Modelle auszuwerten, die Gleichungen zu 16sen.

Boltzmann z.B. — wir kommen zu unserem Illustrationsbeispiel — entdeckte um 1870,
daB man sich ein Gas wie ein riesiges dreidimensionales Poolbillard vorstellen kann
~ bis zu 10%® Billardkugeln (= Molekiile) pro Kubikmeter laufen zwischen Zusam-
menstéBen untereinander und mit den Winden (z.B. mit der aufleren Hiille eines
Raumfahrzeugs) geradlinig hin und her, wobei z.B. ihre Impulsabgabe beim Auf-
treffen auf die Wiande fiir den Gasdruck verantwortlich ist und die Abweichung ihrer
Einzelgeschwindigkeiten von einer mittleren Geschwindigkeit fiir die Temperatur.
Aus dieser Vorstellung 1Bt sich eine Gleichung - die Boltzmanngleichung - her-
leiten, die die zeitliche Entwicklung aller wichtigen GréBen eines ”diinnen” Gases
(Dichte, Strémungsgeschwindigkeit, Temperatur) beschreibt. Sie ist dufierst kom-
plex und 1aBt sich nur fiir einfache Gegebenheiten 16sen und mit der Wirklichkeit
vergleichen. Fiir interessante Probleme, z.B. der Umstromung eines Raumfahrzeugs
in ca. 100 km Hohe (dort ist das Gas diinn genug) lieB sich dieses Modell bis vor
kurzem nicht auswerten; eine Vorhersage des Einflusses der Fahrzeugform auf die

Erwarmung der Oberfliche war vor 10 Jahren noch nicht méglich.



Algorithmen und Computer

Wir sind jetzt bei der Frage angelangt, warum Modellieren heute neu in Mode ge-
kommen ist, warum sich die Mathematik dieser Sachen verstarkt annimmt. Modelle,
schon immer von mathematisch gebildeten Naturwissenschaftlern, Ingenieuren oder
Okonomen entwickelt, waren hiufig einer Nutzung nicht zuginglich, weil ihre Vali-
dierung und ihre Auswertung zum Zwecke der Vorhersage zu komplex war. Hier hat
nun der Computer eine vollstindige Wende gebracht — mit ihm ist ein Hilfsmittel
entstanden, das die Zuverlassigkeit und den Anwendungsbereich dieser wissenschaft-
lichen Methode ungeheuer erweitert. Sie heifit deshalb auch ”scientific computing”
und bedeutet die Auswertung mathematischer Modelle mit Hilfe des Computers.
Natiirlich: Modelle wurden auch schon in der Vergangenheit zum Zwecke einer Vor-
hersage ausgewertet, wobei meist eine Naherungslosung geniigt. Wenn man etwa zu
biblischen Zeiten wissen wollte, wie lang der Zaun um ein in etwa kreisformiges Wei-
defeld des Durchmessers d sein mufite (auch das ist ja Vorhersage!), so multiplizierte
man d mit 3 (das steht so im Alten Testament); in Indien etwa zur gleichen Zeit
benutzte man % statt 3 (was den biblischen Fehler bei d = 100 m von ca. 14 m
auf ca. 12 cm reduzierte, eine gewi mehr als zufriedenstellende Genauigkeit). Heute
wei} jedes Kind, daBl der Faktor 7 ist und findet ihn in Tabellen und in seinem PC -
allerdings hat kaum jemand eine Ahnung davon, wie der PC auf = = 3.141592653....
kommt. In der Tat stecken ungeheure Mithen iiber Jahrhunderte in dem ProzeB, der
es heute erlaubt, mit Hilfe von Superrechnern 7 mit einer Genauigkeit von tiber 500
Millionen Dezimalstellen zu berechnen (wobei hier weniger das Interesse des Hirten,
sondern die Frage nach verborgener Gesetzmafligkeit einer solchen "transzendenten
Zahl” die Motivation liefert). In diesem Beispiel ist das mathematische Modell der
Kreis und die Auswertung des Modells steckt in der approximativen Berechnung
von 7. )

Die Physik hat im Laufe ihrer Geschichte unzihlige und viel komplexere Modelle ent-
wickelt. Da es ihr meist um das "Verstehen”, das Erfassen von Naturgesetzen ging,
konnte sie sich oft auf einfache geometrische Konfigurationen, auf fiir das Verstand-

nis besonders niitzliche Sonderfalle, beschranken: Die Modelle kénnen dadurch oft



vereinfacht und "per Hand” ausgewertet werden. So kann man z.B. die Entziindung
einer Flamme ”verstehen”, indem man diesen Prozef mit dem plétzlichen Auftreten
einer zweiten Losung einer von der Temperatur abhangigen Gleichung identifiziert.
Will man aber Naturverstindnis in technische Gestaltung verwandeln - etwa die
Ziindungsvorgange in einem Automobilmotor optimal regeln - so geniigen einfache
Spezialfille und einfache Geometrien nicht mehr: Man mufi das Modell, das Ent-
stehung, Ablauf und Ausbreitung des Ziindungsvorgangs in einem Motorzylinder
beschreibt, auswerten. Dies meinte der fiihrende deutsche Mathematiker der Jahr-
hundertwende, Felix Klein, wenn er sagte, daf Physik oft "eindimensional”, Technik
aber immer "dreidimensional” sei. Das Modellieren technischer Probleme ist oft ein-
facher, aber die Auswertung, die Berechnung der Vorhersage ist schwieriger: Man
will eben viel mehr Details wissen. Deshalb spielt das scientific computing in der
Technik und in der industriellen Entwicklung eine immer grofiere Rolle. Man simu-
liert technische Systeme, manchmal in “real time” - die Auswertung des Modells
ist so schnell, daB auf dem Bildschirm die Bilder aufeinanderfolgender Zustande des
Systems so rasch folgen wie in Wirklichkeit.

Natiirlich ist auch die Naturwissenschaft anspruchsvoller geworden, sie erwartet
mehr als qualitatives Verstindnis von den Modellen: Klimaentwicklungen werden
ebenso simuliert wie die Alterungsprozesse von Sternen. Dies ist vor allem dann
wichtig, wenn Realexperimente (wie beim Klima oder in der Astrophysik) unméglich
sind oder wenn sie (wie in der Raumfahrt die Erprobung verschiedener Fahrzeugfor-
men) zu teuer sind.

Man hat viele verschiedene Namen fiir diese Verbindung von Modellierung und Be-
rechnung geprigt: "Computational Science” oder ”"Computersimulation” oder ein-
fach, wie der russische Mathematiker A.A. Samarskii, "Computerexperiment”. Er
unterscheidet 3 Phasen dieses Experiments: Modell-Algorithmus-Programm (MAP,
vielleicht das Abbild = map der Wirklichkeit in den Computer). Algorithmen sind
Vorschriften zur (i.a.) naherungsweisen Lésung der Modelle - Programm meint die
Realisierung dieser Vorschriften, die Erstellung von software. Softwarepakete sind

letztlich auch die Instrumente dieses Experiments; sie werden oft von anderen dann



als black box, d.h. ohne genaue Kenntnis des Modells oder des Algorithmus, benutzt.
Dann verliert ein solcher Experimentator leicht die Mathematik aus den Augen und
nur, wenn etwas nicht funktioniert, z.B. das Experiment unglaubwiirdige Werte lie-
fert (oder jemand anderes mit anderen Instrumenten andere Ergebnisse erzielt),
beginnt man iber die "Richtigkeit” des Modells, die Korrektheit der Algorithmen
nachzudenken. Und neben der schon beschriebenen Mitwirkung beim Modellieren
hat der Mathematiker heute vor allem die Aufgabe, Algorithmen zu entwickeln und
nachzuweisen, dafl diese das Modell zumindest mit hinreichender Exaktheit 16sen.
Besonders bei der Implementierung dieser Algorithmen, dem P-Teil in MAP, wird
er eine Zusammenarbeit mit dem Informatiker schitzen.

Oft sind Modelle (etwa in der Klimatologie, aber auch fiir technische Systeme)
Differentialgleichungen, und oft muf man versuchen, die aus diesen Differential-
gleichungen zu errechnenden Funktionen durch endlich viele Funktionswerte an-
zunahern; dies ist Gegenstand der klassischen "analytischen Numerik”. Insbesonde-
re bei der Modellierung von Wirtschaftsprozessen, aber z.B. auch von Transport-
systemen oder bei dem Design von Computerchips ist dagegen eher die diskrete
Mathematik (Kombinatorik, Graphentheorie) gefragt. Mehr und mehr erfordert die
Auswertung von Modellen das Arbeiten mit algebraischen oder symbolischen Aus-
driicken — das sich schnell entwickelnde Feld der ”"Computeralgebra” oder, noch
allgemeiner, der "Symbolic Computation”. "Computeralgebrasysteme erlauben das
interaktive, formelmiBige Rechnen mit mathematischen Objekten, wie sie etwa in
der taglichen Arbeit eines Ingenieurs oder Physikers mit anspruchsvollem Hinter-
grund vorkommen. Im Unterschied zur numerischen Behandlung mathematischer
Sachverhalte manipuliert Computeralgebra also Zeichen und Symbole. Eine ganz
natiirliche Sache, da Computer zu allem eher geeignet sind als zum Rechnen mit
reellen Zahlen, denn eine beliebige reelle Zahl ist ja bekanntermafen ein auBeror-
dentlich kompliziertes Gebilde, wohingegen ein Symbol, etwa der Buchstabe =, ein
sehr einfach strukturiertes Objekt ist.” So beschreibt einer der deutschen Apologe-
ten der Computeralgebra, Bruno Fuchssteiner aus Paderborn, sein Fach - hier und

da etwas iiberpointierend (ich glaube doch, da8 die "tigliche” Arbeit eines Ingeni-



eurs auch mit "anspruchsvollem Hintergrund” etwas anders aussieht - z.B. bendtigt
er am Ende des Tages doch die Kenntnis, daB = = 3.1415... ist), aber insgesamt
zutreffend. ”Symbolic computation” ist Teil des "scientific computing” und so an
einer neuen Rolle der Mathematik wesentlich beteiligt (das von Bruno Buchberger
in Linz gegriindete Research Institute for Symbolic Computation = RISC hat viele
iberzeugende Beispiele).

Da ich selbst der Numerik, den Algorithmen mit Zahlen, naher stehe (und auch dieses
Gebiet insgesamt sicher noch dominiert), stammt auch mein Anschauungsmaterial
von dort. Zuriick also zu unserem Poolbillard, mit Hilfe dessen wir die Erwarmung
einer zur Erde zuriickkehrenden Raumkapsel vorhersagen wollten. Kénnen wir dieses
Spiel im Rechner nachspielen? Erste Versuche des amerikanischen Mathematikers
Stanislaw Ulam um 1940 in Los Alamos waren nicht so erfolgversprechend: Will
man wirklich berechnen, welche von den ungeheuer vielen Billardkugeln wo und
genau wie zusammenstofen, sprengt man jeden Rahmen - auch dann, wenn man
sich auf ”Hochrechnungen” mit Stichproben von ca. 1 Million Béllen beschrankt und
die Rechner der letzten Generation verwendet. Dieses Modell ist auch heute noch
zu komplex, um eine verninftige Computersimulation zu ermdglichen.

Die letzte der Hertzschen Regeln wies schon darauf hin, daB es immer mehrere "ge-
eignete” Modelle gibt und schlug vor, das sparsamste auszuwahlen. Wir miissen
also ein neues Billardspiel erfinden, das auf dem Computer leichter nachspielbar
und trotzdem "richtig” ist, d.h. das die uns interessierenden Gréfen wie Druck,
Widerstand, Auftrieb, Temperatur genau genug vorhersagt. Man darf nicht verges-
sen: Auch Boltzmann beschrieb "die Wirklichkeit” nur in einem Bild, auch wenn uns
dieses heute besonders natiirlich, ”physikalisch richtig” vorkommt (das war zu Boltz-
manns " Jugendstilzeiten” gar nicht so, viele hielten sein Poolbillard fiir ein Hirnge-
spinst — das Gefiihl fiir die Glaubwiirdigkeit dieser mathematischen Bilder dndert
sich wohl wie jenes fiir die Schonheit in der Kunst). Unser neues Bild behalt die Idee,
daB ein Zusammenstofl zweier Kugeln ein ”Paarereignis” ist, das die Geschwindig-
keiten der beiden beteiligten Kugeln adndert — es gibt die Idee des StoBles als eines

ortlichen Zusammentreffens zweier Kollisionspartner auf. Statt dessen wahlen wir



zwel nicht zu weit voneinander entfernte Kugeln nach einer bestimmten mathemati-
schen Zufallsregel (deshalb heifien solche Verfahren auch "Monte-Carlo-Verfahren™)
als Stofipaar aus und errechnen nach einer weiteren solchen Regel die Geschwindig-
keiten nach dem StoB. Diese Regeln - dies ist natiirlich entscheidend - miissen so
gewahlt werden, dafl das neue Spiel wie oben beschrieben "richtig” ist - und es ist
keineswegs einfache Mathematik, diese Regeln zu finden. Man braucht sehr viel reine,
d.h. bisher nicht angewandte Mathematik — guten Rohstoff fiir das Modell. Dieses
ist mikroskopisch gesehen anders als unser Bild von der Natur, makroskopisch aber
richtig. Und es ist 6konomischer: Es 1aBt sich auf dem Computer nachspielen, der auf
diese Weise auf die Modelle und letztlich auch auf den Rohstoff, die Mathematik,
zuriickwirkt.

Weil mir dieser Prozefi - die durch das Auswertungswerkzeug bedingte Verinderung
der Modelle weg von der ”Mikrophysik” ohne Beeintrichtigung der Makrophysik
- wichtig erscheint, will ich noch eine Analogie mit einem alltiglichen Phdnomen
erwahnen: In Europa beginnt eine spatere Partnerschaft meist mit einer (rdumlichen)
Begegnung — 1n der Schule, der Disco, beim Sport etc. Solche " Kollisionen” verandern
dann das spitere Leben der Partner; diese "mikroskopischen” Ereignisse bestimmen
letztlich die Bevolkerungsstatistik, also das "makroskopische Verhalten” der Gesell-
schaft. Nun gibt es — in anderen Teilen der Welt — auch andere Modelle: Dort wahlt
ein Heiratsvermittler nach bestimmten Regeln die Paare aus; solche ”Kollisionen”
sind also nicht mehr rdaumliche Begegnungen - die Regeln des Heiratsvermittlers
und seine (vielleicht zufélligen) Kenntnisse ersetzen diese. Ein ganz anderes Mo-
dell — demographisch aber unter Umstinden (d.h. von der Regel abhangend) nicht
von unserem europdischen unterscheidbar. Vielleicht mit geringerem Vergniigen fiir
die Einzelnen, aber moglicherweise gesellschaftspolitisch effizienter. Die Analogie zu
unserem Ersatzbillard ist hoffentlich deutlich.

Mit diesen Monte-Carlo-Verfahren sind heute auch schwierigste Strémungsprobleme
in groBeren Hohen mit vollig ausreichender Genauigkeit losbar; dabei spielen die
Verbesserung der Modelle, der Algorithmen und der Rechner zusammen - keine fiir

sich wire ausreichend. Dies bedeutet auch, daf es falsch ist, nur auf die Verbesserung
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der "kiinstlichen Intelligenz” zu hoffen und zu warten - die intensive Bemiihung der

natiirlichen ist mindestens ebenso unabdingbar.

Visualisierung

Es bleibt — nach Modellierung und Berechnung — der letzte Schritt: Ein Compu-
ter produziert Symbol- oder Zahlenreihen, insbesondere letztere oft von ungeheurer
Lange. Schlieflich hat er auch bei unserem Ersatzbillard am Ende die Orte und Ge-
schwindigkeiten von ca. einer Million Teilchen zu verschiedenen Zeiten berechnet —
wer liest und vor allem: wer deutet diese 100 Millionen Zahlen? Verwandelt man die-
se Zahlen in Bilder der Stromungsfelder (wobei z.B. die Temperatur durch Féarbung
— gelb an Orten hoher, blau an solchen niederer Temperatur - wiedergegeben wird),
so hat man die wesentliche Information oft auf "einen Blick”. Will man es dann
ganz genau wissen, kann man anhand dieses Uberblickes noch bestimmte Einzel-
heiten kontrollieren oder wenige Kennzahlen berechnen. Ohne Visualisierung sind
die Daten oft wertlos. So zeigt am Ende der Bildschirm wieder ein Bild des Raum-
fahrzeugs, wobei dessen Farbe aber nicht interessiert, sondern eben die Farben, die
die physikalisch wichtigen Gréfien charakterisieren. Stromungsbilder sind heute oft
so bunt, daB man CFD (Computational Fluid Dynamics) auch mit Coloured Fluid
Dynamics libersetzt.

Wir betreten hier ein anderes interessantes Gebiet vor, in dem die Mathematik eine
Rolle spielen kann: Wie kann man die unglaublichen Leistungen des menschlichen
Gehirns bei der Speicherung, Verarbeitung und Ordnung so ungeheurer Datenmen-
gen wie sie eigentlich in Musik und Bildern vorliegen, verstehen? Wieviel Daten
hinter diesen Dingen stecken merkt man, wenn man sie digitalisiert — das tut man
z.B. bei der Herstellung von compact discs. Digitalisierte, d.h. in Zahlenreihen ver-
wandelte Musik oder Filme sind besser handhabbar, d.h. stérunanfélliger, speicher-,
iibertrag- und transformierbar. Will man ein Portrat in einen Computer bringen (um
es zu speichern, wiederzuerkennen etc.), so mu man alle Farbwerte, Bildelement fir

Bildelement, pixel fiir pixel, abspeichern, und es ergeben sich mehrere Millionen Da-
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ten: Wie kann man den Rechner lehren, das zu tun, was wir jeden Tag ohne Miihe
vollbringen, wenn wir durch die FuBgidngerzone gehen, unter all den vielen Gesich-
tern, denen wir begegnen, das des Freundes, der sich seit unserer letzten Begegnung
doch deutlich verandert hat, wiederzuerkennen? Da mufl das "Urbild” gespeichert
sein und alle Gesichter, die wir sehen, missen in atemberaubender Geschwindigkeit
mit diesem Urbild verglichen, Ahnlichkeiten, meist Unahnlichkeiten konstatiert wer-
den. Kein herkémmlicher Computer kommt auch nur in die Ndhe der Leistungen
unseres Gehirns (dessen Neuronen zudem recht langsam arbeiten) - deshalb sind
"neuronale Netze”, primitive Nachbildungen unseres Gehirns, sehr in Mode. Auch
hier braucht man mathematische Modelle dieser neuronalen Netze und der Bildver-
arbeitungsprozesse, auch hier spielen numerische und symbolische Algorithmen eine
entscheidende Rolle. Ein sehr wichtiger Aspekt ist die Datenreduktion: Vielleicht ist
diese pixelweise Darstellung nur eine besonders ungeschickte und man findet ande-
re, viel sparsamere Modelle? Es gibt viele Ideen zur Datenreduktion, deren Erfolg
natiirlich auch von dem betrachteten Bild abhangt. Ein Ansatz hat in den letz-
ten Jahren die grofite 6ffentliche Aufmerksamkeit gefunden: Die Idee der fraktalen
Geometrie mit ihren Stichworten wie Selbstahnlichkeit, dynamische Systeme und
Chaos. Obwohl unter Mathematikern umstritten, verdient sie nach meiner Meinung
durchaus Beachtung: Immer haben Entdeckungen, daB hinter sehr komplex wirken-
den Erscheinungen verbliffend einfache Gesetze stehen, die Gemiiter bewegt. Daf
sich z.B. die vielfaltigen Bewegungen der Himmelskérper mit ganz wenigen Geset-
zen erklaren lassen, gilt als eine der groBten Entdeckungen der Wissenschaft - und
ist Datenreduktion in Perfektion: Man braucht nur die Daten der Korper zu einem
Zeitpunkt, um ihre Bahnen, d.h. ihre Daten zu allen spateren Zeitpunkten vorher-
sagen zu konnen. Und es ist die Entdeckung der fraktalen Geometrie, daB sich die
Bilder wilder Landschaften und feingliedriger Pflanzen aus einfachen Gesetzen mit
wenigen wahlbaren Parametern (den "Daten” dieser Bilder) gewinnen lassen. Der
Weg vom Bild zum Gesetz ist Datenreduktion; die Tatsache, da einfache Gesetze
so chaotisch oder zufillig wirkende Konsequenzen haben kénnen, ist Ausgangspunkt

vieler philosophischer Spekukationen. Dies alles hat die fraktale Geometrie in der
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Offentlichkeit ais die moderne Mathematik schlechthin erscheinen lassen; das ist sie
sicher nicht — aber es sollte fiir Mathematiker ein Grund der Freude sein, wenn
wenigstens einzelne Fazetten ihrer Wissenschaft so grofle Beachtung finden.

Natiirlich ist dies nur ein Teilaspekt meines letzten Stichworts ”Visualisierung” —
oft geht es dabei eher um den umgekehrten ProzeB: Die Verwandlung eines Bildes
in Daten. Aber es hat etwas damit zu tun, daB am Ende jedes wissenschaftlichen
Prozesses, auch von Computersimulation, Erkenntnis stehen soll und diese ist ein
ProzeB in unserem Gehirn. Die Ergebnisse miissen also in einer den Sinnen und
damit dem Gehirn besonders zuganglichen Weise aufbereitet werden. So stehen am
Ende der Computersimulation eben wieder Bilder — natiirlich manipulierte, verein-
fachte, zweckbestimmte Bilder: Sie sollen der Vorhersage vorher festgelegter Aspekte
dienen, nicht eine umfassende Wahrheit widerspiegeln. Wenn man sich dessen — und
auch der méglichen Fehlerquellen in Modell und Algorithmus — bewuBt ist, ist Com-
putersimulation ein méchtiges Hilfsmittel. VergiBt man dies, nimmt diese virtuelle

Welt als Wirklichkeit, ist man sehr leicht tdusch- und manipulierbar.

Schlufibemerkung

Der Computer hat der Mathematik durch mathematische Modellierung, Berechnung
und Visualisierung neue Moglichkeiten und natiirlich auch neue Aufgaben erdffnet.
Dies alles verindert auch die Mathematik selbst: Gleichungen werden interessant,
weil sie Modelle darstellen, Algebra und Logik werden zur Computeralgebra und zu
"symbolic computation”, die Geometrie verlagert ihre Schwerpunkte.

Der Antrieb aber, Mathematik zu betreiben, verandert sich nicht grundlegend; Ma-
thematiker zu sein ist Profession und Passion zugleich. Natiirlich: Wir sollen und
wollen niitzlich sein. Aber wir kénnen es nur, wenn wir etwas Freiraum behalten fiir
das Spiel, die freie Entfaltung der Kreativitat. Unsere Modelle, Algorithmen und
Bilder werden nur gut und wirklich neu, wenn wir Zeit und "Mufle” finden, die

Phantasie laufen zu lassen. Vermutlich geht es uns dabei wie den Kiinstlern.
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Mathematik und Computersimulation:

Modelle, Algorithmen, Bilder

Helmut Neunzert

Universitat Kaiserslautern, Germany

Einleitung

Mathematik ist nicht jene abstrakte, weltabgewandte Wissenschaft, fiir die viele sie
halten — sie war es auch nie. "Mathematik ist nicht trocken, sondern voller Phan-
tasie, nicht langweilig, sondern voller Schénheit, logisch, aber dennoch von unge-
heurer Kreativitit, uralt, aber voll neuer Ideen. Mathematik ist wie das Spiel, wie
die Kunst ein Bestandteil, ja vielleicht sogar ein besonders sensibler Reprasentant
der Kultur und nicht zuletzt ein unersetzliches Hilfsmittel der Naturwissenschaften,
der Technik, der Wirtschaft. Mathematik ist Werkzeug und Spiel und notwendiger-
weise beides. Mathematik liefert auch oft genug einen Anreiz, zu philosophieren,
zur rationalen Reflexion in einem irrationalen Hin und Her zwischen Fortschritts-
glaubigkeit und Fortschrittsfeindlichkeit!” (H. Neunzert, B. Rosenberger: Schliissel
zur Mathematik, ECON 1991, S. 5).

In diesem Aufsatz geht es uns um eine neue Rolle, die die Mathematik als Werkzeug
zur Lésung auflermathematischer Probleme heute spielt — vor allem, weil ihr selbst
ein neues Werkzeug, der Computer, erwachsen ist. Aber auch deshalb, weil sie, durch
Aufgabe und Losungsmethode getrieben, sich dem Dialog und der Zusammenarbeit
mit anderen Disziplinen neu 6ffnet. Es ist, wie bei vielen Wissenschaften, so auch bei
der Mathematik zu beobachten, daBl "die verschiedenen Fachsprachen fiireinander
wieder verstindlich werden — man hért aufeinander und man versteht einander. Die

Disziplinen verlassen ihre babylonischen Elfenbeintiirme und breiten ihre Probleme
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und Ideen voreinander aus” (H. Neunzert: Von der neuen Rolle der Mathematik,

erscheint in GAMM-Mitteilungen, Heft 2, 1994).

Der Mathematiker, im Team mit Naturwissenschaftlern, Ingenieuren und Informa-
tikern, mit Hilfe des Computers an der Lésung tecnnischer, konomischer und &ko-
logischer Probleme arbeitend - wie ist diese neue Aufgabe méoglich geworden? Es
gibt seit wenigen Jahren zwei kraftige Stromungen in der angewandten Mathematik,
die unter dem Namen "Mathematical Modelling” und ”Scientific Computing” (die
deutschen Bezeichnungen "Mathematische Modellierung” und ”Wissenschaftliches
Rechnen” haben irrefithrende Konotationen) figurieren. Dies sind Arbeitsvorginge
bei der Erstellung einer Computersimulation, die reale Prozesse unter Vernachlissi-
gung unwesentlich erachteter Aspekte im Computer nachspielt. Dabei taucht an
zwel Stellen der Begriff "Bild” auf: Einmal muf der reale Prozefl in Mathematik
abgebildet werden (das ist der Modellierungsschritt), um dann mittels Algorithmen
im Rechner simuliert werden zu konnen; zum anderen produziert der Computer
primar nur Zahlen- oder Symbolkolonnen, die in reale Bilder zuriickiibersetzt wer-
den miissen, da diese fiir den Menschen viel leichter faBbar sind. Man nennt diesen
ProzeB ”Visualisierung” — ein drittes Schlagwort moderner angewandter Mathema-
tik. Letztendlich wird so die reale Welt in eine virtuelle Bilderwelt verwandelt, wobei
ein "Zweckfilter” eingebaut ist: Die virtuelle Welt zeigt nur, was fiir die Erreichung

eines vorher definierten Zweckes wichtig ist.

Ich will im folgenden auf die drei Schritte - Modelling, Scientific Computing und
Visualisierung — naher eingehen und diskutieren, wie sie und die Mathematik sich
gegenseitig beeinflussen. Dabei nutze ich hauptséchlich ein praktisches Beispiel mei-
ner eigenen Erfahrung: Beim Wiedereintritt von Raumfahrzeugen (Fahren oder
Kapseln) in die Erdatmosphéare spielt die Erwarmung der Fahrzeugoberfliche eine
groe Rolle; sie hangt natiirlich von der Form des Fahrzeugs und seiner Oberflachen-
beschaffenheit sowie von Fahrtgeschwindigkeit und Luftdichte ab. Um die Gestal-
tungsmoglichkeiten optimal zu nutzen, braucht man genauere Kenntnisse tiber diese

Abhangigkeit, und es ist ein Charakteristikum der Raumfahrttechnik, dal man diese



nur in sehr geringem Umfang aus Realexperimenten gewinnen kann; die in Wirklich-
keit auftretenden Geschwindigkeiten und Temperaturen sind im Windkanal kaum
reproduzierbar. Deswegen ist man hier in besonderem Mafle auf eine Computersimu-
lation angewiesen - ihre Zuverlassigkeit kann lebensentscheidend sein. Das Modellie-
ren der Atmosphare in groBeren Hohen (um 100 km), die Berechnung der wichtigen
Daten und die Visualisierung der Stromung konnen in diesem Aufsatz zwar nur

angedeutet werden, scheinen mir aber doch zur Illustrierung der Konzepte geeignet.

Modelle

Was versteht man unter "mathematischer Modllierung”? Im neuesten Brockhaus
findet man eine Beschreibung der mathematischen Modelltheorie, die wenig mit
unserem Begriff zu tun hat und dann, als "naturwissenschaftliches Modell”: ”Ein
Abbild der Natur unter Hervorhebung fiir wesentlich erachteter Eigenschaften und
AuBerachtlassen als nebensachlich angesehener Aspekte. Ein Modell in diesem Sinn
ist ein Mittel zur Beschreibung der erfahrenen Realitit, zur Bildung von Begriffen der
Wirklichkeit und Grundlage von Voraussagen {iber kiinftiges Verhalten des erfafiten
Erfahrungsbereiches.”

Sehr klar beschreibt es Heinrich Hertz 1897 in der Einleitung seiner ”Prinzipien der
Mechanik”: "Es ist die nichste und in gewissemn Sinne wichtigste Aufgabe unserer
bewuBten Naturerkenntnis, dafl sie uns befdhige, zukiinftige Erfahrungen voraus-
zusehen, um nach dieser Voraussicht unser gegenwirtiges Handeln einrichten zu
konnen. Als Grundlage fiirr die Losung jener Aufgabe der Erkenntnis benutzen wir
unter allen Umstanden vorangegangene Erfahrungen, gewonnen durch zuféllige Be-
obachtungen oder durch absichtlichen Versuch. Das Verfahren aber, dessen wir uns
zur Ableitung des Zukiinftigen aus dem Vergangenen und damit zur Erlangung der
erstrebten Voraussicht stets bedienen, ist dieses: Wir machen uns innere Scheinbil-
der oder Symbole der duleren Gegenstinde, und zwar machen wir sie von solcher
Art, daB die denknotwendigen Folgen der Bilder stets wieder die Bilder seien von den

naturnotwendigen Folgen der abgebildeten Gegenstinde”. Selbstverstindlich kann



diese Konzeption philosophisch hinterfragt werden - eine recht moderne, neuro-
physiologisch beeinflubare Interpretation bietet z.B. der radikale Konstruktivismus
(siehe z.B. H.R. Maturana, F.J. Varela: Der Baum der Erkenntnis, Goldmann 1990).
Statt dessen sehen wir uns noch die Regeln fiir die Erstellung dieser inneren Bilder
an, wie Hertz sie selbst aufstellte. Eine Regel steht schon in dem Einfiihrungstext:
Was aus den Bildern geschlossen werden kann, mufl der Wirklichkeit entsprechen —
Hertz nennt das: Die Modelle miissen "richtig” sein. AuBerdem miissen die Modelle
in sich widerspruchsfrei oder "logisch zulassig” sein. Schliellich kann es verschiedene
richtige und logisch zuldssige Bilder derselben Realitit geben — Modelle sind nicht
eindeutig. Unter mehreren zuldssigen und richtigen Bildern wihle man, so Hertz,
das sparsamste, jenes also, das die gewiinschten Vorhersagen mit dem geringsten
Aufwand leistet.

Wo bleibt da die Mathematik? Ganz einfach: Sie ist der Rohstoff dieser Mo-
delle, das, woraus diese Bilder gemacht sind. Modelle sind am Ende mathematische
Strukturen, Gleichungen, Relationen etc. Fiir den mathematischen Modellierer ist
Mathematik das, was nach meiner Vorstellung Bronze, Stein, Holz etc. fir den Bild-
hauer ist. Man kann sich das auch so vorstellen, daBl der (reine) Mathematiker einen
Vorrat moglicher Muster produziert und der angewandte Mathematiker, der Model-
lierer, versucht, das einer gegebenen Realitit am besten entsprechende Muster zu
finden. Je reicher, gestaltbarer der Rohstoff, desto besser das Modell — wer keinen
Vorrat an Mathematik hat, kann keine guten Bilder machen. Und der menschliche
Geist ist unglaublich erfinderisch, was neue Ordnungsmuster anbelangt: Mathematik
wird erfunden, geschaffen, nicht entdeckt.

Modellieren, ich wiederhole, ist das Finden passender Beziehungen fiir betrachtete
Objekte, wobei man natiirlich abstrahiert, von dem fiir die Vorhersage unwesent-
lichen absieht. Logisch zulédssig sind die Modelle, wenn ihre Mathematik in sich
stimmig ist, z.B. wenn die Gleichungen wirklich Losungen besitzen, die eindeutig
sind etc. Die "Richtigkeit” ist natirlich keine innermathematische Frage: Man muf
Konsequenzen aus dem Modell ziehen, Losungen berechnen und mit der Beobach-

tung, dem Experiment vergleichen. Dies ist Modellvalidierung - Modelle hangen



immer von irgendwelchen Daten, Parametern ab und die Validierung erfolgt fiir ei-
nige Parameterwerte, fiir die eben der Vergleich mit der Realitit moglich ist; die
Vorhersage besteht dann in der Nutzung des Modells fiir andere, nicht validierte
Werte.

Selbstverstandlich beschreibt, was ich hier Modellbildung und Validierung nenne, die
Arbeitsweise der ganzen abendlandischen Wissenschaft. Man "entdeckt” die New-
tonschen Gesetze anhand einiger Beobachtungen (z.B. dem Fallen eines Apfels),
erprobt sie an anderen Beobachtungen (z.B. der Bewegung von Himmelskorpern)
und wendet sie dann zur Vorhersage an (z.B. der Bahn der Sonde ”Voyager”). Die
Kunst dabei ist natiirlich, die richtigen Begriffe und Beziehungen zwischen ihnen zu
finden (”Beschleunigung”, "Kraft”, "proportional”, "trage = schwer”) - und es ist
eine Kunst, diese Modelle auszuwerten, die Gleichungen zu lésen.

Boltzmann z.B. - wir kommen zu unserem Illustrationsbeispiel — entdeckte um 1870,
daB man sich ein Gas wie ein riesiges dreidimensionales Poolbillard vorstellen kann
- bis zu 10 Billardkugeln (= Molekiile) pro Kubikmeter laufen zwischen Zusam-
menstofen untereinander und mit den Wanden (z.B. mit der duBeren Hiille eines
Raumfahrzeugs) geradlinig hin und her, wobei z.B. ihre Impulsabgabe beim Auf-
treffen auf die Winde fiir den Gasdruck verantwortlich ist und die Abweichung ihrer
Einzelgeschwindigkeiten von einer mittleren Geschwindigkeit fiir die Temperatur.
Aus dieser Vorstellung 1aBit sich eine Gleichung - die Boltzmanngleichung - her-
leiten, die die zeitliche Entwicklung aller wichtigen GréBen eines "diinnen” Gases
(Dichte, Strémungsgeschwindigkeit, Temperatur) beschreibt. Sie ist duBerst kom-
plex und 1aBt sich nur fiir einfache Gegebenheiten lésen und mit der Wirklichkeit
vergleichen. Fiir interessante Probleme, z.B. der Umstrémung eines Raumfahrzeugs
in ca. 100 km Hohe (dort ist das Gas diinn genug) lief sich dieses Modell bis vor
kurzem nicht auswerten; eine Vorhersage des Einflusses der Fahrzeugform auf die

Erwarmung der Oberfliche war vor 10 Jahren noch nicht méglich.



Algorithmen und Computer

Wir sind jetzt bei der Frage angelangt, warum Modellieren heute neu in Mode ge-
kommen ist, warum sich die Mathematik dieser Sachen verstirkt annimmt. Modelle,
schon immer von mathematisch gebildeten Naturwissenschaftlern, Ingenieuren oder
Okonomen entwickelt, waren hiufig einer Nutzung nicht zugénglich, weil ihre Vali-
dierung und ihre Auswertung zum Zwecke der Vorhersage zu komplex war. Hier hat
nun der Computer eine vollstindige Wende gebracht — mit ihm ist ein Hilfsmittel
entstanden, das die Zuverlissigkeit und den Anwendungsbereich dieser wissenschaft-
lichen Methode ungeheuer erweitert. Sie heit deshalb auch "scientific computing”
und bedeutet die Auswertung mathematischer Modelle mit Hilfe des Computers.
Natiirlich: Modelle wurden auch schon in der Vergangenheit zum Zwecke einer Vor-
hersage ausgewertet, wobeil meist eine Naherungslésung geniigt. Wenn man etwa zu
biblischen Zeiten wissen wollte, wie lang der Zaun um ein in etwa kreisformiges Wei-
defeld des Durchmessers d sein mufite (auch das ist ja Vorhersage!), so multiplizierte
man d mit 3 (das steht so im Alten Testament); in Indien etwa zur gleichen Zeit
benutzte man 2 statt 3 (was den biblischen Fehler bei d = 100 m von ca. 14 m
auf ca. 12 cm reduzierte, eine gewifi mehr als zufriedenstellende Genauigkeit). Heute
weib jedes Kind, dafl der Faktor = ist und findet ihn in Tabellen und in seinem PC -
allerdings hat kaum jemand eine Ahnung davon, wie der PC auf 7 = 3.141592653....
kommt. In der Tat stecken ungeheure Miihen {iber Jahrhunderte in dem ProzeB, der
es heute erlaubt, mit Hilfe von Superrechnern = mit einer Genauigkeit von iiber 500
Millionen Dezimalstellen zu berechnen (wobei hier weniger das Interesse des Hirten,
sondern die Frage nach verborgener GesetzmaBigkeit einer solchen "transzendenten
Zahl” die Motivation liefert). In diesem Beispiel ist das mathematische Modell der
Kreis und die Auswertung des Modells steckt in der approximativen Berechnung
von .

Die Physik hat im Laufe ihrer Geschichte unzahlige und viel komplexere Modelle ent-
wickelt. Da es ihr meist um das " Verstehen”, das Erfassen von Naturgesetzen ging,
konnte sie sich oft auf einfache geometrische Konfigurationen, auf fiir das Verstind-

nis besonders niitzliche Sonderfille, beschrinken: Die Modelle kénnen dadurch oft



vereinfacht und ”"per Hand” ausgewertet werden. So kann man z.B. die Entziindung
einer Flamme "verstehen”, indem man diesen ProzeB mit dem plétzlichen Auftreten
einer zweiten Losung einer von der Temperatur abhangigen Gleichung identifiziert.
Will man aber Naturverstindnis in technische Gestaltung verwandeln - etwa die
Ziindungsvorginge in einem Automobilmotor optimal regeln - so geniigen einfache
Spezialfille und einfache Geometrien nicht mehr: Man mufl das Modell, das Ent-
stehung, Ablauf und Ausbreitung des Ziindungsvorgangs in einem Motorzylinder
beschreibt, auswerten. Dies meinte der fithrende deutsche Mathematiker der Jahr-
hundertwende, Felix Klein, wenn er sagte, dal Physik oft "eindimensional”, Technik
aber immer "dreidimensional” sei. Das Modellieren technischer Probleme ist oft ein-
facher, aber die Auswertung, die Berechnung der Vorhersage ist schwieriger: Man
will eben viel mehr Details wissen. Deshalb spielt das scientific computing in der
Technik und in der industriellen Entwicklung eine immer gréfiere Rolle. Man simu-
liert technische Systeme, manchmal in “real time” — die Auswertung des Modells
ist so schnell, daB auf dem Bildschirm die Bilder aufeinanderfolgender Zusténde des
Systems so rasch folgen wie in Wirklichkeit.

Natiirlich ist auch die Naturwissenschaft anspruchsvoller geworden, sie erwartet
mehr als qualitatives Verstindnis von den Modellen: Klimaentwicklungen werden
ebenso simuliert wie die Alterungsprozesse von Sternen. Dies ist vor allem dann
wichtig, wenn Realexperimente (wie beim Klima oder in der Astrophysik) unmaoglich
sind oder wenn sie (wie in der Raumfahrt die Erprobung verschiedener Fahrzeugfor-
men) zu teuer sind.

Man hat viele verschiedene Namen fiir diese Verbindung von Modellierung und Be-
rechnung gepragt: "Computational Science” oder ”Computersimulation” oder ein-
fach, wie der russische Mathematiker A.A. Samarskii, ”Computerexperiment”. Er
unterscheidet 3 Phasen dieses Experiments: Modell-Algorithmus-Programm (MAP,
vielleicht das Abbild = map der Wirklichkeit in den Computer). Algorithmen sind
Vorschriften zur (i.a.) ndherungsweisen Losung der Modelle - Programm meint die
Realisierung dieser Vorschriften, die Erstellung von software. Softwarepakete sind

letztlich auch die Instrumente dieses Experiments; sie werden oft von anderen dann



als black box, d.h. ohne genaue Kenntnis des Modells oder des Algorithmus, benutzt.
Dann verliert ein solcher Experimentator leicht die Mathematik aus den Augen und
nur, wenn etwas nicht funktioniert, z.B. das Experiment unglaubwiirdige Werte lie-
fert (oder jemand anderes mit anderen Instrumenten andere Ergebnisse erzielt),
beginnt man {iber die "Richtigkeit” des Modells, die Korrektheit der Algorithmen
nachzudenken. Und neben der schon beschriebenen Mitwirkung beim Modellieren
hat der Mathematiker heute vor allem die Aufgabe, Algorithmen zu entwickeln und
nachzuweisen, dal diese das Modell zumindest mit hinreichender Exaktheit losen.
Besonders bei der Implementierung dieser Algorithmen, dem P-Teil in MAP, wird
er eine Zusammenarbeit mit dem Informatiker schitzen.

Oft sind Modelle (etwa in der Klimatologie, aber auch fiir technische Systeme)
Differentialgleichungen, und oft mufi man versuchen, die aus diesen Differential-
gleichungen zu errechnenden Funktionen durch endlich viele Funktionswerte an-
zunahern; dies ist Gegenstand der klassischen "analytischen Numerik”. Insbesonde-
re bei der Modellierung von Wirtschaftsprozessen, aber z.B. auch von Transport-
systemen oder bei dem Design von Computerchips ist dagegen eher die diskrete
Mathematik (Kombinatorik, Graphentheorie) gefragt. Mehr und mehr erfordert die
Auswertung von Modellen das Arbeiten mit algebraischen oder symbolischen Aus-
driicken - das sich schnell entwickelnde Feld der ”Computeralgebra” oder, noch
allgemeiner, der "Symbolic Computation™. "Computeralgebrasysteme erlauben das
interaktive, formelmaBige Rechnen mit mathematischen Objekten, wie sie etwa in
der tiglichen Arbeit eines Ingenieurs oder Physikers mit anspruchsvollem Hinter-
grund vorkommen. Im Unterschied zur numerischen Behandlung mathematischer
Sachverhalte manipuliert Computeralgebra also Zeichen und Symbole. Eine ganz
natiirliche Sache, da Computer zu allem eher geeignet sind als zum Rechnen mit
reellen Zahlen, denn eine beliebige reelle Zahl ist ja bekanntermaBen ein auferor-
dentlich kompliziertes Gebilde, wohingegen ein Symbol, etwa der Buchstabe 7, ein
sehr einfach strukturiertes Objekt ist.” So beschreibt einer der deutschen Apologe-
ten der Computeralgebra, Bruno Fuchssteiner aus Paderborn, sein Fach — hier und

da etwas iiberpointierend (ich glaube doch, daBl die "tagliche” Arbeit eines Ingeni-



eurs auch mit "anspruchsvollem Hintergrund” etwas anders aussieht - z.B. benoétigt
er am Ende des Tages doch die Kenntnis, daB = = 3.1415... ist), aber insgesamt
zutreffend. ”Symbolic computation” ist Teil des "scientific computing” und so an
einer neuen Rolle der Mathematik wesentlich beteiligt (das von Bruno Buchberger
in Linz gegriindete Research Institute for Symbolic Computation = RISC hat viele
iberzeugende Beispiele).

Da ich selbst der Numerik, den Algorithmen mit Zahlen, naher stehe (und auch dieses
Gebiet insgesamt sicher noch dominiert), stammt auch mein Anschauungsmaterial
von dort. Zuriick also zu unserem Poolbillard, mit Hilfe dessen wir die Erwarmung
einer zur Erde zuriickkehrenden Raumkapsel vorhersagen wollten. Kénnen wir dieses
Spiel im Rechner nachspielen? Erste Versuche des amerikanischen Mathematikers
Stanislaw Ulam um 1940 in Los Alamos waren nicht so erfolgversprechend: Will
man wirklich berechnen, welche von den ungeheuer vielen Billardkugeln wo und
genau wie zusammenstoBen, sprengt man jeden Rahmen - auch dann, wenn man
sich auf "Hochrechnungen” mit Stichproben von ca. 1 Million Billen beschrankt und
die Rechner der letzten Generation verwendet. Dieses Modell ist auch heute noch
zu komplex, um eine verniinftige Computersimulation zu erméglichen.

Die letzte der Hertzschen Regeln wies schon darauf hin, daB es immer mehrere "ge-
eignete” Modelle gibt und schlug vor, das sparsamste auszuwdhlen. Wir miissen
also ein neues Billardspiel erfinden, das auf dem Computer leichter nachspielbar
und trotzdem "richtig” ist, d.h. das die uns interessierenden GréBen wie Druck,
Widerstand, Auftrieb, Temperatur genau genug vorhersagt. Man darf nicht verges-
sen: Auch Boltzmann beschrieb ”die Wirklichkeit” nur in einem Bild, auch wenn uns
dieses heute besonders natirlich, "physikalisch richtig” vorkommt (das war zu Boltz-
manns " Jugendstilzeiten” gar nicht so, viele hielten sein Poolbillard fiir ein Hirnge-
spinst — das Gefiihl fiir die Glaubwiirdigkeit dieser mathematischen Bilder dndert
sich wohl wie jenes fiir die Schonheit in der Kunst). Unser neues Bild behilt die Idee,
daB ein Zusammenstofl zweier Kugeln ein ”Paarereignis” ist, das die Geschwindig-
keiten der beiden beteiligten Kugeln dndert — es gibt die Idee des StoBes als eines

ortlichen Zusammentreffens zweier Kollisionspartner auf. Statt dessen wahlen wir



zwei nicht zu weit voneinander entfernte Kugeln nach einer bestimmten mathemati-
schen Zufallsregel (deshalb heifilen solche Verfahren auch "Monte-Carlo-Verfahren™)
als StoBpaar aus und errechnen nach einer weiteren solchen Regel die Geschwindig-
keiten nach dem Stofl. Diese Regeln - dies ist natiirlich entscheidend — miissen so
gewahlt werden, dafl das neue Spiel wie oben beschrieben "richtig” ist — und es ist
keineswegs einfache Mathematik, diese Regeln zu finden. Man braucht sehr viel reine,
d.h. bisher nicht angewandte Mathematik — guten Rohstoff fir das Modell. Dieses
ist mikroskopisch gesehen anders als unser Bild von der Natur, makroskopisch aber
richtig. Und es ist 6konomischer: Es 1afit sich auf dem Computer nachspielen, der auf
diese Weise auf die Modelle und letztlich auch auf den Rohstoff, die Mathematik,
zuriickwirkt.

Weil mir dieser Prozel — die durch das Auswertungswerkzeug bedingte Veranderung
der Modelle weg von der "Mikrophysik” ohne Beeintrachtigung der Makrophysik
- wichtig erscheint, will ich noch eine Analogie mit einem alltiglichen Phinomen
erwahnen: In Europa beginnt eine spitere Partnerschaft meist mit einer (raumlichen)
Begegnung — in der Schule, der Disco, beim Sport etc. Solche ”Kollisionen™ verindern
dann das spatere Leben der Partner; diese "mikroskopischen” Ereignisse bestimmen
letztlich die Bevolkerungsstatistik, also das ”makroskopische Verhalten” der Gesell-
schaft. Nun gibt es — in anderen Teilen der Welt — auch andere Modelle: Dort wahlt
ein Heiratsvermittler nach bestimmten Regeln die Paare aus; solche "Kollisionen™
sind also nicht mehr rdumliche Begegnungen - die Regeln des Heiratsvermittlers
und seine (vielleicht zufalligen) Kenntnisse ersetzen diese. Ein ganz anderes Mo-
dell — demographisch aber unter Umstanden (d.h. von der Regel abhéngend) nicht
von unserem europiischen unterscheidbar. Vielleicht mit geringerem Vergniigen fiir
die Einzelnen, aber moglicherweise gesellschaftspolitisch effizienter. Die Analogie zu
unserem Ersatzbillard ist hoffentlich deutlich.

Mit diesen Monte-Carlo-Verfahren sind heute auch schwierigste Stromungsprobleme
in gréferen Hohen mit vollig ausreichender Genauigkeit l6sbar; dabei spielen die
Verbesserung der Modelle, der Algorithmen und der Rechner zusammen - keine fiir

sich wire ausreichend. Dies bedeutet auch, daB es falsch ist, nur auf die Verbesserung
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der kiinstlichen Intelligenz” zu hoffen und zu warten - die intensive Bemiihung der

natiirlichen ist mindestens ebenso unabdingbar.

Visualisierung

Es bleibt — nach Modellierung und Berechnung — der letzte Schritt: Ein Compu-
ter produziert Symbol- oder Zahlenreihen, insbesondere letztere oft von ungeheurer
Linge. SchlieBlich hat er auch bei unserem Ersatzbillard am Ende die Orte und Ge-
schwindigkeiten von ca. einer Million Teilchen zu verschiedenen Zeiten berechnet -
wer liest und vor allem: wer deutet diese 100 Millionen Zahlen? Verwandelt man die-
se Zahlen in Bilder der Stromungsfelder (wobei z.B. die Temperatur durch Féirbung
— gelb an Orten hoher, blau an solchen niederer Temperatur — wiedergegeben wird),
so hat man die wesentliche Information oft auf ”einen Blick”. Will man es dann
ganz genau wissen, kann man anhand dieses Uberblickes noch bestimmte Einzel-
heiten kontrollieren oder wenige Kennzahlen berechnen. Ohne Visualisierung sind
die Daten oft wertlos. So zeigt am Ende der Bildschirm wieder ein Bild des Raum-
fahrzeugs, wobei dessen Farbe aber nicht interessiert, sondern eben die Farben, die
die physikalisch wichtigen Groen charakterisieren. Stromungsbilder sind heute oft
so bunt, daB man CFD (Computational Fluid Dynamics) auch mit Coloured Fluid
Dynamics iibersetzt.

Wir betreten hier ein anderes interessantes Gebiet vor, in dem die Mathematik eine
Rolle spielen kann: Wie kann man die unglaublichen Leistungen des menschlichen
Gehirns bei der Speicherung, Verarbeitung und Ordnung so ungeheurer Datenmen-
gen wie sie eigentlich in Musik und Bildern vorliegen, verstehen? Wieviel Daten
hinter diesen Dingen stecken merkt man, wenn man sie digitalisiert - das tut man
z.B. bei der Herstellung von compact discs. Digitalisierte, d.h. in Zahlenreihen ver-
wandelte Musik oder Filme sind besser handhabbar, d.h. stérunanfalliger, speicher-,
iibertrag- und transformierbar. Will man ein Portrat in einen Computer bringen (um
es zu speichern, wiederzuerkennen etc.), so muff man alle Farbwerte, Bildelement fir

Bildelement, pixel fiir pixel, abspeichern, und es ergeben sich mehrere Millionen Da-
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ten: Wie kann man den Rechner lehren, das zu tun, was wir jeden Tag ohne Miihe
vollbringen, wenn wir durch die Fufigingerzone gehen, unter all den vielen Gesich-
tern, denen wir begegnen, das des Freundes, der sich seit unserer letzten Begegnung
doch deutlich verdndert hat, wiederzuerkennen? Da mufl das ”Urbild” gespeichert
sein und alle Gesichter, die wir sehen, miissen in atemberaubender Geschwindigkeit
mit diesem Urbild verglichen, Ahnlichkeiten, meist Unahnlichkeiten konstatiert wer-
den. Kein herkémmlicher Computer kommt auch nur in die Nihe der Leistungen
unseres Gehirns (dessen Neuronen zudem recht langsam arbeiten) - deshalb sind
"neuronale Netze”, primitive Nachbildungen unseres Gehirns, sehr in Mode. Auch
hier braucht man mathematische Modelle dieser neuronalen Netze und der Bildver-
arbeitungsprozesse, auch hier spielen numerische und symbolische Algorithmen eine
entscheidende Rolle. Ein sehr wichtiger Aspekt ist die Datenreduktion: Vielleicht ist
diese pixelweise Darstellung nur eine besonders ungeschickte und man findet ande-
re, viel sparsamere Modelle? Es gibt viele Ideen zur Datenreduktion, deren Erfolg
natiirlich auch von dem betrachteten Bild abhingt. Ein Ansatz hat in den letz-
ten Jahren die groBte offentliche Aufmerksamkeit gefunden: Die Idee der fraktalen
Geometrie mit ihren Stichworten wie Selbstihnlichkeit, dynamische Systeme und
Chaos. Obwohl unter Mathematikern umstritten, verdient sie nach meiner Meinung
durchaus Beachtung: Immer haben Entdeckungen, daB8 hinter sehr komplex wirken-
den Erscheinungen verbliiffend einfache Gesetze stehen, die Gemiiter bewegt. Daf}
sich z.B. die vielfaltigen Bewegungen der Himmelskérper mit ganz wenigen Geset-
zen erkldren lassen, gilt als eine der groBten Entdeckungen der Wissenschaft — und
ist Datenreduktion in Perfektion: Man braucht nur die Daten der Kérper zu einem
Zeitpunkt, um ihre Bahnen, d.h. ihre Daten zu allen spateren Zeitpunkten vorher-
sagen zu konnen. Und es ist die Entdeckung der fraktalen Geometrie, dafl sich die
Bilder wilder Landschaften und feingliedriger Pflanzen aus einfachen Gesetzen mit
wenigen wahlbaren Parametern (den "Daten” dieser Bilder) gewinnen lassen. Der
Weg vom Bild zum Gesetz ist Datenreduktion; die Tatsache, daB einfache Gesetze
so chaotisch oder zufillig wirkende Konsequenzen haben kénnen, ist Ausgangspunkt

vieler philosophischer Spekukationen. Dies alles hat die fraktale Geometrie in der
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Offentlichkeit als die moderne Mathematik schlechthin erscheinen lassen; das ist sie
sicher nicht - aber es sollte fiir Mathematiker ein Grund der Freude sein, wenn
wenigstens einzelne Fazetten ihrer Wissenschaft so grofe Beachtung finden.

Natiirlich ist dies nur ein Teilaspekt meines letzten Stichworts ”Visualisierung” -
oft geht es dabei eher um den umgekehrten ProzeB: Die Verwandlung eines Bildes
in Daten. Aber es hat etwas damit zu tun, daB am Ende jedes wissenschaftlichen
Prozesses, auch von Computersimulation, Erkenntnis stehen soll und diese ist ein
ProzeB in unserem Gehirn. Die Ergebnisse miissen also in einer den Sinnen und
damit dem Gehirn besonders zuginglichen Weise aufbereitet werden. So stehen am
Ende der Computersimulation eben wieder Bilder — natiirlich manipulierte, verein-
fachte, zweckbestimmte Bilder: Sie sollen der Vorhersage vorher festgelegter Aspekte
dienen, nicht eine umfassende Wahrheit widerspiegeln. Wenn man sich dessen - und
auch der moglichen Fehlerquellen in Modell und Algorithmus — bewu8t ist, ist Com-
putersimulation ein méchtiges Hilfsmittel. VergiBt man dies, nimmt diese virtuelle

Welt als Wirklichkeit, ist man sehr leicht tdusch- und manipulierbar.

Schlufibemerkung

Der Computer hat der Mathematik durch mathematische Modellierung, Berechnung
und Visualisierung neue Méglichkeiten und natiirlich auch neue Aufgaben erdffnet.
Dies alles verandert auch die Mathematik selbst: Gleichungen werden interessant,
weil sie Modelle darstellen, Algebra und Logik werden zur Computeralgebra und zu
”symbolic computation”, die Geometrie verlagert ihre Schwerpunkte.

Der Antrieb aber, Mathematik zu betreiben, verandert sich nicht grundlegend; Ma-
thematiker zu sein ist Profession und Passion zugleich. Natiirlich: Wir sollen und
wollen niitzlich sein. Aber wir kénnen es nur, wenn wir etwas Freiraum behalten fiir
das Spiel, die freie Entfaltung der Kreativitit. Unsere Modelle, Algorithmen und
Bilder werden nur gut und wirklich neu, wenn wir Zeit und "MufBe” finden, die

Phantasie laufen zu lassen. Vermutlich geht es uns dabei wie den Kiinstlern.
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