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Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand auf Anregung des Entwicklungs-
zentrums der Ford-Werke in K&ln-Merkenich.

Die Erarbeitung des fiir die Modellentwicklung wichtigen
technischen Hingergrundes sowie das Austesten der zum Ver-
fahren erstellten Computer-Programme erfolgte mit Unter-
stlitzung der dortigen Abteilung Engine Computer Programs and
Applications.

Mittlerweile wird eine Programmversion, bei der die meisten
der in Kapitel 5 aufgefiihrten Erweiterungen realisiert sind,
produktiv zur Generierung von Nocken bei den Ford-Werken

eingesetzt.
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0. EINLEITUNG

Ein wichtiger Bestandteil bei der EntwicklLung schnell-
Laufender Verbrennungsmotoren (Viertaktmotoren) ist die
Konstruktion der NockenwelLle. Diese steuert das Offnen
und SchlieBen der Ein- bzw. AuslaBventile und damit den
gesamten Gaswechselvorgang im Motor.

Uber die technischen Aspekte beim Entwurf einer Nockenwelle
ist reichlich Fachliteratur vorhanden ( siehe [4],0[7]).
Dagegen LaBt sich relativ wenig zu den in der Automobil-
industrie benutzten Methoden und Verfahren zur expliziten
Berechnung der Nockenform finden, da es sich hierbei um
werksinterne Entwicklungen handelt. Eine der bekanntesten
Verdffentlichungen beinhaltet das Verfahren von Kurz aus
dem Jahre 1954 [6], das fur die Berechnung mit relativ
elementaren HilLfsmitteln konzipiert wurde. Der Einsatz des
Computers gestattet heutzutage jedoch die Verwendung wesent-

Lich aufwendigerer Methoden.

Die EntwicklLung eines solchen, computergestlitzten Verfahrens
zur Berechnung ruckfreier Nocken ist Gegenstand der vor-
Liegenden Arbeit, die sowohlL den technischen als auch
den mathematischen Aspekten des Problems in glLeichem MaRe

gerecht wird.
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Ausgehend von der Modellbildung (Kap.1l) wird in Kap.2 ein
Losungsalgorithmus entwickelt, wobei alle, fUr die spatere
Programmerstellung relevanten Formeln sowie deren Herleitung
bereits an dieser Stelle ausfiihrlich dargestellt werden.
Dem Techniker wird es somit ermdglLicht, das Verfahren selbst
Zu programmieren oder dnhnliche Problemstellungen mit den
gleichen Methoden zu bearbeiten, ohne sich ndher mit dem
mathematischen Hintergrund auseinanderzusetzen. Denn die,
ausschlieBlich fuUr den Mathematiker interessanten, theore-
tischen Betrachtungen ( sprich Existenz - und Konvergenz-
beweis ) werden separat in Kap.3 erlLiutert. Modifikationen
des Verfahrens im Hinblick auf neuere technische Entwick-
Lungen oder im Rahmen der vollstidndigen Automatisierung
sind wiederum fUr Technik und Mathematik glLeichermaBen von
Interesse und in Kap. 4 nachzulesen. Hinweise zur Programm-
erstellung,einige Beispielrechnungen sowie Erkenntnisse aus
dem praktischen Einsatz des Verfahrens in der Automobil-

industrie sind Gegenstand der SchlLuBbetrachtungen in Kap.5S.



Gegenstand dieser Arbeit ist die Entwicklung eines mathe-
matischen Verfahrens zur Generierung einer Ventildffnungs-
funktion Uber den Nockenwellendrehwinkeln (mit Hilfe einer
elektronischen RechenanlLage). Auf die notwendigen tech-
nischen Details sowie auf das aus dem technischen Problem
resulLtierende, mathematische Verfahren wird im Folgenden

naher eingegangen.

1.1 Technischer Hintergrund [8]

FUr die Leistung,die Laufkultur und den Benzinverbrauch
eines Verbrennungsmotors ist der Gaswechselvorgang im
Zylinder von groBer Bedeutung. Bei diesem ProzeR werden
die Verbrennungsgase moglichst vollstandig aus dem
ZyLinder gedrickt und durch frisches, brennbares Gemisch
ersetzt. Der Ladungsaustausch erfolgt Uber die Ein- und
AusLaBventile. Jenachdem, ob frischer Brennstoff angesaugt
oder das verbrauchte Gemisch ausgestossen werden soll,
missen Ein- und AuslaBventil sich 6ffnen bzw. schlieBen.
Die Steuerung wird durch die Nockenwelle besorgt, die Uber
den Zahnriemen mit der Kurbelwelle verbunden und somit an

die Kolbenbewegung gekoppelt ist.



Grundkreis
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Abb.1 Querschnitt einer Ventilsteuerung
Direktantrieb mit TassenstoBel bei
obenlLiegender Nockenwelle



Der Nocken kann entweder direkt auf das Ventilschaftende
einwirken oder indirekt im Zusammenspiel mit ebenen, ge-
wolbten oder kreisformigen StoBeln, mit Kipp= oder

Schlepphebeln.

Schlepphebel

L]

VA

Abb.2 Direkt angetriebener SchlLepphebel

Die VentilLfeder hat die Funktionen:

1. die Ventile 1im geschlossenen Zustand auf ihren Sitz zu
dricken.

2. wdhrend der Offnungsphase die BeschlLeunigungskriafte
zu kompensieren, sodaB ein Abweichen von der vorge-

gebenen Erhebungskurve verhindert wird.
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Aus der Nockenkontur LdBt sich also die Hubfunktion Uber
den Nockenwellendrehwinkeln ermitteln. Umgekehrt kann die
Gestalt des Nockens vom Kurbeltrieb mittels geometrischer
Betrachtungen unter Beachtung der verwendeten KopplLungs-
glLieder aus einer gegebenen Erhebungsfunktion bestimmt
werden.

Daher muB fUr die Nockenberechnung eine Ventiloffnungs-
funktion Uber Nockenwellendrehwinkeln unter Berlcksichtigung
verschiedener RichtiLinien, auf die spater noch eingegangen
wird, erzeugt werden. Die 1. Ableitung dieser Funktion nach
dem Winkel beschreibt den Geschwindigkeitskennwert, die
2. Ableitung den Beschleunigungskennwert und die 3.Ableitung
den Ruck. Die drei GroBen werden kurz als Geschwindigkeit,

BeschLeunigung und Ruck bezeichnet.
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Abb.3 Charakteristischer VerLauf einer ventiloffnungsfunktion



Die Ventiloffnungsfunktion muBR bestimmten Anforderungs-

kriterien genigen:

a) Volligkeit der Ventilerhebungsfunktion (d.h. mdgLichst

groBe Fldache unter der Kurve) und maximaler Hub

Damit in kurzer Zeit durch die VentilLe viel Gas hin-
durchstromen kann, mlUssen die FlLache unter der Er-

hebungskurve und der maximale Hub mdgtichst grofl werden.

b) BerlUcksichtigung technisch bedingter Grenzwerte
- fir maximale Beschleunigung auf Offnungs=- und SchiLien-
seite
= fur maximale positive und negative Geschwindigkeit
auf Offnungs—= und SchlieBseite

- fUr maximale negative Beschleunigung

¢) Einhaltung von Richtwerten flr Hub, Geschwindigkeit

und Beschleunigung an den Rampenenden

Um ein einwandfreies SchlieBen der Ventile zu garan-
tieren, muB ein gewisses Spiel in der Ventilsteuerung
vorhanden sein. Beim Anheben des StdBels durch den
Nocken wird dieses Spiel aufgehoben und das Ventil ruck=-
artig auf die momentane StoBelgeschwindigkeit gebracht.
Zur Dampfung des dabei auftretenden StoBes, sowohlL beim
Offnen als auch beim SchlieBen des Ventils, setzt man
vor und hinter den Hauptnocken eine AnLauf= bzw. AblLauf-

rampe.



Diese Rampen werden so konstruiert, daB an ihrem Ende
Auftreff- oder SchlieBgeschwindigkeit einen bestimmten
Grenzwert nicht Uberschreiten und der Hub etwas groBer

als das maximal beim Betrieb auftretende Spiel ist.

d) Stetigkeit der 3. Ableitung

Unstetigkeitsstellen im Ruck konnen zu grofieren ela-
stischen Verformungen in der Ventilsteuerung fUhren, die
wiederum Ursache fUr stdrkere Gerduschentwicklung und
fur Abweichungen von der Erhebungskurve sind. Ziel ist

somit die Konstruktion eines "ruckfreien" Nockens.

Aus Abb.3 geht weiterhin hervor, daB die Fldche unter
der positiven Beschleunigungskurve glLeich der unter der
negativen Beschleunigungskurve ist (Geschwindigkeit in der
Nockenspitze = 0). Dies muB bei der Auslegung der Ventil-
offnungsfunktion bericksichtigt werden. Zur Darstellung
ihres charakteristischen VerlLaufs kann man einzelne oder
abschnittsweise zusammengesetzte, mathematische Funktionen
verwenden. Als Beispiel fir die Beschreibung mit zusammen=-
gesetzten Funktionen sei das Verfahren von Kurz [6] genannt,
das schiefe SinusLinien von 1/2 und 1/4 PeriodenlLinge sowie

ein Polynom 4. Grades benutzt.
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Zusammenfassung

FUr die Berechnung der Nockenform wird ein mathematisches
Verfahren zur Generierung einer Ventiloffnungsfunktion
Uber Nockenwellendrehwinkeln gesucht.Dabei mUssen die FlLi#che
unter der Funktion und der Hub in der Nockenspitze maximiert
werden. Die vorgegebenen Sollwerte fir Hub, Geschwindigkeit
und BeschlLeunigung an den Rampenenden sowie die Offnungs-
Lange (Event) sind einzuhalten und die Grenzwerte fur
maximale positive und negative Geschwindigkeit wund Be-

schleunigung optimal auszunutzen.
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1.2 Mathematisches Modell

Fur die EntwicklLung eines mathematischen Verfahrens zur
Berechnung einer Ventildffnungsfunktion ist es erforderlLich,
ein dem technischen Problem entsprechendes mathematisches

Modell zu entwerfen.

Im Folgenden bedeuten:

0s : Offnungsseite

SS : SchlieBseite

a : Drehwinkel am Anfang des Hauptnockens
b : Drehwinkel am Ende des Hauptnockens
b=-a : Offnungslinge oder Event

mit a=t_<t <...<t_=b
1 2 7

t, : Winkel, bei dem die BeschlLeunigung auf 0S
maximal ist

t3 Winkel, bei dem die Geschwindigkeit auf 0S
maximal ist

t), : Winkel, bei dem der Hub maximal ist
(Nockenspitze, 0 Grad)

t5 : Winkel, bei dem die Geschwindigkeit auf SS
minimal ist

t6 : WinkelL, bei dem die Beschleunigung auf SS
maximal ist

bos, SS Beschleunigung am Rampenende auf 0S und SS

hOS, ss : Hub am Rampenende auf 0S und SS

Geschwindigkeit am Rampenende auf 0S und SS
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3057955 : Grenzwert fUr maximale Beschleunigung

auf 0S und SS

: Grenzwert fuUr maximale positive und negative

Vos *Vss
Geschwindigkeit auf 0S und SS
av : Grenzwert fir maximale Verzigerung
0s max. pos. max}, Hub SS

Geschw, _ max. Beschl.

~ 7N

RampeneQS? / . L
B "ﬂ"k*""’ JFFA

at, 4y Y0 t," b
A AV
\ | \\ / ;
~ |
max. | 3;2. ;
[

max. neg. Geschw.

Abb.4 Ventiloffnungsfunktion Uber Nockenwellendrehwinkeln
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Die in Abschnitt (1.1) dargestellte Problemstellung L&EBt

sich mathematisch folgendermaBen fassen:

Gesucht ist eine dreimal stetig differenzierbare Funktion
f€ ¢3([a,b])

Uber dem Intervall [a,b], die das Funktional F maximiert.

b
F(f) =11aff(t)dt +12f(t4) +13f"(t4) '7*!4": (t3)

+ '1.51:'(1:5) -161: (tz) -171: (t6)
mit ‘1ie [0,1], i=1,...,7 und Ef:?ﬂi= 1
i=1

Die li dienen der Gewichtung der zu maximierenden
Komponenten:
- Fld@che unter der Funktion f
= Hub in der Nockenspitze
= Ausnutzung der vorgegebenen Grenzwerte
(maximal im Sinne von mdglLichst weit

unterschreiten)

An den Intervallgrenzen muB die Funktion f den folgenden

Bedingungen genigen:

-

f*'(a) = b , F''(b) =D BeschLeunigung an
0S SS den Rampenenden

(1.2.1) ¢f'(a) =g , T'(h) =g Geschwindigkeit an
0 SS den Rampenenden

f(a) = h , T(b) = h S Hube an den
. 0 S Rampenenden




Weiterhin gilt fir deren Extrema:

-

f"(tg) <= a fri(te) <= a Einschriankungen

S5 fUr max. BeschlL.

os ’

Vog » f'(t5) >= Vg E}nschrénkungen
flir max. pos.
und neg. Geschw.

(1.2.2) 'f'(FB) <=

f"(th) >= a, Einschriankung fur
max. Verz.

L.

-
(N - (] =
f (t2) o , f (t6) 0
(1.2.3) {f*''(t) =20 f''(t) =0
3 5
' = v =
frie,) 0, frrre) =0

L

Aus dem in Abb.3 dargestellten charakteristischen VerlLauf

der Kurve ergeben sich die Monotonieforderungen:
&"(x) monoton steigend fUr x ¢ [a,t2]
f''(x) monoton fallend fur x € Itg’th]

(1.2.4) <«

f''(x) monoton steigend fur x ¢ Eth’ t6]

F"(x) monoton fallend fiur x € [té,b]

Als Ergebnis der mathematischen Modellbildung erhalten wir
somit das folgende VariationsproblLem:
max{F(f)| f & T}

(1.2.5)
T = {f € c3([a,b])]| f erfullt (1.2.1),...,(1.2.4)}



2. NUMERISCHES VERFAHREN ZUR LOSUNG DES PROBLEMS

2.1 Diskretisierung mit Hilfe von Spline - Funktionen

Zur Losung des Variationsproblems (1.2.5) diskretisieren
wir in einem ersten Schritt unser ModelLL, d.h. wir gehen von
dem wunendlich dimensionalen Raum CB([a,b]) ZUu einem endlich
dimensionalen Teilraum Uber.Die Idee zur Losung des Problems
besteht darin, die gesuchte optimale Funktion mit HilLfe von

Spline - Polynomen S5.Grades zu approximieren.

Es seien: x; € (a,p] , i=1,...,N
it a=x, < <...<x, =
mit x1 x2 XN b

die Stltzstellen fur die SpLine - Polynome

Im Hinblick auf eine unproblematische Umsetzung des Ver-
fahrens in ein Computerprogramm ist folgendes zu beachten:
1. Eine Stutzstelle Liegt immer bei x = O
2. Auf Offnungs- und SchiLieBseite wird die glLeiche AnzahlL
von Stltzstellen vorgegeben.
Das bedeutet: a) N ungerade

b) = 0 (mittlere StlitzstelLle)

XN-1

=141

3. Die Stiutzstellen sind so zu widhlLen, daB die Extrema der
Funktion sowie die der 1. und 2. AbLeitung in einigen der

Stlutzstellen angenommen werden.



xN =0 =t (max. Hub)
2
X, = t (max. BeschlL. auf 0S)
iBos 2
X, = t6 (max. BeschL. auf SS)
1Bss
X, =t (max. pos. Geschw. auf 0S)
igos 3
X, =t (max. neg. Geschw. auf SS)
1GSS 5

Um die Einhaltung der Sollwerte an den Rampenenden sowie
das Aneinanderflgen der Splines in der Mitte (x = 0) zu
erLeichtern, werden die SplLine = Polynome auf folgende Art

und Weise festgelegt:

Offnungsseite:

5 b 3 2
s(x) = A (x=x )"+ B (X=X ) + C (x=x_) + D (x=x ) +
1 1 1 1 1 1 1

E. (x-x.) + F .
1 1 1

fur x € [x ,x. ], 1 <= (N-1)/2
1 1

+1

SchiieRseite:

e e (x=x_ 3+ D (x=x. )
1 i i+1 i i+1

2

s{x) = A (x=x. )+ B.{x-x. +
i i+1 i

1+

E (x=x. ) + F.
i i+ i

fur x € [x ,x ], i >= (N-1)/2+1
i i+1



Zur Vereinfachung der Schreibweise definieren wir:

Ax = x - X, fuir i=1,...,(N-1)/2

i i+1

AX = X, - x . fur i=(N-1)/2+1,...,N-1

i i i+1

Hiermit gilt an den Stiutzstellen:

A

= 5
s(xj) AiAxi + Biﬂxi

i

) y 3 2
s'(xj) = SAini + 4§iﬂx + 3Cinxi + 2D;Ax; + E

S''(x.) = 20A Ax> + 12B AX> + BC AX, + 2D,
1 1 1 1 1 1

J i

S'''(x ) = BOA AX= + 24B AX . + BC .
J i i i i i

mit i 1,...,N-1

i+1 falls i<=(N=-1)/2

i falls i>=(N=1)/2+1

3 2
+ Cirl\xi + Diﬁxi + E.Ax; + F,

1

i



Das Funktional F, angewandt auf die SplLine = Funktion s,

ergibt:

F(s)

b
e - L]
1EJ;(tMR A, s(x ) +135 (x ) =X, ' (x
2

) —175"0(_ )

+%_ s'(x. ) =N s''(x.
5 6 i iBss

1Gss BOS

N-1
I

i

6

[1/BA Ax~ + 1/58_&)(?— + 1/4C AX + 1/3D_ﬁx_3 +
i i i i i i i

111:

1/2E .Ax2 + F.Ax.,]
1 1 1 1

4 3
+X_Ia Ax2 + B X + C X + D X
2[ N-1 N-1 N-1ﬂ N-1 N--1ﬂ N-1 N-1ﬁ N-1

2 2 2 2 2 2 2 2

By 8%y 1" oy
-z T 2

3 2
+Agl20A, Axy  + 12B Axc o+ BCo Ax .+ 2D ]
2 2 b < £ P =
=\, [5A, axt 4 4B Ax?> +

igos™ 17 igos~! igos~!' igos-!

3C 2

-+15[5A. axt  + 4B Ax3  + 3C Ax R+

igss igss igss 1ig@ss igss 1igss
2D AX + E ]
iges 1SS 1GSS
% [20A Ax2 + 12B. Ax 2 +
igos-1 ippgs-1 igos-1 ipos-!
6C. AX. + 2D, g
igos-1 =~ 1ipos-1 igos-

-, (208 AxS  +12B.  Ax® 4+ BC. Ax. +
7 BSS 1BssS 1gss 1Bss 1pss 1Bss

]

iBss

. AXS + 2D. AX. + E, ]
igos-1 igos-1 igos=1""1igos-1 igos-1

)

Egl+1 N-1.4 1 3os
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Zur Vereinfachung des Verfahrens wird flUr die weiteren
Betrachtungen angenommen, daB die 2. und 3. AbLeitung an den
Randern gleich null ist. Auf die Anwendung in der Industrie
wirkt sich diese Einschrinkung kaum aus, weil dort fast
ausschlieBlich mit Linearen Rampen gearbeitet wird.

Die Anforderungen (1.2.1), (1.2.2) und (1.2.3) flhren dann

zu den Bedingungen:

c, =0
Cy.q =0
D, =0
Dy_q =0
(2.1.1) {E, = g
En-1 7 9
F = h
LFN-1 =h
20A Ax2 s 128, - Ay
1Bos~ 1Bos"~ 1Bos~ 1B0s~ 1BoOS~ 1BOS
20A. Ax23 + 12B. A  + BC. AX.
1pss 1IBss 1Bss 1Bss 1Bss 1Bss
+ 2DiBSS <= agg
(2.1.2) {SA. 1Ax? * 4B 1ax? + 3C. 1ﬁxg ,
igos~1 1gos- igos-1 igos-! igos-1 igos~
+ 2D 1&x_ + E <= Vg
igos~! igos-! igos-!
sa. Aax*  + 4B . Ax3  + 3cC. AP
1gss 1ass 1gss 1aGss 1gss 1gss
+ 2D, Ax. + E. >= v
igss 1gss 1igss SS
3 + + + 2 »=
20A 8% 4 128N#1&%%F1 6G_ 1 A%y_ 1 D1 ay
L -2  ~Z ) 2 2 -2 -2

1
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-

60A . 1ﬂx% + 24B AX + BC . =0
Bos -1 gos - igos=1 ipos-! igos-1

60A.  AX-  + 24B. Ax. + BC. =0

1Bss 1Bss 1pss 21Bss 1Bss

20A. Ax> + 128, Ax 2 + BC, Ax,
igos-1" "igos-1 igos~1 igos-1 igos~1 1igos-1

+ 2D, =0
igos-1

3 2
20A. Ax? + 12B. X 5 + B6C . AX.
1gss 1Ggss 1gss 1Gss 1gss 1Gss

(2.1.3) {+2D. =0
1GSs

2
+ + =
BOAy_( AXy_q* 24By  Bxyo % BCy 4 0

2
B0Ay Ax + 24B Ax + BG =0
-1 N-1 N-1 N- -1
—+ 1 1 ——+1
2

b4 3 2
SAyo 1 Byt 4By AN 1" 30N AN 2 1 Bt By
2 2 - 2 4 2 2 2

24

4 3
SA_ 1 v 4By, Oxg o, * 3% 1,

—2—1—2—‘ et Hxle

vy A¥yq tENg  TO
—S—+1 5+ =+

h

Die Einhaltung der Monotonieforderungen (1.2.4) wird durch
die Vorgabe des Kriummungsverhaltens der BeschlLeunigungskurve
(4.Ableitung) auf den einzelnen Teilintervallen erreicht.
Wegen der Linearitdt der 4.Ableitung genligen bereits Ein-
schrdnkungen an den Endpunkten, um den VerlLauf auf dem ge-
samten Intervall festzulegen. In der Praxis hat sich namlich
gezeigt, daB die BeschlLeunigungskurve einer optimalen Hub-

kurve ein charakteristisches Krimmungsverhalten besitzt.



Aus diesem Grund haben die Uber die Forderungen (1.2.4)
hinausgehenden Bedingungen an das KriUmmungsverhalten keinen

EinflLuR auf die Berechnung der optimalen Losung.

Daraus ergeben sich die folgenden UnglLeichungen:

ﬁZUATﬁx1 +24B <= 0

120A. Ax . + 24B <= 0
igos-1 igos-1 igos-1

120A . Ax ., + 24B . >= 0
igcos 1gos igos

(2.1.4)¢

120A . AX . + 24B >= 0
iggs-1" igss-1 1gss-1

120A . AX . + 24B | <= 0
igss 1igss igss

+ =

120A Ax 24B <= 0

82,.“,BiGOS_1,Bing...,%hz <= 0

Bl,BiGOS,..., iGss-T’BN-1 >= 0
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Um die geforderte dreimal stetige Differenzierbarkeit in

den StUtzstellen zu erreichen, muB darlberhinaus gelten:

(4 ax5+ 8, Ax*+ c. A3+ D AXP+ E.Ax.+ F. = F.
i i i i i i i i i~ i i i+1
SA. Ax *+ 4B Ax3+ 3C.Ax2+ 2D.Ax.+ E = E
i i i i i~ i i=7i i i+1
20A Ax3+ 12B.Ax3+ BC.Ax .+ 2D. = 2p.
i i i i i i i i+1
(2.1.5){60A Ax % 24B Ax . + 6C = 6C,
i i i i i i+1
fur i = 1,...,(N-1)/2-1
,A AxO  + nx“ + 6x3 D Dx2
i+1 i+ 1 i+1 74+ 1 i+1 i+1 i+1 i+1
E, Ax, +F. =F

4 3 2
5 + + + +
Riw Papr® 4B O, 07 36, 87 v 2D, B
E. = E
i+1 i
(2.1.8)420A  AxJ + 12B Ax? +6C Ax + 2D = 2D
i+ 1 i+1 i+l i+ i+l di+1 i+ 1 i
- 2
A + = )
80 i+1ﬁxi+1 248i+16xi+1+ 5ci+1 sc1

(fur i= (N-1)/2+2,...,N-1
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rnA5+Bﬂx“+CAx3+Dﬁx2+Eax+F—A AXD -
gaG T ByfX gt CyAXgH DoAXH EAX + Fr= Ay (8XT

2 E Ax. - F =0

4 3
By 8 Cip D 1 8% 1™ By 18X Frag

J41 %417 Yo 8% 5417 Bryg

34 2 + 2p_- 3 -
(2.1.7){20A Ax 7+ 12B [Ax T+ 6C Ax + 2D = 20A; . OX

12B. . Ax> .- 6C. .A

J+108%5.17 BC5,4 2D =0

%1417 Py

LfUP J = (N-1)/2

In (2.1.7) konnen die entsprechenden GlLeichungen fur die
1. und 2.Ableitung entfallen, da hier feste Werte vorgegeben

werden (siehe (2.1.3)).



2.2 Optimierung uber den Spline = Koeffizienten

Die Diskretisierung des Modells (vglL. Abschn. 2.1) fuhrt zu
einem Linearen Programm (LP) bzglL. der Koeffizienten der
SpLine - Polynome, dessen optimale L&sung mit Methoden der
Linearen Optimierungstheorie ermittelt werden kann. Zunidchst
wird der Umfang des LP's reduziert und zwar sowohl die An-
zahl der Spline - Koeffizienten (Variablen) als auch die der
Nebenbedingungen.

Aus den Stetigkeitsbedingungen (2.1.5) und (2.1.6) Lassen
sich die unter (2.2.1) aufgefiuhrten Rekursionsformeln
herLeiten, die es erlauben,die Koeffizienten Ci’ Di' Eiund Fi
(i=2,...,N=2) durch Ai und Bi (i=1,...,N=1) auszudricken

(zu beachten: C c D D E E

17 Cxqs Dys Dy s Eq, Fyund Fy_, durch

N-1”
(2.1.1) gegeben). Damit ist die AnzahlL der freien Variablen

im LP von BN-14 auf 2N-2 reduziert worden.

-

-A
6C, = t (60A x> + 24B. Ax.)
1 1 1 1
6C = f‘(so AxZ .+ 24B )
N-k T T Ayoi B%yos N-iDXN-i
_ N 3 2
20, = ;‘ (20A, AX. + 12B,AX; +6C AX )
— 3 2
2D, E (20A¢_,Axg ; + 12By .Axg .+ BC o AXy )
_ ¥ 4 3 2
E, = E (5A, Ax, + 4B Ax; + 3C.Bx{ + 2D, Ax,) + E;
(2.2.1){ E = f(s A + 4By A3 |+ 3c. ax3
-c- N-x - & A XN-l N-i"*N-i N-i%%N-1
20, . Oxg )+ Eg .
_ &= 5 4 3 2
F = (A ax + B AX., + C ﬁx + DA, + E . AxX.,) + F,
k {f i 1 i i i i i
3
= A +
F N-k  A-i ><N-l By ﬂxN iV CnoiPNes
DN-iMN-i Jibxyo i)t Py
fur kK = 2,...,(N=1)/2




Als ndchstes werden die UnglLeichungen, die das Krlmmungs-
verhalten der 2.Ableitung beschreiben (2.1.4) durch Addition
resp. Subtraktion von Schtupfvariablen z, in GlLeichungen

Ubergefihrt.

(1204 =
iAxi + 24Bi +z;, =0
Z ., = 0 ; i=2 'R i ""1 i N""2
1 ) ? G’OS ] G‘ 3% 8y
(2.2.2) A 58
120A - =
iﬂxi + E&Bi z; =0
Zi = 0 ; l_—'lGOS,...’iGSS“T

“

Nach A aufgelost ergibt sich

' (-Zi - ZLI'Bi)

Ay = T20Ax bi=25 00 00dg0gm s dgggr e o N2

(2.2.3)

(zi - 2&Bi)

ﬁi = T20A% b i=igogr e erigggT!

Ein Ersetzen der Ai durch die gewonnenen Ausdricke (2.2.3)
bringt den Vorteil, daB das LP nun nur noch beschrinkte
Variablen, Bi und z., besitzt. Mit den Ai hatte es auch
unbeschriédnkte Variablen enthalten. Die AnzahlL der Variablen
andert sich durch die Substitution nicht. Die Nebenbe=
dingungen flr das Krimmungsverhalten der 2.Ableitung
konnen weggelassen werden, da diese Ungleichungen nun
implLizit in den anderen Restriktionen des LP's enthalten

sind.



Insgesamt bleibt ein LP zu bearbeiten mit 2N-2 Vvariablen
(Bi und z, i=1,...,N-1) und 15 Nebenbedingungen, das in
Standardform vorliegt. Bemerkenswert hierbei ist die Tat-
sache, daB trotz Verdnderung der VariablenzahlL die Anzahl
der Restriktionen konstant bleibt. FUr die Optimierung wird
ein revidiertes Simplex - Verfahren benutzt, das in 2 Phasen
arbeitet. In der 1.Phase wird eine zulidssige Startldsung
gesucht, von der ausgehend in Phase 2 die optimale Losung

ermittelt wird.
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3. THEORETISCHE ERORTERUNG DES LOSUNGSALGORITHMUS

S — ——— T ——— —— T — T ——— — . S S . . S T S S S —— i —————

Im HinblLick auf den Beweis der Existenz einer optimalen
Losung und der Konvergenz des numerischen Verfahrens wird
das Variationsproblem (1.2.5) in einen Hilbertraum einge-

bettet.

Hierzu betrachten wir:

den Funktionenraum
3 — 2 2
(3.1.1) W ([a,b]) = {f ¢ AC"([a,b]) |f*''e £([a,b]))
mit

AC? ([a,b]) = Menge aller Funktionen Uber [a,b]
mit f, f* ,f'' absolutstetig

(vgl. [2], Seite 45 u. 72)

das Skalarprodukt

3 b
(3.1.2) (f, @) = Z jf(i)(x)g(i)(x)dx
1=Ug

sowie die daraus resultierende Norm
3 b

(3.1.3 £l = ¢£,'/? = (g (£ (1) )2 axy 172

i= a
Der Raum Hi;([a,b]) ist ein separabler Hilbertraum, in dem
der Raum C3 ([a,b]) und die Sptine - Funktionen 5.Grades

dicht Liegen.
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FUr die theoretischen Betrachtungen missen wir die Menge

T der zuldssigen Funktionen um die Bedingung

(3.1.4) llf'**ll__ <=M ; M>0

erweitern. Damit erhalten wir:

T= {f € ¢° ([a,b])] F erfULLt (1.2.1) - (1.2.4) und

(3.1.4)}

Die zusdtzliche Einschridankung ist erforderilich, da die
Menge T sonst nicht beschrankt ist und das Maximum von F

auf dem Rand Liegen konnte, was gleichbedeutend ist mit:

a(f)ET:”’F”——bm fir neN
n

n

aber F(fn) <= ¢ VneN

Die Forderung (3.1.4) ist auch aus technischen Grinden
sinnvoll, da sie verhindert, daR die BeschlLeunigungskurve
beliebig steilL ansteigen kann. Im numerischen Verfahren
sorgen die Konstruktion der Spline - Polynome sowie der
Abstand der Stltzstellen, der ein MindestmaB nicht unter-
schreitet, dafir,daB die Steigung der 2. Ableitung nicht
beliebig grof werden kann.
Das Variationsproblem (1.2.5) geht Uber in:

max F{f)

feT
(3.1.5)

T AbschLuB von T in wg ([a,b])



Es 1ist zu beachten, daB die Menge T bzglL. der Supremumsnorm
in CB(Ea,b]) abgeschlossen ist, jedoch nicht int@?([a,b])
bzglL. der durch das Skalarprodukt (3.1.2) induzierten Norm.
Da fiur den Existenzbeweis einer optimalen Ldsung die Ab-

geschlLossenheit erforderlich ist, muB der AbschluB T be-

trachtet werden.

Mit der Einbettung des Problems in einen Hilbertraum sind
nun die Voraussetzungen geschaffen, um die Existenz einer

optimalen Ldsung und die Konvergenz des Verfahrens zu zeigen.
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3.2 Existenz einer Ldsung
Die Existenz einer L&sung wird mit Hilfe des folgenden, aus
der Optimierungstheorie allgemein bekannten Satzes nachge-

gewiesen.

"Sei X eine nichtleere, abgeschlossene, beschrinkte und
konvexe Teilmenge eines reflexiven Banachraumes und sei
f: X—» R ein stetiges konvexes Funktional. Dann nimmt f

sein Infimum auf X an."™ ([5], Seite 87)

Um diesen Satz anwenden zu kdnnen, werden wir zeigen, daR F
ein Lineares, stetiges Funktional und der AbschiuB T von T
im Raunrwg([a,b]) beschrankt und konvex ist.

Hierzu werden die folgenden Lemmata benotigt, deren Beweise

in ([2],Seite 73ff) zu finden sind.

Es existiert eine reelle ZahL ¢ > 0 mit:
(3.2.1) 432 <= c(llf(i)llz +I|f(i+‘h§) fur i=0,1,2
mit |Léi)”¢§= sup |f(i)(xﬂ

X € a,b]

1390, = « fb(f(i)(t))gdt)1/2 fur fewl([a,bl)
a 2



Lemma 2:

Es existiert eine reelle ZahL ¢ > 0 mit:

b m=1
(3.2.2) I(f(i)(t))2dt <= ¢c( Zf(‘j)(a)z + ﬂ(m)(t)2dt)
J=1 a

a

mit m = 3, i=0,1,2 und'Fetqg([a,b])

Beh. 1: F ist Linear und stetig.

b
= A -2 (N ~ '
F(f) : J\'F(t)dt +l2f(th) B'F (t"-}) + 41"' (tj)
a

- 15-F'(t5) +'k6f"(t2) +7L’r f"(t6)

Die Linearitat von F folgt unmittelbar aus der Linearitit

von Integration und Differentiation.

|F(F)| <= 111!aﬁf(t)|dt +|’k2||f(tu)| +|’)L.3||-F"(tu)|
' 1] 'k "
+ |‘kh| £ (tj)f +|’f\5| | (t5)|+| 6||f (t2)|
+ ]17||f"(t6)[

I

fillee + 12l rllog

<= In Homal T fllgg 12 lell_«l A fll£ee

e 2l ¢l
+ l%”lf"“m

b b b
<= c Ifcx)gdx + Jf'(x)de)1/2+ c ¢ J‘f'(x)gdx
a a

3

b b a b
+ Jf--tx)zdx>‘/2+ c If"(x)gdx + ff"'(x)zdx)1/2
a

a a

= c ”‘f”



Damit ist die Stetigkeit von F gezeigt und Beh.1 bewiesen.

Beh.2: T ist in'wg([a,b]) beschrankt und konvex.

Fir den Bewels betrachten wir die Erweiterung T' der Menge
T auf Funktionen aus wg([a,b]), fUur die anstatt (1.2.3) und

(3.1.4) die Bedingung (3.2.3) und (3.2.4) gelten missen.

TY = {fe 1ﬂgt[a,b3) mit f erfUlLlt (1.2.1), (1.2.2),

(1.2.4), (3.2.3) und (3.2.4))}

mit
f"(t2) =0
(3.2.3) f"(ts) =0
f'(t&) =0

b
(3.2.4) J“f"'(x)gdx <= M>(b-a)
a

Von den Extremumsbedingungen (1.2.3) bleiben nur die Be-
dingungen (3.2.3) erhalten, da in'WS({a,b]) die 3.Ableitung
nicht Uberall existiert und die Extrema sich aus den Mono-
tonieforderungen flr die 2.Ableitung bereits ergeben.

Wir zeigen, daB T' in 112({a,b]) abgeschlossen, beschriankt
und konvex 1ist. Dann folgt sofort wegen T ¢ T' und damit
auch T ¢ T' die Beschrinktheit von T. Die Konvexit&d@t von

T L@Bt sich analog zur Konvexitdt von T' beweisen.
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a) Beschrianktheit:

3 b
Il £))? = i; aff(i)(t)z dt
T2
<= 4c(§ ) (ay2 be'--(tﬁdt)
J:
a

2
<= 4¢ Zf(j)(a)z + 4cM2(b-a)

j:
b) Konvexitadt:

Die Konvexitat der Bedingungen (1.2.1) bis (1.2.4),

und (3.2.4) ist offensichtlich.

c) Abgeschlossenheit:

Sei gyewg([a,b]) Haufungspunkt von T', d.h.:
e DEIfeT' : lf-gll® <= €7

Dann gilt wegen Lemma 1 fir die Supremumsnorm:

<= € i =0,1,2

Hieraus ist sofort ersichtlich, daB g die Bedingungen

(1.2.1), (1.2.2), (3.2.3) und (3.2.4) erflUllLt.

(3.2.3)

Es blLeibt die AbgeschlLossenheit bzglL. der Monotonieforde-

rungen (1.2.4) zu zeigen.



O0.E. sei f € T' monoton steigend in [%,B], d.h.:

ol 1 4 [ ] - e -
V x1,xze[ L,B] mit X, < X, giLt f (x1) f (x2) < 0

Annahme: HXT’ x, € [<,B] mit X, < x2und g"(x1)-g"(x2) > 0,

2
dann existiert J} >0, so daR g"(x1) = g"(x2)+d}
Nach Voraussetzung gibt es J2 >=0 mit f'°? (x1 ) = fre (x2)— J2

Es folgt:

[frrix d=g' ' (x )| = lg v (x y+d =Fr1(x )+d|
1779 1 s 2" T 2 Jz

|g"(x2)-f"(x2)+c{| mltor=d'1+cf2> 0

>= '|g"(x2)—f"(x2)|-dﬂ
wahlLen wir € =d /4, dann gilt:
”g"(x2)—f"(x2)|— dI>= 3/448> €

Dies ist jedoch im Widerspruch zu || f*' - Q""xf: €, also ist

g'' monoton steigend. Damit ist Beh.2 bewiesen.
Setzen wir nun in Satz 1

f = =F und X =T
so folgt, da W g([a,b]) als Hilbertraum reflexiv und volLlL-

stdndig ist, daB F sein Maximum auf T annimmt.
Also:

— fe T mit FC£) = max Fep
o feT
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3.3 Konvergenz des Verfahrens

Das numerische Verfahren in Abschnitt(2.1) und (2.2) besteht

darin, dem AusgangsproblLem (1.2.5) im unendiLich dimensionalen
separablen Hilbertraum wg([a,b]) entsprechende Probleme in

endlich dimensionalen Teilrdumen zu konstruieren und diese

endlich dimensionale Probleme dann zu Losen. Interessant ist

nun die Frage, ob die Folge der Losungen, die durch Erhthen

der Dimension erzeugt wird, eine Maximalfolge ist (vglL.

hierzu Ritz'sches Approximationsverfahren in [1], S.31ff).

Definition:

Sei MS X eine Teilmenge eines topologischen Raumes X und sei
F:M— Ru{+co -0} ein Funktional auf M.
Eine Folge {xn}ndqQM mit: Lim F(x_ ) = sup {F(x)} heiBt

Il —» oo xeM
Maximalfolge. (siehe [1],S.31)

Bezeichnung:

"
x
A
x
Fa
A
x
il
(=2

Sei a
i (I) = Menge der Polynome r-ten Grades auf dem Intervall I
r - : -
Hn([a,b]) = {s IE] 51,...,snePr mit s(x) = si(x) ,xe[xi,xiﬂ]
() = G(J G R -
und gi_T(xi) = s zxi) fur i=0,...,n; 3=0,...,r=2}
heiRt der Raum der (r-2) mal stetig differenzierbaren Spline -

Polynome r-ten Grades lber n Stltzstellen. (vgL. [8], S.108)
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i 3( . = < =
Sei f € w2 [a,p]), A : a X, x2< va. < X b und

A = max{lx_
i i+1

Dann gilt fur genigend kleines A :

- xil}.

Es existiert sfe Hz([a,b]) mit:

, 3 i _
||DJ(f—sf)II°° <= CJ(MB 3-1/%¢l , j=0,1,2
wobei die Konstante C von f unabhidngig ist.(siehe hierzu den

wesentlich allgemeineren Satz in [6] , S.210).

Es ist nun zu zeigen, daB sich Jjede Funktion f € T beliebig
genau durch Spline - Polynome 5. Grades, die in T Liegen,
bzglL. der Supremumsnorm approximieren LaRt.

D.h.:

(3.3.1) Y/ feT El(sn)m_:N < UHE A T mit Lims = f

n=1 n—+60
Nach Satz 1 existiert zu jedem n ein s mit
n,max
(3.3.2) F(s ) = max F(s ) ,
n,max n

= sn€Tn
da Hiats endlich dimensionaler Raum vollstdndig und reflexiv

und Tn = Hiiﬂ T abgeschlLossen und beschriankt ist.

Infolge der Stetigkeit von F gilt fur:

F(f ) = max F(f) und Ltim s = f
(3.3.3) o feT n—»con o

F(s ) <= F(s ) <= F(f )

n n,max o
Hieraus ergibt sich: Lim F(s ) = F(f )
n— oo n,max o
(s ) ist in der Tat eine MaximalLfolge. Dies besagt
n,max n=I
Jedoch nicht,daR s gegen f konvergiert, sondern Ledig-
n,max o

Lich, daB die so konstruierte Folge eine gute Niherung flur

den maximalen Wert des Funktionals F Liefert.
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Zum Nachweis, daRB:
H
(3.3.4) AT = T
%E% n

benstigen wir den folgenden Satz, der besagt, daB sich jede
monotone Funktion ge;w;([a,bj) mit "g'"&Q<= M durch eine

‘33' ' = iebi : i
Folge (tn)neN ﬁjmlt"tn“°°< M beliebig genau anndhern L&ERt.

([¢,B1) mit g monoton auf [=,B] und lg'll , <= m,
so gilt:
(3.3.5) Yeo> 0__—_|neN mit: lg-t Il <= €

-

wobei t € Hnjmonoton auf [o,B] und "tﬁ"oo<= M ist.

Beweis:

0.B.d.A. kann das Intervall [0,1] zugrunde gelegt werden.
Nach einer Arbeit von Ronald DeVore [3] ist bekannt, daR
sich jede Funktion g € c1([0,1]), die monoton auf [0,1] ist,
durch ebenfalls monotone Splines t, € Hz approximieren L3ERt.
Jedoch gilt flr diese Spline = Polynome i.a. nicht, daR

mit ||g'llg<= M auch | trll <=m ist.

FUr die Konstruktion derartiger Splines sei:

s = Jxh , 0<=3<=n mit h = 1/n
s = 0 , j<o
s = 1 , J>n

M(x,t) = r(t=x), =
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(3.3.6) N, (x) Mix; s.,... 5. )
i,n,r i i+r

r[si,...,si+IJ (. - xfr1
fir =r+l <= i <= n-1
seien die B - Splines der Ordnung r (vgL. [9],S.109ff)
M(x;si ,...,si+r ) ist die Darstellung mit Hilfe dividierter
Differenzen.
Die B - SpLines besitzen die folgenden Eigenschaften:
N. () =0 fur x ¢'[xi,xi+g

i,n,

(3.3.7) )

J“N. (x)dx = 1
- oo 1,n,r

(siehe [4] S.8973)

0.E. sei g monoton steigend.

Wir setzen L = [n/3] und definieren

bk := g(xk) - g(xk*1) ; k=1, ..., L+1
mit x = x_  + 3n
k k-1
Es gilt:
-1
(3.3.8) b,,,<= 3, da |]g"“m§= M

Un Splines bestimmen zu konnen, deren AblLeitung Uberatll
kteiner gleich M ist, unterscheiden wir drei Typen von

Intervallen [xk,xk+1].

Definition:

Das Intervall [xk,xk+1] heifBe

vom Typ 1, falls 0<=b, <= 4/3Mn""
-+
vom Typ 2, falls 4/3Mn" 1< b, 4 <= 5/3Mn"~
1

vom Typ 3, falls  S5/4Mn” '< b, <= 3Mn~

1

ist.



Auf diesen Teilintervallen [)(k ,xk 1} definieren wir die
+

folgenden Polynome:

1. [x ,x vom T 1
k’ k+ﬂ yP

X

(3.3.9) tp (0 i J\bk+1ﬂk’n,gt) dt + g(x )
X

- =1
xk xk+n xk+2n xk+1
Aus (3.3.7) folgt:
tIk’n(xk) = g(xk) und tIk,n(ka) = g(ka)

sowie tIkﬂgxk) = tIk,éxk+1) =0
1

Wegen Nk’n,(go <= 3/4n und bk+f= 4/3Mn gilt:
£ (x) <= 3/4nb <= 3/4n 4/3Mn" ) = M
Ik,l'l k+1
2. [xk,xk+1] vom Typ 2
. -1 -1
i = - - -x + + - + +
Es sei z(x) := (x xk)+ 2(x xk N )+ (x xkzn )+

1

-1 -1 -
+ - - + - + + -
(xk n x)+ Z(Xk 2n x)+ (xk 3n x)+

z(x)

1/2n-2 n_2 1/2n"
x +n~1 x, +2n~ 1 x
Kk *x Kk K+1
und t¥(x) = JJiIZMn 2(t) dt + g(x )

Xk
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Dann gilt:
£ (x ) = gix )
XK = 9tx

* _ -1
t (xk+1) = g(xk) + 1/4Mn

+ 172Mn" '+ 1/4Mn "1 = glx ) + Mn~ !
FUr die Differenz an der Stelle xk*l erhalten wir die Ab-
schatzung:
-1
1/3Mn <= g(x
g k+1
Zur Korrektur dieses Fehlers addieren wir

) =t (x. ) <= 2/3Mn "]
k+1

X
(g(x ) = £°(x. ) * N (t) dt
K+ 1 k+1 k,n,3

k
Das SplLine - Polynom

x

X
* *
3. = + - * (t) dt
(3 310)tﬁv§X) t (x) J}g(xbﬂ)t 0&+1H N,n’
*k

besitzt nun die Eigenschaften:

tIk,éxk) = g(xk)
t ( ) = glx )
Ik,nXk+1 9 k+1
] = *l -* *
und tIk’éx) t '(x) 4+ (g(xk+1) t (ﬂo+1)) hL,n,gx)

<= 1/2M + 2/3MN "~ *3/4n <= M

3.[xk,xk+1] vom Typ 3

Wir definieren die HilLfsfunktion

X

t*(x) .= jM dt + g(xk)
Xk
und bestimmen wiederum den FehlLer an der Stelle X

k+1

473Mn~ "1 >= t*(xk

) = gt >= 0
+1 g xk+1)
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x

Durch Subtraktion von (t" (x )=g(x ))*N (t) dt
K+1 K+1 k,n, 3

Xk

erhalten wir den SplLine

X
(3.3.11) t_ () = £5(x) = J(t*(x Y=g(x_ I)*N_ (&) dt
k+1 k+1

k’n ksn,:}
*k
fUr den gilt:
tlk,(nxk) = g(xk)
tIk,(nxk+1) B g(xk-i-T)
sowie £ (x) = £70700 = (£¥(x )=gix_ ))*N (x)
Ik,n k+1 k+1 k,n,3

und damit die Abschdtzung

M = 4/3Mn" %3/4Mn <= tl (X)) <=M
ko1

<= 0 <=ty (X)) <=M
k11

Da auf den einzelnen Teilintervallen t (x ) = g(x ) und

Ik,n k k
tIk,%*k+1) = g(xlc+f gilt, Liefert das Zusammensetzen der
auf den Teilintervallen definierten Splines eine stetige
Spline - Funktion

t (x) =t (x) fur x € [x ,x 1.
n Ik-,n k' k+1

fir deren AblLeitung die Bedingungllt'(xﬂhé; M im Innern von
n
[x X 1, k=1,...,L+¥1 erfllLlt ist. Jedoch ist t' an
k k+1 n
den Grenzen nicht notwendigerweise stetig.

Fur Intervalle vom Typ 1 und Typ 2 ist wegen
t* (x ) = t' (X ) =0
Ik,nk Ik,n k+1
das stetige Aneinanderfligen der Polynome unproblLematisch.
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Dagegen bereiten Typ 3 Intervalle wegen

[ ] - v -
tIk,r(lxk) tIk,§1XK+1) M
beim Zusammensetzen Schwierigkeiten. Um die Stetigkeit der
Ableitung zu erreichen, missen wir gnan den kritischen Punk-
ten verandern.

Seien hierzu [x ,x vom T 1 oder 2 und X X vom
[x, . k+1] yp [ 1’ k+2]

Typ 3, dann setzen wir:

x
(3.3.12) t (x) = t (x) + ‘{(t—xk—Zn"B * Mn dt
n n +

I, N
k fur x € [x ,X
[ k k+T]
Es folgt t'(x ) = ¢! (x ) = M
k+1 Ip,q1sn kel

Damit ist t' an der Stelle x stetig.
n k+1

Sei h := max{m: [x ‘ﬂvom Typ 3 fuir 2<=3<=m} der

‘Ix .
k+j° k+j+
Index fur das Letzte einer Serie von Typ 3 Intervallen.
Wir d@ndern t zu:

n

X
(3.3.12) t (x) = ¢ (x) = (=X +2n-hH *Mn dt
n Ik+h’n k+h

*k+h
und erreichen dadurch die Stetigkeit von t' in
I

eshse T

Die Funktion t ist jetzt auf dem gesamten Intervall [0,1]
stetig differenzierbar, und es ist Leicht nachzurechnen, dai
fur die Ableitung die UnglLeichung: 0 <=t (x) <=M gilt.
Es bleibt noch zu zeigen, daBR die Folge der SplLine -
Funktionen (tn) gegen die Funktion g konvergiert.

Fur die Abweichung | g(x) - tn_(x)| erhalten wir die Ab-
schidtzung:

1. lgx) - tn(x)| <=| gtx) = g(xk)| + 'tn(xk? - tn(x)l

' (hach (3.3.8))

<= 2bk+1 <= BMn
falls x Element eines Typ 1 oder Typ 2 Intervalls ist,

das nicht an ein Typ 3 Intervall grenzt.
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2. 1900 = £ 00l <= gt = glx| + |t (x) = (x) = Mn |

< 2bk+1 + Mn <= 7Mn

falls x Element eines Typ 3 Intervalls oder eines Grenz-

intervalls ist.

Am Beginn einer Serie von Typ 3 Intervallen wird jeweils Mn~
zu viel aufaddiert. Dieser FehlLer wird am Ende (im Letzten
Typ 3 1Intervall) subtrahiert, sodaB fur die Funktionswerte
an den Ra@ndern des Gesamtintervalls gilt:

g(0) = tn(D) und g(l1) = tn(l)

Damit ist Satz 2 bewiesen.

Fir die weiteren Betrachtungen werden die Bedingungen (1.2.1

an den Grenzen des Intervalls [a,b] abgedndert.

)

ft1(a) = bos f'1'(b) = b
(3.3.13) {8pg™ { =r'(a) = 8ot € Bgg= & = £'(b) = g g+ &
hog- § = £(a) = hogt & hgg-8 = £(b) = ng+d

Fir die Werte der Funktion und der 1. AblLeitung werden Jjetzt
an den Riandern keine festen Punkte mehr vorgegeben, sondern
nur noch kleine Intervalle. Fur die Menge der zul@dssigen

Funktionen T ergibt sich:

T = {fe S3([a,bl): f erfillt (3.3.1), (1.2.2) = (1.2.4)

und (3.1.5)}

Wir nehmen eine beliebige Funktion f € T mit

fr(a) € (gos—{,gos+£) frib) € (gss—{,gss+s‘)
(3.3.14) {f(a) € chos-é‘,hos+&) f(b) € (nSS-&,hSS%)

' — ] +
f (t3) e (0,v ¢ & f (t5)e (v o §,m

wobei F'(t ) = max f'(x) und f'(t ) = min f(x) ist.
x€la,b] x€l[a,b]
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Das Intervall [a,b] LaBt sich folgendermaRen zerlegen:

[a’b] = [a,t2Ju [t2't3] Voea U[:t6pb]
Die 2. Ableitung f'' ist auf diesen Teilintervallen entweder
monoton fallend oder steigend.

Sei I = Bx,Bj eines dieser Intervalle, dann existiert nach

Satz 2 eine monotone Spline = Funktion s''_ ¢ Hg mit
n,I
lf10000 = st 0| <= 7mn]
n,I

Durch Integration erhalten wir:

X
s' _(x) =J.S" (t) dt + f'(«)
n,I o n

sowie

S

X
= ot
n,I(X) Jnsh (t) dt + f(ot)
ol

~X X

= dJ;" (t) dt +f'"(«¢) dy + f(o0)
ol n
FUr den ApproximationsfehlLer ergibt sich:

~X

['s* () = fr0l <= || s'7r (&) = Froce) gt
n, L n

o™

<= 7Mn " %@ -0

und

Ily

| s L0 = fFoo | <= lj};h (t) - f'(t) dt |
o
<= 7Mn~ % (B-0?
Also LaBt sich auf [%,[3] die Funktion f durch einen SplLine
s € Hj, dessen 2. Ableitung ebenfalls monoton ist, be-

n,lL

Liebig genau annidhern.
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Die so konstruierten SplLine = Polynome auf den Teilinterval-
Len Lassen sich in der Mitte (bei x=0) beginnend nach Links
und rechts bis zu den Randern dreimal stetig differenzierbar
aneinanderfiigen. Die Polynome auf der Offnungsseite werden
zuerst flr positive Teilintervalle konstruiert und dann an
der Y = Achse gespiegelt. Die Splines wurden so gewdhlLt, daB
sie das gleiche Monotonieverhalten und die gleichen Werte fur
die 2. AblLeitung an den Randern wie die Funktion selbst be-
sitzen. Aus diesem Grund erfiillLt der zusammengesetzte Spline
Sh selbstverstandlich die Monotoniebedingungen (1.2.4), die
Extremumsbedingungen (1.2.3) und die Einschrankung (3.1.4)
fur die 3. Ableitung. Nach Voraussetzung (3.3.14) Liegen die
Werte von f im Innern der Intervalle aus (1.2.2) und (3.3.1),
sodaB fur hinreichend groBes n auch diese Forderungen von s,

erflullt werden.

Also gilLt: %1 € T

Wegen der Kdnvexitét von T existiert dann zu jedem-%_ €T
. c = . . _
eine Folge (fn)kEN"T von Funktionen fn.dle der Vorausset

zung (3.3.14) genlgen und fur die gilt:

Lim f, = f
k**uok ©
Fassen wir die Ergebnisse zusammen, so erhalten wir:

—

1.V €> 0—kenN mit Iy - fDII% < &2
I

2./ e>0—nen mit llfy - s, ol g &2

und somit:

—_—

3.Ve>0—nke N mit Ilf-.o—sn,kII%< 3

Also ist unser Ziel erreicht, wir haben eine Folge (§;)ynenN
von Splines konstruiert fuUr die gilt:
Ltim s = f,

m-» oo
und damit ist die Konvergenz des Verfahrens bewiesen.



3.4 Problematik fester Randbedingungen
Anders als beim numerischen Verfahren werden fir den Konver-—
genzbeweis keine festen Randbedingungen verlLangt und zwar

aus dem folgenden Grund:

Die Frage, ob es mogLich ist,eine konvexe (bzw. konkave)
Funktion g auf einem Intervall [=¢,B] durch konvexe (bzw.
konkave) Spline - Polynome s, die an beiden Intervallrindern
mit g Ubereinstimmt, d.h. gB) = s(P) und g(=) = s(¢), be-
Liebig genau zu approximieren, ist ein bisher ungeklartes
Problem. Als eine der neusten Veroffentlichungen auf diesem
Gebiet sei die Arbeit von J.W. Schmidt und W.Hess von der
Universitat Dresden lber konvexe SplLine Interpolation [9] er-
wahnt. Wegen der Monotonieforderungen an die 2. Ableitung
ist das Krimmungsverhalten der 1. Ableitung und der Funktion
selbst auf den Teilintervallen festgelegt. Daher kdnnen nur
auf einer Seite der Intervalle die Werte filr die Funktion
und die 1. AblLeitung vorgeschrieben werden. FUr die andere
Seite ist nur bekannt, daB man beliebig nahe an diese Werte
herankommen kann, also in jedem vorgegebenen Intervall Liegt.
FUr das technische Problem ist es nicht unbedingt erforder-
Lich feste Werte fur Geschwindigkeit und Hub an den Rampen-
enden einzuhalten. Die Rampen sind so zu konstruieren, daR
an ihrem Ende der Hub etwas groBer, als das maximal auf-
tretende Ventilspiel ist und daher der Wert am Rampenende
nicht exakt vorgeschrieben werden muB. AuRerdem gestatten
die zur Rampenberechnung verwendeten Computerprogramme eine

flexible Anpassung an den konstruierten Hauptnocken.
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4. MODIFIZIERBARKEIT DES VERFAHRENS IM HINBLICK AUF

Die Ventilfeder sorgt daflir, daB beim Offnen des Ventils der
StoBel fest auf dem Nocken aufliegt. 1Ist nun die negative
Beschleunigung des Ventils groBer als die Federverzdgerung,
d.h. schneidet die BeschlLeunigungskurve die Kurve der Feder-
verzogerung (Abb.5) , so fuhrt dies zu einem Abheben des
StoBels von der Nockenoberfldche. Dies muB jedoch auf jeden
FalLlL vermieden werden. Aus diesem Grund ist die Ventilfeder
so zu wdhlen, daB die Federverzidgerung immer groBer als die

Ventilverzogerung ist.

Geschwindigkeit i Hub

Nockenwellen-
—_——

drehwinkel

------------ SN AN \ e SoTTIIiIE
\\C“\“m:?”l* el quderverzﬁgerung
/ AT
-...\_:‘"‘*— -"—3’/ J
_____ ~3 ;
Abstand | \ |
Beschleunigung - | \ |
Federverzdgerung | \ /
1

Abb.S5 Ventiloffnungsfunktion mit Federverzdgerung
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Um glinstige Ventilfedern einsetzen zu kdnnen, ist es wiln-
schenswert, zu einer vorgegebenen Ventilfeder die optimale

Erhebungsfunktion zu ermitteln.

Die Federverzdogerung berechnet sich folgendermaBen:

F(x) = 1000%(P +R*f(x))/36mu>

X Nockenwel Lendrehwinkel
f(x) Hub lber dem Winkel x
P Federvorspannung

R Federkonstante

m reduzierte Ventilmasse
u Drehzahl

Dies fuhrt zu der folgenden Ungleichung:
F(x) + (1+SPA) + f''(x) >=0Q

Hierbei gibt SPA an,um wieviel Prozent die Federverziogerung
mindestens groBer als die BeschlLeunigung f''(x) sein solL.
Es ist Leicht einzusehen, daR nur im Verztdgerungsteil der
Beschleunigungskurve die obige Bedingung verlLetzt werden
kann. Erhdhen wir in diesem Bereich die Anzahl der Stutz-
stellen fuUr das numerische Verfahren, so erhalten wir die
folgenden Linearen Nebenbedingungen bzglL. der Spline - Koef=-
fizienten:

1000*% (P +R*S(xi))/38*m*u2+(1+SPA)*S"(xi) >= 0

Mittels der Identitdten:

stx;) = AMx?+ B A%+ ¢ 00 + D AC + EAX, +F,

s''(x.) = 20Aiﬁxi’ + 128 iAx§+ 6C, Ax; + 2D,

1000R/ ( 36mu>)

Konst
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kann die obige Ungleichung UbergeflUhrt werden in:

3

Konst*(n.bx5 + B.Ax% + C.Ax; + D.Ax? + E.Ax., + F.)
1 1 a1 1 1 1 1 1 1 1

i
+(1 + SPA)*(20A.AxJ + 12B .Ax2 + 6C Ax. + 2D )
1 1 1 1 1 1 1
>=  =1000P /36mu”

fir 17109 ""'%358-1

Diese Restriktionen kdnnen ohne Schwierigkeiten dem Linearen
Programm hinzugefligt werden. Desweiteren kann dann die
Nebenbedingung flir die maximale Verzidgerung entfallen. Wegen
der GlLattheit der Federverziogerungskurve dirfte schon eine
retativ geringe Anzahl zusdtzlicher Stiltzstellen (etwa 10
auf Jjeder Seite) zur Kontrolle geniligen. Diese Erweiterung
des Verfahrens fuhrt dazu, daB sich die Beschleunigung an

die Federverzogerungskurve anschmiegt.



4.2 Extreme Hubwerte

Die neusten Entwicklungen bei der Konstruktion von Nocken-
wellen tendieren dazu, bei einem kLeinen Event (Offnungs-
Lange) extrem hohe Werte fur die maximale Ventilerhebung zu
erreichen. Dies gelingt durch Veridnderung des charakteris-
tischen Verlaufs der Beschleunigungskurve, z.B. der Einfuh-
rung eines Bereichs mit BeschbLeunigung null. Das numerische
Verfahren aus Kapitel 2 erlaubt ohne Schwierigkeiten eine
Anpassung an solche Veridnderungen der Ventiloffnungsfunktion.
Hierzu werden entweder die entsprechenden Nebenbedingungen
gedndert oder neue Restriktionen dem Linearen Programm hin-
zugefiigt.

Gerade fUr die Beschleunigung L&Bt sich wegen des niedrigen
Polynomgrades die Funktion auf dem gesamten Teilintervall
durch Vorgabe der 2. und 3.Ableitung an den Intervatlrandern

Leicht manipulieren.
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4.3 KontrolLle der KrUmmungsradien

FuUr das vernunftige Arbeiten eines Nockens ist es erforder-
Lich, daB der Krummungsradius der tats&@chlichen Nockenkontur
ein bestimmtes MindestmaB nicht unterschreitet oder negativ
wird (hohlLer Nocken). Unter der tatsachlichen Nockenkontur
versteht man die aus der erzeugten Ventilerhebungsfunktion
unter Beriicksichtigung der verwendeten KopplLungsglieder ge-
gebildete Nockenform. Bis jetzt miissen die Soll- und Grenz-
werte fUr das Verfahren so gewdhlLt werden, daB der Krim-
mungsradius nicht zu klein wird. Gegebenenfalls muB das
Programm mit neuen Werten fir die Einschriankungen mehrmals
durchlLaufen werden. Aus diesem Grund ist es von Interesse,
den Algorithmus dahingehend zu erweitern, daB schon bei der
Generierung der Ventiloffnungsfunktion der Kriummungsradius
kontrolliert wird.

Zur Berechnung des Krimmungsradius der tatsdchlichen Nocken-
kontur benutzt man Jjenachdem, ob der Nocken mit einem ebenen
oder kreisformigen StoBel zusammenarbeitet,eine der folgen-

den Formeln:
ebener StodRel
(4.3.1) YP(x) = RG + s(x) + s""(x)

kreisformiger StdRel

(4.3.2) P () = (s(x)%+ s (xP3/2/(s(x)2+ 25 (x) = S(x)s'"(x))

- I
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Hierbei sind:

Pix) - Kridmmungsradius zum Winkel x
RG - Grundkreisradius der Nockenwelle
r - Gegenflachenradius

s(x) = Hub beim Winkel X

s'(x) - Geschwindigkeit beim Winkel X

s''(x)=- Beschleunigung beim Winkel X
S(x) = RG + s(x) + r
‘ “k%
" i T
4 /,
! gSpitzs
AN
"Fl‘lnnk.
Nockenkontur
Abb.6 Nocken mit kreisformigem StoRel

Bei diesen Formeln wurde ein eventuell durch die Kopplungs-
glieder auftretendes Ubersetzungsverhiltnis nicht berilick=
sichtigt. Dieses muB entsprechend der jeweiligen Konstruk-

tion der Ventilsteuerung hinzugefligt werden.
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Aus der praktischen Erfahrung heraus Lassen sich die Be-
reiche, in denen die KriUmmungsradien kritisch werden, ziem-
Lich genau angeben. So ist aus der Formel filr ebene Gegen-
flache (4.3.1) schon ersichtlich, daB nur im negativen Teil
der BeschlLeunigungskurve der Krummungsradius zu klein werden
kann. Wogegen bei kreisformigem StoBel die kritische Zone
sich zwischen Rampenende und maximaler BeschlLeunigung be-=
findet.

Fur ebene Gegenflidche LiRt sich der Krimmungsradius durch
die Einflihrung neuer Linearer Nebenbedingungen im Verzidge-—
rungsbereich kontrollieren. Dazu werden an relativ vielen

Stutzstellen Restriktionen der folgenden Art eingefihrt:

b 3

AjOx + Byaxgt + Cjoxy b

i

3

+ Dax + %.ﬁﬁ. + Fi + 20Ainxi

+ 12B.AX° + BC.AXx. + 2D. <=€- RG
1 1 a1 1 1

£ untere Grenze fuUr den Krimmungsradius

Fuir den ebenen Fall handelt es sich also nur um eine Er-
weiterung des Linearen Programms. Dagegen bereiten die Ein-
schrankungen fur die Krimmungsradien bei kreisformiger Ge-
genflache erheblLiche Schwierigkeiten, da man in diesem Fall
hochgradig nichtlineare Nebenbedingungen in groBer Zahl
erhdlt. Hier muB noch ein geeigneter AlLgorithmus zur Ein-

haltung der Anforderungen gesucht werden.
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4.4 Vollstdndige Automatisierung

Bisher wird jeweils zu einem fest vorgegebenen Stltzstellen=-
satz eine optimale Spline - Funktion gesucht. Durch Ver-
schieben von Hand kann man versuchen,die Kurve auch bzgL.
der Stitzstellen x; zu optimieren. Hierbei ist besonders
die Lage der Stutzstellen von Bedeutung, an denen die Grenz=-
werte fUr maximale Beschleunigung vorgegeben werden. Aus
Erfahrung bei der Konstruktion von Nockenwellen wissen die
Ingenieure die Stltzstellen von Anfang an recht gut zu
pLazieren, sodaB ein L&angeres Hin- und Herschieben nicht
notig ist. Diese Vorgehensweise hat auBerdem den Vorteil,
daB sie dem Konstrukteur erlaubt, EIinflLuB auf den Kurvenver-
Ltauf zu nehmen und so auch das Verhalten bzglL. Federver-
zdgerung und Kriimmungsradius der tatsidchlLichen Nockenkontur
zu beeinflussen.

Werden die unter (4.1) und (4.3) angefiuhrten Erweiterungen
des Verfahrens jedoch vorgenommen, so ist eine vollstiandige
Automatisierung, d.h. eine Optimierung auch Uber den Stltz-

stellen, moglich.

Das resultierende OptimierungsproblLem stellt sich wie folgt

dar:

-

max max QIA(X),B(X))
X A(X),B(X)eKn(X)

(4.4.1) {mit

T = {X=(x2,...,xN_1 XN 1 ""’XN-?:
- ——+2

XopeeesXn_1q <0 ; XNL1+2"""ﬁN-1>0’
RS PAS EAREERS SVIPEL),




= 55 -

Die Stiitzstellen: X, = a
xN = b
X =0
N-1, 4
sind fest vorgegeben und miUssen daher nicht berlcksichtigt
werden.
A(X) = (A1(X),...,AN_1(X)) und
B(X) = (81(X),...,BN_1(X))

sind die vom Stutzstellensatz X abhidngigen Koeffizienten der
Spline = Polynome.

Kn(X) ist die Menge der zuldssigen Koeffizienten A(X),B(X)
zu dem jeweiligen StlUtzstellensatz X. Kn(X) ergibt sich aus
den einzuhaltenden Nebenbedingungen (1.2.1) bis (1.2.4).

max QCACX) ,B(X))

A(X) ,B(X)EK (X)
n

stellt die Zielfunktion des behandelten Linearen Programms

dar.



S. PRAKTISCHE ANWENDUNG DES VERFAHRENS

Zu dem in Kap. 2 vorgestellten Verfahren wurde ein Computer-
programm erstellt (siehe Anhang), das teilweise um die in
Kap. 4 angesprochenen Modifikationen erweitert wurde. Dieses
spezialisierte Programm wird bereits in der Industrie, der
Entwicklungsabteilung der Ford - Werke in K&Ln, produktiv
eingesetzt. Bei der Programmerstellung hat es sich als
zweckmdRig erwiesen,die fiur die Reduzierung des Umfangs be-
notigten Rekursionsformeln sowie das Ersetzen der Variablen
in eigens dafir vorgesehenen Unterprogrammen abzuarbeiten,
da sich dadurch Erweiterungen und Verinderungen des Linearen

Programms Leichter durchfihren Lassen.

Numerische Schwierigkeiten traten in extremen Fallen beim
Losen des Lineraren OptimierungsproblLems auf, dann namtich,
wenn die Beschleunigungskurve an den R#ndern stark wachsen
bzw. fallen sollte und die Stiitzstellen sehr eng zusammen-
gelegt wubden. In solchen Fallen wiesen die berechneten
Spline - Koeffizienten erhebliche GroBenunterschiede auf,
was zZu Rechenungenauigkeiten fihrte. AbhilLfe wurde hier
durch ein numerisch besonders stabilps, revidiertes SimplLex-
Verfahren sowie eine progamminterne Korrektur durch Ver-
anderung der Fehlerschranken fUr fie Nullabfragen geschaf-
fen. Ein VerglLeich mit dem Verfahren von Kurz zeigte, daR

bereits bei relativ wenig Stiitzstellen (etwa 19) der
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gleiche maximale Hub und die gleiche Flache unter der Er-
hebungskurve erreicht 'wurden, wobel die Grenzwerte fiur
maximale Geschwindigkeit wund Beschleunigung um 20-30% ge-

ringer gewahlLt werden konnten.

Von besonderem Vorteil war die Erweiterung des Verfahrens
bzglL. der KontrollLe von Federverzdgerung und Kriummungs-
radius der tatsdchlichen Nockenkontur. ZumalL trotz der dann
hohen ZahlL von Variablen und Nebenbedingungen die Rechenzeit
retativ gering blieb, d.h. unter 15 CPU-sec sowohlL auf der
Siemens AnLage der Uni Kaiserslautern wie auch auf der
Cyber 720 der Ford = Werke in Koln. Dies erlaubt,6bei einiger
Erfanhrung 1im Festlegen der Stutzstellen schon nach kurzer
Zeit brauchbare Ergebnisse zu erzielen.

Bei den abschiLieBend angegebenen Beispielen fiur mit Hilfe
des Verfahrens generierte Erhebungsfunktionen werden alle in

Kapitel 4 angesprochenen Modifikationen verdeutlicht.
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