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[. Problembeschreibung

Das Designproblem eines Kanals mit parallel eingeblasener Luft war der
Ausgangspunkt flr diese Untersuchung. Um ein Gefiih1 fiir das Verhalten von
Stromungen in einem Kanal gemdR (Abb. 1) zu bekommen, sollte von uns ein
Verfahren entwickelt werden, welches fur folgende Geometrie die relevanten

stromungsdynamischen Daten Tiefert.,
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Abb. 1

Durch die Schlitzdisen wird Luft mit hoher Geschwindigkeit eingeblasen.
Fur die sich dann einstellende quasistationare Strémung im Kanal K soll
die Entwicklung der Geschwindigkeitsprofile in Abhangigkeit vom Abstand
zum Schlitz berechnet und die stromungsdynamischen GroRen abgeleitet
werden,

Von besonderem Intevesse sind hier der Druckverlauf, der Impulsveriust
und die Wandschubspannung sowie die sich daraus ergebende mittlere
Ansauggeschwindigkeit.

Dabei sollen Geometrie, Einblasgeschwindigkeit sowie die Wandrauhigkeit
variabel gehalten werden.

Auf Grund von Experimenten erwartet man qualitativ etwa folgende Profile:
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Abb. 2

IT. Mathematisches Modell

a) Bestimmungsgleichungen

Die durch den Kanal K stromende Luft ist dort als inkompressibles zahes
Fluid mit kinematischer Viskositat v anzusehen. Die kinematische Viskosi-
tat (innere Reibung) v ist flur Luft allerdings so gering (bei 20° ¢ und
Atmospharendruck 14,8 10“6 mz/sec), daR sie‘allein die beobachteten
Anderungen der Geschwindigkeitsprofile lber die gegebenen Distanzen

nicht zu erkldren vermag.

Der Geschwindigkeitsausgleich wirde in einer laminaren Stromung erst lber
viel grofere Strecken erfolgen, in einer laminaren Stromung der Viskosi-
tat 0 Uberhaupt nicht.

Die vorliegenden Stromungen sind aber hochturbulent (die Reynoldszahl in

K Tiegt in der GroBenordnung ~200 000) und werden damit durch die Navier-
Stokes-Gleichungen flir grofe Reynoldszahl mit geeigneten Randbedingungen
beschrieben:

div s = 0, s = (u,v)

S, + (5+7)s = veUs :=~«% vp

t




Bei den gegenwdrtig flur die Navier-Stokes-Gleichungen existierenden
analytischen und numerischen Verfahren, sowie den vorhandenen Rechner-
kapazitdten, ist es aber aussichtslos, die Navier-Stokes-Gleichungen

fur die vorliegende Stromung numerisch 1dsen zu wollen. Es st sogar mog-
Tich, daB dies auf Grund der Kompliziertheit turbulenter Stromungen fir
immer ein unerreichbares Ziel bleiben wird.

Zum Gllck haben aber viele praxisrelevante Stromungen (so auch die hier
zur Diskussion stehende) quasi-stationdren Charakter, d.h. obwohl sie

im Detail zeitabhdngig und sehr kompliziert sind, zeigen sie im Mittel

Uber Ortszellen und Zeitintervalle doch immer dasselbe Bild. Auf dieser
Beobachtung beruht die Idee, solche Stromungen durch Turbulenzmodelle

der Navier-Stokes~ oder Grenzschichtgleichungen zu simulieren. Diese
Turbulenzmodelle gehen durch Zeitmittelung aus den Grundgleichungen hervor,
wenn noch fiir gewisse auftretende Korrelationsterme geeignete Ansatze
gemacht werden [vgl. [1]]. Flr die meisten praktischen Zwecke haben sich

solche Turbulenzmodelle sehr qut bewshrt.

Wir flihren ein Koordinatensystem ein, in dem die x-Achse mit der Achse
des Kanals K zusammenfdllt und die Hauptstromungsrichtung mit der positi-
ven x-Richtund. Der Nullpunkt soll in Hohe der Schlitzdisen Tiegen (vgl.
Abb. 3). u, v seien die x- bzw. y-Komponente der Geschwindigkeit.
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Abb. 3




Die in Frage stehende Stromung ist eine (bzgl. y) symmetrische zweidimen-
sionale Kanalstromung. Diese 1dRt sich bei vertretbarem Aufwand mit den
Prandt1’schen Grenzschichtgleichungen modellieven.

Die Grenzschichtaleichungen Tauten:

(2.1) uX-Fuy =0 (Kontinuitdatsgleichung)
| 1
ut_-’ru-ux+v-uy = E‘px £ Uyy s (Impulsbilanz)

wobe
v = Dichte der Luft [kg/m3]

v = kinematische Viskositat [mz/sec]

Un ein Turbulenzmodell zu erhalten, werden die Gleichungen (2.1) Uber
ein Zeitintervall (t ’t2> gemittelt. Man definiert

1
R U A
O et J udt, v, P analog, und setzt
2 1 ty

L1:u+uy Y :v+vp p :P+PT
Ist die Stromung quasistationar, so interessieren nur die Mittelwerte
u, v und P, und die "Turbulenzanteile" up> vy und Py verschwinden im
Mittel:

Durch Einsetzen in (2.1) und anschliefende Mittelung erhalt man

(2.2) ux+%/:0

G-+ Upeuy + 0 Ve
Usthy gy x Y1y

(Die Zeitableitung Uy verschwindet approximativ nach Mittelung, sofern

nur -ty hinreichend grof gewdhlt wird:
[ o

Do(u, +uy,)dt

U




Wir wollen die Gleichungen (2.2) noch etwas umformen:

Aus der Beziehung u

1X4~v1y = 0 folgt

ul'ulxﬁ‘vl'uly = (ul-ul)x+(v1~u1)y )

nach Einsetzen in (2.2) also

(

Um

[

“
e

u-ux4-v*9y+'(“1’U1>X‘P(V1'U1)y S

Y
/

mit Gleichung (2.3) weiterarbeiten zu konnen, missen nun Ansdtze flr

die Korrelationsterme zul-ul)und(vl-ul) gemacht werden. Ein alter, aber

sehr erfolgreicher Ansatz ist das von Boussinesq 1877 vorgeschlagene

Konzept der Wirbelviskositat:

. . » AUy Lk
(2.4) Uy Uy Vi (ax)4~k
Yptdp oty (Xy ax>

2

Hierbei ist k:w% (u14»9?> die turbulente Energie und Vi die turbulente

(oder Wirbel-) Viskositdt, die im Gegensatz zu v keine Konstante ist,

sondern stark vom Grade der Turbulenz abhangt. Die Ansatze fiir die Art

dieser Abhdngigkeit bestimmen die Anwendungsbreite des resultierenden
Modells.

Die Korrelationsterme u. -

uy und Ui-vl sind viskose Spannungen, auch

1

Uy ug eine Normalspannung dar.

Im vorliegenden Fall einer Grenzschichtstromung sind flr die Entwicklung

der Geschwindigkeitsprofile nur wenige der Terme in (2.3) und (2.4) von

Bedeutung, wahrend die anderen nur eine untergeordnete Rolle spielen.

Im einzelnen:

a) -o Uy vy die turbulente Scherspannung, die Uber alle anderen Effekte
dominiert;

b) die Normalspannung -p Ezwﬁzxist dagegen zu vernachlassigen.

¢} Der Druckterm *~§3. Er ist bei einer Kanalstromung nicht zu vernach-
lassigen.

d)

}SchlieBlich ist der Viskositdtsterm v~ﬁvy vernachlassigbar im Vergleich

zu den Turbulenzeffekten, auBer in unmittelbarer Nihe des Randes, wo
eine laminare und eine turbulente Grenzschicht die Verbindung zur

eigentlichen Stromung herstellen (vgl. Abb. 4).
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Abb. 4

Fir Grenzschichtstromungen wird v (bzw. v) als approximativ unabhingig
von x angesetzt, so daB der Term %%»vernach1éssigt werden kann. Wir er-

halten als Modellgleichungssystem also:

(2.5) %¥~+§§-m 0 (Kontinuitdtsgleichuna)

(Impulsbilanz)
Fur die Abhangigkeit der Wirbelviskositat vy ovon der Stromung gibt es
zahlreiche Ansdtze, die je nach Kompliziertheit der Stromung von einfachen

skalaren Abhdngigkeiten bis zu "Mehr-Gleichungs-Modellen™ reichen.

b) Turbulenzmodell

Fur die Wirbelviskositat Vi verwenden wir das auf L. Prandtl zurlickgehende
Konzept der Mischungslange

2 |au]
Vi = 9Jm 53;
Flr imzzﬁm(x,y) hat sich der folgende einfache Ansatz als sinnvoll

erwiesen:

o AN
Loy L = el
m h m
/
/ i I i \ Y,/
1 ¥ 1 .) ARt
0.5

Abb. 5 (y bezeichnet den Abstand von der Wand)
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empirische Konstante; sie hdngt vom Stromungstyp ab (vgl. [3])

In den Koordinaten von Abb. 3 haben wir dann die folgende Funktion als
Ansatz flur die Mischungslange verwendet:
ce(8my), oy € Ses

tp(xsy) = e

eed s (%‘“y g =" 8
K

Der Wert von e kann sinnvoll nur durch Vergleich mit Messungen eingestellt
werden. Patankar, Spalding [5] schlagen auf Grund ihrer Rechnungen fiir Wand-
grenzschichten mit Jets fur e den Wert e=0.09 vor.
Die Grenzschichtdicke & entspricht hier der halben Kanalbreite. In unserem
numerischen Verfahren starten wir von einem kleineren Wert, der langsam

zur halben Kanalbreite ansteigt.

Die Wahl der Rand- und Anfangswerte ist zentral flir das hier betrachtete
Verfahren.

Das turbulente Geschwindigkeitsprofil zeigt zur Wand hin sehr steile Gra-
dienten, so daB es ratsam ist, den numerischen Rand nicht auf die Wand zu
legen. Auch die Zone hochster Turbulenz befindet sich in unmittelbarem
Anschluf an die laminare Unterschicht. Bei der Oberwindung dieser Schwierig-
keit hilft das logarithmische Wandgesetz.

Aus dem linearen Ansatz fiir die Mischungsldnge in Wandndhe ergibt sich fiir
die turbulente Randschicht das logarithmische Wandgesetz [4]. Seine Glltig-
keit ist durch viele Messungen bestdtigt.

Logarithmisches Wandgesetz:

Viskositdt der Luft
8+ empirische Konstante (Wandrauhigkeit)

v, :\/5ﬁ« : Reibungsgeschwindigkeit

Wandschubspannung

W
i v,-d
YoorE e d: Abstand von der Wand
+ ..U
£




Dann Tautet das Wandgesetz:

- +_1 + 1 +
(2.6) u ==1Iny =-=1ng y > 30
K K
15 ZONE OF MOST
INTENSE TURBULENT "
M -
XING - y/j:
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/ A e
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iR : { E 244 Iy 4 49
v L |
o v f
|
S P ,
L botron FULLY TURBULENT |~ WAKE
t o ! REGION i REGION
i L 1 i L
3 0 30 100 500 1000
a

o 5 . \ D e +
lir konnen aiso unseren numerischen Rand an die Stelle y =50 legen und

dort Randbedingungen vorgeben.

Randbedingungen

a) Die Langsgeschwindigkeit U= U seil durch das Togarithmische Wandgesetz
gegeben.

b \} Vom \/ w ﬂ .
’ 0

Die zweite Bedingung an die Geschwindigkeit v ist physikalisch nicht korrekt.
v ist zwar klein, aber nicht Null. Aus der Kontinuitatsgleichung ergibt sich
mittels des Togarithmischen Wandgesetzes

v ey dv Vo ey
Y00 * . Yo X
VA= S U ) 50 = e
0] \ * d X Y

Zur Berechnung von u

o ist die Kenntnis der Wandschubspannung T, notwendig.

vy =0 (Symmetrieachse)
Als Randbedingung an der Symmetrieachse fordern wir:
c) Symmetrielinie ist Stromlinie, d.h. die Stromfunktion f=const

d) == = 0 aus Symmetriegrinden
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Bemerkung
Die Bedingungen b) und c¢) zusammen mit der Kontinuitdtsgleichung bedeuten
Massenerhaltung, denn

Rand Rand Rand bc)

d
-~ [ udy = [ udy=- [ wvdy = 0
dx g 0 X 0

Wandschubspannung

Durch Integration der Impulsgleichung erhalten wir eine Bestimmungsglei-
chung fur die Wandschubspannung:

| Ry
[ {uu_ +vu )dy = o -2
: (uuy +vu )dy . (vu,, = —)dy
Kontinuitdatsgleichung
Y .
—- V(X,y) = - 6 uxdy bei Viy:O =0
Somit
Ry o ROy ‘ Py
J %(u“)xdy = 1 u (Y uxdy')dy = ~rf¥ﬂ~ R -wé
0° 0 Y0 -
wegen
R T
fu, dy = 4y ; S U =0

Mittels partie}?er Intﬁgration ergibt sich schiieflich, wenn man berlicksich-

tigt, daB u- | u dy' [ =0
0 7 0
oy T X d R 2
(2.7) ot =R+ ‘d“fé utdy = 0

Wir sind bei dieser Betrachtung von den stationdren ungemittelten Glei-
chunaen ausgegangen. Das heifit u in obiger Gleichung enthdlt noch alle
Fluktuationen. In einer Naherung konnen wir davon ausgehen, daB diese
keinen wesentlichen Beitraa zu obigem Integral Teisten.




Anfangsbedinaqung

Bei den Grenzschichtgleichungen handelt es sich um parabolische partielle
Differentialgleichungen, so daB wir ausgehend von einer Geschwindigkeits-
verteilung fur x=0 in x-Richtung fortschreitend eine Losung bestimmen

kinnen.

Bekannt ist uns allerdings nur der Wert der mittleren Geschwindigkeit im
Schlitz S. Wenn wir annehmen, daf sowohl im Schlitz wie auch im Ansaug-
bereich ein voll ausgebildetes turbulentes Profil vorliegt, so bendtigen
wir zur Konstruktion des Anfangsprofils noch die mittlere Geschwindiqgkeit
in Ansaugbereich. Die Wandschubspannung wird in erster Niaherung durch die
Blasius'sche Widerstandsformel

2

Ao U

CO| b=

W

- 0.3160 (49)71/4

o
1

berechnet und v(0,y) =0 gesetzt.
Integration der Gleichung (2.7) lber die Kanalldnge liefert

A, X=ROR 5 x=A
J o dx o+ p(x)e= | + [ utdy | =0
0 Coix=0 0 'x=0

Da wir keine Druckdifferenz zwischen Eingang und Ausgang des Kanals haben,
fallt der Druckterm flr die Gesamtbilanz weq, und wir erhalten

(2.8) T‘S ;Wdy + é u }X:Ady - ! u !X:Ody = 0

Dies konnen wir Uber ein Iterationsverfahren ausnutzen, um die Ansaugge-

schwindigkeit zu berechnen.

Das vollstandige Gleichungssystem, das es zu 1osen gilt, lautet also:
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Xy
/ _ 9 213u du, _ 1 dp
\210) UUX+\/Uy ‘5‘5;{(\)“‘1[“ a—y T}—/_’ Ea—)z
(2.11) v(x,0) = v(x,R) =0
(2.12) uy(x,O) = 0
(2.13)  u(x,R) = U,

v v, +d T

. W
(2.14) ug = -2(In(=S==) =1 g) v, = VS

. ) R
(2.15) n?1+~R-«f§4-§L / uzdy =0

o X 0

1 A R opxeh
(216} - j de\y+ f U dy = O

"0 0 Ix=0

[TI. Numerische Realisierung

a) Umformulierung der Gleichungen

Aus der Kontinuitdtsgleichung (2.9) folgt die Existenz einer Stromfunktion
f(x,y).

(3.1) f,=u , £z -y

Gleichung (2.10) wird dann zu

- -9 .
(3.2) fyfyxﬁhfxfyy = Sy (v+o

Dies Tdt sich dquivalent umformen zu einem System aus 3 partiellen
Differentialgleichungen 1. Ordnung.

(3.3) g\y = h 1
L9 s Ty o Py

1:) ; .
o= (vHlnl (X,y) hi)eh
mit den Randbedingungen

(3.4) fx(x,G) = fx(x,R) = 0
h(x,0) =0
Q<X’R> = uo b
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wobei Uy durch die Gleichungen (2.14), (2.15) gegeben ist.

bs Tiegt also ein gekoppeltes System partieller Differentialqleichungen
1. Ordnung vor, bei dem die Randbedingungen Uber eine nichtlineare
Gleichuna mit dem System gekoppelt ist.

b) Diskretisierung und Algorithmus

Als Algorithmus zur Losung des Gleichungssystems (3.3), (3.4) verwenden
wir eine Modifikation des Keller'schen BOX-Verfahrens.

j+1

T
n-1 g n+1

Zur Diskretisierung

In x-Richtung wollen wir eine dquidistante Diskretisierung annehmen.
Dagegen soll die Diskretisierung in y-Richtung variabel bleiben.

Es gelten folgende Definitionen:

S Fneax,y(J)) n=0,...,N
J=0,...,M
WY(3) = y(3)-y(i-1) J=1,...,M
n+1 n+l n+l n+l
(3.5) RN ES TR 151 (= "1y
Lo IGEDD) 7 T Si+1/2
n+1 n+1 n+l  n+l
(3.6) EA TS TS

Tnry T Tz B hgage)
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ntl ~ n-1 fm'l _fn"1
3.7y L 9j+1/2 gJ'+1/2__h""1 N2 VAN A VA
(3 9541/2 AX j+l/2 ax
) 1 n 2 n-1 1, n+tl . n-1
1  n-1
. n2;n=1, 1, n+¢l ,n-1. 1 " - p
“(v+-(h% )7 h i 1) g'(hj *‘hj %] o AX
Bemerkuna

In der letzten Gleichung wurde der Ansatz

n

) Ny ppn=loy on
J+l

N o
= (or(InG ) RS ) e nS

zur Linearisierung verwendet.

Nach Auflosung ergeben sich aus (3.5)-(3.7) folgende Gleichungen:

SN WRCES B SO, DD SR A0 o A
WEEY TS T2 9% Taygeny Y :

R g”+1«hi gl 1 el 1l
Ay (J+1) “J 2 ] sy (3+1) Y3+17 7 T4

1 oon-1 [Tw¥l], 1 n-l _?Mﬁxfi
2ax 9341727 9541 |

S 1ol T L el [
Zx Mae1/2 Zax Mger/2 ] T

1o -1 n-1 1 n-1 en-1
Jiv1/2 954172 T ax Mje1/2 Tie1/2

2

i

n“'lg n-1

n
+WIT AAAAAA e (ok(TmL ) j+1%)hj+1

h

N hn~1+»1 1

n-
BRI By v
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Wir setzen nun

1 n-1
) =gy Py
1 n-1
d0) = 255 954172
S 1 ny2,, n-1
e(j) := 2><w+(]1j> ;hj D)
o1 n-1 n-1 1 n-1 .n-1 1 .n-1

ROT = 5% 954172 950172 7% Mge1/2 Tye12 5o P

1 . n-1 1 syn-1

Berlicksichtigen wir noch die Randbedingungen:
n+l

0 (x:0) =00 2 R =0
(3.8) u(R) =u, 2 Mg
_ A n-1 _ n+l
V(X,R) =0 = fm = fm
Bemerkung:

U, ist a priori nicht bekannt! (Vgl. 2.14/2.15.)
S0 ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

p =P
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JABMZLBYDS = n n+on
— " Ws- (1-wje-
Yo - T4 ~3 . SRR -
: (T-W)y e gy | TP (TR e (TW)P L (1-H)0
I 1
)
0 n L 0 T 0
W W
0 o et 0 0 T
S=EE
Xy _ _ T-W, | T ol o
I (T-W)Y r+u (1) ke | (2P (2W)o Z-W)
- H
g | THg 2. | Wk 2_ | (Whv
Y I (R N 1 0 i 1 0
T+ 2 Wty 2 Wty
0 \ 0 ,4mwc% 0 : . 0 : :
7
Mw,- (e-W)Y
D i
o] NSRS B : |
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Mit Aj, Bj, Cj (3x3)-Matrizen, und Ej, Rj Spaltenvektoren mit 3 Komponen-
ten 1dBt sich das Gleichungssystem in folgender Gestalt darstellen:

Ay By G 5 R1
............ | A .
(3.9) | = + prR+ugR
............ !
Am-1 Bu-1 CM~1fi |
| !
Ao By ) L5 Ry
A £ = R
wobe
(et
hel
Ej = }gg % j =0,...,M die zu berechnenden Werte
| \
L
AN
{o} { 0
R := 10 Ry := | 0
0 n J ]
0] \R(3-1))

A .
R enthalt ~~%§ in den Zeilen, in denen R(j) vorkommt.

R enthalt 1, an der Stelle, an der die Randgeschwindigkeit eingesetzt wird

.on+l
(bei In ).

Die (3x3)-Matrizen sind folgendermaBen aufgebaut:
-1/8y(0) -1/2 0 (1/Ay<0) ~1/2 0 }

0 -1/ay(0) <1/2] ¢ =] 0 “1/ay(0) =172
| I
L0 0 1| 0 0 0




g 0 0 0
Ay = | 0 0 0
Coc(i-1) d(j-1) e(j-1)
oo -1/8y(J) /2 )
By = | ~1/ay(3) -1/2 0 |
Loc(d-n d(3-1) e(J) )
| 0 0 0 }
C; = -1/4y(3) -1/2 0|
‘ 0 ~1/ay(3) -1/2]
0 0 0
AL = 0 0 0
c(m=1) d(m-1) e(m)
1 0 0
B = 0 1 0
m
L c(m-1) d(m-1) e(m)

Das Gleichungssystem lautet also in Kurzschreibweise:

AE =R + p-a + uD-R s

wobei p = Druck/o an der Stelle n+l
Uy = Differenz zwischen Uy und einem Schatzwert U

Zur Bestimmung von p und uy mochte ich auf Teil c) dieses Kapitels verweisen.

Das Verfahren zur Aufldsung des Gleichungssystems
A-E =R
ist im Anhang I beschrieben.
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Der Algorithmus besitzt also folgende Struktur:

o

merke . E - EALT

M

Definition

=

AV4
A+E1 = R ldsen

\Y4
Definition ﬁ
AE2 = ﬁ 10sen

l

v —
Definition R
A‘ER = R 18sen

i

|

Y.
EL,E2,E3 = P(i42),up(i+2)
vgl. ndachstes Kapitel

|
|

! E=El+p R2-&uD E3

v

Mittelwertbildung
E = (E+EALT)
5

Bestimmung der Wandschub-
spannung v (i+1)

mittels Newton-Iteration
- v

Berechnung: Mittlere Ge-
schwindigkeit, differen-
tielle Impulsbilanz,
Impulsverlust (2.15)

i)
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¢) Behandlung der Randbedingungen

Wie bereits in Teil II beschrieben, kommt den Randbedingungen zentrale
Bedeutung zu. Dabei ist eine mdglichst exakte Bestimmung der Wandschub-
spannung notwendig, d.h. ein Schatzverfahren kommt nicht in Betracht.

Insgesamt ist folgendes System von Randbedingungen zu beriicksichtigen:

fx(x,O) = fx(X”R> =0 = v =20
A
» = = = O
h(x,0) =0 u,
g(x,R) = U 8 U= ug
V* V d T
Uy = — (In (——=-1n g) v*:\/7¥

T D R

W x  d 2
(3.10) “‘“+R'*5“+“d—>? é u'dy =0
Im folgenden sei p := 2

Damit kommt die Dichte in den Gleichungen nicht mehr vor.

In das Gleichungssystem (3.9) sind die Randbedingungen v(x,R) = 0, uy(x,O) =0
direkt integriert.

u(x,R) = Us ist noch an das logarithmische Wandgesetz und damit an die
Wandschubspannung gekoppelt. v(x,0) = 0 ist bisher nicht erfaft.

Wenn wir die Gleichung (3.10) diskretisieren, erhalten wir insgesamt folgen-
des cekoppeltes System von Gleichungen:

~ A
A*E = R+p R+u.*R (val. S. 19)

D
mit
2 VE(n=1) + (V3(n+1) - Vi(n-2))
Ve(n) = =% *3 x : (quadratische Interpolation)
VE(n=1) + (V2(n+1) = V3(n-2)) . p(n+l) - p(n-1)
(3.11) * Va(ntl) - Vy ), b P ©R
D 2:\)(
L I(n+)-T(n-1)
i 2AX =0
V,  V.d
URS"*UD = ——(In( - )= 1n 8)
R
I(n) := ] udy|
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Bemerkung

1)

IF

Die Randbedingung fx(x,O)
vollstdndig.

0 bestimmt, falls up bekannt ist, den Druck

B A n-1_ .+l
fx(x,O) =0 = fo = fo

Wenn ich die Losungen El, E2, E3 einsetze und nach p aufldse, so ergibt

sich

E1(0,1) - upE3(0,1)

p(n+l) = - E270,T)

1

) I(n+1) hdngt quadratisch von der Losung E ab.

R
I(nel) = [ (E1(2) +p(n+1)E2(2) + ugE3(2)) cy

0
Mit obiger Gleichung fiir p(n+l) erhalte ich flr I(n+l) ein quadratisches
Polynom in Uy und die Gleichung (3.11) hat nun die Gestalt:

Vz(n+1) = q(uD) q: quadratisches Polynom mit bekannten

*
Koeffizienten (vgl. Anhang II)

Das vollstandige Gleichungssystem lautet nun:

A*El = R
A*E3 = R
A‘E3 = R
vq{uDi V q{uDYTH
(3.12) EI(M,2)+up =u_ = - (In( - —~) = 1n g)
D 0 K Vv

£1(0,1) - usE3(0,1)
£2(0,1)

(3.13) p(n+l) =-
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AbTaufdiagramm

geg: EI1,EZ,E3

Berechnung der Koef-
zienten von

q(up)

Bestimmung des
Bereiches
q(uD) >0

keine Losung

Uberprifen, ob Fix-
punktproblem Losung
| _haben kann

keine Ldsung

!
Bestimmung von upy aus
(3.12) mittels
Requla Falsi

|
|
mittels (3.13) Be-
| rechnung von p(n+1)

d) Anfangswerte

Um den Algorithmus starten zu kdnnen, bendtigen wir einen Anfangswert fir
E. p wird zu Beginn auf Null gesetzt. D.h. Stromfunktion, die Geschwindig-
keit u sowie deren Ableitung uy sind flr x=0 vorzuschreiben.

Annahme

Sowohl im Schlitz wie auch im Ansaugbereich liegt ein ausgebildetes turbu-
lentes Profil vor, welches durch das logarithmische Wandgesetz beschrieben
wird.
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Falls die mittleren Geschwindigkeiten vorgegeben werden, 1dBt sich die

Wandschubspannung ndherungsweise durch die Blasius'sche Widerstandsformel
berechnen.

T Aepe
W pru

Ee} [;.._»

N o=

<

3164 (Ld)yTUE

wobei
u: mittlere Geschwindigkeit
d: Kanal- bzw. Schlitzbreite

Mit dem logarithmischen Wandgesetz lassen sich dann die Geschwindigkeits-
profile im Kanal berechnen. Um die extremen Gradienten im Trennbereich
zwischen Schiitz und Ansaugbereich zu vermeiden, wird das Profil in diesem
Bereich stetig differenzierbar geglattet. _

(vgl. Mena, Cebeci, Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 35 (1982), p. 72)

fhatand = a, a8 ‘ My = 7h

Bk

Stromfunktion und Ableitung lassen sich dann leicht durch numerische
Integration bzw. Differentiation berechnen.
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e) Das Verfahren auf einen Blick

Eingabe der physikalischen
| und geometr. Parameter

Berechnung des Anfangs-
profils

X =0 +Ax

Bestimmung des Wandabstandes
- numerischer Rand
und die Anzahl der Stiitz-

l
stellen %

Bestimmung der flir die Mi-
schungslange malRgebenden
| Grenzschichtdicke

Losung der Gleichungssysteme
AEl =R
¢

R
A e
AEZ2 =R Mg,
L ey - f e

i

Berechnung von I(n-1)
R 2
J uTdy
-0 .
des alten Geschwindigkeits-
- profils unter Berlicksichti=
qung des neuen Wandabstands

| Berechnung von Uy = Upg + Up
mittels Gleichung

& d)g O
und des Togarithm. Wandge-
setzes
V* V*-Ay
Uy =v:7(1n( - )= Tng)

v




Berechnung von p aus der

Randbedingung f2+1 = fghl

\

Losung: X + Ax
E=El+p EZ-FUD E3

Losung an der Stelle x:
g oo (E(x=8x) + E(x+4X))
2

_ p{x+Ax) + p(x=2x)

P = 7

Ty mittels Newton-Itera-
tion aus der Randge-

schwindigkeit u,

Tx_
}
{
i
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ERGANZUNG

Berucksichtigung variabler Wandrauhigkeit

Um verschiedene Materialoberfldchen behandeln zu konnen, ist es notwendig,
in das logarithmische Wandgesetz die Art der Wandrauhigkeit mit einzube-

‘ziehen. (vgl. 4. Seite 128.)

Seijen

K = Hohe der Storung

k" = k.V./v Rauhigkeits-Re-Zahl
4 *

u o= u/V,

Der Ansatz fur das 1ogar1thmische Wandgesetz sieht jetzt folgendermafen
aus:

ut o= %‘(1n y+——1n R) + aut

s st eine Verschiebung des Profils entsprechend der Rauhigkeit. Hier
hat sich folgender Ansatz bewihrt:

st :4% In kK + 17.35(0.706 n &= 1)

Gesamtoberflache

T neE Rauhigkeit versehene Oberfliche

Diese Formel ist in der Subroutine Wandgesetz implementiert.
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IV. Ergebnisse

Zum AbschluB sollen noch einige Ergebnisse vorgestellt werden:
Die Rechnungen wurden fiir einen Kanal folgender Geometrie durchgefiihrt:

Lange 300 mm
Breite des Schlitzes 1 mm
Kanalbreite 10 mm

Die Luft wird dabei mit einer mittleren Geschwindigkeit von 100 m/s durch
den Schlitz eingeblasen.

Jeder Berechnung ist eine Taufende Nummer zugeordnet, die Sie sowohl auf dem
Protokoll wie auf den Graphiken finden. Protokoll und Graphik sind selbst-
erklarend.

Zu den Rechnungen 73/74/75:

Hier wurde jeweils die Schrittweite in x-Richtung halbiert. Dabei sind bei
den Geschwindigkeitsprofilen kaum Unterschiede feststellbar. Auch der Verlauf
der Wandschubspannung zeigt bis auf die Anfangsphase kaum Unterschiede. In
der kritischen Anfangsphase bewirkt die feinere Schrittweite eine Glattung
der Kurve.

Gerade diese Startphase ist auch entscheidend fiir die Entwicklung des Druck-
verlaufs. Hier zeigen sich die deutlichsten Unterschiede. Sie diirften mit

der schrittweisen Linearisierung der Gleichung zusammenhingen.

Quer zur Stromungsrichtung ist die Schrittweite dem Anfangsprofil angepaBt.
Wie die beiden Rechnungen 74/76 zeigen, tritt auch hier eine Stabilisierung
der Ergebnisse ein.
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Losungsverfahren fiir das Gleichungssystem

A-E =R

(vgl. Seite 18),

wobei A Blocktridiagonalgestalt besitzt.

1. Schritt

B¢
0 0
MoB G
[
Ar By
A
N

Bezeichnungen

Nebendiagonale
Diagonale

Nebendiagonale
Diagonale

wobei L{(J), DL(J), R(J), DR(J)

i
J j !
|

Aj+1 JH1 i)

B, C

von L: L(j) Jj=0,..
von L: DL(j) j=0,...
von R: - R(j) Jj=1,..
von R: " DR(j) j=0,.

in der Diagonale von DL(J) stehen '1'.

R
ol
N

/‘*_N~
R

3x3-Matrizen darstellen,

Die Zerlegung kann auf Grund der Struktur der Matrizen ohne Pivotisierung

durchgefihrt werden.

1) BO = DL(O)-DR(0)
ergibt DL(0), DR(0)

A, = L(0)-DR(0)

ergibt L(0)

Unterprogramm

LROO4

LROO1
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Unterprogramm

2y J=1,...,M-1

C(j=1) = DL(J-1)-R(J) LROO2

ergibt R(J)

B(3) = L(3=1)-R(J) + DL(J)-DR(J) LROO4

> DL(J)» DR(J)

A(G+1) = L(J)-DR(J) LROO1

ergibt L{J)
3) C(M-1) = DL(M-1)-R(M) LR0O0O2

B(M) = L(M-1)-R(M) + DL(M)-DR(M) LRO04

Die Algorithmen sind im Detail der Programmdokumentation zu entnehmen.

Diese LR-Zerlegung muB flr jeden x-Schritt erneut durchgefiihrt werden. Die
Koeffizienten der Matrix A hdngen von (n) ab.

Auflosung der Gleichung L:R<E = R

a) forward-sweep

~

L'y = R zu l0sen

b) backward-sweep
R\E =y

Da L, R Dreiecksmatrizen sind, konnen die Gleichungssysteme direkt aufaeldst
werden, vgl. dazu die Unterprogramme

FORWARDSWEEP,

BACKWARDSWEEP.
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ANHANG 11

Berechnung des quadratischen Polynoms q(uDl

R

é (E1+ p(n+1)E2 + u.£3)%dy

I(n+1) )

(Jeweils die 2. Komponente von E1, E2, E3)

? 2
Iy += | EY dy
!
R
¢ 2
[, 1= | E; dy
2 Tyt
R
Y2
I, := [ ES dy
377453
R
I, := [ E1E2 dy
S,
R
I := [ E2E3 dy
«) O
R ,
I := [ EIE3 dy
0
. E1(0,1) - E2(0,1) _
SVrgeny Pty PErOd)
Dann folgt wegen
p =-S0 ~ Up PD
I(n+1) = u%-(134-PD2I2— 2PDI,) + uy (-2PDI, - 2SDI, + 21, + 2PDI
N 2oN .N Y
TP UptAp FUptay t A,
In Gleichung (3.11) eingesetzt:
, Q3
Alup) == 757 Uy
39
1. 3PDR
Ot o) Up
| 5
2 2 ,3p(n-1), 350-R, I(n-1)-3_ %

= 3Ve(n=1) +Vi(n-2)

ZAX ThX 20X 7AX

Y
7 GpUp*t qaUp 4,

2

+1.-25DI,+SD 12

o)+ 1y 4
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Entscheidungskriterien

2
a) q(up)>0 = a) ;- 49,G,>0
b) up liegt zwischen den beiden Nullstellen
(q2 negativ)

b) Fixpunktproblem ‘
wuud) va(u,T-d
v

E (ML) +up = ——= (In( ) - Tn g)
B v V.
Up = EL(M,2) += (In(==—) - Tn g) = f(V,)

(%)

~EA1M,2) ]

Fixpunkt
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Es liegtsicher eine Losung vor, falls -E1(M,2) von den Nullstellen von q

eingeschlossen wird. :
Da Uy << E1(M,2), wird dies als Entscheidungskriterium fir die Existenz

eines sinnvollen Fixpunktes gewonnen.

VI
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ARBEITSGRUPPE TECHNOMATHEMATIK
aM - FACHBEREICH MATHEMATIK per UNIVERSITAT KAISERSLAUTERN

Leiter: Prof. Dr. H. Neunzert, Universitat Kaiserslautern

Die Arbeitsgruppe Technomathematik hat es sich zur Aufgabe gemacht, neue
Formen und M8glichkeiten einer Kooperation zwischen Universitdt und lndu-
strie im Bereich der Mathematik zu erarbeiten und durchzuflihren. Dabei

beschidftigt sich die Arbeitsgruppe mit den- folgenden Schwerpunkten:

EINBEZIEHUNG KONKRETER FRAGESTELLUNGEN AUS DER INDUSTRIE IN
DIE MATHEMATISCHE FORSCHUNG.

m Rahmen des von der WW-Stiftung gefdrderten Forschungsprojekts '"Techno-
mathematik!' werden mathematische Probleme aus der industriellen Praxis in
Form von Problemseminaren, Diplomarbeiten und Forschungsauftrdgen bearbeitet.
Als Beispiele flr schon bearbeitete oder in Bearbeitung befindliche Probleme
seien genannt

- die Optimierung von Kurbelgetrieben, Nocken und Felgen;

- die analytische und numerische Untersuchung spezieller stromungsdynamischer
und akustischer Probleme;

- die Simulation stochastischer Prozesse in der Zuverldssigkeitsanalyse.

PRAXISORIENTIERTE GESTALTUNG DER MATHEMATISCHEN AUSBILDUNG IM
HINBLICK AUF EINE BESSERE VORBEREITUNG DER ABSOLVENTEN AUF DIE
BERUFSWIRKLICHKEIT,

Dies geschieht z.B. durch den Studiengang ''Technomathematik''; die wesentlichen
Lernziele sind dabei:

= Bildung mathematischer Modelle flir technische Probleme,

- Kenntnis von mathematischen Methoden zur analytischen und numerischen
Auswertung der Modelle,

- Beherrschung des Computers als Werkzeug,

- Kommunikationsfdhigkeit mit Ingenieuren.

Auch in die Mathematikausbildung der Ingenieure sollen Modellbildung und
moderne, insbesondere numerische und stochastische Methoden verstdrkt inte-
griert werden.

MATHEMATISCHE WEITERBILDUNG FUR DEN PRAKTIKER.

Das aus dem ''Modellversuch zur mathematischen Weiterbildung'' hervorgegangene
Konzept fir eine mathematische Weiterbildung flUr Ingenieure, Naturwissen-
schaftler und Mathematiker wird weiterentwickelt und fortgesetzt. Die angebo-
tenen Kurse dienen der

= Unterstiitzung bei der Bewdltigung praktischer Probleme,

- Anpassung an den neuesten wissenschaftlichen Erkenntnisstand,

- Einordnung des praktisch-beruflichen Wissens in einen theoretisch-wissen-
schaftlichen Rahmen,

Auffrischung von Hochschulwissen.

1

Die Arbeitsgruppe Technomathematik setzt sich aus Professoren und Mitarbeitern
der Universitdt Kaiserstautern und einer Gruppe von Mathematikern an der Tech-
nischen Hochschule Darmstadt unter der Leitung von Prof. Dr. T&rnig zusammen.




