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Das Designproblem eines Kanals mit; parall 

Ausgangspunkt für diese Untersuchung. Um 

S-trömungen in einem Kanal gemäß (Abb. 1) 

Verfahren entwickele werden, we ches für 

sI:rl?ttii.irigstlyr~ami Si~il~~l Daten 1 iefert, 

el eingeblasener Luft war der 

ein Gefühl fiir das Verhalten von 

zu bekommen, Sollte von uns ein 

folgende Geometrie die relevanten 

Durch die Schlitzdüsen wird Luft mit, hoher Geschwindigkeit eingeblasen. 

F‘üi, d-ie s-icti dann einstellende quasistationäre Strömung im Kanal K soll 

d-ie t:ni:~Jick'lung der Geschwindigkeitsprofile in Abhängigkeit vom Abstand 

Zum Schi i tl: berechnet und die strömungsdynamischen GröBen abgeleitet 

werden. 

Von bcsnrider6~m Interesse sind h-ier der DruckverlauF, der Impulsverlust 

und d-ie jdanr!sc~liihspannung sowie die sich daraus ergebende mit:tlere 

AnsauggeschWindigkeit:. 

Dabei sollen Gcomet;rie, Pinblasgeschwindigkeit sowie die Ilandrauhigkei-t, 

variabt? 1 gehal t;en werden . 

Auf Grund von Experimenten erwartet man qualitativ etwa folgende Profile: 



Die ci~rch den Kanal K strömende Luft ist dort als inkcrrlpressibles zähes 

Fluid mit kinematischer Viskosität yI anzusehen. Die kinematische Viskosi- 

tat {innere Reibung) v ist für L.uft allerdings so gering (bei 20' C und 

Atmosphärendruck 14,8 l lO+ m2/sec) , daß sie allein die beobachteten 

Änderungen der Geschwindigkeitsprofile über die gegebenen Distanzen 

nicht zu erklären vermag. 

DerGeschwindigkeitsausgleich würde in einer laminaren Strömung erst über 

viel größere Strecken erfolgen, in einer laminaren Strömung der Viskosi- 

tät 0 überhaupt nicht, 

Die vorliegenden Strömungen sind aber hochturbulent (die Reynoldszahl in 

K liegt in der Größenordnung -200 000) und werden damit durch die Navier- 

Stokcs-Gleichungen für große Reynoldszahl mit geeigneten Randbedingungen 

beschrieben: 
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Bei den gegenwärtig ,für die Navier-Stokes-Gleichungen existierenden 

nnal~ytjschen und numerischen Verfahren, sowie den vorhandenen Rechner- 

kapaiitä-ten, ist es aber aussichtslos, die Navier-Stokes-Gleichungen 

fiir die voriegende Strömung numerisch lösen zu wollen, Es ist sogar mög- 

lich, daß dies auf Grund der Kompliziertheit turbulenter Strömungen fiir 

Eimer e-in unerreichbares Ziel bleiben wird. 

Zum Glück haben aber viele praxisrelevante Strömungen (so auch die hier 

zur Diskussion stehende) quasi-stationären Charakter, d.h. obwohl sie 

im Detail zeitabhängig und sehr komplizier-t sind, zeigen sie im Mittel 

über Ortszellen und Zeitintervalle doch immer dasselbe Bild. Auf dieser 

Beobachtung beruht die Idee, solche Strömungen durch Turbulenzmodelle 

der Navier-Stokes- oder Grenzschichtgleichungen zu simulieren. Diese 

Turbulenzmodelle gehen durch Zeitmittelurig aus den Grundgleichungen hervor, 

wenn noch für gewisse auftretende Korrelationsterme geeignete Ansätze 

gemacht werden [vgl. [l]]. Für di e meisten praktischen Zwecke haben sich 

solche Turbulenzmodelle sehr gut bewährt. 

Wir fiihren ein Koordinatensystem ein, in dem die x-Achse mit der Achse 

des Kanals K zusammenfällt und die Hauptströmungsrichtung m-t der positi- 

ven x-Richturig. Der Nullpunkt soll in Höhe der Schlitzdüsen liegen (vgl. 

Abb. 3). u, v seien die x- bzw. y-Komponente der Geschwindigkeit. 

Abb. 3 
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Die in Frage stehende Strömung ist eine (bzgl. y) symmetrische zweidimen- 

s-ionale Kanalströmung. Diese läßt sich bei vertretbarem Aufwand mit den 

Prandtl'schen Grenzschichtgleichungen modellieren. 

Die (;renzsct-iicI?t?leichungen lauten: 

( 2 . 1. ) 1.J 4” 11 ..^ 0 
x Y 

(Kontinuitatsgleichul~g 

lit -t- u*ux+ PUy = - ;J px t ‘:'tlyy ) (Impulsbilanz) 

- [lichte der Luft [kg/%? 1 
_ - kinematische Viskosität [m2/secl 

I!m ein Turbulenzmodell zu erhalten, werden die Gleichungen (2.1) über 

ein Zeitintervall (tI't2) gemittelt. Man definiert 

t2 
u := --&-- 1 udt , ;, e analog, und setzt 

"2 "1 t1 

tj -- u Jc 11 
1’ 

v = Vi-V 
1’ 

P = P+fj. 

Ist die Strömung quasistationär. $0 interP<?ierPn ntir fiie Mittelwf~rte 

9, t und P, und die "Turbul 

_-. --._. _, -.. ..-.. -. - -“_. ..-. ._- 

enzanteile" u 
1' 1 

v und PI verschwinden im 

Mittel : 

Durch Eins etzen in (2.1) und anschließende Mittelung erhäl t man 

(2.2) 

bleitung ut verschwindet approximativ nach 

hinrc?ichend groi3 gcwahlt wird: 
1. 

Mittelurig, sofern 

_.- .._......___ 



ipiir wollen die Gleichungen (2.2) noch etwas umformen: 

Aus der ßez-iehung u,,,+ v,,, = 0 folqt 

nach Einsetzen in (2.2) also 

Um mii: Gleichung (2.3) wei%erarbeiten zu können, müssen nun Ansätze fiir 

die Kol~relatiotlrternle (u 
_^ -.--.. 

-"--~-i$ und [vI~ul~ g. cmacht werden. Ein al-ter, aber 

sehr erfd<~rc!i eher Ansatz ist das von Bnussinesq 1877 vorgeschlagene 

Hierbe-i ist k :-:i ('$+ v:) die turbulente Energie und \jt die turbulente 

(oder \~Jirhel-) Viskosität, die im Gegensatz zu u keine Konstante ist, 

sondern stark vom Grade der Turbulenz abhängt. Die Ansätze für die Art 

dieser Ahhangigkeit bestimmen die Anwendungsbreite des resultierenden 

Modells. 

Die Korrelationsterme ul*ul 
_li~ 

und ul.vl sind viskose Spannungen, auch 
-~.. -l. 

"Reynold'sche Spannungen" genannt. ul*vl stellt eine Scherspannung und 
...ll- .._--- 
ul~ul eine Normalspannung dar. 

Im vorliegenden Fall einer Grenzschichtströmung sind für die Entwicklung 

der Geschwindigkeitsprofile nur wenige der Terme in (2.3) und (2.4) von 

Bedeutung, während die anderen nur eine untergeordnete Rolle spielen. 

1111 einzelnen : 
.I_..-".^__"."., 

a) -- iiI v1 die turbulente Scherspannung, die über alle anderen Effekte 

dominiert; 
-..-- 

b) die Normalspannurig -;' u1 u1 

Px 

ist dagegen zu vernachlässigen. 

c) Der Druckterm --"-.. . Er ist bei einer Kanalströmung nicht zu vernach- : 
lässigen. 

d) Schi ir?:i? icii ist der Viskasitätsterm \I *ü 
YY 

Vernachlässigbar in1 Vergleich 

zu den r~iri,iilerrzeffekt,en) außer in unmittelbarer Nähe des Randes Y wo 

e-inc? laminare und eine turbulente Grenzschicht die Verkinduncl zur 

ei geri t; '1 1 c he n S trömung herstellen (vgl. Abb. 4). 



turbulente 
Grenzschicht 

--.I 

-----1"- 

Aki?. 4 

Fi.ir ~rclnzsch.iclltströrilunqen wird v [bzw. ;) als approximativ unabhängig -. 
von x angesetzt, so dafi dey Term -i-z vernachlässigt werden kann. Wir er- 

halten als Modellgleichungssystem also: 

(p) :; ';.+.:;y .: () (Kontinuitätsgleichung) 

\' ü :) 6 '1 yj 1 1: r, ; ‘7‘x + ; -G' :z $ (,>!+..d ) ---I. - ..-. -- __... (Impulsbilanz) I t 2 y '3 x 

Fi.ir die Abhänaiqkeit der Wirbelviskosität ‘::t von der Strömung gibt es ., . 
zahlreiche Ansätze, die je nach Konlpliziertheit der Ctrömung von einfachen 

skalarcn Abhängigkeiten bis zu "Mehr-Gleichungs-~lodellen" reichen. 

b) Turbulenzmodell .--- --.---ll--r..-- 

Für die Wirbelviskosität :jt verwenden wir das auf L. Prandtl zurückgehende 

skalarcn Abhängigkeiten bis zu "Mehr-Gleichungs-~lodellen" reichen. 

b) Turbulenzmodell .--- --.---ll--r..-- 

Für die Wirbelviskosität :jt verwenden wir das auf L. Prandtl zurückgehende 

Konzept der Fiischungslänge 

2 1 Vt = 9,m 
l / 
g . 

Für I 
‘IT 

- ',,(x,y) hat sich der folgende einfache Ansatz als sinnvol'l 
erwiesen: 

Abb. 5 (y bezeichnet den Abstand von der Wand) 
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'J = Grenzschichtdicke 

li: = Karm'an'sche Konstante IC‘ = 0.435 
@ zz empirische Konstante; sie hängt vom Strömungstyp ab (vgl. C31) 

In den Koordinaten von Abb. 3 haben wir dann die folgende Funktion als 

Ansatz für die Mischungslänge verwendet: 

I 

&&y), J-y -: Y2-b 6 
',& x ,y) - 

K 

e*6 ) R-y ‘- ; * ci‘ 

Der Wert von e kann sinnvoll nur durch Vergleich mit Messungen eingestellt 

Wertletl * Patankar, Spalding [5] schlagen auf Grund ihrer Rechnungen für Wand- 

grenzschichten mit Jets für e den Wert e = 0.09 vor. 

Die Gr-enzsc~~ichtdickc ,j entspricht Cer der halben Kanalbreite. l'n unserem 

numerischen Verfahren starten wir von einem kleineren Wert, der langsam 

zu)' halben Kanalbreite ansteigt. 

c) Randwerte -- .._.- -...-._"..-_. 

Die Wahl der Rand- und Anfangswerte ist zentral für das hier betrachtete 

Verfahren * 

Das turbulente Gcschwindigkeitspl.ofil zeigt zur Wand hin sehr ste-ile Gra- 

dienten, so dai! es ratsam !st, den numerischen Rand nicht auf d-ie Wand zu 

legen. Auch die Zone höchster Turbulenz befindet sich in unmittelbarem 

Anschlun an die laminare Unterschicht. Bei der überwindung dieser Schwierig- 

keit hilft das logarithmische Wandgesetz. 

Aus dem linearen Ansatz für die Mischungslänge in Wandnähe ergibt sich für 

die turbulente Randschicht das logarithmische Wandgesetz [41. Seine Gültig- 

keit ist durch viele Messungen bestätigt, 

Logarithrn-isches Wandqesetz: L.-- -- 

Xi : Viskosität der Luft 

K : empirische Konstante _"-- 

v z 
* . Reibungsgeschwind 

,v. : 
‘W 

Wandschubspannung 

d: Abstand von der Wand 

(Wandrauhigke 

igkeit 



Dann lautet d as Wandqesetz: 

= :r In y+ -$ln ß y+ > 30 

ZONf oi MOST 

so unseren nuclerischen Rand an die Stel le .y-' = 50 legen und 

dort Randbedingungen vorgeben I 

rch das logarit hi:i.i sehe Wandge 

keit v ist phys korrekt. 

v ist zwar kle-in, aber nicht Null. Aus der Kontinuitätsgleichung ergibt sich 

mittels des logarithmischen Wandgesetzes 

y -IJ dV, 
v 0 0 Y 'V, 

0 = 
- .- Ic _.--.- -,_- _ 

i'* dx ' 
50 = ..-.3T.-4 

Probl en1 -.- ._---.I" 
%ur ßerechnung von u. ist die Kenntnis der Wandschubspannung ~w notwendi 

y = 0 (S.yr!lmetrieachse) 

Als Randbedingung an der Syrmetrieachse fordern wir: 

c) Syr7ime-ti-ielitlie ist Stromlinie, d.h. die Stromfunktion f= const 

0 aus Symmetriegründen 



Kontinuitätsgleichung be deuten 

Benlerkuna 

Die Bedingungen b) und c) zusammen mit der 

Massenerhaltung, denn 

L 

ten wir eine Bestimmungs 

d Rand Rand Rand 
i* 

dx 0 
udy= 1 

0 
uxdy = - j' 

b)c 

0 
vydy = 

Wandschubspannung 

glei- Durch Integration der Impulsgleichung erhal 

chung für die Wandschubspannung: 

R R 

c( ' 
i J' tiuy + vuy)dy = ,/ (\L:uyJ 

0 

Kontinuitätsgleichung 

Y 
-4 v(x,y) -; - 1; u,dy' 

0 
bei vI,JEo = 0 

II 

Sor11i t 
T P 

uxdy')dy = - " .._._. L R , ._?i 
I\ /> 

wec1eri 

i: 7 
\l 1 11 

(-) YY 
(j‘j "-, .!'. u W 

,\ YIY~[~ - ,: “y ly$ 

:z 0 

hlittel ibt sich schlic13lich, wenn man berüc rüc 

tigt, 

R R 

c( ' 
i J' tiuy + vuy)dy = ,/ (\L:uyJ 

0 

Kontinuitätsgleichung 

Y 
-4 v(x,y) -; - 1; u,dy' 

0 
bei vI,JEo = 0 

II 

Sor11i t 

R I T P 
1” 

uxdy')dy = - " R * s .._._. L _^ _- 
I\ /> 

hlitte s partie$ler Int gration erg 
fi 

ibt sich schlic13lich 

tigt, da13 uejudy' /'=O 
0" 0 

Bemerkung ---- __.." ___ _ 
Wir sind bei dieser Betrachtung von den stationären ung 

Bemerkung ---- __.." ___ _ 
Wir sind bei dieser Betrachtung von den stationären ungemittelten Glei lei 

Das heißt u in obiger Gleichung enthält noch 

ner Näherung können wir davon ausgehen, da13 di 

Beitrag zu obigem Integral leisten, 

alle 

ese 



Anfannsbeci-irlclllncl . ..~ --_.-_ ".-s!-.-- _.--_ - ,--.2 ..-.. _ r..k_. 

Gei den Grenzschichtgleichungen handelt es sich uni parabolische partielle 

@ifferentinlgleichungen, so daß wir ausgehend von einer Geschwindigkeits- 

verteilun? fiir x - 0 in x-Richtung fortschreitend eine Lösung bestimmen 

k6nnen I 

Bekannt ist uns allerdings nur der Idert der mittleren Geschwindigkeit im 

ScMitz S. Wenn wir annehmen, daß sawohl im Sch'l ~"Lz wie auch in1 Ansaug- 

bereich ein voll ausgebildetes turbulentes Profil vorliegt, so benötigen 

wir zur Konstruktion des Anfangsprofils noch die mittlere Geschwindigkeit 

im Ansaugbereich. Die Nandschubspannung wird in erster Näherung durch die 

Blasius'sche Widerstandsformel 

1 = .- 1, , ., u 2 . 
w 8' * 

x - 0.3164 ($p4 

berechnet und v(O,y) - 0 gesetzt, 

Integration der Gleichung (2.7) über die Kanallänge liefert 

[Ia wir keine Druckdifferenz zwischen Eingang und Ausgang des Kanals haben, 

fallt der Druckterm für die Gesamtbilanz weg, und wir erhalten 

A 
( 2 * 8) -1 p .,d4' -i- 7 2, 

-’ j 
! u / 

0 
, ,,Ady 

R 2 
- ! 11 j 

0 
,,zlldy = o 

%s vol .l ständi ge Gl~~ic~~ungssystetli, das es zu losen gilt, laute-t also: 



111. Numerische Realisierung -----__-~..- 

a) lJinfcrrnr~.11ierung der Gleichungen I.----~c_ - 

Aus der Kontinuitätsgleichung (2.9) folgt die Existenz 

f(w). 

(3.1) fy=u > fx = -v 

Gleichung (2,lO) wird dann zu 

(3.2) fyfyx- fxfyy = + (,lf?J$ $) -i px 
>:- 

Dies läj3.t sich äquivalent umformen zu einem System aus 

Differentialgleichungen 1. Ordnung. 

(3.4) fx(x'O) =. fx(x>R) 2~ 0 

h(x,O) - 0 

g(M) - u. , 

ktion 
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wobei U(> durch die Gleichungen (2.14), (2.15) gegeben ist. 

Es liegt also ein gekoppeltes System partieller Differentialgleichungen 

1. Ordnung vor, bei dem die Randbedingungen über eine nichtlineare 

Gleichunc mit dem System gekoppelt ist. 

b) Diskretisierung und Algorithmus ___-_l_-- -. 

Als Algorithmus zur Lösung des Gleichungssystems (3.3), (3.4) verwenden 

Zur Diskretisierunq Zur Diskretisierunq -. - -. - -~" _-___ ---- ._. _._.-_-. _-.-_ ze -~" _-___ ---- ._. ..-. -_-. .-._---= 
In x-Richtung wollen wir eine äquidistante Diskretisierung annehmen. In x-Richtung wollen wir eine äquidistante Diskretisierung annehmen. 

Dagegerr soll die Diskretisierung in y-Richtung variabel bleiben. Dagegerr soll die Diskretisierung in y-Richtung variabel bleiben. 

wir eine F'odifikat i on des Keller'schen BOX-Verfahrens. 

Es gelter-i folgende Definitionen Es gelter-i folgende Definitionen: 

n - O,...,N fil' := i-(n*:.x,y(j)) n - 0,. 

j = 0,. j = O,...,M 

.rJ(j) .rJ(j) = uij MP-l) = uij )-Y(j-l) j = 1,. j = 1 M 

( = : ntl 
g j tl, * ) 

ntl ntl 
!?j+l- Clj 

hn+l t h 
ntl ntl t h . 

-.L-- .--il - zz -j 2 iv-1 (=. hntl j41 
L:jTJ t 17 T------l * jt1/2 



n+l n-l 

Bemerkurin ._--.-- . ..___- AA., 
In der- 'letzten Gleichung wurde der Ansatz 

.._ n 
j -t 1 := (~+(lm;+~)*- ]h$ ) * h;+l 

zur l:ineai*isierung verwendet;. 

Nach Aufliisung ergeben sich aus (3.5)-(3.7) folgende Gleichungen: 

-tl 1 nt.1 

1 J 

n-l 1 n- 
gjt1/2 - K hj+ 

i J 1 l_-.l-_“_.- 

1 n-l 
.1/2 fj+l/ 

P 
ntl 



Wir setzen nun 

c(j) :--3-& h,,,,, n-l 

R(j) :- ;;; g?-l n-l 1 n-l n-l 1. n-l 
j+1/2 gj+l./2 -ÄX hj+1/2 fj+1/2 +Y~%~ p 

1 , e( j+l) . hJ;i x w---i-----,-. * n-2 
,!y(JCl) e(J)!'j ' 

Berücksichtigen wir noch die Randbedingungen: 

UJ,(X,O) = 0 fi tlntl 
0 

=o 

(3.8) ntl u(x,R) = u. 2 y, = 0 

v(x,R) = 0 fi f;-l :r f;+l 

Bemerkung: 

u. ist a priori nicht bekannt! (Vgl. 2.14/2.15.) 

So ergibt sich folgendes Gleichunqssvstem: 
- - 

1 
P 

u- _ .- -- P 



i- 

i 



-.. I.. 

. . . 

,l.-” ,-- 

_ .  _ _  . . _ . .  

”  “ _ . _  _ .  

.  . . -  

.  . . ”  

- . - - _ -  

- 
I 

-. ^_ 

0 

---- 

7-i 

0 

- 
r-i 

2: 
L.A 
-u 

- 
r-i 

I 
XI 

0 ~- 

._- ““ll_ 

-...--- 

I .._ -- ..___ --__ 

_-“...--- 

.I.~ 

L 

..- . . _. --- 

--_-L_-. 

L 
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3x3)-Matrizen, und Ej, 

Gleichungssystem i n fo 

Mit A., Bj, C. ( 

ten 1$3t sichJdas 

B 0 co 

if"'ll . 
i : 

:YZ n+l( 
ig. j 

IJ / 

i hntl I 
5.j I 

A 
m-1 'M-1 'M-1 

A m BM 1 

j = O,... ,M die zu berechnenden 

R. := 
J / O 

[R(j-l)j 

2 enthält - -& in den Zeilen, in denen R(j) vorkommt. 

fi enthält 1,'an der Stelle, an der die Randgeschwindigkeit eingesetzt wird 
n+l 

(bei sb1 1. 

Die (3%3)-Matrizen sind folgendermaßen aufgebaut: 

[-!l?y( 0) -1/2 0 

Ao-1 0 -1/2/ 1 Co=1 i 

UAYP) -1/2 0 7 

-l/P~y(O) 0 -l/ay(O) -1/2 

I 0 0 1 i 1 i 0 0 0 ! 



j = 1 bis m-l.. ----l_ 

1 0 
I 

Aj = : 0 

( c(j-1) W-1) 

-l/Ay( 

-1/2 

W-l) 

0 

0 

d(m-1) 

0 

c (m- 1 ) 

verweisen. 

1 

0 

c ( l?l- 1 ) 

0 0 \ 

1 0 
d(m-1) e(nO / 

System lautet also in Kurzsch Das Gleichungs 

A-E = : t p$, i- uD4 , 

wobei p = Druck/J) an der Stelle ntl 

"D = Differenz zwischen u. und einem Schätzwert us. 

Zur Bestimmung von p und u, möchte ich auf Teil c) dieses Kapitels 
”  

Das Verfahren zur Auflösung des Gleichungssystems 

A-E = R 

ist im Anhang 1 beschrieben, 



1 merke [ + EALT ) 

/ 
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Der Algorithmus besitzt also folgende Struktur: 

A*El = R lösen 1 

-_1_ V 

Definition R 1 

L A*ER = l? lösen 
/------ 

G -“- 

+ P(ii2),uc(it2) 

nächstes Kapitel -l 
/ 

-.--_.-..- __...I -AL-- __.- I- ._-__ *-_ 
E = El-t p R2i 

. ..-...-. _ . ..-.. - --_-.. 
1 
1 
h .-. .-- .-.f.“..--.-. _ --_-_-_ 

l 
- ---_l_-_l-l_ f 

Mittelwertbildung 

E m-z ($--::i EALT ) 
L 

p(i-t-l) =(p(itl) + p(i)) .--.-_-_ 
-q -- --_-.-- 11111- 

l 
-< 

l 
i--------------- 4 - 

Bestimmung der Wandschub- 

spannung I (hl) 

mittels Newton-Iteration , 

Berechnung: Mittlere Ge- 
schwindigkeit, differen- 
tielle Impulsbilanz, 
Impulsverlust (2.15) 
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c) EehandlunQer Randbedingungen _ ----.~ ,_- -AP 

Wie bereits in Teil 11 beschrieben, kommt den Randbedingungen zentrale 

Bedeutung zu. Dabei ist eine möglichst exakte Bestimmung der Wandschub- 

spannung notwendig, d.h. ein Schätzverfahren kommt nicht in Betracht, 

Insgesamt ist folgendes System von Randbedingungen zu berücksichtigen: 

fJx,O) = fx(x'K) = 0 : v=o 

h(x,D) = 0 A = 
uY 

=O 

V,*d 
-----In ß) \i 

Im folgenden sei p := p 'rW := .& , 
1' 

Damit kommt die Dichte in den Gleichungen nicht mehr vor. 

In das Gleichungssystem (3.9) sind die Randbedingungen v(x,R) - 0, u,(x,O) = 0 

direkt integriert. 

u(x,R) = uo ist noch an das logarithmische Wandgesetz und damit an die 

Wandschubspannung gekoppelt. v(x,O) = 0 ist bisher nicht erfaßt. 

Wenn wir die Gleichung (3.10) diskretisieren , erhalten wir insgesamt fol gen- 

Wandschubspannung gekoppelt. v(x,O) = 0 ist bisher nicht erfaßt. 

Wenn wir die Gleichung (3.10) diskretisieren , erhalten wir insgesamt fol 

des gekoppeltes System von Gleichungen: 

= :+ p (vgl. s. 19) 

nii t 

J&n-Q+ - ..~ (quadratische Interpolation) 

(3.11) $bl) + ('?(n+l) - v&-2)) P(ntl$;xi'(ri-l) . R 
3 

+ .----- 
‘ 

URS +uD 
v, V,*d 

= -K(ln(-o‘-)- In fi) 

I(n) 
R 2 

:= jO u dyj 
jx=x(n) 



Bemerkung -.--- 
1) Die Randbedingung fx(x'O) = 0 bestimmt, falls UD bekannt ist, den Druck 

vollständig, 

fx(x,O) = 0 s f0-l = fit1 

Wenn ich die Lösungen El, E2, E3 einsetze und nach p auflöse, so ergibt 
sich 

El(O,l) - 
p(n41) = - 

uDE3(0,1) 
E2 o 1 - 

, 

2) l(n+l) hängt quadratisch von der Lösung E ab. 

Polynom in uD und die Gleichung (3.11) hat nun die Gestalt: 

v*ow = s(q)) q: quadratisches Polynom mit bekannten 

Koeffizienten (vgl. Anhang 11) 

I(n+l) = 7 (El(Z)tp(ntl)E2(2)tuDE3(2))*dy I(n+l) = 7 (El(Z)tp(ntl)E2(2)tuDE3(2))*dy 
0 0 

Mit obiger Gleichung fiir p(n+l) erhalte ich für I(ntl) ein quadratisches Mit obiger Gleichung fiir p(n+l) erhalte ich für I(ntl) ein quadratisches 

Polynom in uD und die Gleichung (3.11) hat nun die Gestalt: 

v*ow = s(q)) q: quadratisches Polynom mit bekannten 

Koeffizienten (vgl. Anhang 11) 

Das vollständige Gleichungssystem lautet nun: Das vollständige Gleichungssystem lautet nun: 
.--_ 

ABEI = R 

A-E3 = R 

A*E3 = R 

(3.12) El(M,2)tuD = u. = 
J9TulDs 
---y- Vn( 

fT7-qpf 
-' \) -----)- In ß) 

(3.13) p(n+l) =- 
El(O,l)-uDE3(0,1) 

E2(0,1) 
- 

--- 



Ablaufdiagramm 

d) Anfangswerte 

Um den Algorithmu S starten zu können, benötigen wir einen Anfangswert 
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keine Lösung ~ --l-ll_-~__. 

überprüfen, ob Fix- 1 
j Punktproblem Lösunq keine Lösu,-- !x-& -x _l__l__-. 

i Bestimmung von uD aus' 
, (3.12) mittels 
L-FSsla Falsi --~ 

7 
mittels (3.13) Be- 
rechnung von p(n+l) 

E. p wird zu Beginn auf Null gesetzt. D.h. Stromfunktion, die Geschwindig- 

keit u sowie deren Ableitung u sind für x= 0 vorzuschreiben. 
Y 

Annahme 

Sowohl im Schlitz wie auch im Ansaugbereich liegt ein ausgebildetes turbu- 

lentes 

w rd. 

Profil vor, welches durch das logarithmische Wandgesetz beschrieben 
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Falls die mittleren Geschwindigkeiten vorgegeben werden, läßt sich die 

Wandschubspannung näherungsweise durch die Blasius'sche Widerstandsformel 

berechnen. 

u: mittlere Geschwindigkeit 

d: Kanal- bzw. Schlitzbreite 

Mit dem logarithmischen Wandgesetz lassen sich dann die Geschwindigkeits- 

profile im Kanal berechnen, Um die extremen Gradienten im Trennbereich 

zwischen Schlitz und Ansaugbereich zu vermeiden, wird das Profil in diesem 

Bereich stetig differenzierbar geglättet. 

(vgl. Elena, Cebeci, Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 35 (1982), p. 72) 

Stromfunktion und Ableitung lassen sich dann leicht durch numerische 

Integration bzw. Differentiation berechnen. 
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e) Das Verfahren auf einen Blick auf einen Blick *--- 

3erechnung des 3erechnung des Anfangs- Anfangs- 

Bestimmung des Wandabstandes Bestimmung des Wandabstandes 
numerischer Rand numerischer Rand 

u;d die Anzahl der Stütz- 1 u;d die Anzahl der Stütz- 1 
/ stellen / stellen 

-d 

A-E3 = ft A-E3 = ft 

i-------~ i-------~ 

v-4 v-4 ----....--. ----....--. 
1 Berechnung von I(n-1) 1 Berechnung von I(n-1) 

R 2 R 2 
I Judy I Judy 

0 0 
des alten Geschwindigkeits- des alten Geschwindigkeits- 
profils unter Berücksichti- profils unter Berücksichti- 

~ gung des neu1 Wandabstands ~ ~ gung des neu1 Wandabstands ~ 

Berechnung von uo= "RS'uD 

I I mittels Gleichuna 
1 1 ‘r w -P 

-.- = L -- 
i' 

dx 7 u2dy-i" 4 R 
0 

und des logarithm. Wandge- 
setzes I I 

I I 
I I uO = $(ln( 
I I 



Lösung an der Stelle x: 

L 

~~ mittels Newton-Itera- 

tion aus der Randge- 

schwindigkeit u. 
/ 
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ERG#NZUNG ERG#NZUNG - - 

itl 
t mit einzube- 

Berücksichtigung variabler Wandrauhigkeit Berücksichtigung variabler Wandrauhigkeit 

Um verschiedene Materialoberflächen behandeln zu können, i Um verschiedene Materialoberflächen behandeln zu können, ist es notwendig 

in das logarithmische Wandgesetz die Art der Wandrauhigkei in das logarithmische Wandgesetz die Art der Wandrauhigkeit mit einzube- 

ziehen. ziehen. (vgl. 4. Seite 128.) (vgl. 4. Seite 128.) 

Seien Seien 

k = k = Höhe der Störung Höhe der Störung 
k+ = k+ = Rauhigkeits-Re-Zahl Rauhigkeits-Re-Zahl 

+ + 
k*VJv k*VJv 

U U .- .- *- *- UV* UV* 

Der Ansatz für das logarithmische Wandgesetz sieht jetzt f Der Ansatz für das logarithmische Wandgesetz sieht jetzt folgendermaßen 

aus: aus: 

t t 
U U - - ;” (Ir) Y +- In 8) f AU+ +- In 8) f AU+ 

+ + 
Au i Au i st eine Verschiebung des Profils entsprechend der Rauhigkeit. Hier Verschiebung des Profils entsprechend der Rau 

hat sich folgender Ansatz bewährt: hat sich folgender Ansatz bewährt: 

'olgendermaßen 

higkeit. Hier 

AU AU 
t t 

= i- In k" + 17.35(0.706 In J, - 1) = i- In k" + 17.35(0.706 In J, - 1) 

x x Gesamtoberfläche Gesamtoberfläche = -":...----.~~- = -":...----.~~- 
Mit Rauhigkeit verseheneTöbe-r~~%'e' Mit Rauhigkeit verseheneTöbe-r~~%'e' 

Diese Formel ist in der Subroutine Wandgesetz Diese Formel ist in der Subroutine Wandgesetz implementier implementiert. 



IV. Ergebnisse -~----- -_. 

Zum Abschluß sollen noch einige 

Die Rechnungen wurden für einen 
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Ergebnisse vorgestellt we 

Kanal folgender Geometrie 

Länge 

Breite des Schlitzes 

Kanalbreite 

300 nini 

1 nim 

10 mm 

Länge 300 mni 

Breite des Schlitzes 1 mm 

Kanalbreite 10 mm 

Die Luft wird dabei mit einer mittleren Geschwindigkeit von 100 m/s durch 

den Schlitz eingeblasen. 

Die Luft wird dabei mit einer mittleren Geschwindigkeit von 100 m/s durch 

den Schlitz eingeblasen. 

Jeder Berechnung ist eine laufende Nummer zugeordnet, die Sie sowohl auf dem Jeder Berechnung ist eine laufende Nummer zugeordnet, die Sie sowohl auf dem 

Protokoll wie auf den Graphiken finden. Protokoll wie auf den Graphiken finden. Protokoll und Graphik sind selbst- Protokoll und Graphik sind selbst- 

erklärend. erklärend. 

Zu den Rechnungen 73/74/75: Zu den Rechnungen 73/74/75: 

Hier wurde jeweils die Schrittweite in x-Richtung halbiert. Dabei sind bei 

den Geschwindigkeitsprofilen kaum Unterschiede feststellbar. Auch der Verlauf 

der \Jandschubspannung zeigt bis auf die Anfangsphase kaum Unterschiede. In 

der kritischen Anfangsphase bewirkt die feinere Schrittweite eine Glättung 

der Kurve. 

Hier wurde jeweils die Schrittweite in x-Richtung halbiert. Dabei sind bei 

den Geschwindigkeitsprofilen kaum Unterschiede feststellbar. Auch der Verlauf 

der \Jandschubspannung zeigt bis auf die Anfangsphase kaum Unterschiede. In 

der kritischen Anfangsphase bewirkt die feinere Schrittweite eine Glättung 

der Kurve. 

Gerade diese Startphase ist auch entscheidend für die Entwicklung des Druck- 

verlaufs. Hier zeigen sich die deutlichsten Unterschiede. Sie dürften mit 

der schrittweisen Linearisierung der Gleichung zusammenhängen. 

Gerade diese Startphase ist auch entscheidend für die Entwicklung des Druck- 

verlaufs. Hier zeigen sich die deutlichsten Unterschiede. Sie dürften mit 

der schrittweisen Linearisierung der Gleichung zusammenhängen. 

Quer zur Strömungsrichtung ist die Schrittweite dem Anfangsprofil angepaßt. 

Wie die beiden Rechnungen 74/76 zeigen, tritt auch hier eine Stabilisierung 

der Ergebnisse ein. 

Quer zur Strömungsrichtung ist die Schrittweite dem Anfangsprofil angepaßt. 

Wie die beiden Rechnungen 74/76 zeigen, tritt auch hier eine Stabilisierung 

der Ergebnisse ein. 
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V. Anhang ~.-~ 

ANHANG 1 - -,.-- - ..- - 

Lösungsverfahren für das Gleichungssystem 

A 

wobei A 

.E = R (vgl. Seite 18), 

Blocktridiagonalgestalt besitzt. 

1. Schritt -.I-~^--- .._. 
Zerlegung von A = LeR, wobei L untere Dreieck 

Bezeichnungen Bezeichnungen ---. ----..__-.- .--__ ---. ----..__-.- .--__ 
Nebendiagonale von L: L(j) Nebendiagonale von L: L(j) j - O,.,.,M-1 j - O,.,.,M-1 

Diagonale von L: DL(j) j = O,..,,M Diagonale von L: DL(j) j = O,..,,M 

Nebendiagonale von R: Nebendiagonale von R: R(j) ,...,M R(j) ,...,M j=l j=l 

Diagonale von R: Diagonale von R: DR(j) j=O,...,M DR(j) j=O,...,M 

wobei L(j), DL(j), R(j), DR(j) 3x3-Matrizen darstellen, wobei L(j), DL(j), R(j), DR(j) 3x3-Matrizen darstellen, 

in der Diagonale von DL(j) stehen '1'. in der Diagonale von DL(j) stehen '1'. 

Die Zerlegung kann auf Grund der Struktur der Matrizen ohne Pivotisierung Die Zerlegung kann auf Grund der Struktur der Matrizen ohne Pivotisierung 

durchgeführt werden. durchgeführt werden. 
Unterprogramm Unterprogramm 

1) B. = DL(O).DR(O) 1) B. = DL(O).DR(O) LR004 LR004 
ergibt DL(O), DR(O) ergibt DL(O), DR(O) 

Al = L(O).DR(O) Al = L(O).DR(O) LROOl LROOl 
ergibt L(O) ergibt L(O) 



-+ Wj), DR(j) 

A(j+l) = L(j)aDR(j) 

ergibt L(j) 

FORWARDSWEEP, 

BACKWARDSWEEP. 
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2) j = l,...,M-1 2) j = l,...,M-1 

C(j-1) = DL(j-l)*R(j) C(j-1) = DL(j-l)*R(j) 

ergibt R(j) ergibt R(j) 

B(j) = L(j-l)bR(j) + DL(j)*DR(j) B(j) = L(j-l)bR(j) + DL(j)*DR(j) 

Unterprogramm Unterprogramm 

LR002 LR002 

LR004 LR004 

LROOl LROOl 

3) C(M-1) = DL(M-l)nR(M) 3) C(M-1) = DL(M-l)nR(M) LROOZ LROOZ 

B(M) - L(M-+R(M) + DL(M)uDR(M) B(M) - L(M-+R(M) + DL(M)uDR(M) LR004 LR004 

Die Algorithmen sind im Detail der Programmdokumentation zu entnehmen, Die Algorithmen sind im Detail der Programmdokumentation zu entnehmen, 

ßemerkung ßemerkung 

Diese LR-Zerlegung muß für jeden x-Schritt erneut durchgeführt werden. Die Diese LR-Zerlegung muß für jeden x-Schritt erneut durchgeführt werden. Die 

Koeffizienten der Matrix A hängen von (n) ab. Koeffizienten der Matrix A hängen von (n) ab. 

2. Schritt 2. Schritt -"l.-.."...-_l .-.. - -.,- -"l.-.."...-_l .-.. - -.,- 
Auflösung der Gleichung LaReE = *i Auflösung der Gleichung LaReE = *i 

a) forward-sweep a) forward-sweep -- _-_-_.--l_l- -- _-_-_.--l_l- 
Lsy = R zu lösen Lsy = R zu lösen 

b) backward-sweep b) backward-sweep _~--_-~- _~--_-~- 
RbE = y RbE = y 

Da L, R Dreiecksmatrizen sind, kennen die Gleichungssysteme direkt aufgelöst Da L, R Dreiecksmatrizen sind, kennen die Gleichungssysteme direkt aufgelöst 

werden, vgl. dazu die Unterprogramme werden, vgl. dazu die Unterprogramme 
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ANHANG 11 -lll-_ 

Berechnung des quadratischen Polynoms q(ud -__~ 

R 
I(n+l) = i (Eltp(n+l)EPtuDE3)*dy 

0 

(jeweils die 2. Komponente von El, E2, E3) 

R 
I1 :- 6 E1 2 dy 

F? I2 :=!E 2 2 dy 
0 

R 
13 := E3 2 6 dy 

R 
1, := a EIE2 dy 

R 
1 5 :- i E2E3 dy 

0 

R 
I6 := j’ ElE3 ciy 

0 

Dann folgt wegen 

p = -SD - UD PD 

I(n+l) = uE*(I.tPD21,, - ZPDI,) tu, b-ZPDI, -2SDI,tZI,tZPDI,\tI, - 2S 

In Gleichunq (3.11) einaesetzt: 

4tSD*I2 
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Entscheidungskriterien -~---- 

a) Yb-g)'0 - 

b) uD liegt zwischen den beiden Nullstellen 

(q2 negativ) 

b) Fixpunktproblem 

G==+ 

V bd 
UD = -El(M,2)++ (ln(-5)-ln 3) = f(V,) 

Anschauung -.-- ..- --.~_ 

-bU-M,2) 

Fixpunkt 
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Es liegtsicher eine Lösung vor, falls -El(M,Z) von den Nullstellen von q 
eingeschlossen wird. 

Da LID << Ei(M,2), wird dies als Entscheidungskriterium für die Existenz 

eines sinnvollen Fixpunktes gewonnen, 
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ARBEITSGRUPPE TECHNOMATHEMATIK 
AM FACHBEREICH MATHEMATIK DER UNIVERSITAT KAISERSLAUTERN 

Leiter: Prof. Dr. H. Ncunzert, Universitdt Kaiserslautern 

D i c Arbc i tsgruppe Tcchnomathcmat i k hat es s ich zur Aufgabe gemacht, neue 

Formen und Mögl ichkcitcn einer- Kooperation zwischen Universitat und Indu- 

strie im Bereich der Mathematik tu erarbeiten und durchzuführen, Dabei 

beschaft.igt sich die Arbeitsgruppe mit den folgenden Schwerpunkten: 

EINBE~~Et{UNG KONKRETER FRAGESTELLUNGEN AUS DER INDUSTRIE IN 
DIE MATHEMATISCHE FORSCHUNG, 

Im Rahmen des von der VW-Stiftung geförderten Forschungsprojekts “Techno- -- 
ma 1: h cma t i k’ ’ werden mathematische Probleme aus der industriellen Praxis in . .-._ .I. . ._ -.. ” ̂... - ___ 
Form von Problemseminaren, DiDlomarbeiten und Forschunasaufträoen bearbeitet. 
Als Ueispicle für schon bearbeitete oder in Bearbeitung befindiichc Probleme 
sei en genannt 

- die Optimierung von Kurbelgetrieben, Nocken und Felgen; 
- die analytische und numerische Untersuchung spezieller strömungsdynamischer 

und akustischer Probleme; 
- die Simulation stochsstischer Prozesse in der Zuverlässigkeitsanalyse. 

PRAXISORIENTIERTE GESTALTUNG DER MATHEMATISCHEN AUSBILDUNG IM 

HINBLICK AUF EINE BESSERE VORBEREITUNG DER ABSOLVENTEN AUF DIE 
BERUFSWIRKLICHKEIT, 

Dies geschieht z.B. durch den Studienqang “Technomathematik”; die wesentlichen 
Lernziele sind dabei: 

- Bildung mathematischer Modelle für technische Probleme, 
- Kenntnis, von mathematischen Methoden zur analytischen und numerischen 

Auswert.urrg der Mode 1 1 e, 
- Beherrschung des Computers als Werkzeug, 
- Kommunikationsfähigkci t rni t Ingenieuren. 

Auch in die Mathematikausbildung der Ingenieure sollen Modellbildung und 
moderne, insbesondere numerische und stochastischc Methoden verstärkt inte- 
griert werden. 

MATHEMATISCHE WEITERBILDUNG FÜR DEN PRAKTIKER, 

Das aus dem “Model lvcrsuch zur mathematischen Weiter-bi ldung” hervorgegangene 
Konzept für eine mathematische Wei terbi ldunq für Ingenieure, Naturwissen- 
schaftler und Mntmker wird weiterentwickelt und fortgesetzt. Die angebo- 
tenen Kurse dienen der 

- Unterstützung bei der Bcwiltigung praktischer Probleme, 
- Anpassung an den neuesten wissenschaftlichen Erkenntnisstand, 
- Einordnung dcs praktisch-beruflichen Wissens in einen thcoretisch-wissen- 

Schaft 1 i chcn Rahmen, 
- Auffrischung von Hochschulwissen. 

Die Arbci tsgrul)l,c ‘T‘(:chnomat h(:m,,t i k setzt r;i ch aus Professoren und Mi t;Irbi:i tc\rri 
der Univt>rr,i ~31 Kaii;ursl,>ut(:rn und c:incr Gruppt von Mathcm2ti hcrn ,111 dc>r T’cch- 
nischen Hoch:7ctlule Darmstsdl uriter der Leitung von Prof. Dr. Törnig zu~;~mrn~ri. 


