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Einleitung

Die Theorie der mehrdimensionalen Systeme ist ein relativ junges Forschungsge-
biet innerhalb der Systemtheorie, erste Arbeiten stammen aus den 70er Jahren.
Hauptmotiv fiir das Studium multidimensionaler Systeme war die Notwendigkeit,
einer Irweiterung der Theorie der digitalen Filter, die in der klassischen, eindi-
mensionalen Signalverarbeitung (zeitabhingige Signale) Anwendung finden, auf
den Bereich der Bildverarbeitung, also auf zweidimensionale Signale.

Die Vorlesung beschiftigt sich daher in ihrem ersten Teil mit skalaren zweidi-
mensionalen Systemen und beschrankt sich im wesentlichen auf den linearen Fall.
Untersucht werden zweidimensionale Filter, ihre wichtigsten Eigenschaften, Kau-
salitdt und Stabilitdt, sowie ihre Zustandsraumrealisierungen, etwa die Modelle
von Roesser und Fornasini-Marchesini. Parallelen und Unterschiede zur eindimen-
sionalen Svstemtheorie werden betont.

Im zweiten Teil der Vorlesung werden allgemeine héherdimensionale und multi-
variable Systeme behandelt. Fiir diese Systeme erweist sich der von Jan Willems
begriindete Zugang zur Systemtheorie, der sogenannte behavioral approach, als
zweckmaiflig. Grundlegende Ideen dieses Ansatzes sowie eine der wichtigsten Me-
thoden zum Rechnen mit Polynomen in mehreren Variablen, die Theorie der
Groébnerbasen, werden vorgestellt.



Kapitel 1

Skalare zweidimensionale
Systeme

1.1 Zweidimensionale Filter

Ein zweidimensionaler (2d) Filter (siehe Literatur iiber 2d Signalverarbeitung,
z.B. Lim oder Dudgeon, Mersereau) ist ein diskretes 2d SISO LSI Input-Output-
System (SISO ... single input, single output, LSI ... linear, shift-invariant).

Die betrachteten Signale sind Funktionen auf einem zweidimensionalen diskreten
Gitter, etwa Z*: ,

w,y: 22— R, u,y € R% =: A
Der reelle Vektorraum A wird als Signalraum bezeichnet. Alle hier behandelten

Resultate behalten ihre Giiltigkeit, wenn der Werteraum der Signale (hier: R, der
Korper der reellen Zahlen) durch einen beliebigen Korper ersetzt wird.

Der Filter bzw. das System sei durch eine Input-Output-Relation charakteri-
siert, einen Operator auf dem Signalraum:

T:-A—A, y=Tu.

Wie iiblich bezeichnet u € A den Input und y € A den Output des Systems. Der
betrachtete Operator T soll linear und shift-invariant sein.

Linearitit: T(ciu; + cous) = ¢;Tuy + ¢Tuy fiir u; € A und ¢; € R,

Shift—Invarianz: Die Shiftoperatoren o; : A — A, a v oja, 1 = 1,2 seien
definiert durch

((T}CL) (77,1, 712) = (l('l’Ll + 1, ng) ‘left shift’
(opa)(ny,n2) = a(ny,no+1) ‘down shift’
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fiir (ny,ny) € 7°. Da oy und oy kommutieren, kann folgende Multiindexschreib-
welse verwendet werden:

o™ = oM olh fiir m = (my,my) € Z°,

Auch negative Exponenten sind zulissig, da die inversen Shifts existieren:

(afila,)(n,],ng) = a(n lu) ‘right shift’
(o5 a)(ny,ng) = a(m - 1) ‘up shift’.

) . R ; 2
Insgesamt ergibt sich: (¢™a)(n) = a(m +n) fir m,n € Z°.

Shift-Invarianz kann also folgendermaBen definiert werden: Fiir alle m € Z*:

Also néchstes definieren wir ein spezielles Signal, den sogenannten Einheitsim-
puls ¢ € A durch

1 np=ny =20

5: 2 Vi Tl Yy ==
0: 2% =R, (n1,n2) = o(ny,ns) {O Somst.

Die ‘geshiftete’ Version des Einheitsimpulses ist im wesentlichen ein 2d Kronecker-
A 2
Delta: Fiir m € Z~ ist

1 n=m

O'Mm 5 K 22 e R,\ e —m Q o 5 s
¢ > ne— o "5 (n) =dn—m) = 0 sonst.

Wegen w(n) = 3, ez u(m)o(n —m) = 3, u(m)(o™"d)(n) ist formal

w= 3 u(m){o""0).

mez?

Zwar ist {o7™§,m € Z°} keine Basis des Signalraums (A ist nicht frei), aber
formal /heuristisch kann man schreiben:

y=Tu=T0 um)(c™"8)) =S ulm)T(c™"8) = > ulm)o T4,

m m m

Das Signal h = T¢ € A heilit Impulsantwort der Filters 7. Die Impulsantwort
h enthilt alle Information von 7', deshalb werden der lineare, shift-invariante
Filter 7" und seine Impulsantwort A manchmal miteinander identifiziert. Man hat
also

y=> u(m)o™™h und

m

y(n) =" u(m)a "h(n) =3 u(m)h(n —~m) = (h*u)(n).



Das heifit, der Output ergibt sich wie iiblich durch eine Faltung des Inputs mit
der Impulsantwort:
y=hxu=uxh.

Streng genommen braucht man fiir die Existenz der Faltung eine Zusatzannahme,
etwa, dafl fiir alle n € Z*

[{m, m € supp(u),n — m € supp(h)}| < oo,

wobei supp(u) = {m € Z* u(m) # 0} den Triger von u bezeichnet. Fiir die
Klasse der kausalen Filter und Signale ist diese Zusatzannahme erfiillt.

1.2 Klassifizierung von Filtern via Impulsant-
wort

Sei T ein LSI-Filter, h = T'¢ seine Impulsantwort und supp(h) deren Triager.

1.2.1 FIR und TIR Filter

Je nachdem, ob der Triger der Impulsantwort endlich oder unendlich ist, spricht
man von FIR oder IIR Filtern:

lsupp(h)] < oo < FIR Filter (finite impulse response)
‘nicht-rekursiver Filter’

lsupp(h)] = oo <« IIR Filter (infinite impulse response)
‘rekursiver Filter’.

1.2.2 Kausalitit
Def.: FEin Signal a € A heifit kausal, falls
supp(a) C N? = {n € 72 ny > 0,n9 > 0},

d.h. a(ni,ne) = 0 fiilr ny < 0 oder ny < 0. Dabei bezeichnet N? den ersten
Quadranten der diskreten Ebene.

Wir definieren den Raum der kausalen Signale:

Ac = {a € A, a kausal}.



Mittels folgender Einbettung (Fortsetzung durch Null bzw. Einschrankung auf
den ersten Quadranten) kann A, mit RY identifiziert werden:

2 LrR2
RN o 4, CA=R”
,
L a(n) n & N°
a e mit ag(n) = ()

0 sonst
. N? « a,

Def.: Ein Filter T" heifit kausal, falls seine Impulsantwort kausal ist, d.h. falls
supp(h) € N* Sind A und u kausal, so ist & « « wohldefiniert, denn

y(n) = >: w(m)h(n = m)

— 2 2
mEN? n—-meN-

ist fiir jedes n eine endliche Summe.

Def.: Die komponentenweise (cw=) Ordnung auf N* (bzw. Z°) ist gegeben durch

m<en < my<ng, =12 & on-—me N

Insbesondere gibt es fiir jedes n € N? nur endlich viele m € N? mit m <., 1.
Obige Summe fiir kausales h und u ist also

yn)= > ulmh(n—m).

0< o <oy

Bem.: Das Konzept der Kausalitiit ist in der 2d Situation keine so ‘natiirliche’
Forderung wie in der 1d Systemtheorie, wo ein (zeitlicher) Parameter betrachtet
wird und natirliche Begriffe von Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft existie-
ren. Kausalitidt heifl dann: Der Outputwert y(n) hingt nur von den Inputwerten
w(m) mit m < n ab, d.h. der gegenwiirtige Output ist unabhingig von zukiint-
tigen Inputs. Bei 2d Systemen betrachten wir zwei (rdumliche) Parameter, Kau-
salitit besagt, dafi der Outputwert y(n) nur von Inputwerten w(m) mit m <., n
abhingt.

Def.: Ein Signal a € A heifit strikt kausal, falls supp(a) € (1, 1) + N2, d.h. falls

Impulsantwort strikt kausal ist.

Bem.: Strikt kausale Systeme sind kausal. In der 1d Svstemtheorie ist ein Sy-
stem strikt kausal, falls y(n) nur von u(m) mit m < n abhingt, der gegenwiirtige
Output also nur von vergangenen Inputs beeinflusst wird. Fiir 2d Systeme be-
deutet das, daB y(ny, no) nur von u(my, my) mit my < n; und my < n, abhingt.



Def.: FEin Signal a € A heiit schwach kausal, falls supp(a) € C, wobei C' ein
Kausalitatskegel ist.

Def.: C ¢ R?heifit Kausalititskegel, falls C ein abgeschlossener, konvexer Kegel
mit RZ C C und C' N (=C) = {0} ist. Dabei ist

REZ = {l’ == (751,1'2) € RZ,.??[ Z O,TL‘Q ? 0}

der erste Quadrant der kontinuierlichen Ebene.

Def.: Ein Filter heifit schwach kausal, falls seine Impulsantwort schwach kausal
ist, d.h. falls ein Kausalititskegel C' mit supp(h) C C' existiert.

Bem.: Kausale Filter sind schwach kausal, da N? = R‘é Nz c R%\ und R‘i‘\
selbst ein Kausalitidtskegel ist. Der Begriff der schwachen Kausalitéit hat kein 1d
Analogon.

1.2.3 Stabilitit

Wie iiblich, ist fiir Input-Output-Systeme der Begriff der externen oder BIBO-
Stabilitdt (BIBO ... bounded input, bounded output) mafigeblich, d.h.

lu(n)| < M firallen = |y(n)| <N fir allen.

Analog zur 1d Situation ist BIBO-Stabilitit dquivalent zur Forderung, daff die
Impulsantwort des Filters absolut summierbar ist, d.h. 3, .2 [h(n)] < oo. Kla-
rerweise sind FIR-Filter immer BIBO-stabil.

1.3 Die z-Transformation

Fira e A, dh. a:Z*> = R ist

A= an) = D alngn)z’ 2y’

ncZ? n1,naEZ

die z—Transformierte von a.

Bem.: In der Literatur wird die z-Transformierte oft als A = Y a(n)z™™ defi-
niert, das Vorzeichen im Exponenten ist aber nur eine Konventionsfrage.



Interpretation von A:

;! fungieren als Platzhalter), dann ist
die z-Transformation nichts anderes als die bekannte Identifikation

1. als formale Potenzreihe (zy, 2, 27", 23
MR B AN
R[[Zl,ZQ,Zl y 2o H + R = A
Potenzreihe 4 > Folge der Koeflizienten «
Speziell fiir kausale Signale:
RHZ]., :/3H {"”} }.%,N - A(j
2. als Funktion 4 : ROC — C, (21, 20) = A(z1, ) = ¥ a(n)z", wobei
- - . ——_"1 i N N
ROC = {z € C*, > a(n)z" existiert}

fiir ‘region of convergence’ steht.

Eigenschaften der z—Transformation:

1. Die z-Transformierte einer Faltung ist das Produkt der z-Transformierten,
dh.y=hxu=Y = HU.

2. Die z-Transformierte eines geshifteten Signals ist Vielfaches der z-Transfor-
mierten des urspriinglichen Signals, genauer: y = oy = Y = 2™U fiir
m € Z°. (Hier ist wichtig, daB Signale iiber Z* betrachtet werden, fiir N?
ist eine Modifikation notwendig, analog zur 1d Theorie.)

1.4 Systemfunktion/Transferfunktion

Die Systemfunktion ecines Filters ist die z-Transformierte seiner Impulsantwort,
d.h. fiir h = T9

Ziel: Rationale Transferfunktionen. Approximiere  durch eine rationale Funk-
tion

Q : . R
H ~ B mit Laurent-Polynomen Q, P € Rz, 20, 27" 257"

Natiirlich muf§ dazu festgelegt werden, in welchem Sinne diese Approximation zu
verstehen ist, z.B. Padé-Approximation.



Motiv: Rationale Transferfunktionen erméglichen eine Implementierung des
Filters in Form einer Differenzengleichung und somit die rekursive Berechenbar-
keit des Outputs.

Sei H = % mit Laurent-Polynomen P = 3, 72 pp2™ und Q = ¥,y g 2™
(endliche Summen). Die I-O-Relation fiir die z-Transformierten ist dann

Y = HU = %U bew. PY =QU oder (3 pmz™)V = (3 gmz"™)U.

Wendet man die inverse z-Transformation an, so wird aus der Multiplikation mit
z™ die Anwendung des Shifts o™, also

(X pmo ™™y = (3 gmo™ ™.

Wir definieren p := Y. py,o ™™ und ¢ := 3 ¢,,0 ~™ als jene Polynome in den Shift—
Variablen, die aus P und @ hervorgehen, wenn z; durch o; ' ersetzt wird. Dann
erhilt man

py=qu, u,y€A pqcRlo,oy07" 07"

Das ist eine Kurzschreibweise fiir die lineare partielle Differenzengleichung mit
konstanten Koeflizienten

Qopmo™y(n) = (3 gmo ™u(n) bzw. 3 puy(n—m) =3 gmu(n —m)

fiir alle n € Z2.

1.5 Padé—Approximation

Gegeben sei eine Potenzreihe H =3, o2 h(n)2z™. Wir beschrinken uns hier auf
ein kausales h und somit auf eine gewthnliche Potenzeihe in z; und 29, der allge-
meine Fall ist dhnlich.

Ziel: H ~ % mit P, Q € Rz, 23], d.h. Approximation der Potenzreithe H durch
eine rationale Funktion. OBdA sollen @, P gewthnliche Polynome anstelle von
Laurent-Polynomen sein, denn fiir Q, P € Rz, 22, 27, 25 '] kann man % mit ei-
ner geniigend grofien Potenz 2™ erweitern, so dafl nur positive (oder nur negative)

Exponenten vorkommen.

Def.: Eine rationale Funktion % mit Q, P € Rz, 23] heiit Padé-Approzimie-
rende fiir

H= > h(n)"

neN?
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(Schreibweise: H ~ 2, falls

=%

PH-Q= > rn):"

- )
neiN<

erfiillt: 7(n) = 0 fiir n € E, wobei F cine passende Interpolationsmenge ist.

Bem.: Fiir die Wahl von F gibt es verschiedene Methoden, z.B. nach Karlsson
und Wallin.

. . 5o
Def.: Fiir n € N° sei [n] := ny +ny. Die graduierte Ordnung anf N? ist gegeben
durch

m <gaa M | < nl.
Mit |n] = |ni| + |no| erhilt man die analoge Definition fiir Z%. Die graduierte

Ordnung auf N? ist eine weitere partielle Ordnung neben der cw-Ordnung (d.h.
es gibt unvergleichbare Elemente).

Interpolation nach Karlsson und Wallin: Wihle natiirliche Zahlon ng, np
mit np > nQ. Ansatz: (2 = Z!”-TS”Q (]713”‘\ P o= -4""\'7}’ ])rz~ “und Poy =

Beispiel: ng = 1,np = 2:

Qoo + G102 + Qo122
e , N T NS
L+ proz1 + po1 2 + paoai + Dr1zize -+ Do2zs

.~

Anzahl der Unbekannten:

(no + D) (ng + 2) . (np+ 1)(np +2)
L) 2

Ea

Karlsson—Wallin-Interpolationsmenge: Wihle F so, daf

1o [E] = Anzahl der Unbekannten

2. ED{n,|n] <ngt.

Im Beispiel: [E] = 8, £ D {(0.0),(1,0), (0, 1)}, r(n) = 0 fiir n € E liefert 8 lineare
Gleichungen fiir die 8 Unbekannten

Bem.: Betrachten ab jetzt rationale Systemfunktionen (und somit durch Diffe-
renzengleichungen gegebene Filter):
H == mit QP ¢R[z, 2] oder R[s;, s (8 =2").
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H ist eine rationale Funktion, die entweder in den z; oder den s; geschrieben wird,
also H € R(zy, 23) oder R(sy, s2). La. sind die Potenzreihenkoeffizienten A in der
Entwicklung

H= @ > hin)2"

P ncZ?

durch H nicht eindeutig bestimmt, d.h. verschiedene Filter konnen dieselbe Sy-
stemfunktion haben. Allerdings ist h eindeutig durch H plus zusitzliche Rand-
bedingungen.

Beispiel: H = 1= = Y2028 = — Y71 2%, fiir Bindeutigkeit braucht man den

Anfangswert h(0).

1.6 Klassifizierung von Filtern via rationale Sy-
stemfunktionen

1.6.1 FIR und IIR Filter

Ein FIR Filter liegt vor, wenn H = £ = " h(n)z" mit [supp(h)| < co. Das ist
genau dann der Fall, wenn P ein Teiler von @ ist, d.h. die rationale Funktion H
ist selbst ein Laurent—Polynom:

H e Rz, 20,271, 251 € Rz, 29).

IIR Filter sind durch echt-rationale Transferfunktionen gekennzeichnet:

H € Rz, 2) \ Rlz, 20, 271, 2571).

1.6.2 Kausalitat

Wir haben Kausalitit als Eigenschaft von A definiert. Wie 148t sich dieses Konzept
auf H = % iibertragen?

Sel Q = ¥ gmz™, P =3 pnz™ (supp(P),supp(Q) endlich).

Satz + Def.: Sei pyy # 0 und existiere ein Kausalitatskegel C' mit
supp(Q), supp(P) C C. Dann hat % eine eindeutige Entwicklung

o= % — S h(n)2",

neC

d.h. mit supp(h) € C. H heifit dann schwach kausal.

12



Folgerung + Def.: Seien Q, P € R[z(, 2], also gewohnliche Polynome, und
pop 7 0. Dann ist

. Q "
H = i Z h(n)z
eN?

mit eindeutig bestimmtem, kausalem h. I heiflt dann kausal.

Bem.: Die Folgerung ergibt sich aus dem vorigen Satz mit €' == R2.

Die h(n) sind in diesem Fall die Taylorreihenkoeffizienten von H (Entwicklung
um den Punkt (0,0); da pgy # 0, sind H(0,0) und alle Ableitungen von H im
Punkt (0.0) wohldefiniert.)

Die Karlsson-Wallin—Methode liefert fiir kausales i kausales %% ~ H.

Folgerung + Def.: Seien P,Q € Rz, 2], poo # 0 und Q € 220R[2, o).

Dann ist

H = % = Z )/7<”>~77
nzew(ll

mit eindeutig bestimmtem, strikt kausalem h. H heiflt dann strikt kausal.

Def.: P ¢ Rlsy, $2] hat cw-Grad, falls es ein ng € supp(P) gibt, so dal ng >. n
fiir alle n € supp(P). Dann ist ny =: cwdeg(P).

Folgerung: Seien P, () € R[s(, ) (8, = '), H = % € R{sy, 89) ist kausal,

falls P cw-Grad hat und cwdeg(P) >, n fiir alle n € supp(Q) gilt.

1.6.3 Stabilitit

Sei H = %3 € Rz, zy) eine rationale Systemfunktion mit (), P & Rz, ).

Annahme 1: (Q, P sind relativ prim, d.h. es gibt kein I € Rz, 2] \ R mit
Q@ =Q R, P=DPRund Q,, P, € Rz, 2.

Annahme 2: H sei kausal, d.h. pyy # 0. H = Yonene i(n)2" sei die eindeutig
bestimmte Taylorreihenentwicklung von H mit kausalem A (diese konvergiert in
einer Umgebung des Entwicklungspunktes (0,0) gleichmiBig).

Bisher: A ist BIBO-stabil genau dann, wenn h absolut summierbar ist, d.h.
S lh(n)] < oc.

13



Jetzt: Stabilitat fir H?
In der 1d Systemtheorie gilt: Ist H = % eine rationale Transferfunktion mit relativ
primen Polynomen @, P € R[z] (Polynome in einer Variable), so ist

H strukturstabil :& P(2) # 0 fiir 2] <1< > [h(n)] < 0o < h BIBO-stabil.

Dabei wird P als Funktion P C — C,z — P(z) aufgefafit. BIBO-Stabilitit
ist genau dann gegeben, wenn alle Pole von % auflerhalb des abgeschlossenen
Einheitskreises liegen (insbesondere spielt @ in der 1d Theorie keine Rolle bei
Stabilitdatsfragen).

Bem.: Fiir einen allgemeinen unendlichen Signalwertkorper F' mufl man hier
den algebraischen Abschlufl F' anstelle von C einsetzen. Polynome und Polynom-
funktionen kénnen in unendlichen Kérpern miteinander identifiziert werden.

Def.: H =% ¢ Rz, 2) heit strukturstabil, falls
P(zq,2) # 0 fiir alle z = (21, 2) € C* mit 2], ]2 < 1.
P wird hier als 2d Polynomfunktion P : C? — C, (21, z5) = P(2y, z2) aufgefafit.

Shanks’ Vermutung: h BIBO-stabil <& H strukturstabil
Aber: Es gilt nur ‘<’, ‘=’ ist i.a. falsch. Aus BIBO-Stabilitiit von h folgt nur
P(21,22) £ 0 fiir [21], 2] < 1,

am Rand |z = |23| = 1 kann P Nullstellen haben.

Gegenbeispiel zu Shanks’ Vermutung: Goodman, Dautov

Hm:(1MZ]) (1ﬂ22) R m:l,Q,...
2 — 21 — 29
H,, ist nicht strukturstabil (da P(1,1) = 0), aber H; (resp. das dazugehorige h,)
ist nicht BIBO-stabil und H,, (bzw. h,,) fiir m > 2 ist BIBO-stabil.

Folgerung: In der 2d Situation kann @ die Stabilitit beeintlussen. Der Grund
dafiir sind mégliche gemeinsame Nullstellen von @ und P auf 2] = |2| = L.

Shanks’ Theorem: Unter der Zusatzannahme
Pz, 2) £ 0 fiir |21] = |20 = 1
oder (schwicher) ‘P, @Q haben keine gemeinsamen Nullstellen auf |z| = |z = 1’

gilt Shanks” Vermutung.
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Singularititen rationaler Funktionen in 2 Variablen:

1. Pole

(P(z1,22) =0, Q(z1, 22) # 0): aus 1d Theorie bekannt

2. Nicht-essentielle Singularititen der zweiten Art (P(zy, 22) = Q(z1, 22) = 0):

kein

1d Analogon, diese Singularititen machen Stabilitdtstheorie fiir 2d

Systeme schwierig

Fiir Polynome in einer Variablen gilt: Haben zwei Polynome gemeinsame Null-
d 8 A

stellen, so

sind sie nicht relativ prim (Primfaktorenzerlegung iiber Clz], dem

Polynomring in einer Variable). Daher kénnen in der 1d Situation unter der Vor-
aussetzung ‘Q, P relativ prim’ keine Singularititen der zweiten Art auftreten.
Hingegen konnen bivariate, relativ prime Polynome durchaus gemeinsame Null-

stellen hab

Vergleich
o Clz],

en.

der Polynomringe C[z] und C[z, 2,]:

der Polynomring in einer Variable, ist ein euklidischer Bereich und so-

mit ein Hauptidealbereich, insbesondere ein faktorieller Bereich (Zerlegung

in Pr

o Clz,
aber

imelemente).

Die Primelemente von C[z] sind von der Form z — A, A € C.
Der euklidische Algorithmus (basierend auf der Division mit Rest)
ermoglicht die Konstruktion des gréfiten gemeinsamen Teilers (gg'T)
zweier Polynome auch ohne explizite Primfaktorenzerlegung.

- Die Nullstellenmenge eines Polvnoms P € Clz] ist endliche Menge von
g A

Punkten in C.

Es gilt die Bezout-Identitdt, d.h. fiir P Q & C[z] gibt es Polynome
Ry, Ry € Clz], so daBl ggT(P, Q) = Ry P + RyQ.

2] ist zwar ein faktorieller Bereich (Zerlegung in irreduzible Faktoren),
kein Hauptidealbereich und daher nicht euklidisch.

- Fir £2,Q € Clzy, 25 existiert zwar ggT'(P, (), aber die Konstruktion

ist schwieriger, da kein euklidischer Algorithmus existiert (keine Divi-

sion mit Rest).

Irreduzible Polynome in Clzy, 2] sind nicht notwendigerweise linear.

Nullstellenmenge eines Polynoms in C[zy, 23] st eine algebraische Hy-
.- . D “ - . N - ~

perfliche in C* (i.a. eine eindimensionale Kurve).

Die Bezout—Identitét gilt nicht. Insbesondere folgt aus ggT(P, Q) = 1

nicht 1 = R P + R2@Q, sondern nur die Existenz von Polynomen ;.

t=1...., 4. s0 daB

R\P+ RyQ € Clzy] und R3P + Ry € Clz).

15



Q, P heiflen null-koprim, falls sie keine gemeinsamen Nullstellen ha-
ben. Fiir null-koprime Polynome P, folgt aus Hilberts Nullstellen-
satz die Existenz von Ry, Ry € Clz1, 29] mit 1 = Ry P+ Ry(Q wie in der
Bezout-Identitét.

1.7 Teilerfremdheit und ggT fiir bivariate Poly-
nome

1.7.1 Inhalt und Primitivitit

Sei P € Rz, 23] = R[2][21], d.h. fasse P als Polynom in z; auf, dessen Koeffizi-
enten Polynome in 2, sind:

P =3 pi(z)s mit pi(z)e Rz

1=0

Def.: Der Inhalt von P ist
cont(P) := ggT(po,....Pn)

P heif3t primitiv, falls cont(P) = 1. Der primitive Teil von P ist

P
cont(P)’

pp(P) :=

Es gilt: cont(P) ist der grofte Teiler von P in R[z]. pp(P) enthiilt keine Teiler
in R[] \ R.

Bem.: RJz1, 23] = R[z][21] = R[z][22], aber Primitivitit in R[z][z;] ist nicht
dquivalent zu Primitivitdt in R[zs][z1], obige Reihenfolge ist zwar willkiirlich, aber
fix.

1.7.2 Test auf Teilerfremdheit

Seien @, P € Rlz1, 2] = Rlz|[1],

P = Zpi(ZQ)Ziv Q= Zqi(zg)z{.
=0 i=0

n und m seien minimal gewdhlt, d.h. pn(22) # 0 # gm(22) oder n = deg, (P),
m = deg, (). OBdA seien n,m > 1.

16



1. Schritt: Berechne cont(P),cont(). Falls
geT(cont(P), cont(Q)) # 1,

sind P, ) offensichtlich nicht teilerfremd.

2. Schritt: OBdA: ggT(cont(P), cont(()) = 1, d.h.

g T(pos .o Py G0s ooy o) = 1
Definiere die (n -+ m) X (n -+ m) Sylvester-Matrix
Py e ope 000 e D
O py < pp O -0

R = O 0 L O ‘[)” e P 1)0
0 PRI () (‘h” Ve - PR (]0

Qm 0 =0 0 e 0

Satz: In obiger Situation gilt

P,Q teilerfremd <« det(R) # 0.

1.7.3 Algorithmus zur Berechnung des gg'™T

P = cont(P)pp(P), Q = cont(Q)pp(Q)
Da pp(P) und cont(Q) teilerfremd sind (und ebenso cont(?) und pp(Q)), gilt

geT(P, Q) = ggT(cont(P), cont(Q)) ggT(pp(F), pp(Q)).
1. Schritt: Berechne cont(P), cont(Q) und ersetze P, Q) durch pp(F), pp(Q).

2. Schritt: OBdA: P, @ primitiv. Definiere folgende Matrizen:

AY := R (Sylvester—Matrix) und A’ entsteht aus A'"! durch Streichen der ersten
und letzten Zeile sowie der ersten und letzten Spalte. A heifft die i-te innere
Matrix. Definiere &' := det(AY).



Satz: Ist 8% =...=4""1=0und 6" # 0, so hat ggT(P, Q) Grad r in z; und
ggT(P,Q) = ppdet A,
wobei A” aus A" hervorgeht, indem man die letzte Spalte ersetzt durch:
Zrrlp
zl.P
P

Q
21Q

Z;zwr-» 1 CJ

Ist umgekehrt ggT(P, Q) vom Grad r in 21, so gilt 6 = ... = § 1 =0, £ 0
und ggT (P, Q) ist durch obigen Ausdruck gegeben.

1.8 Partielle Differenzengleichungen und
Anfangsbedingungen

Eine rationale Systemfunktion H = % liefert die [-O-Relation PY = QU.
OBdA seien P,Q € R]sy, s (s; = z71), also

P = Z pmsm und @ = Z f]mSm,

meN? meN?

d.h. die betrachtete Differenzengleichung ist

ST opmyn+m) =3 guu(n+m) firallen e Z7.
meN? meN?

Der Output y ist durch den Input u nicht eindeutig bestimmt, fiir eine Zuordnung
v — y = Tu brauchen wir zusitzlich Anfangswerte. Dafiir ist das Konzept des
Grades eines Polynoms notwendig, der Gradbegriff soll also auf bivariate Poly-
nome erweitert werden. Dazu braucht man eine totale Ordnung auf N* (d.h. je
zwei Elemente sind vergleichbar).

Def.: Eine Ordnung < auf N? heifit zuldssig, falls

1. < totale Ordnung

2. 0 < n fiir alle n € N?
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3.m<n=m+1<n+lfiralel e N (Vertraglichkeit mit der Addition)

Eine zuldssige Ordnung ist insbesondere mit der cw-Ordnung vertriglich, d.h.

m <. n = m<n.
Beispiele: Lexikographische Ordnung, graduiert—lexikographische Ordnung

N e . o s - . 9 . ., NN
Def.: Sei < eine zulidssige Ordnung auf N* und 0 # P = 3 cn2 Pms™ in
R[s1, s9]. Der Grad von P ist

deg(P) = max{m, p,, # 0} = max supp(P),
wobel das Maximum beziiglich der zuldssigen Ordnung genommen wird. Der Leit-
koeffizient und der Leitterm von P sind

— : . I e o P odeg( P

le(P) = paegrry und  16(P) = le(P)ses),

P 1t sich also schreiben als P = 1t(P) + 3, cqeq(p) Pns™ Ist le(P) = 1, so

iiblichen Rechenregeln fiir den Grad von Polynomen:

L. Ist P = const. # 0, so ist deg(P) = (0,0) und deg(F) < deg(Q) fiir alle
Q € Rlsy, s9) \ {0}

2. deg(P) < deg(s™P) = m + deg(P) fiir alle m € N*.

3. deg(PQ) = deg(P)+deg(Q) und deg(P+ Q) < max(deg(P), deg(Q)). Falls
deg(P) # deg(Q), gilt in dieser Relation das Gleichheitszeichen.

Charakterisierung zulédssiger Ordnungen: Nach dem Satz von Hahn lifit
. 92 . v . . = . . . . .

sich N* mit einer zulidssigen Ordnung in einen R? mit der lexikographischen
Ordnung einbetten.

1.8.1 Anfangswerte fiir Differenzengleichungen iiber N?

sich daraus ergebenden Schwierigkeiten geht man aus dem Weg, indem man fiir
. . . : v eLop : . - 2 qop . -
Differenzengleichungen iiber N* nur die Shifts ¢™ mit m € N? zulifit. Seien also
P Q) € Risy, s2]. Betrachtet werden Differenzengleichungen
o N NE
L Pmy(m+n) = Z gmu(m +n) fir alle n € N-.
meEN? meN?
Wir verwenden wieder die Kurzschreibweise py = qu mit p,q € Rlo). 03] und
nehmen zusitzlich an, dafl p # 0. P sei jenes Polynom, das aus p hervorgeht,
wenn ¢; durch s; ersetzt wird.
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Satz: Die Differenzengleichung py = qu ist fiir alle Inputs lsbar, d.h. fiir alle
u € A, existiert ein y € A, so dall py = qu.

Ziel: Eindeutige Losbarkeit. Wihle eine zulissige Ordnung auf N* und bestim-
me d ;= deg(P) € N*. Teile N? in zwei disjunkte Teilmengen auf, nimlich

G'i=d+N* und G:=N*\G".
Satz: Durch den Input u und den Anfangswert y|G ist der Qutput v eindeutig
bestimmt, d.h. das Anfangswertproblem (Cauchy-Problem)

Py =qu, ylG==x

ist fiir alle u, z eindeutig 16sbar, d.h. fiir alle v € A, und alle z ¢ RY existiert
genau ein y € A, mit py = qu und y|G = =.
Satz:  Sei G jetzt eine beliebige Teilmenge von N? und G’ deren Komplement.

Aquivalent:

1. Das inhomogene Cauchy-Problem py = qu, y|G = z ist fiir alle u, x eindeu-
tig l6sbar.

2. Das homogene Cauchy-Problem py = 0, y|G = =z ist fiir alle z eindeutig
16sbar.

3. A, = RN = ke(p) @ R, wobei p als Abbildung
prAc— Ay py
interpretiert wird (Anwendung des Operators p(oy, 09)).
4. R[sy, 55) = RN = im(P) @ R'Y), wobei P als Abbildung
P R[Sl, 521 — R[SI, SQ}, f > Pf
interpretiert wird (Multiplikation mit dem Polynom P(s1, s7)). Es ist also
im(P) = Rsy, s9]P = (P), das von P erzeugte Ideal, und R\ bezeichnet
wie iiblich die Menge aller Funktionen von GG nach R mit endlichem Triger.

1.8.2 Anfangswerte fiir Differenzengleichungen iiber Z*

Q1, ..., Q4 bezeichnen die abgeschlossenen Quadranten von Z?, d.h. Q; = N2,
Q2 = (=N) x N usw.
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Def.: Eine Ordnung < auf Z? heit zuldssig, falls

1. < totale Ordnung

2.0 < n fir alle n € 22

3. Aus m <nmit m € ¢; und n € Q; folgt m+1 < n+{ fiirallel € Q;NEQ;
Insbesondere ist eine zuldssige Ordnung auf jedem der vier Quadranten mit der

Addition vertrdglich. Wie im vorigen Abschnitt werden Grad, Leitkoeffizient und
Leitterm eines Polynoms in Rlsy, 89,57, s, '] definiert.

Wir betrachten Differenzengleichungen iiber Z*, d.h. py = qu mit
p.q € Rloy, 00,07 05, p#£0und u,y € A

OBdA seien p. g € Rloy, oa].

Satz: Definiere d; = deg, (P), d := (dy, ds),

D = {deg(s*P),0 o k <o d}, Dy :=DNQ;, G = UL D+ Q;

und G als Komplement von G’ in Z°. Dann ist y durch » und y|G eindeutig
bestimmt.

1.9 Zustandsraummodelle fiir 2d Systeme

Fir 1d Systeme ist der Zustandraum endlich~dimensional. Zu einem kausalen
H = ¥ &€ R(s) existieren reelle Matrizen A, B, C, D, so dafi pg = qu dquivalent
ist zu einer Zustandsraumrealisicrung

ri+1) = Az()+ Bu()
y(i) = Ca(i) + Du(i)

oder in Shift-Notation: sz = Az + Bu, y = C'v + Du. Dann ist

) o
H=Y c(s1— 47 B+D.

Der globale Zustandsraum eines 2d Systems ist i.a. unendlich-dimensional. Fiir
kausale Transferfunktionen gibt es jedoch lokale Zustandsraumrealisierungen.
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1.9.1 Das Roesser—Modell (RM)

Zh(l‘{‘l,]) . AU AIQ ’I‘h(l,j) Bh .o
(az”(i,j+1) “\ o Am )iy )T e ) H60)

i) = (et o) (B )+ Dutiy

2" (i, 7)
Dabei bezeichnet =" den horizontalen und z¥ den vertikalen Zustandsvektor. Die
Dimensionen seien ny X 1 bzw. ny x 1. Die Matrizen A4;;, B", B, C* C", D sind
reelle Matrizen passender Dimension. Man definiert n := nq -+ n,,

. zh [ Ay A ~_ [ B . (ch o
l—<:n“>’ Aa(/lzx Ay )7 B=\m ) C/_h(b ¢ )

In Shift-Notation ist das RM durch

Sz = Siln, 0 2 =Ar+ Bu, y=Cz+ Du
0 SQ.[n.Z

gegeben, die Transferfunktion ist H = C(S ~ A)"'B + D.

1.9.2 Die Modelle von Fornasini und Marchesini

Modell I (FM I): fiir strikt kausale Transferfunktionen
i+ 1,7+1) = Ax(i+1,7)+ Asz (i, j + 1) + Aoz (s, §) + Buli, j)
yig) = Calij)
FM T in Shift-Notation:
81890 = (A181 + Agsy + Ag)z + Bu, y=Cr
Transferfunktion:

H= 0(8132[ - A151 - AQSQ - A())_lB = ZQC(I - Alzg - 44221 - ‘402122>M13

Modell IT (FM II): allgemeiner, nur Kausalitit erforderlich

i+ 1,7+1) = A+ 1,5)+ Agz(s,5 + 1)+ Byu(i + 1,7) + Bou(i, 7 + 1)
y(i,7) = Ca(i,j) + Du(i, j)

EM II in Shift-Notation:
8189 = (A]Sl -+ AQSQ)CL‘ + (Blsl + BQSQ)U,, y=Cx+ Du

Transferfunktion:

H = 0(81821 - A15‘1 - 14QSQ)M1(8181 -+ BQSQ) + D
= C([ — AIZ'Q — Agzl)“‘l'(Bm + BQZl) + D
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1.9.3 Zweistufige Realisierung nach Eising

Fasse wieder R[sy, so] als R{s][s1] auf. Ein 2d System iiber R wird so als 1d
System iiber dem Ring R[s,| interpretiert (Systemtheorie iiber Ringen). Hier
genligt es, Systeme {iber dem Kérper R(ss) zu betrachten.

1. Stufe: Realisierung tiber R(sy) liefert

sy = A(sy)r + B(S2)'u,
y o= Cs9)a+ D(sy)u

A, B, C, D sind Matrizen iiber R(s,). Fasse diese wieder als Transfermatrizen auf.

2. Stufe: Realisierung itber R
Also) = AC (8ol — AA) " AB + AD
AA AB, ... bezeichnen reelle Matrizen (keine Produkte).

e = Ada+ ABz
Alsy)r = ACa+ ADx
B(sy) = BC(sol — BA)Y'BB + BD

sob = BAb+ BBu
B(sy)u = BCb+ BDu

C'(s2), D(ss) analog. Insgesamt ergibt sich die Realisierung
: g g

sy AD|AC BC 0 0 E BD
8o AB 1 A4 0 0 0 a 0
b |=1 010 BA 0 0 b | +| BB |u
Sac CBL 0 0 C4 0 ¢ 0
dod 010 0 0 DA d DB

i

a

y=(CD0 0 CC DC )| b |+DDu
C
d

Das ist ein RM mit horizontalem Zustandsvektor 2 und vertikalem Zustandsvek-
tor {a,b,c.d)7.



Bem.: Vorteil der zweistufigen Realisierung ist die vollstindige Riickfiihrung
auf 1d Algorithmen. Nachteil ist die Asymmetrie in horizontal /vertikal, da will-
kiirlich R[s][s1] betrachtet wurde. Ebensogut konnte man zuerst iiber R(s)
und dann iiber R realisieren. Obige Realisierungsmethode ist nicht als effizienter
Algorithmus aufzufassen, eher als Existenzaussage.

1.9.4 Zusammenhang zwischen den Modellen

FM I — RM: Auseinem FM I entsteht durch

o= sor — Ay, V=
ein RM mit 411 = AQ, Au = 40 + AQ 41, AQl == [ flpz == 41 Bh = I)) BY —
Ch=0,C"=C,D=0.

BRM — FM II: FEin RM kann in ein FM II mit

- 0 0 . A“ A]g . 0 " Bh
A“(AH Azg)’ A2“< 0 0 ) Bl“(B‘”)’ BQ‘( 0

eingebettet werden.

1.9.5 Ubergangsmatrizen

Betrachtet man im 1d Zustandsraummodell sz = Az + Bu den Input u = 0, so
ergibt sich als Losung von sz = Az bzw. x(i+1) = Az(i) die Folge x(i) = A*z(0),
wobei z(0) den Anfangszustand bezeichnet. Die Ubergangsmatrizen (Ubergang
z(0) — 2(i)) sind dann gerade die Potenzen der Matrix A: A” = [ Al =
A, A% A3

Ubergangsmatrizen fiir FM I1: Betrachte u = 0, also

81890 = A181x -+ Ao,

Als Anfangswerte (iiber N?) braucht man z(7,0), z(0, j) fiir 4, j € N.
Satz -+ Def.: Die allgemeine Losung der homogenen FM II-Gleichung ist

( ZAZ’“’J "Aiz(k,0) ZAll’Jle<0])ful‘7j/1

k=1 =1

wobei die Ubergangsmatrizen A% durch folgende Gleichungen definiert sind:
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1. AN =T,
2. AW =0 fiir i < 0 oder j < 0.

3. AR = 4 AW 4 A, AW fiir (i) # (0,0).

Alsor 490 = [, A0 = Ay, A0 = Ay, 402 = A2, AL = A A, + AyA; usw,
Insbesondere: A% = A{, A0 = AL fiir 4, j > 0. Es gilt:
r , -1 »f : RRIE
(/ - CQA] - Zlflg) = Z(:_)‘l B ,Zflx'"lg)l = Z A’ '1/\'.«,{ ‘;é

=0 {j=0

und AW = AN-LA 4 A1 A,

Bem.: Vergleich mit 1d Relation (I — 24} = S0, A"z rechtfertigt die Be-
zeichnung ‘Ubergangsmatrizen’.

Satz: Losung von EM IT zum Anfangswert Null
Sei 2(2,0) = x(0,7) = 0 fiir 7, 7 € N. Dann ist

(i) = Sk S (AR e ARk 1)+
S ATRITLR (k 0) 4 SO AT Byu(0, 1)

fiir 4, j € N eine partikuldre Losung der FM II-Gleichung.

Bem.: Aus der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung und der parti-
kuldren Loésung der inhomogenen Gleichung ergibt sich durch Superposition die
allgemeine Losung von FM I1.

Hamilton—-Cayley—-Theorem: Fiir eine n x n Matrix A ist das charakteristi-
sche Polynom

Xa(s) = det(sl, ~ -

und es gilt: y4(A) = 0.Daher ist A" = — S a;AL dh. A" ist Linearkombina-
tion der A" mit 0 < 7 < n.

Def.: Seien 4y und 4, zwei n x n Matrizen. Das charakteristische Polynom fiir
FM II ist

1
LN .
XAy, dy == (i(?t((%’]b’g]n - Sp‘h - ‘3)12) == 24 (‘I..L‘jSZlS'-‘]z.
2,70
Es gilt: a,, = 1 und a;; = 0 fiir 1 + 5 < n.
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Satz: 2d Hamilton-Cayley-Theorem fiir FM IT
Die Ubergangsmatrizen A"/ erfiillen ihre charakteristische Gleichung, d.h.

Z aiin’j = ().

1,5=0
Insbesondere ist A™" Linearkombination der A% mit (i,5) <., (n,n)

(<ew bedeutet <., und #, nicht: komponentenweise <).

Dieses Resultat 148t sich wie folgt verschirfen:

Satz: Die n x n Ubergangsmatrizen A* eines FM 11 sind Linearkombinationen
der A®! mit k41 < n.

Ubergangsmatrizen fiir RM: RM ist ein Spezialfall von FM 11 mit

A — 0 0 e -All, Alil
141_(1421 AQQ)’ AQ“( 0 0 )

Wir betrachten zunichst das homogene Problem (u = 0), also
S].’Eh ] fln.’l)h -+ Alg.’ljv, Sgl‘v = Agl.’lih -+ AQ’ZCEW oder

‘h, .,h 0 ‘;h,
a(0 )= (5)w(a)=a ().

Anfangswerte (iiber N?): 2%(0, §), z%(,0) fiir 4,5 € N.

Satz: Die allgemeine Losung von RM mit u = 0 ist

7

w(i ) = 30 AFHS ( :1:“(2,0) ) " éAi,le ( :L-h((()),l) ) _

k=0
Insbesondere fiir 2"(0,1) = 0,1 > 1, 2°(k,0) =0, k > 1:
z(i,7) = AYz(0,0).

Vgl. mit 1d Relation z(z) = A'z(0).

Satz: Eine partikuldre Losung von RM (zum Anfangswert Null) ist

Hi,) = 3 3R ( o ) b AL ( B ))u(k, D,

k=01=0

26



Def.: Das charakteristische Polynom fiir RM ist

- ] — A, Ay ny N o
ity (M e ) S S
) Sodny = A9

- A 21 =0 §=0
Es gilt: ay,p, = 1.
Satz: 2d Hamilton-Cayley-Theorem fiir RM

Die Ubergangsmatrizen eines RM erfiillen ihre charakteristische Gleichung, d.h.

ny ong

Verschirfte Version: Die A% eines RM sind Linearkombinationen der 4%t mit
(k1) <ew (nyymo).

1.9.6 Realisierungsproblem fiir RM
Die Transferfunktion eines RM ist

e gyl oo sl 0
H=CES~4)"B+D mit §= ( 0 sl ) :

Das Realisierungsproblem besteht darin, zu gegebenem kausalem H € R(sq, $2)
Matrizen A, B, C, D zu finden, so daf} diese Relation erfiillt ist. {4, B, C, D} heifit
dann eine Realisier rung von H.

Satz: Aus H = C(S — A)"'B + D folgt
H = C(s3)(s15n, — A(52)) " Blssy) + D(s2)  mit

Alse) Blsa) Y\ Ap ), - C Apg By
<C"(~s‘-z) Disy) )=\ ey )l = e (a Bo )| 0l )

Realisierungsalgorithmus: Realisierung von H iiber R(s,) liefert die Matri-
zen A(sy), B(sy), C(s), D(s9). Dann ist

An B\ L s2)  Bsy)
(m D)“ﬁ&(,g]mg’

da lilllsz.ﬂ.)m(SQ[nz - 123) Ly,
Wir erhalten also die Matrizen Ay, By, (4, D, betrachten dann
f] _____ :i(é‘g) - 11 t [))( ) - }))1
O\ C(s2) = Cy Disy) D



und realisieren die strikt kausale Transfermatrix H € R(sy)(mDx(m+D) jiher R

H = C(syl,, — A)'B

Vergleich mit der Relation aus obigem Satz liefert
- =~ = A
A=Ay, B=(An B ), O:< ’2)

und somit die Matrizen Ajs, Agr, Aoy, By, Cs.

Def.: Eine Realisierung mit einer ny x ny Matrix A;; und einer ny x ny Matrix
Age heilt Realisierung der Dimension ny + ny (oder genauer (ny,n7)). Eine Rea-~
lisierung heift minimal, wenn sie unter allen moglichen Realisierungen minimale
Dimension besitzt.

Bem.: Mit obigem Algorithmus kann man fiir H = % und (dy, dy) = cwdeg(P)
Realisierungen der Dimension dy + 2d, konstruieren. Wegen der Vertauschbarkeit
Ris1, 82] = R[sq][s1] = R[s1][s2] kann man ebenso Realisierungen der Dimension
2dy + dy erzeugen.

Insgesamt ist die minimale Dimension also hochstens min(2d; + da, d; + 2ds).
Andrerseits ist die minimale Dimension sicher mindestens d; + ds, wenn man
oBdA annimmt, daff P und @ teilerfremd sind.

In der 1d Systemtheorie sind minimale Realisierungen beobacht— und kontrollier-
bar. Im folgenden Abschnitt werden verschiedene Beobacht— und Kontrollierbar-
keitsbegriffe fiir 2d Systeme eingefiithrt und hinsichtlich Minimalitdt untersucht.

1.10 Beobacht— und Kontrollierbarkeit fiir RM

1.10.1 Beobachtbarkeit

Im 1d Zustandsraummodell sz = Az + Bu, y = Cz + Du bedeutet Beobachtbar-
keit ‘z ist aus v und y rekonstruierbar’, d.h.

Cr=0,(sl-Azx=0 = z=0.
Das ist fiir eine n x n Matrix A dquivalent zur Forderung

o
CA
Rang | 42 | =1
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barkeitsmatriz

zu beschranken.

Def.: Ein RM heift beobachtbar, falls
Rang(Q) = Rang | (AW | =,

wobel O alle C'AY mit (i, j) <ey (01, n9) enthiilt. Die Beobachtbarkeitsmatriz fir
RM ist also vom Format (nyng -+ ny 4+ no) X n, n = ny + ny.

Satz: Charakterisierung von Beobachtbarkeit. Folgende Aussagen sind dquiva-
lent:

1. RM ist beobachtbar.
2. Aus Cz =0, (S—A)x =0, 2"(0,7) = 0, 2"(4,0) = 0 fiir 4, 5 > 1 folgt x = 0.
3.z ist aus u,y und den Randwerten (0, j), 2"(s,0) fiir 4, > 1 rekonstru-

/
lerbar.

1.10.2 Kontrollierbarkeit

Kontrollierbarkeit eines 1d Zustandsraummodells sz = A2+ Bu mit der Anfangs-
bedingung x(0) = xy heiit: ‘Aus beliebigem xy kann man durch geeignete Wahl

ein 7 € N, so dafl x(1) = 7. Das ist dquivalent zu
Rang (B AB 4B ... )=n,
wobel es wieder gentigt, die endliche Kontrollierbarkeitsmatriz

C:(B AB ... .WIB)

zu betrachten.



Def.: Ein RM heifit kontrollierbar, falls
Rang(C) ES RPLHg ( Ca Ai’jhlBl + Ai»l,sz e ) =1,

wobel (0, 0) <ew (Z,]) <ew (711,722) und

_ 0 Bh,
n-(2) ne(%)

Die Kontrollierbarkeitsmatriz fir RM hat das Format n x (niny + ny + no).

Satz: Charakterisierung von Kontrollierbarkeit

RM kontrollierbar < Fiir beliebige Anfangswerte (0, 7), 2°(z,0) und beliebiges
T kann man durch geeignete Wahl von u erreichen, daf$ fiir ein (4,7) € N* gilt:
x(i,7) =T.

1.10.3 Minimalitiat kanonischer Realisierungen

Fiir 1d Systeme ist eine Realisierung genau dann minimal, wenun sie beobachtbar
und kontrollierbar ist.

Fiir 2d Systeme gibt es sowohl beobacht— und kontrollierbare Realisierungen,
die nicht minimal sind, als auch minimale nichtkanonische Realisierungen. Zwei
Modifikationen der Definition von Beobacht— und Kontrollierbarkeit liefern not-
wendige bzw. hinreichende Bedingungen fiir Minimalitit.

1.10.4 Getrennte Beobacht— und Kontrollierbarkeit

Die Beobachtbarkeits— und Kontrollierbarkeitsmatrizen werden folgendermafien
partitioniert:

2 ay 2 Ch n
0= (Qf}/ Q/)’ €= < CcY ) {nl
(231 Ty 2

Def.: RM heifit getrennt beobachtbar, falls Rang(O") = ny, Rang(O?) = n, und
getrennt kontrollierbar, falls Rang(C") = n,, Rang(C?) = n,.

Bem.: Aus Beobachtbarkeit folgt getrennte Beobachtbarkeit, aus Kontrollier-
barkeit folgt getrennte Kontrollierbarkeit.
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Satz: Charakterisierung von getrennter Beobacht— und Kontrollierbarkeit

. RM getrennt beobachtbar < Aus Cz = 0, (S’ — Az = 0, 27(0,5) = 0,
:z:“(vz].()) = 0 fiir 7,5 > 1 und (z"(0,0) = 0 oder z¥(0,0) == 0) folgt v = 0.

2. RM getrennt kontrollierbar <> Fiir beliehige Anfangswerte (0, 7), 27 (7, 0)
und beliebige 7y, 7, kann man einen Input u; wihlen, so daf fiir ein (7, j) €
N? gilt 2"(i, ) = 7, und man kann cinen Input u, finden, so daf fiir ein
(k1) € N* gilt 2 (k, 1) = Ts.

Satz: Minimale Realisierungen sind getrennt beobacht- und kontrollierbar.
Getrennte Beobacht— und Kontrollierbarkeit ist also notwendige Bedingung fiir
Minimalitéit.

Ahnliche Realisierungen: Zwei 1d Realisierungen {A, B, C, D} und
{A", B',C", D'} heilen dhnlich, falls eine nicht-singulire Matrix 7' € R™™ exi-
stiert mit

A'=T AT, B'=TB, ' =CT' D =D.

Dann ist H' = C'(s[ — A)"'B' + D' = C(s] —~ A)"'B+ D = H.

Def.: Zwei RM {A, B, C, D}, {A', B, C", D'} heilen dhnlich, falls eine nicht-
singuldre Matrix der Form

T T“ 0 —~ TINXN T ng X
“< 0 Tu ) RV, TueR

L

existiert mit A' = TAT-', B = TB, C' = CT"!, D' = D. Dann ist H' = H.
Bem.: Fiir allgemeines 7" ¢ G1,(R) ist nicht notwendigerweise H' = H.

1.10.5 Modale Beobacht— und Kontrollierbarkeit

Ein bekanntes Resultat von Rosenbrock besagt, dafl Beobacht— und Kontrollier-
barkeit durch Koprimheitsbedingungen an die Systemmatrizen formuliert werden
kénnen:

(C.4) beobachtbar <« (', sI — A rechts koprim

(4, B) kontrollierbar <> sI — A, BB links koprim.
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Def.: Zwei polynomiale Matrizen mit gleicher Zeilenanzahl
P e Rlsi, o™, Q€ Rsy, soJ™1
heiflen links koprim, falls aus
P=DP, Q=DQ, D& Clsy,s,]™™, P € Clsy, $2]™P, Q1 € Csy, 59"

folgt, dal D unimodular ist, d.h. det(D) € C\ {0}.

Zwei Matrizen mit gleicher Spaltenanzahl sind rechts koprim, falls ihre Transpo-
nierten links koprim sind.

Def.: RM heifit modal beobachtbar, falls C, S — A rechts koprim sind und modal
kontrollierbar, falls S — A, B links koprim sind.

Satz: Ist ein RM modal beobacht- und kontrollierbar, so sind Zihler und Nen-

ner der rationalen Transferfunktion

C(S — A) B L D= C(S = A)ouB + Ddet(S — A)
det(S — A) B det(S — A)

H=0CS~A)"'B+D=

teilerfremd. Die Dimension des RM, also der cw-Grad von det(S — A), ist dann
gleich dem minimalen cw-Grad aller moglichen Nenner P in einer Darstellung
H = % Insbesondere folgt, dal das RM minimal ist.

Modale Beobacht— und Kontrollierbarkeit ist daher hinreichende Bedingung fiir
Minimalitét.

Bem.: Nicht jede Transferfunktion besitzt eine modal beobacht— und kontrol-
lierbare Realisierung.
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Kapitel 2

MIMO Systeme

2.1 Behaviors

Der von J. Willems begriindete ‘behavioral approach’ stellt einen neuen Zugang
zur Systemtheorie dar. Man betrachtet zuniichst anstelle von Input-Output—
Relationen die Menge aller Input-Output-Paare, d.h. zur I-O-Relation y = Tu
fiir u, y € A gehort das “Verhalten’ des Systems

B={(") € A%y = Tu}.

Speziell fiir ein 7" mit rationaler Systemfunktion H = 4

;
B={(;) € A py = qu} = {(;) € A% (~q.p)(;) = 0}.

Wir betrachten nun den allgemeineren MIMO-Fall, d.h. u € A™, y € A”. Dann

hat B die Gestalt

Das Wesentliche ist nun, dafi man in dieser Darstellung auf eine a priori Einteilung
der Systemvariablen in Inputs und Outputs verzichtet (in vielen Systemen ist oh-
nehin nicht von vornherein klar, welche Grofen frei sind und welche andere deter-
minieren). Im nachhinein kann dem System durchaus eine Input-Output-Struktur
auferlegt werden, aber welche der Variablen Inputs und welche Outputs sind,
sollte aus den Systemgleichungen deduziert, nicht dem System auferlegt werden.
Insbesondere kann ein und dasselbe System mehrere Input-Output-Strukturen
ermoglichen, etwa bei elektrischen Schaltkreisen.

Im behavioral approach werden also Objekte der Form (w = (;) == m-+p)
B={weA Ruw=0}

untersucht. Dabei ist A = FN'| I ein beliebiger Korper (bisher R) und

Re DVhim Fls) U= Flsy, o0, ke > L
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Die Variable s; entspricht dem Shift-Operator in ¢-ter Richtung und 7 ist die Di-
mension des Systems (bisher r=2). Die Gleichung Rw = 0 ist eine Kurzschreib-
weise fiir das lineare System partieller Differenzengleichungen

!
ST Rywj=0 firi=1,...k
=1

oder mit Rij = EmGN" R”(m) 5™

!
>N Ry(m)wj(m+n) =0 firallen € N undi=1,... k.
7=l meN"

Bem.: Wir betrachten hier nur noch kausale Signale und verzichten ab jetzt auf
die Unterscheidung zwischen A und A.. Natiirlich kann man auch A = FZ% und
Laurent-polynomiale Matrizen R betrachten.

Im behavioral approach werden alle Systemvariablen w; gleichberechtigt behan-
delt, es erfolgt keine externe Linteilung in Inputs und Outputs. Die System-
variablen sind durch die Gleichungen Rw = 0 miteinander verkniipft, es sind
verschiedene Interpretationen w = (Z) moglich.

Nicht das Gleichungssystem Rw = 0 wird als System betrachtet, sondern des-
sen Losungsraum, die Menge aller Trajektorien w, die den Systemgleichungen
geniligen. Die reprdasentierende Matriz R ist durch B nicht eindeutig bestimmit.

2.2 Duale Vektorriume und adjungierte Abbil-
dungen

Ist V' ein Vektorraum iiber einem Korper F', so ist
V*i=Homp(V, F) = {v* : V = F, v* F-linear}

der duale Vektorraum. Fiir dimV < oo sind V' und V* isomorph mit den iibli-
chen Eigenschaften (lineare Algebra). Die hier betrachteten Vektorrdume sind
unendlich—dimensional.

Def.: Die Evaluationsabbildung ist die Bilinearform
(=, =) VXV > F  (v,0") = (v,0%) = 0" (v).
Zu einer F-linearen Abbildung f : V = V definiert man die duale Abbildung
ViV vt e ff0Y) = vt o f
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[* ist gleichzeitig die zu f adjungierte Abbildung bzgl. (—, ~), denn

Es gelten die tiblichen Rechenregeln fiir adjungierte Abbildungen:

L(fi+f) =+

2. (gof)=frog
3. (I]L)‘ e )]H firre F

4. (idy)* = idy-

ot

. f Isomorphismus = (f~1)* = (f*)"!

6. kef* = (imf)~, (im/*)*" = kef.

Speziell: Sei [ eine unendliche Menge und
V= FU = {Funktionen von I nach F mit endlichem Triger}.
Vst dann ein freier unendlich~dimensionaler F-Vektorraum mit der Basis

(6niely, 6 T—=F &) { (L) =

Mittels folgender Isomorphie kann V* mit £ identifiziert werden:

V* = Homp(FU )« FI
lineare Abbildung v* ~ Bild der Basis (v*(¢;),2 € I).

Zum Vektorraum F') gehort also der duale Vektorraum F.

<

Speziell: [ =NV = FINJ = F[s; . 5] = F[s] = D. Die Basiselemente ¢,
sind dann die ¢, n € N", und

“'* o VF“NW v ./4-

A und D sind duale topologische Vektorraume. st

Dl X ﬁ_fh} Dl Wk __‘]> Dl\l
eine exakte Folge, d.h. ist imf = ke ¢, so ist die dazu duale Folge
Am QJ::R 4/\: <“(/M 41
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ebenfalls exakt. Die Evaluationsabbildung ist hier
DxA—F,  (s"a) (s"a) =a(n) = (s"a)(0).

Zur Abbildung
p:D-—->D, de—dp flirpeD

(Multiplikation mit p) gehort die duale Abbildung
P A=A amp(o)a

(Anwendung des Shift-Operators, der aus p durch s; — o; hervorgeht).
Fiir Matrizen: Die duale Abbildung von

R:DV*F 5 DX dvs dR, Re DM st

R A A w e R(o)w.

Aquivalent zur Untersuchung von behaviors B = ke(R*) ist aufgrund der Dualitiit
die Untersuchung von
im(R) = D*R,

dem Zeilenmodul der polynomialen Matrix R in D'*!. B ist eindeutig bestimmt
durch den Zeilenmodul einer repriasentierenden Matrix R.

Bem.: Bisher wurden Abbildungen wie p, R mit Grofibuchstaben, die dazu-
gehdrigen p*, R* mit den entsprechenden kleinen Buchstaben gekennzeichnet. In
Zukunft werden entsprechende Funktionen identifiziert, wenn aus dem Zusam-
menhang klar ist, ob die Abbildung auf D oder A gemeint ist.

2.3 Folgerungen aus der Dualitét

2.3.1 Quasi—-Eindeutigkeit der reprisentierenden Matrix
Satz: Die Matrizen R; und R, reprisentieren ein und dasselbe System, d.h.

B={weAd Rw =0} ={wc A, Ryw = 0} mit zwei Matrizen R; € Dk
genau dann, wenn Matrizen

AXl €& Dkszl, ,(‘{2 S Dklx}cz mit R2 = X}Rl, ]%L == .XQ.RQ

existieren.

Bem.: Man kann im Gegensatz zur 1d Theorie nicht oBdA annehmen, daf
I{II = ]{32.
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2.3.2 Elimination latenter Variablen

Def.: Eine Matrix X' € D™ heifit minimaler (Links-)Annihilator von
R ¢ DF¥ falls

2. yR =0 fiir ein y € DYF die Existenz von 2 € DY™ mit y = =X tmpliziert.

Bem.: .\ ist genau dann ein minimaler Annihilator von R, wenn

Zj Ixm h:};} ’Z‘) 1k H_) ,l) 1wl
d o~ dX = dXR

eine exakte Folge ist, d.h. falls im(X') = ke(R).

Da D noethersch ist, hat der D-Modul ke([?) ein endliches Erzengendensystem
und daher besitzt jede polvnomiale Matrix einen minimalen Annihilator.

Vom ARMA Modell zum AR Modell: B = {w & A, Rw = 0} ist eine AR
(‘autoregressive’) Reprisentation. Eine ARMA (‘autoregressive moving average’)
Reprisentation hat die Gestalt

= {w e A es gibt ein v € A” mit Byw = Mz}

Ein ARMA System kann folgenderweise in AR Form gebracht werden:

Satz: Ist & wie oben gegeben und X ein minimaler Annihilator von M, so ist
S={we A XRuw =0}

Bem.: Aus dem ARMA System & werden so die ‘latenten’/ versteckten’ Varia-
blen x eliminiert.

Vom Zustandsraummodell zum AR Modell: Wir betrachten ein allgemei-
nes Zustandsraummodell:
Myx = Bu, y=Cx+ Du,

2. B fir FM L My = s1890 — Aysyp — Agso, filr RM: M = S — A4,



Hier sind My, B, C, D beliebige polynomiale Matrizen. Die Menge der dazugehéri-
gen [-O-Paare ist

S= {(5) € A™ x AP, es gibt ein © € A" mit Mz = Bu,y = Cx + Du}.
Das ist ein ARMA System mit

B 0 M
Rl:(*ﬂD[)’ A/[:<(jl>

My
C

o (A 7 » B U
§={(;) € Amx A (X0 X) ( -D (;) < y ) =0

eine AR Reprisentation des Zustandsraummodells, d.h. die Gleichungen des all-
gemeinen Zustandsraummodells sind dquivalent zu

Ist (X} X3) also ein minimaler Annihilator von ( ), so ist laut obigem Satz

/\"2:{/ e (““}leB - XZ D)'U/.

2.4 Input-Output—Strukturen und Transferma-
trizen

Sei B={we A, Rw=0}, A=FY Rc D" D= F[s]. Der Polynomring D
ist in seinem Quotientenkorper
K = Quot(D) = F(s) = F(sy,...,8,)

enthalten, dem Kérper der rationalen Funktionen in sy,...,s.. Man kann R als
Matrix iiber K auffassen und den Rang von R berechnen.

Def.: p:= Rang(R) heifit Outputdimension von B, m 1= | — p ist die Inputdi-
menston von B.

Bem.: In-und Outputdimension hdangen nur von B ab, nicht von der Wahl der
reprisentierenden Matrix R.

Def.: Zerlege {1,...,1} in zwei disjunkte Teilmengen O und I, so daf} [O] = p
und |I| = m, wobei p und m wie oben Out— bzw. Inputdimension bezeichnen.
Dann gibt es eine Permutationsmatrix IT mit

RIl = (R_jjer, R_jjc0) = (=Q,P), Q€ D’Wm7 Pec D/cxb’
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o Wiser U L -
[Tty = Hie =: , oue AMye A7 und
Wy,jeo y

B = {w, Rw =0} = {I1(*), (=Q. P)(") = 0} = {I1("), Py = Qu}.

Sind die p Spalten von P K-linear unabhiingig, d.h. gilt
Rang(R) = Rang(P) = p,

so heifit obige Zerlegung eine Input-Qutput-Struktur von B mit Input v € A™
und Output y € AP,

Bem.: [a. liit B mehrere 1-O-Strukturen zu, jede Wahl von p K-linear un-
abhdngigen Spalten von R liefert eine. OBdA nennen wir RII wieder 1 und
[T 4w wieder w.

Satz + Def.: Sei B = {(x) e A" x AP Py = Qu} behavior mit I-O-Struktur.
Es gilt: "
L. Es gibt eine eindeutig bestimmte Matrix H € P mit PH = ().

2. Fiir alle w € A™ gibt es ein y € AP mit Py = Qu bzw. (Z) e B.

Die rationale p x m Matrix H heifit die (zur gewihlten -O-Struktur gehorende)
Transfermatriz.

Bem.: Die zweite Behauptung aus obigem Satz rechtfertigt die Bezeichnungen
g A g
‘Input’ und ‘Output’ (u ist frei).

Der Beweis dieser Aussage basiert auf dem Fundamentalprinzip von Ehrenpreis.
Dieses besagt, dafl ein lineares System von Differenzen— oder Differentialglei-
chungen Py = v (v ... vorgegebene ‘rechte Seite’, y ... gesuchte Losung, P ...
Polynome in den Shift— oder Differentialoperatoren) genau dann losbar ist, wenn
fiir einen minimalen Annihilator X von P gilt: Xv = 0.

Die Transfermatrix A hiangt von B und der gewihlten 1-O-Struktur ab, nicht
aber von der reprasentierenden Matrix .

Speziell: Sei &k = p = Rang(R), B € D" also eine Matrix mit maximalem
Zellenrang. Dann ist P eine p x p Matrix und cine [-O-Struktur liegt vor, wenn
det(F) # 0, also wenn P~1 ¢ KP*P existiert. In dieser Situation hat die Transfer-
matrix die traditionelle Gestalt

H =P

und £ ist eindeutig bis auf Linksmultiplikation mit einer unimodularen Matrix.
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Bem.: H = P~1Q heifit Matrizbruchdarstellung von H. Im Gegensatz zur 1d
Theorie ist eine solche Darstellung nur in obigem Spezialfall méglich, i.a. nicht.

2.5 Systeme von Differenzengleichugen und An-
fangsbedingungen

Sei B = {(;) € A™ x A?, Py = Qu} behavior mit I-O-Struktur. Ziel ist eine
konstruktive Zerlegung von B folgender Struktur:

B 2 {Inputs} x {Anfangswerte}
(1) < (u ylG o).

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dafi {Inputs} = A™, wobei m die In-
putdimension von B ist. Jetzt wollen wir den zweiten Faktor, den Raum der frei
wihlbaren Anfangswerte untersuchen, also

{Anfangswerte} = B/{Inputs} = {y ¢ A?, Py =0} = F°.

Gesucht wird also ein Anfangswertgebiet G, das das Cauchy-Problem Py = Qu,
y|G = z fiir alle Inputs u und alle Anfangswerte = eindeutig l6sbar macht.
Dabei ist G eine Teilmenge von [p] x N”, [p] := {1,...,p} und F'® wird mittels
folgender Einbettung als Unterraum von AP aufgefafit:

FO oy A= (PN ) = FN
Das heiit, y = (y1,...,vyp) € A” wird als Abbildung
y:[p] x N" = F, (i;n) = yi(n)

gedeutet.

Satz: Wie im SISO-Fall (vgl. Abschnitt 1.8.1) ist das Cauchyproblem genau
dann eindeutig 16sbar, wenn die Menge G und ihr Komplement ¢’ die dquivalen-
ten Bedingungen

AP =ke(P)@® FY oder (dual dazu)

DYP = im(P) @ F'©)
erfiillen. Dabei ist im(P) wie iiblich der Zeilenmodul von P,
im(P) = DYk p C PP,

Ist obige Bedingung erfiillt, so ist {s"e;, (1,n) € G} (e; ... i-ter Standardbasis-
vektor) eine F-Basis von DY*?/DY*P. Ein Verfahren zur Konstruktion solcher
Basen liefert die Theorie der Grobnerbasen.
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Speziell: MISO-Fall (p = 1)

p)
P
P=| 1 |, B={(") €A™ Py=Qu}
P
Dann ist der Zeilenmodul von P? einfach das von Iy, .. .. Py erzeugte Ideal 7.
2 O

Schreibweise: [ = (Py,..., P = S5 DP.

Im néchsten Abschnitt werden Basen polvnomialer Ideale untersucht.

2.6 Grobnerbasen

Beim Rechnen mit Polynomen in einer Variable spielen die Division mit Rest und
der euklidische Algorithmus eine wesentliche Rolle. Die Theorie der Grobnerbasen
verallgemeinert diese Algorithmen fiir das Rechnen mit Polynomen in mehreren
Variablen. Ein 1965 von Buchberger entwickeltes Verfahren ermoglicht die Kon-
struktion dieser Basen in endlich vielen Schritten. Der Algorithmus ist in vielen
Computeralgebrasvstemen (maple, Macaulay, Singular, ... ) implementiert.

Bezeichnungen: [F ... cin Korper

D= Flsy,...,5] ... der Polynomring in » Variablen iiber F
F D ... eine endliche nichtleere Teilmenge mit 0 ¢ F

(F) ... das von F erzeugte Ideal

g € D ... ein Polynom

Anwendungen:
o Entscheidungsprobleme wie ‘g € (F)7" aus der kommutativen Algebra und
algebraischen Geometrie
e Gleichhelt von polvnomialen Idealen und Moduln mit unterschiedlichen Er-
zeugendensvstemen (Svstemtheorie: Gleichheit von durch verschiedene Glei-

chungssvsteme gegebenen behaviors)

e Algebraische Gleichungssysteme (Losbarkeit? Endliche Losungsmenge? Be-
rechnung von Lisungen)

e Losen von Gleichungssystemen mit polynomialen Koeflizienten
(Systemtheorie: Konstruktion minimaler Annihilatoren)

e Teilerfremdheit von Polynomen, Faktorisieren polynomialer Matrizen
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2.6.1 Grundlegende Definitionen

Eine I-Basis von D ist {s", n € N"}. Um Grade von Polynomen in r Variablen
zu definieren, brauchen wir eine zulidssige Ordnung auf N”.

Def.: Eine Ordnung < auf N heifit zuliissig (vgl. Abschnitt 1.8), falls

1. < totale Ordung
2. 0 < nfiralleneN"

m<n=m+l<n+[firallel ¢ N".

Def.:  Sei < eine zuldssige Ordnung auf N” und 0 # P = Y, . Pms™ € D.
Grad (deg), Leitkoeflizient (lc) und Leitterm (It) von P werden analog zu Ab-

schnitt 1.8 definiert. Zusatzlich fiir F C D:
deg(F) = {deg(f), f € F} und
deg(F) = {deg(f), f € (F), f # 0}.

Bem.: deg(F) ist eine endliche Menge, deg(F) ist unendlich, da
ne€deg(F), m>un = m e deg(F).

Def.: Eine endliche Teilmenge G C (F) heifit Grdobnerbasis von (F) (beziiglich
einer gewihlten zuldssigen Ordnung), falls

deg(G) + N" = deg(F).

Bem.: In obiger Gleichung gilt immer ‘C’, entscheidend ist ‘2.

Eine Grobnerbasis enthilt fiir jedes cw-minimale Element n aus deg(F) einen
Generator vom Grad n.

Da D noethersch ist, besitzt jedes Ideal {0} # (F) € D eine Grobnerbasis. Fiir
die Konstruktion benétigt man eine Division mit Rest.

Def.:  Sei F ¢ D. Ein Ausdruck der Form
h= Y cus"f,
fEF neN"

wobei fast alle ¢,y € F Null sind, heiit zuldssige Kombination von F, falls ent-
weder h = 0 oder

deg(h) = max{deg(s" ), cny # 0}.
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Bem.: Ist h # 0 eine zulissige Kombination von F, so ist deg(h) € deg(F)-+N".

Satz + Def.: Sei F ¢ D und g € D. Dann gibt es eine zulissige Kombination
h von F, so dafy entweder h = g oder deg({g — h) ¢ deg(F) + N".

7 =7 = g — h heiBt dann ein Rest von g nach Division durch F.

Algorithmus: Division mit Rest
Mit folgenden Verfahren kann A in endlich vielen Schritten berechnet werden:

L. Daten: g, F. Setze h = 0.
2. Talls g # 0 und deg(g) & deg(F) + N, niichster Schritt, sonst: fertig.
3. Wihle n ¢ N" und [ € F, so dai n + deg(f) = deg(g). Setze

B_(:(Dmbn ]/ h o B - ___) h‘”’f,

1((}‘) . le(f)

und gehe zum vorigen Schritt zuriick.

(] s 4(]

Bem.: Fiir Polynome in einer Variable und F = {f} (Hauptidealring!) fallt
obiges Verfahren mit der {iblichen Division mit Rest zusammen.

Der Rest g ist i.a. nicht eindentig bestimmt (auch bei fixierter zulissiger Ord-
niung).
Satz: Sei F ¢ D und J = (F). Aquivalent:

1. F ist Grobnerbasis von 7.

2. Fiir alle g € 7 ist jeder Rest von g nach Division durch F ¢leich Null.

3. Fir alle g € 7 ist ein Rest von g nach Division durch F gleich Null.
Folgerung: Ist 7 ein Ideal in D und G eine Grébnerbasis von 7, so ist fiir

geD
g S L7 < (/Q e ()

densyvstem des Ideals.

Bem.: Unter einer ‘Basis’ verstehen wir heute ein linear unabhiingiges Erzeu-
gendensystem (EZS), Hilbert verwendete den Begriff fiir jedes 27S. In diesem

N

Sinne ist auch die Bezeichnung ‘Grébnerbasen’ zu verstehen.
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2.6.2 Berechnung von Grébnerbasen

Def.: Firn,m e N" ist

nVm = (max(n;,m;))i=1, » und
nAm = (min(n;, mg))i-1, .,

S(f, g) = lC(g)-Snvm*nf . 1C(f>8an~—mg

das S-Polynom von f und g.

Bem.: Fir s, s™ € D ist s"V™ = kgV(s", s™) und s""™ = ggT(s", s™). Es gilt

S(f,9) = =5(g, f) und, falls S(f, g) # 0,
deg(5(f,9)) < nVm =deg(f)V deg(g).

OBdA seien f, g normiert (d.h. le(f) = le(g) = 1). Dann ist das S-Polynom
einfach
S(]L g) — VMmN ]L - Sn\/m—mgi

Insbesondere ist die rechte Seite obiger Gleichung keine zulissige Kombination
von {f, g}, sondern sozusagen die minimale nicht zulissige Kombination.

Satz: Sei F C D endlich und J = (F). Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. F ist Grobnerbasis von 7.

2. Fiir alle f, g € F ist ein Rest von S(f, g) nach Division durch F gleich Null.

Bem.: s kann also in endlich vielen Schritten tiberpriift werden, ob F eine
Grébnerbasis ist. Sei etwa |F| = k, dann gibt es (’;) S-Polynome, die zu iiber-
priifen sind.

Folgerung: Der folgende Algorithmus berechnet in endlich vielen Schritten eine
Grébnerbasis von J = (F).

Algorithmus: Setze Fy := F und
=N,
E-{—lzfzu{b(fag) 7f>g€FL\{O}}

Das aktuelle F; wird also in jedem Schritt um die Reste der S-Polynome nach
Division durch F; erweitert. Ist ;.1 = F; U {0}, sind also im jten Schritt alle
Reste der S-Polynome gleich Null, so soll der Algorithmus abbrechen und F; ist
dann die gesuchte Grébnerbasis von 7.

44



Bem.: Obiger Algorithmus kann noch erheblich verbessert werden, indem man
in jedem Zeitschritt zusitzliche Vereinfachungen durchfiithrt (iiberfliissige Poly-
nome weglifit etc.).

2.6.3 Reduzierte Grobnerbasen

Def.: Eine Grobnerbasis G von J heil3t minimal, falls keine echte Teilmenge
von G ebenfalls Grobnerbasis von 7 ist.

Def.: Eine Grobnerbasis G von 7 heifit reduziert, falls folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1. G ist minimal.

(BN

Alle ¢ € G sind normiert.

3. Fir alle g € G ist supp(g) Ndeg(J) = {deg(g)}.

Bem.: Entscheidend ist die dritte Bedingung. Sie besagt, daBl der Grad von
g das einzige Element des Triigers von ¢ ist, das in deg(G) -+ N" = deg((G)) =
deg(J) enthalten ist; alle weiteren Terme, die in ¢ vorkommen, sind von der Form

s mit n € N™\ deg(7).

Satz: Jedes Ideal J # {0} in D besitzt cine eindeutig bestimmte reduzierte
arobnerbasis (allerdings abhingig von der gewithlten zulissigen Ordnung). Diese
kann in endlich vielen Schritten berechnet werden.

Bem.: Die in Computeralgebrasystemen implementierten Algorithmen liefern
automatisch reduzierte Gribnerbasen, z.B. mit maple:

with(grobner); F:={polyil,...,polyk}; G:=gbasis(F,[...], tdeg);

Dabeiist [...] eine Liste der in F vorkommenden Unbestimmten. Maple verwen-
det als default die graduiert-lexikographische Ordnung (tdeg fiir ‘total degree’,
mit der Option plex fiir ‘pure lexicographic’ kann man die iibliche lexikographi-
sche Ordnung einstellen).

Folgerung: Sind Z,J zwei Ideale in D ungleich Null, so gilt 7 = 7 genau
dann, wenn 7 und 7 dieselbe reduzierte Grobnerbasis besitzen (beziiglich einer
fixen zulidssigen Ordnung).



2.6.4 Verallgemeinerung auf Moduln

Anstelle von Idealen J im Polynomring D betrachtet man jetzt polynomiale Mo-
duln M in D!, Da Moduln iiber noetherschen Ringen immer endliche Erzeugen-
densysteme besitzen, kann man oBdA annehmen, daf§ es sich um den Zeilenmodul
einer polynomialen Matrix R € D**! handelt:

M = DlYkR c lexl.

Fine F-Basis von D! ist {s"e;,n € N",i = 1,...,1}, wobei ¢; den i-ten Stan-
dardbasisvektor bezeichnet. Jeder polynomiale Zeilenvektor n ¢ DM L8t sich in
eindeutiger Weise als

!
n=> Y n(in)ste

i=1 nelN"

schreiben, wobei n(i, n) die Koeffizienten sind, und

supp(n) = {(#,n),n(i,n) # 0} C [I] x N"
mit [[] = {1,...,{}. Um einem solchen Vektor n einen Grad zuordnen zu konnen,

braucht man eine weitere Verallgemeinerung des Begriffes ‘zuléssige Ordnung’.

Def.: Eine Ordnung < auf [[] x N” heifit zuldssig, falls

1. < totale Ordnung
2. (1,0) < (4,n) fir allei €[], n € N

3. (i,m) < (i,n) = (G,m+ k) < (i,n+k) firalleie[l], h € N".

Beispiel: s"e; < sMe; < 1 < 5 0oder (1 = 7 und n < m bzgl. einer zulissigen
p i ¥ J J g g
Ordnung auf N").

Def.: Mit einer zuldssigen Ordnung auf [/] x N” kann man fiir ein 0 # 7 € D
wie iiblich Grad, Leitkoeffizient und Leitterm definieren, also

deg(n) = maxsupp(n) usw.

Analog zur Definition in Abschnitt 2.6.1 werden Gradmengen von endlichen Teil-
mengen und Moduln in D! definiert.
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Def.: Eine endliche Teilmenge G € M eines Moduls M wie oben heifit Grobner-
basis von M., falls
deg(G) + N" = deg(M).
Mit der Addition in obiger Gleichung ist
(3,n)+m = (i,n-+m) firie ] und n,me N

gemeint. Ist M der Zeilenmodul einer Matrix R, so ergeben die Elemente von ¢
als Matrix geschrieben die sogenannte (Zeilen-) Grobnermatriz RY von R. RY ist
also eine Matrix, deren Zeilen eine Grobnerbasis des Zeilenmoduls von R? (und
somit auch von R) sind. Interessiert man sich fiir den Spaltenmodul von R, so
transponiert man R, berechnet die Zeilen-Grobnermatrix von £ und erhilt dann
durch nochmaliges Transponieren cine Spalten-Grobnermatriz.,

Def.: Das S-Polynom zweier polynomialer Zeilenvektoren f, ¢ mit deg(f) =
(i,n), deg(g) = (j,m) ist

le(g)s™m=mf —le(frs™m=mg falls i = j

S(f,g) = . o
5(f.9) 0 falls 2 5£ 4

Bem.: Man mufl also bei der Berechnung von Grébnermatrizen nur die S-
Polynome jener Paare von Vektoren f, g betrachten, die ihren Leitterm in dersel-
ben Komponente haben.

Die Division mit Rest sowie alle im vorigen Abschnitt angefithrten Ergebnisse
iber Grébnerbasen von Idealen lassen sich leicht auf Moduln iibertragen.

Der erweiterte Grébnerbasisalgorithmus liefert (durch Speichern aller Divisions-
schritte im Ubergang von R zu RY) auch die Transformationsmatrix X' mit

NR =R

Ebenso kann man R wieder durch RY dividieren und erhalt dann auch die ‘Riick-
transformation’

Y RY = R.
Die Matrizen X und Y sind i.a. nicht quadratisch. Es gilt zwar
YN =DNR=0 und (XY ~1)R? =0,

aber da La. weder R noch RY maximalen Zeilenrang besitzen, kann man nicht
schlieBen, daff \'Y = [ oder Y' X =

Warum man auch Matrizen ohne vollen Zeilenrang znlassen mu8, zeigt folgendes
Beispiel: Betrachte 3d behavior

5

- g ~ 43 S TR ; ;

B={we A’ esgibtein e e Amibw= Mz = | s |z}
53
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Zur Elimination der latenten Variable 2 berechnet man einen minimalen Anni-
hilator von M,

0 — 83 So
R=1 s 0 =5
—89 81 0

Dann ist laut Abschnitt 2.3.2 B = ke(R). Der Rang von R ist zwei, andrerseits
kann B nicht als Losungsraum von weniger als drei Gleichungen geschrieben wer-
den, wie man am kontinuierliches Analogon dieses Beispiels sieht: w ist genau
dann Gradient einer Funktion, wenn rot(w) =

Bem.: Phinomene dieser Art treten erst ab r > 3 auf. Fiir 1d und 2d Sy-
steme kann man hingegen oBdA annehmen, dafi die reprisentierenden Matrizen
maximalen Zeilenrang besitzen.

2.6.5 Losen linearer Gleichungssysteme mit polynomialen
Koeffizienten

Betrachitet werde Gleichungssysteme zR = & mit einer Matrix R € D**! und
einer vorgegebenen ‘rechten Seite’ & € D*!. Gesucht ist die ‘Losung’ x € D,
also das Urbild von £ unter der D-linearen Abbildung

R:DYrF 5 D™ s 2R,

Dazu mufl zuerst iiberpriift werden, ob £ iiberhaupt im Bild dieser Abbildung
enthalten ist. Falls nein, ist das Gleichungssystem unlésbar. Falls ja, braucht
man ein Urbild zy von £ (partikulire Losung) und ein EZS des Kerns von R
(allgemeine Losung der homogenen Gleichung; bei Hilbert: Syzygienmodul). Ist
F so ein BEZS, dann 148 sich jede Losung von zR = £ als
T =y + Z crf
fer
mit Polynomen ¢y € D schreiben.

Losbarkeit und partikulidre Losung

Man berechnet eine Grébnermatrix B9 von R und die Transfonn]amonsmatle X
mit B9 = XK. Dann wird € durch R dividiert. Ist der Rest & v ungleich Null,
so ist & nicht im Zeilenmodul von R enthalten, und das blelc,hungssystem ist
unlésbar. Ist der Rest gleich Null, so ist £ eine zuldssige Kombination der Zeilen
von RY, d.h. es gibt ein 7, so dafl

& =nRk?=nXRA.

Somit ist nX =: zy eine partikuldre Losung von zR = &,
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Syzygienmoduln/Minimale Annihilatoren

Gesucht ist die allgemeine Losung von xR = 0, also ein EZS des Kerns von R,
mit anderen Worten, ein minimaler Annihilator von R (Abschnitt 2.3.2). Dazu
betrachtet man zunichst das Gleichungssvstem yR9 = 0. OBdA seien die Zeilen
von 129 normiert. Dann ist das S-Polynom fiir zwei Zeilen f, ¢ von RY mit deg(f) ==

(2,n) und deg(g) = (i, m) (Leitterm in derselben Komponente)
S(f, f]) . Sr‘z.\/m»-n,‘/f - Sn\/'rrz.»--»mg‘

Andrerseits ist der Rest von S(f,¢) nach Division durch RY gleich Null (da 29
Grobnermatrix ist), also ist S(f, g) zulissige Kombination von RY, d.h. es gibt
einen Zeilenvektor ny, mit

mit deg((ny,);(RY),;-) < (7,1 m) fiir alle j. Definiere

n\Ie-n LGNV

“’f!] B ]]f!? — 8 (‘f ........ g (fjfgs

wobei ¢y den zu f gehdrenden Standardbasisvektor bezeichnet (ist f etwa die j-te

Zeile von RY, so ist ey = e;, analog fiir ¢,). Dann gilf

Upg RO =0y R — " 4 g = S(fg) = S(f,g) = 0.
Die wy, sind also sicher im Kern von R enthalten.

Satz: Die oben konstruierten polynomialen Zeilenvektoren wy, bilden ein EZS
des Kerns von RY.

Folgerung: Ist U eine Matrix, die die uy, als Zeilen enthilt, dann ist laut
vorigem Satz U ein minimaler Annihilator von RY.

Satz: Ist U wie oben konstruiert und sind X, Y die Transformationsmatrizen
aus dem erweiterten Grobnerbasisalgorithmus, so ist

ein minimaler Annihilator von K. Mit anderen Worten: Die Zeilen dieser Matrix

sind ein EZS des Kerns von 2.

Bem.: Insbesondere gibt obiger Satz an, wie man zu einer beliebigen polyno-
g B 2 )
mialen Matrix R einen minimalen Annihilator konstruiert.
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Algorithmus
Die allgemeine Losung von xR = £ erhilt man folgenderweise:

1. Berechne eine Grébnermatrix R? und Transformationsmatrizen X, Y mit
XR =R und YR = R.

2. Teste, ob ZRH = 0.
Falls nein: Gleichungssystem unldsbar.
Falls ja: Die Division mit Rest durch RY liefert ein » mit £ = nRY und
xop = nX ist dann eine partikuldre Losung von 2R = 0.

3. Berechne eine Matrix U wie oben beschrieben. Ein EZS des Losungsmoduls
der homogenen Gleichung sind die Zeilen der Matrizen UX und VX — I,
d.h. die allgemeine Losung von xR = £ hat die Gestalt

o UX
T =Ty +C ( VY T ) ,

wobei der polynomiale Zeilenvektor ¢ frei wihlbar ist.

Bem.: Beim Losen des homogenen Problems xR = 0 (bzw. bei der Berech-
nung minimaler Annihilatoren) kénnte man vermuten, daf§ es ausreicht, das Glei-
chungssystem als System iiber dem Quotientenkorper der rationalen Funktionen
zu betrachten, dort mit der iiblichen Elimination nach Gauf$i zu lésen und sich
ergebende rationale Losungen durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Nen-
ner wieder polynomial zu machen. Ein Gegenbeispiel dazu ist das schon erwihnte
‘w = Y < rot(w) = 07, Die Matrix M = (sq, 59, 53)7 hat drei Komponenten
und Rang eins, der Losungsraum (iiber dem Quotientenkdrper) hat demnach Di-
mension zwei und kann auch immer durch eine Basis mit zwei Elementen erzeugt
werden. Der Witz ist, dafl man zum Erzeugen des Losungsmoduls {iber dem Po-
lynomring immer mindestens drei Erzeugende braucht. Diese Information geht
verloren, wenn man das System iiber den rationalen Funktionen 19st.

2.6.6 Dimension von Idealen

Def.: Sei J ¢ D = Fls1,...,5,] ein echtes Ideal (d.h. 7 # D) und sei U =
{uy, ..., u,} eine Teilmenge von {sy,..., s, }. Dann heif3t {uy,. .., u,} unabhingig
beztiglich J, falls

J N Fluy,...,u,] = {0}

Die Dimension von J ist

dim(J) = max{|U|, U C {s1,...s,} unabhiingig beziiglich 7}.
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Bem.: Dabei ist () immer unabhiingig beziiglich eines echten Ideals 7, da
JNEW0) = JnF = {0}
einfach bedeutet, daf§ 7 keine Konstanten ungleich Null enthilt, was dquivalent

zu J # D ist. Im Polynomring mit » Unbestimmten gilt fiir die Dimension eines
echten Ideals 7 also:

o 0 <dim(J)<r
o dim(J) =r & J = {0}
e 7 C 7 = dim(Z) > dim(7).

Als Konvention setzt man die Dimension von D gleich —1.

Bem.: Der Dimensiousbegriff ist eng verkniipft mit der Dimension von algebrai-
schen Varietiten, das sind die Nullstellenmengen von polynomialen Idealen im

die gemeinsame Nullstellenmenge der Polvnome f; in C". Die oben eingefiithr-
te Dimension des Ideals J stimmt dann mit dem intuitiven Dimensionsbegriff

Lo dim(7) = 2, dann ist J = {0} und V(J) = C*.

IS

2. dim(J) = 1, dann gibt es folgende Unterfille:

(a) J enthilt nur Polvnome, die sowohl von s; als auch von sy abhingen,
dann gibt es eine irreduzible Komponente von V(7), die eine Kurve
in C” ist

(b) J enthilt Polynome, die nur von s, abhingen, aber keine, die nur von
s9 abhiingen, dann gibt es nur endlich viele Werte von &, die in V(7)
auftreten konnen und V(7) ist eine endliche Schar von Geraden

(¢) wie (b) mit vertauschten Rollen von s; und sy

3. dim(J) = 0, dann enthilt 7 sowohl Polynome, die nur von s; abhingen
als auch Polynome, die nur von s, abhingen, V(7) ist dann eine endliche
’ N x e
Menge von Punkten in C-.

4. dim(7) = —1. dann ist J = R[sy, 5], insbesondere 1 € J, und somit

V(T) = 0.



Satz: Ist G eine Grobnerbasis von J beziiglich der lexikographischen Ordnung,
so 1ist
g] = g M }7[<5’j, RPN 57-]

cine Grébnerbasis von J; = J N Flsj, ..., 8] fir j=1,...,r.

Bem.: Mit diesem Satz kann man testen, ob eine bestimmte Teilmenge U =
{uy, ... u,} von {sy,...,s.} unabhingig beziiglich J ist:
Man permutiert {si,...,s,} so, daB {uy,...,u,} ‘hinten’ stehen, wihlt die le-
xikographische Ordnung und berechnet eine Grébnerbasis 0 ¢ G von J. Man
betrachtet dann

GNFluy, ...y uy).
Falls diese Menge leer ist, ist U/ unabhingig. Auf diese Weise kann man die Di-
mension von J bestimmen.

2.7 Anwendungen in der Systemtheorie

2.7.1 Anfangswertgebiete

Ist B = {(Z) € A™ x AP, Py = Qu} behavior mit [-O-Struktur, so findet man ein
Anfangswertgebiet G, das das Cauchy-Problem Py = Qu, y|G = z fiir alle Inputs
» und alle Anfangswerte z eindeutig 16sbar macht (Abschnitt 2.5), indem man
eine Grobnermatrix P9 von P berechnet. Insbesondere konstruiert man dabel
die Gradmenge deg(PY) C [p] x N7, das sind die Grade der Zeilen von P7. Die
Gradmenge des Zeilenmoduls von P ist dann

G = deg(P?) +N".

Das Komplement G := [p] x N" \ ¢ ist dann analog zur SISO-Situation ein
geeignetes Anfangswertgebiet.

2.7.2 Elimination latenter Variablen

Dazu braucht man (Abschnitt 2.3.2) minimale Annihilatoren, diese werden mit-
hilfe der Grobnerbasistheorie (Abschnitt 2.6.5) konstruiert.
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2.7.3 Beobacht- und Kontrollierbarkeit von 2d Behaviors
Kontrollierbarkeit

Id Situation: Sei B = {w € (FM)!' Rw = 0} der Losungsraum ecines Systems
gewohnlicher Differenzengleichungen, I also eine & x [ Matrix von Polynomen in
einer Variable. OBdA habe R maximalen Zeilenrang, also Rang(R) = k. Aufler-
dem sei & < [

Def.:  Bheilt kontrollierbar, falls die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt
sind:

2. Die & x & Minoren von R besitzen keine gemeinsame Nullstelle in C.
3. Die & x & Minoren von R sind teilerfremd.
4. R ist links prim, d.h. in jeder Faktorvisierung R = D[Ry mit einer quadrati-

schen Matrix D ist D unimodular.

Bem.: Zusammenhang mit dem iiblichen Kontrollierbarkeitsbegriff: Sei sz =
Az + Bu die Steuergleichung in einer Zustandsraumrealisierung, dann ist

B={(V) sv=Av+Bu}={(").(=B,sI — A)(") =0},
Kontrollierbarkeit von B bedeutet dann Linksprimheit von 12 = (— B, s~ A) bzw.

Linkskoprimheit von B und s/ — A, also die iibliche Kontrollierbarkeitsbedingung
nach Rosenbrock.

Bem.: Der Fall b = [ wurde ausgeschlossen, da B = ke(R) mit einer quadrati-
schen Matrix 2 genau dann kontrollierbar ist, wenn R unimodular ist, dann ist
aber B = {0}, also trivial.

Verallgemeinert man obige Definition auf 2d behaviors, so geht die Aquivalenz
der vier Aussagen verloren und man erhélt zwel verschiedene Kontrollierbarkeits-
konzepte. Sei B = {w € (FN)' Rw = 0} mit R € Fls;, s,]**! von maximalem
Zellenrang und & < [

Def.: B heilt stark kontrollierbar, falls die folgenden dquivalenten Bedingungen
erfiillt sind:

L. Rang(R(&.&)) = Rang(R) = k fiiv alle & = (£, &) € C°
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2. Die k x k Minoren von R besitzen keine gemeinsame Nullstelle in C?.
(R heifit dann links nullprim.)

B heiflt schwach kontrollierbar, falls die dquivalenten Bedingungen

1. Die k x k Minoren von R sind teilerfremd,

2. R ist links faktorprim, d.h. in jeder Faktorisierung R = DR, mit quadrati-
schem D ist D unimodular,

erfiillt sind.

Folgerung: Man kann testen, ob eine gegebene Matrix R links null- oder fak-
torprim ist, indem man die Dimension des Ideals 7, das von den k& x &k Minoren
erzeugt wird, betrachtet. Es gilt:

R nullprim = <« dim(J) = -1
R faktorprim < dim(J) = 0.

Bem.: Interpretation der Kontrollierbarkeitsbegriffe: Kontrollierbarkeit ist im
wesentlichen die Verkniipfbarkeit von Trajektorien, d.h. im 1d Fall: Sind wy, wy €
B zwei Systemtrajektorien, so gibt es NV € N und eine ‘verbindende’ Systemtra-
jektorie w € B, so daf}

wi(n) firn< M
w(n) =

wa(n) fiirn > M + N.
Aus einer beliebigen ‘Vergangenheit’ wy kann also durch Stenerung w ab einem
beliebigen Zeitpunkt M in endlicher Zeit N jede beliebige ‘Zukunft’ w, angesteu-
ert werden.

Bei 2d Systemen fehlen die Konzepte ‘Vergangenheit—-Zukunft’. Schwache Kon-
trollierbarkeit bedeutet hier, daf fiir zwei beliebige Teilmengen G, G5 € N? mit
d(G1,Gs) = N (d bezeichnet hier die euklidische Distanz zweier Mengen, das ist
der minimale euklidische Abstand zwischen einem Element aus G5 uud einem
Element aus G5) und zwei Trajektorien wy, wy € B eine verbindende Trajektorie
w € B existiert mit

w|Gy =w |Gy und  w|Gy = w|Gs.
Bei starker Kontrollierbarkeit kann man die Voraussetzung wy, wy € B abschwéi-

chen zu w;|G; € B|G; fiiri = 1,2, d.h. w; und w, miissen keine Systemtrajektorien
sein, sondern nur lokal, also auf GGy bzw. 9, die Systemgleichungen erfiillen.



Beobachtbarkeit

1d Situation: Sei B = {("“'), Riw; = Rsws} 1d behavior mit einer beliebigen
| g

wa
Partition w = (:’)) R = (R, = Ry) mit einer Matrix Ry von vollem Spaltenrang
(nicht unbedingt eine I-O-Struktur, d.h. Rang(2;) == ¢ muf nicht gleich Rang(R)
sein).

Def.:  w, heiBt beobachtbar aus wo, falls die folgenden dquivalenten Bedingungen
erfiillt sind:

2. Die ¢ x ¢ Minoren von Ry besitzen keine gemeinsame Nullstelle in C.
3. Die ¢ x ¢ Minoren von Iy sind teilerfremd.

4. Ry ist rechts prim, d.h. in jeder Faktorisierung Ry = R} D mit einer qua-
dratischen Matrix D ist D unimodular.

Bem.: Zusammenhang mit dem iiblichen Beobachtbarkeitsbegriff: Sei sa =
Az + Bu, y = Cx + Du eine Zustandsraumrealisierung, dann ist

B = {(uwar,y)' so=Ar+ Bu,y = Co+ Du}

e [l o T s~ A B 0 )
= (et = (5 9) ()

Beobachtbarkeit von & aus (Z) bedeutet dann Rechtsprimheit von

(7e"

bzw. Rechtskoprimheit von s/ — 4 und €, also wieder die bekannte Beobachtbar-
keitsbedingung nach Rosenbrock.

Bem.: Hier sind auch quadratische Matrizen Ry zugelassen, wobei Beobacht-
barkeit dann Unimodularitit von [y bedeutet. Es gibt dann nur einen ¢ x ¢

Minor von Ry, nidmlich det(/), und obige Bedingungen 2 und 3 sind als ‘det(2;)

besitzt keine Nullstelle in C' bzw. ‘det(R;) ist eine Konstante ungleich Null’ zu
interpreticren.

Bei der Verallgemeinerung auf 2d behaviors zerfallen die vier Bedingungen wie-
der in zwei Gruppen. Sei B = {(L”) e (FNYFU=0 Riwy = Ryws} mit Ry €

F'ls1, 8% von maximalem Spaltenrang.

09



Def.:  w; heilit stark beobachtbar aus w,, falls die folgenden dquivalenten Bedin-
gungen erfiillt sind:

1. Rang(R; (&1, &) = Rang(Ry) = g fiir alle & = (¢, &) € C2.

2. Die ¢ x ¢ Minoren von R; haben keine gemeinsame Nullstelle in C?.
(Ry rechts nullprim.)

wy heiflt schwach beobachtbar aus w,, falls die dquivalenten Bedingungen

1. Die ¢ x ¢ Minoren von R; sind teilerfremd,
2. Ry ist rechts faktorprim, d.h. in jeder Faktorisierung R, = R{D mit qua~
dratischem D ist D unimodular,
erfiillt sind.

Wie oben kann man eine Matrix Ry auf Null- und Faktorprimheit iiberpriifen,
indem man die Dimension des Ideals, das von den ¢ x ¢ Minoren erzeugt wird,
untersucht.

Bem.: Interpretation der Beobachtbarkeitsbegriffe: w; ist stark beobachtbar
aus wsy, wenn wy wy eindeutig bestimmt, d.h.

wo = wh = wy =w; fiir Ryw; = Rowy und Ryw)| = Rowl,.
Wegen der Linearitit bedeutet das: wy = 0 soll w; = 0 implizieren bzw.
{wy, Rywy = 0} = {0}
Via Dualitdt bedeutet dies fiir den Zeilenraum von R;
Flsy, s5) " Ry = Fsy, 8]0

Dazu muf} die reduzierte Grobnermatrix von Ry bis auf eine Vertauschung von
Zeilen gleich der Einheitsmatrix sein, also eine Matrix X mit X 1; = I, existieren
und somit ist

Rang(R:(¢)) = Rang(X(§)R:i(£)) = Rang(/,) = ¢
fiir alle & € C? konstant gleich ¢.

wy ist schwach beobachtbar aus ws, wenn ws wy bis auf endlich viele Anfangswerte
determiniert, d.h. legt man w, fest, so gibt es nur noch endlich viele Wahlmogli-
chen, um w; festzulegen. Dazu muf} gelten:

{w1, Rywy = 0} ist endlichdimensional als F-Vektorraum,

also zwar nicht unbedingt {0}, aber zumindest ‘klein’ in obigem Sinne. Man kann
zeigen, daf diese Forderung dquivalent zur Rechtsfaktorprimheit von R ist.
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