




X Skalare zweidimensionale Systeme 

1.3 

1.6 

-1 .8 



1.9.2 Die Modelle von Fornasini und Marchesini . . . . . . 

1.9.3 Zweistufige Realisierung nach Eising ........ 

1.9.4 Zusammenhang zwischen den Modellen ....... 

1.9.5 Übergangsmatrizen .................. 

1.9.6 Realisierungsproblem für RM ............ 

1.10 Beobacht- und Kontrollierbarkeit fiir RM .......... 

1.10.1 Beobachtbarkeit .................... 

1.10.2 Kontrollierbarkeit ................... 

1.10.3 Minimalität kanonischer Realisierungen ....... 

1.10.4 Getrennte Beobacht- und Kontrollierbarkeit, .... 

1.10.5 Modale Beobacht-- und Kontrollierbarkeit ..... 

. . 20 

. . 21 

. . 22 

. . 22 

. . 25 

. . 26 

. . 26 
1-Y < . 2, 

. 28 

. . 28 

. . 29 

2.1 Behaviors . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 

2.2 Duale Vektorräume und adjungierte Abbildungen . . . . 

2.3 Folgerungen aus der Dualität . . . . . . . . . . . I . . . . 

.  .  32 

. . 34 

2.3.1 Quasi-Eindeutigkeit der repräsentierenden Matrix . ”  .  34 

2.3.2 Elimination latenter Variablen . . . . . . . . . . . . * * 35 

2.4 Input--Output-Strukturen und Transfermatrizen . . . . . . . . . . 36 

2.5 Systeme von Differenzengleichugcn und Anfangsbedingungen . . . 38 

2.6 Gröbnerbasen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 

2.6.1 Grundlegende Definitionen I . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 

2.6.2 Berechnung von Gröbnerbasen . . . . . . . . . . . . . . . . 42 

2.6.3 Reduzierte Gröbnerbasen . . . . . . . . . . . . . I . 

2.6.4 Verallgemeinerung auf Moduln . . . . . . . . . . . . 

2.6.5 Lösen linearer Gleichungssysteme mit polynomialen Koef- 
fizienten ........................ 

2.6.6 Dimension von Idealen ................ 

2.7 Anwendungen in der Systemtheorie ............. 

2.7.1 Anfangswertgebiete .................. 

2.7.2 Elimination latenter Variablen ............ 

2.7.3 Beobacht- und Kontrollierbarkeit von 2d Behaviors 

”  ”  46 

. . 48 

. * 50 

* . 50 

* I 50 

. . 51 

2 





ei ensionale 

Ein zweidimensionaler (2d) Filter (sieht Literatur über 2d Signalverarbeitung, 
z.I3. Lim oder Dudgeon, Mersereau) ist ein diskretes 2d SISO LSI Input-Output- 
System (SIN . . . single input,, sin@ output, LSI . . . linear, shift-invariant). 

Die betrachteten Signale sind Funktionen auf einem zweidimensionalen diskreten 

Der reelle Vektorraum A wird als Signalraum bezeichnet. Alle hier behandelten 
Resultate behalten ihre Gültigkeit,, wenn der Werteraum der Signale (hier: 
Körper der reellen Zahlen) durch einen beliebigen Körper ersetzt wird. 

Der Filter bzw. das System sei durch eine Input-Output- elatian charakteri- 
siert, einen Operator auf dem Signalraum: 

T : A + st, y = TU. 

Wie üblich bezeichnet U, E A den Input und TJ E A den Output des Systems. Der 
betrachtete Operator T soll l%near und sh~,ft-anv~~%~nt sein. 

Linearität: T(clul + c2u2) = clTul + c2TuZ für wi E A und e, E 

Shift-Invarianz: Die Shiftoperatoren CT~ : A + .A, a ++ CT;~, 1, = 1,2 seien 
dcfinicrt durch 

(W)(%, n2> = n(ni + 1, ~~22) ‘left shift’ 
(a~~)(nr, 7~~2) = a(nr, n2 + 1) ‘down shift’ 
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Das heist, der Output ergibt sich wie üblich durch eine Faltung des Inputs mit 
der Impulsantwort: 

1/ = h * TL = 'u, I h. 

Streng genommen braucht man fiir die Existenz der Faltung eine Zusatzannahme, 
etwa, daß fiir alle n E 2’ 

I{m, rn E supp(~), r~ - m E supp(h)}I < 00, 

wobei supp(u) - {m E Z2, w(m) # 0) den T rä er von u bezeichnet. FGr die g 
Klasse der kausnlen Filter und Signale ist diese Zusa,tznnnahme erfüllt, 

Sei 7’ ein LSI-Filter, h = 1’6 seine Impulsantwort und supp(h) deren Träger. 

"2.1 und ilter 

.Je nachdem, ob der Träger der Impulsantwort endlich oder unendlich ist, spricht 
man von FIR, oder IIR. Filtern: 

Isupp(h)j < 00 e3 FIR, Filter (finite impulse response) 
‘nicht-rekursiver Filter’ 

Isupp(h) 1 = 00 ¢j IIR, Filter (infinite impulse response) 
‘rekursiver Filter’. 

1.2. ausalit ät 

Def.: Ein Signal 0, E A heißt k:u~snl, falls 

d.h. a(nl, n2) = 0 für n 1 < 0 oder 37~~ < 0, Dabei bezeichnet N2 den ersten 
Quadranten der diskreten Ebene. 

Wir definieren den R.aum der kausalen Signale: 

A, := {n E AA, a kausal}. 





ef.: Ein Signal a E ,A heißt schwac!~ kausal, falls supp(n) C C, wobei (7 ein 

Kausalitätskegel ist. 

* C c R2 heißt Knusalitühkegei, falls C ein abgeschlossener, konvexer Kegel 
; & C und C (7 (-C) = (0) ist. Dabei ist - 

R2, = {z = (x1,x2) E 2 092 2 o} - 

der erste Quadrant der kontinuierlichen Ebene. 

Def.: Ein Filter heißt schwach, k:nusa,l: falls seine Impulsant,wort schwach kausal 
ist, d.h. fa,lls ein Kausalitätskegel C mit supp(k) 2 (7 existiert. 

em.: Kausale Filter sind schwach kausal, da N2 = 
selbst ein Kausalitätskegel ist, Der Begriff der schwachen Kausalität hat kein Id 
Analogon. 

tabilität 

Wie üblich, ist für Input-Output-Systeme der Begriff der externen oder BIBO- 
Stabilität (BIBO . . . bounded input, bounded output) maßgeblich, d.h. 

lu(n)l < Ad für alle n =+ Iy(n) 1 < N Fiir alle n. 

Analog zur ld Situation ist BIBO-Stabilität äquivalent zur Forderung, daß die 
Impulsantwort des Filters absolut summierbar ist, d.h. ClaFZz [h(n)/ < 00. Kla- 
rerweise sind FIR-Filter immer BIBO-stabil. 

ie z- ansfarmatio 

Für a E A, d.h. a : Z2 4 R ist 

die a-Transformierte von a. 

BiZl.: In der Literatur wird die z-Transformierte oft als A = C a(n)x-” defi- 
niert, das Vorzeichen im Exponenten ist aber nur eine Konventionsfrage, 
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Motiv: Rationale Transferfunktionen ermöglichen eine Implementierung des 
Filters in Form einer Differenzengleichung und somit die rekursive Berechenbar- 
keit des Outputs. 

Sei 11 = $ mit Laurent.-Polynomen P = CnEZ2 p,,,zm und Q = CrnEZ” qmzrn 
(endliche Summen). Die 1-0-R,elation fiir die z-Transformierten ist dann 

Y = HU = % b7w 
.P ‘. 

PY = &tJ oder ( 

Wendet man die inverse z-Transformation an, so wird aus der Multiplikation mit 
znL die Anwendung des Shifts a+‘“, also 

Wir definieren p := CJI~O-~” und q := t: (I,G+’ als jene Polynome in den Shift- 
Variablen, die a,us .P und Q hervorgehen, wenn x, durch a,’ ersetzt wird. Dann 
erhält man 

py = (I’U, ‘1L, y E A, p, q E [a, ; 02, IT;’ 1 fl,‘]. 

Das ist, eine Kurzschreibweise fiir die lineare partielle DifTcrcnzengleicl-1ung rnit 
konstanten Koeffizienten 

q,aLm)u(n) bzw. p,y(n li rn,) = &JL(rl - rn) 

fiir alle n E Z”. 

Gegeben sei eine Potenzreihe H = C7LEN~ !I,( n) 2”. Wir beschränken uns hier auf 
ein kausales h und somit auf eine gewöhnliche Potenzeibe in ~1 und ~2, der allgc- 
meine Fall ist ähnlich. 

iel: H CY p mit P, Q E R[ ~1, z2], d.h. Approximation der Potenzreihe N durch 
eine rationale Funktion. OBdA sollen Q, 1’ gewöhnliche Polynome anstelle von 
Laurent-Polynomen sein, denn fiir Q, P E R[zl, ,752, zl’, ~2’1 kann man 3 mit ei- 
ner genügend großen Potenz zrn erweitern, so daß nur positive (oder nur negative) 
Exponenten vorkommen. 

Def.: Eine rationale Funktion p mit Q, P E R[xl, x2] heißt Pnd&Approzirnic- 
ren,& fiir 

H = x h(n)9 
FGN” 
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.H ist eine rationale Funktion, die entweder in den zi oder den s, geschrieben wird, 
also H E R(zl, ~2) oder R( si, ~2). Ia. sind die Potenzreihenkoeffizienten 1~ in der 
Entwicklung 

& 
H-F= 

h(n)z” 
71,EZ2 

durch H nicht eindeutig bestimmt, d.h. verschiedene Filter können dieselbe Sy- 
stemfunktion haben. Allerdings ist h eindeutig durch li plus zusätzliche R,and- 
bedingurigen. 

Beispiel: H = & = CE, ,zi = - EC&, zi, fiir Eindeutigkeit> braucht man den 
Anfangswert h(O). 

funktionen 

Ein FIR Filter liegt vor, wenn H = 2 = C !l(n)z” mit Isupp(h) 1 < 00. Das ist! 
genau dann der Fall, wenn P ein Teiler von & ist, d.h. die rationale Funktion H 
ist selbst ein Laurent-Polynom: 

HR Filter sind durch echt-rationale Transferfunktionen gekennzeichnet: 

1.6. ausalität 

Wir haben Kausalität als Eigenschaft> von h definiert. Wie lä,Bt sich dieses Konzept 
auf H = $ übertragen? 

Sei Q = C Y~~z”~, P - ~pm,P (supp(P), supp(Q) endlich). 

Satz + Def.: Sei po0 # 0 und existiere ein Kausalitätskegel C mit 
supp(Q), supp(P) c C. Dann hat $ eine eindeutige Entwicklung 

H = f$ = c h,(n,)P, 
TZEC 

d.h. mit supp(h) G C. II heißt dann schwach kausal. 
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Folgerung + Def.: Seien Q, P E R[r, ~ z2], also gew8lmliclxc 
p~(j # 0. Darin ist 

1.6.3 Stabilität 



,Jetzt: Stabilität für H? 
In der ld Systemtheorie gilt: Ist N = $ eine rationale Transferfunktion mit relativ 
Primen Polynomen Q, P E R[x] (P 0 ly nome in einer Variable), so ist 

W strukturstabil :¢j P(x) # 0 für IzI 5 1 ¢j I/~(n)l < 00 ¢j h BIßO-stabil. 

Dabei wird P als Funktion P “: C -+ C, x t+ P(z) aufgefaßt. RIBO-Stabilität; 
ist genau dann gegeben, wenn alle Pole von $ außerhalb des abgeschlossenen 
Einheitskreises liegen (insbesondere spielt Q in der ld Theorie keine Rolle bei 
Stabilitatsfragen). 

em.: Fiir einen allgemeinen unerrdl&cn Signalwertkörper F rm10 man hier 
den algebraischen Abschluß F anstelle von C einsetzen. Polynome und Polynom- 
funktionen können in unendlichen Körpern mit,einander identifiziert werden. 

13(%, z2) # 0 für alle x = (zi, ZL) E C2 mit IX,), \v~/ < ‘L. 

P wird hier als Ld Polynomfunktion P : C” -+ , (q, z2) t---b P(xl, z2) a,ufgefaBt. 

Shanks’ Vermutung: h, BIBO-stabil H H strukturstabil 
Aber: Es gilt nur ‘+‘, ‘+’ ist i.a. falsch. Aus BIBO--Stabilitätj von h, folgt nur 

P(xi,zz) # 0 fiir jzi1,1221 < 1, 

am R,and 1~~1 = 1~~21 = 1. kann P Nullstellen haben. 

Gegenbeispiel zu Shanks’ Vermutung: Goodman, Dautov 

N 
m 

= (1 - q)“(l - z2)m 
2 - Zl - 22 ’ 

m=l,2,... 

Hm ist nicht strukturstabil (da P(1, 1) = 0), aber N1 (resp. das dazugehörige hi) 
ist, nicht BIBO-stabil und 19, (bzw, h,,) fiir m, 2 2 ist BIBO--stabil. 

Folgerung: In der 2d Situation kann Q die Stabilität bceintlussen. Der Grund 
dafiir sind mögliche gemeinsame Nullstellen von & und p auf lzl / = 132 / - 1. 

Shanks’ Theorem: Unter der Zusatzannahme 

P(zl,x’f) # 0 für 1211 = /z21 = 1 

oder (schwächer) ‘P, Q haben keine gemeinsamen Nullstellen auf Izr / = Iz~/ = 1’ 
gilt Shanks’ Vermutung. 
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Q, P heißen null-koprim, falls sie keine gemeinsamen Nullstellen ha- 
ben, Für null-koprime Polynome P, Q folgt aus Hilberts Nullstellen- 
satz die Existenz von Ri, RZ E C[xl, ZL] mit 1 = RrP+R,Q wie in der 
Bezout---Identität. 

ikr eit un 
me 

.l Inhalt und Primitivität 

[x,,x2] = R[z2][q], d.h. f asse P als Polynom in ~1 auf, dessen Koeffizi- 
enten Polynome in 22 sind: 

n 
P = --j---pi(z2)2; mit pi(x2) E 

Def.: Der Inhalt von P ist 

cont(l>) :== ggT(pO,. . . ,p,). 

P heißt primitiv, falls cont(P) = 1. Der primitive Teil von 1’ ist 

pp(P) := p 
cont(f)’ 

Es gilt: cont(P) ist der größte Teiler von P in R[xz]. pp(P) enthält keine Teiler 
in R[z,] \ R. 

Bern.: R[,q ,z2] = R[z2][zl] = R[~][z& b P a er rimitivität in R[x,][z,] ist nicht 
äquivalent zu Primitivität in R[x,] [zr 1, obige Reihenfolge ist zwar willkiirlich! aber 
fix. 

1.7. Test auf ilerfremdheit 

Seien Q, P E R[ 21, ~1 = R[~][zI], 

p = -j&lz)& 
m 

i=o i-0 

n und m, seien minimal gewählt, d.h. pn(z2) f 0 # qnz(z2) oder n = degZl (ID), 
m, = deg,, (Q). OBdA seien n, m, 2 1. 

1.6 



1. Schritt 



Satz: Ist (so = . . . = Sr-l = 0 und 6’ # 0, so hat ggT(P, Q) Grad r’ in z1 und 

ggT(P, Q) = ppdet c, 

wobei xk aus Ar hervorgeht, indem man die letzte Spalte ersetzt durch: 

Ist umgekehrt ggT(P, Q) vom Grad T in -rl r, so gilt 
und ggT (P, Q) ist durch obigen Ausdruck gegeben. 

w-r-1 Q 
\ xl 

eie 

Eine rationale Systemfunktion H = 4 liefert die I-O-Relation PY = QU, 
-5 Oßdh seien P, Q E R[sl , s2] (si = xi ), also 

P = c pnlsnL und Q = q,,L P , 
Ff?,EN2 m.EN” 

d.h. die betrachtete Differenzengleichung ist 

Der Output $1 ist, durch den Input u nicht eindeutig bestimmtflV für eine Zuordnung 
u + :y = TU brauchen wir zusätzlich Anfangswerte. Dafiir ist das Konzept, des 
Grn$es eines Polynoms notwendig, der Gradbegriff soll also auf bivariate Poly- 
nome erweitert werden. Dazu braucht man eine totale Ordnung auf N2 (d.h. je 
zwei Elemente sind vergleichbar). 

Def.: Eine Ordnung < auf N2 he& falls 

1. < totale Ordnung 

2. 0 5 n, für alle n E N2 
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Satz: Die Differenzengleichung py = qw ist für alle Inputs lösbar, d.h. fiir alle 
u E cAc existiert ein y E AA,, so daß py = (77~. 

Ziel: Eindeutige Lösbarkeit. Wähle eine zulässige Ordnung auf N2 und bestim- 
me d := deg( P) E N’. Teile N2 in zwei disjunkte Teilmengen a,uf, nämlich 

G’ := d -/- N2 und G := N2 \ G’. 

Satz: Durch den Input u und den Anfangswert y[G ist der Output y eindeutig 
bestimmt, d.h. das Anfangswertproblem (Cauchy--Problem) 

py = qu, g/G = :II 

ist für alle U, x eindeutig lösbar, d.h. fiir alle u E JA, und alle n: E R’: existiert 
genau ein y E Jz, mit py = qu und y /G = :x;. 

Satz: Sei G jetzt eine beliebige Teilmenge von N’ und Ir” deren Komplement. 
Aquivalent : 

1. Das irrhomogene Cauchy--Problem py =f q~, !/IG = x ist fiir alle u,, z eindeu- 
tig lösbar. 

2. Das homogene Cauchy-Problem py - 0, yIG = n: ist fiir alle x eindeutig 
lösbar. 

3. YLt, = RN2 = ke(p) $ RG’, wobei p als Abbildung 

p : ,AA, -+ AA,, Y l--h PY 

interpretiert wird (Anwendung des Operators p(ol, LT~)). 

4. R[sl, SZ] = RcN2) = im(F’) @ RcG), wobei P als Abbildung 

interpretiert wird (Multiplikation rnit dem Polynom F’(sl, s~)). Es ist also 
im(P) = R[sl, S~]P = (P), das von P erzeugte Ideal, und RcG) bezeichnet 
wie iiblich die Menge aller Funktionen von G nach mit! endlichem Träger. 

1.8. Anfangswerte für ifferenzengleichungen über 

&lY . , &d bezeichnen die abgeschlossenen Quadranten von 2, d.h. Q1 = N2, 
Q2 = (-N) x N usw. 
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oesser-Modell ( 

Dabei bezeichnet xh den horizontalen und :x:” den verti.kalen Zustandsvektor. Die 
Dimensionen seien nl X 1 bzw. 712 X 1. Die ti/Iatrizen Ai?, n”, n’U, Ch, C”, D sind 
reelle Matrizen passender Dimension. Man definiertJ n := nl -t- ~~2, 

In Shift-Notation ist das RM durch 

gegeben, die Transferfunktion ist) N = C(S “- A)-lB + », 

ie Modelle von rnasini un 

Modell 1 (FM 1): f ür strikt kausale Transferfunktionen 

x(i + i,.i + 1) = Alz(i + 1,j) + A2z(i,j + :l) + i40~(i,j) -I- Bt+, j) 
LG, j> := Cz(%, j) 

FM 1 in Shift-Notation: 

s1s22 = (Als l -t A2s2 + A& + Bu, 7J =f: cn: 

Transferfunktion: 

H - C(sls21 - Als1 - A2s2 - Ao)+i = z~+T~C(~ - A1z2 -- A2r, - A@&)-‘e!? 

Modell 11 (FM 11): allgemeiner, nur Kausalität erforderlich 

~(2 -t- 1,j + 1) = Aln:(i + 1,j) -t- A&, j + 1) i- B&i $-- l,,i) + &~(%,j -t- 1) 
l4, ii> = Cz(i, j) + Du(i, j) 

FM XI in Shift-Notation: 

5-1~22 = (Am + Azs2)s + (Blsl + &Y~)zL, y = ci2: + DU, 

Transferfunktion: 

H = G(S,S21 .- Als1 - A2S2)-1(BlSl + iy2s2) + n 
= c(I - Alz2 - A2z$‘(B1x2 -l- B2z1) $- 11 
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Bern.: Vorteil der zweistufigen Realisierung ist die vollständige Rückführung 
auf Id Algorithmen, Nachteil ist die Asymmetrie in horizontal/vertikal, da will- 
kiirlich R[s,] [sr] betra,chtet wurde. Ebensogut könnte mw,n zuerst über 
und dann über R realisieren. Obige Realisierungsmethode ist nicht als effizienter 
Algorithmus aufzufassen, eher als Existenzaussage. 

1.9.4 usammenhang zwischen 

M: Aus einem FM 1 entsteht durch 

R.M -+ FM 11: Ein RM kann in ein FM TI mit 

eingebettet werden. 

Übergangsmatrizen 

Betracht& man im ld Zustandsraummodell SZ = An: -t 13~ den Input ZL = 0, so 
ergibt sich als Lösung von s.2: = A.7: bzw, z(i+l) = AZ(~) die Folge x(i) = A’x(O), 
wobei ~(0) den Anfangszustand bezeichnet. Die Übergangsnlatrizen (Ülxrgmg 
x(0) -+ x(i)) sind dann gerade die Potenzen der Matrix A: ./1” = .f, A’ = 
A, A2, A3 * * . 

Übergangsmatrizen fiir FM 11: Betrachte %L = 0, also 

Als Anfangswerte (iiber N’) braucht rnan z(i, 0), ~(0, j) fiir %, j E N. 

Die allgemeine Lösung der homogenen FM 11-Gleichung ist 

wobei die Ühe~qanpmatr&n Ai)j durch folgende Gleichungen definiert sind: 
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Satz: 2d Hamilton--Cayley-Theorem für FM 11 
Die ~Jbergangsmatrizen AQ crfiillen ihre charakteristische Gleichung, d.h. 

Insbesondere ist AnllL Linearkombination der Ailj mit (i, j) <cw (n, n) 
(cClo bedeutet s,,, und #, nicht: komponentenweise <). 

Dieses R,esultat lallt sich wie folgt verschärfen: 

Satz: x-)ic 7% x ‘YI, Üb~rffangsmatrizerI A”1.i eines FM 11 sind I,inenrkombinat;ionen 
der .4.‘tr: mit k + E < n. , ‘ 

Übergangsmatrizen für M[: Riul ist ein Spezialfall von FM II mit 

Wir betrachten zunächst das homogene Problem (u = 0), also 

s&= . AlldL + A12xV , s2.z ’ = A21:x’L i- A22xv oder 

Anfangswerte (über N”): z?(O,j), z”(%, 0) fiir i,,j E N. 

Satz: Die allgemeine Lösung von RM mit u = 0 ist 

.%(i,j) = 2 A+W ( xv(;,o))+ 

k=O 

Insbesondere für x”(0,1) = 0, 12 1, x"(k,O) = 0, k: 2 1: 

Vgl. mit Id Relation x(i) = Aiz(0), 

Satz: Eine partikuläre Lösung von RM (zum Anfangswert Null) ist 





und realisieren die strikt kausale Transfermatrix .?? E IY%,(s~)(~~+~)~(~~+~) iiber R 

II = C(s,& - A)-% 

Vergleich mit der Relation aus obigem Satz liefert 

A = A22, B= (AZ1 B2 >) “= 

und somit die Matrizen A12, Azl, A22, Bz, C2. 

ef. : Eine Realisierung mit einer ‘~2~ x nl Matrix A 11 und einer n2 x r1,2 Matrix 
AZ2 heißt Rca,lisierung der D%~WLSGWL nl + n,2 (oder genauer (711: nz)). Eine R,ea- 
lisierung heißt> mSrr~n2, wenn sie unter allen möglichen Realisierungen minimale 
Dimension besitzt. 

BWL: Mit1 obigem Algorithmus kann man fiir i = $ und ( cll, ~1~) = cwdcg (1’) 
Realisierungen der Dimension dl $- 2dz konstruieren. Wegen der Vertauschbarkeit 

[SI, 321 = R[s~][s,] = R[a] [SZ] 1 tann man ebenso R.ealisierungen der Dimension 
2cll + d2 erzeugen. 
Insgesarnt ist die minimale Dimension also höchstens min(2dl + dz, dl -t 2d2). 
Andrerseits ist die minimale Dimension sicher mindestens dl i- dz, wenn man 
oBdA annimmt, da0 1’ und & tcilcrfrcmd sind. 

In der ld Systemtheorie sind minimale Realisierungen beobacht- und kontrollior- 
bar. Im folgenden Abschnitt werden verschiedene Beobacht,--- und Kontrollierbar- 
keitsbegriffe für 2d Systeme eingeführt und hinsichtlich Minimalitti,t uniersucht. 

acht- un 

.l eobachtbarkeit 

Im ld Zustandsraummodell SZ = An: + Bzt, y = Cn: + Du bedeutet Beoba,chtbar- 
keit ‘IC ist aus u und 1~ rekonstruierbar’, d.h. 

Cr: = 0, (SI - A)z := 0 + n: = 0. 

Das ist für eine TL x 12 Matrix A äquivalent zur Forderung 

Rang 

i 

’ c 
CA 
CA2 

1 

= n. 
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ef.: Ein RM heißt kontrollierbnr, falls 

Rang(C) = Rang ( . . . AiJ’-lBl + Aim11,iB2 . . , ) == Y-I,, 

Satz: Charakterisierung von Kontrollierbarkeit 
RM kontrollierbar # Fiir beliebige Anfangswerte ~“(0: j), n:” (a, 0) und beliebiges 
Z kann man durch geeignete Wahl von u erreichen, da8 fm ein (%, j) E N” gilt: 
x(i, j) := TE. 

.3 inirnalität kanonischer 

Fiir ld Systeme ist eine Realisierung genau dann minimal, wenn sie beobachtbar 
und kontrollierbar ist. 

Für Ld Systeme gibt es sowohl beobacht- und kontrollierbare Realisierungen, 
die nicht minimal sind, als auch rninimale nichtkanonische Realisierungen. Zwei 
Modifikationen der Definition von ßeobacht- und Kontrollierbarkeit liefern not- 
wendige bzw. hinreichende Bedingungen für Minimalität. 

.4 Getrennte eobacht- und 

Die ßeobachtbarkeits- und Kontrollierbarkeitsmatrizen werden folgendermaßen 
partitioniert: 

“=(JP+ OJ, 
c” }52, 

c= c” 
nd TL2 ( ) )m 

Def.: R,M heißt getrennt beobachtbar, falls R,ang(O”) = r?,i ) Rang(P) := r1,2 und 
getrennt kontrollierbar, falls Rang(C”) = r~i, Rang(P) = 722. 

BeUl.: Aus ßeobachtbarkeit folgt getrennte Beobachtbarkeit, aus Kontrollier- 
barkeit folgt getrennte Kontrollierbarkeit. 
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Satz: 
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Def.: Zwei polynomiale Matrizen mit gleicher Zeilenanzahl 

P E R[q, s2]mxp, Q E R[q, s2-Jmxq 

heiBen links kopr+ falls aus 

folgt, daß D unimodular ist, d.h. det(D) E C \ (0). 

Zwei Matrizen mit gleicher Spaltenanzahl sind reclzts koprim, falls ihre Transpo- 
nierten links koprim sind. 

ef.: RM heißt modul beobachtbur, falls C, S - A rechts koprim sind und modul 
X:ont~old&+ar~ falls S - 4, B links koprim sind. 

Satz: Ist ein RM modal beobacht- und kontrollierbar, so sind Zähler und Nen- 
ner der rationalen Transferfunktion 

El’ = C(S - A)--l.B + D = C(S - 4x8 + D = C(S - A)& -I- D det(S - Cl) .~. 
det(S - 4) dct(S - A) 

teilerfremd. Die Dimension des R.M, also der cw-Grad von det(S - A), ist dann 
gleich dem minimalen cw-Grad aller möglichen Nenner P in einer Darstellung 
H = $$. Insbesondere folgt, daß das R.M minimal ist. 

Modale Beobacht- und KontrollierbarkeitJ ist daher hinreichende Bedingung für 
M inimalität . 

BerY1.: Nicht ,jede Transferfunktion besitzt eine modal heobacht- und kontrol- 
lierbare Realisierung. 





Die Variable si entspricht dem Shift-Operator in i-ter Richtung und T ist die Di- 
mension des Systems (bisher 7=2). Die Gleichung RW = 0 ist eine Kurzschreib- 
weise für das lineare System partieller Differenzengleiclillngen 

oder mit R;j = CrnEN’. R,,i (m) s” 

R,,i (rn)wj (m + n,) = 0 für alle n E N’ und i = i, . . . , k:. 
.j=l rncNT 

C?lyI.: Wir betrachten hier nur noch kausale Signale und verzichten ab jetzt auf 
die ‘IJnterscheidung zwischen .A und AA,. Natiirlich kann man auch A = 17”’ und 
Laurent--polynomiale Matrizen R betrachten. 

Im behavioral approach werden alle Systemvariablen ~1, gleichberechtigt heha.n- 
delt, es erfolgt keine externe Einteilung in Inputs und Outputs. Die System- 
variablen sind durch die Gleichungen RW - 0 miteinander verkniipft, es sind 
verschiedene Interpretationen IU = ; möglich. (.> 
Nicht, das Gleichungssystem RW = 0 wird als System betrachtet, sondern dcs- 
sen Lösungsraum, die Menge aller Tmjektorien w, die den Systemgleichungen 
genügen. Die repräsentierende Mutriz R ist durch B nicht eindeutig bestimmt. 

a 
un 

Ist V ein Vektorraum über einem Körper F, so ist 

V* := HomIF(IT, .P) = {u” : V + F, ‘u* F-linear} 

der duale Vektorraum. Für dim ‘c/ < 00 sind V und V* isomorph mit den übli- 
chen Eigenschaften (lineare Algebra). Die hier betrachteten Vektorräume sind 
unendlich--dimensional. 

Def.: Die EvnEuationsabbild2lrl!l ist die Bilinearform 

(-, -) : v x v* t F, (u,?J*) t-+ (2I,ll*) :== lJ”(%1). 

Zu einer F-linearen Abbildung f : V -+ V definiert man die du,& Abbildung 

.f” : v* j. v*, u* k+ f*(u*) := u* 0 .f. 
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Es 



ebenfalls exakt, Die Evaluationsabbildung- ist hier 

22 x A + F, (s”,n) r-) (sn,,a) = n(n,) = (s”n)(O). 

Zur Abbildung 
p:D+D, d t-+ dp fiir p E ?J 

(Multiplikation mit p) gehört die duale Abbildung 

(Anwendung des Shift--Operators, der aus p durch s; -+ oi hervorgeht). 
Für Matrizen: Die duale Abbildung von 

R* : A -f A”, 111 e R(o)w. 
Äquivalent zur Untersuchung von bcha,viors B - ke(R*) ist aufgrund der Dualität 
die Untersuchung von 

im(R) = ZJnlX’R, 

dem Zeilenmodul der polynomialen Matrix R in D IX’ W ist cinderrtig bestimmt; . 
durch den Zeilenmodul einer repräsentierenden Matrix R. 

Bern.: Bisher wurden Abbildungen wie p, fl mit Großbuchstaben, die dazu- 
gehörigen p*, R” mit, den entsprechenden kleinen Buchstaben gekennzeichnet. In 
Zukunft werden entsprechende Funktionen identifiziert, wenn aus dem Zusam- 
menhang klar ist, ob die Abbildung auf 7J oder A gemeint ist. 

olgerunge itä 

2.3.1 indeutigkeit der repräsentierenden Matrix 

Satz: Die Matrizen fl, und RZ repräsentieren ein und dasselbe System, d.h. 
B z=z {u, E ,Al, R 1~ = O} = { ‘IU E ,Al, R2~u = 0) mit zwei Matrizen R, E Dlctx’ 
genau dann, wenn Ma,trizen 

Man kann im Gegensatz zur ld Theorie nicht 0BdA annehmen, daß 
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Hier sind Ali, B, C, D beliebige polynomiale Matrizen. Die Menge der da,zugchöri- 
gen I-O-Paare ist 

Das ist ein ARMA System mit 

Ist (X, SZ) also ein minimaler Annihilator von , so ist laut obigem Satz 

eine AR Rcpr&entstion des Zustandsraumrrlodells, d.h. die Gleichungen des a,ll- 
gemeinen %ustandsraummodells sind %quivalent zu 

S~~B={WE~~,R~=O},A=F~‘, R E ZJlcx’, U = F[s]. Der Polynomring 23 
ist, in seinem Quotientenkörper 

enthalten, dem Körper der rationalen Funktionen in sl, . . . ) s,.. Ma,n kann 21 als 
Matrix iiber Ic auffassen und den Rang von R berechnen. 

Def.: p :== Rang(R) heißt, Outputd hermhn voll B, r-n := (I -- p ist die In,putd%- 
rnensior~, von L3. 

Bern.: In.-. und Outputdimension hängen nur von B ab, nicht von der Wahl der 
repräsentierenden Matrix &?. 

Def.: Zerlege {l., . . . ,1} in zwei dis,junktc Teilmengen 0 und 1: so daaß (0 = p 
und 111 = m, wobei p und 7n wie oben Out- bzw. Inputdimension bezeichnen. 
Dann gibt8 es eine Permutationsmatrix II mit 





C?XIl.: H = P-l& heißt ~ut~izbruchda,rstellung von H. Im Gegensatz zur ‘ld 
Theorie ist eine solche Darstellung nur in obigem Spezialfall möglich, i.a. nicht. 

ysterne von renze leic 
n ingungen 

Sei 13 = {(y) E AA" x ,A?‘, P~J = QZL} behavior mit I-O-Struktur. Ziel ist eine 
konstruktive Zerlegung von B folgcndcr Struktur: 

13 L? {Inputs} x {Anfangswerte) 
u 

0 1J ++ (1L , ylc: ). 

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, daß (Inputs) 2 .,LL~‘~) wobei ?n, die In- 
puttlimension von B ist. Jetzt wollen wir den zweiten Fr&or, den R,aum der frei 
wählba,ren Anfangswerte untersuchen, also 

{Anfangswert,e} !2 B/{Inputs} e {:y E /P, Pg = 0) 25 F’. 

Gesuclrt wird also ein Anfangswertgebiet G, das das Ca,ucXlu---I)roblern 1’~ = Qu, 
y]G = .7: für alle Inputs u und alle Anfangswerte :x; eindeutig lösbar macht. 
Dabei ist G eine Teilrnenge von [p] x N’, [p] := { 1, . . . , p) lmcl FC wird mittels 
folgender Einbettung als Unt,erraum von JP aufgefaßt: 

Das heißt, y = (yi,. . . ,zlP) E ./V’ wird als Abbildung 

y : [p] x N’ -+ F, (i, n) t-+ yi (TZ) 

gedeutet. 

Satz: Wie im SISO-Fall (vgl. Abschnitt l..S.l) ist das Cauchyproblem genau 
dann eindeutig lösbar, wenn die Menge G und ihr Komplement C’ die äquivalen- 
ten Bedingungen 

.Ap = ke(P) @ F”’ oder (dual dazu) 
‘DlxP = im(P) @ FcG) 

erfüllen. Dabei ist im(P) wie üblich der Zeilenmodul von P, 

im(P) = 73 lXkP - zFxp. 

1st) obige Bedingung erfüllt, so ist, {Pei, (i, n) E G} (ei . . . %-ter Standardbasis- 
vektor) eine F-Basis von D lxP/‘D1xkP. Ein Verfahren zur Konstruktion solcher 
ßasen liefert die Theorie der Gröbnerbasen. 





.I Grundlegende efinitionen 

Eine F-Basis von ‘n ist { syL, 71 E N”}. IJm Grade von Polynomen in r Variablen 
zu definieren, brauchen wir eine zulässige Ordnung auf N’. 

ef.: Eine Ordnung < auf N’ heißt zulässig (vgl. Abschnitt 1.8), falls 

1. 5 totale Ordung 

2. 0 5 n für alle n E N’ 

3. m 5 n =+ m $- 1 5 n f 1 f’iir alle 1! E N’. 

ef.: Sei 2 eine zulässige Ordnung auf N” und 0 f P ::::: x:lrlENT prnP E ‘22. 
Grad (deg), Leitkoeffizient (1~‘) und Leitterm (lt) von P werden analog zu Ab- 
schnitt 1..8 definiert. Zusätzlich ftir 3 c 23: 

(leg(F) = {deg(f), .f E ;I} und 

d%(F) = {dedf), .f E CF), .f Zt 0). 

em. : dcg(.F) ist eine endliche Menge, deg(3) ist unendlich, da 

n E deg(F), rn >,.,l, n 3 m E deg(F). 

ef. : Eine endliche Teilmenge ci c (3) heißt Gröbr~erbas%s von (F) (bezüglich 
einer gewählten zulässigen Ordnung), fa,lls 

(leg(C) + N“ = deg(.F). 

C?lXl.: In obiger Gleichung gilt immer ‘c’, entscheidend ist ‘2’. 

Eine Gröbnerbasis enthält fiir jedes cw-minimale Element 71. aus deg(F) einen 
Generator vom Grad n. 

Da 23 noethersch ist, besitzt jedes Ideal (0) # (F) c 73 eine Gröbnerbasis, F’iir 
die Konstruktion benötigt man eine Division rnit Rest. 

ef.: Sei F c ‘D. Ein Ausdruck der Form 

wobei fast alle c 
weder h = 0 oderf ’ ’ N’1l1 

sind, heißt zuläss%ye Kombination von 3, falls ent- 
, / 

deg(h,) = max{deg(s”f), c,,f # O}. 



CT. so ist. fiir 



2.6. erechnung von Gröbnerbasen 

Def.: Fiir 11, m E N’ ist 

nVm, := (max(ni, rn,i))i,~,...,~ und 
n, A 7-n, :- (min(n,i, n%i))i,l,,,,, ?. 

Fiir f, g E %>, deg(f) = ‘n, deg(g) = m, heißt 

* 
Srfycjj 

Für s”, s” E Z, ist ty’“vmn, E kgV(s’“, .s”‘,) lind sTLnrn ZE gg’i(,s”, Q~~), Es gilt 
-= -S(g, f) und, falls S(%, g) f 0, 

deg(S(f, g)) < n, v M = dcg(f) v deg(g). 

OßdA seien f,g normiert (d.h. lt(d) = It(g) = 1). Da,nn ist das S-Polynom 
einfach 

Insbesondere ist die rechte Scitc obiger Gleichung keine zul5ssige Kombina,tion 
von { .f, g}, sondern sozusagen die minimale nicht, zulüssige Kombination. 

Satz: Sei F c 23 endlich und .J -=I (F). Folgende Aussagen sind Cpivalent: 

1. 3 ist Gröbnerbasis von 3. 

2. Fiir alle f, g E .F ist ein Rest von S(f, 1) J nach Division durch .F gleich Null, 

B I  .  .  Es kann also in endlich vielen Schritten überpriif’t ~crdcn, ob F eine 
GF6?nerbasis ist. Sei etwa j.Fl = k:, dann gibt es (i) S-Polynome, die zu iiber- 
priifen sind. 

Folgerung: Der folgende Algorithmus berechnet in endlich vielen Schritten eine 
Gröbncrbasis von 3 = (3). 

Algorithmus: Setze FO := jr und 

J-,+1 :== .Fi u { S(f, g)y f, g E 7-i \ (0) } 

Da,s aktuelle Fi wird also in jedem Schritt um die R,este der S-Polynome nach 
Division durch .Ei erweitert. Ist .7=?+, = -Ti U (0) , sind also im jtcn Schritt alle 
R,este der S-Polynome gleich Null, so soll der Algorithmus abbrcchcn und -F? ist 
dann die gesuchte Gröbnerbasis von J. 
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2.6.4 rallgemeinerung auf Mo 

Anstelle von Idealen L7 im Polynomring ‘D betrachtet ma,n ,jetzt polynomialc Mo- 
duln M in Ulx’. Da Moduln iiber noetherschen Ringen immer endliche Erzeugen- 
densysteme besitzen, kann ma,n oI3dA annehmen, daß es sich um den Zeilenmodul 
einer polynomialen Matrix 1% E ‘Dlcx’ handelt: 

Eine F-ßasis von 731x’ ist {s”ei, r~ E N’, 2 = 1, . . ,1}, wobei e.; den %-tmen Stan- 
dardbasisvektor bezeichnet. Jeder polynomiale Zeilenvektor ~1 E ‘E)lx’ läßt sich in 
eindeutiger Weise als 

q = =jy x ?](i, 11)s7%, 
i 1 7z~N’ 

schreiben, wobei TI(“, n) die Koeffizienten sind, und 

mit [b] = (1). . . , l}. Um einem solchen Vektor Fl einen Grad zuordnen zu können, 
braucht man eine weitert Vcrallgemeincrung des Begriffes ‘zulässige Ordnung’. 

Def.: Eine Ordnung 2 a.uf [b] x N’ heißt{ z~rlti,ssig, falls 

1. 5 totale Ordnung 

2. (i, 0) C: (i, n) für alle i E [1], ~1 E N’ 

3. (i,rn,) 5 (i, n) =+ (; 7, nj, + k:) 5 (,i,, ‘YI + k:) fiir alle Z E [I], k: E N”. 

eispiel: s”ci < s7”ej ¢j i < j oder (i = j und n < m bzgl. einer zul&igen 
Ordnung auf N“). 

ef.: Mit einer zul&sigen Ordnung auf [I] x N” kann man fiir ein 0 # 71 E ZTJI” 
wie üblich Grad, Lcitkocffizient und Lcittcrm definieren, also 

deg (71) = rnax supp (~1) usw. 

Analog zur Definition in Abschnitt 2.6.1 werden Gra,dmcngen von endlichen Teil- 
mengen und Moduln in 2)1x1 definiert. 
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Zur Elimination der latenten Variable .1: berechnet, man einen minimalen Anni- 
hila,tor von M, 

n= s:j 
i 

0 

Dann ist laut Abschnitt 2.3.2 B - ke(Xi)). Der Rang von 1017 ist zwei, andrerseits 
kann W nicht als Lösungsraum von weniger als drei Gleichungen gcschricbcn wer- 
den, wie man am kontinuierliches Analogon dieses Beispiels sieht: ‘W ist genau 
dann Gradient einer Funktion, wenn rot(?u) = 0, 

em.: Ph~~nomenc dieser Art treten erst ab 7 2 3 auf. Für id und 2d Sy- 
steme kann man hingegen oBdL\ annehmen, daß die repräsentierenden Matrizen 
maximalen Zeilenrang besitzen. 

.5 Lösen linearer Gleichungssysteme mit Qlyn~miale~ 
oeffizienten 

Betrachtet werde Gleichungssysteme ren = [ mit, einer Matrix R E JJkx’ u4d 
einer vorgegebenen ‘rechten Scitc’ < E 13 IX’ Gesucht ist die ‘Lösung’ n: E ID”‘, . 
also das Urbild von < unter der u-linearen Abbildung 

R : zYxk + zJtxl, :1; t+ ZR,. 

Dazu muß zuerst iiberpriift werden, ob E überha,upt im Bild dieser Abbildung 
enthalten ist. Falls nein, ist das Gleichungssystem unlösbar. Falls ja, bra,ucht, 
man ein Urbild z. von c (partikuläre Lösung) und ein EZS dcs Kerns von irZ 
(allgemeine Lösung der homogenen Gleichung; bei I-Iilbcrt: S~x~gZe~~~fi~~l). Ist 
.F so ein EZS, dann läßt sich jede Lösung von ,xR = < als 

mit Polynornen CS E ‘D schreiben. 

Lösbarkeit und partikuläre Lösung 

Man berechnet eine Gröbnermatrix R! von R und die Transformationsma,trix X 
mit Rg = SR, Dann wird t durch R" dividiert. Ist der R,est < -“” ungleich Null, 
so ist < nicht im Zeilenmodul von R enthalten, und das Gleichungssystem ist 
unlösbar. Ist, der Rest gleich Null, so ist [ eine zulässige Kombination der Zeilen 
von 1x9, d.h. es gibt ein q, so daß 

Somit ist qX -: 20 eine part,ikuläre Lösung von ZR, = [. 





Algorithmus 

Die allgemeine Lösung von :r;R = < erhält man folgenderweise: 

1 6 

2. 

3 L . 

Berechne eine Gröbnermatrix Rg und Transformationsmatrizen S, Y mit 
.X i? = R” und YR" = R ,I 

Teste, ob ER0 = 0. 
Falls nein: Gleichungssystem unlösbar, 
Falls ja: Die Division mit R,est durch .lP liefert ein 17 mit < = qR.9 und 
~(1 = qx’ ist dann eine partikuläre Lösung von zR = 0. 

Berechne eine Matrix U wie oben beschrieben. Ein EZS des Lösungsmoduls 
der homogenen Gleichung sind die Zeilen der Matrizcu li‘i’ und YX -- r, 
d.h. die allgemeine L,ösung von zl2 - E hat die Gestalt 

wobei der polynomiale Zeilenvektor c frei wählbar ist,. 

em.: Beim Lösen des homogenen Problems ZR T= 0 (bzw. bei der Berech- 
nung minirnaler Annihila,toren) könnte man vermuten, daß es ausreicht, das Glei- 
chungssystem als Systern über dern Quotientenkörper der rationalen Funktionen 
zu betrachten, dort mit der iiblichen Elimination nach Gau8 zu lösen und sich 
ergebende rationale Lösungen durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Nen- 
ner wieder polynomial zu machen. Ein Gcgcnbcispiel dazu ist das schon erwshnte 
‘ZU = v:x; ¢j rot(w) = 0’. Die Matrix fw - (sl, ~2, sj) 7’ hat; drei Komponenten 
und Rang eins, der Lösungsrnurn (über dem Quotlientenkörper) hat demnach Di- 
mension zwei und kann auch immer durch eine I3asis mit zwei Elernentcn erzeugt 
werden. Der Witz ist, da3 man zum Erzeugen des Lösungsrn,oduls über dem Po- 
lynomring immer mindestens drei Erzeugende braucht. Diese Information geht, 
verloren, wenn rnan das System über den rationalen Funktionen löst. 

.6. imension von 

Def.: Sei J C ?J = F[sl, . . . , sT] ein echtes Ideal (d.h. ,‘J -# 27) und sei CJ = 
(‘U1,. . . ) %I,~} eine Teilmenge von { s1 , . . . , s,}. Dann heißt {u, ) . . , su,} ~&)htingQ 
hezüg2ich J, falls 

3 (7 F[Ul, . . . ) w,] = (0). 

Die Dimension von J ist 

dim(J) = max{II/I, U C {sI, . . . sr} unabhängig beziiglich J}. 



Bern.: 



Satz: Ist, G eine Gröbnerbasis von J bezüglich der lexikographischen Ordnung, 
so ist 

‘j;j := G fl F[Sj, . . > sr] 

eine Gröbnerbasis von ‘5 :== J n F[s,, , . . , sr] fiir j = 1, . . . , T. 

em. : Mit diesem Satz kann rnan testen, ob eine bestimmte Teilmenge U ::= 
L1, . . . u,} von {sl,. . . , s,} unabhängig bezüglich J ist: 

Man permutiert {sl, . . . , sV} so, dxß (~1, . . . , TL,} ‘hinten’ stehen, wählt die le- 
xikographische Ordnung und berechnet eine Gröbnerbasis 0 $ C von 3. Man 
betrachtet dann 

c; n F[u~, . . . , IL,,,]. 

Falls diese Menge leer ist;? ist U unabhängig. Auf diese Wcisc kann man die Di- 
mension von 3 bestimmen. 

ste 

.7. Anfangswertgebiete 

Ist !!3 = { (;) E A” x .,4’, PTJ = Qu} behavior mit I-O-Struktur, so findet ma,n ein 
Anfangswertgebiet G, das das Cauchy-Problem PTJ = Qu, r//C: = n: für alle Inputs 
TL und alle Anfangswerte z eindeutig lösbar macht (Abschnitt 2.5), indem man 
eine Gröbnermatrix P von P berechnet. Insbesondere konstruiert man dabei 
die Gradmenge deg(P) c: [lj] x N“, i ( as sind die Grade der Zeilen von P”. Die 
Gradmenge des Zeilenmoduls von P ist dann 

G’ := deg(P) -t N’. 

Das Komplement G := [p] x N’ \ G’ ist d. arm analog zur SISO-SitUtion ein 
geeignetes Anfangswertgebiet. 

.7.2 Elimination latenter Variablen 

Dazu braucht man (Abschnitt 2.3.2) minimale Annihilatoren, diese werden mit- 
hilfe der Griibnerbasistheorie (Abschnitt 2.6.5) konstruiert. 
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2.7.3 Beolmcklt-~ und Kontrollierbarkeit von 



2. Die k; x Ic Minoren von R besitzen keine gemeinsame Nullstelle in C”. 
(R heißt dann links nu/2prim.) 

B heißt schwach A~~~troll?&!~~r, falls die äquivalenten Bedingungen 

1. Die k; x k Minoren von R sind teilerfremd, 

2. R ist links f~ktorprirn, d.h. in jeder Faktorisierung 1% = .nR, mit quadrati- 
schem D ist n unimodular, 

erfüllt sind. 

olgerung: Man kann testen, ob eine gegebene Matrix R links null- oder fa,k- 
torprim ist, indern man die Dimension des Ideals 3, das vor] den X: x k Minoren 
erzeugt wird, betrachtet. Es gilt: 

R nullprim ¢j dim(3) = -1 
R faktorprim ++ dim(J) = 0. 

em.: Interpretation der Kontrollierbarkeitsbegriffe: Kontrollierbarkeit ist im 
wesentlichen die Verkniipfbarkeit von Trajektorien, d.h. im ld Fall: Sind ~1, WZ E 
13 zwei Systemtrajektorien, so gibt, CS N E N und eine ‘vcrbindcntle’ Systcmtra- 
jektorie ‘YU E B, so daß 

w(n) = 
‘w1(n) für n 5 LU 
WZ(~) fiir ~1, 2 .M + N. 

Aus einer beliebigen ‘Vergangenheit’ w1 kann also durch Steuerung w ab einem 
beliebigen Zeitpunkt n/r in endlicher Zeit N jede beliebige ‘Zukunft’ ~2 angesteu- 
ert werden. 

Bei 2d Systemen fehlen die Konzepte ‘Vergangenheit-ZukunR’. Schwache Kon- 
trollierbarkeit bedeutet hier, daß für zwei beliebige Teilmengen GI, GL c N2 mit 
d(G1, G,) > N (d bezeichnet hier die euklidische Distanz zweier Mengen, das ist 
der minimale euklidische Abstand zwischen einem Element aus G1 und einem 
Element aus Gz) und zwei Trajektorien ~1, ‘~2 E 13 eine verbindende Trajektorie 
‘u E 13 exist,iert mit 

wlGL = wllGI und ir;1G2 = wzIGL. 

Bei starker Kontrollierbarkeit, kann man die Voraussetzung UJ~, ~2 E L? abschwä- 
chen zu ulijGi E BJG, fiir i = 1, 2, d.h. ~1 und ‘wz müssen keine Systemtrajektoricn 
sein, sondern nur lokal, also auf G1 bzw. GL, die Systemgleichungen erfiillen. 
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Def.: ujl heißt stn& beobnchtbar aus 1~2, falls die folgenden Äquivalenten Redin- 
gungen erfüllt sind: 

1. Rmd% (6, h)) = Ra~~g(l?,) - 4 für alle [ = (&, cL) E CL. 

2. Die (1 x (I Minoren von R1 haben keine gemeinsame Nullstelle in C2. 
(R, rechts nmllpri?n.) 

11)~ heißt schwach, beobachtbar aus 11~~, falls die äyuiva,lenten Bedingungen 

1. Die q x Q Minoren von R1 sind teilerfremd, 

2. R1 ist rech,ts faktorprim, d.h. in jeder Faktorisierung RI == RiLl mit qua- 
dratischem n ist D unimodular, 

erfiillt sind. 

Wie oben kann man eine Matrix R1 auf Null- und Faktorprimheit überpriifen, 
indem man die Dimension des Ideals, das von den 4 x q Minoren erzeugt wird, 
untersucht. 

em.: Interpretation der l3cobachtbarkcitsbegriffe: wl ist stark beobachtbar 
aus 1~2, wenn 742 ~11 eindeutig bestimmt, d.h. 

‘1112 = 20; =+ Wl - ,Cu; für Rlwl - Rzw2 und RIwi = Rgwi,. 

Wegen der Linearität bedeutet das: WZ = 0 soll w1 = 0 implizicrcn bzw. 

{Ul,, IElWl = O} = (0). 

Via Dualität bedeutet dies fiir den Zeilenraum von R,. 

F[ SI, spkR~ = .F[s,, s‘p 

Dazu mu13 die reduzierte Gröbnermatrix von RI bis auf eine Vertauschung von 
Zeilen gleich der Einheitsmatrix sein, also eine Matrix X mitJ Sn1 - 1, existieren 
und somit ist 

für alle [ E C2 konstant gleich (I. 

UJ~ ist schwach beobachtbar aus 2112, wenn ~12 u)l bis auf endlich viele Anfangswerte 
determiniert, d.h. legt man ~12 fest, so gibt es nur noch endlich viele Wahlmögli- 
chen, um %ul festzulegen. Dazu rnuß gelten: 

{ uil, AT,ujl = 0) ist endlichdimensional als F-Vektorraum, 

also zwar nicht unbedingt {0}, aber zumindest ‘klein’ in obigem Sinne. Man kann 
zeigen, daß diese Forderung 5quivalent zur Rechtsfaktorprimheit von R1 ist. 
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