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1. Problemstellung, allgemeines Modell

Bei einem von VDO entwickelten Navigationsgerat stehen unterschiedliche
Verfahren zur Durchflihrung der Navigation zur Verfiigung. Das Problem besteht
darin, daB die von dem jeweiligen Verfahren erzielten Navigationsendpunkte
von dem gewlinschten Ziel mehr oder weniger stark abweichen. Diese Abwei-
chungen hangen nicht nur von Anfangs- und Endpunkt der Testfahrt und vom
Navigationsverfahren ab, sondern dndern sich auch bei der Wiederholung
solcher Testfahrten.

Ordnet man nun jedem Navigationsverfahren einen Parameter (vektor) zu und
bezeichnet man die Menge aller betrachteten Parameter (werte) mitM (Mkann zundchst
endlich oder unendlich sein), so besteht das Ziel darin, den Parameter p*e M
aufzufinden, flir den das zugehorige Verfahren im Mittel am besten abschneidet.
Hierzu ist es notwendig, zundchst ein Giitekriterium festzulegen.

Wir gehen von folgendem allgemeinen Modell aus:

Sei S die Menge aller Fahrtstrecken (definiert durch Anfangspunkt, Endpunkt
und Streckenverlauf), auf denen potentiell das Navigationsgerdt spater ein-
gesetzt wird und P ein WahrscheinlichkeitsmaBl auf S, welches flr jede Teil-
menge‘§ von Strecken (z.B. kann S alle Strecken mit Lange hochstens 20 km
umfassen) den relativen Anteil aller Fahrten angibt, die auf Strecken aus S
entfallen (es ist nicht notwendig S und P tatsdchlich exakt anzugeben).
Wird das Navigationsgerdat auf einer Strecke s€ S eingesetzt, so wird bei
Fahrtende eine gewisse (zum Teil zufdllige) Abweichung (As(p),BS(p))
auftreten, wobei As(p) und Bs(p) die Abweichungen in Ost- bzw. Nordrichtung
angeben, wenn das Verfahren mit Parameter(vektor) p angewendet wird.

2. Kostenfunktion, allgemeine Vorgehensweise

Zur Beurteilung der Giite der verschiedenen Verfahren ist es sinnvoll, jeder
Fahrt einen "Kosten"betrag K(As(p),BS(p),s) zuzuordnen, der angibt, wie
gravierend die Abweichung (As(p),BS(p)) ist. K(As(p),Bs(p),s) kann etwa

als MaB fur die Unzufriedenheit des Kunden Uber das Ergebnis der Navigation
angesehen werden. Man wird nun ein Verfahren p dem Verfahren q vorziehen,
wenn die mittleren (erwarteten) Kosten beim Verfahren p geringer sind als



bei q, d.h. |
E K(A(P)>B.(P),s) < E K(AS(a);B.(q),s)

wobei der Erwartungswert E beziiglich des WahrscheinlichkeitsmaBes P gebildet
wird. Es wird also die Funktion K zunachst lber jede einzelne Strecke s
gemittelt und dann Uber alle Strecken s €S gemafl der Hdaufigkeit ihres Be-
fahrens. Wir werden weiter unten auf geeignete Wahlen von Kostenfunktionen
naher eingehen.

Das Problem besteht nun darin, den Parameter p*€M zu finden, fir den-
a(p) :=E K(As(p),BS(p),s) minimal ist. Leider kennt man aber die Funktion
a(p) nicht. Man wird daher so vorgehen (Alternativen werden in Abschnitt 5
vorgestellt), daB man sich zufdilig N Strecken auswdhlt und zwar gemdf dem
WahrscheinlichkeitsmaR P (d.h. typische Strecken sollten auch bei Testfahrten
entsprechend hdufig vertreten sein) und unabhdngig voneinander (man sollte
z.B. nicht sehr ahnliche Strecken oft durchfahren). Wir werden im folgenden
immer annehmen, daf diese beiden Voraussetzungen exakt erflillt sind, auch
wenn dies in der Praxis kaum verifizierbar ist. Wir mdchten aber an dieser
Stelle darauf hinweisen, daf alle mathematischen Aussagen und Fehlerabschdt-
zungen nur so exakt sind wie die Erflilltheit der Voraussetzungen. Werden zum
Beispiel Testfahrten nur im Rhein-Main-Gebiet, nur mit einem Wagentyp, nur
bei Tag o.d. durchgefiihrt, so haben auch alle Aussagen nur unter diesen
Bedingungen Gliltigkeit. ;

#
Es liegt nun nahe, das Verfahren’EN auszuwahlen, das sich bei den N Test-
fahrten als das beste herausgestellt hat, d.h. flr das

1 N
ay(p) = = X;(p)
i=1
minimal ist. Hier bezeichnet Xi(p) P= K(AS.(p),BS.(p),si) die Kosten bei

i i :
der i-ten Fahrt und Parameter p. Ist M eine endliche (nicht zu groBe) Para-

metermenge, so kann man Xi(p) fir jedes i=1,...,n und jedes p€M berechnen
und damit auch BN bestimmen. Im unendlichen Fall ist dies dagegen nicht
moglich, und man wird sich mit Naherunqgsiosungen fir EN zufriedengeben
missen. Da wir hier nur einfache Modelle behandeln, werden wir im weiteren
annehmen, daB M endlich und nicht zu groB3 ist und somit ﬁN aus den Daten
der Versuchsfahrten ausgerechnet werden kann.



Wir wollen nun noch einige Hinweise zur Wahl einer Kostenfunktion K geben.
Mogliche Wahlen sind

Kl(x,y s) = VX2+y2 5 d.h. absolute Abweichung,

\/X SRS d.h

Kz(x,y $) =TT . relative Abweichung ( lIsll sei die Streckenldnge)

oder auch Kombinationen von beiden, z.B.

K3(x,y,s) = AKl(x,y,s)-f(1~A)K?(x,y,s) mit O0<xsgl.

Man kann K auch nicht nur von A (p) BS( p) und s, sondern auch von GroBen
vor dem Ende der Fahrt abhanqen lassen, z.B. von der absoluten oder relativen
Abweichung der Anzeige wahrend der gesamten Fahrt. Mathematisch macht dies

keinerlei Unterschied, nur die numerische Berechnung wird aufwendiger.

Statt absoluter oder relativer Abweichung ist es moglicherweise sinnvoller,
eine geeignete nichtlineare Funktion K derselben als Kostenfunktion zu wdhlen,
d.h. g

R (60y.5) = ROACHD)
oder analog flr K2 oder KB‘ Man wird namlich bei sehr groBen Abweichungen
annehmen konnen, daf es kaum eine Rolle spielt, wie grof die Abweichung genau
ist, z.B. wird man fur K(50 km) weniger als das Zehnfache von K(5 km) wahlen,
d.h. K sollte fir grofe Werte relativ flach verlaufen. Sicherlich ist es
sinnvoll K(0) = 0 zu wahlen und anzunehmen, daf K monoton wachsend ist.
Will man erreichen, dal® bei gleichem Mittelwert der absoluten oder relativen
Abweichung ein solches Verfahren als besser angesehen wird, das geringere
Fluktuationen aufweist, so wird man K im Bereich kleiner (realistischer)
Werte konvex wdhlen, d.h.

~~~~~~ (x) > 0.
dg?



Beispiel 1:
T{( X) = e »-—LEE.&T
1+(ex)
MK
o L
.‘»-““‘”‘W
////’///
o /,,./
11 ~
/ + X
1
V3¢

Die Parameter c und o kidnnen noch frei gewdhlt werden. Die Wahl von o spielt
keine Rolle, da o nur multiplikativ eingeht. K st konvex im Intervall
O§§XE§V§A»n Daher sollte ¢ so gewahlt werden,daBetwa 75-39% aller Abweichungen

c
(bei guten Parametern p) im Intervall [O,V%E] liegen.

Beispiel 2:

0 X< ¢
K(x) = {

1 Xz C

¢
Mit dieser Kostenfunktion wird das Verfahren am besten abschneiden, fir das
die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung = c¢ am kleinsten ist. Es wird aber
nicht unterschieden, wie grof die Abweichungen =z ¢ oder die Abweichungen
< ¢ sind.

Sowohl1 as den genannten (praktischen) Grinden als auch aus mathematischen
Grinden, die im folgenden Abschnitt erldautert werden, empfehlen wir, die
Funktion K bzw. K als beschrankt anzunehmen.

Sollte man bei der Wahl von K oder K unsicher sein, so kann man auch ver-
schiedene Wahlen treffen und die Ergebnisse vergleichen. )



3, Einfache Fehlerabschdatzungen mit (verallgemeinerter) Tschebychevungleichung

Fuhrt man N Testfahrten durch und entscheidet sich dann fir den Parameter'EN,
fir den aN(p) minimal ist (vgl. letzter Abs;hnitt), so stellt sich die Frage,
wie grof die Wahrscheinlichkeit ist, dal man sich fur ein falsches (d.h.
nicht fir das beste) Verfahren entschieden hat. Man wird dann N so groB
wahlen, dafl diese Wahrscheinlichkeit unterhalb eine;\vorgegebenen Schranke
(z.B. 5 %) Tiegt. Nun wird allerdings in dem Fall, daB mehrere Parameter
fast genausogut sind wie der beste, die Zahl N extrem hoch sein mussen, um mit
groPer Sicherheit den besten aus den Daten zu erkennen. Zwar kann man zeigen,
dal im Fall einer endlichen Parametermenge M; das (zufdllige) BN flr No e
gegen den besten Wert p* konvergiert und damit die Irrtumswahrscheinlichkeit
gegen Null geht, aber die Konvergenzgeschwindigkeit hangt entscheidend davon
ab, wie nahe andere Werte a(p) bei a(p*) Tiegen. Da man dies aber a-priori
nicht weiB, lassen sich hier prinzipiell keine zuverlassigen Irrtumswahr-
scheinlichkeiten angeben.

Man muB daher die Fragestellung dndern, um Irrtumswahrscheinlichkeiten angeben
zu konnen. Die "richtige" Frage lautet: Gegeben sei ein ¢>0; wie grof ist

die Wahrscheinlichkeit PN,. dal® bei N Testfahrten a(EN) > a(p*)+e

ist, d.h. daP der beste Parameter beim Test’EN im Durchschnitt mehr als ¢
Kosten mehr verursacht als das tatsachlich beste Verfahren p*? Dieses ¢ sollte
vor den Versuchen festgelegt werden. Es beschreibt die GroBRe der Trennscharfe,
die man erreichen will. Selbstverstandlich wird die notwendige Zahl N von
Versuchen bei vorgegebenem Py (z.B. 5 %) umso grofer sein, je kleiner die
Trennscharfe ¢ gewdhlt wird.

Wir werden nun einfache Abschdtzungen flr PN, . herleiten. In Abschnitt 4
werden wir dann mit Hilfe von detaillierten Modellen bessere Abschatzungen

fur PN, erhalten.

Wiy bezeichnen mit

N 1

XN(p) = T Xi(p)

i=1

die mittleren Kosten bei N Versuchsfahrten und Parameter p und mit M8 die
(zundchst unbekannte) Menge aller ge M,flr die a(q)sa(p*)+e ist. Dann ist



Py, = P{YN(p*) > YN(q) flir ein qEﬁMg}
< x PO (p*) - Xy(a) - (a(p*)-a(a)) > -(a(p*)-a(a))}
QGMH
< 3 POIRG(p*) - X (a) = (a(p*)-a(a)) | >a(q) - a(p*)}
qEMC
RO -y (0) - (e - a(@))’?
""" geM (a(q) - a(p*))°

Die Tetzte Ungleichung st die sdgenannte Tschebychevungleichung, die
besagt, daB

PLIY]> B};;\;.E_Y___

8

ist und fir beliebige Zufallsvariablen Y gilt. Sie ist allerdings in den
meisten Fdllen sehr grob.

Nun ist
E(X (p*) - a(p*) = (X, (0) - a(a)))°
- E(E (X, (p*) - a(p*)) - (¥ (0} - ala)))’
- & EQG () - a(pk) - (X (a) - ala)))?
- & var(X (p*) - Xy(a))

wobei die vorletzte Gleichheit gilt, weiTXi(p)-—Xi(q) und Xj(p)~«Xj(q)
flur i+ j nach Voraussetzung unabhdngig sind und dieselbe Wahrscheinlichkeits-
verteilung haben. Somit gilt

(1) Py 8 = con var(X, (pr) = X (q)) .

S T !
Leider kennt man nun aber weder p* noch var(Xl(p*)-X1(q)). Das erste Problem
kann man dadurch 1dsen, daf man rechts statt p* p schreibt und (vorsichts-
halber) das Maximum Uberalle p bildet und lberalle q# p* summiert, d.h. mit
dem schlimmsten Fall rechnet:

1
(2) Py s -—=% max ¥ var(X,(p)-X{(q))
Ns e NT? PEM q€EM ! 1
q#p

var(Xl(p)~ Xl(q)) kann man nun entweder aus den Daten schdatzen (wie, wird
im folgenden Abschnitt dargelegt) oder grob nach oben abschdatzen fir den Fall,



daR die Kostenfunktion durch eine GroBe o nach-oben beschréhkt ist.
Da Oﬁ;Xl(p)ggm flir alle pe M gilt, folgt

var(X (p) = X;(a)) = E(X,(p) = X;(0))? - (a(p) - a(a))? = o” - (a(p) - a(a))

und-daher

(3) PN,£ s Kl*]lg(nhl)(dz_ﬂ) R

wobei n= M| die Anzahl der betrachteten Parameter ist. Diese Abschatzung
ist sehr grob, gilt aber dafiir immer wenn die beiden Generalvoraussetzungen
Unabhangigkeit und identische Verteilung flr alle Versuchsfahrten erfillt
ist und wenn die Kostenfunktion beschrdnkt ist.

Beispiel 3:
Wenn z.B. w=1"1st, E:"Téﬁ und n=20, so ist
189981
PN)E g “—-—N_ﬂw ’

Man braucht also 20-189981~ 3,8 Millionen Versuche, um-eine Fehlerwahrschein-
lichkeit von hochstens 5 % zu garantieren.

‘Dieses (wohl nicht vollig unreaTistische) Beispiel zeigt, daB die obige
Abschatzung absolut unbefriedigend ist. Gliicklicherweise gibt es aber im
Fall beschrdnkter Kostenfunktionen wesentlich bessere Schranken als die
in (3) ‘angegebene. Die sogenannte verallgemeinerte Tschebychevungleichung
(siehe z.B. A. Renyi: Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin, 1973) liefert
in diesem Fall

(4) Py, % = Zexp<- N(m(f‘l))‘f ?>,
quE on (l+(m(q)£m(q)+u))“
2Dq

wobei m(q) = a(q)-a(p*)

"2 .
und Dq = var(Xl(q)—Xl(p*)) ist.
Obige Ungleichung gilt unter der Voraussetzung, daB Xl(p) fir alle p durch
a nach oben und Null nach unten beschrankt ist und daB m{q)-(m(g)+a)= Dé

fir alle geM_gilt. Da m(q), Dq und MF nicht a priori bekannt sind,



empfiehlt sich folgende Abschdatzung:

2(=-1)
(5) Py . s 2(n-1)expl-N e 1
N, (Le1)(2 £-1)°

die man-aus (4) herleiten kann und die auch ohne die Voraussetzuung
m(q)(m(q)+a) < DS gilt (a11érdings muB %925 sein, was aber in der Praxis
ohnehin sinnvoll ist). Vergleicht man (5) mit (3), so sieht man, daf die
rechte Seite von (5) mit N»>« (unter denselben Voraussetzungen wie (3))
wesentlich schneller gegen Null geht.

Beispiel 3a:

Mit denselben Daten wie vorher liefert (5)

y N
(6) PN, e = 38 exp( - oaopps) -

Die erforderliche Anzahl N von Versuchen, um PNaggéo,OS zu garantieren,
betrigt daher N=20200,5- Tog 6%%gm5134000, was natiirlich immer noch
unbefriedigend ist und hauptsdchlich dadurch zu erkldren ist, daB die
Abschdtzung der Varianzen Dq nach oben durch uz»gz in der Regel sehr grob
ist (in Extremfdllen allerdings angenommen werden kann). Man beachte, daB
(4) und (5) im Gegensatz zu (1) und (2) nur im Fall einer beschrankten
Kostenfunktion gultig sind.

4. Anwendungen des Zentralen Grenzwertsatzes zur Fehlerabschatzung

Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie ist bekannt, daf fiir eine Folge Yl’YZ""
von unabhdngigen identisch verteilten ZufallsgroBen mit endlicher Varianz

UZ::E(Y1~EY1)Z der Zentrale Grenzwertsatz gilt, d.h.

=

1 .

w = (YR
i=1

konvergiert fir N>« in Verteilung gegen eine Normalverteilung mit Mittel-

wert Null und Varianz 02. Dieser Satz gilt analog auch flir Zufallsvariable

mit Werten im R" und ist daher in unserem Fall anwendbar. Es gilt

(V0 (X (py) = a(py))s- oW (Xy(py) = alp)))

ist asymptotisch (flUr N-«) normalverteilt mit Mittelwert Null und



- 10 -

Kovarianzmatrix
v(pyspy) = ECXy(py) =alpy)) (X (p5) - a(py)).

Wir werden im weiteren annehmen, dal N so groB ist, daR die Naherung durch
den Zentralen Grenzwertsatz (ZGS) gerechtfertigt ist. Leider gibt es keine
allgemeingiltige Regel, wie groB N dazu gewdhlt werden mufB. Dies hdngt von
der (unbekannten) Verteilung von (Xl(pl)""’xl(pn)) ab. In der Praxis sollte
man auf jeden Fall N grof gegeniiber n wdahlen. In der Regel ist die Ndherung
fur beschrdnkte oder nur langsam wachsende Kostenfunktionen besser als fir
linear oder schneller wachsende. Wie im letzten Abschnitt wollen wir die
Irrtumswahrscheinlichkeit Py, Derechnen bzw. nach oben abschdtzen. Wir gehen

davon aus, daB die Normalapproximation nicht nur eine Approximation, sondern
exakt ist, d.h.

(Zys--a2,) = (VR (py) = a(p))se o V(X (p,) - a(p,)))
ein GauBvektor mit Erwartungswert Null und Kovarianzmatrix y (wie oben) ist.
p* sei (wie vorher) der optimale Parameter, sein Index sei ¢ (ls&=n) und
ME = {q€M: a(q)>a(p*)+c}. Dann qgilt

P,?xfﬂxdp*)>ﬂﬁq) fir ein qeM )
Pk 7 +4a(p*)>~;~ Z +va(p~)‘ fur ein p.eM }
RV IR W 5j J JT e
e P{Zom2j>»VN'(a(pj)—a(p*)) flir ein pje MP}'

Da man weder p*, noch MF, noch a(p) kennt, empfiehlt sich die Abschdatzung

(7) 2 max P{Zk—Zj:>vN}; flir-ein j= kl.

Nse l<ksn

Dieser ungiinstigste Fall tritt dann ein, wenn alle aderen Verfahren gerade
um e schlechter sind ds p* und p* die Eigenschaft hat, daR das obige Maxi-
mum angenommen wird.

Die rechte Seite ist nun gegeben durch

eyl eV

(8) max (1- [ oo fi(tys- .,tn_l)dtl. cdt g s

lb k> n haltel e X3 »

i t
WObe1 l __‘1 1

”?‘(tlnanijtn_l)ck :

. : 1 :
fk(tl""’tnwl) h n-1 € tn

(21) & VAeT T
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die Dichte des GauBvektors (Z)-Zy,...5Z =2y 152, =2y 115 ensly =L

:;E(Zk~Zi)(kaZj) ist.

k~Zn)

mit Kovar1anzmatr1X'(Ck)ij
Das Integral ist nicht analytisch 1dsbar. Man kann es aber numerisch (wenn
entsprechende Programme vorhanden sind, wiirden wir diese Methode empfehlen)
oder durch Simulation 10sen, oder das Integral durch leichter berechenbare
GroBen abschdtzen. Wir werden nur die letzten beiden Moglichkeiten weiter

diskutieren. In jedem Fall stellt sich aber die Frage, wie man die zundchst

unbekannte Kovarianzfunktion y(p,q) oder die Kovarianzmatrizen Ck erhalt.
Da sie unbekannt ist, kann man entweder flr den Fall beschrankter Kosten-
funktionen wie im vorigen Abschnitt alle Varianzen nach oben abschatzen

und damit eine obere Schranke fir P, erhalten, oder man schatzt die

Ny

Kovarianzmatrix aus ‘den Daten, und z&ér durch

A 1 "o o ~

Y(p.a) = g T (Xi(p)-ay (p))(X.(q)-ay (q)) »

N6 o N0 RN N0
wobei
N
o) = L)
Ay (D) = .
NO NO iap

und NO die Zahl der in einem Vortest durchgefiihrten Versuchsfahrten ist.

N, sollte dabei nicht zu klein gewahlt werden (NO>>~n), um y einigermaBen

genau schatzen zu konnen. Da die Genauigkeit der Schdatzung von a wichtiger

ist als die von vy, werden wir al(p)nicht als Schatzung flr a(p) verwenden.
0

Wir wollen nun PN weiter abschatzen. Sei Ak = {Zk-2i>»VN e},

(RN J
Dann gilt
: \ n
(9) Py = max  P(U A )
Noem 1ogen Tge1 N
J*k
n noJ-1 no j-1 2-1
= max (¥ PA )~ £ I PALNA )+ = = T PALNA N
Loken =1 KT ogop gty KITKET Tl ity kKR
Jk Cxkoa#k Jsl.m# kK
n
n
£ max = P(A L)
leksn j=1 kJ
J#k

A

km>

it

1&kf n J:l ij ij

max. P > s} mit Ik ;5 (Zk Zj) "'vwkk+yjj dej



= max ¥ [ e dx
lxk\njle\/N“ 4R
Jxk ij
¢ e
262,
Ty, s
2 N e kJ
(10) g max X
Vir 1z ksn J:1\/7
N eWN
J#k w?~+~2 +B«I:T
Ukj J
Die letzte Abschatzung folgt aus der bekannten Ungleichung
a2 - b2
2l ceZTe Tapso—L | .o
VAS+4 +a a Va%+2 + a

Der Ausdruck (10) 1@Bt sich problemlos auf einem (Taschen)rechner auswerten.
Etwas grobere, aber schneller berechenbare Abschatzungen erhdlt man, wenn
man die GroRen Ukj nach oben durch ihr Maximum M oder, noch grober, durch

2Vy abschdtzt, wobei v = max v.. ist.
l<jsn J

Dann folgt

. e Z o oL
(11) P ngiiu(rwl)e oM (v/gfg+~2~+fiﬂi yr

Verwendet man diese Fehlerabschdatzung, so hat dies den Vorteil, daB man
Tediglich das Maximum der Varianzen SISk nicht aber alle Kovarianzen i3

schatzen muB. Ist =N nicht zu k1ein,\dann kann man ohne grofen Verlust
an Genauigkeit die rechte Sgite von (11) nach oben abschatzen durch
&N
o)
2M" W
<L pne M LE
VT eV

Wenn die Kostenfunktion durch o beschrankt ist, erhalt man vV E 2 <o
und damit oi 12 < o%-e% und aus (12)

. -
(13) P, <-i (n-1)e 2(a7-¢7) Voo

Nse Ve eVN

(12) PNgg
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Vergleicht man diesen Ausdruck mit (5) in Abschnitt 3, so sieht man, daB

hier die Konvergenz von P . gegen Null fiir N> schneller ist.

Ny
Beispiel 4:
Mit denselben Daten wie in Beispiel 3, d.h. a=1, gzcjéﬁ. und n=20 folgt
N
Py < —— 19 ¢ 20000, 100
3 B VZ‘T“\:‘ \/N'

In diesem Fall wdren etwa N= 80000 Testfahrten (statt 134000) notwendig, um
0,05 auf der rechten Seite zu erhalten.

Dieses ebenfalls unbefriedigende Ergebnis legt es nahe, statt (13) die

Ujk ats den Daten zu schatzen.

Beispiel 4a:

Ist z.B. max O = %5, so erhdlt man aus (12)
J¥k J

SN
Py < L o.qge 200,10
V2T vl
Es genigen also i%5<der oberen Anzahl, d.h. N = 800 Fahrten. Gibt man sich

mit ¢ =y zufrieden, so genigen bereits N = 32 Fahrten. Man kann davon
ausgehen, daf} selbst bei Verwendung der besseren Abschdatzung (10) und sogar
der numerischen Auswertung des (n-1)-fachen Integrals die wirklichen PN,@
deutlich unter den angegebenen Schranken Tiegen, da ja immer der unginstig-
ste Fall angenommen wurde.

Hat man nun N Versuche (einschlieBTich der urspriinglichen NO Fahrten zur
Bestimmung der Kovarianzfunktion) durchgefiihrt, so bietet es sich an, die
Sdhatzung von vy anhand der grdferen Anzahl N von Versuchen noch einmal zu
tberpriifen und PN,e damit neu zu berechnen. Ergeben sich deutliche Veran-
derungen, d.h. war die urspringliche Schdtzung zu schlecht, so sollte man
dies beriicksichtigen und gegebenenfalls weitere Testfahrten durchfiihren.
Andernfalls entscheide man sich fir den Parameterrﬁ, der bei den N Test-
fahrten am besten abschnitt. WiTl man nun a(p), d.h. die Qualitdt des
Verfahrens bestimmen, so ist diese ndherungsweise durch die Schatzung

%‘.2 Xi(ﬁ) gegeben. Man sollte aber beachten, daB man bei nicht sehr grofem

i=1
N und nicht sehr kleinem n durch diese Schatzung a(P), Jja sogar a(p*)

in der Regel unterschdtzt. Ist man an genauen Abschatzungen von a(p) und
evtl. auch der Varianz E(XI(E)—a(E))2 interessiert, so sollte man danach
noch einmal m Fahrten nur mit Parameter p durchfiihren. Dann ist
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N+m
a(p) :<% bN Xi(ﬁ) eine unverfalschte Schatzung fiir a(p) und
1=N+1 :
g NI 2 2 ~
— ¥ (X.(p)=-a(p))” eine Schatzung flr die Varianz o" von X.(p).
M-l oinep 1

Man sollte sich dabei >0 und ¢>0 vorgeben und m dann so groB wdhlen,
daf

P{I1A(P)-a(P)l<e} 2 1-5

ist. Mit der Normalapproximation heift dies gerade, daB m so zu wahlen ist,
daB

ist. Aus Tabellen kann man dann m berechnen.

Wir mochten nun noch kurz erldutern, wie man das Integral (8), oder was
dasselbe ist, die rechte Seite von (9) durch Monte-Carlo-Simulation

naherungsweise bestimmen kann. Sei Q(k> die geschdatzte Kovarianzmatrix
(1,]#*k)
N,
oS T 00X (0 (ay(py )=y (0:))) (X ()X, (51 ) (ay (P, ) -2y (P3)))
(NIRRT AL R /RN T 'R ERRATA AL SR AL AR '

(wir werden im folgenden den oberen Index (k) weglassen). 4

Dann 1aRt sich die (positiv-semidefinite) Matrix Q in der Form Q=-~~AAT zerlegen,
wobei A eine (n-=1)x(n-1) untere Dreiecksmatrix ist (d.h. aij::o fir i<j).

A 1aBt sich schnell aus Q berechnen, indem man rekursiv fdg;ll«GTeichungen

fur die a.,. (izJ) lost. Mit dieser Matrix A gilt:

‘\j
Sind Vl,.“,Vnm1 unabhangig normalverteilt mit Varianz 1, dann ist der Vektor

( ) (v, )

o

’l = A

X K

L»Yn»alJ LVm-lJ

: : : B R on T aeunTaT L oaaT L

normalverteilt mit Kovarianz Q, denn EYY = E(AV)(AV) = AEVV' A’ = AA  =1Q,
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Somit ist die Aufgabe, N(0,Q)-verteilte Vektoren auf die Aufgabe N(0,E)-
verteilte Vektoren zu simulieren (E = Einheitsmatrix) zurlickgeflihrt.

Dies ist z.B. aus unabh@ngigen und auf [0,1] gleichverteilten Zufalls-
variablen Uy und U, (die meisten Rechenanlagen enthalten Unterprogramme zur
Erzeugung solcher Zufallszahlen) moglich durch die Transformation

V1 = (=2 1In Ul)l/2 cos 2w U2

1/2

V2 = (-2 In U sin 2w Us s

1)
die zwei unabhdngige N(0,1)-verteilte ZufallsgroBen liefert.
Man gehe also folgendermaBen vor:

Berechne die Matrix A wie oben beschrieben,

simuliere U1 und U2 mit dem Rechner,

1

berechne V1 und V2 nach obiger Transformation,

H

simuliere 2 weitere gleichverteilte Zufallsgrofen,

§

berechne daraus V3 und 'V

4 L]

USW. . QYI (Vl
Hat man Vl""’vn—l erzeugt, dann berechne man | = A {:

{Yn-l Vn
- Ist Yi§;QVN' fir alle 1si<n-1, notiere P1 = 0, sonst P1 =1,

o M
- wiederhole die Sinulation M-mal und bilde P, =4 I P.
i=1
- fuhre die gesamte Berechnung flr alle anderen k durch,
- mixlﬁk liefert dann eine Schatzung flir PN .
Ist z.B. PN o = 0,05 angestrebt, so sollte man Ma 1000 wahlen, flr kleineres
PN . entsprechend hoher.
- b,

Kalsorsiautapn
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Zum Abschluf des Kapitels mochten wir noch einmal auf das Problem der
Schatzung der Kovarianzmatrix eingehen. Da die Schatzung von den Daten
abhdngig ist, ist sie zufdllig und damit auch die nach dem vorgeschlage-
nen Vertfahren bestimmte Anzahl N von Versuchsfahrten. ,

Um ein Gefihl daflr zu bekommen, wie diese (zufdllige) Zahl N variiert,
wenn man verschiedene Blocke von je NO Strecken gefahren wdre, kann man
verschiedene in den letzten zehn Jahren entwickelte Verfahren verwenden,
unter denen das "Bootstrapping" wohl das bekannteste ist (ein guter
einfiihrender Artikel ist "Computer-intensive Methods in Statistics" von
P. Diaconis und B. Efron im Scientific American, Mai 1983, S. 96-108). Man
ziehe dazu zufdllig mit Zuricklegen aus den NO Zufallsvektoren
(Xi(pl),.,o,xi(pn)) NO Stuick (wobei meist einige mehrfach auftreten) und
tue so, als ob diese No Strecken gefahren worden waren. Man schdatze dafur
die Kovarianzfunktion und berechne (z.B.) numerisch das Integral (8) und
zwar sei N so gewdahlt, daB die rechte Seite von (8) z.B. 0,05 ist.

Man wiederhole dies mehrmals und vergleiche die Werte tir N. Variieren
sie sehr stark, dann sollte man N lieber etwas grofer als den Durchschnitt
dieser Werte wdhlen und nach dem Versuch mit N Fahrten noch einmal
"bootstrappen'. ‘

5. Verallgemeinerungen

Wiy mochten in diesem Abschnitt kurz darauf eingehen, wie man das vorge-
schlagene Verfahren modifizieren sollte, wenn man auch Daten wahrend der
Fahrtstrecke in die Berechnungen einbezieht, denn statt des tatsdchlichen
Endpunktes hdatte der Kunde ja auch einen Endpunkt auf der Strecke als Ziel
haben konnen. In diesem Fall sollte man Streckenlangen $1<S,<Sg<.<s
festlegen derart, daP 54 und s, ungefahr die minimale bzw. maximale Strecken-
tdnge angeben, auf denen Kunden das Navigationsgerdt benutzen werden und
- die Dichte der Punkte umso groBer ist, je haufiger der entsprechende Bereich
von Streckenlangen gefahren wird (gemdB dem WahrscheinlichkeitsmaB P).
Denkbar wdre z.B. (in km) S1=2, So =9, s3==7, s4=:8, Sp=9, S¢= 11, 54 = 14,
Sg=18. Nun berechnet man fiir jede Fahrt statt X.(p)=K(A_ (p),B_ (p),s )
die Grofe Xi(p) = %~ s K(si), wobe K(si) die Kosten sind fir den Fall, daB
i=1
das Ziel im Abstand von S; km vom Startpunkt auf der Fahrtstrecke liegt.
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Mit dieser GrofRe Xi(p) kann man nun alle Rechnungen wie vorher durchfiihren.
Der Vorteil liegt darin, daB zu erwarten ist, daB alle Varianzen und Kovari-
anzen sich durch diese Mittelung verringern und damit eine kleinere Anzahl
von Versuchsfahrten genligt, um geringe Irrtumswahrscheinlichkeiten zu er-
zielen.

Um Probleme bei der Berechnung von Xi(p) zu vermeiden, empfehlen wir bei
diesem Ansatz, immer die maximale Streckenldnge s, zu fahren. Ist dies nicht
moglich (z.B. weil dltere Versuchsfahrten die Bedingung nicht erfiillen),

So kann man (wenn die Fahrten nicht zu kurz sind - in diesem Fall sollten
sie unberiicksichtiqgt bleiben), Xi dadurch berechnen, daB man nur lber die

S; mittelt, die kleiner als die Teststreckenldnge sind. Man sollte sich

aber klarmachen, daB dadurch kiirzere Strecken stdrker gewichtet werden.
Dringend abraten mochten wir davor, eine einzige Testfahrt als 2 getrennte
Fahrten, namlich vom Start bis Sq> vom Start bis S, USW. anzusehen und

dann wie in Abschnitt 4 zu verfahren. Man spart auf diese Weise zwar viele
Testfahrten (%~statt N), beachte aber, daB die Voraussetzung der Unabhangig-
keit der verschiedenen Fahrten u.U. grob verletzt ist.

6. Zusammenfassung

Wir fassen noch einmal zusammen:

1. Man Ulberlege sich eine geeignete Kostenfunktion, die ausdriickt, wie
gravierend eine bestimmte Abweichung vom Zielpunkt ist.

2. Man wahle n (n endlich und nicht zu groP) "Parameter" (d.h. verschiedene
Navigationsverfahren) aus. \

3. Man wahle fur Voruntersuchungen NO Teststrecken aus, und zwar "unabhdngig"
voneinander und “typische" Strecken (z.B. sollte die relative Hdufigkeit
der Teststrecken zwischen 10 und 20 km mit der relativen Haufigkeit der
Strecken zwischen 10 und 20 km etwa Ubereinstimmen, auf denen spater das
Gerdt benutzt werden wird; will man das Verfahren in Abschnitt 5 ver-
wenden, dann sollten die Strecken ebenfalls unabhdngig voneinander, aber

alle mit ungefdhr derselben Streckenlange s, gewdhlt werden). Die Zahl

4
NO wahle man nicht zu klein. Flir n=10 kdnnte man etwa NO::SO nehmen

(NO sollte wesentlich grofer sein als n).
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4., Man schdtze die Kovarianzfunktion wie in Abschnitt 4 beschrieben.

5. Durch Abschdatzungen, Simulation oder numerisch berechne man fir verschie-
dene N obere Abschdtzungen fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit PN o wobe i
¢ eine vorgegebene Irrtumstoleranz ist (siehe Abschnitt 5).

6. Man wahle ein N, fir das P . gentigend klein ist.

N,
7. Man flhre N Testfahrten durch (dabei kann man die NO Vortests mit ver=-
wenden).

8. Man vergleiche die urspriinglichen Schatzungen der Kovarianzfunktion
mit der neuen, auf den N Fahrten basierenden und flihre ein "Bootstrapping"
durch. Gegebenenfalls wiederhole man Punkt 5 mit der neuen Schatzung.

9. Man wihle den Parameter P, der bei den N Versuchen am besten abschnitt,

N

dih. flr den %-hi Xi(p) minimal ist.
1=

1
10, Um EXI(E) zu bestimmen, flihre man noch weitere Versuche durch (siehe
Abschnitt 4).

7. Nachteile und Einschrankungen des vorgeschlagenen Verfahrens und Ausblick

auf genauere Modelle, insbesondere im Hinblick auf Parameteroptimierung

bei unendlichen Parametermengen

Das in Abschnitt 5 erlauterte Verfahren erlaubt es, aus n zur Auswahl stehen-
den Navigationsverfahren aufgrund von Daten aus Testfahrten einen Parameter
auszuwahlen, der bis auf ein vorgegebenes Toleranzintervall der Lange ¢ mit
vorgegebener Hochstirrtumswahrscheinlichkeit der beste ist. Neben den
Grundannahmen, dafB die Testfahrtstrecken unabh@ngig und gemdR derselben
Wahrscheinlichkeitsverteilung P ausgewahlt wurden (diese Annahmen wird man
auch bei komplizierteren Verfahren machen miissen), nahmen wir im vierten
Abschnitt auch an, daBR die Normalapproximation gerechtfertigt ist und daB

die Kovarianzfunktionen mit hinreichender Genauigkeit geschatzt werden konnen.
Beides ist zwar allgemein fur hinreichend groBes N (oder NO) richtig, ob

aber flr realistische Daten und realistisches N dies so ist, konnen wir
nicht mit absoluter Sicherheit sagen. Sicher ist aber, daB die Schdtzung

umso besser wird, je kleiner die Zahl n ist. Wenn man daher zundchst sehr
viele Parameter zur Auswahl hat, sollte man in einer Voruntersuchung erst
ein@a1 moglichst viele "aussichtslose" Kandidaten aussortieren und nur auf
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die restlichen n (< 20) die Rechnungen in Abschnitt 5 anwenden (mit neuen
Daten). Natlrlich geht man damit das Risiko ein, ein evtl. gutes Verfahren
vorzeitig abzulehnen, nur weil es zufallig bei einigen Testfahrten schlecht
abgeschnitten hat.

Ist die Zahl n von konkurrierenden Parametern sehr groB (evtl. unend-

Tich), so sind die hier vorgestellten Algorithmen nicht anwendbar. Hier
entsteht neben dem Problem, daf bei groBem n viele der bisherigen Abschdtzun-
gen schlecht werden und einige Naherungen nicht mehr gerechtfertigt erscheinen
auch das Problem, daf die Berechnung von Xi(p) zeitaufwendig ist und nicht

fur alle Parameter durchgefiihrt werden kann. Hier sind geeignete Suchalgo-
rithmen zu entwickeln (oder in der Literatur zu finden), die naherungsweise
globale Minima finden. Ein grobes Muster eines Verfahrens flur n= und einer
Parametermenge Mg;Rd konnte etwa so aussehen:

i

Wahle ein grobes Raster von Parametern in Mgng ;

i

Fuhre einige Testfahrten durch und berechne Xi(p) flir die Rasterpunkte.

i

Wahle einige aussichtsreiche Parameter (in der Ndhe des Minimums von
Xi(p)) auPerhalb des Rasters aus und berechne Xi<p) dort.

Fihre weitere Testfahrten durch und berechne Xi(p) aus allen bisherigen
Fahrten fir alle aussichtsreichen Parameter.

Entweder
- wdhle nach einigen Iterationen die aussichtsreichsten Parameter aus und
wende auf sie die Ergebnisse von Abschnitt 5 an.

oder
- versuche mit Hilfe eines zentralen Grenzwertsatzes den stochastischen
N N
Prozel3 Y, (p) = QL:( z (X‘(p)-i- L X.(p)) zu beschreiben, seine Kovarianz-
N W=l T N ~

funktion zu schdatzen (dies ist im allgemeinen recht problematisch) und

(wiederum unter unginstigen Umstanden) die Wahrscheinlichkeit P Zu

Nie
berechnen oder abzuschdatzen. Da die Abschatzungen in Abschnitt 4 Tinear

inn sind, sind sie hier vollig ungeeignet. Aus der Literatur sind uns
keine Verfahren bekannt, die gute naherungsweise Berechnungen von P

Nse

erlauben, Evtl, konnte man wiederum PN . durch Simulation naherungsweise
§ G

bestimmen.
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Weiterhin konnte man das Datenmaterial dadurch besser ausschlachten, daR
man den stochastischen ProzeR der Abweichungen in 0st- und Nordrichtung
wahrend einer ganzen Testfahrt genauer untersucht. Dies kdnnte auch Hin-
weise auf den EinfluB Tokaler Storquellen liefern, sowie darauf, welche
Parameter unter welchen Bedingungen besonders gut oder schlecht sind. Bei
einer solchen Untersuchung konnte sich auch herausstellen, ob evtl. ein
dynamischer Wechsel von einem Parameter zu einem anderen wdhrend der Fahrt,
abhangig von gewissen Bedingungen (z.B. Fahrtgeschwindigkeit), sinnvoll ist.



