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hinleitung und Aufgabengtellung

Die Systemidentifikalion (= experimentelle Analyse eines Sy=

i

stems) ist die Auf

¥y

Wegern

vwenstellung der Physik schlechthin.

der Vielfalt der auftretenden Problenme it es nicht verwun-

lerlich, dall die Thematik bis an die der momentanen

Forschung fiuhrt. GroBe 3 hereitete lange Zeit

der Begrifﬁ der Tahrsch@inliohkait, Brat Kolmogorov lieferte

um- 1930 mit selren Axior hefriedigende. Definition der

Wahrscheinlichkeit als cerovon Unsicherheit), die es

cogtattete die Wahvrocochoin citatheorie im Rahmen dor Mal3=

theorie iv oln fundamentierteos nmathematicscehen Nodell eingi-

betten. Gerade die Wahrscheinlichkeitatheorie it aber ein

gle liefer

unentbehrliches Werkzeug der Tdentifikation,
Kriterien fiUr "beste" Approximation fenlerhalt beobachteter

Abbildungen. Weitere Schwierigkeiten tauchen bei der 3ehand-

lung nicht korrekt gestellter

Bin Hauptanwendungsgehiet iat die elastomechas-

)

nischer, schwingungsfihiy technische:

diese Arbeit begechrinkt. Das in

am meisten zitierte Veork 1ot dag sinfihrung  in

Theorie und Praxis igd

-
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VO oeltnen satnematil

anglich. Jeiter vervendeten wahr-—
scheinlichkeitsthe o finrlich eingso

daf3 es auch hei lagschinenbs sohwieri
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im Verstindnis geben wird.

Lroolh ool wein, melne L doprolben s Dhudium

eser und rworbenan mitnisse iy nl-

Sathematik,

1y Wan

schon: bekannt diatb,

inter diosom Vorha

The@rie,




der - Theoretischen iech

der Theoric der powdhnlichen Differventinl

gleichungs-
systeme mit konstanten Koeelfivienbenmalrizon

der Numerik

der Wahrscheinlichkeits stheorie

der Wlastomechanik

L

unbedingt erforderlich. BEs wird nicht mdglich sein jedes ange-

schnittene Thema zu vertiefen, daher habe ich versucht aus al-
len notwendigen Gebieten das fir ein grobes Verstindnis Wesent-

liche herauszuzichen um dann im jeweiligen Gebiet weiterfiihrende

Literatur anmugebern.

Fir die praktische Identifikation ist die von Watke gemachte Be-
gchrinkung auf diskretisierte Signale im endlichen Zeitintervall

einleuchtend. Die wahrscheinlichkeitastheoretische Kons equenz ist

krete I

die Beschrinkung auf dis ‘rozesse mit endlicher Zeit also
Zufallagvektoren und letztlich Hilbertraumapproximation, denn es
vird ermoplicht die altbekannten Schitzverfahren (GauB-Markov-
Schittzer oder Maximum-=Uikelihood=3chitzer) zur Tdentifikation
heranzuzieben. Die verwendeten Schidtzer lasgsen sich alle als
sehr gut charakterigieren (siehe z.B. Schach~3chifer Regressiong=-

und Varianzanalyse).

Dies kann letztendlich als die Grundidec der indirekten Identi-

fikation von MNatke bezeichnet werden. Ich empfand es als weder

nétig noch sinnvoll all seine Modellbildungen vorzufihren, zumal

sehr viele mit relativ komplizierten Formeln enden. Stellvertre-

tend habve ich zwel einfache Fodelle ausgesucht um die Tdee zu

Lllustrieren

Pitr den Statisliker bleibt dics oin wenig unbefriecdigend, Tceh
1

Modell (in einem gewissen Jinne die natiirliche Verallgemei-

hatte deshall urdgpri lch vor wenlgslens ein kontbinuierliches

nerung des diskreten Jodells wmit normalverteiltem Fehlervektor},

den Ornstein-Ulenbeck-Prorness vorzustellen. Unm diesen Prozess
einigermalBen verstindlich zu erkliren wiire jodoch zu viel an
Theorie notwendis. Teh verwelse daheor aunf das Buch von Arnold

7o
[

(ot
nicht das Thnems meiner Arbeit.

cochastice-Differential~Dquations). Aulerden war dies auch



Kura:
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Die Arbeit ist zu verstehen als ein Teil im grollen Projekt der
Universitdt Kaiserslautern, das sich unter dem lNamen "Techno-
mathematik" wn die dringend erforderliche Verstindigung zwi-
gchen Technik und Mathematik bemiitht,

Der grofle Leitfaden war das Buch von Hatke: rinfithrung in Theo-

rie und Praxis der Zeitreihen-~ und llodalanalyse, Schilderung

der wegentlichen dort verwendeten ITdeen der indirekten System—
Tdentifikation sowiec deg wahrscheinlichkeitatheoretischen und

physikalisch=technischen Hintergrmdes.
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PARAVMETRT TIRIKATTION ELASTOMECHANISCHER

ALLGEMEINE PROBLEMSTELLUNG

gtruktion iS“'tmm)ﬁ
: [H@,iflwﬁlisg aches
: tens dieses

Gegeben ist eine reale f@czNL
Gesucht wird n Liar
Modell 2zur Beschreibung des dynam
oyatems.

Hierzu wird zunichst aufgrund der wesentlichen technische-
physikalichen Gegebenheiten ein physikaliches Modell auf-
geatellt.

Dieses physi Lwlﬁ Mnm
dell (d h.
Bend im s

wi?d in oein math@m@timﬁhaq
“ 1@3 ibergetsnt und

y : ‘ AL A C {delia exPe A
Analyse am o&dfow) mx@ der Konstruktion v licher Wallw
dieser Vergleich nicht zufriedenstellende Ergebnisse lie~
fert, wird das mathematische Modell nachtridglich angepaBt.

Die parametrische Identifikation bedarf eines Modells mit
Struktur. Die zuw identifizierenden GroBen sind die Modellw

parameter,

Man unterscheidet:
(1) Direkte Modellparamete:

oy

3-;

uadfat@r
nzen und
gungstormen.

(2) Indirekte M@@ellpawam@ter;

Umhwa

o~

1iger Systene

isierter schwingungs{y
nd mit diskreten M

Die Behandlung konpl
erfolgt Uberwieg

Lement-je-
te Modelles

blich. eine

Imnerhalb der Systeman
thode und das Rayleigh-Ri fah
Hinzu kommt, dJB die digitale Vmwwuupatun
Diskretisierung des Problems beinhaltet.

Wir beschrénken die Problemstellung auf Hermite'sche Prob=-
leme,
de.h. lineare,zeitinva
gche By t@l“ oh
vative shes

riante, gediwpfte elagtomechani<
&rOLQmiwirkung und nichtkonger

>ter linearer Syste-
von Freiheitsgraden)
sehen uuoamm@nh@nyo

dex,divoktnn und ine
olge g

Die parametrische Identifil
me (Systeme mit einer @rdl;
bagsiert auf der Kenntnis 4
zwigchen den Tin- und Aus

direkten S

Eine, Ausgan und

TRB oy

Es wird deshalb nutzlich sein, einen Abschnitt iber die
Schwingungstheorie Idnearer,zeltinvarianter ¥Mehrfreineita-
gradsysteme mit deterministischer Erregung voranzustellen.

Vorher wird in kurzen Ziigen LT der Variation und
die Lagrangeformulic g eingelihrt, wn mit
diesem Prinzip die Sohwi ,&unmugwkitwﬁmw herzuleliten,

‘1{“1’




Il. DER BEGRIFF DER VARIATION = DAB TLAGRANGE H&MILTONSCHE
INTEGRATIONSPRINZIP
1. Variation
Motivation: Wir atellen ung das Problem, die klirzeste Verbin-
dung zweiler Punkte (quyq) und (xXs,¥s) in der
Y i L £
Ebene. {R™ zu ermittelr.
p
_,,w"‘"
P A i
M P
Die mathematische Formulierung Tiihrt auf
.X‘/{) it -5 *
o2 - .
H{y) = S 1T+ 75 dx e %X
N : 1x ‘
4
dabei ist y(x) eine differenzierbare Kurve in
(xyyxpd mit y(xy) = yy und y(xy) =y,
Gesucht wird:
inf I(y) D-s= Definitionsbereich
vyE€D des Funktionals T
Allgemeiner betrachten wir gleich
X
R o e o dy
T(y) &= ) \V,V x)dx Yoo a% .
.
}
Um den gewohnten Apparat der Differentialrechnungkanwenden ‘ ’
zu kdnnen, machen wir folgende (wenig einschrinkende) Voraus-
getzung.
D ={y(x,o) | y(x,0¢)= y(x, O)%%*z(x)m““ (R)y 7 (x)=nlxy)= O}
Tm Hinterkopf haben wir folgende Idee:
v(x,0) sei die, oder besser eine Extremale von I und
die anderen Kurven lassen sich aus dieser in D angegebe-
nen Homotopie erzeugens
Unser I-Punktional wird damit abhingig von o
%, . ‘
t(e) = (0 rfy(em), Flxm), xlax
A
Xy _

R



setet man analog

&
$ovs o (LYY s by
W { &}W* Lol &

)
und beachtedt

L N YT S S \
(3 (3, 0) vt x) )

Nad x

aX gmqg \3 ’\mﬁ>v%‘ ?( (}§

so folgt mit Vertauschung von Integration und Differentiati

§1 = QM(S T(y,y,x) dx% = (5§ 4. (Vﬁv,x) dw)

dob - &4 fob =0 ;}? Sl

Xd

§1 = § (L

Q_ __ X251 o
xe 0y Y T dF T

g, R
dy dx + § 3% vy odx

L

Lrs
fact
R
é@i

B,

~
::;

H

Partielle Integration im zwelten Integral liefert
X3 \

Jf
S %

A foy ae L A ¢ ¢fg
I% @?{\X dx = W &5 g“w i ) T% ET> éy dx

Da die Variation gy = an den Rindern Xy,X, verschwin-
d@t(Q(xd) m;§ng} = 0) erhalten wir:

N
LTS

) dy dx

Definierecs

dann. gilt

"'3

xR . e » xR

e & . g g =T . - . ¢ e
b1 o= fw f{y,y,%) dx =3 §f(v,y,x) dx =3 w$~§y dx
& Mooy Mol b,

§ o
5

war n = &y“b@li@hig 20

%

Wir nehmen an,

i“ Qxfl igt,.Weiterhin

Cferenzierbar mit

r

Q( X}\’ "& A)J

Denn wire dies

mit %ﬁ (x) # 0) 8o

oibe ein
=l

der Stetigkei

LOnN



sogar eine ganze Umgebung U(x) so daB %§. in U(x) sein
Vorzeichen nicht wechselt, n(x) wie im nachstehenden Bild *
wirde aber

3 X

| 5t § - §f .
== 0y dx = e omodx % 0
SH &y ! *S}w Sy &
zur Folge haben,
. X e falls &‘i&ﬁ’; xi»g
z /;\ Koist- Qi)

- ; , T
Wenden wir dieses Ergebnis auf unser einleitendes Beispiel
an, so erhalten wir mit
f(&’r;;'ﬁ{) = 31 +ye
Sf o2 4 ) | d
&y 3y T aAx\yy ax 3y /7
d_afy ., 2f e
= I% (3§> = 0 e 3F = C ¢ = konstant
' ) *’2 E - ¥
Lo el . . Y e =0 = s c? = e o= ec(1+72)
2 N+ye Iy e , L4772
"y
I v 3 w:rz C' jcv.
== (1«03) y3«>of e N A ol R A A o =R :
el Taps
Also \ },7” = oot = %‘% ==Y ed X I3

Die Bedingungen y(xq) =y, und y(xg) =y, liefern die
Konstanten #« und A4, Die Extremale wird gerade die affine
FPunktion durch die beiden Punkte (x1$y1) (Xzyyz) und
liefert ersichtlich minimale Weglénge.

Diese heuristischen Vorbetrachtungen flhren jetzt zum Be~
griff der Variationsableitung und der Definition einer Ex-

tremalen. Zu beachten ist hierbei, daf eine Extremale i
(falls existent) natiirlich noch lange kein Minimum oder |

s e ¢
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Satz I1.3 Variation unter Nebenbedingungen

Es seden wieder die Voraussetzunger

des Variationssatzes gew
geben und zusitwlich

NkXJHNkkiﬁ wwﬁwk (KeN) zweimal stetig differenzierbar
Is biﬂ ‘ 3 i ® -
(2) rang (—m?) = K. (maximal)

8q

(1) f+R

Dann sind die Vafiationsproblem@
,t Jg :
a) 5Sl L(q,q,t)dt = O und fla,dst) = 0
tQ
t1‘ ‘
b}‘$5\ LK(Q,L,ﬁ,tMYE:rO
o

wobed Ty (a(t),A(5),&(),8) = B(alt),a(8), 5)+A(6) *2(a(5),8(4),1)

agquivalent,

Die Bdtze II.1, II.2, II.3 findet man z.B. bei G.H. Goedecke,
Am. Js Phys. 34, 571 (1966)

2+ Dag Tagrange-Hamilton'sche Integralprinzip

Gegs.: Hin System von n  Massepunkten my m mit den
- : . Paa ey n
5 B it 5 v.\ - < . s
Ortskoordinaten ﬁﬁ Ty und den Krafteinwire-
. gosay Ul
b ‘
kungen B, i
” LI L r

Wir nennen . B, (verallgemeinert) konservativ, Talls ein Po-
. e L MY OO . . . RS i
tential U = U(r1 ‘ T Ty 7 1) existiert mit Ei:m L

et
Y
éri

e e N el ashy - e I X . X N
Detiniert man Pyt My (Tmpuls des i-ten Massepunktes),

so erhalt man als Newbton'sche Bewegungsgleichungen im Iner-
tialsystem (= nicht rotierendes, ruhendes oder gleichformig
transliertes Koordinatensystem) die Bewegungsgleichungen

pES B .

pe w ﬂ{f‘ 11.‘1‘1,.0,9,1'1
i i

setnt man

af AN
T Y &R~
0

;oo ﬁ-t Y el
| . 19 -
poi= ()1,_.@,pm)ﬁ'&‘




*

dann lauten die Newbtongleichungen
N

o= K o o= Mr D, Fyr€ iR N oi= %n

Im verallgemeinert konservativen Fall gilt:

des Systems (M=M

o et Y e
Vo gllts

P
2=
=

L Ve .
3T a7 a gl d ird ap @

B e N ! W . 0 : e

o e R o R W e o W e iNA TN e S )

Sr I at ar o at " at P

Also

® m i&e I & ]
p :{E( mpr\m“h o Q I } (:) ém ) (\ A“www-jy N o
‘ s iT b

s
et

LR S

O e é“

i

wobei Lose Pl

Andererseits

0

-
FOEC A e S

?(OVTJFi“*W%w
prinzip

wobei Q7 e I S

1 i
m > .
Also | = 4 0w O LotE e [ Q generalisierte
§9 da :

seahr ole

WA e Moglichkelt gefun-

den die ,Leiohungen fur einen

beliebiger Koordinatensatz o (d.h.

gine beliebige

der Bawegung) hinzu-

achrelben

o
ok

ruoermitteln {(deohe zwei

Reine aquendixe Vekborrochnung

mehr} und erhalben solort nus




unsere Newton'sche Bewegungsgleichungen, Die Scheinkraft

AL e e G o S .
= 5

d .
= e D - 3%< heillt "D'Alemberttache Trigheitskraft®

ﬂw

. ) | . L i
Q= %m i heilBt MGeneralisierte Krafth

Weiter kinnen wir das Integralprinzip auch (zumindest formal)

auf nichtkonservative Krdafte erweitern, indem wir schreiben:
(h {“’ Y . -~ E T '3 & p Ty ‘xt!
a\ (T+W)dt = O Toi= oy M W os= F'r

N ‘
1

0

Dabedi dst zu beznhbo 3

‘”{‘;Wr - H{t!é - [‘ ;) v ) § (1 7 | ‘ R i

3 t

falls  r=r{q) und v ewsqg ein metiommm?rbx smus - ist (dohe ¢
Foodst bel der Variation als kongtant anzusehen).
Der Augdruck: é’;xﬁ ér st in der Statik wohlbekannt und
heilit Virtuelle Arbeit,
CWir konnen zusammenfassen:
Das Hamilton-Lagrange'sche Integralprinzip
In der oben ”P%Chlld@lt@ﬂ Situation gilt:
Die Beweg gung des Oystems zwischen den Zeitpunkten to und tq
verlduft derart, dafl ‘ i
T,
i B o i
a) Im konservativen Pall SN =0

?@tﬂ

Lot= 7o T i YR 4t

b) Im beliebigen Fall : ﬁg‘ (T+W)Ydt = 0
¥
bo

T = jv"f’ M W o= F v

T B Pon tant bedi Variation

Der Spezialfall der viskosen depfung (Dissipationsfunktion)

Besteht unsere dullere Kraft F zum Teil aus konservativem, zum

¥

Teil aus nichtkonservativenm Anteil, so ergeben gich die

Lagrangegleichungen zu |

8 - . , . , .

ww; +Q = 0 wobel Li=T-V ¢= Potential der konservat. Kriafte

44 L ' Q= Genevalisierte Kraft der
nichtkonservativen Krdfte

B



e

eine nichtkonservative Diampfung der Form

8o bildet man die

& » A

4 T et . : : . - \ : ;
Fp t= 5 T By Disgipationstunktion der viskosen Damptung
A ot

W

it

Die Lagrangegleichung im Fall der viskosen Diampfung lautet

e

Dampfung

TV
Il })AHJ

et

T« Balkenstatik serreaktionen)

Def, TIT Gledlchgewichtabedingungen der ebenen Statik

Eine ebene Kridftegruppe iy B
LR IR ¥

in einer

Kraftvektoren sich dm

ey

Gleilchgewicht, wenn ihr Woment in Besug aul einen beliebig

gewahlten O verschwindet und die mathematidgch regul-

tierende Gesamt (alle Xraftvektoren denkt man sich in

O angreifend)

In Formeln:

iy sl z T Y i - e e o o~ s [ Sl e WOy _ N B ey g T N L
wobei Ty der Vektor vom Punkt O zun Angriffspunkt der Kraft
i ol

2 L oy A

N
EA D Le
1




Als Balken bezeichnet wman einen igen Kdrper, der La- i

sten quer zu seiner geraden Achse aufnehmen kanm.

Man unterscheidet Tolegende Stltzungasarten:

- gtatisch zweiwertig

Richtung, Jedoch '

L

= e
> ‘KQIH M@mQNt ”“r*ﬂﬂv
Hollenla - gtatisch einwertig

%&;M ‘ {kann nur Kraft senkre
Ubertragen, E?olwl-li in

zu den Rollen
ichn, oft weggel.)

Fegte Kinspannung - statisch dreiwertig : ¢

£y

ge Kraft und beliebiges Mo
)

(kann bheliehi
ment Ubertrag

Allgemein ist ein Kdrper mit n Femmelw (n-wertige TLagerung)
n=% fach statisch unbestimmt (n - 3),2z.8.

unbeatimmt

s
RN

q R o n=6  dreifach statisch unbegtinmmt ¢

o= n. njx ..... Fes des j=~ten lagers
€ 9
Mit den Gl@ichgewiohtsbodingung&m der ebenen Statik lassen
sich nur Lagerreaktionen fir statisch bestimmte Systeme 15~
sen, Statisch unbestimmte Syateme werden mit den Mitteln der
Festigkeitslehre angegangen,
Brmittlung der Tagerreaktionen statisch bestimmber Balken
fro e Fy B, o= a =158, b, t= 1
S J ke IEhes 4
{ k|
iy 8
oA
a2 % )



le der Lager bringe Zwangskriafte und falls

T Schritt:

das Lager Momente Ubertragen kann Zwangsmomente

bellebiger Richtung an (Freischneiden des Balkens).

ositive
lomentenrichtung

bl

I
0
)

el S

% N ?

Ay 8

2o Sehritty Au

jor;

Tstellen der Gleichgewichtsbedingungen

0 Sunme aller Kriafte in ¥ oiat O

4
H

Ay = Fy cosae = 0  ==> A = I, cosw

sy

afte in Richtung ¥ 1ist O

O summe &l

H
et

,
!

—_— EE -

Ay 7y Haq sineg - B = 0

4}
—
<

? Moo= 0 Summe aller Momente um Punkt A (Lager A) is
I e B e B 87 O o U e
E1b1 EZLQ By 3101 Lﬁ Bl 0

o Bom e e s

. 1 ,
I bﬁ - T B gin e

Damit erhalten wir:

Ay.m B o+ F1 B @%Slnw

Da Ax’ Avk-O und B« O war die Richtung von Aw’ AY richtig
gewdhlt, die von B falsch., Also ergibt sich folgende L0

sungs

A = B 0080

Fir eine Herleitung der Gleichgewichisbedingungen aus dem
Prinzip der virtuellen Arbeit (unter Yerwendung des Satzes

von kuler) sei auf das Buch von

o o w" N ) " iy . - | N .
Istvan Szabo ¢ Hbhere Technische

verwliesen,

- ] e



2 Momente

2% Innere Kriafte und

&

“Die ginwirkenden

erzeugen "innere®

auf einen Balken

Kradfte und

momente ), zu deren Rrmittlung man.d

dachten Schnitt zerlegt,

werden dann die Gleichgewichtsbedin

i el
£ =4
l s« bedeutet
S——— .

HuBleren

Tomente

und

(Sehnittkrifte,

Krafte Momente
Scehnitts
Balken durch einen ge-

sehnittenen Balkenstiioke

£

ungen angewandt.

Sehnitt an der Stelle x

Die am linken

nen am rechten Schnittufer im

ken wieder zus amménoetuyha'gm

auf.

Man geht folgendermalen vor:

L

[y

Te Brmittlung der

2. Brmittlung der Schnittkriafte und
Im Beispiel:
0 positiv 2
X of: . AT
1 in
M E
,
w4 5 Theoe ¥ Lopositiv 2
~ 12

heben

Sehnittufer wirkenden Reaktionen stehen mit de-

Werden die Bale

sich die Schnittgrifen

~momente

Q zeigt am rechten Schnitt=-

;whichiun

Durchbiegung nach unten

Zug
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[
»
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%% = () o ) oft auftauchen, "
Diese Gleichungen gelt Pall eines eingeleiteten
absolutstetigen (besziigl Liniendruckes
wobel man die Lagery wie bisher aus dem f@lgeﬂd@n B
satzsystem berechnen
i ¢
} o= ) q(t)dt l:= Gegamtlinge des

X ! @ n

: S b

)

endruckes g
des Liniendruckes g

B owird dann die

¥ wird der Moments

Also bemoulgen Wi

a)

dM dqQ
&% . w™=a

unsere Querkrafit- und

um nach Ermittlung der
Biege momentdl&wfﬁmnw baraahren

o
2w

3

einer ZerreiBmaschine einem
wird langsam (quasista-

tisch) aufgebracht und der zrwischen Tasgt und

btabverlingerung wmrd gemn

b
5,
g
T S

r | '
i [‘f % & Lﬁ!
. ' i

Bildet man die

T . \
= AN t=Ausgangsquerschnitt

e J\ TN EY TR
s= Ausgangslinge



so nemnt man & dic Zugopannung, € die Dehnung des
Tragt man G lUber € ab, so erhdlt man das Spannungs
diagramm, das z.B. flir Stahl folgendes qualitative Ve
neigts

P t= Proportionalitatsgrenze (
tﬁt)

i

?r@partiona

@ B ?M\ T Igrenne ( beil B
J“wa \\ stung keine mtﬂ1bond@ Ver:
7/ Foa= FlieB~ oder Streckgrenze

1/ B = Bruchgrenze (groBte aufge

e

Kraft

Nach Uberschreiten der Streckgrenze, genauver bei Erre
der Bruchgrenze tritt an einer Stelle des Probestabes
Finschnirung auf. Am Ende des Versuches zerreillt der

diegser Stelle mit einem Knall.

Wird die Spannung jeweils auf den momentan kleinsten

schnitt . bezoge:
hnitt AQO bezogen

mom

go erhdlt man die wirkliche Spannungs-—-Dehnungskurve,
ab der FlieBgrenze einen monoton steigenden Verlauf h

Die O < & Kurve hangt vom Werkstoff ab.

& hovhraater Shond
N
e w AuIheifestes S tand
Dl an

A

3

Bel zahlreichen Nichteisenmetallen fehlt eine ausgepr

Streckgrenze, man legt dann sogenannte Dehngrensen fe

b T Y IS F PRI e Bt e O O T W e G Ty e T
&‘E 3»{30’01 pannung bel B = 0,01 % bleibender D

1Jé
Frt

A Spannung bei & = 0,2 % bleibender D

Stabeg,
~Dehnungs-
rhalten

reine

Nt e

formung)

noumensa

Cund Eofallen praktisch susammen

1chen
eine

Stab an

QUG e

die dann
ats

agte

o
RNV

ehnung

ehnung



Veraschiedenes Materislverhalten

linear nichtingar

(Belamkurvw

auch im Druckbare-
G=0 da ® < 0
Das Hookesgche Gegetls

giltbs
Mir

20

T
.

1

rth &

Il

! ] L FaR

b ‘

1

[ £

. 4

N

[ :

Ll 5 s
L Zusamnmenhang

g

"

g Eﬂ‘%

Los s

- TR

~r
4 // -
// ™y s

/ hand § u;m
B

Zusammenhang:

146

Mm-.,s!(m W
fdas Fug }

&

aatisch
= Entl.~kurve)

(Gy8) durche

rve, bel Entla-
t &y (bleibenw ¢
o) osuruck. Brstd

G QMG wird die

ve 1o wieder
W@ukurvm wird
ieder durchlaufen.
lteren Last ob
k durchliuft
> Handkurve odey
o Dle von der Hye-
machlogsene Kurve
3 flr die Werke

“modu ‘ : m
Tw&llig

o

sz Podissonsche Querkontrakse
ti@ﬂﬁﬁ&hl’ (4 2 0,7%)

Stahl

gawinkel

I Gesetz
leitmodul

anan



beim allgemeinen 3~achsigen zZustand

Das Hooke'lgohe Gese

An einem Flachenelement aA mit
. N . - . N
Normaleneinheiltavektor  n der Schnitt-

R Tldche wirken
o o F 1 \ B

eine innere Kraft ak

-
sreg Moment a M

[

—~
P 1 e
/@;{
§g pe
k|

Man definiert als Spannungsvektor

. m.z

= N zu«*

3 = o 5T 7T |

QA o {

und setzt in der sogenannten "klassischen" Elastlizitatatheorie

N
il
LG

1im 0 i

&L

Ineiner allgemeinen Theorie bleibt dieser Grenzwert endlich,
dann treten sogenannte NMomentenspannungen auf (Theorie des

Cosserat-Kontinuums ).

Der oben definierte Spannungvektbor hingt von der DPLDMLl@KHFW
des PFliachenelementes (also ﬁ) ab, er wird deshalb mit ta@
bezeichnet. Der Spannungszsustand in einem Tunkt 1st bﬂk&ﬂﬁﬂ,
wenn die Spannungsvektoren Tir 3% orthogonale Flédchenelemente
bekannt sind. Die Einheitsvektoren €qs€5yxg beschreiben ein
karthe gches Koordinatensystem x,y,2 « Der Spannungsvektor

(;X wikt z.B. am Fldchenelement x=konstant (duBere Normale

\

@y =T
Zerlegen in Kichtung der Vektoren €y €5 O

Sl
o N N e NN st Y P O
liefert G =06 2, + 0 e, +0_ &

. N N wseb N " P .
3 ; wobel lﬂ&hji 1odas PMlachenmoment und

i %”1 1373 Jodie Richtung angibt.

[ . ad Waed . Lo “
Die Matrix G = K3$*)i DL hellt Opannungstensor




len Normalspannungern

chubgnannung
Man. kann die veranschs
gtetig, d.h.
Matrizen~
i unkbion, AuBerden. ist we > L T
f/gx % + 8y Uit JH;;C?liiﬁiﬂT?lﬂgﬁﬁﬁ
,/'f K /’ g . 0y n
= % ton fihrt auf di
b |
P/
Aus den statischen
1) homentangiexcbwow' shbs 5 Bed,
2) Krdaftegleichgewicht: 5 Bed.
L b
(dabel ist j=t  Komponente von r)
CAn den Oberflichen der Sp Y‘ﬂlk?lfTOI\
zu-den AuBeren Bela die GG-Bedinge
ungen am- Rand.,
%) Oberflédchenstetigkeit: SNy = Canchy™ (73 . )
wobel s der 1
Die 6 kinematischen und ren relchen zur
crechnung der 15 unbek
nicht ausg,. Die zusi Liefert der kausale
Zusammenhang zwischen den md Verzerrungen (Stoff-




gesetz), Dieser physikaliche Zusammenhang mull experimentell

ermittelt werdsen,

Fir linear-elastisches Verhalten gilt das Hooke'sche Gegets
G'= gE  im eindimensionalen Palle Glucklicherwelse zeigen
Metalle als technisch wichtigste Werkstoffe linear-elastisches
Verhalten innerhalb gewisser Grenzen
Das erweiterte Hooke'sche Gesetz filr isotrope Korper (oder
auch Poissonsche Gleichung) lautet:
-4
~ ARl U " Y . Tt
G o= 2G(& + %mgﬂ4mg> Hooke'sches Gegetrz deg 3-achsigen
2 L Spannungszustandes
dabedi ist: ¢ = Gleitmodul
; M = Poissonsche Querkontraktionszahl
§ . . b
& 1= Verzerrungstensor £ o= £
w ﬁ: ] y } (‘?& A
’ x 2%y Tixz
Exd bl g, o
n "’"ﬁ TS‘ VX s&y g Nl
|
Pl 1 "
» e £ e
Lf’z ?féy €y
Conrson g av o
e i= Spur (&) = S “Velumenelilation
¥
du . ou . Ju YA T
5 e o o e Dehnung
&y dX &y 735 R R ¥ ©
J\ - ,':‘.);..1.:1. § @Y. ﬁ‘&
Xy 2y ox 0 Tyx
w
IV dIW . .
e b e Verschiebung
Iz 3w T Y j%y J )
QW Ju
T e b e w
dox J X 5T = xo
R / B ydh oy RN “t, .
und (u(), v(T), wiT)) lebung des
( Kyl oyt >
Auch zwischen den existieren noch Vertrdglichs
keitsbedingungen Zu diegen Ausfihrungen vgl etwa:
i . 5 e 4 « e o o . ERNEY
"Hohere Technische lMechanik von Istvan Szabo . 14180
(Herleitung aus Prinzip der virtuellen Verrickung)
"Technische Mechanik V von ¢.H. Hahn S, 2-71"
. w10 -



4. Die Gleichung der Bieg

faid ¥ A F By @

Wir betrachten wied

gemomentvektor liegt

Balkenguer-

schnittes, sogen. Hauplac

bt

gilt:

|97/

av = G(y)da = &(y)Baa = SEdCD BdA = & BdA

Also Tolght zundchst:

sunkteskoordinate

Also: Mh
k.

Wir erhalten:

b % b

Reachte x Ly

M

‘ L

. et oy N e

Weiter: = O ble) =1 g=
¥ %v\

3 i ws AR
max b %
L

wobel Weoge heiBt Biegewiderstand

Biegung (Bie-

horende fldchentrigheitemoment



; '] AVL -h ‘S, r 1]
Alsos e O S b -
IVIRY & oy 8 - &

¢ P, (1vy )80

Dabei gilt letzteres nach Definition des Krimmungsradius §,

das negative Vorzeichen resultiert aus der Lage der y-Achse,

die wegen der am hiufigsten vorkommenden Durchbiegungsriche-

tung nach unten
Damit erhalten wir:

VW
, AN I
(1+y ) o

i

und fir die Ndherung e 2

Durchbiegung =« LEngenabmessung
N & 2 R E . 3
folgt y'<e T = (y') << sofort

i M
’ R A= T Glelchung der Durchbiegung

Bei der schiefen Biegung ist der Sachverhalt wiederum kompli=-

zierter, es tritt ein Fladchentridgheitstensor auf
9 o

s T *{
o " A Ay e
T oi= S (r'rB, - rrt)dA = - - r o= (%)
A &n [ -

I héngt ab vom verwendeten Koordinatensystem (x,y) weilter
folgt sofort aus Canchy-~Schwartzscher Ungleichung

T positiv definit (eigentlich zunidchst nur
semidefinit)

und es gilt: 1 symmetrisch,

Die Bigenwerte von I heillen Haupttrigheitsmomente. Eine Basis
orthonormaler BLigenvektoren von I heiBt Hauptachsenbasis, Wir
haben oben den Fall der reinen Biegung um eine Hauptachse bew
trachtet.

5. Torsion

Vor:

1) Querschnitte verdrehen sich wie starre Scheiben (quasi=starr)

Chd

und gie bleiben unverzert

gilt flr alle Querschnittgm

formen)



Keine

Q,{

vnerschnittaverwol

11tte ble

er Drehwinkel

Tolgt

[
=y

Britt am Rand aul

Ltomoment |1 =

(Cuerschnittsverwslbur

11l

)

emeinerung aufl

iiber dem Radius,



ay B .

Die Bestimnung von I,
pliziert werden,

elementar abhandelbar:

¥

etwas komplizierter:

gsehy kompliziert:

Man kann die Bestimnmung

mung einer Verwolbungsfunktion bzw. einer Spannung

und erhilt 1
gsprechender Randbedinguny
Vel. h
TstvAn Szabds Hohere
H. G Hahne

SrEUs

Techniso

— y y o aiongt
dx o1 Ly Torsionst

Technische Mechanik

5

lachentrigheitsmoment

kann im allgemeinen Fall recht kom-

Verdrillung dil

ﬁﬂWMﬂ@i@@r Hohlgquers

schnitte (Bredtische Formeln)

Verdrillung einfach zusam menhingender

Vollguerschnitte

Verdrillung von Vollguerschnitten wmit

Lbchern

Von IT puriickfihren auwf diée Bestlime-

gfunktion

¥ indem man eine Potentialgleichung wit ent-

g fir diese Funktion loat.

he Mechanik V SR £

%

6. Brmittlung von Federkonstanten

grgten 5

den Problemen der Modellt
hierbel versucht, so kurz als

konstanten der Werkstoll

chungen) einzufiihren um
licher Bestandteil der O
gtriéren zw konnen. Daf

(und unzulissige) Verein

Dennoch habe ich
TNieht-Maoaobily

den Probleme anzudenten

rein mathematisonen

Jber den

H,G. Hahn §7 8. 87 £f.)

kongtanten zuordnen. Die

mkte dienen lediglich dem

dargestellten Brmittlung

Verstiandnis der jetst
von Pederkonsgtanten und dawnit auch

yvilauw des Maschinenbaus. lch habe

technik (fur tatsuntersi-

die Modellbildung, die ein ganz wesenb-
ystemidentifikation ist, etwas 1llu-
dies natirlich immer noch sehr starke
fachungen zur Folge hat ist mir klar,
allem um dem

dort rant bauchern-

ation nicht aul den

egenergie (Blastische Energile)

und die Sitze von Castigliano  (vgl. Technische

n einem belasten System Feder=

g geschient folgendermalien:

lich, die wesentlichen Material-
1



Die dinnere Inerg

falls an dem du

opder ein dulleres

1le: Normal-

mohnittreakt

Htsmodul,

Mliéchentrigheltanm

chentrag

s
i
t
i

Maidarand §

I

Moment 1 wirken,

2y Wi a8l

Lqﬁ Hbqﬂ R an ssbelle x und eg

=CU g L{u 1 >"’5'"'§“N

=
P

S
N
/"\

Tederkonstante)
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TV ANATYSIS NORMALWR WA

Notation

LNXN L g
U i={reelle nxy

I
Bl ¢d - .

&7 < {komplexe
280 sei 7

rixn L
Ael gei §im

K =R oder ¢

SPLXY .
R a8t

heildt p

Vel - Normale

-
o
-t

LK

As @ heif3t

Spezielle normale

KT Co
Asl unitar

orthe

Agi" " gymmetrisach {dohe A7 = 4

& nxn

Ae hermitesch  {deha A

Satz IV.2 Spektra

: oy
Pgw s g T g

g o myld 1]

k44
{H
7
fae!
=o]
s

2
@
=7

-

ay
i

. 20
= Ae=L D

die adjungierte Matrix

IKe{iR, ¢}

v wir rechnen.

¥ Axs»0

" 3
x Axz(

normad

normal

normal

Folgende Aussagen
1) A ist normal

Eg gibt eine Orthonor

Skalarproduktes)

gibt eine unitirs
nalmatrix ist
st A sogar hermit

reell

it

i

L Von

dal

N

R l”- ';. YA
sl {(bezlglict

des kanonisch

A
2y

"\%V N N N
SoAS  eine Diagow

Bigenwerte von A




g

Iat A \xthwgmwdlw &amm kann 8 aus %) sogar orthogonal

Die Transformationsmatrix § kann wie folgt berechnet werden:

a) Bilde das charakteristische Polynom p,(t) = det(A=-tE)
b) Berechne die Nullstellen von p, d.he die Tinean irfaktorzerlegung

**ﬁa*(uwg ) i &$$§? flr i+ und

. it

Die komplexen Werte ij,mgwykk heiBen Bigenwerte von A
der Vielfachheit Tysewe, Ty
2%

ey x

Ist A hermitesch, dann sind alle higenwerte reell

Ist A orthogonal oder unitér, dann sind alle Bigenwerte
vom Betrag 1 ‘

(1)

¢) Pur i=Tyass,k bestinmme eine Bagis ViT i eeey vy von

(i)

Eig(&,ii) e Kern(AmﬁiEn} :m«{x@§K” DAY = x}

da) Pir i=1,.ss,k orthonormalisiere die Basisvektoren
i 1) :
V§ >y,m°?v§ " nach dem Schnidt'schen Orthonormali-
e
sierungsverfahren
; Fi‘.\ 3
Sei w%*’¥,ug,w£l}
Ty

&7
e

die nach d) erhaltene Orthonormal-

basis von Eig(A,Aa}

dann ist
: 2 2 - Y
W= {w§1>,*u“$w§1),w.“’gm‘*ywﬁ“>»““¢§wgk>$.“a9w(ﬁ)%

1 o ! Ty

eine Orthonormalbasis des IX slgenvektoren von A

——r

Die lautet:

; :
gy ey e e By ) e o T
(spaltenweise die

W

N

O dlgt unitHy A symmetrisch war)

Bewelsg: Fischer Iineare Algebra §6.4 - §6.6 Seite



Def IV.,3  Operabornorm. e

. Babdu! o
e sei Ag e Poib e K 2
N ;
dann heilBt Hall o= ﬂ%
- 1 -
die von ﬁ*ﬁl : e (1 hedl 3 I e i
£ h
induzierte Operatornol ﬁwﬁi und - el
belliebige Normern ® G
J
At = i
Welterhin
A
Haxl, <= Al » Wiy ) -
; be der Operatornorm
{Ha-BH < hall - fBI }
oty IV.4  Die | arwert
-
s ged
- R gl
(1) AeK
o ' = :
(29 ;3»\1 % ¥ 0 A
hermitegch)
Dann
! y o . ) ny ™ . A
= AL B O 1 ales 9 larwerte der Mabrix A

N

RE A

#



Inghegsonders

§ VAR = max
|
|

Hihni
o ;
R (1= ¢ { & R
. HX ey
w40 VXéQ?

Beweis:

I

Boe= A A&,]KU}XLJ

hermitesch (oder

Satzes

¥
Aiﬁ = MEK , BX2

b
x#0 CH, K

¥
Damit A, =

x+0

HAXHS

= max
%30

Dabei gilt

Also folgt:

Die Zusatrvaugsage
dall - B die

Aﬁ begitet

satz IVeh

it wegen

von Courant,

wobel «<x

max S, Bx2

Gleichung (+) weil 2R, ~» IR

Dlgenwerte A?

Y e ¢
roincare, Rig

selbstad]

der

lert). Als
Ans

talfall

wird,

Spesi des

im chiull bewiasen folgt:

o

yXD im XX

LXKy K>

-y

WX {+

mornoton wachs

mit A =A

72

folgt aus und der Ta

besitet falls A die Bigen

gher

e g Oxn
L

gel  Ag]

Dann gilt:

wobel 2

selbstad;

mie

and

kanonische Skalarprodu

werte

1kt

IR N
iat »

teache,

jungiert
(dohe im Fall
dern 7

enwe l"tz‘) " i} o 86w :?Ii

mit dem kanonisohen Skalare

der

nrodukt versehene Hilbertraum,




Beweig:

Sed KygsaeyX, ein ot

toren zu AZ., .2l

1

S e i . §T1{ 8 E.:&H‘! g ey

dann ist

Ly Ay

o . ®
Mir XEI%{ Ax, >
und
“Daher gilt fur
und deshalb min. o Cw ATy & Ao
weth ®
X6t
HX“:::?



4

speziell Tilr x=x

K

NW

Hxli=1

ist daher gezeigt

max min

mtmﬁ xeH

dim mﬁxx xil
K

Zum Bewels der umgek

m,:m b ﬁNdwacawN.fu.u L ANH

gin beliebiger Unter
Amux%v = 0 - filr

und Han =1

Bin solches z “ewis

und. <

Nun ist XygaeuyX

n

eine Darstellung der

folgt Pl

]
e
f

Also gilt:

k
] Hx=

L
#

<XyAxp & min

ehrten Ungleichung seil

raum-der Dinension K. mit

i= Tyeesyk=1 (leere Bedingung fiir k=1)

tiert-und 1aBt sich berechnen sus

g g B R W wals.d

wx%v = ) %.<uLN 0

dodaher begsitet

eine ONB von - H

Porm oz

.

i

=

LZ,X.2 = (X,

i u,zwa

,.hwmvxg

Xy ay %&ﬂm,xwv

R




und. da <Xj,z> =0 fur J=Tyeeayk=T gilt
. - ) L& o)
<z, Azy = p  Ailex .,z ¢ = &P }w <x,, 2>
[ A o TN
n 5 . ; 5
- e & s . [ A o [rd T e
i ik ;jz:quj,u;»g = A <z,2> = i.k;;un = A,
n -
denn € Zy 2> = E; Lﬁxjyzkﬁ“ und Wzp o= 1
j:::“} b
Also: min €x,Ax> Sz, Az < ﬁk und da Hk beliebig
X&Hk )
X =1
max min  <x,Ax> = &k
Hk»H erk
dim szk x =1
Zusaumen: A = max min o €£x,AX> gee.d,
£ 5en X€H,
dim H, =k dxf=1
lie
vatz IVe6 - Courant
Es sei AeiK™H selbstadjungiert mit den Eigenwerten A1z,.zﬁn
dann gilt: ﬂk = min o max <Xy AKX
HkamM xXLH, o
dim Hkquk“q Wxt=1"
wobei H o= (KD, €y ) der mit dem kanonischen Skalar-
produkt versehene Hilbertraum,
Im Spezialfall k=1 ist Hox{o} der éinzige Unterraum der
Dimension -0
und A] = max X, AXD = max {X,AX >
: : R ,
.XL{O_Q xeH
WX =T =1

de.hs die im Bewels von Satz IV.4 benﬁtigte_@leichung.




Nun zum Beweig:

Sei wieder KygooayX ein Satz von orthonormalen Rigenvek-

1

toren von A zu den Eigenwerten i1,..»,kn und

df‘f‘k ez 5(1,..‘;,7}(‘1{3 fli:r‘ k:‘:‘(]’.muyn

Dann gilt:
max CXyAXD = Ak

xkaN7
=1
0
denn X o= }: 367X und {xlpx;;w =0y = O flr 1=l,.eesk=1
‘ j:f] Moo ; o
Also X € Hy . &==> X = f_{ oL X,
k-1 373
J=k
Daher $X,AXD = }: o4 <X Ax > = }" o, <x, A, X 4>
J=k * J=k
n - ol 5
= ii l‘x’ «(X?X Moo ;. Koo ot w Aot )=
J=k J ‘ J=k dodd J=k Joid

Tk d SER [ k

&

2 L
Andererseits (xk,Axk> = ikuxkﬂ = Ak und X, € Hk 1
Somit max CXyAxD> = Ak
Hxil=1

Da 'ﬁ%w1 & H  und dim“ﬁ%mq = k=1 folgt die erste Ungleichung

min max CXyAXD> | M%ﬂg CX L AXD> = Ak
[ I .
B 4SH XL XLH 4
dim Hy 1xk«$ Hx =1 =1
Zum Beweds der umgekehrten Un ngleichung sei Hkm1 = zj,a.a,akw33

ein beliebiger k=1 dimensiomaler Unterraun von H.

Wir behaupten:

' X,

ihxn “‘1




i 3 e T 5 C X (k1)
Zum BGWGJS Setzeo ka1 § {.{i“g B ®ow e m§ mkm{:‘? %Mi

L . Snxk
X, foﬁ Mwa:xk;}mh
dann ist o e 9l pang 7Y L X € ke
J‘kmul o R: vl § [t R S Lgy LJk"“1 y k

Nach der Dimensionsformel (vgl. etwa Fischer Lineare Algebra
~Satz 2.,2.4 , Seite 66)

RS ook *
iolgﬁ dim Kern Zy 4 X, = dimiK" ~ rang by Xy
2k e k=1) =1
%
Also besitzt die Gleichung kaq XKM = (O “eilne nichttriviale

Lésung o + 0  und daher auch eine Ldsung

k- .

T=1
k
[ el Y o -
Setze X o= o= %L;@iki
” . A‘./\ T
dann 1st.x€}5( und WX o= ot td =]
o oy X 3% % ey <70 ,F> = 0 FUr  j=1 K1
wegen 0 = e KR = Dy g X \wyk&zijh = fUr - =160 K=

is%t f&Hk~1 und der Beweis der obigen Zwischenbehauptung erbracht.
Damit folgt jetzt aber

k ' k
& X g AX > ;: SN {Xi’§}x-i> =y ]»qxi,i?é’} <X, A% >
A=t . A=t 7

AN
xéHk
= 2

k p
2 X ; i 2 i ) = A

i
iy s L ey 2
<xi,x>1i <X, x> = > A 1<y T

1 1=1

Daher max <x,Ax> & <X Ax> = Ay
XLHk__,i X&Hkmi

nxii=1 Hxn =1



und d& Mg beliebig mit dim H_, = k-1

min max L X Axy> 2 31

¥
HKW1§H XlHkm1

dim ka‘l ey g

Algso ist die zweite Ungleichung ebenfalls gezelgt und der Satz
ist bewiesen,

Satz IV.7  Funktionern normaler Matrizen

Es sei
(1) IKe{R,C}

nxmn

& ¥
(2) A€K normal o dehs A A = AA

K0
(3) £ : G0 analytisch f(z)}=2 szk mit Konvergeneradius r
k=0

(4) AQ p= B

Dann existiert die Matrixpotenzreihe

o Lok
fA) 1= 2 £ A" falls  BAIKT
k=0 '

Man kann diese Matrix wie folgt berechnen

() = 2 £4y) Ay

e

i LoURE B &L ler Projektor auf ; t=Ka. ={ta., 1 tel
wobei | A, aja, der Projektor aufl [a.] Ka, ={ta, telk ¢
und {ajgu»wyan} eine Orthonermalbasis des K aus Blgen-

vektoren von A zu den Eigenwerten{kq,»a.,in%

Inbesondere hat f{A) die Bigenwerte f(iil und die

zugehdrigen Bigenvektoren 8o Ist A sogar selbstadjungiert

dann ist AN = v der Konvergenzradius der Potenzreihenfunktion

JIXTL

nxn S
o {K

ForK




Beweis:

(1) £(2) = 20 =1 analytisch in @

f(A)mAOmEn existiert nach Definition fir alle A mit pfAN<o

Yoethay =5 3% =5
PA)A, =2 AUAL =3 A
e R 3 L B D = Ry
Also zeige: | o
. A, = B "Zerlegung der Bins"
| f§1 1 1l

Sei hierzu x&)K" gegeben, Da §a ,@n@yang eine ONB des

1L

IK'" 1st, besitzt x eine Darstellung

n
X = }w X 8y X, EK

}-J
e
gin

n n
Damit (L» ADX =2 AX = Y A, X.8. = 2 X.A.a.
T=1 ° T=1 2 Te1 P50 30 Ty I

§ rpaley -8
it asa. a, = 2 X8, as 8>
ijm1 J i7i q T9=1 41 17

= x.a.8, . =5 xa =x=Ex
%m %5830 : 184 n

alle xeK" und damit ist (1) gezeigt

i
>
-
o
o
~

Also (ﬁf A)x

1

(2) £(z) = 2z analytisch in ¢

f(A) = A existiert fir alle A wmit WAN< @
n .

$ spn - un

1= , 1=

Also zeilge:

n
> iiAi = A Darstellungssatz eines
R normalen Operators

Dies folgt am einfachsten so:

U SV R SRS
A = AL = Ap AL = op AAL = Aa.a, = Aasa. = AL
L D R T e TR 1 R T e 0 B e S 1 B

(3) f£(2) 7" m 20 analytisch in @

i

AT

H

f(A) existiert flir alle A mit NAlce und es gilt

- BE -



#

. o PR g . | m
wegen der Vertrdglichkedt der Operatornorm Ha™nznan'

g (4 & m
> F(A VAL =y 4L
j" P \4' :l. :L _i. - b o

Also 1st zu zeigens: i n i :
1) m
S P AL =
1w ;

Dies zeigen wir durch Induktion lber m, m=0 und m=1 ist
gchon gezeigt. Die Behauptung gelte flr m-]

- & & Do et .
AT =A™ LS T L Ty Yol e

; 4 et T 370
L 11 Jome T

i
L=

IV a=1

& n

T #* L
2 15 iiaiai = )
i=120 Lo T

i

(LK mn

Ki&idi = EL.A”Ai
pats k ;

f(z) = p sz* analytisch in € 1= {xel : jxi<r}
k=0 .

Zunidchst beachte max‘ﬁiii H Ai iat bigenwert von A}:&HAH
und fur selbstadjungiertes A gilt dasg Gleichheitszeichen
nach Satz IV.4.
Die erste Aussagge sieht man folgendermdBens

w} s

Sei A irgend ein Eigenwert von A dann gibt es einen Vektor

7 k!

t

{0} mit AF = Aly =047, = ilij*;%'n? = Ay,
o S SR

Also W; = 1Al und WAL = E:;g “X,“é e ”y”") = |k

Da A beliebig war folgt maX:{Lkgz Abigenwert von A} s AN
Ist daher ~HARCT “dann gllt V’SAji “oHAR = roound cgomit dst
1 g

f(Xi> = f~i¥ eine wohldefinierte Zahl in K

Die Potenzmreihe konvergilert absolut und gleichméBig.
Daher existiert:
YL oo

[
e 3
> £ i 5 S N .
A, = Ew EM TyiiAj und die Reihe konverglert
1=1 k=0 b

absolut. Man darf daher Umordnung vorriehmen.



Wir erhalten

[

=

I(Z }*: gﬁ k 5 1& k | k

£( = ToATA, = 2 . f_A' = F(A)
i=% 1= k=0 k71 ?(" =0 k hE l 3 C 3 >\ =1 K

f(A) ist normal und besitzt die Ligenwerte f(li} mit

den Eigenvek

AP .
toren ay

n
f(A)ai =

Da die
FOA)
f(11),...,f(

normal.

&
1

eine O

Berechnet

P(A)E(A)

i

i

(2.
1

n
(§;1f<ki>Ai><

b

f(kj)Aj§a¢ “‘2: 1(1 E: f(A )a .8 . a

f(A )d a<a yas> = ;o= f(ii)ai

121,442, eine ONB des IK" bilden, besitzt

NB ausg Ligenvektoren

A ,"(1)

Bqyonesd zu den Bigenwerten

n
und ist daher nach dem Spektralsatz IV.2

man

5’ £04.)45) w<§“ f(i 5 VA4 )CEZIE(A )a.] *)
J=1

=

(4, )A f(& )A

n i : . n GRS .
f FOA)AA, = f(A.)F(A)a.a.a.a.
> () ECh)agas 55]1 )k Dajaiaa;

%

P way ¥
f(Aj)f(A.)ajau <ajas>
3 I R R e Ak R S

=1 . : -
EE f(i (4. )dlaj
a ) *
oA ca, = £(A) £(4)
4 i i

- B8 -



oy

So folgt fir f=id d.h. f(z2)=2

» ol ) . b
AL = S s&ig”Aj und AL = BﬂifAi =3 {AY

1=1 : i

und allgemeliner:

V(N r= ey [eeay]” = %)"_“ eI A, = ligﬁ‘(A)j%f(A}

Verallgemeinerung

£ beliebig stetig, dann existiert eine PFolge von Poly=-
nomen p,.  Vom Grad n wmit pﬂw%nf gleichndligs
Definiert man fA)X = 1lim. pnCA)X

O - R
go ist dieser Grenswert unabhidngig von der Wahl der

approximierenden- Folge Dy e

Bs gilt weiter pr(A) w TOAVN v O

: ) v £
also approximiert die Matrixfolge pn(A) den Grenge
operator f(A). Der Grenzoperator f(A) hat die Bigen-

werte f(ii) falls A die Bigenwerte ii besitzt und

bleibt normals

n
Somit gilt T(A) = 2 f()ki);&_,l fiir beliebiges stetiges
it 1779

f

Wir benttigen diese Verallgemeinerung jedoch nicht. Sie

bleibt daher unbewiliesen., Notfalls denken wir uns:

LAY o= Ei A Ay
1 1 -

talls alle Werte f(iﬁ) wohldefiniert sind.

- 39 -




V_SCHWINGUNGEN UM GLEICHGEWICHTSLAGEN

AUFSTELLUNG DER SCHWINGUNGSGILEICHUNG

Gegeben sei ein System mit n Freiheitsgraden und strikt
konservativen auBeren Kréften d.h. unser Potential

U = Ulr,?,t) aus dem Hamilton Lagrangeprizip hingt nur von
r ab und es gilt daher

LU 242U U oyt
O Fm ~Gr - yE) = - 57 o= = (PU)
t By o
. or or U 23U b
R IRt vl - 73 =~ (7

In diesem Fall schreiben wir U = V(r) also V statt U.
V. heiBt Potential wiahrend ‘U ein verallgemeinertes
(geschwindigkeits~ und zeitabhdngiges) Potential ist.

Bin Satz g = Cq?$aa.gqn)t generalisierter Koordinaten, d.h.
eine beliebige Parametrisierung der Bewegung im Konfigura=
tionsraum sei bekannt. Wir nennen § i= %% generalisierte
Geschwindigkeit., )

Liegt holonomer, von der Zeit unabhingiger Zwang vor, d.h.
oo - nle S el e
die Zwangsbedingungen an die mm»n Ortsvekltoren Tgsesosl
der m betrachteten Teilchen des Systems lassen sich in der
Form

f(?q [ ] @Tﬁm) = O

darstellen, so besitzt ein sclches Syatem eine Lagrangefunk=-
tion der Form

i
L

L(a,4) = 1(q,q) - V(q) wobei
Tq,q) = %ﬁtG(q}& und G positiv definiert u. symmetrisch

Dies sieht man ganz einfach durch Binsetzen der Parametrie
sierung. Denn es ist nach unseren Voraussetzungen

(1) r 2= (r:],,...‘,”%tﬁ)“t der karthesische Koordinatensatz
; . N
(2) v = r(q) mit = (g?,@am,qn)

(3) £(r) = O holonomer von der Zeit unabhingiger Zwang
Einen solchen Zwang nennt man auch skleronom (starr).

~ 40 -
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Def V,1 Gleichgewichtspunkte bel Syshbemen mit holonom-

skleronomem Zwang und strikt kongervativen duleren

Kraften

Coe t , S e
Be sei L(q,q) = = q 'Gla)qg = V(g) die } rrangelunktion

deg  Systenes

und (q,m) = % q-"Bla)a iie Dissipationsfunktion
ler viskosen Damplfung

Dann nennen wir einen Parameter qottR ginen Glelichgewichtg

: oV, o R RN
punkt falls ,VL(QO)ﬁO und MMSiT(qO) positiv gemidefinit ist.

Sin Gledchgewichtspunkt - q, e il hellBt wlabil

",\(,
il Vt(u,)

A

pogsitiv delinit 1st.
Sqog ‘

Dag bedeutet: Dine kleine Auslerkung des- Systems aus einer
‘ atabillen GG-Lr 4 flihrt 2u einer kleinen

gebundenen Bewegung um diese Ruhelage.

ine kleine Juslenkung des Jystems aus einer
instabilen GG-Lage  q,  Tihrt s ciner unge-

bundener Bowosung.

binen formalen Sewels dieser Deutung findet war im Buch von

Goldstein: ¥lassigche 1L L Kapitel Kleine Schwincungen

Seite BH% e ST

Jir hetrachten jetzt solche kileinen Schwinsuncen um Gleichge-

pichtspunkte = q..
wichbopunkte e

Retrachlen wir unsere Lagrangefunktion L(a,a) = T(q,q) = V(qg)

. SRR : . - . ! R PN
gowle unsere Disgsipationsfunktion Nﬁ(q,q) = = B(q)q

nnd hilden jewells die Taylorentwicklungen von T, ¥V, F. unm

~

Ty hin zun ergten nichtverscehwindenden Glied, so erhalten wir

1 o't &
(qO’ ) ) S <(lo>

=i

.- ,'[? o

5

#

9%

2
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konnen
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Sprechen wir von "Elastomechanischem System" so dist damit

gtets ein "Viskos-Blastomechanisches System gemeint.

8]

Der Gleichgewichtspunkt qo‘ igt oft bekannt und kann als
zeltlich konstant angesehen werden. Der Fall der Schwingung
um eine gleichformige Bewegung wird z.B. bei

Ee. T, Whittaker: Analytical Dynamics (ziemlich ausfiihrlich)
S« Thimoshenko, D.H, Young: Advanced Dynamics

behandelt,
Setzt man x := q-q,; 8o ist (@Oxo vorausgesetzt) x=q

X beschreibt die Abweichung vom Gleichgewichtszustand.

v

o

Pur ein elastomechanisches Svstem erhalten wir damit (falls &Oxo)

(vo3) | L= Akbmk - Ax"kx W= G(0) wobei
. agv A K,M, B symmetrisch
, K o= £(0) 1y positiv definit

et a DX AX
E _ B positiv semidefinit
B = B(0)

Die Lagrangegleichung der viskosen Dimpfung (vgl. Kapitel II)
lautete

51 _ 2% _
§q 7 94 T ¢

Mit q = x erhalten wir hieraus die Schwingungsgleichung
eines elastomechanischen Systems

o @
. . Ll LAY
: o1 d o ol oD . . v
O s e e 2w KX e MX e Bx
oxX at % X
und daraus MX + BX + Kx = 0
Wir fassen dieges Resultat zusammen.

(V.4) Schwingungsgleichung eines elastomechanischen Systems

um seine Ruhelage x=0

MX + BXx + Kx = 0 wobei M, B, K symmetrisch
Moaus T = kMK M positiv definit
B aus B = &%UBX B positiv semidefinit
0y |
K aus K & ~———— (0) ; K positiv semidefinit
d%dX : ; ,
K ist sogar positiv definit falls die Gleichgew.-lage x=0 gtabil

ist

- 44 =
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Bevor wir zur der Schwingungsgleichung Ubergehen wolle
wir (Ve4) an zwel Beispielen erldutern. Dabei werden die bige
i
nerigen Irgebnisse nochmals erliutert.
(1) Der Kettenschwinger
Unser reales System seil etwa folgendes:
- Duckel Eine Welle (in einer HiL gefithrt) werde
Waile 1 o auf Zug und Druck belastets
Welia 2+ s =
oo Mulse
Wolln e Wir denken uns Hillse und Decke als starr
Wirlig 4. woisaione, e o <
und meinen mit dieser Idealisierung:
? "Vernachlidssigbare Biege- und Knickeffekte®
Das physikaliche Modell kann etwa wie folgt gewdhlt werden:
. myo Gesamtmasse der Velle i T=Ty4e444
: r. >%
Ww HE : 1=T5.4,4
b |
] wobel
n >M v der Welle i I=Tyeayd
:‘z ,@4,. HES bemodul d. Welle 1 d=1y..,4
H@ e Velle 1 L= 1y ey
Die Gleichgewichitslage x=0 d1st bestimmt durct e Koordina
A<4,%g,<5 %\u wobeil %u+; der Massenschwerpunkt der
Welle 147  flr =0y essy 3 unbelasteten :0)  Zustand.
! Das mathematische llodell erhalten wir durch ellen der
Lagrange~Gleichungen
; 0 0 0
4 :
1 0 2 1. ( 0
o= M.. %I mo X, ES W = 0
R 1.1 & 4
3= . 0
o) 0 My



K(k,1)= _QEE“M =% k.($ ) (% é )
IRV = = 9 - a
kaaxl e 1 il 1 -1k
= 5 k_ei (i }f k. IS é
fog L il7ik S i%i-1y
+§;Zk151m1 1$1 Tk
e & e { b
= epdyy = g0y = Rpdyg )
(k1+kq mk? 0
*kg k?+kj «K3
Also K o= | . T
\ 0 kB k3kk4
Y0 0 ~k,

Wir erhalten das

mathematische Modell

(2
[

) Auto auf ein

er otralle

Physikalisches Modell:

9 Massepunkte
und Dampfungen
i<j. Die Ma

. N -3
S,},naac,S4

Hl.] § 8 & 8- & ,mg

pssepunkte

(RHEder auf Strale)

ij verbunden wobei

.‘(’]

M¥% + Kx = O wobei
Ty 0 0 0 | /k1+k2 ka 0
v 0 m2 O 0 ¢ mkg k2+k5 »kB
10 0 m, O 10 -k, k. +k
\ 3 / Vo bl 54
VO 0 0 m4/ Vo0 0 mk4
NN I e i i -

0
O\
-k

durch Federn mit konstanten k.

ij

A . 2
(1,3) {15++++,9}° und

geflihrt.

- 46 =
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Lo 2a
lage 7
die Lage der 9 Punkte die sich einctellt wenn sich das Modell
im Ruhenustand belfindet (d.h. wenn das Auto aul ebener Strale

steht) r=r(t) dst die Gleichgewichtslage sur

dehyovon den

von der

Geachwindigkelt

g Jagens also
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- Wir erhalten damit

. : FEEN TR ot ¥ oa . § X -
L(a,q) = % qLMq + % XLM Ko % XtK X % thq + % qLKX
- .- P - " ¥e @ T a
FD(q,q) = % thq + % Faa: X thx
wobedl
\ M, 0 0
1\,7’ N O M2 O
BT 0 M
o o 0 ms, 0
- M., t=m. kK, =|0 m .
- =y J t} ) x:i
M. 0 0 0 0 0 0
0 Mg O o 0
W= o 0 M, 0 0 fur J=lssewes9
0 0 0 Mg O
0 0 0 0 iy
N‘)"' ) ¥ “r! Tr‘ "M
Kip Kyo By Ky
Hv 1 ot 1
(P2 Roa Kog Koy
s K KL KL, K.
_ ke, Ken K ,
15 725 735 734 K = kT, =10 vne,0
K ' R o 1o
Rig oy Bsy Ky R i1
- ko s= STk [ Sk
SR BRI TR ‘ TR =7 1
’}" K' TV' }\! 1’7" K' L ]7 ‘T‘
Koo Kge Kgmr Bgg Kgg 50T TRy
i ! Ka o Pv T{u ")C{'? C?IR
£ Keqp Rgp Kgg Rgg Kogl Ud) & 4T, 00w, 900 A 14
o B N R o
Kog Kgg Kgg Kgg Kag
1 L o B i
Kgg Kgg Rgg Kgg Ko
Kyg Koo Ky Ko
K K. K.. K. ~
16 26 36 46 Kij § i k'-‘L»F‘j = _K;j
K - I\j/ I&.grz F\57 1{47 ( k ) {1‘ }2
i g 3 i,jl (& ’n-aq’g AN\ icj
Kig Kog Kzg Kup
“19 Kog Bsg Kyg
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Ba7 By " :
(i$j>§{19°‘@wsg§(} A de]

H 3 ¥ ¥
3 , B.
, P2 Boo Pos By

P
K
v}
o
-

T y ' ! v
Beop o B, Bew B B..
55 7he BT THB - TRQ
¥
' v ' ' JRURIP T RN ol

B = |B..

{3 78 88 a9y
. i 1 I} 1 3 ¥
59 79 89 “99
W~ o

] [P ETE R : VN‘ o8 v 3
Die Matrizen 1,3 ,K € R °F'% una 1u,8,Kemr 2¥10

gind

SN

. R o . "y ST S
symmetrisch. Die Llatrizen B,Ke®

helllen Brregermatrizen

(vgl. TLagrangegleichung). Die gestrichenen latrizen sind flr
die Bewegung um die Gleichgewichtslage (nicht fir die Absolut-

bewegung) unerheblich,

Die Dagrangegleichung: Lieifert:

N -
B }\\q 4R = )



Wir erhalten die Modellgleichung

Mg + B + Kg = Kx + Bx

Beachte: Im Potential V treten keine Gravitationskridfte

(mi°g'r3i) auf, denn im Gleichgewichtszustand werden
diese Krdafte gerade durch Peder und Diampfung (also

das innere Potential) annuliert.

Man kann Kx+B% als Kratterregung auffassen, die
dadurch zustande kommt, dafB die Punkte 1,2,3,4 auf
- bv . s v .

den Bahnkurven §1(t),,,o.,sl(t) gefiihrt werden.

4N

VI LOSUNG DER SCHWINGUNGSGLETICHUNG

satz VI.1 Die Exponentialfunktion fir beliebige Matrizen

XN

Fir jede Matrix Aed konvergiert die Matrixpotenzreihe

2k o 5
; T (dehe jede der n“

k=0

Ly
v L ; S
skalaren Potenzreiher 5‘ e TATE
fzo KA T

1,057 5e0ee,n konvergiert). Die Grenzmatrix nennen wir eA;

Mso gilt: et in ) AL

Die Matrizenfunktion e : ¢ s begitzt folgende

'Eigenschafteni

] . 3 ‘
(1) B 2 eheeB  patis 4B = BA Funktionalgleichung fir
I

kommutierende NMatrizen

‘ =]
b 3 TAC we ] f 5 L i . .. . .
(2) O A0 o omTeha patis 0 reguléir Bagisunabhingigkelt

i ('5) edlgl{z(}\’] § ¢ 6 8 ,}‘1’1>

Insbesondere folgt:
(4) IEAJ“1 - emA , Regularitat

_(5) eA(S+t) i eAS @At

(6) eAHAE o odu A

Die Funktion £ & @ —» g f{t) 1= AV ist differenzier-

bar mit £(8) = et = Al

A I\
=diag(e 1,..,@ ™ Diagonalititseigenschaft




SJaty VIL2 0 Das. dnfangewertproblem

Lo

v Dag Differentialgleichungssystenm

. . nxn - n RETIE
Xxo=m A 4+ f Ael X 1 R e € £ ¢+ R
X

SR
(r) = x- b (1) bbb ()

A (b= ) O A(tes) .
x(t) = e¢‘<t t’xt + & e\ " ‘“>f%£§)ds

Den Bewels der bveilden Sitze VILT und VILZ2 findet man =z, B, in

Jalter: GewShnliche DiffTerentialgleichungen §18
+ (Teidelberper Taschenbiicher)

Die Matrix e’ 1ABt sich dim allgemeinen Fall (A nicht diago-

nalisierbar) duvch Transformation auf Jordangestalt berechnen.

Ty

nin mogliches Verfahren zur Jordantransformation findet wan in
e

rry
Uz

Figehers Lineare Algebra

Betrachten wir dag

Problem T VX B+ Bxo=op i, BykelR 7 gymmetrisch

x(e) = oxe il positiv: definit

N

x(t) = x. ByK- pogitiv gemidefinit

i und setzen yq oie X Vo o bmoX so erhalten wir

Vircerhalton

aquivalente

Iroblem 11 VomoAy ol A

e
¢
P
i
H
—s

)ﬁ-‘:ﬂ.m

TN Ly b Y PR S N
Probhlen 11 besitst




e . . . - . - o R
und wegen y:(i) ist damit auch das Problem I geldst. Dabel
ergibt sich jedoch das Problem, daB A nicht diagonalisier-

bar ist.

Wir werden Jedoch unter der Voraussetzung, dald KM“13 = BMWQK

eine Ldsung angeben, die das Problem der Jordantransformation
nmgeht, Dicses Verfahren igt gtets miglich falls B = 0 also

im ungediimpften Fall.
Wir bendtigen hierzu den folgenden Satz:

=

vatez VI.% Simultane Diagonalislierbarkeit selbstadiungierter

Matrizen

En! 3 “
Ls o oselen

Lnxn .
\

AT"“’AmE gelbstadjungiert i< &{R,@i

Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:
S - Lo = ; . o1
(1) kg gibt eine Orthonormalbasis {vq,aun,vp§ von o KT, 80

6’ o

dals {vq,.s.,vqf eine LDigenvektorbasis von Ai ist fur

i=T,00,ym doh. A?,,.,AW gind gimultan diagonalisierbar.

(2) A.*A. = A.eh. Tlr Tyd=Tyeea,yt

Beweig:
~ 2 @
(1) => (2): Jeien Véﬁvi,uﬁ.yvpi und - (i, e d1,...,mte velie-

big aber Tesgt. Mach Voraussetzung existleren

Qj,ﬁjelﬁ mit iiv w Aiv und Ajv = A)v,
N ot o N L. t
W , ,
BN B AL VE AL ALY
Aglagv) = Adiv= 44,
AL(ALv) = ﬂ1~Aﬂv
Lioeh, o durch ihre
]' (J
erte aunf den agia ivW,..w,vy i sehon elndeutbiy
oot imnl oo il
i Sl T xk';,»"‘\_
Lo g1
Die Rommutativitat folgt daher aus der )
Lommutativitat von Diagonalmatrizen.

i)

- PR hasl



Fir m=1 dist die Bedingung (2) trivial

Ay AyeAy und die Bedingung (1) folgt aus

dem Spektralsatz, Hs genligt den PFall m=2  2u

betrachten.

0]

Seien A,B zwel selbstadjunglerte Matrizen mit
AB = BA. Wir verwenden wie schon im ersten Teil
die gleiche Bezeichnung flir die zugeordneten line-

aren Abbildungen.

Nach dem Spektralsatz gibt es eine Zerlegung

1

K = vq@,...@vl wobel V. := EigA(ii) - Kern(AwiiE)

und i1"“’kk die paarweise verschiedenen Bigen-—
werte von A sind. Dabei bedeutet flr zwei Vektor-
raume VW = k" ovew die sog@nannte orthogonale
Summe  VaW = {Oé und  ViIW (dohe <v,wr o= 0 flr

veV,welW  belieblg; <*,*> das kanonische Skalar-

produkt des §KL)

Wir zeigen nun die wesentliche Eigenschaft
B(Vi) € V... .Miersu sel veV, Dbeliebig, dann ist

wegen V., = Eigi(ij) Av = A voound daher

A(BY) = (AB)v = B(AV) = B(Aiv> = A;Bv

Das bedeutet aber  Bv dst ein bigenvektor von A

T

zum Eigenwert Ai also Bvavi“ Das ist auch schon

alles was wir bendtigen, denn B st wieder

Py

selbstadjungiert. Sel nun dimvi =y 20 D= N

an und

!
3 -x\ -
. : . - 3 . i) JOR
erhalten eine Orthonormalbasis v% ‘,Qnﬁﬁyvg 1>

3

Wir werden den Svektralsatz aul o B

<
.

von Vwi aus bigenvektorern von 1iV'“ Unsere
i : Vi

gesuchte Ragisg ist dann
(1 (ny) (1) (ng
{V%l > o aay Vk! i ‘ g% W e Ry v 1& ’ g owoaw g v “{ S ) %

g-c.d

- BB



Betrachten wir nun unser Problem I:

CM% + B¥ + Kx = D x(T) = xu 2T x.ﬁr
Substitution 1 yos= fIx  <=»  x = %: v
M
Wir erhalten | I e § + B l@ ﬁ + K %ﬁ Vo= P
BT ' BT
und durch Tinksmultiplikabion mit +— wegen — M i = T
: M ST AT n
: T 51 e 1 1 1
sofort Y 4 = B oo § 4 e K e ¥ omo— D
M Tu M fu fm
2 .
Definieren wir A= % %3 B l@ ilq = l@ K lz q = lmp
, R N ' m  fu M
so erhalten wir das Anfangswertproblem
2 .
g} + gﬁgy +'§2Oy = y(‘i:’) e y,i: i FMX?:" &(fg) o {}E, = mx‘ﬁ'
" w L w2 y
Die Matrizen A=t los il una &=Lkl sina
S ST AR i T

wieder selbstadjungiert und positiv semidefinit, nach Satz VI.3
also genauw dann simultan durch e€ine Orthogonaltransformation

diagonalisierbar wenn

.
2

ASly = QyA

£
o

Das bedeutet Tl gl gl oLl gl 1l gl

"THomm m Swm WM T

oder | I R L G SR S S Pl S
i M T , (1
und schlieBlich B~ K = KM B
Alsos s existiert einevMatrix Soomit St = S"?, so dal’
Tt T ) :
o ES = A = dié_lg ((3,] ,uo-b,arl) él 20
| R S P 0 > .
und D -'Q-()S = S}.O——- (ilag ('\JO,} § 9 8 ’\A)On) V\)Oi h ()
genau dann wenn TR = KB

- B4 -
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%%

N

Setzern wir 7z 3= Sy &=> Yy = 02 Subgtitution 2

SRR ; b N R =
sundchst Yoy PASE S+ Q

und durch Multiplikation mit §° wvon links

und damit wegen

1

Anfangsproblems

Z<t) = ri)”!:" = S) t:y'n':a e S -t ﬂﬁ *{1\:

& . q t @ i “s‘f R
Z(T) = Zp = 8 Fe = 8 5T o

Dieg dst ein entkoppeltes System

”
» & e
Foo+ 00z o+ wWwSin o= h J=lyewveyn

]
1 - |
\ 7 w I\ e 1

Vir verwenden jetzt den folg

Satz VI.4 Losung der gedampften Schwingungsgleichung

Das Anfangsproblen

SRR

3] 2

' e 2 247 2
¥ o+ 28% + w O\{ =R X iRy bel.,wi 2 Q),u)“‘ te Wi dT W e L\)

begitnt die eindeutiyg begtimmte Losung

Ly

w(t) = e (tmt>(mosﬁw{tmtf]xv + %-sinﬁvﬁmﬁﬁ} o (%

ot T c e b .
StyT und - 2(¥) = S y(T) = 8 §? das



Beweis:

Wir setzen zunichst voraus, dal w0 und hﬂQ#O wahrend wir
an  § keine zusidtzliche Vorausgsetzung machen. Um keine ane

deren Hilfsmittel (Laplacetransformation, Fundamentalldsung)
einfihren zu missen, wdhlen wir den komplizierteren Weg iliber
die Umwandlung in ein System erster Ordnung.

: 0 1 i 5 ,_
V=Ay +f A= ( yer? = (Ner®  y = (Der?
w2 -2 h €

Als Eigenwerte von A erhalten wir A= ~$+iw und A= —d-iw
mit den zugehdrigen Eigenridumen

N X B A
Big,(4) = () Big, (D) = ¢(*))
wm “)c‘_.
0 0
Dann getzt man
- -
Q= [ReCioN1m(* )] = () )
wd wé W O

unter unserer Zusatzvorausgsetzung w 30 ,y w0 wird Q regu-
0 v &

lar und
-1 1
T a0
wwp o wo

—d W

Wegen Q”qAQ = N é)

=8 A@ & MC

und der Tatsache, daB

@ e <v a‘ ‘-b “ € ,)., o A'“, oy by N Y Y | . s IR Y N T
My 2= {(b a) 2 a,be Ry = {ﬂatrlzgnllng der 2x2 Matrlzen}

einen zu @ isomorphen Kérper (vermdge (2 “Dy 4 a4iy bildet.
‘ - b a

Wird das Differientialgleichungssysten

- =

W= A@W + Q. f wos= gy
dquivalent zu
7 o= (=d+iw)z + h Zot= W, in, hoy= (Q”f)1 + i(Q"1f)?

- 56 =



1x1

mit der. € ~fundamentalnatrix

® w1t -3t dwt - S
o briw)t em ot dwt o “t(cogwt + isinwt)
At .
: @ -0t scoswt  —ginwt
go wird e =8 F
Also (Sinwt  coswt’
: R ‘ o At
und schlieBlich etV QQm?eAtQQMT = QeQ Athmq = Qe ¢ Qmj
Sleerrechnet sich zu
At St (CObwt + £ sinwt = sinwt 3y
e =g -
§ TN i g
(1 % <) sinwt coswh - %= sinwt
* el w /
e w
Wir erhalten damit die Ldsung von
2 ; - o Q X
yo= Ay + ¢ ) o= (p) ) y o= (%)
£
() = ()
v
i
e v (e A A tRa ) e
in der Form y o= eA(“ >y(T) + &’ekkt ”)i(s)ds
b
und indem wir die erste Komponente von y betrachten erhalten
wir die Behauptung im Fall woxo und  w %0,
Der Fall w™ >0 und auO>O et somit unmittelbar klar. Der
. ! 2 ; 2 , : ]2 [ 2yoile
Fall w™<0 und wn20  ergibt sich wegen wi=lw = =( = )=id-w®
aus: der Formel des Satzes mit w e Tw und
.
1(ix) c=i(ix) -3 X
i e + 6 o e
cosix = A S s = cosh(x)
8 [
sowie sinix = St SelC Lelieel l~§:m$§wi(w L ginn(x)
b Do T 21 o ek T R jiea b
also éﬁ?éﬁﬁ % sinh(w)
durch einfaches ersetzen von cog und sin durch  cosh  und
sinhe Man spricht in diesem Fall von stark gediémpften Systemen.
Loy R Lo 2 & : S i
Im EalltvaiQ wird w =-=38° und wir erhalten das Problen
oeo8x 8
x(T) = x
() ‘<f{;
LI ;“\,
‘LL> X v
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: R . . S1rw
und die Lésung mit lim Sinut t

" und lim cos
W) e ()

W ()

oate VIied ist damit bewiesen,

wh =0

Mit Satz VI.4 erhalten wir als Ldsungen des entkoppelten Systems

& s B 2 [ i Y
2 + 2535 +cﬂojzj = hj J=1yeaes,n
z.(T) = z.
J Lj :
%a- i:m) = }nw
5 ;

=0, (t=T) R 1 ‘

2. (t) = e 9 leos[w. (t=1)] 2+ + = sinfw,(t=-1)] (2.

W,

. S o o sinfw,(t-s)]n. (s)ds
_1 [®
L U

in Matrizenschreibweise mit

A PP dlag (\'S.,i,‘go;,én)

- éjoiﬁ

-4 (> & oo di&ﬂ (WO’] § o es o gwc)m) =3 i l.()
. 2 Ne
2 1= diag @M,,n...,ﬁn) ::{QO -4
die Losung
' .
— L] " ¥ @ w‘
2(t) = e Ab Leos@t )ay + élsinﬁlt Jzg = Az d]
& 'tu 1 .
+‘§ e~ 1 sin(ft Yh(s)ds
) 2
L
3 . :
wobei zur Abkirzung =t :=t-7T und £t sty gesetzt wurde.
Nach Substitulion wars
s S N ‘t} L',“t
y.o= 32 o> Zoml 5y und h = 8"q

Also erhalten wirs

i
— ? - [ oy
y(£) = 5e”% [eos(at')sly, + £ sin(@t )[Styt - sbsasty.

-+
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¥ -
T A R ¢ ) Yoat 1 : ! @ g & Aoy
se7bt g [Scos(Rt )8 Voo + 8 §3s1mﬁﬂt 15 [yr -~ Qy?]J

SO
Ly Se B sin(Rt )8 'q(s)ds

- b amats T 1 oatans "ol A ‘]
= e LQOQ(QQS t )yr +°S fis Ssin(t )S {yw e Ay?l.

e t '\ S 3 . 1 ) ! N o ) ]
= e LLOS(“L )yt + ﬁnblH(Qt )[y? | 5yTJ

py » P “M”:f)" ) ;
Dabei ist AR SﬂSt = CE;“ -\ S{
SchlieBlich ergibt sich wegen X = ey o
Nt M

und &T = Wy mit - &AM = % Ll gl m=lwls sowie
b M <M W

die Losung

ey ¥

x(t) = e | [QOS(ﬁt ) % +fiquin( v )<§? - %qume)J

e
+‘S e ° 827 sin(Qt" )M plae)ds
D

s P EE R, 1)
falls BM K = KM °B
Nennen wir Woigs wwen eine Matrix von Normalschwingungen

(nicht eindeutig bestimmt) so folgt

. L e R b i iy ate P
NIMN o (e 3) W e G2 57 e W] e o= §YS = K

[ W M TH n

vipn s (Leybs g s gy ooa - dias(S.,....,8
1 B B M SR “n



tonr 1 L T 1N oy [ RO - B 2 2
N KN = (Fﬁ S) K Tﬁ's =9 m__K, [ﬁ;u =0q = dlagﬁdo1,au.,won)
e eyt 2 st Lostm
T | il
= 2 2
daher wird » o= NIy =47 N
R PRPORS w =1 _ 1 a1 oy =Ty 1 '
und N7 (M7 B)N = (MN)T BN = (Mem—3)"'BN = (W 8)7'B — §
i I
=11 ] 141 . s
=58 =B =8 =8" =B =5 =2A=diag(d,,..,d )
M i i m 1 n
. TR . -1 -t
Aus N MN = By folgt M " = NN

Damit sind alle Ausdriicke in unserer Losungsformel elementar

durch N ausdrickbar,

Ist umgekehrt N irgend eine Matrix mit NtMN = En ’
t 1 - t . 2 s > . § IR oY 3
N'BN = 24 , N'KN = QO so definieren wir S :=[M N und es
gilt: '
o t o3 ‘ Y3 g t ‘ N t , - L W vy
S8 = (M M MM N = NN N = N'uN = 8,

st Ik Ls = (Mm Lx LAy = wtky - 0f
o m M
st lelsg-lstlplg o labenoloaca
R U “ M m “ “

Also reicht eine Matrix N wit den folgenden 3 Bigenschaften:

NtBN:BT:diag(bgq,,..,bgn) generalisierte Diampfungsmatrix B =2A
> Y] &

& g

k_ ) generalisierte Steifigkeitsmatrix Kgxﬂg

NtKNmKF:diag(kgq,..., n

Das charakteristische Polynom  pyp. (L) := det(iam + AB + K)
besitzt wegen

1
det (N

Do (K) = det(A°M + AB + K) = det(NU(A°M + 4B + K)N)- ,
MBK i

i

det(AZE, + 284 + 07)-
' det(m“1)

K
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%

. : 2 . e
= det(M) - det(l}%l+ £A£+~Q6)

)
[t

Oj>

H

oy
det M o T (A% + 284 +w
fe N
J
. IR o > )
= det M o T (A% & aéjx + Sj + Woj = éj)

£ ‘ o 2
det M o T (A + 6ﬁ}" +owy

i

genau die Nullstellen Soo+ dw, J=Tyeae ey

Wir fassen unser Hrgebnis in folgendem Satz zusammen:

Satz V1.5 Losung des Anfangswertproblems fir die schwach

geddmplte Schwingung

Gegeben sei das Anfangswertproblem:

MX + B%¥ + Kx = p  1,B,KeR™™

alle selbstadjungiert
T) = X il pvositiv definit

¢ e , f A v s s
= X ByK o pogitiv gemidefinit

Man erhalt im allgemeinen Fall die LOsung
0 5 0 H
n n
t=~7T) t : (t=s), .
X ﬁ‘mj " i 1 T ( X A 1 W W"“'] T 0
) i =W Ke -l R ( v ) i S A = B ds

T M pls)
wobel die Systemmatrix Jordantransformiert werden muld.
Genau dann existiert eine Matrix N  mit den Eigenschaften

TN = 1 Noodste Mo oorthogonal

BN = B = 2A D= diag(byyeeee,d))

& n
(3) whkw = k=0 Q% = diagw: :
2) NWKI = K, o= o 7 Ay, .0

wernn BM K = KM B

2 & 2 S SRR : :
Ist zusdtzlich R° :m‘ﬁé =& positiv o definit (schwachge=-
&

lautet die Losung des Anfangswertproblems:

ddmpftes System) so
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x(t)=e 2 - (cosﬂg(tm%ﬂxw+ﬂ“?Sinﬂﬂ(t«%j](if~%M”1BX%ﬁ
1 1ol
s T B(t=s)
+ S e 2 .ijﬁinfﬂ(tms)]MmTp(s)ds
J
wobei Q= NQ N SR = LQE = diag(W,yeeee,w )
g g g ! n

Jede solche Matrix N heiBt Normal- oder Modalmatrix (Matrix
der Normalschwingungen). '

Bs gilt: B = 2NANT

Die Operatoren in der LOsungsformel kinnen daher folgender-

malfen berechnet werden

1,1

mgm Bt

e S AL el
sin(@t) = N sin(Q,t) N~
-1 Lyt !
g
cos(Rt) = N cos(R, 1) !
0 .
1 R

M7= NN

Jede Matrix N von Normalschwingungen begitzt die Gestalt

w= 13 wit s7'=s?
i :

Definiert man

AL nxn R PN : i
A.»»A+19g€<ﬁ . A«dl&g(i1,..,in)wdlag(51+lw1,..,én%lwn)

dann erfullt die Matrix der Normalschwingungen das Matrizen-—

Kigenwertproblem,
MNAT + BNA + KV = 0

Die komplexen Zahlen 11,...,Xn gind hierbei die Nullstellen
des charakteristischen Polynomes

() = det(MA® + BA + K)

PuBx

- B =



Bewelis:

AR

- Nach den vorausgegangeren Be 18t
Gleichung des Matrizen-tEigenwertproblems zu
folegt aus
2 ,
MNA™ + BNA + =0
N e w .
<==> W UNA® + NT'BNA + WIKN = 0O
2 : 2 .
== N ;,mébLfD@ =0
VAL & 084 2
& Do 2oL AL WX o= 0
> P ARG 1 01 & &
* und damit ist der Satz gezeigt.
¥ . . B . -
Der Spegialfall deg ungedidmpften Systems
Hier ist die Vertrdglichkeitsbedingung stets
erfillt (B=0).
Die Losung des Anfangswertproblems
wir X g
Mx + o kx=p
vmm\ﬂ;v R e
D
gschreibt sich in der Form
§ . K ; .!.«w . m w g
X(b) = cos|Q (t=T)] x~ + Q. siv : T X
x(£) = cos|Q(4-V)]xp + Q7 sin@,(t-T)] .
t
ST el
+ V@O sgin _..QCA T,,n& M- pls)ds
20 :
. 2 R , ﬁm
wobed QL= = K und R4 = 1R
) Q O
Die i g und
TRy ) ii,d
K der Form =
und Qe eeesW
- - 6% -




Daher gilt:

e

NYMN = B

T R SR 2
IJ KN — ’Q()éz ""”‘ d]»ag(u)o.} , ® & 0 @ ’W()n)

Die Operatoren in der Losungsformel konnen folgendermaBen
berechnet werden:

it

Csin(Qyt) = N sin(QOgt)N"1

‘ _ .
oos(QOt} = N cos(QOgt)N

11

- -
520 = NQ . N

Og

! o= 't

Die Matrix der Normalschwingungen N erfillt das Matrizen-
Eigenwertproblem

0 MNﬁgg + KN = 0

Das charakteristische Polynom

N

Py (A) i= det (MA® + K)

besitzt die Nullstellen Ay = AWh ey d = W
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VII Stabilitdt von Bigenwerten

Satz VII.1T Ableitung der Abbildung det o0 3 IR www R
b det G(4)

Bg sei

- LIX
1) C ¢ IR =ik AT e et o A PR :
(1) b e O(4) I mal stetig differenzierbar

L

das bedeutet: Alle Komponentenfunktionen

C.uy & IR —= IR sind 1 mal stetig
1 1 e Ci,(ﬁ)

RN

difterenzierbar

(2) ej(t) t= C(t)e, die j=te Spalte von
0(t) = [oq(t)teaile (1))

(3) p 1= det o0 3 IR —= IR )
t o det C(1)

Dann ist auch p 1 mal stetig differenzierbar und es gilt:

k - .

p(t) m:Ziﬂ i (i}detD:G(t) TUP K0y s v syl
«€{0,.uu K}
fobl =k

($7)

S . ; e el ; . e
wobel flir einen Multiiridex uéiNO und:ein k&}NQ

Ky k! B
( P - der Multinominalkoeffizient

{:i e s

AN C Tl Wy
(TQL>I‘.¢..3(‘(‘TT’) (H<t>]

foet 5w ol der-Multiindexbetrag

Bewela:

S - 1 . i X1 - :

statt cme{oy...,k} schreibe mﬁlmo denn-es ist
o : n :

foee 1y ¢ teth = ko= {e€{0, . 0,k} 0 o ixl o=k} da
N

foef = kK => Ve £ X

ey
whi oy N e



e 0 o, (OR Oqp - v dy 0
k=0: » | (5)aetDLC(t) = (5)detDyo(t) = detC(t) = p(t)=(S)"p(+)
ae!NO
ey =0

Also stimmt die Behauptung im Fall k=0

=13 zi_ (m)detDtL(t) 2 ﬁf (; )dotbtlc(t) = detDtIO(t)

R xe ! 11 i 1=
0
fotf=1

n ‘ B
= %;1 det oy (1)1, (6)uaide (1)]

Also ist zu zeigen:

d 14 . .
TE (8 EZ detfog (8)lanad 8, (1) wor o ()]

ia
¥

Die gieht man z.B. so:

0 ‘ n S '
: - detC . / ddetC Nag - -
dp(t) . E f.)n._.._:m dea. .\t) . E o =hied C(t)dt totales
1=1 abij L 1j=1 Dcij o Differential

Algo wird:

n
d s ietC
1) =2 8. (8) 24ete
' 1] ' 1

n ‘ N
= ¢ N g (- oy N :
jreeg 1}:%:1 Cla(t) C)C—‘! —] \jOL [(,]<t>i .,ai\)\J<tl)] "‘{Q’n(i’>J

TR

RN 3 : o,
..... b e (L ERRPREEE G EON )
= CE () 33;} dﬁt[,1(t)&,..l%é1 1

In der letzten Formel bedeutet e%: der l-te Plnhelt 3V e K-
tor eq steht in der J=ten Spalte der Matrix C. Also

haben wir wegen der Multilinearitit von det

12(1)= F &, (thgoy (1) detfo, (8)1en.lefi eiioy (1)
' ijl=1 . RN R ’
n ; \ j
= 2; Cij(t> 5i1 det[c ) i...\c‘\ cn(t)]
1j1=1 :

it

815(8) detfog()luletiiic (1]
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o

n : i ,
= %;1 detlﬁq(t)l..n)cj(t)lqns{on(tx]

Die Behauptung stimmt demnach im Fall k=1

o]

¢ beliebig: Um die Idee fiir beliebiges k zu illugtrieren

hetrachten wir sunidchst den Pall k=2,

&

det{ogleveteglato ] nach Fall k=1

o d
PR =]

M?ﬁ

s

ol :
wr -g-'m Yo d : Y "
= 2 T stqulnag\ci\...SLHj

e e = “ oo e Ll ke
+ uot[bwln,»ibi!,..iunj ) nach: Fall k=1

:é . o ®
_}" d O }u (\: 1 ‘ R 1 ‘ C ] l ® & B ! é.i ; P89 i (: Yl ]
T T N s {

; 140 . . '
" } T ‘ . ;
t £ S Cj.ht\-(;.]li.tic«i“ D'*l("ﬁ"‘mlbﬁ]
i=10 Jei+] 3

Vertausoher wir in der dritten: Summe die Sumnmd-

tionsreihenfolge, so erhalten wiv

o

8 . .
0=y déthﬂl.a,!Hﬁ},,»(ﬁp}

l w ] '

iy il

L e |
{’E §:M ’\i & t,' L\“' } ; e » I ¢ \‘ , L) ‘ 6 ‘i ‘ e | o ) ]

1

n a1

+ §:N E: d@t[81§“.uiéiiw.”!é;l..,loﬂ3

S 2 I
RE AN



Jetzt vertauschen wir i

Indizes 1 s ]

n g1
2y ¥

J=2 d=1

n.

+ 2
1=
2

189« j5n

]

I

2

=1

Die letzte Darstellung von

denn

3

e

=D g
il Lo

Tsi<isn

oilh:

&
%

“und

dot[a1!,n«!

roder zwelten

erhalten

[

det{oqi.n.!gil.,.!on]

€

det[e1i..,i3i!¢°,lon]

Doodist di

L:Lg&bht()j‘nd

[y

..iéﬁ]

- o e 1
=27 det R d o) + D> d
121« jsn 1=
o) & i e :! |
= (o Lo )det D~ 2 C(t)
18i<jsn 71 7]
n o Reﬁ
v 2 (5o et c(t)
1= i
2N s Lol

wefo, 1,23
oo | =2

o

Im Fall - k=2
und - fiir beliebiges

unsere Darstellung

22

12i< j4n

p(t) =

det

L +e
1

D

k=2 betraohﬁen W

Jate) ko

1€ isn

Summe die

(1(",1}[01'ca»sé‘%souwléje.antgnj

detL01!...3Ci4¢,uioji...lcn]

e des Satzes,

.lcnj

ist die Behauptung damit gezeigt

ir nochmals

ce.
detD — C(t)

Bei-der Differentiation tauchen gleiche Therme

auf,

die wir durch sortieren zusammenziehen.
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Folgerung

Sty

sucht: wird fir beliebiges 'k der Vorfaktor. Fra-

gestellungen dieger Art behandelt man in der Komw
binatorik, die 2z.B. in der elementaren Wahrschein-

lichkeitstheorie behandelt wird,
Sehen wir das Problem kombinatorisch, so lautet
die Fragestellung:

In einer Urne befinden sich k: Kugeln, davon

U

% von der farbe: J=l,...,0n und es gilt

(3

P

1

Wieviele unterscheidbare Anordnungen gibt es

Mit der Antwort () (vgl. CEUNG - Hlementare

5) und der Zu-

Wahrscheinlichkeitstheorie S,

ordnung

TR . %l
Urne mit k Kugeln 2 <TT> D

Farbe Tyeewey = Spalten der Matri:

ol

sind et

H
von der Farbe jJ

Loat andoder Satz bewieaen.

e, ds

- A——

iat unger Problemn

deg verallgeneinerten charake

Colyriomes

S

und

seilen

behaupter

SNXN

Ay BEIR e rizen. Wi
4 AN I3
“\7? \/\ [ B aat \;\\ + iﬂz>
ben:
1o} .
P Ao
pa(t) = (2 et BP) ¢




wobel
8 by  falls fA.=1
B e, = J J die j=te Spalte von Bg
A Y a., falls A.=0 -
J J
Wir nennen:
IB ' die B-te Potenz von B zur Basis A
A
Tet A=E 8o schreiben wir:
B f3 ‘ ,
}B := B B~te Potenz von B (zur Basis )
: B

Beweils:

Definiere C(t):=A+tB dann wird pAR t)=detC(t) und nach
S Satz VII.2 gilt:

pr)ft) =D (Byaer fo(t)

m&lNo
lel} =k
- Kk - ; '
= zm i ( )deat['.a‘i< ) ~ + tb.ﬁ!'"']
wélNg o at 1 1
fob) =k
a. + th ()
e N S i ,1m “
: gﬁdwn <x>det[°"‘ bi “1“1 !""'J
lot) =k *
5 N [ a; + tby e.=0
R (m')det o v @ ‘ ) - B "‘"}
. n . e
L *)

denn die Determinante einer Matrix wird 0 falls eine Spalte

dey Matrix 0 idst. Insbesondere wird fir - t=0

& . oo =0
p O E )dﬁ.f R l ' 6 e B o

o0, =1
lwl +



4

Dabeil gilt die letzte Gleichung weill <m

filr «€{0,1}".

Binsetzen in die Taylerformel pkw(f liefert

o

p,R(t) =5 (3 et BY ) %
AB k=0 ( €{0, 1} n f )
job) =k

Nun gilt flir o«e{0,1}" el = » &« < n , so dal die

Koetfizienten fiur - ks>n "alle O gind. Damit erhaltern wir die

Behauptung,

Folgerung VII1,3 Koeffizienten des speziellen charakteristi-

L]

schen Polynoms

- . NN X : . e L
Bs sei A€IR und - p, () r=det(A~tE) das zugehdrige Polynom.

A

Dann gilt O\(t) = (=1)" b, t

wobei ol

Bereichnen wir mit
¥

Ay . . . o N o .
K1 clabrix die durch Streichen

Jeile kound Sralte loaag A

¥ o . . . o - .
AgE Ay i die NMatrix die durch 3Streichen
L RREREES

der Jeilen und Spalten

é?’ *ow,ﬁwi aus A entosteht




v

tUagrRUIOpULSdTOT uUBW

L N[ e
U= |9 | 0.
48p = ¥ 48P = ¥ 149p { =g
FLBULS STTOL ULlTamz €8p Towaod a1

Junjdneyeyg Jep TI8] ©9SJda8 J9p OSTR

T=U={20f
o {L¢0}a» . - 0=1 ;
(RS oD U 7 M T e T - — 7 NS .
w40 L=ta am g3 fa(1m) = ()'a sty

p ool ~U= -0 BD pun (4

rzu.pﬁsv ATYNO[ TG ©IOPUOSSUSUT OST®

A D e i

Aﬁﬂnmyv jusgoduspr st {L0T - [ {1°0} f 4 Funprraqy oiq
=T
Ahae.scmwxv o A@ =e 9 ﬁ@@@k«
1ot
fL507 2
- 1ot 0=1
H U -
HpbV 30D (=) ¢ =
L4010
L€0Ya% 0=T
Voo, WURE -5
(8 ¥op vaﬁm_;v Lm =
4W;HH,WQO~
, u L 0f9% 0=1 ey "
((37) (G aep RO C R R CORC N EOAC
TSTomoq
L= g
o LET o
e T = (v)dg = FTq
u
, . usbizeeosbrgy .
e N WU 3ep { = q
L L=t |
Voaep = Mg
™
v q0p =Yg 19703 08

£



i " - o i Ay e - A
by = 2 det AV = 3 det EY = ;}M’ det

Fo0) w1 Jodd e - el

i

n
§;1 de‘t[}.‘l‘]iunn'eiln-a"c:i.rli}

\\l“l i=1
Laplace-Entwicklung Spalte 1

- 1 . i - / j j ae & ] E so € .i LS &h:]

i

PN RN X R
%;1 (=1) detqﬁqi.*»\&iiau»§dnjii

S X1 d@t[a«‘j "‘“'lej‘l “m’gal’l]"i.i

¢! n

s Aot a £ [ } [ N 3 et
= E; det Aqlesstaglesata iy = 2w‘ det
=1 . =1

e,
Wir haben sogar mehr gezeigt: ~det b = det

b= 2 det A% = det A9 s det m o= 1

brr~1

Al . Il 5
= det[g. e Qi 0L )ewesle
o ! ;2: SRR iar}

1= i

= v _.. - & ] i d & t; [‘i /‘ i & .oa 8 } (S ) LRE IR l o 21} §\w\
Ao~ ] :J e 1 ¢ ' ¥ 1 J

Flir  d=1,i.e.,n=1 gilt:

Dy = E_ o det A = E: | det Eii@
(=4 =Yl ‘C).;l =

{0, 13 "

A

!
Aii

€ e

J

ey

3ot e O o
G Ji d(:i;td“:! i Qe i Gﬁll CREEE Y i clnj jj

i

iy

5

il

] ]

det

§]

A

; 1]
moget Al
i

e
n

1

]



L

2. ey
= > detpd=! J o 5 deta" .
Tﬁi,“:..w‘iilﬁl’l ‘ '].m.i,]‘i.",a.#:il'ﬁn ‘ 1y 3**“y~3--1

Zum Bewels der letzten Gleichung reicht die folgende Identitat

st N

e.,+e., -y B '
. o L J . i J ' ) e AR b
det T, = detfal. ] = et Ayi]5; = det Al

die sich leicht aus der schon bewiesenen Tdenditat

e, e
det EA* = det A;i = det A? ergibt. Die Multiindizes & und
gﬁ haben hierbei die gleiche Bedeutung im 9N8“1 wie die
Indizes e und e. 1im iNg.
gaewda
Folgerung VIT.4  Produktformeln
%% ‘ 2 &g & i
(a.+b.) = , a api=det Ag  As=diag(a,,...,a.)
jeq 107d ®6{0,1}n‘ b b 1 n
‘a’liﬁﬂ Bx:—-diag(bj,oa.’bn)
Speziell flr b, =1 a, = p g
1 1 1
n - v 0o ws (% % =1
T (1+x) :}; ‘ n X 0= 7] XiL xikz{Jl“ M*MQ}
1=1 - OLQ{_O, 1} =1 . 1
Jaeign
Dies ist die wohlbekannte Multiindexpotenz eines Vektors

Beweis:

Seil A:diag(aq,...,an) und B:diag(bq,.,.,bn) dann wird

e}
~i§1<ai+bi) = det(A+B) = det(A-%tB)'_tM
" G . ;
= z;: (Z n det BA)t ft=1 — Z n det B,\x
1=0 f3€40,1} 1=0 Re{0,1}
131 =1 ipl=1

- T -



= 2 det B, = EL“, . det Ay =
tRisn P | %y

Speziell fur b =g und 8 = X

Il e ol
m (1+Xj) ::} ( }n Xz mit Xﬁ det XF
1= : o €{0,1} ’ ’ -
loc)sn

i

) X:mdiag(x?,agﬁgxn)

und da

( . .
det (X?) = det Ldiag (qu

& I ol

n il iR
ya.wn,:}(\f )n} i “ b
1{1 A :IL - \li :1'«

Tolgt die Behauptung.

Foleerung VII.S Abhidngigkeiten der Bigenwerte von der Matrix

LSnxn : . ‘
(1) A€IR eine latbrix
(2) £1,a¢,,£ﬂ die zugehdrigen Bigenwerte, d.h., die Null-

stellen von pﬁit) v= det (A=-th)

Dann gilt fir 1=0,...,n

&oay det A%
e 0,14 " ge{o, 13"
Joet =1 loos =1

wobeil

)
AT e AF die a~te.  Pobenz von A

speziell erhdlt man fir

1=0:11 = det E l=ns | TV Ai = det A

Ao o= 8p(a) Ten=Tt] ‘Ef A= §i det Ag
, y ; i




Beweisg:

P, () = det(A=tE) = T (A,=t) (h.eC und A,=4, zugelassen)
-A ] } 1 L L J i

Nach Folgerung VII.4 gilt:

n

T (4-1) wg Ao = detA
sl 1 ’ ~te T
e , f{Q9?§ﬂ e 2%{0’1§n £
Jeelzn e 1€
Yot (otn)e=% o § C oy e=oed PSS
= det(mtE)e = (=%) det RS
mzé{o,‘i}n A ezt;‘e{_o’q}n TAN
tel 41 FAES
%é 031 h
VRT3
. Zf (W1>se~au JCa
o €§0,11" ’
fe) s n
n : ,
::Z: Ej (mqﬂemwiimnﬂemm!
T=0 aeio, 13"

jolt =1

}%L: ( )H*l(Z | As‘x’p) T ]
- =1 Ik
=0 x€{0,13 "

i&;s:l ‘

Aridererseits war nach Folgerung VIT.3

11 . :
1 1 . - o
p, (1) = > (=1)" by t mit by = Z» det A
A l:'O L ,L ponr iO ; 1 } n

feey =n~1

&

&efo, 14" =l G0, !

Der erste Teil ist somit gezeigt. Die Spezialfidlle ergeben
sich durch einsetzen von 1.

1=0: 2 detd™ = deta’ = det® =y

lOL}:O ) =0

£ 2 40 %L?:ﬂ
=t
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&

I [ ki . oooe 5 T
1=1: 3 deth =) deth * = 5p(A) = =2 A= 4
ft =1 T=1 1= =1
, i e, .
l=n=1: S deth = Y detE) = ) detB,’ = 3 dethl
joc) =n-1 Jodl =1 N 1= A
E _\t-!..i.t MW 5 gy
= ‘Ag pie M,.H @MC = pess N&, @Ay ! - m. k
foc] =n-1 joi|=1 =1 51 g1
: : o " , Res

l=n: MM dets” = deta® = detd = MW, o A8 e T A
J ot} =n fag) =n J=1

Folgerung VII.6 Das charakteristische Polynom einer gestorten

Matrix

Fg geien
(1) A,B,C ¢ R™"
(2) pypelest) @= det [A+sB+tC]

Dann gil

& 1
& MW py(s) t

pyls) =% det, wws%v 5k

OO A
k=0 (B,#)e{0,13" x{0,1}"
CIpt, gl ) = (k1)
R4 dse

die i Spalte von o 4B
) b {
i N ~>r

.mf

o}
Bewelgs:
setze g(s,t) = Dann wird
% e ol o -
2y 2y gy w2y M2y 2 e @
() () ale,t) = () () ° det[aseneie]



oL 4
1 2 4
- (L) ( 5) det D) [a+sB+tc]
2715 (P e of prsnes

- Y2y 2y 4
=2 0 T aet pf [aveBeto]

JG)NO
Sd’;:::l”?
S o
' - ; Y .
D }; 1) et o8 DY [A+sB+tC]
n ‘¢ wh ﬁ g
£é 'N/W € 31\(\ v
I =, Y
@ & ai+8bi+tci !i:O
. 5o . il i
(,31)(,) det Df{.. c. 3»_..»:1| ]
A, r)e Nty S i i
By O 0 0) &l
(lﬁ!,ur;} = o B 1
tsbytte, ri=0, A, =0
. %W)emnw o 6 et °1 =15 8,20 ]
(181,141) = o 0 fi>1 v ﬁ >1

as+sb o +to, (R=¢) (1)=0

= ( ) )dgt b, ( os e
% a’)e{o 13 x40, 14 " ﬂ [ ‘ = ]
A o4 (R=i) (1)1
RA+dse

O
st a1

Also folgt fir D(:,t) = (Ds) (Dt)

“ 5 %y ay ay (R=q)(1)=0

D(gyt[) é7j<C)’O> = Z:-.. (ﬁ )( J’ )de‘tL.; ).l (ﬁ“‘d‘)(‘i)x'} Inman:]

(Bya) € 1, , o, (A=) (i)=-1
wobel

Gy : an n . = R

e 1(x,y) e {0,133 {0,137 ¢+ (1xt,1y1) =anxtyse := » ei§

i=1
d ‘
und Xy £ e <=> Vixi+y, £1

1

' ol & 1 65 !
Fir  (f,¢) € My wird (f;)( f) S I 041! ° 0"'2!‘ =8 a0t



Wir erhalten daher ﬁﬂmwﬁv g(0,0) = MWM o4 !

”,mw;. ¥
(B, 4)e M,

Einsetzen in Taylerformel (vgl. z.RB. Forster Analysis I1)

g g g »
Uaﬁmdeﬁowcv . | o0 oy 0y

gle,t) = MW v sy (gy1) (s,t) t=8
Rm_Z@ ‘

=k

g - o (T8
liefert gls,t) = J Qﬁﬁo mws% 5 u §a

0 e,

i i S

‘ nMW; . det . ww;% s |t °
; e Ny (R, 4) €, .
n

g

Die -letzte Gleichhelt gilt weil

Joof = B+ 1l = 18+ &1 5 tel = n filr (B,¢) €M,
und daher Ny = & flir Jou | > 11,
Wirrerhalten
n %o o0 o
L £ i R : e Q \u
%Jﬁmwﬁv = Vz...z M& wa!.. aet www s 5 toe
=0 @re0 myeew,

v
.

Nach: Definit die Behauptung und Fol-

gerung VIT.6 ist bewileger

Folgerung VIL.7 ~Das apezielle charakterigtische Polyvnom einer

gestorten A+SB
Bs seil
e | IAXTL , S : :
(1) A,BE€IR und = die Binheltsmatrix
(2) Dip (syt) 1= det[A+sB~tE] das charakteristische Poly-
nom -der Matrix A+aB

¥ e %Q -

¥




Dann gilt:

’ n" ¢ 1 : l
(a) pAB (s,t) = Z_ (=1) pl(s) t
1=0
: L o By k
wobed 1 pq(s) = ST B By ) s
k=0 (p,&) €40, 1}n x10,1} 1 '
IR, 1 al) = (k 1)
Ay 2
Speziell efhﬁlt man - fir - a=0
T .
R = L LAt 1
(b) pAB(O,t) = det(A-tE) = ﬁ; (=1) ndetLA 1
: 1=0 0,1
=l

das charakteristische Polynom der ungestdrten Matrix.

Beweigs

(a) pAB(s,t) = pABE(S’“w und die Behauptung folgt aus Folg. VII.6

: . g 1 B 1
T ; O,b = -1 det;, B »

(mum) (0 1)
Aryse

Nun dst " I181=0 " <=>  fp= algo wirkt duch die Reéstriktion
B+d = ¥ % e nicht mehr. Hoiglich wird ‘

. 1 :
pp(0,t) = det(a=tg) = 3 (-1)F 5 . detby BAf) L
- 1=0 FEL0,187
1) =]
Da

I g ] = R =
-t i 7Y 5 %5 % ; {eJ ‘i Nr
\ o [ Uy Jomo fod £ ¥ = = & ead oy
B4 %3 Ty RS ¥ g
b
Jg

Tolgt

n | .
/ 5 ‘ iy L e wd Y 41 .
pABko,t) = det(A-tE) = }; (~1) ; det,hA) b= pA(t)

Wir erhalten die frihere Formel als Spezialfall v. Folg. VII.7.
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Den Beweils des im folgenden lediglich bendtigten
Teils (a) findet man ebenfalls bei
Michael Reed / Barry Simon: Methods of Modern
Mathematical Physics
IV Analysis of Operators
Der zweite Tell wird dort jedoch lediglich zitiert.
(Theoreme XIT.1 und XIT.2)

Satz VII.9 Stabilitdt einfacher Bigenwerte (Bigenwertwanderung)

(1) A,Be p™"
(2) pA(t) i= det(A-tE)
(3) 4 ein einfacher Eigenwert von A

[dehu pA(L):O und pA(A)#O] |

(4) pAB(s,t) t= det(A+sB-thE) = pA+SB(t)

Dann besitzt flir genligend kleines s pAB(s,n) eine einfache
Nullstelle A(s) und es gilt

§(s) = &+ ps + 0(s%)

-l .
wobel p = wrlmw g: (M)l"M Ml At
pA(A) 1=0 ‘

r-e.

n
- o . iy 1
wy = > > dety T,

i=1 fefo, "

=1
$(1i)=0
ﬁpweis:
Wir wissen bereits
(1) p () = %: (=) b, t+ by o= > detBY (Polg.vIT.H)
| " - — ] 9§ J - B L L3 - S
| A =0 1L 1 JG{O,1§H A

pri=1

. g n
1o s ¥ Folg.
(2) (s, t) = % (=) b ()8, bo(s) = by+d o (K)s ( > )
AR 20 L ol L 1 VIT.7

- 82 -



@

mit . (k) = . oodetn B
. B,e)ed0, 13" xfo,p P A
Cipty agt) = (ky1)
Byt oe
» e b vine einfache N gstelle r ¥ el V
(3) @>wAmq ) besitzt eine einfache Nullstelle der Form A<ngm
L(s) = L+ MMM p(i)s? konvergent Tir 1si<d , §>0

Definieren wir fir eine Folge a:% —» IR die Folge

(a¥b) (k) = 2  alk-1)b(1)

1€ %
) 1=
ay (k) := (a3 '%a)(x)
mm (k) = mo (k) = Aw MMMm#W "y Paltungseinheit”

So gilt fir zwel Potenzreihen im Konvergenzkreis

( MH ay 2o ) ( MM by 7
1=0 1=0
Setzen wir jetat

b, k=0

Gl (k) &= RHAWV k=1,4ue,n 1B Formel aus (2)
ﬂv Wm N\iﬁﬁj\w@:idHW

“% k=0
To(k) 1=4p(k) kel gemdB Potenzreihe aus (3)

0 ke -

und identifizieren im den- Forte

und. p

" e
setzungen o, , D S0 er

alle s
bsi<d




Setwen wir (1) und (II) in (ITI) ein und beachten un: Pl
tungsregel go erhalten wir ‘
T B n ,
) - : i k
O .W.., A m&. *ﬁ%vﬁwv = mi.s_qumg%*@%vaﬁvmw
fur alle geniligend kleinen g. Nach dem ITdentitédtssatz von Po-
tenzreihen (oder allgemeiner Laurentreihen) folgt
. n
(V) v o2 (=1 xni) (k) = 0
c€ 4 1=0
. | 1 D
Beh, 1: py(0) = A7 flr lem,
1-0:  02(0) : 5,00) = 1 =AY )
Def
11=>1t py(0) = (pr7! #p)(0) = () p(0=k)
i Uwzé (0)Yp(0) 5 A= p(0) i At
(+) TV p(0)=4
Davei gilt (+) weil Dy T 0 und ﬁwsd P 0
1 O 1=0
Beh. 2: |'py(1) = 11
LA p() T=Ty e ouyt N
Bewelg:
1208 p(1) = 85(1) =0
1 . .
D, (1) = Auox@VA“v 3utﬁwvﬁm_s ) o= p(l)
ung rechtlerx
seinhelt o¥*P=D
Insbesondere gilt @Wﬁgv,m o(1) = 4.howm4v
l~l=31:  pi(1) = Q.w,.x_i;g =S o)
kg ¥
- H 11 |
= o))+ T () (o)
RES DN , | \
4» Dy AOV.@,AAV 4 /Hi‘_vx wAO\@A.;
v g
- B




W
Gefode
Y 4 4 ; .]\ £ ‘ ] B o~ ,
Bah, *)..:Z. ('M ] * P LU ) = ”‘T /ﬁ\ 1=0 sou 0y tl
Jewelg:

Ty 3y e S
slerin =t

also noch




n ‘ * i . '
x:§§%<mw>%%1(*>kt"“¥W“>”A<k>

] , o
Da A ein einfacher '“L\{_,@mm t war folgt pAO‘)*Q und daher

p(1) = == S (- (X

Nun setzen wir c><f R_a(j( ) und erhalben aus

(B,r) €lo, w%
(g M),:
Bp+y =

g?

gﬁ,&’“)‘ﬂgﬂ i“x}o 1}(
T FERRE = (1 9-1-‘)
pHYE e

R ‘_ e~y

T e - o A S 3 3
1= XG{Q’ ']i 11 1= e {O,@ 14 i

YR O O, i. ) =0
Iyis emey ¥(i)
B U AR N R YN L U S S - LN ) N Al i :i i TN - a T
Wach Definition wird .3, = b denn (1), = 0. Wir
dod , £

erhalten mit p ‘: = p(1) = ““'Tl s ‘ig: (=1 >l+“l oﬁ“l !
p,(A) 1=0 -4

1 g e,

wobei  ofy = $ > cdetph, .

T oY L PR ; N
Da Y (1)=0 wird &%, =0,

Yeiter war A(g) = >\+ > p( ] = Nips+ :>— p(i)s J )upaf‘f) mit
=1

¥ . . ] : s : 3 e . . . e ' .

BRI | : ik N +2 ST e : :

— P(s) = — :EOP<J)SJ = 2133(3“2)83 = ééﬁp(J+2)SJ M*o'p(“
q q ;J i o k= J= (| »

Der Satz ist somit bowm en.
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b

0
i 0

Stormatrix

detyb

i

det(?

i

c a
b> + det(Q

~det

=T

sefo, 1]
3 =1

§(1)=0

i

det,
Ly

o)

de‘t(1

ol a

"y
[

p}\& ( x] ) =

¥

pA

(A2> =D

Algo wird

als 1in s

und s somit

= 'E'T‘:-E'

=110 4 et

0 G
T) + det(

Ay =5pA
>\ o} - k:; ptAi o

(unter

)

T
o] 1

0y

£

&
b
PR SN

1
3y
p_r"\. ( A’(":\ /

wird

BTA

i

bl S

i

2>

(
o)

e {2
e,
1

IS
L
BrA

2a=(a+b)
2b={(a+h)

Vernachliissiouuy

(mdoﬁ?4~mqkq) =8t =

N0 *
(=%hs oy hy) = 5 —

=0 heg=h

) besitzt die einfachen Higenwerte kqma und xﬁmb (ash)

2 e
det.

2o BEX = odat [b ] l & 2] +det [}11 { s 2]

[SINad =2%
i 1782
]

A

detyl |
" H

3 + detBb

Bﬂgq’mj) = @@t[bwlezl + detfe|b, |

r‘)
[ﬁ“ - SplAa)t + d@t{] =020 = SYA

R S R G RO

= bea

von Gliedern hiherer Ordnung




In diesem einfachen

Spezialfall

die Taylorentwick-

lung direkt berechnen und erhalten mit

det(A+sB-tE) = det(a:ﬁ

C

Ty

)= (ab-sc)~(a+b)t+t°

5] v
akb *qa ab+b“~4abw4so]

x:% &a+b)i3(a»b) m4qo]

mit den Nullstellen

N o(e) =ty o = B2 A7 (apoge)]
o %[Ea+b)i(a2m2ab+b2mdsc)1/%]
s %[}a+b)+tambﬁdﬁm A ;;]

ey 2 e ‘ 2
Wit Trr e (1) /2 2 S (14‘”}}:1{“ 1 %Y +o(x%)  wird
k=0 ’
« 2
'\1 ~(s) = l{(wb) ola=ot (1 + 2 =S8 4 O(s ))}
re SR (a=b)"
= ;[ga+b) t la-bl & 2 E2 + O(sg)]
& R LJL"""I)
] ; o cs 2
= 5 |(at+b) a=bl |t e+ 0(87)
ey b 47 el b -+ m . o i) . - ‘
3 % at+b + (a-b) & s O(s") &> a>D
= s ”
“la+b 7 (p-a) T «{%ﬁ + 0(s) &> a <b
Wir erhalten:
X1(S§ 1 2a N &Zw } % O({g\ i (a) s 1 v 0(s?) falls
i — A8 )= e el -
2oy ) , b a~b 1 a>b

X1(s)‘
V\X9<s}

+1

g ergeben sich die gleichen
ungeres Satrzes erhalten,

Formeln

¢
C

38

: aY _ es ! " O(qg) falls
. T 55D - a e b
b 1
die wir durch Anwendung



EinfluB beil leichtem Vackeln am (i,j)~ten Dlement von A

. Jenden wir Satz VIL.9 aguf Bmeief an, so erhalten wir

o1l - E = , detaﬁgm
=1 gelo '
Iyt=1, ¥(k)=0

m~§?M fgﬂ | det[:nuler X(r)mj,,,.lbkl.p.]
k=T ¥ei0, 117 : a., ¥ (r)=0 : .
=1, K(k>“o

LAt bk = Bek = eje,tek = eigjk it dn-der ersten Summe -k
k . i gt

i}

A

¢ auf i zu setzen, Somit ergibt sich
H &

L o i e S ‘

%J o> | det,““l .ox(r) l‘“*

- Xﬁéo, ]} n e 5.11’ K‘( I’):to
Igt=1, §(3)=0

’ ol

wobel eg wieder wie iiblich bedeutot e, gteht in der Jj-=ten

Spalte der Matrix. Venden wir den Laplace'schen Entwicklungs-
satz aul die j-te Spalte an, so folgt

i — e e y(r)=1 e
K%J - ; (=1)thd det’t,.’(‘ § =0 L..;eg .,.},;
. xelo, it - -» -
i=1,y§(3)=0

.
Die j=-te Spalte der obigen Mitrizen spielt jetzt keine Rolle
. mehr, denn sie wird weggestrichen, d.l.
e, (r)=1 i ; ~ e, lr)=1 -1
d C’t v : w0 € _!I} P R T d [5) "L; S PR N ESE NI S
=) ( T ) mo € Bt J =y ( i ) MO :] it t.]
a., r)= ) ~otay () =0 5
und dieg entspricht der Wahl von ¥(i)=1 . Daraus Tolgt
1] itioS A i+ N : ry!
06td - (=) det(B. ). = (=1)tTd > det(ad Y
1 R SR, inied A i T I L
gelo, 118 T efo, i
E=1+1,8() =1 g ==l
{1 :=e=y y(0)=0
G k : o : o ol . : ;
Pubhren wir-die Matrix Jij tm (A ) einyg so erhalten wir
- 80



e ,de‘tAj.L_j

e fo, 1t {
loc| =n=T1~1
o«(j)=0
Ausg bBaty VIL.9 folgt dann:
' ij 2 13 1 n-1 T+1 1§ 21
X(s) = A+ p s + 0(s7) prY = e E:j (=1 agl he
pA<k> 1=0 i

filr einfache Bigenwerte A und geniigend kleines s. Betrach~

ten wir

Bs war  A(s) = (A+seie§) mit

A = A(A) . Wir konnen daher
den Quotienten

: t
Ns)-A  AAtsejes TI-N(4) . il “”—1( SCENEE PN
~~~~~ w . , T P~ S
8 | s 5 = 0 p, (A T=0 +
£
als partielle Ableitung g%&m interpretieren. Mihren wir die
‘ 1
Matrix
A ., O ; RSN
ST = (§5§?~ 1521,...,n im so erhalten wir
SN n=1 _ &t l+1kl
55 - %__6 o (A,N)Ay  mit N

P, (V)

U.Ild AJ* v (%?{iJ)iJ:1 o(i“‘] o (m1>1%;]>mwdei Al_
o ¢ 0,1}
VS STy e
*%(3)=0

PPN §

Dieses Irgebnis werden wir noch auf einem anderen Weg herleiten

und dabei die Matrizen A] noch anders interpretieren konnen.




vatz VII.I10 Stabilitdt einfacher higenwerte

bg sel

nxn

(1) AER eine Matrix

1 . :
(2) p,(t) := det(A-t®) = 3 (~1)'b,t" ihr charakteristi-
1=0 - gches Polynom

o ' i oy
(%) Xein einfacher Bigenwert von A (d.h, p%(k) +0)

RN by ob,

e ta————

a)\ 3 3 o : 1 ~'\ 9 e
(4) 55 (3,]) 1= 525 57 Ud) = 5 :

A T

Dann gilt st o= > ¢y (A, A)Ay

120

1+1 1L
wobei OI(A,X) A D i

ot

A(,9) = (M > detaT = 5 (340) = e
& 0,11
k!><; { Y e 1.""“ 1
o (§)=0

¢ oan 1
AT o= (%) P ()

Bewels:
Folgerung VII.7 gekoppelt mit Satz VII.8 sagt uns, daB die
Bigenwerte lokal differenzierbar von der latrix abhidngen. Wir
setzen voraus, dal Aein einfacher Ligenwert ist und erhalten:
S . R
— 1 3 : : : o
pA(K) = > (=1) b1 AT =00 mit bl e >> deta”

1=0 B - o€ 0 S

CDifferengieren nach &ij liefert:




. n-1 :
(=) (1, )N+ ( %”"""(wml‘”(lﬂ) LX) 22 L)

li
1+ M:S

-
It
(&
-
i
O

P~
—

-t A+ () SR (5,0)

i
m

ot
i
[

?
Nun ist nach Voraussetzung pA(A) £ 0 also erhalten wir

: no n 1+1T41 ‘
DA 1 S (M,])]JHX (L,J)?\ =S MAl(i’j)

“}A(lﬁ )“ 1

pA(R) 1=0 1=0 pA(ﬁ)
oh SR .
Wit Ay = “"""‘?lr wnd b= > dets = detA? = detm = 1
Do s -
| % el0,1]

wird AntO und wir erhalten

2-3 e,

b
Zum vollstindigen Beweis ist lediglich die Ableitung :Y% = Al

71 berechnen,

o war:

E NN A ) OC 0‘
b] s 2 R de’tA vy >~ ‘‘‘‘‘‘‘‘‘ dé‘*t fl,] ] B e @ (arl nJ
Lejo, 1t welo, 1t :
»IMImnml bl wn ]

wobeil
oy {ak %k;? %
T FE L%k %y =0 |

Tet Jetzt C%j:O so kommt die Spalte a. in bl gar nicht

vors Deshalb wird

ob N 2 o n . :
Lo Ei = NS , f- : i %y
:Z'\’“‘;““’”"""‘ . l ,aa det: ,‘8.1 ‘o @ -' C]::r.)' e]ﬂ ,. & 0 an

C.L»ciij Q(,C:.zo 1{ lJ B =1 J
o ~n—1

o (j)=1

eg bedeutet: €. steht in j-ter Spalte
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— n_. da.. «
= S N\ wfil det |a !
o % F5T 984 1
d&{O,Wg E D

jotl =1
oL(j)=1

. N ™ol 3 %
S gfﬁ é}v det Pj I ey fhos |y, n}
Kelo,} T ‘ “

fodl =y 1

N %
dawe | €F e e ok

i

E:: R4 - ol

= det &l 1 e e e;] ew v & n

- S8 1 1 n
oben, 1y’ i

Al =~
METI
— L o
: } (=1)3+d det[a.] !

Lefn, 1} !
Laplace E%fﬁilﬁ

%(3)=1

FRRRE ™ oL ol o
- E i+ N P PN n
= . (-«-1 ) det d,1 P c}.j @8 e d\fl J 1{}

oLelo, 1}
Il =n=1=1
% j)=0

Die letzte Gleichheit gilt da es in der Matrix auf die j-te
Spalte (also auf (Jj)) nicht mehr ankommt, (Wir haben aus o6

eine 1 entfernt und durch eine O ersetzt)

s wird daher

ab ~ - n 2 o6
i > (=1 det AL = Ay

S8 . : -
10 OCQ‘:»%O,M n
‘di :::}f'l__wl w'}

;;;;;

X(j)=0

und der Satz d1at vewlesen.



Polg VIT.11  Stabilitédt kleiner und groBer Bigenwerte

Piir einfache Higenwerte  gilt die Asymptotik
, il T ‘
(1) 5\\ - i% CACA ) UL A e O
£ 1t
2 detA,
1= '

- 9N
(L) 57{"#

B FUP N e @0

]

Dabei igt deﬁA(A”1)®](k,1) 3= (~-~1)k+l dethll und falls A

invertierbar ist folgth FetA(A”j)tl(kyl) = detA*(A”q)t(k,l)

Beweig:

»a ;\ Y].""_j ;& b »L 5
(1) Bs gilt =% = > o, (A,)) ==, lassen wir A —» 0 streben
a A oo+ oA

Y] ab
N L &= PP
Y . 01(4,0) o=
1T+1,1 .
Nun war (\ 0) = ~J¥wa@iw = - mviww 510 und es folgt
b 1 9b
ﬁmr " D ,L(O) ) A
¢t - . o5h.
! d e 1 1 9 A 1 0
T Vool S ) e A AP A
B p}(O, < = [E?E( 1) blt ] I b‘ gilt: 5T T T 50
Weiter war bo = debtld.
L‘!,L:lt :”_:l detA == a%'z{"“”" det a,” ews [CLal ooa arﬂ
X:cl (tL,W!"' ...[aﬂJ
J
“§;;jw detrﬁl‘°']@ll°“‘ﬁﬂ
[ J N R P R N R
= jag ...|ei3.@.)aé]m (-1) det Aij
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A\

" o .
deta A71(; 1) = deta(a gg“gx,g)

wird ;
A"

= \(]’1
Q”T deta = (deta)n” @~¢~detA s (§% deta)®

(9 j\x

und wir

Setzen wir

tung.

Betrachten wir

L'Hopital suswerten imd er!

und der Uatns

Firierkennent

erhalten

o) 1
T T e

S fa=TNE

o

2_1_ ~~~~~ iy
> dethy

ein go Tolgt die erste Behaup-

nun CT(A,A> o Grenzwert N eep oo

L+1A 1
o (1, = sl A
’ ()

e ()

so folgt
PR )

ol(A,A)

e unmbeatimaten Augdruck

meden

(=)=t
?

pA(A>

elwe Mach der-Regel von

Iim
PR NG

halds

0 Ten=~1
e
o R -
4L

Gl(AaA> ~ =n-]

L

newert N e— 00

N - . X .
- U wars  hoo L =530A 0 aleso wird = 30
A T | : A n
Lot bhowieger.

stérungen der Matrix.
lich gegenliber St
alen: (gev

menten - der Diagcon

e,
waltod

rungen



ey

Folg VIT.12 ‘anderung eines einfachen Ligenwertes O

" : : : Coa - T, XTI
fis sei A =0 ein einfacher Blgenwert der Watrix A€ER
und  A(s)=A+sB  die gegbirte Vatrix. Dann gilt fir den ge-

storten Digerwert A(s) von A(s)

S o doll '.>
% ( g ) - DD B ( detAA ) g 4 O( o o )

Pilr kleine Bigenwerte A=0,s~=0 kann man dsher folgende

Naherung verwenden

oy
e

= . -1
Al Sp Be(detad™ )
Q(JNA@L -

Reweig:

nRE

Wir wollen dieses Resultat auf zwei Arten beweisen.

(1) Verwendung von Satz VIT.Q liefert:

X(M mx+~M%ﬁ»kOM2) M?)x~ﬁmm_;ﬂwﬂlyklﬂ

0 _ "% %
1P

Wir erhalten

n_ W 0o . y-c,
Gsowar byow > debh. 4ol =S S detl b I
isowar by 2 debAs o und C\<5(> 2 ,delpiy

=0, y(1)=0
Hechnen wir uio aus. 80 erginvt sich

no - i no.. »
D(f, = 2 ad ot . I T de—t Lﬁ, 1

14
oy BA T=7

e @

ai*1,bilai+1]""ad

< R ot T 1
=S Z(~1) b‘ji d(,tE,x1 N hi' ...|4.£] i
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4#

Damit erhaltern wir

CE sy s J et f ,,,.é.~_
V/Amv = CW\A.@ Agm\?@v? v . CAWUV

?H@ei% i
> deth.
" 1
i=1

Eine zweite MOglichkeit folgt Uber die Formel des totalen

Differentials unter Verwendung von Folgerung VII.11.

n , oo
ax =5 22 aa =3 (304, (an) (5, )

1j=1 1] ‘

Q,

n N n .
e A L R - N A
= M T (Jyiddaliyi) = , fzb% dA)(Jyd) = Sp(= Vﬁ aa)

dN = Sp(=—== da) totales Differential

tik din 0)

setzen wir hierin i

und . di=giB

soerhaltern wir

S E deta 4”1 )n] g

AN =

ﬂé deth,

.hztl.i

Ui
P
e
vl
>
o]

und-es-ergibt gich

o ™ N A A Q
V/va = \y.T Qy = Q,V = =Ry jACFd,p = V IS

n




Wir haben mit Folg VITI.12 die Eigenwertwanderung durch eine
verbliffend einfache Formel im Fall kleiner Eigenwerte und
kleiner S3tdrungen leidlich gut in den Griff bekommen. Das
Dilemma ist:

"Wir haben keinerleil Wissen iUber den s-Bereich",

Weiterhin haben wir uns beschrinkt auf den Fall einfacher
Figenwerte, Bei doppelten Bigenwerten darf man keine solch
expliziten Formeln erwarten, da sich diese schon bei HuBerst
geringen Storungen in zwel einzelne bigenwerte aufspalten
kbnnen. Das heiBt in diesem Pall ist }a(A) mehrdeutig. Hierw

zu betrachte etwa die Nullstellen des quadratischen Polynonms
2

Ll

r={ixyl: y=x? }

Fhene €

/ersrhubung von " nach unten

AN Verschisbung von Mnach oben

Die doppelte Nullstelle versweigt schon bei der geringsten
Storung (Verschiebung der Kurve [)

Wir wollen jetzt die dualen SHtze von Poincaré, Fischer und
Courant benutzen um ganv explizite Abschiitzungen im Fall her-
mitescher ilatrizen anzugchen,

Sate VIT.13  Storung hermite'scher Matrizen (1)

s selen ‘
| (1) A,B;C ¥ permitesch mit den Ligenwerten
dqa.,..th Zu A
Przeeeesp,  zu B
}(13.,..2,,&1 zu G
(2) ¢ = A+B

Dann gilt fiur alle sinnvollen Indizes 1,] 6{1,.....,n§ die

w08 -




B8

BigenwerteinschlieBung

und-ingbesondere

by, =l = Bl = sup < x B>
o=

Beweilg:

j?:t:}

horigen ONB, dann wissen wir aus d

¢, M@éw...,osm die zuge=
o ”

2y Sate o von Poincare und

Es gelen Mméw.,..@<
L

i
Li

n

Ty

= Max X AR + max ‘me,wxv
xe lagyee,a, 1 we lbyyveeyby 4]

:.ux«: ‘dg :%:.\4

Nun o ist

layyeeiya, 41 € ﬁxgv...wwwzégdéq...,jbzdu X

b d
we

X, AN D +

o
/%,
e
v
N

;’ 3
=
5

\d

~




. % - n i s
Nun is? ”ij ::[%1,,..,aimq,bgy...ybj“1] =R ein Unter-

raum mit dim Wij & i+j=2 .  [Lrginzen wir

.

Ty . :
TN 201 elinem
L

Unterraunm Caomdt o Gl = WL und cddim CL L o= i+ g
3 ClJ 5 5 i3 bl m 5 5 i+3«-2  dgo

erhalten wir

Mi+ﬂja?mmkx <XQCX> = mmrL < xy Ox >
. xe Wi, S xe OF,
T ot ewt L
Wxll=1 157015 Hxli=1
= min max LxyCx> = § L
3 - e - i+j-1
Hypg0=H xeH iy 0
dimHj+ngmi+jw2 il %=1

Damit ist die erste Ungleichung X}+j~ ‘écﬁiﬁf% gezeigts

1 - T

(2) Zum Beweis der umgekehrten Gleichung betrachten wir das
duale Lemma von Courant (IV.6) und erhalten

of; +f; = max min  <x,AX> + max min <xy Bx >
Podomen x e, H.€H xe H.

Gimil, =1 lixil=1 dimmjxj el =1

= min Cx Ax> + min <x,Bx>
XE€[@y e neyal] :xéﬁw,a;.,bﬂ
Pxll =1 Hxi=1

< min {xyAx> + min_ <x,Bx > )
Xeﬂg1,,..,ai]rﬁ}?,mﬂ,,bj] Xﬁ{@1,@..,aihw[b1,,.u,bﬁ
Nxll =1 W=l =1

< min_ (<x,Ax> + {x,Bx> )= min_  {x,0x>
X & Wij X & Wi

Hxll=1 Hxi=1

wobei V.. = [a;,...,a.]A[D ,...,b.1 € ¢"  ein Unterraum
i -0 R e My J.

der Dimension 2 i+j-n. Die Dimensionsabschatzung folgt aus

der Dimensionsformel (vgl. Fischer: Lineare Algebra)
Aim(U+V) = dim U + dim V - dim (UAV)

fur beliebige Unterridume U,V eines Vektorraumes W

(endlich-dimensional).
Wit U= [ag,eeaay] g [51,..,,bj] und W = e wird
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Aim(UAV) = i+j-dim(U+V) = 1+]j-n

3

Wahlen wir einen Unterraumn Gi: & ﬁij wit dim ijmi+jmn

so folgts

“j*p*’é min, <x,0x><min_  <x,0x>
- d xe T, x& 0, .

Hxl(=1 sl =1

ik
=
>

: min X, 08> =X
U, . ©H x e, Kiljmh

dimi. . =idden g
i+3j=n i+ -0 fixli=1

b=

Damit haben wir die zweite Ungleichung
e v
RN L N
qx,{g = X1+J~H
Der erste Teil des Satves ist somit gezeigt.

Setzen wir in der Ungleichung Kﬁp* ﬁadi+fl gpeziell
".At o )

=1 ]
den Vert J=1 ein, dann erhalten wir K} é&Mj+¢% und

somit ce il : e ,
i Kl SR ﬁ1. Umgekehrt folgt aus &fyrﬁjg X}*ﬁ i

flur Jj=n die Ungleichung ag,w% ﬁ.(% und daher ﬁrl@ Ki““"”

Y
4L

Zugammen erhalten wir

Daher fTolgt
[g‘ :'Lmo(j,,i £ nmax {’(5‘ . B Bigenwert von ?‘fij o H%H
Der Satz 1st daher bewlesen,

Jenden wir die Duale Zange inoetw

modifizierter Form an

go erhalten wir den folgendon

vatz VIT 14 St8rung hermite'scher liatrizen (2)

us gselen

(1) A,B,C hermitesch mit den

Xjé.*..éxw Zu A

Sigenvektoren von A




. PR nxi
(5) Aj 0 == EL1|...!&1]€®

N nx(n+1-1i)
R |dn]€®

Darn gilf:

-~

E 3 : ""N
Apin (ABA) € (y=oy « X, (A5 BAY)

max min  x,0x> = f. = win ‘ max {xyCx>
I, €1 x € I, TOH, L€l xeln™
i i de i1
dimHi =1 xl=1 dimi, ., =i-1 Hxl=1
§iea - v iy -~ o N S "
Wdhle speziell H.=N, , H, ,=H, , wit szrz[a,l,,.gak] k=1,..,n0

Dann folgt

min  <x,0x> £ Y. € max {x,Cx>
A NE AN
x € H, xe >
i i
Hxll=1 Hxl=1
= win {x,Ax> + min <x,Bx> & {. € max  <x,Ax> + max  <x,Bx>
X €& H, x € 1. ; x &, x € H;
i i i i1
Ixif=1 Hxtl=1 , Wxfh=1 xll=1
S ool + min <x,Bx> £, < max {x,Bx> +%,
1 A ke N «L 1
X & H. x el
1 =1
Iix1l=1 llx 11
= min, <x,Bx><€ ¥, - o, < max {x,BxS
Xé?ﬁ} & t Xezﬁﬁ;q
“XH::1 “XH:1

" Nun iat

AN . - : N . o
X éHi $= La1 yos e ,ai] &y xeBild Ai <=> 3 JX= ALY
. L
y el

A - . . A
XE Hit1 2= Ay e ,ai__d‘L = [agsees ,an] <> x €Bild Ay

<> ﬂ Ko Aiy
ly€®n+1w;
?» min {Aiy,‘BAiy> €Y -% < max i .41\iy,BAiy‘>
P y et yeghti-t
Aj Ay orthogonal

s Nyt =1 (yll=1
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» *
= min ‘(ygAiBAiy> é&&wxiﬁ max

ye@l
~m Hy (=1

y,€®n+1»i

Iyl =1

4 o W e
s - A
= 3\min(AiEAi)'é Xi‘%ié Anmx<Ai 3A1>

Der Satz dist bewiliesen.,

Beispiel:

"y Y L) O
Gegeben: b>

Gesucht: Blgenwerte von  C

5 Losungs

Yir wollen zundchst die Eigenwerte

a=b

Qee.d.

e 2]

mit Satz VIL.1Z und VII.14

eingrenzen, Hierzu zerlegen wir
Cram oA O woww 70O C
C =k A e <O h> I3 ((\ O)

RO, S ‘ L 1
A hat die Digenwerte a und b mit den Eigenvektoren e1m(o) &
Brhat die Eigenwerte ¢ und -c
11t den Bezelchnungen von Satz VII 1% wird

Xp =8 ,% =0 Be =, Py =-c
N SR PN = 1y A U a0
Daher wird Bl = ﬁ1 c und [(1« dj} < ¢

w o(
ry ~ - 4 i oy
also ¢ «_{i s C
" de: SRS TER U ORI NG
oder %y © £i oKy
Ausgeschrieben erhalten wir
A=C. g gﬁ @ a4C
(1)
bh-c € ¥ < brc
Benutzen wir die aufwe eres Abschiltoung
(ol R R i E{Tyven n§ sinnvoll

X1+3~1 € o0y ﬁg ﬁ-{ﬁ+3wn. e §]’ ! Lnnyoll

und setzen hierin zunichat und dann
-~ 10% -

= (

[

1

)



EFIRS R IR S
J=1s ¥ ¢ o+B = (%)
=2t Yo = olytBy <
i=21 < <

otk
< oyt By

é(%2+52

ik

so - erhalten wir

maXO%1+ﬁ2 y X Q+Bq)

Dureh Einsetzen von

(I1)

Wahlen wir schlieflich die AbschEtzung nach

ik

£qe &qthy

§o =

18

x5 +Ry

o und  [> somit

min(ﬂq+ﬁ2 ,0<2+81)

max(a-c,b+c) € {Z]é. a+c

h=c ‘{? o,

“

min(a-c,b+c)

ergibt sich zunédchst

M .

£y 1 a

1

Ay = [agias]

und damit

cmit

.* ,X, -
B = e,3e, ='e,Be, = D

A Bhy = egley = e Bey 11
A~ N kL s ,
l’“& B /"l =% i = .ﬁu%}f; == }‘5
T

* *o ) - i
Ay Bhy = B BE = TBE =B
o
~ R e '* t
4 ™A T A N i 1
A? Bu? = P(jB(‘? C?B@? = b?g

(0)
(B)

- Ami

I

A

Mmax

(3)

min min
o~ L' o~
, = R \
max (AZ BAE) - Amax (0)
- 104 =
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i A ~ L
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ate VII.14

C
%)

)

oo O
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erhalten wir 0 <[y~ =

=C € {,H-d, € O

und daraus o(',l o 5“1 @&1«+~c:

S ONTICIE O SUEE N ¢
Kp=0 € §y 5

1
¥

Durch Einsetzen,VONACqum.,fiq:b ergibt gich die dritte Ab-

gchitzung

(IT1)

=1 c=10

—
/—\
(-
e
-
Ry
ve

nialfalls C o=

w2
ol
[o]
S

Nach (II): max(=8,11) = § =12 1M o=y, = 12
also
-9 = X, min(-8,11) -9 & [, = -8

Mach (IIT):| 2 =y, = 12

Hirokdnnen aug ihronoch

b

RS et A el A+ Y} eb A Y e
Die erx , o Jung . iie
Die erste Abschitzung ist die

- i

nicht einmal schlielen, daB . die o

svwerte verachieden sind.

Die dritte Abgchitzung 1ot genauso autfwendig wie die zwelte,

liefert jedoch wegentlich schwichere Resultate, allerdings kon-

nen wir aus inr folgern, dal die Higenwerte verschieden sind.

Die-swelte Abgchittzung Tot alyg gehr sub-anwugcohen, denv wir

kKitnnen: die niconwerte big aul die Grilevordnung . X 575 ¢ (d.h.
; ) LS

1 g \
tlel der Stormatrix.  Bo=
N

Tatsichlich ergeben sicit die

s pot 10 2
\ L - Sy o
Y ( éu JoomQae Ju ( ,} Q } = t > = L b 2 t» - (\‘ &
2 :
Vg
e <'~)“‘1'}1d 11 I 1\\H\"‘1 s ?]-ﬁf\&’“\:[)/)
N 1 = 0y oy



VIIT Indirekte Identifikation

Die Systemanalyse liefert mit ihrem Reoxoﬂmodolh Brgebnisse,
derven Genaulgkeit von der Modellierung (einschlieflich Dise—
kretisierung) und der Giute der (direkten) Systemparameter ab-

hingt,

Versuche mit dem realen System ergeben Identifikationsergeb-
nisse (Brgebnisse des Verasuchsmodel 1s, z.B. Schitzungen dyna-
mischer Antworten im Zeit- und Frequenzraum oder silgen—
schwingungsgroBen).

Bei der direkten Identifikation versucht man die bystempara~

meter ohne Verwendung eines Rechenmodells allein aus dem Ver- |
suchsmodell zu schidtzen. (Vgl. hierzu Natke S, 312-374Y, Uier~ .
zZu leitet man theoretische Ausdriicke filr die Antworten her
ZeB.t Stejgung des Realteilfrequenzganges
bxtremwertabszissen des Realteilfrequenzeanges
Ortskurven
Ausschwingkurven . ete
miBt diese (duroch Weg=-, Oenchwindigkeits- oder Beschleunigungs-
aulfnehmer im konkreten Versuch anfgenomrien) aus und erhilt die
oentsprechenden Parameter durch Vergleich diegser Kurvenwerte mit
den theoretisch gefundenen Verten (z.B. Dimplfung aus Ortskur—
vendurchmesser). Durch gut gewihlte ! Srregungsanpassung - (vzl.
Phasenresonanzverfahren) kann man sich hierbei oft auf Rinfrei- .
heltsgradsysteme beschrianken.
Anders liegt der Sachverhalt beil der indirekten Tdentifikation. .
Sie begivnt mit einem Vergleich des Rechenmodells mit dem Ver-
suchsmodell, Man unterscheidet den
(a) direkten Vergleich: Direkte oder indirekte Parameter
deg Rechenmodells werden wmit den
entaprechenden GrofBen dos Vers
gnchamodells veerwzlj'cknan
(b) indirekten Vergleich: Vergleich nichtyeararetrischer
Grofen, dnsbesondere Antworten,
welche die Systemparameter impli-
vit enthalten.
Sind die Systemparameter des betrachteten Systems identifiziert
und stinmt die Anzahl der T eiheitsgrade des Rechenmodells und :
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LB

des Versuchsmodells libercin, so 140t der direkte Verglelch

unmittelbar durchfiihren,

Tgt die Anzahl der Freiheitsgrade verschieden (i.a. hat das
Hechenmodell mehr), dann mud fir den direkten Vergleich ein

(bezilglich der Anzahl der Preiheitsgrade) reduziertes Rechen~

N

modell aufgestellt werden, Diese Reduktion kann aul zwel Arten
erfolgen.

(1) Aufstellen eines vereinfachten Rechenrodells
(aufgrund der Hrkenntnisse aus der Systemanalyse)
(?) Kondensation des urspringlichen Wechenmodells
{(PTrennen von wesentlichen und unwesentlichen Freiheitg-

graden)

serden im einfachasten nur die Rigenfregquenrzen miteinander

verglichen, so kionrnen ierigkeiten bei-der Zuordnung aufl-

treten. In solchen Fillen dst dann weitere Information not-

T

wendig (#.0. Betrachtung der zugel

Srigen Sigenschwingungsfor-

<

nen). Vir setzen im Welteren voraus, daBl diese Zuordnung un=-

nroblematisch igt.

Im folgenden wird der Lidsungsansatz von Natke geschildert und

versucht die Idee mdglichat klar ant zu itsolieren.

Der von WNatke eingeschl: beschrel-

ben:

(1) Geg.: lathenmatisches Modell IIx + Bx + {x = p

Nb. el

i g - » e éy ey b

;\L,B,,{\ EE\ & \/ mm ISR GRS

5 - A e Y VS 2 Ny ) 1 " ST S H SN FOEPRENTER S TRAIY S NSNS
Mopositiviodelinit, 2 und W vositiv semidefinit

cefdaten (2.0 Tigenfre

Versuchamodoll abwelchende

T)Ll L

I8! ~ L

\;:5.) Lo v AL
o
Wy 4 N S Y
umnm rten fnath

fir nient o Versuch

vorhe rsagel

Tastfdllie v

(3) Ldw.: Globale fakbtorielle Korreklur der Systemdarame e r-

natrizen urnd Parameteranpoascung mit Hilfe der



Methode der gewichteten kleinsten Pehlerquadrate,

Zw Punkt (1) ist schon vieles geaast worden, Zur Versuchg-
durchfiihrung und der gegchickten Wahl der Lastfidlle 148t sich
allgemelin nicht sehr viel sagen, sie hingt oft von der Br-
fahrung des Experimentators ab. Wir wollen damit Punkt (2)

im wesentlichen libergehen. Aber nun zu Punkt (3).

Globale faktorielle Korrektur der Systemparametermatrizen

W3

it diesem 3chlagwort ist die erste Idee herauskristalisiert.
Wir setzen fur die Systemparametermatrizen eine additive

¥

Zevlegung aus unabhingigen Summandenmatrizen voraus, d.h., in
Formeln die folgende Zerlegung der nxn Matrizen

(1) M=w #2327 M 1, M €RYT symmetrisch

,_,
i
i
=

J
1 S § ) Y i
(2) B=B + > Bj B, Bjéiﬁnxn symmetrisch

gymmetrisch

Faktorielle Korrektur mit zu schidtzenden Parametern«xi, ﬁj’
Xa fihrt lber den Korrekturansatz auf die korrigierten
Systemparametermatrizen

(1) M =1 +3S_ ol
(2) B=3B +>_ B3,
(3) K =X +32 ¥k

Dag heiflt wir lassen a-priori Kemntnisse zu, die in den gestri-
chenen Matrizen enthalten sind, denn dieése bleiben durch die
Korrektur unbeeinfluflt.

Der Spezialfall, daB keine a-priori Kenntnisse vorliegen
(M’xfoK':O) ist zugelassen, Fur dimBJmXinJ sind die korri-
gierten gleich den unkorrigierten latrizen. Dieser Sachverhalt
kann fur eine ilterative Korrektur wit Startelement 1 genutzt
werden. '
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Dieser Korrektur

ansats 1st sehr flexibel und eignet gsich her-

vorragend zum uinbau von Zwangsbedingungen. Wir werden nun

sehen, dall man in gang natlirlicher Weise

Lorrekturansatz

Zundchst wollen
meter gewdhriels

auf einen golohen
atoBt,

wir den Rilckgriff auf jeden einzelnen Para-

ten. Der naheliegende Korrekturansatz lautet

Moo= > ML e HEC I e~e‘
M. 13 i

- o Lad h L L3
[ AN, bl sl ™
1 ; P L o 1 Q_] N L]
v
N

Wir: kdrinen daher

abdeckern.,

ein,so ist der folgende Korrektursatz sehr viel

NA b
i = iVt

Sei jetat S
¥

menge und I inhr

wir die Indizes

1y

(5,5 aﬁ,m,ni@ TR

zugsammen. fir-die die

alle reellen Verte von m,. Ted=lyeeveyn

Bauen wir zundchst den Zwang der Symmetrie von I

sinnvoller

irgend eine Unter-
1
fasgsen

N

mengentheoretisches Komplewment., In S

Parameter mii als geni-

gend genau bekannt ancesehen werden kinren. Damit stoBen wir

auf den folgenden iAnsatz.

vl S
(i,3)ews

Definieren wir

s N o ‘mij(afef I eqef)

PR R e
U J

Ay erhalten wir mit irgend
4 B ~ B .
( i) )é o] o

einer Abzahlung von O genau den Ansatyz

den wir in ungere

moAnsata dor oolobalen fakteoricllen

Korrektur



der Systemparanctermatrizen voraussetzen. Line analoge Betrach-
tung liefert die Ansédtze fiir B und K.

Wir stoBen daher in ganz natiirlicher Weise auf unseren Ansatz

durch Iinbau von a-priori Kenntnis
Symmetrie, Struktur, Voruntersuchung.

Dabei kann gsich die Anzahl der Korrekturparameter fﬁj» ﬁjv Kj%

I=1yeau, Iy J=ty.e.,d3  1=1,..0,1 ganz erheblich verringern.

Wir wollen unseren Ansatz und diese Reduktion am Beispiel un-
gseres Kettenschwingers aus Kapitel V (Beispiel 1) erlidutern.
Dort hatten wir die lModellgleichung )

Tm, i i, He, =k, 0 0 7]
. m, ~K k0+k3 =k 0
CM¥HKx = 0 M = - =000 D ik -k
m, 0 0) Tk k.
4 4 4

Wir zerlegen

w2 00 0 o o o 0
4 0 0 0 0 0 m, 0 0

2%l 0 0 o
o 0 0 o0 O 0 0 0

0O 0 0 0 o 0 0 0
>0 0 o O 0 0 0
0 0 m, 0 My =

O 0 0 0 0 0 0 m

it
N
It
pe

| k., 0 0 0 E> ~k, 0 0]
4 O 0 0 0 mkzé k, 0 O
=2 % Ky=|g o o o 2510 0o o o0
) O 0 0 o 0 0 o0

- _

O 0 0 0 O 0 0 0
0 k'i’) wk;3 O 0 0 0 0
0 -k;) k;) 0 L7100k, -k
0

0 0 0 0 0 ~k, Ik

17

1\3 »‘“

o 4

Statt der 2e¢-== = 20 abhingigen Parameter des elementweisen

NI

(o
sugriffs mit eingebautem Zwang Symmetrie oder noch schlimmer
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e

2 2 Yy o - . 5 R
24 32 abhingigen Parametern des elementweigen Zugriffs

ohne eingebauten Zwang Symmetrie haben wir durch
Problem auf

Augnutzung

der Struktur der Modellgleichung das 8 unabhidngige

Parameter (mq,mg,mg,m4,
Kenntnis

kj,Kg,K%,kd) reduziert, Nehmen wir

weltere a-priori se als gegeben an (etwa kw’k4’

My My
Vorinformation hinreichend genau bekannt),

in-den

durch irgendwelche

so verarbelten wir diese gestrichenen Matrizen

Kenntnis

Dadurch reduzieren wir die unbekannten Parameter von 8 auf 4,

ngmlich

Der Begriff der Design-~Variablen

Die Elemente der Systemparameter-llatrizen I,B,K sgetzen sich

aus Kennwerten Parametern) der einzelnen Konstruktionsele-

mentparameter (im obigen Beispiel qum..,kd) 2

Myyeneyiy,
Teil) diese Konstruktiong-

Koy

Sollen {(eventuell zu
riert werden (im Belspiel

sammen.
parameter (Anzahl m) korrig

kg, My m4) go mul
L =m

Diese wirklich noch unbekannten Parameter nennen wir Design-

Variablen

kKturansatys werden im

norre

Die Summandermatrizen aus unseren

. oile

folgenden kurz Submatrizen genannt
&

konnen

reale

oder

subsysteme im libert
kraftgruppen result

spannelemente) bescl

den vereinfac
lat die
Korrekturparameter

Durch
satz

Forrekturparanctervektor die

indirel

)

ragenen Sinne (z. 3,

lrerender kac ebi 2

hreiben,

hten und doch sehr

te Identifikation

susamnengeschrunptt,

vektoren

lediglic

rkelten e

flexivle
aufl die

vobedl

I e e Y P :
nrass JV.L{‘ ‘:1

hodie aus

inzelner

auch

o1 -

Binw

n Korrekturan-

Sehiitzung der

WY

unter - dem

er Parameter-
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= ygy.“.,{L terl

also |a := (%, p¥ yHtep? D=1+ 3+ 1 D &m

veratehen.

Unter dem Tdentifikations— oder Beobdohtungsvoktor vers t@hen
wir - einen Vektor

XMQQQN v, Né’m

in dem die VN =zur Korrektur zur Verfiigung stehenden Werte
sugammengelaflt sind.

Z.B.: N Ligenwerte 5\ Or und EigenlOsungen ngr =1y 0w
deg passiven ungedémpften Jystems seien iddentifiziert
denen auch N RigenlOsungen des Rechenmodells zugeord-
net werden konnen. :

Wir erhalten

VN = N + el = (n+1)Y Korrekturwerte aus €

1]

01 Ny (1). -y (n)

‘}ON‘ n(;N“( 1 ) LIRS a]fl(gkr( I))

o s . . W )
die wir in b e 2 5 Vo=n+1 zusammernfassen.

Wir wollen jetzt die zweite Tdee (Parameteranpassung iber die

lethode der gewlchteten Fehlerquadrate) beschreiben,

Begonders einprigsam 188t sich dies mit systemtheoretischen
Begriffen bewerkstelligen, VWir haben eine ganze Schar von
Modellen

X: : M(a); + Bla)x + K(a)x

a
LI
Wa) = M o+ 3 oC; My
=t
Cd et @t eyt gD
B(a) = B + > B B, A= (x5 B ) eR
J=h o weirl, per’, er®
T T |
) = e 3T
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ilan nennt ELa das (mathematische) System zum Parameter a.
Neben dieser Schar mathematischer Systeme haben wir zusidtzlich
e Konstruktiom)Qg%. Dieses
Systemﬁz* wird von uns mit  p* errvegt und wir beobachten dabei

ein reales System (reale technisct

¥ s
b Wir schreiben hierfilr
N e L%
0= p* ; bog €

wlr setgen voraus, dal b im Rahmen HNSQT@ Hodellscl (im thh

eine geelgnete Schar von Gréfien b(a) mﬁ@; P zugeordn»b wWe -
den kann uit einer xxt rematischen Idealisierung p fir p*. Dge-
beil bedeutet bla) :.gazp nichts anderes als eine abklirzende
Schreibweise fir folgende Vorgehenaweice:

1) Betrachte das Iodell Mla)x + Bla)x + K(la)x = p
) Betrachte die Zuordnung  b(a) d——= b

3) Rerechne bla) aus (1)

Wir nennen

i
den Beobachtungsraum unserer Rbm Tno¢ V"
Fihren wiv eine Norm ein (Reobacht nth@ﬁatisoh am
beguemsten 1ot es ®0u zueinen Zuomachen indem
man -in @Jk ein Skalaryrodukt (s, w0 e flihr
nit der zugehdrigen Norn
e——y
Holl s {~“ B)
Dies dst dquivalent wit der Forderu obachturgsnorm
erfUllt die Parallelogrammgleichn
A 5
= U )
anocerhidlt cde rigationatormel
a S w0
(x,5) = ) LUty - =iy )
das gesuchte Skalarprodukt, Mun besitzt jedes Skalarprodukt
eine Darstellung
S S
(x,9) = x*Gy SEE@$§: v Gew ] &?i G?} e (@:’OJ>

Man spricht daher von gewichteten 3 »)G mit
- 1R -

D



(v,»)E =1 Loy> ergibt sich der Spezialfall des kanonischen
vkalarproduktes.

Tm Fall G = By sprechen wir vom Jxklldjsohen Raum mit
Einheitskugeln.

Im Tall G # EVN gprechen wir vom Nichteuklidigcher Raum
- mit Binheitgsellipsolden,

Wir kinnen nun die Methode der gewichlteten kleinsten Fehler-

quadrate folgendermaBen formulieren.

Bestimme ein Systenm ELQ aug der Bchar der Sys t@me (} qﬁ R

so daB zu gegebenem Input p und Beobachtung b

12, p -1

, b= bﬂlé

Dabei heifBt

=
I
i
i
k2
£

v

p-=b =Dbla)-1b

dag zugehdrige Resgidrnum

Dag Prinzip der kleingten Pehlerquadrate igt auf das engste
mit der Wahrscheinlichkeitatheorie verbunden, die hierbei iib-
lichen llodelle benCtigen eine einschrinkende Voraussetzung:

Linearitdt im Parameter a. Sie haben jedoch den Vorteil die

Gewichbtamatrix ¢ zu interpretieren.

In der bisherigen geometrischen Denkweise stellten wir uns
auf den Standpunkt unsere liodellschar ist nicht notwendiger-
welse exakt, Uxakt ist die Wirklichkeit.

f”la, X}
!
Gy ity ; a=a
. : j
' Fauye!
' b {Beobach bung) Bsobacht ungs-
raum

Warum soll man sich nicht auf den umgekehrten Standpunkt stel-
len und behaupten: Das Modell ist exakt (denn nur in meinem
Modell kann ich Virklichkeit erfassen) hingegen ist die Beobach-
tung falsch, denn sie paBt nicht in mein HModell. Tatsdchlich
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vertauscht man hierbei lediglich die kolle VOHEZ* und Eiﬁ
und faBt b, auf als fehlerhafte Beobachtung von b(a), dabei
ist b(d) nicht bekannt. Bs wird dann iiberfliissig Uberhaupt
roch von dem NVModell S:% 7 reden und ich mochte daher dm Tol-
penden einfach b statt b* gehreiben um anzudeuten, dal- b

aufgefalt wird als fehlerhafte Beobachtung von b(a).

Yenn wir im folgenden von Virklichkeit reden ist damit (mathe-
matische) Modellwirklichkeit gemeint. Als wir vorher von
"Wirklichkeit" redeten war damit (Versuchs-) "Modellwirklich-
oht es Uberhaupt keinen Sinn

keit" gemeint. Strenggenommen m
von einer anderen Virklichkeit als lodellwirklichkeit zu reden.
(Bine Tatsache die sich leider viel =zu wenig lMenschen klar

machen)

Wir stehen Jjetzt auf dem Standpunkt:

(1) Es gibt ein "elw dag die Wirklichkeit (in unserem Mo~
dell) bveschreibt.

(2) Die reale Beobachtung b setet sich zusammen aus einem

L

b(a) und einem Fehler v.

damit eine Beobachtung

Zu einem: beliebigen Paraneter -a

b(a) f:z;igh Rachn Vorausgetzur

‘ poldnear dm Parameter as
Unm - dies anzudeuten schreiben wir  b(a) = Xa. Wir konnen uns da-

m
&
R Nl
peva A
pu—7 g

her vorstellen eine Realislierung der Zufallsvariablen

ﬁ = ¥ 4w nitmlicn &:w b

beobachtet zu haben. Dabel it X urnd o deterministisgch, der Zu-
Spiely - wvokann man o alch vors

fall kKommt lediglich durch v

stellen als suldllis wirkende ungeny die slern o dwm Nittel jew-

doch wegheben.

sinltichkeltstheoretiachen o=

Uirvvarbeiltens Jetestodin dewowahre
dell

f=Ha +v Llv) = n(c,n) Liv) = Verteilung von v

Labt sloh aut vielerledl

Die Vertellungsannahme L{v) =

; Je - & L T A Y B i e e e e iy AP e 2 SIS AR R SR TE T i s g b
Artoaleg verninftig nachwelsen. Do sind gchon viele langgelt-

3o heranyus-

unterguchungen unternon

kommen (d.h. B fir




L(v) = 0(w, %) <% piven) = § £ o (v)ax
; ®,E

wobel

A& R eine meBbare (bezliglich Lebesguemall) lenge
. ) : L R P L
vooeine R wertige Zufallsvariable (Zufallsvektor)

«, =) VS T ()
, - e
(oYM [det s

fg@g(x) 2= die Dichte von N(p§§)

iat,
Pl : :
o R heilt Lrwartungsvektor von v

e T O ST . i S
2.e R neiBt Kovarianzmatrix  von v (Z.ist positiv defi-
nit vorausgesetzt)

Allgemein kann man 2. nur als positiv semidefinit voraussetzen
{(dann ist die Dichte nicht mehr in soleh einfacher Form auf-
sehrelbbar - Ausgeartete Normalverteilung).

In der Wahrgcheinlichkeiltstheorie %eigt‘mun, entwedor Uber die
Transformationsformel oder eleganter (falls dieses starke
Hilfesmittel zur Verfligung gestellt wird) mit Hilfe charak-
teristischer Funktionen, daB lineare Transformationen normal-
verteilter Zufallsvariablen wieder normalverteilt sind. (Vel.

etwa Krickeberg-Ziesold oder Ginssler-Stute)

Demnach ist ﬁ =oRa v v ‘ Wiedér normalverteilt

mit BR) = Xa + B(v) = Xa

_ ‘ : . N

und cov(p):= E(ﬁmm(ﬁ)){@wﬁ(ﬁ))t‘n BR=-xa)(B-xa)’ = E(vvb)
e E(VME(V)>(VWM(V))t = cov(v) = B

Die Normalvertellung ist jedoch durch Angabe von Erwartungs-
vektor und Kovarianzmatrix schon eindeutig bestimmt. iAlso erw-

halten wir

L(p) = T(Xa,B)

Wir-atehen vor folgender Situation:

S s - N
Geg.i Bin Raum & (Béi uns S2= € . Beobachtungsraum)

Bine Familie (P,), o, von Verteilungen auf S2

(Bei uns (P.)

a’ae A x<h<ﬁ%B))

Bine Beobachtung b e &2
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Geg.: Welches a lag vor beil der Beo

~ TLos. e Das Maximum Likelihood et unsgs

Wahle dasjenige das die BReobachtung b am wahr-

goheinlichgten macht.

Machen wir ung ein Bild:

Via)

Folgen wir diesem FPrinzip, so lautet zunichst die mathematische
b Formullerung
A : o e
wvﬁmwvv,ﬁﬁﬁszﬁwﬁgqgv : gﬁmﬂvm
Nun-war
X8
3 dN{(Xa,B 1
fola,x) B
q SED
Radon-Nikodym
Ableitung bezl
Lebesguenmall V
. Also %vmguyv —p o gUp <=
, Lol

]

‘reerhalten daher aus

i
stimmungsgleichung

st A
z(a) =

* o)
2(a) 1= v(ia) via) = :<Amv__:;g
3
via) 1= b-Xa =
Dabei ist B o= cov{v) o Kovariay Regiduung

DieSchidtrer die




: ‘ o)
&:ﬁ Xa + v o, Bl(v) =0 , cov{v) = &B B fest

durch minimieren des Zielfunktionals Z(a) := (v(a),B“)v(a)>erm
nalt nennt man auch NQS-Schitzer (Minimum-Quadrate-Schitzer)
fur  a oder Gaul-Markov-Schitzer. Das zugrunde 1ie~mnde Mo
dell heilt linear fulls B=l sonst verallp QHOLﬂGPt Tinear.

Die MOS haben besonders glinstige statistische Ligenschaften.
Man findet diese etwa im Buch Schach-Schifer (R@greksions» und
Varianzanalyse), Die Verteilung von v igt hierbei nicht not-
wendlgerwelse normal vorausgesetzt.

Wir stoRen damit auf das Problem wie bei der eomet sch ori-

entierten Betrachtungsweilse mit Gewichtsmatrix BSCOV(V>“3JN .

Unger Problem st iwm allgeneinen ¥all (Eﬂp + Xa) daBl unser
Tds
Modellbetrachtungsraum ‘
! Vo= 1b(a) = > P ot a&ﬁﬁpg
" =8
keine oder nur aeringe Tokale Glattheitselgenschaften begitzt
(Problem von zerissenem V). Um dieses Problem zu wigehen,
laggen wir nur Beobachtungen zw, die V ~lokal hinreichend
glatt machen und den Parameter &  nur Uber Urbilder solcher

1

glatten Bereiche variieren. Die Digenwerte und BEigenvektoren

erfiillen solche lokalen ulxuthw‘tsbedingungen, man beachte je~

(%)

doch den- Aufwand big man dieses Resultat erhalt.

Die Normalengleichung

k.S
Bg war  72(a) = v(a) Gv(a) unser Zielfunktional. Wir ermitteln
eine notwendige Bedingung zur Bestimmung von & aus unserem

Optimierungaproblemn

" . ,
aus °7 (a) = 0., Mit 52% = v G QXT + (iim Gv)L wird

- o8 da o8
g% = gg* Gv o+ g%i ab Xt
= g\i* Gv + "é%i G,i' RYRRES 2%.. Gv & (g%”g%wm%—)

=



B
=2 Re (3L ¢

Beachtet man: 72 = 7 (ZeRr) und == = (=) dann wird

+# [
Q7 _ 94 _9v. .. . dv_
D& 2Rz CE) ‘

oo G biea 7 e
= 55— GV + x— GV = v, Gv + av Vo= 2 Re (%%m Gv)

Vir-haben daher

*

b
I b U e
92 (4} = 2 Re (L gy) = 2 pe (2 59
da  15) da

!

*
wobel Z(a) = v (a)Gv(a) 43 RY ——w R G =@

und erhalten fir das nichtlineare Ausgleichsproblem die Norma-
lengleichung

Nichtlineare ausgleichsprobleme cereiner nur

Iterativ Yarohegehy cencuns s hier pundchat auf

den einfachsten Fall der linearen Ausg

iprobleme o Hie

sind definiert durch ve=b-Ya (v wahrscheinlichkeitstheo-

retisches Modell - Tinearitit i Paraneter o).

" . E) e o N
-§~Y~ e Lo - V S e X b
o4 oo

\

sgowird

Unsere Jormalengleichung entartet in

t

to~ ‘ o ; L
Re(-X"Gv) = =Re (X Gv) =00 <=> Re(X7Gv) =

l J:;\l I ('}:::';\ ‘[:,

mwit o vo= beXa . ir folegern:

0 = 2 Re(x'G¥) = (2T 4 wbEe) = (x'EF 4 o)
fa-8 lo=1 | o=t
= xtﬁ(i"m Ka) 4 X*G(b -Aa) P aTaTI “L§?§ c o ton o K*GXQ
= x'Gb + «Mov o (BRER 4 vtoady
= Xtﬁﬁ + xtii = fiTﬁ§ } K*G{)g dedn o= E e kxﬁﬁﬂj
- PTG



t—-...

= 2 Re(X'Gb) - (X GX + < uX)

P Tt .ty PRSI NN
= 2 Re(X"Gb) = 2 Re(X'G0)A
und -damit
tay 7 AN
0 = Re(X"Gb) - Re(xtuﬂ)a
N N S ormalengleichung des
oder |Re(Xx'GX)A = me(x'ED) Hormalengleichung des
linearen Ausgleichs
setzen wir voraus, daB Re(XLGX) invertierbar ist dann ergibt
gich die Lisung
A ehamy=T1 t
a = Re(X'GX) Re{X'Gb)
¥

st die Matrix P(* uX) nicht invertierbar, go kann man eine
Pseudoltsung ermitteln, die sich leicht mit dem Verfahren der
konjugierten Gradienten errechnen 1dB+t. Hine andere Moglich-
keit (allerdings wesentlich aufwendiger) ist das DEP-Verfahren,
das zur Berechnung einer Pseudoi inversen Matrix benutzt werden
kann. Diese Verfahren (allgemeiner Verfahren der Oren-~Luenberger
Hlasse) kann man z.B. in Stoer-Burlich Hinfuhrung in die Numeri-
sche Mathematik I, II nachlesen., Die Verfahren der Oren-Luenber—
ger Klasse sind allgemein anwendbar, also auch auf das nichtw-
Lineare Ausgleichsproblem. Dinen gpeziell auf dieses Problem
zugeschnittenen Algorithmus karn man 2.3, in Band I Kapitel 5
4e8.04 Selte 182 finden. Im lincaren Ausgl&iohsi&Ll‘ist das Ver-

fahren der konjugierten Gradienten sehr effizient und der Lo

sung liber die Normalen Wl@iohung VO?xuxioh@n9 gelbst wenn die
Inverse der NMatriy Ee(Y'“V? exiaticrt, flan kann im linearen
Fall meigen, dal Jede Ldsung der Hormalengleichung eine Mini-
mallosung unseres Optimierunssoroblens ist. Tm nichtlinearen
Pall kann dies natlirlich nur im Tinzelfall expliziter Kennt-
nig der Abbilldung v entschieden werden. ir Tassen unser Br
pebnis din dem folgenden Hatz zusammer,
sate VIITWG - Horrektur des Roc Jient nodells unter Verwendune von Myd
Segeben wmei ein Nechenmodell
P X R .
WX+ BR+Lx = D B, B, el y eymmetrisch
IT positiv definit 3 D,X positiv semidefinit
und eine Yerlegsung In unabhing sunmandenmetrizen (Subma-
- 120 -




1%

triven

YT . A
Moo= R4

symnetbtrische

N .
! . Lrizen,

Ut
it
o
s

M

b g E
i

T v W
Poor= 0N Iy

rizen (Matrizen des Zovrigierbten Rechenmodells)

Pur die

1 e e A PURIINER I
don anaontsz

machaen v

dawn s v und s Aans Bie ]l Maele




, B=(a)

Als notwendige Bedingung Fflir (3) er

are Normalengleichung

-

= b-Xa) ist die Nop-—

Im Fall des linearen Ausgleichs (v(a) =
B - . A I s
ngleichung auch hinreichend fiir A . Man berechnet die

der Hormalengleichung

g“‘w % T - \A b U Y - : $ : q 4 s
Ih@(u X )a = Re(X"GL) Normalengleichung im linearen Fall
(D= V)

am besten nach dem Verfahrven der ko ’jazév terten Gradienten und

O

It

erbilt dann im allgemeinen Pall (Re(K G¥) nicht invertierbar)

die eindeutig bestimmbte Pseudolis sung dieser Gleichung, Diese
stimmt dim Fall der Invertiervarkeit von Re(X7GX) mit der

Losung

fee)

i

Q vth\~1 HO(YE“*\ Logung der linearen HNGL falls
ST AW ;

Rang (Re X

= D (maximal)

Schritt geschafft und die Theo-
rie geliefert.
2l

as Prinzip soll nun an zwel RBelspielen erliutert werden.

Bedspiel (1) Zeithereich

i
ThOAN i
l'l/ L

b
Trdfen 3> (t) und }J“(t) (11 e%‘w?v*P) gines elasto-

S : N [ g o v . e hd s
mechanischen Jystems mit den Anfangsbedingungen X\Q)zx(0>m0

Die

R . o . . N
gelen im Intervall LU,T] A=priori-dernntrisse wel-

oy 3 i i o ey Ty ey e At 5 9 ~ f ISR - N b
sen-dies dm betrachtebten Arheitabereich als lineares, viskos

pedampftes Binfreiheitasore aug. Gesucht aind Sehdtee

werte fir die Systemparamebter mit Hilfe der liethode der kleine-

TN
—
fop
I
e

S
-

sten ungewichteten

fodellgleichung 2»( nXEbX4kY = p o %(0)=0 %(0)=0

w,b,k)}
e 120 -




L

Wir schlagen den einfachsten Veg ein in dem wir die Parameter

mybyk w0 bhestimmen, dal?

“DM §:~1 Yﬁ 2 v 1T
* (m,b,k) © Mo o

Dadurch erreichen wir, dall unser Fehler

o mwmwl <t

: bl I
vim,b,k) = p “2.(n,b,%) X

linear im Parameter (m,b,k) wird. an spricht in diesem Fall

auch héufig vom Eingangsfehler,
Unser Regiduum wird:
i il 2 ‘ i
vim,b,k) = p (t) = [Ex'(t) +ohx(E) + kx’(tﬂ

Wir benBtigen noch x"(t) und x"(%) . Hierzu integrieren wir

P

s

-
_—

~—
P
ot
H
forad
L1
=
-
P,
o
o
18
~—rt
rrs

t N o 1
- S ¥ (s)ds = sx (s

Also (1) = g wi(la)ds

rameterachitevers
e

retisierung von  x (t),

TN g Tty g e ¥
Llgkretlislerung.

7] und die Berech-

T

t Li»r’ Lo l goveow g AN

Die Schrittweite h (dhtastzelt) richtet sich einerseits nach



der vorzugebenden Frequens (obere Grenzfrequenz) und anderer—
seits nach dem zugelassenen Fehler der numerischen Integra-~

I

tion. Verwendet man die Re echteckregel so folgt:

e i .
» 1 : o o I is 1\\1’!‘ »e
Xl e X& K_t : ) - h §“ ~~~~~ ¥ 53 IJ P I\ ( L )
) J o ] S e c]
i i L2
X. =3 5. ) = h
i X ( TTL ) Ie
- . “‘4‘ T\v; i ]
Mt vy i V(ti) und pg $= pd(ti) wird

Moo Mo M
Vi o= e e !rn)<J + b hlI + J{}{ﬂlj
A i) i

Damit vektoriell
Moyt vt
vo=op - Ix" 1% ] a at=(m,b,k) ‘& e
S N R ] N i
v, o, e gl Nh=T

g s N . - Co . rel s MM .
Unsere Design-lMatrix X  wird daher ¥ = |x ixdixl! =g X

Wir erhalten

- ey oy w» Qy e s L T#
als Parameter-schidtzung fiir a = (myh,k)

Deigpliel 2 Xorrektur des unge systems mittels Biger-

werten

st erinnern wir an die Definition der Eigenwerte. Wir

tten in Kapitel VI filr das ungedidmpfte System die Bigenwerte
charakxterisiert als fMullstellen des charakterigtischen Poly-

-
noms Py (ﬂ) = det (AT +K) und erhielten
1ui

A'] et ]mov] AL A 9%11 = ‘“‘%N‘I

Dieg ergibt sich wenn man das ung@dﬁmpfte system als Opezial-
fall des gedampften auffaBt. Man erhilt dann das charakterigtio
sche Polynom aus dem Ansatyz

Ayt \ i
¥o.o= oL e o Aol o, 0
] i© o Met o, ngF

(& e [

i

durch Einsetzen in die Dgl Mx + Kx ; denn es folgt

E



¥

o . At
MA%njeaﬂ o+ Knje Joa 0

¢

A: L
oder #quivalent (da e 9 4 0)

”y
(m‘f}- + K)n ;=0 (Big

enwertgleichung)

Wir wissen bereits alle Eigenwerte )i gind rein imagindr,
Man verwendet daher beim ungedampften System den Ansatz

1w~ .t
X, o =on.e 0]
J J

und erh#lt damit das Digenwertproblem:

(11@(:190“3)2 £ Ky =0 <= (K- Mol In, = 0

und das charakteristische Polynom

(A) = det (K = 1IA)

P
¥
1Y

MK

mit den Nullstellen

o)
N v s § N T N
1O r ey iy, von pr(A) = det(MA + K)
und. der Zuordnung
o WA ‘D ‘N
Doy (1) J = QVM<A/
~ A o o
18t T die Mullstellen ) m . EREV iies
hat Dy iie Mullstellen A, = Wi,,.. ’ATT Wy, dies

. . ~ 2 ~ 0
O = pyy{iwgs) = ey E tiayy ) l = Dy (=00 5)07] = Pyl 3!

[ i b Aoy

Jir kinnen daher genaugogut die bigenfreguenzen folgender-

maBen definieren

1o
~ R : T NN &
el r{j\y~<rx ) seodet ( KM ;\\ = QA ""I’\\ 1 \ } e e (:\ o A(\,}\ ) i £ [AEE=3¢)

=1

Dann ist A .20  fir und die Bigenfreguenzen

erhalter wir aus

R e R

L,

125 =



i
Die Matrix der Normalschwingungen bleibt hierdurch unberiihrt. ¥
Be gilt wie friher
+
NN = &
n
nhRy =2 diag(ul s yuh) = diag(A; )
B O B 0] R0 o
wobeil hier die Tigenfrequenszen gemall ihrer Vielfachheit
Tyaeens Ty aufgefithrt sind,
Wir haben somit durch den Ubergang Py ﬁw«mwﬁpw erreicht,
Al o .
dall alle auftretenten GroBen beim ungedidmpften Syatem reell §
bleibven,
i
Jeiter hatten wir den Korrekturansatbz
TE
Moo= M +>;m‘%jmi
1=1 7 T
bt I+1
&, = (()(: y \5 ) & E -4
L
§ i
. - R
K K t <'...;..,,_. X“l I\]
1=
Wir getzen dm 1. Schritt voraus, dal M=l (} hinreichend ge-
naw bekannt) d.h. &ﬁm1 Tir i=1,...,n und verwenden damit
den Korrekturansats
K=X +2 ak a =xeR”
e R
1=1
1. Sehritt: Korrektur der Steifigkeitematrix aufgrund identi-
fizierter Wigpenwerte
i oA & 0 .
Den ipntL fizierten Higenwerten AOT : (uﬂr ety e, o NN
I d .’i 3 o (.,. A E‘ i I} oMy o [ o8 "‘i . mg 'rm»."] N T’I o)
sinad gare 1 engchwi n n \ub s \J O'r.‘ . = O]" L= gieen g g AN 1L
des korrigierten Rechenmodells Mx 4 Kx zugeordnet.
Die WigenschwinguﬂpsyrﬁBeh gentigen damlt dem Matrizereigen-—
wertproble
: (""":\Or}‘ﬁ -+ Qi) lflT‘ = O T“:',] R ,P[ 9 TI"“H
dabel 1gt n., die r-te Spalte der Normaldchwingungsmatrix des
- 126 -



korrigierten Systems. M i1st unabhingig von a und K=K +§::a1Kl,

Der Residuenvektor ist definiert durch

. 4 k) A A B t
Vo= ( 01 —‘rAO'],".?’AQN.mAON)

Die FPunktionalmatrix igt definiert durch

; . = T T
dv oy ov )aﬂwkM

fp 2 PR A AR A
ﬁ @dj aa‘I)

Wir beschaffen uns die Matrix Dv  durch ableiten des Matri-
zenelgenwertproblems, dall wir dies dlrfen lehrt uns der Ab-
gschnitt Uber Stabilitédt von Eigenwerten. Vir verwenden hier
jedoch mehr Information als dort, denn wir setzen die Eigen-

vektorern ein um relativ einfache Ausdricke zu erhalten.

x

Zundchst ergibt sich aus

(wkorw + K)n. =0 TETy ey

durch-Differentiation nach fy

o . - @R
kj ™ EE RN NN \ ": RO o B i o I; ey
( - a Y . RV e e 18! 3 } N A() IVH RS ) QWEAL I ey ()

on.,
Hierbel ist zu beuchten, dall auch == Tlokal existiert.

wir flir - einfache

jw)
i
D
0
0
@D
oy
T
-

O A -
genwerve o sos

el A1 gin-einfacher Hlgenwert von A und he ein nuge=
horviger Wipenvektor,y dorm- besitat die Matrix (Aw%TE) den
Rang n=1 o ORdA selen die ersten n=1  Zellen unabhinglg.
Nach der Theorie der linearen Glelchungen konnen die Kompo-

nentean von X1 foloendermaler werden

wobel

S \ et .
; e (=)0 Gag(ao A ein Polynom in A1

vom  Grad e e

iy o

venden:wir-dies an auf die Matrix  A+sB . mit dem einfachen
Bigenwert Aq(g) und den zugehdrigen bHigenvektor XT(S> ;
so-ist

127
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eng(S) ein Polynom in Rj(s) vom Grade < n-1 und
A;(8) 1dBt sich flir geniligend kleines s in eine kon-

vergente Potenzrelhe in s entwickeln.

Wir dirfen die Glieder umsortieren und erhalten eine kon-
vergente Potenzreihe
t

SRy
4 momn - N o v T e
e.xﬁ(s) - e;x1 & Y'» e,tzqsl ey 7y Koeffivieriten

= der: i-ten Potenzreihe

Gehen wir auf Vektorschreibweise Uber, so erhalten wir
St k. tofir ls)<$d
wergent fir S|
x1(s) = %y > 75" konvergen iz | )
; §>0 s 79 Vektoren.

Dabel folgt X, aus Xy = X1(O> o ir sehen damit
§X1(8>~X1§ = 0(s) und die Differentiation nach s ist
Lokal gewdhrleistet,

Fir mehrfache Eigenwerte bleibt die Idee die gleiche, nur ist
es schwieriger den Beweis auflzuschreiben. (Notfalls denke man
gich das Verfahren auch auf den eingig praktisch wichtigen

Pall der einfachen Higenwerte beschrinkt).

e war also

30y 3 o,
oAy L., B e E e R AN
( 5% Lo Ey) o+ AQPL + K) 57 g

Jenchten wir die ymmetrie von Mo ound K ogo wird jeder

Linkseigenvektor auch Rechtseigenvektor, daher gilt:
i 3 )

: e X : : Do : we -
Multiplizieren wir die vorletzte Gleichung nmit 0, S0 erhgle

ten wip

- o~
palte G SRS TR ST Sl U S S
Sa B SRR B A R e A Or* aq

1

und somit

#

&



el
Mit der Normierung NN = I folgt

30
‘()l‘ + 1o ti{. n.o=0
9 a4 ool

-

37
E | b . i N
damnit 0r NoK, 7= Ko (1)

6&11 (A B o

Die differentielle 'nderung des r—ten ko erten Digenwertes

infolge einer differentiellen Anderung des l-ten Korrekturfalk-
tors ay ist gleich der r-ten gerneralisierten Submatrix Kl'

Diegeneralisierte Substeifigkelt Ky(r,l) wilird mit den Blgen-

~

o]

vektoren des korrigierten Rechennodells gebildel und hingt so-
mit von a ab.

b asd

. : o 2 . &
/ she Selby gl vy UKD = . e wodang wi vl A =
indererseits gilt: KN 520@ Q&Og diag(Xqqs A op) <,

Deghalb wird:

; " S i-“} S
g n N e P A =0T
kOr Ko (ryr) n/Kn, = T

Der pw—te Rorrigicrbe wipenwert cxplizit Linear in den

Korrekturparametern darstellbar
i §

nangt aver wegen
wo
TR

y
¥
Koo Clm M (a) K () s Ko (w) und
el bl

% =

5 s \ - T . “ A

) =K (ryl) = 1} (0L = a) BT fa) Eo(ryl)(a) dm allge-
fq a 1y Lo &

melnen rtoentli ! 2

Ay e e e Y g e R PR T i [SPRITR A I EETN MR TG ERTRE S TN e REEEEN PSR
atontehts andores iladte Uronogerd brvharelat o van Ll (G R STERN
U N e T Ty 3 RRSETR R AC H T TS T T A e N Ve T HRERTE I SRR
Courmnt o ilboviy s sabnoden doe gpathoiabisehen bhye k) Jdersu gsoi



A(A)  die Bigenwertfunktion ‘ |
dann giit wegen Ax = Ax <= GAX = SAX
AlsA) = sA(4L)

und daher (Differentiation nach )

it

Nd . ST 3A d L 9A
A(L) = 3= A(sA) = < 5, ;(oA) gsisa;y) = 121“ =——(s4)

opeziell flr s=1

C\(A) LZ aij g‘é}mﬂ (A)

LT 1]

und diese Gleichung ist auch hinreichend fiir A(sh) = SA(A)m

Wir ogind jetzt in der Lag@ unsere Residuenfunktion v(a) zu
ermitteln. ‘

N
e war

e L PEY
s 3 L Ngp
AOF - AOT ROP - (Kg(r,r) ! %;% a3 EEN )
- L 25
& ! — Or
= Aoy~ Kplrm) - Eﬁ-ll‘é‘ﬂ“
A L -
AL - Ro(rr) =S Cag(Dv)(r,1)
. & =
| ey, @y, - o W :
denn  (Dv)(r,1) = 53% x-§ﬁgil => (Dv)(r,1) = =(Dv)(r,1)= §§?W

Also wird
A B T s %
VI‘ = \O]? - R ( Iy X ) - (‘1)\] ) 'r:ﬂ,( ¥ )

. o . . E A - - i . 3 s HPRI M
Definieren wir b := AOT -~ K (ryr) o erhalten wir in hatri-
zenschreibwelse

T o A Tho oy LoaA -t :
Voo h et Dye & br == ,A OI‘ - (I' g I ) = 'AOT’ - n J\ }_’1}"‘
o Moy = .
(Dv)(r,1) = e = Kﬁ(r,l) n k]n
b hia) Dv = Dv(a) =Ty eus, N 1=Tyeas,y L :




#

Nattke schligt zur Lisung min “v(a)“Gr den Veg Uber die Nor-
ae R
malengleichung vor und erhilt aus

2 Re(2r G7) =0
da |a=8

; o P Qv - o S
und  G=G V=V 55 © - DV genaw wiée im Fall viosml bh=X8
fowe

die Normalengleichung (mit X=Dv)

s i A o
(DPvaDv) 5 = DBva
)
o)

}amk !axg

PR g L =T by T : i ) V
und falls man annimmt, dai DthDv fir a und damit in einer

Vi . ; ~ . R R N
genligend kleinen Umgebung von & invertierbar ist folgt

a = (D'vGDv)” 'D'vGb

Dabei ist  G=G eine reell-symmetrische positive Gewilchtsmatrix.
Dies ist eine Gleichung der Form xo= Plx).

seln Losungsalgoritmus lautet

(0) k =0 k t= Interationsindex

§iNiee ,i\‘

(1) K<K>(r 1) &= nsﬁ>thlnﬁk) = N

[ “\, VY -
K (h/(r) HE S SRR (4 n<l> vl ey N

nelgenwertproblen

S0

gewonnen wird.,
. e Yy Nk TR e / FEAT " IR
( 5 ) &( K1 ) v ( {-T\ ( ¢ )J r [\;‘DVK k ) \"*? |Dv< k)] I b ( l\)

1)
wobei Dv<h/(r,l) r=




b(k)(r) :m‘AgT - K'(r) N IR

(3) Wiederholung der Rechnung ab (1) solange bis

Ha(k‘”) 5 a(k:),

L

<E&wirda, Welleine beliebige Vorm im R

Er behauptet, dal dieser Algorithmus konvergiert. Dies giit
gicherlich  micht im allgemeinen Pall, Zu beachbten ist weilters
hins

(a) Das Verfahren ist bezliglich der Bigenvektoren adaptiv,
denn lber die Korrektur der Digenwerte werden gleichzei~

tig auch die Bigenvektoren angepalit.

(b) Die Tteration beginnt mit den Bigenwerten und Bigenvek-
vektoren des Rechenumodells. ‘
Bei grdBeren Abwelchungen zwigchem.'kéf) und 'ng kann
bei der Iteration die Zuordnung der Eiéeﬂwerte veilorenw
gehen, Sie mull deshalb wihrend der Iteration Uberpriflt
und notfalls wieder hergestellt werden. Dies kann iiber
die Orthornormierung

ngk+1)t 1 nék) _ g;k+1),(k)

geschehen, denn beil richtiger Zuordnung muld

\ C»».»/Jg

g(k%ﬂ),(k),v
Y
bei falscher Zuordnung hingegen =0  gein.

Das Verfahren iat hierbel so geschildert (modulo Bezeichnungen)

wie-dieg im Buch von Hatke geschieht. Die von ilho ungeklirten

Pragen sind hierbeil

@J
P

Or st -
= N {in
1 ol

(1) Oxistenz der Ableitungen

o

o W
=i

T
a.
1

(2) Ixistenz der Ableitungen

4

o

(%) Konvergeny seineg vorgeschlagenen Algorithmus

Die ersten beiden Fragen konnten mit lokalem ja beantwortet
werden, Zur Beantwortung der dritten Prage gibt es ebenfalls
Kriterien (vgl. z.B. utdr - Burlisch: Verfahren x = ¥(x) ).
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2. pDehritt: Korrektur der Triacheitsmatrix aufesrund gemessener

Digenwerte

Die alleinige Korrektur der Tridgheitsmatrix des Rechenmodells

setzt K=K voraus. Das Matrizeneivenwertproblem lautet

M+ E)n, = 0 T=lyeee, N

T‘,‘;ﬁ) Lalkst 8 ich mit dem rez i ”,(',\)TO]'{.@H I i@f@ﬂ‘w er’T m/ Hi= m-—*1 fa 1 e
- - Or A

Or
—#3 O in die form

(=% K +1)n, =0 rely e, N

Uberfihren. Vergleichen wir diegcs Problem mit dem des ersten

Schrittes und definieren - den Residuenvektor
s = s =
Vo= (:xm =Xy Ky o= &ON>

so erhalten wir das gleiche Problem mit der Ubersetzung

W s N
Moo= K

:
‘ % "mmwm Py Fh a's e > T

= 1+ Emmaimi friher ¥ = K + EWM31K~
e R RS =1 -

=}

—
|
b
et

Der Formelplan (im Nattke-Schewma) wird:

N b i =
a = (DVLGDV> ! Dva'r;A

N el g
Tl =L

wobel jetuzt:

Ey = Mq , mg(r,i)

i

=
P
s
S
131
|4
[
—~
H
B
T -
N
-3
R
A2
=7 g
=5
G
T~
—
~—”
}
=i
3 oF
barad
=i
C“'
Vﬁ
1
s
pes
®
&
a
[
<

Der Zusammenhang zwigchen den Bigenvektoren 'ﬁr und. : n 1

gibt sich aus

DU = 1 " 1
n 2 ’

: _ r T = r
RUKA = A A0y
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2. Schritt: Korrektur der Triagheits- und Steifickeitematrix

auferund gemessener Ligenfrequenzen

Die Korrektur der Trigheits- und Steifigkelitsmatrix, bzw. der
Trédgheits- und Vachgiebigkeitematrix (Hachgiebigkel tamatrix

T

= Inverse Steifigkeitsmatrix K) ist jetzt leioht durchzufiihren

]
(Gruppenkorrektur in Binzelachritten).
van beginnt beispielsweise im

1. Iterationsschritt mit der Korrektur der Irdgheitesmatrix

und schlielRt in dem so korrigierten Modell im

2. Iterationsschritt die Korrektur dey bteifighkeitomatrix an.

deltere NModelle wie

Rorrektur aufgrund gemessener Bigenfrequenzen und

mlgenvektoren

gemessener Antworten

Korrektur

- 5

"1
[

Lo auch filr das gedidmpfte System

sowohl fir das ungec

findet man explizit durchgerechret im Buch von Nattke. Hier-

bel werden jedoch keine rneuen Tdeen vervendet, so dal es nicht
m

ginnvoll wire alle diese lodelle (die mit #z.7. sehr kompli~

zierten Formeln enden) Wier nochrals durchzurechnen.
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