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Behandluncr von DAE" s 

nächst auf lineare Systeme de:~* Form 

(2J) A y'= B y + g(t) D y(t,) - y,a 
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3.1. Einschrittve-fahren -* 



(3.5) 

Gleichung ( 3 . 5 ) wird dann durch ein New-tun- Verfahren gc%- 

löst: .." 

‘h 
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DASSL appreximiert y' durch Rückwartsdiffercnzon k-tor O,rd-- 

nung, wobei k von eins bis fünf reicht, \ 

Nach jedem Schritt wird eine Ordnung k und eine neue Sehritt- 

wei-te At n in Abhängigkeit des Lösungsverhaltens gewählt, 

Das Newtonverfahren (3,6) konvergiert schnell, falls der 

S-tartwert y; gut gewählt wurde. DASSL, wählt yi durch Aus- 

werten des Polynoms, das die Lösung in den letzten (k+i) 

Zeitpunk-ten tn 1 ) s i> ,,tn-(k+.]) interpoliert, im Zeitpunkt 
I 

t 
r1 * 

Es is-t wich-tig, das nichtl.ineare System (3.5) "effizient zu I 

lösen. Aus diesem Grund arbeitet DASSL mit einem modifizier- 

ten Newton-Verfahren. Die Iterationsmatrix dieses 'Verfahren:; 

wird für möglichst viele Integrationsschritte beibehaIlic>ri. 

Daher braucht die Jacobi-Matrix von l? nicht in jedem 

Schritt neu berechnet zu werden. Weil die A leltung Io a1.J.g * 

durch Differenzenquotienten approximiert wird, spart man 

somit Funktionsauswertungen von F, 

Einzelheitenhierzu und zu den Strategien, nach denen die 

Schri-t-t;we:ite und die Ordnung k gewählt wird, sind ln ,!Ih,/ 

zu fix1den * 

VorteìILe von Mehrschrittverfahren gegenüber E~~s~~~~t~,v~~- 

fahren liegen darin* daß sie $.allg, weniger ~unk.~~o~sa~~s~ 

wer-tungen benötigen. Daher sind sie geeigneter ftir die Ints- 

g T a t i 0 n großer Systeme und für grol3e Integrationsintervalle 

bei. hohen Genauigkeitsanforderungen. 
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4 . 4 . Ordnung und Konvergenz von Einschrittverfahren Ordnung und Konvergenz von Einschrittverfahren 
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In diesem Paragraphen untersuchen wir die Konvergenz von In diesem Paragraphen untersuchen wir die Konvergenz von 

Einschrittverfahren für h + 0 analog zur Arbeit /j/. Einschrittverfahren für h + 0 analog zur Arbeit /j/. 

Dazu betrachten wir zur Lösung des Index-Eins P~~b~~ms Dazu betrachten wir zur Lösung des Index-Eins P~~b~~ms 

(4.1) y’ = f(y,z) 9 y(xo) = yo ,' f :RNxRM+RN (4.1) y' = f(y,z) 9 y(xo) = yo ,' f :RNxRM+RN 

0 0 = g(y,d > dx,) = z. 9 = g(y,d > dx,) = z. 9 g : R~xR”~R~~ g : R~xR”~R~~ 

die folgende (nur formal explizite) Klasse von Einschritt- die folgende (nur formal explizite) Klasse von Einschritt- 

methoden der Form methoden der Form 

(4.2d y1 (4.2d y1 = Yo = Yo -t- h @(y,ry,,h) -t- h @(y,ry,,h) 

(&2b) z., = (4,2b) z., = \Y(yo+$d c, \Y(yo+$d c, 

Yo'"0 Yo'"0 seien konsistente Anfangswerte und h die V~~fa~~~~~~s,~, seien konsistente Anfangswerte und h die V~~fa~~~~~~s,~, 

schrittweite, schrittweite, Q und Y bezeichnen die Verfahrensfunktionen Q und Y bezeichnen die Verfahrensfunktionen 

(vergl. /22/ und /3/). (vergl. /22/ und /3/). 

Seien y,z Seien y,z die exakten Lösungen von (4.1). die exakten Lösungen von (4.1). 

a) Die Methode (4.2) ist von ~~d~~n~ p (man spricht auch a) Die Methode (4.2) ist von ~~d~~n~ p (man spricht auch 

von eoka&/t ~o~~~~~~.n~o~d~u~l~ p) p falls gilt von eoka&/t ~o~~~~~~.n~o~d~u~l~ p) p falls gilt 

y(xofh) - y, = O(hPtl) y(xofh) - y, = O(hPtl) 

z(xo~t-h) - z, -z O(hP) z(xo~t-h) - z, -z O(hP) 

b) Die Methode (4.2) hat global die ~o~~~/~~~~~o~d~~~~ /># b) Die Methode (4.2) hat global die ~o~~~/~~~~~o~d~~~~ />r 

falls für festes x = n.h gilt: falls für festes x = n.h gilt: + + 

yn yn - y(x) = O(hP) - y(x) = O(hP) 

2 2 n n - z(x) = O(hP) e - z(x) = O(hP) e 

Y,@Zn Y,@Zn bezeichnet die durch n-maliges Anwenden von (4.2) bezeichnet die durch n-maliges Anwenden von (4.2) 

gewonnene numerische Lösung von (4.1). gewonnene numerische Lösung von (4.1). 
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Probleme 
.--_-_--- --------_ 

Beschäftigen wir uns im folgenden wieder mit Index-Eins Pro=- 

blemen'der Form (4@1)) wobei (ag/az)-' existiert und in 

der Umgebung der exakten Lösung beschränkt ist. Die A~.fa~~~- 

wer-te seien konsistent ,d.h. g(y @z ) = 0. 0 0 
lJm die Taylorreihen der exakten Lösung y und z darzuste2len, 

benötigen wir y*, z', y"", z*' 8.". 

J-edes y(p) bzw. z(~) besteht aus einzelnen Summanden, die 

wir c? 4Tementuae Dit,Z-enent iulle nennen, 

Die Idee ist nun, jedes elementare Differential mit einem 

Baum zu identifizieren. Wir folgenq+einem Vorschlag von Roche 

/17/ i und der dort zitierten Literatur. Dazu definieren wir 

Tekursiv: 

Definition 5.1: 

Es seien T 
Y 

und T~ die folgenden Bäume: 

TY'= ca @ 
T := 

2 L 

DA7 > ilA7 
Y 

und &l7z bezeichnen Mengen von Bäumen, defi- 

niert durch: 

a> T E DAT 
Y Y ; T z E: DATZ 

b) Seien t.,,.., t, E DATyv DATZ, dann ist $0') t 
Y 

E. DAT 
Y 

c) Seien tl ,..,t, E DAT u DATz mit m > 1 oder m = 1 und 

t, E DAT 
Y" 

dann ist 3 t t**, 2 E DATZ" 

d) DAT := DATy u DATZ 

gierbei erhält man t = [t,,..,t] n y" indem man die Wurzeln 



Y L 

t E DATy (bzw. DATz) mit montz 

LDP47 := LDAT.. 
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svh 

= 3 und oi(t) = 3. 

I ) t3 =2 

gilt: ti, t,, t3 E LDRTz,:aber,t /L. LDATz. 

dann 

Wir definieren nun rekursiv Funktionen F(t) : R,NxR,~l~RN 

und G(u) : RNx~M-+Rbd , die jedem Baum t E DAT 
Y 

bzw. u E DAT 
z 

wie folgt genau ein elementares Differential zuordnen: 

Definition 5.5: 

a) "(',,> (y,z> := f ; G(T_) (y, 

11) F(t) (y,z> :== D; D; f (: 

falls t = Tt,....t, .u,. 

J L.4 2) := -(D,g)“iDyg) f 
ut, > t=.,F(t,),G(u,),.,,c(u,i), 

L 1” “-K”--.I’ .rgU 
Y 

d G(Ld bd :- -(Dzg)-'Dt DB & (F(tI) t-*,F(tk)>G(Ua,)p,s,,~ 

G(ul))" 

wobei ti ,..,tk E DATy und u,,..+ E DATz . 

Da wir ausreichende Glattheit von f und g fordern, sind 

deren partielle Ableitungen unabhängig von Vertauschungen, 

Definition 5.5 ist ebenfalls von Permutationen der tIpSrt 

$"", ,rrsu 1 unabhängig; daher sind F und G wohldefiniert, 

Durch Definition 5.5 werden den elementaren Differentia- 

len auf folgende Weise Bäume zugeordnet: 
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x” 

Für die exakte Lösung von (4.1) gilt: 

yb) (x,) = tsLDATF(t) (yo,zo) = t dt) F(t) (y $2; > 
tEDAT 0 0 

dt)=pY P(t)=; 

~%co) = ue[DATG(~) (yo>zo) = uEL;ATah) G(u) (yo~~o) 

du)=pZ FWP 

und damit 
,dt) 

y(xo+h) r- y(x,) f tsL,ATF(+d (yoao) - 
Y PCU! 

* 

z(xo+h) - z(xo) + 1 G(u) (yo,ao) ~ 
UELDAT~ Pb-d! e ia 

Der Beweis des Satzes ist in /17/ und /Zl/ zu finden, 

Wir fiihren nun analog zu /1'7/ DA-Reihen ein. Si.e sind 
einen Verallgemeinerung der in /8/ eingeführten ßutcher- 
Reihen und erlauben eine einfache Herleitung von Ord- 
nungsbedingungen für numerische Methoden. 

Definition 5.8: 

Seien A : LDAT -t R und B : LDAT +. R beliebige Abbil- 
Y 2 

dungen, h 

Die Reihe 

DAykyo~~o) := y, + 1 A(t) F(t) (yo,zo) - 
,p(ti 

tELDAT 
bzw. Y P(t) ! 

DAZ(Bpyo>zo) := z. + 1 
h(3(U) 

B(u) G(u) (yo,zo) - 
UELDAT~ Ph)! 

heißt JR -&ihe bzw. iIRz-,&ihe, 
Y 

c 

E> 
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t  Nach Satz 5.7 sind insbesondere dis Lösu~~~~ VOYI (4.l) UA- 

Reihen: 

(5.10) y$.+h) = DAy(Pysy,r~,) 

dxo-tl-d = DAZ(PZryo,zo) Uli-t 

Pp) - 1 für alLls t E DAT 
Y 

und P,(u) :- 1 für n.l:Lo 1 
u c DATZ ,, 

"u 

c 

u' 

B P 

e 
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6. Rosenbrock-Wanner und ähnliche Methoden zur Lösung von B 
-=--=2=====================~=~==~~~-"- ------- -------._<--.-IL. -.-----."----"..m--- -.-- --_-.," 

Index-Eins Problemen 
==================== 

In diesem Paragraphen stellen wir zwei Lösungsansätze vor* 

Für diese leiten wir Ordnungs- und Konvergenzbedingungen 

bis zur Ordnung vier her, Zusätzlich geben wir an, welche 

maximale Ordnung Verfahren gegebener Stufenzahl erreichen 

können. 

P 

IJm die Idee der Rosenbrack-Wanner (ROW) oder verallgemei- 

nerten Runge-Kutta Elethoden /9/ auf DAE"s der Form (4-I) 

übertragen zu können, gehen wir wie folgt vor /l?/ E 

Wir ersetzen (4.1) durch das ErsatzprobLem 

(6,la) y'= f(y,z) B Yb,) = Yo 

(6.lb) z' =(l/dg(y,z), dx,) = z. 

wobei E sehr klein ist. 

Wenden wir di.e ROW-Methoden auf (6.1) an, multiplizieren 

die zweite Gleichung mit E und setzen E = 0, so erhalten 

wir die Verfahrensklasse 

i-l 
(6.2a) "i Cl; J; 
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6 "2. ~V 

Zunächst befassen wir uns analog zu /17/ mit dem implizi- 

ten Ansatz A: 

Die durch (6.2) definierten Funktionen !a., bi, li, k 3" i' 
i = lSr.,s und y.,, zl sind DA-Reihen,deren Koeffizienten 

Ai, Bi" Li, Ki, i = l,.."s und Y 
1" 

Z, rekursiv definiert 

si.nd durch: 

(6,4a) Ai(t) = "2' aijLj(t) für alle tELDAT 
j=l Y ; 

i-l 
(6.4b) Bi(u) = 1 aijKj(u) für alle UELDAT~ 

jzl 
3 

e 

(6,4c) Li(ry) = 1 

Li(t) = p(t) Ai("~)~""i(tk)Bi("~)""Bi(U1) 

ic‘0 falls k+l. > 1 I 

.t i P(t> JB,YijLj (ti) falls k-i, 1-O 

i 

IP(i) j~~YijK1 (U1) falls k=O, l=l 

P 1 
,J 

wobei t' = % ,..,tk,y,,bo,ul y mit ti ,..,tk E LDAT 
Y 

ul . * 0 ,u 1 E LDATz. 

(6.4d) KiiT,) = 1 

rAi(tl)"'Ai(tk)'i(ul)'"Ri(u~) - 
\ 

0 = f jii("ij +Yij) Kj (U) > falls k-tL 9 1 

i 

i 

j (aij -t yij)(Lj(tl) - Kj(u)),fa"ls k=l,l=O 
jzl 

z 
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8 
-. - p( It, q**qu,iY) j=l 1J pz‘l wjp (n c 

E 6.. f 
1) 

( t .j ) Pa 
lqebqm 

El1 ,..,j-llk+l 

*eK Cu,) 
ml 

q**'"l Y 5 )' c Ct. * 001. zn L (t,)~~K,1(U,) 
("1 q ee rm 1) 1 Im1 9 

CII ,**Pl Y..yp+k 

q.e.d. 

und t2 = gilt: Li("i) = Li(t*) * 

Dur~ih Koeffizientenvergleich der DA-Reihen für die exakte 

Lösung des Index-Eins Problems (siehe Satz 5.8) und der 

DA-Reihen (6.4e), (6.4f) können wir nun mit Hilfe von 

(6*4c)’ und (6.4d)" Ordnungsbedingungen für die Koeffi- 

zienten ui9 der Methode (6.2) herleiten. %jq Yij 
t:, 

4 i 
Gegeben sei der Baum u = 

Für die Koeffizienten Py(t) und P,(u) der exakten Lösung 

gilt2 P,(t) = Pl(u) = 1 für alle u,t LDAT (siehe Satz 5,8), 4 
Für die Koeffizienten der DA-Reihe z, in (6.4f) gilt 

j-l j-l 
'1 (u) = In, ~iKi(U) = ~ ~-li ' wij kil Ill OljkQjl * i=l j=l 

,)? 
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E E 

Die Ordnungsbedingungen der Bäume t E LDAT Die Ordnungsbedingungen der Bäume t E LDAT 
Y Y 

mit ausschließ- mit ausschließ- 

lich dünnen Knoten sind mit den Ordnungsbedingungen der lich dünnen Knoten sind mit den Ordnungsbedingungen der 

klassischen Rosenbrock-Wanner Methoden identisch, klassischen Rosenbrock-Wanner Methoden identisch, 

Beweis Beweis 

Wir erhalten die Ordnungsbedingungen für Bäume t mit aus- Wir erhalten die Ordnungsbedingungen für Bäume t mit aus- 

schließlich dünnen Knoten, indem wir in (6.~~)’ 1 = 0 schließlich dünnen Knoten, indem wir in (6.~~)’ 1 = 0 

setzen. setzen. Vergleichen wir dann (6.4~)’ mit Theorem 2 aus /'lO/, Vergleichen wir dann (6.4~)’ mit Theorem 2 aus /'lO/, 

so folgt die Behauptung. so folgt die Behauptung. 

Fiir ein Verfahren der Ordnung vier nach Ansatz A ergeben Fiir ein Verfahren der Ordnung vier nach Ansatz A ergeben 

sich folgende Ordnungsbedingungen (identische Bedingungen sich folgende Ordnungsbedingungen (identische Bedingungen 

f.Ur verschiedene Bäume werden weggelassen). f.Ur verschiedene Bäume werden weggelassen). 

P ( t > P ( t > -t -t Ordnungsbedingung Ordnungsbedingung 

1 * 1 * C1-li = ' C1-li = ' (6J2a) (6J2a) 

~~ißij = 1/2 ~~ißij = 1/2 

c c 1-I. a. 1-I. a. 1 ljoik 1 ljoik = “1/3 = “1/3 

(6.12b) (6.12b) 
_ _ 

(6,12c) (6,12c) 

~~ißijßjk = I/’ ~~ißijßjk = I/’ (6.12d) (6.12d) 

4 * 4 * c c Pipi j 'ikO1il Pipi j 'ikO1il - 1/4 - 1/4 (6,l;sC) (6,l;sC) 

c c 1-1. a. 1-1. a. 1 lj"ik'kl = 1/8 1 lj"ik'kl = 1/8 (6.12f) (6.12f) 





(hJ3b) Bi(u) = ;"j+' 

(6 13 > . C L ( - ) z1 

aijKj(u) für alle u E: LDATZ 

i IY 

Li(t) ~ P(t)Ai(tl)04Ai(tk)Bi(ul)..Bi(U1)" 

falls t - [tl,..,tk,ul mit tl ,..,tk E LDATy 

9 >. - 9u l E LDATZ, 

(6.13d) Ki(-cz) = 1 

“i(“,)*oAi(tk)“i(“.,)“.nl(UI) - j (a 
jll Li +Yij > Kj (‘) 

falls k-i-1 b 1 

z' (“i-j tYij )("j(t~)-Kj(U)) falls k=i,l=O 
j=l 

11 - 
I 5 ,,.,tk,ul,".,ul z; tl,.qtk E; LDATy; 

3 
1-l 

1 
9.*9U L E LDATz und CE. 

Zi. 
- 0 für i=lll..@s. 

(i>,'l3e) Y.,(-t.) = ,i, viLi(t) fiir alle t E LDATy 

wobei 

-3Q- 

(6.13f) Z,(u) = ,i, uiKi(u) für alle u E LDATZ. 

Der Beweis von Satz 6.4 kann fast wörtlich übertragen werden, 

Wie im impliziten Ansatz A können wir (6.13~) und (6.13d) 

vereinfachen: 

(6.134" Li( ~y) = ' 
\ 

Lt(t) = p(t) c 01. @ *a. cc. 4 * 
(nl 9a*9nkPm19”“9 mI) In1 lnk Im1 

6 (1 ,..,i-lIkcl 

'01. L 
Im1 "1 

(6, ) "Lnk(tk)Km, hl > oeKmlbI) 
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9 
: 

Die Ordnungsbedingungen der Bäume t E LDAT mit ausschließ- Y 
lieh dünnen Knoten sind mit den Ordnungsbedingungen deP 

klassischen Runge-Kutta Methoden identisch. 

Beweis 

Setzen wir in (6.13c)' 1 - 0 und vergleichen die TesuXtieren- 

den Ordnungsbedingungen mit denen in /2/, dann folgt die 

Behauptung. 

E‘iir ein Verfahren der Ordnung vier nach Ansatz, B ergeben sich 

mit Hilfe von (6.13c)‘, (6.13d)” GiZd Proposition 6.14 fol- 
: 

gendc Ordnungsbedingungen: R 

PC-t;) t Ordnungsbedingung 

1 I TUi = ' (6*~7~) 

2. c l..l.G?. . = i/2 (6,?7b) 
= 15 

3 LI p. a. = 113 (6.17C~ 1 ljc"ik 

c = 1/6 (6.,1~~~ Ili’ij ~jk 

c = 1/3 (6.17~:) '.i'ijwjk'kl'km 

4 c = 1/4 (6.17.f) Uicli j 'ikClil 

, 



t 
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: : 

in den Ordnungsbedingungen für den expliziten Ansatz B tre- in den Ordnungsbedingungen für den expliziten Ansatz B tre- 

ten die Koeffizienten yi, für i=2,..,s nicht auf. ten die Koeffizienten yi, für i=2,..,s nicht auf. 

BE!WCiS BE!WCiS 

Die Kaeffieienten y., Die Kaeffieienten y., 
IJ IJ 

treten im,Ansatz B nur in Gleichung treten im,Ansatz B nur in Gleichung 

(6*%(i) auf* (6*%(i) auf* Weil wir bei der Herleitung von konsistenten Weil wir bei der Herleitung von konsistenten 

Anfangsbedingungen ausgingen, folgt aus (6.3d) wegen y f Os Anfangsbedingungen ausgingen, folgt aus (6.3d) wegen y f Os 

iDyg)ol., t (Dzg)ok-, = 0. iDyg)ol., t (Dzg)ok-, = 0. 

Daher sind aber yii für i=2,.,,s frei wählbar und können Daher sind aber yii für i=2,.,,s frei wählbar und können 

somit somit nicht in den Ordnungsbedingungen auftreten., nicht in den Ordnungsbedingungen auftreten., 

6.3, 6.3, 

Mit Hilfe des vorangegangenen Abschnitts können wir Ver- Mit Hilfe des vorangegangenen Abschnitts können wir Ver- 

fahren der Ordnung p herleiten. fahren der Ordnung p herleiten. Damit auch Ko~~e~ge~z der Damit auch Ko~~e~ge~z der 

Ordnung p sichergestellt ist, muß zusätzlich gelten: Ordnung p sichergestellt ist, muß zusätzlich gelten: 

O? = 1 I(aY,%)(h=O)lI < 1 (siehe Satz 4.4) O? = 1 I(aY/ad(h=o)lI < 1 (siehe Satz 4.4) 

Dazu fuhren wir die Stabilitätsfunktion R(z) der ROW-Me- Dazu fuhren wir die Stabilitätsfunktion R(z) der ROW-Me- 

t,hoden für die skalare Testgleichung y'= X y, y(O) = 1, t,hoden für die skalare Testgleichung y'= X y, y(O) = 1, 

x E c, 2 x E c, 2 = X h ein: = X h ein: 

R(z) = 1 t L" R(z) = 1 t L" 2 2 j j ;t gj-l ? ;t gj-l ? 
j-1 j-1 

I 1 I 1 l-y2 l-y2 

m 1. -t m 1. -t 
fi - (fiij)j=""'"i-l und Null für j 2 i fi - (fiij)j=""'"i-l und Null für j 2 i 

t i=l t i=l ,**BS ,**BS 
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>* * 
. . 

Weil wir im obigen Satz von konsistenten Werten (yorz,) 

ausgingen, ist die Bedingung ?i<l notwendig für die Voraus- 

setzung von Satz 4.4, d.h. laY Ipul, -+Y,P,O) 

Weil wir weiterhin voraussetaefi, daß 2 -7 azq 
I / stetig an 
x 

z o ist, folgt aus 2 < 1 die Bedingung ( -g(y,z,O)l 5 cx c ' 

in einer geeigneten kompakten Umgebung der Lösung (y,z), 

Damit ist G < 1 auch hinreichende Bedingung für die Kon- 

vergenz der Ordnung p eines Verfahrens der Konsistenzord- 

nung p. 

am folgenden verzichten wir daher auf eine Unterscheidung 

zwichen a und c1 und bezeichnen IR(m)/ mit ~1, 

M 

c 

d 
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: 

Es exsistiert keine Methode mit s = 2 und p = 3. 

Beweis -- 

Gleichungen (6.12~) und (6,12j) liefern ,,cx~., = 1/3 und A. 

y&jy = 1. D araus folgt y = 1/3. 

Einsetzen von (6.12a) in (6.12b) liefert u2ßX1 = 1/2 - y 

L' l/6. Setzen wir di.e gewonnenen Werte und (6.12~~) in 

(6*I2d) ein, so ergibt sich ein Widerspruch. 

1) e 

Es existiert keine Methode mit s = 4 und p = 4. 
3 

Der Beweis kann in /17/ und /21/ nachgelesen werden, 

ilamit ist (6.22) gezeigt, und wir können uns dom expliziten 

Ansatz R zuwenden. Wir erhalten: 

(6,26) 

3 
: 

:I) Ein Verfahren der Konvergenzordnung p - ? erhalten Wir 

mit u = 1, y = 1. 
1 

b) Wegen der Bedingung lpiaij = l/2 exsistiert kein Ver- 

fahren mit s - 1 und p = 2. 

$ 

r: 
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(6.28~) i+1w32$ t li4,w4p; t u4w4p; = I 
,a 

- 'll(4Y) 

(6-28q) u4w43"3a32"2 = 1/2 - 1,'(8y) 

Aus (6,281) und (6.28k) folgt ~12 = 2y. 

(6.28m) und (6.28q) liefern w /U 43 43 = (4Y - l)/Y" und 

(6,28e) und (6.281) liefern w -yp$* - (sr - l)/Y2* 

Setzen wir diese Werte in (6.280) ein, so erhalten wir 

zusammen mit (6.28j) die Gleichung 

(I,y - 1hy4p; = (4Y - IJ/12 f L14w42n;y2 ." Y(3Y - 1)/3 

En-bsprechend erhalten wir aus (6.28e), (6.28~) und (4.2431) 

die Gleichung *sb 

L4Y - l)P&JN; = -(4y - lj2/12 t ~4w4~~~y2 I 

Damit folgt y = 0, und die Behauptung ist bewiesen, 

Auf diese Weise ist (6.26) vollständig gezeigt. 

* 

" 

> 
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der Jaoobi-Matrix von (f,g) niitig. 

Da die partiellen Ableitungen von f und g i, allg. durch 

Differcnaenquotienten berechnet werden, benötigen wir noch-m 

'einmal N-tM Auswertungen von f und g in jedem Integrations- 

schritt. 

Die Implementierung des expliziten Ansatzes B geschieht 

auf folgende Weise: 

(7,2) li = h f(ai,bi) 

1-l 

Hierbei sind im wesentlichen pra Integrationsschritt nötig: 

- s Auswertungen von f und g 

- die Berechnung aller partieller Ableitungen von f und g 

- eine LU-Zerlegung der (.~,~)-Matrix (DZg)o 

- s Rücksubstitutionen und s Matrix-Vektor Produkte der Form 

Der explizite Ansatz B bietet also insbesondere bei einer 

grollen Anzahl N van Differentialgleichungen im VerhGltnis 

zur Anzahl M der algebraischen Wabenbedingungen Vorteile, 

vornusgese-tz-t,, dal3 die Differentialgleichungen keine steifen 

Lösungsanteile besitzen. 

‘Y 



und ,‘22/ beschrieben, 

uns zunachs-t nur auf die 



Die Integration von xi, nach xic, sei ex?folgreich gewesen, 

d,h, zu gegebener ~~.~ > 0 sei 

l IY1+.l - $,,,l) < TOI, erTeicht wo~d~~~ wobei. 1 /* 11 eine be- 

Ilebi orm ist. Damit ist auch ( lC~(xi) 1 [ehp 2 TOI,. 

Soll die neue Sch~~ttw~~t~ hneu = x++? - xiWcl erfolgreich 

sein # so muB gelten 1 lC~(~i+~) 1 j*hneu'& TOL. 

Ta~~~~~~t~~ckl~~g von C2 liefert C2(xitl) - C2(xi) C O(h), 

Dürrnot erhalten wir wiederdurch Ve~~achläss~gu~~g der Terme 
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b 

5 
\ I 1 /2 

5 (2 '112 ' 

a2 cx; a: p3 z 1/3 
2 

a3 
2 4 

t w4p+y'Y) p4 
-2Y2 f 5Y/3 

c , , 

w,? folgt nun aus (6) und u.~ aus (1). 
k' 

(4), (5) und (8) liefern ein lineares Gleichungssystem ZIIT 

Bestimmung von ~~2, at2 und Nk3: 

'yP2 D4c12 l-p3 ' t UJ2\ I '1 /6 I 

1y; Ll a2 va; c142 zz 
r 

4 2 Y / 3 - 11 4 yw- .j 2, a; 

L' 13 01 -3 (-i ;) f Yly,13~p2 "4a/,a2 1' L+ (.x 4. (x 3 , \ ix 4 3 , -fl% \ 1 

Durch die Wahl a2, = 1/2, c13 = 3/4, a4 = 1 und ~4~ :x 20/9 

sind also alle Koeffizienten 'bis auf Bi,, i=2,3,4 durch die 

neun Bedingungen eindeutig bestimmt. 

Die Wahl 82 = ß3 = 0, ß4 = 39/64 impliziert 

a =ll - l/Y + up1/y21 = 0. 

TI-ii: Koeffizicntcn iIIl P . . , "/ der e:ingebette-t;en Methode miissen 
+ 

r/i:n 3rtlriune:;13C~(1ingungr,n ( i ), (5) und (2j) f:enügen: 

(i)k, Ib, k-"3-+"!I '1 z.. 
IQ 

(2) ii2a2 t "$x3 t "p4 = 1/2 

"AW42 012 * t 

_ v 
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‘3 

Durch obige Wahl ist hier (2) und (3) äquivalent, so da13 
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.f er-t Ir Weiterhin können durch den kleinen Abbrechfehler‘größe- 

re Schrittweiten vorgeschlagen werden. 

Wir übernehmen nun dieses Konzept zur Konstruktion einer Me- 

thode der Ordnung 3(1+), d.h. eine Methode der Ordnung drei 

i.nt eingebettet in eine Methode der Ordnung vier, die nur 

zur Schrittweitensteuerung dient. 

Wird die so entstehende Methode DAE.34NS also auf Ind 

Probleme angewendet, so hat sie die Konvergenzordnung drei, 

wird sie auf reine Differentialgleichungen angewendet, so 

hat sie die Konvergenzordnung vier. 

Wir konstruier*en zuerst die Methode der Ordnung vier mit 

2 =. 6, die zur Schrittweltensteuerung dient: 

Es sind insgesamt 18 Ordnungsbedingungen zu erfüllen (siehe 

(6,1’7n) bis (6.17r)). Durch tfbernahme der Koeffizienten fl., 1 

ciij für i-1 , * * , 6 aus /4/ sind bereits die acht Bedingungen, 

die zu Bäumen mit ausschließlich dünnen Knoten gehören, er- 

füllt, II Setzen wir nun 

(7*lO> 
f Wijnf = 2ai für i=2,..,6, 

j -2 

so fallen. weitere sechs Bedingungen weg, denn: 

2 
reduziert sich auf wegen 1 = ~C.W.... = 2CCiait 

1 =J J 

reduziert sich auf t 

reduziert sich auf . 
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ist der dadurch erzeugte Abbrechfehler klein (siehe /i+/). 
B 

Vier weitere Bäume lassen sich wegen (7.10) auf andere re- 

duzieren, so daß der Abbrechfehler letztendlich durch die 

vier Bäume (7.11) bestimmt wird. 

Wir bozeichnon diese Abbrechfahler analog zu /4/ nl..i-t Ti, * II pT,p 
4 

d a h . : T., = 1 - 1p.w. .cx? 
1 13 J 

T2 = 1 - 4&.~a. w. a3 1 lj Jk k 

,T3 = 1 - 2~y.a.cL.a. 
1 1  1 J  J  

T i ,  l- - T  

‘C ~ i ~ i j ” j k ~ k ~ k l ~ l  ’ 

*  

j-l 
Weil in ,/L!!/ die Beziehung 2 1 2 für k=2 "jk"k = OLj 

jzz3 6 s 1) * 8 

g i. 1 t s erhalten wir beispielsweise durch w64 
= 0 und 

‘“3”32 + C”4W42 + 'SW52 
= 0 eine gute Wahl für die zwei ver- 

bleibenden Freiheitsgrade, Damit ergibt sich: 

5 -- 0.125 

T2 
- 0.0896.. * 

r t 
'3 

= 0.135 

T4 
= 0.0384,... . 

i 

&i 



Zun Testen der 

nächst drei kl 

Wir verwenden 

Zungen: 

Letzte I.Zeit: 

CPU-Zeit: 
u 

Erf. Schritte: 

Nicht erf. S.: 

FCN-Aufreges.: 

entwickelten Verfahren betrachI;en wir zu- 

einere Beispiele, 

ln diesem Paragraphen die folgenden Abkür- 

Zeitpunkt, zu dem due numerische Vc-fahren 

stoppte, weil ein Fehler aufgetreten is-t;, 

oder wei:L Ile"i;zte I.%eit ^- TEND gilt,, 

In Sekunden gemessene CPU-Zei-I; der Siemens 

7570 Rechenanlage des Regionalen Rochenzen- 

trums Kaise:rslau%ern, 

Anzahl der erfolgreich durchgeführten Inte- 

grationsschritte, 

Anzahl. der Schri-tte) die verworfen wurden, 

weil der Fchlertes-t EST $- TOL nicht erf7.ill.t 

war” 

Gesamtanzahl der Funktionsaufrufe von .f und 

g, einschliel3lich derer XUTM numerischen Di.f- 

ferentiatlon durch !3e1*ochnung der 11.irfforon- 

zenquotienten, zu beachCer1 ist, dai3 die VfYr- 

fahren nach Ansatz B nicht, die ganze rechte 

d ‘3 L . TcsLbeispielo 
.-.III_. --.-- ---. --. ."l.--------ll- 

Seite, sonderx nur die algebraische Nebenbe- 

dinrung g auswerten miissen. 
LI CI Y 

FCN-Aufr.Ver,: Anza.hl. der rachte Sei-tc:-Aufrufe (f,g) d 
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t 

übs *Fehler : absoluter Fehler der numerischen Lösung zum 

(I&z-te 2. > letzten Integrationszeitpunkt des Verfahrens. 

A1l.s Eingungsschrittweite wurde in den Beispielen dieses 

Abschnitts immer HI = 10 -3 gewählt. 

y@ 7 Zl , y(o) = 0 

0 z: y2 -t- z2 rn 1 , z(o) I 1 

Die exakte Lösung des Problems lautet y(x) = sin(x) 

z(x) = cos(x)* 

Es g il t 3g/az (y,z) - 0 genau dann, wenn z = 0, 

Es handel-t sich daher um ein Index-Eins Problem, falls 

x 2: c c rr/2. In x = n/2 tritt eine Singularität auf* 

In jedem Int,egrati.onsschritt ist bei Integration mit einer 

Methode nach Ansatz A die Matrix 

'1 0' I 
&iLc hg 

* ( 

aY 
1 -h 

E := z 

0 0 i!-f 
ik 
a2 -2Y -28 

\ J < < 

zu Invertieren. 

13~1. Integration mit sehr kleiner Schrittweite h ist diese 

Ma-tr3i.x in der Umgebung von x = n/2 schlecht konditioniert. 

Ihher wird man erwarten, daß der Fehlertest EST 6 TOL nicht 

mehr erfüll-t ist. Dies hat jedoch fitur Konsequenz, daß die 



w Schrittweite weiter verkleinert wird. h wird also sehr 

schnell so weit reduziert,, dni3 h 2: hmin gilt und das Pro- 

gramm stoppt. Auf diese Weise erhaI-ten wir den Hinwo% s, 

daß die zu invertierende Matrix schlecht konditio~~iert bzw. 

singulär ist * Die Ursache dafür ist in der Singu:Lar.i.t%t 

von (LJg/azs) zu suchen, was wiederum bedeutet) daß UTIS~X 

Problem nicht mehr vom Typ Index-Eins ist. 

Bei Integration mit entsprechender Schrittwei2;e kann es 

jedoch durchaus passieren, daß über eine soIche Singula~*i- 

tät hinwegintegriert wird, ohne daß das Programm dies be- 

merkt. ? 

Zum Lösen des Problems mit einer Methode nzxch Ansri.-I;z W 
x' 

ist die Matrix (ag/az) zu invertieren. Die oben genannte-,n 

I Probleme können daher in gleicher Weise auftreten, 

Um zu prüfen, wie die Verfahren auf solche Singular%-täten 

reagieren, wurd integriert bis 

a) TEND = 1 

b) TEND - rr/Z, wobei '~/2 auf 10 Stel.l.en gerundet wurde) 

d.h. TEND = 1 .5'705'96:32? 

c) TEND - 2. 

Die vollständigen numerischen Resu‘i.ta-t;e aller hier und in 

den folgenden Beispiel.en behande%t;ori Probleme sind in 

* /Zl/ zu finden. 

Wir geben hier nur einige repräsen-bative Auszüge ,wider: 

v 



Verfahren ) DAE4sjDAE4SFj DAE3SlDA~~NSlDA~~NS~DA~3NSl DAss:Lj 

TOI, ) LE-46 LE-41 LE-41 LE-41 LE-41 IJ%.46 i,E-d./ 

c~~~~e~~ ~0,0274(0.0146~0.0155~~*0150~0~0~14~0*0~~7~~~~~~~~~ 
-- 

Ltt-tzte I.Zeitl 1.00 6 1.00 1 1.00 1 1.00 1 1.00 ( 1.00 1 Ie00 1 

Nicht erf, S.1 14 6 1 ) 0 ( 0 ) 0 ( 0 ( 0 1 

FCN-Aufr.ges, 6 203 / 105 1 112 1 136 1 111, 1 '110 1 54 1 

FCN Aufr.Ver,l 161 1 71 1 56 1 102 1 '76 j 66---i-- '34 / 

AbS* Fehler y/i,OE-ql4.6E-569.3E-667.3E-511.1E-516,5e-611.-t~-SI 
(letzte 2.) 

-- 
z/1.5E-463.7E-416.3E-669.7E-569.5E-665,4E-6Il.5~-4j 

_1_1 -Y 

'b) TEND - 1,570796327 
+ 

TOL 1 '1&-4l I.E-46 IJ%-46 iJ-41 iJ-4[ 1,%-4[ l,E:e-h/ 
-Iu 

Letzte I.Zeit 1'1.56821 TEND 1 TEND Il.56241 TEND 1 TEND 6 TEND 1 "..- 
GPU-ZC?iL ~0.10~~~0.0250~0.02551o,1o151o.012~~~~~0~3~~0~~~~~2~ 

i 

t 

FC~-A~f~*V~~~~ 
.- 
Abs, Fehles y[2.5E-612.5%- 519.9E-666.6E-712.6E~618.6E-716.8E-sl 
(l.et,zte x, ) z(2,5E-4~3.6E-361.1E:-36~.5E-467.2E-~13.3E-5/4.3~-Ki -.- 



z c) TEND - 2 

In allen geispielen, in denen Le-1,zte I,Zei-t + TEND gil-t, er- 

folgte ein Programmstop, wei:L sich die Schrittweite sehr 

schnelL so weit reduziert hat,-te, dai3 sic kleiner a.i^s Irxmiri 

war. 

Obige Resultate stimmen also gut; mit; den zu Beginn des Ab- 

schnitts beschriebenen Erwartungen überein. 

Die Genauigkeit bzgl. der vorgegebenen Toleranz TOI., is-i; 

aufgrund der Singularität in n/2 nicht immer ausreichend, 

Ansonsten sind hier noch keine gravierenden Unterschiede 

der einzelnen Methoden zu erkennen. 
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s 
: 

4 = 0.5 z y; , y,(o) - 1 
9 

Y2 ^ Y2 Zl6 ” y2(o) = 1 

0 = z + 6y1/yij * x(0) = -6 

Die exakte Lüsung lautet y.1 (x) = exp('-3x) 

y,(x) = exp(-x) 

x(x) = -6 e 

3s handelt sich um ein Index-Eins Problem, da (ag/az) I'- +1 

für alle x E: R, s 

Es wurde integriert bis a) TEND = 0.5 Bi 

b) TEND = 2. 

Die Resultate im Fa.11 a) entsprechen unseren Erwartungen, 

Es zeigt sich, daß die Einschrittverfahren dem Mehrschritt- 

verfahren DASSL in der Genauigkeit etwas überlegen sind. 

Bzgl a der teehonzeit sind sie bei den Toleranzen TOI, = 10 -2‘ 

und TOL = Io-& ebenfalls vorzuziehen. Außerdem zeigt sich, 

da0 die Methoden nach Ansatz A mehr Rechenzeit benötigen 

als die vergleichbaren Methoden nach Ansatz B. 

Im Fall. b) treten jedach einige Schwierigkeiten au 1, 

I 
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‘: 

D Verfahren / DAELSIDAELSFI D 

Abs.Fehler y.,] 
(letzte 2. )iT 

% -- 
z l 

Verfahren 1 DAE4SlDAE4SFI DAE3S 1 DA~~~~Sl~)A~~~~ 

Die Method 

Auch fiir T 
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8 
z-Komponente, nicht immer ausreichend. 

Die CPU-Zeit von DAE34NS und DASSL ist vergleichbar, obwohl, 

DASSL erheblich weniger Funktionsauswertungen benötigt. 

Jedoch ist DAE34NS aufgrund der guten Genauigkeit vorzuzie- 

hen I> 

: 

y; = El I y, (0) -i 0 

y2 = -0.5 $4 
b" 

, yz(o) = 1 

0 = yq + z, - y!y z2 
z ) z,(o) z 1 L 

0 = z2 - y$ ) 2+(o) - 1 

Die exakte Lösung lautet y,(x) = sin(x) 

Y+4 = exp(-0.5x)” 

Zl(X) = COB(X) 

z,(x) = exp(-2x) . 

~:s handel.t sich um ein Index-Eins Problem für X&C < Tr/2s 

da (ag/az) (x=lT/2) = 0. 
x 

Wir integrierten das Problem bis a) TEND - 1 

b) TEND = ir/2, wobei rr/2 
.> 

wie in Beispiel. Ib) auf 

10 Stellen gerundet wurde, 

t 

P 

* 



* DAE33NS hat sic1 

4 



R I) 2 * 4 

Um in der Fahrzeugentwicklung schon friihzei-tig Aussagen iiber 

das iahrverhalten und während des Betriebs auftretende Kräfte 

machen. zu können, werden in der Automobilindustrie mechani- 

sche Systeme oftmals simul.:i.ert. 

'In /18/ wurde ein Lastfall an einem einfachen Modell einer 

Fahrzeughinterachse gerechnet, der dem Einfahren in eine 

Kilrve entspricht. 

.[li.e Achse (siehe Skizze 2 unten) ist aus drei Massen aufge- 

baut : Fahrzeugaufbau und zwei Räder, die durch Federn, Dä.m- w 
pfcr und G-,l c enkc mileinander verbunden sind, Die Reifen 

werden durch ein System aus horizontalen und vertikalen ii‘ 
i 

Ycidi::rn und iltimpfer modelliert. 

Skizze 2 (aus /18/): 

Einfaches Modell. einer Fahrzeugachse. 

..“-.-.-- 0 - 

P 
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Berne : 

Wie wir wissen, erhält man ein Index-Null Problem, d.h. ein 

gewöhnliches AWP, falls (8,2b) nochmals differenziert und 

nack k aufgelöst wird, 

Das ist jedoch nur möglich, falls X wie in (8.1) linear vor- 

kommt e AuDerdem wird das entstehende DiffercntiaZgleichungs- 

system unnotig kompliziest, so daß es vorteilhafter ist, das 

Index-Eins Problem (8,2) zu losen. 

Nehmen wir an, daß die Wahl der konsistenten Anfangsbedin- 

gungen und die Wahl der Ruhelage mit kleinen Fehlern ver- 

bunder i s tJ p d.h. es gilt @(t-O) = 6 und ce(t=o) - E, 

Aus (8.2b) folgt G(t) = E t -E 6, d.h, die Gleichung 

Q(q) = Q ist lineun. in.4.tadif?, da der Fehler in Q linear 

mit der Zeit t wächst. 

i~ie~~~n (siehe ~~~~ 

M und (3 ein und ersetzen (8 .2b) durch die äquivalente lci- 

chung 

(8,4b) C-J :.z "& + rJ -r-BQ . 
b 

Natürlich ändert sich dadurch der Index de$ Systems nicht, 

Die Eigenwerte der Differentialgleichung (8.4b) sind gege- d 

ben durch x1J2 
= -14 (a/2p I ß > 112 - a/i' " v 

Setzen wir ß = (~/2)~ ,01 rz- 0, so ist (84.b) ~~~~~~'0~~~~~~ 

ntld i 4. * 



der Form 

@Ja) ; = .f(yre) , y(o) = Yo m .i. t 
Y - .,... 

(8.5b) 0 = g(yrd " a(o) ,= Tl0 
P % .,. x 
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a 

A.l...i.e anderen Resultate sowie einige Werte zum ~~:~-~p~r~k~, 

t -y 30 sind in /Zl/ zu finden, 

Die berechneten Kräfte, Sturzwinkel und Aufbauversc2-iiebungen 

sind gut mit den in /IQ/ angegebenen zu ve~gIl.r:ic'hen. 

Wie! wir erkennen können, arbeiten die impliziten Vorfahren 

riucih Ansatz A, insbesondere DAE4SF für die Tol.eranzen 

TOL - lo-2 und TQL = IO-' sehr gut. 

In den Skizzen 3 und 4. steilen w3.r zwei typische Zeitver- 

I.K.ufe der Zustandsvariableh dar: 

(aus /"IB/) : 

Aufbauverschiebung in 

z-Rich-tung: z1 

3 ; .o L’z.0 ’ ie.0 .u r 
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9. Probleme in Nicht,-Normalform 
--...----- . . ..- -_--.- _... "--‘---~~~~z~t.:~;~~, --.-"- -_,-__ "- .".___ -- -.--- -_-- 
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-1 Wir bezeichnen nun die ersten r Komponenten von rd y mit yp 

die Komponenten rtl serpn mit z und erhalten nach Invertie- 

rung von D 

wobei (w), r die ersten r Kompanenten des Vektors w ba- 
9 .J * 0 

zeichne* 

Nun ist es a priori sehr schwer zu e~ts~be~de~l* ob (9,2) 

ein Index-Eins Problem Ist. In ~~/ ist ansatzweise enn Al- 

gorilhmus zur Bestimmung des Index vorgeschlagen. 

Wir haben in $2 und Abschnitt 8,l gesehen, daß die numerische 

~~~~r~d~l~ng von Problemen vom Typ Index größer Eins einige 

~~~~lw~~~igk~iten mit sich bringt. Im all D wird die Schrit-b 

wei~~en~~rltralle derart versagen, daW die Schrittwelte'suk- 

zessive verkleiner% wird, bis h 2 hmin gilt, 

Falls ein Versagen des S~hrittweit~~~kol~tr~l~~ auf diese 

Weise eintritt, erhalten wir damit den Hinweis, da0 der Index 

von (9.4) größer Eins ist. 

Zuziiglich zur einmaligen Berechnung der SingulRrwert,zerle- 

gung von A entsteht in jeder Auswertung der rechten Seite 

ein merkIic‘her Mohraufwalde 

::ur Auswertung der Fuktion f kommen zwei Matrix-Vektor Pro- 

drakte der Form V* bzw. U-f un$l. r Divisionen der Form 

7 
(l/cq (u f i )i,li=l,..,r hinzu, 

i 
Die ursprüngliche Lö- 

sung y des Problems (9.2) ergibt sich schließlich aus y = V 
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Zur Lösung von (9,2) mit expIliziten Verfahren nach Ansatz B 

ist dieser Mehraufwand unumgänglich, da eine Trennung der 

Differentialgleichungen und Cie- al.ge braischen Nebenbodin- 

gungen nötig ist. 

Diese Trennung kann jedoch bei Anwendung de.r i m p 11. i z i. t e 21 M CI ** 

thoden nach Ansatz A vermieden werden, Dazu fo:mu3.ieren wir 

die Verfahrensklasse 
i- '1 

(9.5) jw 3: y, -+ 1 a.,k. ) .Z,T "l.)arps I a 
l,J 3 j z '1 

.i 
A ki - h f(ai) + h 1 y i j ( 1) JT ) k * ) L z 1 <? 

0 J 
) CI *I f 0 

N j-1 

io yi = y, 4" r Uiki * 
i--l 

i9* 5) entspricht den bekannten ROW-Methoden aur Lösuxig v 0 r1 

gewähnlichen AWP, falls wir in (9. 5) A ki du:1-ch ki ersetztsn. 

: 

Sei 
IN i 

Yl die durch Anwendung einex im p 1. i. ß :L .t, c: n M e t, 11 0 ii c2 ri a c h 
z '1 

Ansatz A nuf das Problem (9.4) erzeugte i.,ösung im Zeitpunkt, 
\*, 

X + h- Yl 0 
sei die durch (9, 5) erzeugte nume~‘ischo ‘L~sI~YI~ 

.s von (9,2), 

Wenn die Koeffizienten Q.., yij, yF uiD i-1 x * * 1) 
IJ 

SI j=l,."pi-l 

der Methode nach Ansatz A und der Mnthode (9.5) Cbereinstim- 

men, dann gilt: 

Yl * 

? 

c 
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f,r 1 
Wegen y 0 lhQJ 

ai und ki = V 

Damit ist, die Behauptung bewiesen, 
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11 
Eine weitere Folge für die Methode (9.5) ist, daß die Sch~il;-t;- 

ne?tensteuerung aufgrund der fehlenden Separation der Differ- 

entialglelehungen und algebraischen Nebenbedin urigen nicht A 

wie i.n AbschnL-tt 7.1 beschrieben ist, gespli-ttct werden kann (d 

Iltt: für ein V~~.~f~h~~~ p-ter Ordnung übliche Sc~~~t~~e~~??~- 

e4-ter.lerurl# 

(9,8) heu -: 0.9 halt (TOL/13ST)1/P mi-e EST - max(~ST~~~sT~~~ 

Gchcn wir von einem erfolgreichen Schritt aus* d,h, EST SZ TOI,, 

s <? schlagt (9.8) e.ine etwas kleinere Sch~~ttwe~it~~ als (9.7) 

'VOT"* Wir können also erwarten* da0 die Lösung von (9,2) einige 

in-tegratlonsschrittc mehr als die Losung von (9.4) benölig%, 

u 

Als erstes Testbeispiel. behandelten wir das folgende ~~ob:~~~~~ 
,: 

Yl + Y2 z Z^ 

*y1 -t 5 

uit: exak-te Lösung Inutst' Yj (x) = (3exp(x) - 5)/2 

y,(x) - (3expCx) C 5)/2 * 

v 



R  
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ni 

a ) uc2 ( t ) : 0 (I 1 , 

f:urGczhst erfordert die Bearbei%ung des Problems die Res-tim- 

murig konsistenter Anfangswerte I?(O), Dazu transformierten 

wir (9.iO) durch eine SWZ der Matrix C analog zu (9,:s) in 

ein Probl.em der Form 

(9.l Ia,) yb = f (y,z) Y 

!il - g(y,z) ' z 
; v-1 

( (3 B 7 ‘1 b ) 0 

Die Anfmgswerte y, k6nnen beliebig gewählt werden. 

Die iibrigen Anfangswerte zo werden mit Hilfe von (9.llb) 

durch ein Newtonverfahren berechnet, Auf diese Weise erhal.- 

tt?ll, Wir 'U. z V 
I 
'o 
21 

0 

Nun kann das Problem direkt oder nuch ~r~nsform~t~~r~ in 

(9.li) mit den bekannten Methoden b~~rbe~tet werden.. 

Da durch den vorliegenden Verstärker keine Gleichspannungen. 

vers-tärkt werden, geht die Ausgangsspannung nach kurzer 

asymptotisch gegen Null. Also handelt os iSi.rrschwixlephase 

:; ,i. c 11 11 111 c) .i. XI st,01 fcs DAK-Sy:; tarn 1 Da:1 i.sJ, auch sohr schön ~LII 

dfin Resul-taten der expliziten Methode DAE34NS und. an dem 

in Skizze 6 dargestellten Lösungsverhalten ZU erkennen. 
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Es bestätigt sich auch die 4 Erwartung aus Abschnit-t 9,1, da13 







I Im  

IO. Zusammenfassung 



beschrieben werden I 

Das entstehende DAE-Sys-tem ha-t die Form 

(iO*L) A y@ -= f(y), wobei A singulär ist. 

Mit Hilfe einer Singulärwertzerlegung kann (10.2) trnns- 

~~~~~rni"e~*t werden in ('IO, 1 ) , Jedoch erweist os sich als effi- 

~ienter > (.10,2) direkt mit einer, leicht modilizier-ten Ver- 

sion der impii~iten Verfahren zu bearbeiten. 

Wir zeigten p da0 beide Vorgehensweisen mathematisch äqui- 

vnlent sind, 111 einigen speziellen Fällen kann die letz-tere 

zu numerischen Schwierigkeiten führen, 

Die Vorteile der expliziten Methoden konnten wir leider P 

mit den hier gerechneten Beispi.elen nicht deutlich hernus- 

stellen, Sie treten insbesondere 'bei der Integration nich-t=- * 

s-tei.fer großer DAE-Sys%eme mit einer gedlgen. Anzahl von 

algebraischen Nebenbedingungen auf, 

Abschließend können wir sagen, daß mit den hier ~n~w~~~s~~~.~,~~~ 

Verfahren gu-te Alternativen zur Lösung von DRE"r; vorgestellt 



c 
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