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Einfiihrung

Wenn man jemanden bittet, auf einer Strecke vier Punkte gleich-
madBig zu verteilen, so ruft das keine Schwierigkeiten hervor,
obwohl vielleicht der eine die Verteilung wie in Abb. l1la und der
andere die wie in Abb. 1b bevorzugt. Stellt man nun die schwie-
rigere Frage nach der gleichmdBigen Verteilung von vier Punkten
im Quadrat, so wird die Mehrheit sicherlich die Verteilung wie
in Abbildung 2a bevorzugen, aber in Anbetracht der Konfigura-
tionen 2b und 2c zu zweifeln beginnen und sich fragen: Was heiB3t

denn "gleichmiaBig"?
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In Wirklichkeit ist bereits im eindimensionalen Falle nicht ganz
klar, was "gleichmdaBig" bedeutet; das kann man daran erkennen,
daB eben verschiedene Leute die unterschiedlichen Verteilungen a
bzw. b aus Abb. 1 bevorzugen. Die Frage wird noch komplizierter,
wenn man die Punkte in einem Wiirfel oder einem n-dimensionalen

Wirfel (Hyperwiirfel) zu verteilen hat, wobei die Anzahl der
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Punkte N % 21 jst und man N zu vergroBern hat ohne Beeintridchti-
gung der GleichmaBigkeit...

Solche Fragen hat die Theorie der gleichmdaBig verteilten Folgen
zum Gegenstand. Sie erforscht unendliche Folgen von Punkten
PosP1,+..,Pj,+.., die die Eigenschaft besitzen, daB eine Gruppe
von Punkten Py,P1,...,PN-1 fiir jedes N in irgendeinem Sinne
gleichmdBig im Wiirfel verteilt ist. Bei der VergréBerung von N
wdchst die "Dichte der Verteilung", und ihre GleichmdBigkeit
wird beibehalten.

Die Theorie der Gleichverteilung wurde von H. Weyl im Jahre 1916
begriindet. Sie erschien als Beriihrungspunkt einiger mathemati-
scher Disziplinen (reelle und komplexe Analysis, Zahlentheorie,
Wahrscheinlichkeitstheorie u.a.), und lange Zeit begrenzte sich
ihre Anwendung auf verschiedene Fragen der "reinen" Mathematik
und Mechanik. Die numerische Mathematik begann sich in den 50er
Jahren fiir die gleichverteilten Folgen zu interessieren, namlich
nach der Entstehung der Monte-Carlo-Methode, als sich erwies,
daB die Punkte solcher Folgen in einigen Fidllen die Rolle von
quasizufdlligen Punkten spielen kdnnen. Die klassische Richtung
der Theorie der Gleichverteilung ist verbunden mit dem bekannten
Kriterium von Weyl (siehe unten), den Abschdtzungen von
trigonometrischen Summen und der Betrachtung von gebrochenen
Anteilen verschiedener Funktionen. Sie ist recht vollstdandig in
den Monographien von Kuipers und Niederreiter [2] dargelegt.
Allerdings wurden die am besten gleichverteilten Folgen nicht
auf diesem Wege konstruiert. Die vorliegende Broschiire ist einer
nicht klassischen Richtung gewidmet, die es gestattet, solche
Folgen zu konstruieren. Viel Aufmerksamkeit wurde den Anwendun-
gen der gleichverteilten Folgen in der numerischen Mathematik
gewidmet (Kapitel 3). Leider ist es aufgrund der Beschriankung
der Seitenanzahl nicht méglich gewesen, in den Text eine Reihe
schoner Resultate der klassischen Richtung sowie Fragen der
unmittelbaren technischen Anwendung aufzunehmen. (z.B. ist
bekannt, daB, wenn man ein Fernsehraster mit einer Abbildung
nicht zeilenweise, sondern quasizufdllig ausfiullt (Abb. 3,
Raster 16x16), man groBe Objekte und ihre Bewegung bereits aus-
machen kann, ohne daB man abwarten muB3, bis die Abbildung alle
Zellen ausgefiillt hat unabhingig davon, wo sich die Abbildung
befindet.)






Kapitel 1. Eindimensionale Aufgaben

§ 1 Gleichverteilte Folgen von Punkten

Bindre Strecken. Wir bezeichnen mit dem Buchstaben ¢ eine
beliebige Strecke, die dem Intervall [0,1] angehort, z.B.
t=(a,b), wobei 0%a<b<1 gilt. Der Eindeutigkeit wegen sei im
weiteren festgelegt, daB eine Strecke 1links abgeschlossen und
rechts offen sei mit der einzigen Ausnahme, wenn das rechte Ende
b=1 ist; in diesem Falle sei ¢ auch rechts abgeschlossen. Die
Ldnge von ¢ sei mit |¢l=b-a bezeichnet.

Strecken, die man durch Teilung des Intervalls [0,1] in 2m
gleiche Teile (m=0,1,2,...) erhalten kann, nennen wir binire
Strecken. Fiir solche Strecken wird im folgenden die Bezeichnung

thy = LG-D27™, 527" 1eje2™

verwendet. Im Falle j=2M ist gemdB unserer Vereinbarung tmj

beidseitig abgeschlossen. Offensichtlich gilt

bhl F ot t e+ 8 o = [0,11 .
m, 2
Die linke bzw. rechte Hédlfte von f5j bezeichnen wir mit thi; das
sind ebenfalls bindre Strecken, wobei Hpj! = 1e¢f510 = legjsi/2
gilt.
Neben der doppelten Numerierung werden wir auBerdem die einfache

Numerierung verwenden, indem tpnj=¢k mit k=2M+j-1 gesetzt wird.

Gleichverteilte Folgen. Wir betrachten eine beliebige Folge von
Punkten x5,X1,...,Xj,..., die dem Intervall [0,1] angehdren. Sei
¢ eine beliebige Strecke, ¢ < [0,1]. Wir widhlen den Abschnitt
X03X1,+++3XN-]1 der Folge aus und bezeichnen mit Sy(¢) die Anzahl

der Punkte dieses Abschnittes, die ¢ angehoren.

Die Folge Xg,X1,+++.3Xiy+.. heiBt gleichverteilt auf dem Inter-

vall [0,1], wenn fiir beliebiges ¢ gilt:

lim S (¢)/N = 1el | (1)
N-w
Der Kiirze halber werden wir fiir "Die Folge X01X]yeee3Xjyess ist
gleichverteilt auf dem Intervall [0,1]" schreiben: "ixjt ist

g.v.",



Der geometrische Sinn dieser Definition ist hinreichend klar:
Wenn f{xj! g.v. ist, so ist fiir groBe N die Anzahl der Punkte
SN(¢)-Nlel, d.h. Sy(¢) ist der Lange 1¢1 proportional. Die
Eigenschaften der Gleichverteilung sind asymptotisch. Man kann
in {xj! eine beliebige endliche Anzahl von Punkten austauschen,
hinzufiigen oder hinwegnehmen, und an der Gleichverteilung
verandert sich dabei nichts. So kann sich, wenn fiir i>™Ng alle
Punkte xj erhalten bleiben, fiir alle hinreichend groBBen N der
neue Wert S&(C} vom alten SN(¢) nicht um mehr als Ny unter-
scheiden. Auf den Grenzwert in (1) hat das keinen EinfluB, da
No/N-0 ist.

Lemma. Dafiir, daB {xj;! g.v. ist, ist notwendig und hinreichend,
daB (1) filir alle bindren Strecken erfiillt ist. Wir bemerken
weiterhin, daB man in der Definition (1) die halboffenen Stecken
¢ durch offene oder geschlossene ersetzen kann; daher kann man

sich auf Strecken ¢ der Gestalt ¢=[0,x) beschrinken.

Weylsches Theorem. Die Verbindung zwischen der Definition (1)
mit Aufgaben der Funktionentheorie und der numerischen Mathe-
matik ist in gewissem MaBe aus dem folgenden Theorem ersicht-
lich.

Weylsches Theorem. Dafiir, daB ixit g.v. ist, ist notwendig und

hinreichend, daB fiir eine beliebige im Riemannschen Sinne inte-
grierbare Funktion f(x) folgende Gleichung erfiillt ist:
N-1

lim r f(x.) =
N=o ' i=0 1

f(x)dx (2)

Zl—=
O =

Das Riemannsche Integral ist das gewdhnliche bestimmte Integral,
das in der mathematischen Analysis gelehrt wird. Wir erinnern
daran, daB die Forderung der Existenz des Riemannschen Integrals
die Forderung nach der Beschrianktheit der Funktion f(x) ein-
schlieBt (fiir unbeschrinkte Funktionen werden uneigentliche
Integrale eingefiihrt). Interessant ist, daB fiir Funktionen, die
nach Lebesgue integrierbar sind, die Gleichung (2) sogar dann
nicht erfiillt sein kann, wenn diese beschrinkt sind.

Auf den ersten Blick scheinen die Forderungen (1) und (2) vollig
voneinander verschieden. Um die Verbindung zwischen ihnen zu
zeigen, wadhlen wir eine beliebige Strecke ¢ und betrachten die
Funktion f¢(x), die wir gewdhnlich Indikator dieser Strecke

nennen:



f‘(x) = 1, wenn x € ¢; f,(x) = 0, wenn x ¢ ¢ ,

Da gilt
N-1 1
I f,(xy) = Sy(), I f,(x)dx = 121
i=0 0

so fallen fiir f=f¢(x) die Gleichungen (1) und (2) zusammen. In
der Formulierung des Weylschen Theorems heben wir die direkte
und die umgekehrte Behauptung hervor. Die direkte Behauptung
lautet: Wenn {xj! g.v. ist, so ist fiir eine beliebige im
Riemannschen Sinne integrierbare Funktion f(x) (2) erfiillt. Die
umgekehrte Behauptung lautet: Wenn (2) fiir eine beliebige im
Riemannschen Sinne integrierbare Funktion f(x) erfillt ist, so
ist {xjt g.v.

Es stellt sich heraus, daB man die umgekehrte Behauptung wesent-
lich verschiarfen kann. Zum Beispiel ist, wenn (2) fir eine
beliebige stetige Funktion f(x) erfiillt ist, {xit g.v. Noch
scharfer ist das bekannte Weylsche Kriterium, das eine groBe
Rolle bei der Entwicklung der "klassischen" Richtung der Theorie
der gleichmdBigen Verteilung spielte (aber von uns nicht verwen-
det wird): Wenn (2) fiir alle trigonometrischen Funktionen
f=cos2mkx und f=sin27kx mit ganzem k erfiillt ist, so ist f{ixj;!
g.V.

Wir setzen nun voraus, daB f(x) nicht der Forderung des Weyl-
schen Theorems geniigt: Sie sei nicht im Riemannschen Sinne
integrierbar. Dann kann man eine solche g.v. ix3! finden, fir
die die Gleichung (2) nicht erfiillt ist (fiir gegebenes f(x) und
{xj!). Dieses Resultat, das N.G. de Brujin, K.A. Post (1968) und
C. Binder (1970) erhielten, gestattet, noch eine "umgekehrte"
Behauptung zu formulieren: Wenn fiir eine gegebene endliche
Funktion f(x) und eine beliebige g.v. ixijt (2) erfillt ist, so

ist f(x) im Riemannschen Sinne integrierbar.
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Beispiel I. Die Folge der bindr-rationalen Briiche in
naturlicher Reihenfolge: 0, 1/2, 1/4, 3/4, 1/8, 3/8, 5/8, 7/8,
1/16, ...
Unabhédngig davon, daB die Anfangsabschnitte dieser Folge, die
N=2K Ppunkte enthalten, sehr gleichmdBig liegen (Abb. 4a), ist
diese Folge nicht g.v. Um das zu beweisen, betrachten wir
Anfangsabschnitte, die N=N1{=2k+2k‘1 Punkte beinhalten (Abb. 4b).
Es sei ¢=[0,1/2). Offenbar ist fiir N=Nk die Anzahl der Punkte
Sn(¢)=2-2k-1=(2/3)N. Folglich gilt
. 2
lim S, (¢)/N,_ = S 2 lel |
ke Nk k 3
und die Gleichung (1) ist fiir ¢=[0,1] nicht erfiillt. Wenn man
aber Abschnitte betrachtet, deren Lange N=Nk=2k betridagt, so gilt
. 1
£ = = = leIl,
lim SNk( ) /N 5

k—)m

Beispiel 2. Die Folge von van der Corput (1985).
Aus obigen binar-rationalen Briichen konstruieren wir eine g.v.
{xjt, wobei xj=p(i) gilt. Die Zahlen p(i) kann man durch
folgende Formeln definieren: Wenn im Dualsystem i=epep-1...egeq
ist, so ist ebenfalls im Dualsystem p(i)=0,eje2...ep-1ep-
Hierbei sind alle ej bindre Ziffern, d.h. entweder 0 oder 1. Im

Dezimalsystem heiBen diese Formeln

— 1 m-1
i = e1+2 e, + ...+ 2 e,

m

n
o
Do
+
o
o

p(i) + ... + em2

Einige Zahlenwerte fiir p(i) sind in der folgenden Tabelle ange-
geben. Fiir diese Folge sind die Anfangsabschnitte fiir N=2kK
dieselben wie im vorherigen Beispiel. Allerdings ist die Reihen-
folge der Verteilung jeder folgenden Gruppe von 2K Punkten viel
komplizierter (Abb. 5). Der Beweis dafiir, daB {p(i)! g.v. ist,
wird in § 3 gefiihrt.

Ft__ . "1 ]

i

i [1U] i ! i [4U] e
0 0 0 0 8 1000 | 00001 1/16
1 1| oa 1/2 9 1001 0,100 9510
2 10 0,01 1/4 10 1010 - |. 00101 5/16
3 1 0,11 3/4 1 1011 01101 | 13/16
4 100 0,001 1/8 12 1100 | 00011 3/16
5 101 0,101 5/8 13 1101 01011 | 11/16
6 110 0,011 3/8 14 1o | o011 7/16
7 1 0,111 78 18 111 o1l | 15/16




8§ 2 Quantitative Charakteristiken der GleichmdBigkeit

Die Gleichungen (1) und (2) und andere Eigenschaften, an die in
§1 erinnert wurde, gestatten es, die Gleichverteilung einer
gegebenen Folge festzustellen, geben aber keine Antwort auf die
Frage, welche von zwei g.v. Folgen "gleichmaBiger" verteilt ist.
Hier betrachten wir Kriterien, die nicht nur die Gleichvertei-
lung feststellen, sondern auch eine quantitative Einschidtzung

der GleichmiaBigkeit geben.

Diskrepanz. Das ist die meistverbreitete Charakteristik der
GleichmaBigkeit, deren Untersuchung in den 30er Jahren begann.

Wir fixieren die Punkte X03X1y+++.,XN-1 aus dem Intervall [0,1],
die wir der Kiirze halber Gitter nennen. Mit SN(x) bezeichnen wir
die Anzahl der Punkte, die der Strecke [(0,x) angehéren. Anders

ausgedrickt ist Sy(x)=SN(¢), wobei ¢=[0,x) gilt. Diskrepanz des

Gitters xp,%x1,...,XN-1 heiBt die Zahl
D(XO,...,XN_l) = fuP ISN(x)-le (3)
0sx=1
Mitunter wird der Kiirze halber anstelle von D(Xg3X1y+seyXN=1)

einfach D verwendet. Notwendig ist die Bemerkung, daB in der
Literatur verschiedene nicht identische Definitionen der Diskre-
panz anzutreffen sind. Oft wird als Diskrepanz das Verhdltnis
D/N bezeichnet, manchmal das Supremum von ISN(¢)-N1£11 {iber alle
¢<[0,1].

Der geometrische Sinn der Definition (3) ist offensichtlich: Nx
ist die Anzahl der Gitterpunkte, die auf die Strecke [0,x) bei
idealer (proportionaler) Verteilung entfallen, und Sy(x) ist die
Anzahl der Punkte, die faktisch auf [0,x) entfallen. So schiatzt
D in gewissem Sinne die maximale Abweichung der faktischen
Punkteverteilung von der idealen gleichmdBigen Verteilung ab. Da

SN(x)=“N und Nx<N gilt, ist immer D4N.

Theorem 1. Dafiir, daB {xj! g.v. ist, ist notwendig und hinrei-

chend, daB fir N2e gilt

D(XyseenyXy_1)/N >0 . (4)



Berechnung der Diskrepanz. Es ist leicht zu zeigen, daB die
obere Grenze in der Formulierung (3) stets fiir einen Gitterpunkt
realisiert wird, ndmlich fiir x=x;-0 oder fiir x=xj+0 (Abb. 6).
Folglich kann man D nach der Formel

D = OﬂizN_l{[SN(Xi+O)_NXiI’ISN(Xi_O)—NXiI) (5)
berechnen, und anstelle des Auffindens der oberen Grenze in (3)
ist es hinreichend, die groBte unter den 2N Zahlen (5) auszuwah-
len.
Der Algorithmus der Berechnung der Abweichung kann weiter ver-
einfacht werden. Wir betrachten die Formel (5) unter der Annah-
me , daB die Gitterpunkte schon geordnet sind:
X(1)€xX(2)%...4X(N), und (der Kiirze wegen) beschrdnken wir uns
auf den Fall, daB alle diese Punkte voneinander verschieden
sind. Da Sy(x(j)-0) = i-1 und SN(x(i)+0) = i gilt, kann man
anstelle von (5) schreiben

D = 12?2N(F1—Nx(i)|,li—1—Nx(i)|) ‘

Hierbei ist i-Nx(j) = (i-1/2-Nx(j)) + 1/2 und
i-1-N(j) = (i-1/2-Nx(j)) - 1/2. Daher ist leicht zu liberpriifen
(Abb. 7), daB

max(li-Nx(i}l,|i—1—Nx(i)!) = li-1/2—Nx(i)| + 1/2

Im Resultat erhalten wir die Formel von H. Niederreiter (1972):

D = % + max li—%—Nx(i)l : (6)
1£i£N
LN
v4 v .
N - N '
e Y=Swfx) 7
e
‘/ y=Svix) /

y=|z+1/2|

;’/2 0 12 .z -

Abb. 6 Abb. 7



Fir die Berechnung nach Formel (6) ist es hinreichend, die
groBte unter N Zahlen zu finden. Sie ist auch in dem Falle
gultig, wenn einige der Punkte Xj 2zusammenfallen. Wir erinnern
daran, daB in (6) im Unterschied zu (5) geordnete Werte xj

vorausgesetzt wurden.

Optimierung der Diskrepanz. Aus der Formel (6) folgt sofort, daB
das Minimum von D gleich 1/2 ist und nur dann angenommen wird,
wenn das Gitter aus den Punkten X(i) = (i-1/2)N besteht, wobei
i=1,2,...,N ist; ein solches Gitter ist in Abb. la zZu sehen.
Allerdings ist es unmdglich, eine unendliche Folge {xj! so zu
wahlen, daB beliebige Anfangsabschnitte X03X]s+++3XN-1 optimal
sind: Beim Ubergang von N Punkten zum (n+l)ten miissen alle
Punkte verandert werden. Nicht genug, van der Corput fand
heraus, daB es nicht gelingt, eine Folge {xj! so zu konstruie-
ren, daf fiir alle N die Diskrepanzen D(xo,..+,XN-1) beschriankt
sind. Seine Hypothese wurde von T. van Aardenne-Ehrenfest (1945)
streng nachgewiesen: In einer beliebigen Folge {xj! ist der
obere Grenzwert der Diskrepanz

iiﬂ sup D(xo""’XN—l) = o
Das letzte Resultat bedeutet, daB in einer beliebigen Folge {xj!
beliebig lange "schlechte" Abschnitte vorkommen kénnen, deren
Diskrepanzen unbeschrinkt wachsen. Weiter bewies K.F. Roth
(1954), daB fiir solche "schlechten" Abschnitte D * c;{In N gilt,
wobei cj eine absolute Konstante ist, die nicht von den Parame-
tern der betrachteten Folge abhdngt. SchlieBlich verbesserte
W.M. Schmidt (1972) die Aussage fiir "schlechte" Abschnitte auf
D2cg In N, wobei c2 eine andere absolute Konstante ist. Da fiir

die Folgen {pj! aus Beispiel 2 die Abschédtzung

D{xo,...,xN_l) £ (1/3) logzN + 0(1)

giltig ist, die von S. Haber (1966) erhalten wurde (hierbei ist
bewiesen, daB der Wert der Konstanten nicht kleiner als 1/3 sein
kann), so kann die Ordnung von 1n N in der Abschatzung von
Schmidt nicht verbessert werden. Die Folge 1{pj! ist aber der

Wachstumsordnung der Diskrepanzen nach optimal.



Neben der Diskrepanz (3) werden ebenfalls verschiedene mittlere
Diskrepanzen

1
b, ) = (I 18(x)-NxIPax)!/P
0

(p)
untersucht, wobei 1<4p<e ist. Wir werden diese nicht betrachten.
Wir bemerken nur, daB das Vierpunktegitter aus Abb. 2c aus der
Bedingung D(2) = min auf einer gewissen Klasse zweidimensionaler
Gitter erhalten wurde (I.W. Wilenkin, 1973).

UngleichmiaBigkeit (nonuniformity). Diese "nichtklassische"
Charakteristik der GleichmaBigkeit wurde im Jahre 1957 in
Verbindung mit der Verwendung der fiir den gegebenen Bereich
neuen Methode der Fourier-Haare-Reihen [1] entwickelt. Die
Struktur dieser Charakteristik und ihre Eigenschaften zeigten
Wege der Konstruktion neuer Klassen gleichverteilter Folgen auf,
die die besten Charakteristiken der GleichmdBigkeit aufweisen.
Wir betrachten wieder ein Gitter, das aus N Punkten
XosX1s+++3XN-1 aus dem Intervall [0,1] besteht. Wir wdhlen eine
beliebige bindre Strecke ¢yx. Bei "idealer" Gleichverteilung der
Punkte des Netzes miissen auf die linke und rechte Halfte von &g
jeweils die gleiche Anzahl dieser Punkte entfallen. Daher
charakterisiert die GroBe ISN(¢f)-SN(¢f)! in gewissem MaBe die
UngleichmdBigkeit der Verteilung der Punkte des Netzes auf £y .
UngleichmaBigkeit des Gitters Xxo,X1,...;XN-]1 heilit die ganze
Zahl

0 (x50 eeaxy ) = SEplSN(¢;)—SN(3;)| , (7)

wobei die obere Grenze iiber alle bindren Strecken genommen wird.

Es ist leicht nachzuweisen, daB fiir ein beliebiges Gitter
Xoy s+ XN-1 8ilt

1 = ¢m(xo,.. ) £ N .

. ’X.N_l

Die rechte Ungleichung folgt aus der Tatsache, da3 jede der
GroBen Sy(¢g) und SN(¢f) Jjeweils N nicht iibersteigt. Fir den
Beweis der linken Ungleichung nehmen wir zuerst an, daB alle
Punkte des Gitters voneinander verschieden sind. Dann kann man
ein solch groBes M finden, daB jede der Strecken {yj, 1£j<2m
entweder leer ist oder einen Punkt enthdlt. Im letzten Falle ist
offensichtlich ISN(¢g5;)-Sn(¢4j)! = 1.
- 11 -



Setzt man nicht voraus, daB alle Punkte des Gitters voneinander
verschieden sind, so erhilt man, wenn man eine solch feine
Unterteilung wdhlt und alle geometrisch voneinander verschiede-
nen Punkte isoliert, die Ungleichung ISN(eR)-SN(¢f) ! = s, wobei
s die maximale Anzahl von zusammenfallenden Punkten des Gitters
ist. Diese Uberlegungen =zeigen, daB die obere Grenze in der
Formel (7) in Wirklichkeit {iber eine endliche Menge von Strecken
¢y berechnet wird; sowie die Unterteilung des Intervalls [0,1]
in ‘mj so fein ist, daB alle geometrisch voneinander verschiede-
nen Punkte isoliert sind, kann man aufhoren, da die Betrachtung
noch kleinerer bindrer Strecken bereits nichts mehr #ndert.
Folglich kann die GroBe ¢, fiir ein gegebenes Gitter unmittelbar
nach Formel (7) berechnet werden.

Es ist nicht schwer, eine Abschatzung fir ¢o durch D zu erhal-

ten:

¢m(xo,...,xN_1) £ 4D(x0,...,xN_1) . (8)

Theorem 2. Dafiir, daB {xj! g.v. ist, ist notwendig und hinrei-

chend, daB fiur N2« gilt

¢m(x0,...,xN_1)/N -0 . (9)

Optimierung der UngleichmdBigkeit. Die GréBe ¢, ist ungenauer
als D: Sie kann nur ganzzahlige Werte annehmen. Diese Ungenauig-
keit gestattet aber eine groBe Freiheit fiir die Optimierung. Zum
Beispiel sahen wir, daB ein einziges Gitter de---:xN—l exi-
stiert, das das Minimum von D realisiert. Andererseits kann man
unendlich viele Gitter Xgs+++3XN-1 angeben, die das Minimum von

¢o realisieren.

Abb. 8 Abb. 9



Beispiel. Sei N=2Y, wobei v ganz ist. Wir unterteilen
das Intervall [0,1] in N gleiche Strecken ¢£y; und wdhlen in
Jeder einen beliebigen Punkt aus (Abb. 8). Wir zeigen, daB fiir
dieses Gitter $u(XgyeroyXN=1) = 1 gilt.

Erstens besteht fiir m4v jede Strecke !;j aus der gleichen Anzahl
von Strecken £yj; und enthdlt deswegen die gleiche Anzahl von

Gitterpunkten. Folglich gilt

- +
£ - =
SN( mj) SN(st} 0o .

Zweitens enthdlt fiir m®v jede Strecke fnj nicht mehr als einen
Punkt, und alle ISN(fg5;)-SN(¢};)! sind entweder gleich 0 oder 1.

In beiden Fallen erweist sich
- +
| £ - ¢ | £

woraus folgt, daB ¢.,=1 ist.

Wir sahen, daB in einer beliebigen Folge i{xj;! "schlechte" Ab-
schnitte existieren, auf denen die Diskrepanzen D(Xgy++eyXN=1)
unbeschrankt wachsen. Aus Sicht des Kriteriums ¢, ist es viel

besser: Man kann eine unendliche Menge von Folgen {xij! angeben,

fir die ¢o(xg,...,xN-1)=1 fiir jedes N ist. Solchen Folgen ist §3
gewidmet. Eine davon ist die Folge tp(i)t, die in §1 betrachtet
wurde.

Streuung (dispersion of points). Wir betrachten noch eine

quantitative Charakteristik der Verteilung einer Gruppe von
Punkten X03X1y+++3XN-1, die oft in Arbeiten 2zu numerischen
Methoden anzutreffen sind.

Streuung der Punkte xg5,X1,...,XN-1 heiBt die GréSe

d(xo,...,x ) = sup min lx-xi! . (10)

N-1 04x41 04isN-1

Der geometrische Sinn der Formel (10): Wir fixieren einen
beliebigen Punkt x und finden den zu ihm nachstgelegenen Punkt
des Gitters (der Abstand zu ihm ist minlx-xj!), und danach wdhlt
man x auf "ungilinstigste" Art und Weisé.

Die GroBe d ist mit dem in theoretischen Untersuchungen oft ver-
wendeten Begriff des :-Netzes verbunden. (Eine endliche Gruppe
von Punkten heiBit z-Netz, wenn der Abstand von einem beliebigen
Punkt X bis zum ndchstgelegenen Punkt der Gruppe ¢ nicht iiber-

steigt.) In unserem Fall ist die Gruppe der Punkte Xoy e+ 3 XN-1
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fixiert; bei beliebigem :>d ist sie :-Netz und fiir beliebiges
¢4d nicht (Abb. 9). Damit ist d der kleinste Wert fiir ¢, bei dem
die Punkte Xos+++3XN-1 ein &-Netz bilden.

Da N Kreise des Durchmessers d das Intervall [0,1] bedecken, ist
2dN=21, woraus eine Abschatzung fiir d von unten folgt:

1

(2N)* ¢ d(X_ye0e,x (11)

Nwl) )

Fir das Gitter, das aus den Punkten xj=(i-1/2)/N mit i=1,2,...,N
besteht, ist der Wert fiir d minimal und betragt (2N)-1.

Es ist nicht schwer, eine Abschdtzung fiir d durch D zu finden:

d(xgs ey Xy 1) % 2D(X e euyxy ()/N . (12)

Theorem 3. Dafiir, daB {xijt g.v. ist, ist notwendig, daB fiir N
gilt

d(xo,...,x o . (13)

N-1)

Allerdings ist die Bedingung (13) nicht hinreichend.

Der Beweis der_Notwendigkeit der Bedingung (13) folgt sofort aus
Theorem 1 und der Ungleichung (12). Fiir den Beweis der zweiten
Behauptung des Theorems betrachten wir die Folge aus Beispiel 1.
Wenn N=2K ist (Abb. 4a), so ist offenbar d=1/2K; der "schlechte-
ste” Punkt ist in diesem Falle x=1. Solange 2KsNz2k+l gji¢,
dndert sich der Wert d nicht (vgl. Abb. 4b). Erst bei N=2k+1
stellt sich d=1/2k*l heraus. Aus diesem Grunde gilt fir die
betrachtete Folge

—[logzN]
d(xo,...,xN__l) = 2 3

wobei [z] den ganzen Teil der Zahl z bezeichnet. Es ist klar,
daB d(Xg,...,XN=1) =2 0 fir N-e gilt, obwohl diese Folge nicht
g.v. ist. Theorem 3 ist vollstdndig bewiesen.

Aus dem letzten Theorem folgt, daB die GréBe d als Kriterium der

GleichmdBigkeit nicht benutzt werden sollte.

§ 3 LPy-Folgen

Definitionen. Ein Gitter, das aus N=2Y Punkten besteht, wobei v

ganz ist, heiBt Po-Gitter, wenn jeder bindren Strecke mit der

Lange 1/N ein Gitterpunkt angehért.

Solche Gitter wurden bereits in §2 betrachtet (Beispiel), wo be-
- 14 -



wiesen wurde, daB fiir ein beliebiges P,-Gitter ¢o=1 gilt., Mit
Hilfe der Formel (6) ist leicht zu zeigen, daB fiir ein beliebi-
ges Po-Gitter D=1 gilt.

Tatsachlich ist in Abb. 8 zu sehen, daB der i-te Punkt des Po-
Gitters x(j) der Strecke (i-1)/N€x<i/N angehért. Dabei ist die
Groe li-1/2-Nx(i)!, die in Formel (6) vorkommt, nicht gréBer
als 1/2. Das heiBt, es ist D#<1.

Po-Gitter sind sehr gute Gitter (der GleichmdBigkeit der Ver-
teilung der Punkte nach), allerdings ist dieser Begriff so ele-
mentar, daB er keiner speziellen Bezeichnung bediirfte, wenn
nicht die Verallgemeinerung auf den mehrdimensionalen Fall be-
vorstiinde. Demgegeniiber ist der Begriff der LPy-Folge, zu deren
Definition wir iibergehen, sogar im eindimensionalen Falle nicht-
trivial.

Bindrer Abschnitt der Folge X031X]s+++3Xjy++. heiBit die Menge der

Glieder xj mit den Nummern i, die einer Ungleichung der Gestalt
k2S£j£(k+1)2S mit k=0,1,2,...; s=1,2,... geniigen. Zum Beispiel
ist der Abschnitt 164i<424 binar (k=2, s=3), aber der Abschnitt
4€i€]16 nicht. Ein anderes Beispiel: Wenn man die Menge der

Glieder von {xj! in folgende Abschnitte aufteilt:
[Xo,-o-,Xh_I], [Xh’-nt)xzh_ll, [th,-..‘XSh-].]’".’

wobei h=2S ist, so erhalten wir alle bindren Abchnitte der Linge
28, Die Folge {xij! heiBt LP,-Fol e, wenn ein beliebiger bindrer
Abschnitt von ihr ein Py-Netz ist.

Die Bezeichnung LP, entstand im Resultat der Abkilirzung des

Satzes "Ein beliebiger bindrer Abschnitt ist ein Po-Gitter.".

Abschatzungen der GleichmdBigkeit. Es ist nicht schwer zu
zeigen, daB fiir einen beliebigen Anfangsabschnitt einer belie-
bigen LP,-Folge gilt

Qw{xo""’xN-I} =1, D(xo,...,xN_l) a g, (14)

wobei t die Anzahl der Einsen in der bindren Darstellung der
Zahl N ist,

Um die Wachstumsordnung von D festzustellen, tauschen wir die
Ungleichung (14) durch eine ungenauere aus. Wenn 2S-14N<2s+1_1,
so ist die Anzahl t der Einsen in der bindren Darstellung von N
nicht groBer als s. Folglich ist t€s=[logo(N+1)], wobei [z] der

ganze Teil der Zahl z ist. Auf diese Weise gilt fir einen be-

- 15 -



liebigen Anfangsabschnitt einer beliebigen LP,-Folge

D(Xo""’XN—l) £ [logz(N+l)] . (15)

Die erhaltenen Abschédtzungen zeigen, daB alle LPo-Folgen gleich-
maBig verteilt sind. In bezug auf das Kriterium D haben alle
LPo-Folgen eine optimale Wachstumsordnung D=0(1n N), und in be-

zug auf das Kriterium ¢, sind alle LPo-Folgen optimal: ¢, = 1.

Folgen binir rationalen Typs. Wir betrachten eine unendliche

Matrix

Vll V12 e

(VSJ.) = |¥Yg1 Voo R (16)

deren Elemente Nullen und Einsen sind. Wir nehmen an, daB in
Jeder Zeile die Anzahl der Einsen endlich und ungleich Null ist.
Dann entspricht jeder Zeile eine bindr-rationale Zahl, deren

bindre Darstellung lautet:

VS = 0’vslvs2 N vsj Pah . (17)

Die Matrix (vgj) heiBt Richtungsmatrix, und die Zahlen

Vi,V2,+..,Vg,... Richtungszahlen.
Eine Folge bindr-rationalen Typs (abgekiirzt: BR-Folge) ist eine

Folge fr(i)t!, die nach drei Regeln konstruiert wird:

1© r(0) = 0.

20 Wenn i=2S, so ist r(i) = Vg41.

30 Wenn 2S8<j<28+l g5 ist r(i) = r(25)*r(i-25), wobei die Opera-
tion x die stellenweise Addition nach Modul 2 im Dualsystem
bedeutet.

Unter den Befehlen eines beliebigen Computers gibt es eine
logische Operation, die die Operation x ausfiihrt. Sie heidt
"ausschlieBendes ODER", obwohl die Numeriker die Bezeichnung
"Vergleich der bindren Darstellung" bevorzugen, weil axb=0 dann
und nur dann gilt, wenn alle Stellen der Darstellungen von a und

b zusammenfallen, d.h. a=b ist. Wir erkliren diese Operation an

Zahlenbeispielen.
5/16 x 7/8 = 0,0101 x 0,1110 = 0,1011 = 11/16 ,
13/16 x 19/32 = 0,11010 x 0,10011 = 0,01001 = 9/32 .



Es ist nicht schwer zu sehen, daB die Regeln 19-30 folgender

Regel &dquivalent sind: Wenn im Dualsystem

gilt, so ist ebenfalls im Dualsystem
r(i) = elvl X e2V2 X oo % eme . (18)

Wir bemerken, daB man in der Formel (18) keine Multiplikation
auszufiihren hat: Wenn ej=1 ist, so ist der "Summand" Vj in der
Formel dabei, ist hingegen ej=0, so wird er ausgelassen. So ist
zum Beispiel fir i=25 im Zweiersystem i=11001; folglich
r(25)=VixVgxVs.

Im folgenden Theorem sind einfache hinreichende Bedingungen
dafiir formuliert, daB bei ihrer Erfillung eine BR-Folge eine
LPo-Folge ist.

Theorem. Wenn in der Richtungsmatrix auf der Hauptdiagonalen
Einsen stehen und oberhalb Nullen, so ist die ihr entsprechende

BR-Folge eine LPo-Folge.

Die Folge {p(i)!t.

Die in §1 konstruierte Folge tp(i)}! ist die einfachste BR-Folge.
IThre Richtungsmatrix ist die unendliche Einheitsmatrix. Die
Richtungszahlen Vg=2"S enthalten Einsen an verschiedenen Stellen
der Darstellung im Dualsystem, was die Benutzung des Zeichens
"+" anstelle von "x" in (18) gestattet.

Aus dem vorherigen Theorem folgt, daB {p(i)} eine LPy-Folge ist
und fir sie die Ungleichungen (14) gelten. Interessant ist, daB
die grobe Abschidtzung D(xo,...,XN-1)%t fiir einige Werte fiir N

besser ist als die in §2 angefiihrte Abschidtzung
D{xo,...,xN_l} £ (1/3)log2N+0(1) ,
wo die Konstante 1/3 nicht verkleinert werden kann.

Wir bemerken noch zwei Eigenschaften von {tp(i)t, die bei weitem

nicht alle LPy-Folgen vom bindr-rationalen Typ haben.

Eigenschaft 1. Ein beliebiger Abschnitt der Folge {p(i)}, der 2m

Punkte enthdlt (m=1,2,...), ist ein Py-Gitter.
Eigenschaft 2. Fiir einen beliebigen Abschnitt i’£i4i" der Folge

{p(i)} ist die UngleichméBigkeit gleich Eins:
0m(p(i)s-'*-sp(i")) =1.
- 17 -



Die Folge f{q(i)!

Pascal-Matrix nennen wir die unendliche Matrix

o
WN=O
W= oo
e NeNe
o NeNeNe

ol (19)

Die Elemente Csj» die oberhalb der Hauptdiagonalen stehen, sind
gleich Null. Die anderen Elemente Cgj = C;:i sind die bekannten
Binomialkoeffizienten. So ist der Anteil der Matrix C, der keine

Nullen enthdalt, das bekannte Pascaldreieck.

Folge {q(i)! heiBt die BR-Folge mit der Richtungsmatrix (vsj),

wobei Vsj=csj (mod2) gilt. Die letzte Darstellung bedeutet, daB
in der Pascal-Matrix alle ungeraden Elemente durch Einsen und

alle geraden durch Nullen zu ersetzen sind:

(20)

el
O~ O~O
Ok k~=OO
=N e Nelel
[l =NeNoNe
cCoocoo

Da die Matrix (20) den Bedingungen des letzten Theorems geniigt,
so ist fq(i)! eine LP,-Folge, und fiir sie gelten die Beziehungen
(14).

Lemma .

Wir bezeichnen mit “sj die Elemente der Matrix C2, so daB

& =

c gilt. Dann ist wgj=0 fiir j>s; wgg=1,

sJ azl “sa o
wgj=0 (mod2) fiir j<s.

Mit Hilfe des Lemmas kann man beweisen, daB {p(i)! und {q(i)!
symmetrisch in folgendem Sinne sind: Wenn p(i)=q(k) ist, so ist

p(k)=q(i).

In 83 des Kapitels 2 ist bewiesen, daB {p(i)! und t{q(i)! in
einem gewissen Sinne unabhéangig sind: Die Folge der Punkte mit
den kartesischen Koordinaten (p(i),q(i)) ist eine zweidimen-

sionale LPg-Folge.



§ 4 iUber die ndherungsweise Berechnung von Integralen

Fir die ndherungsweise Berechnung von Integralen werden gewdhn-

liche Quadraturformeln der Gestalt

1 N-1
I f(x)dx # [ cC.f(x.) (21)
0 i=o * %

verwendet; die Punkte Xi heiBlen Stiitzstellen und die Koeffizien-
ten Cj Gewichte der Formel (21).
Wenn die Funktion f(x) hinreichend glatt ist (der Sinn dieser
Worte wird im folgenden klar), so werden anstelle von (21)
Formeln mit gleichen Gewichten verwendet:

1 N-1

I f(x)dx * L f(xi) (22)
0 i=0

22—

Das Weylsche Theorem behauptet, daB, wenn als Stiitzstellen in
der Formel (21) die Punkte einer g.v. Folge i{xj! gewdahlt werden,
die Konvergenz fiir eine beliebige im Riemannschen Sinne inte-
grierbare Funktion f(x) (vgl. (2)) gewahrleistet werden kann.
Natilirlich entsteht die Frage nach der Abschidtzung der Konver-
genzgeschwindigkeit.

Es stellt sich heraus, daB solche Klassen von Funktionen f(x)
existieren, fir die die Konvergenz von D(Xgy+++yXN-1) oder
®0(Xoy+..,XN-1) bestimmt wird. Wir beschrinken uns auf die Be-

trachtung einer solchen Klasse.

Hauptlemma. Wir bezeichnen mit é(f) den Fehler der Formel (2)

1 N-1 1
6(f) = N ) f(xi) - J f(x)dx . (23)
i=0 0

Wir setzen voraus, daB die Funktion f(x) stetig ist und eine

stiuckweise stetige Ableitung f’(x) besitzt.

Lemma. Fiir beliebige Punkte Xos e+ 3XN-1 8ilt
1
S(f) = N J (Nx—SN(x))f'(x)dx . (24)
0

Den Beweis beginnen wir mit der offensichtlichen Beziehung

1
f(x) = £(1) - J f£'(t)dt
X

Mit Hilfe der Heavysidefunktion e(x) (die durch e(x)=0 fiir x40,
e(x)=1 fir x>0 definiert ist) kann man diese Beziehung in der
- 19 -



Gestalt

1
f(x) = f(1) - £’ (t)e(t-x)dt
0

schreiben. Da der Ausdruck 6(f) linear von f abhédngig ist, gilt

1
6(f(x)) = = J £'(t)é(e(t-x))dt .
0
Es ist noch die GroéBe 6(e(t-x)) zu berechnen, die nach (23)
gleich
1 N-1 1 1
& I e(t-x.) - [ e(t-x)dx = 5 SN(t) -t
i=0 1 0

ist. Setzt man diesen Ausdruck in das vorherige Integral ein, so
erhalt man (24).

Aus der Formel (24) folgt die Abschédtzung fir den Fehler &(f)
durch die Diskrepanz

D(xo,...,xN_l) 1

16(Ff)1 < N I 1f'(x)ldx . (25)
0

Die hier eingehende Konstante i If’(x)ldx ist gleich der Varia-
tion von f(x) auf dem Intervall [0,1]. Die Verallgemeinerung der
Abschdatzung (25) auf beliebige Funktionen f(x) mit beschridnkter
Variation erhielt J.F. Koksma (1942).

Abschédtzungen fiir Klassen von Funktionen.

In der Theorie der Quadraturformeln wird der Konstruktion der
besten Quadraturformel fiir eine gegebene Klasse von Funktionen
viel Aufmerksamkeit geschenkt. Die Formel (24) gestattet, &hn-
liche Aufgaben zu l3sen. Wir beschridnken uns auf ein Beispiel.
Wir betrachten die Klasse der Funktionen Wi(L), die alle steti-
gen Funktionen f(x) mit stiickweise stetiger Ableitung f’(x) ent-

hdlt, die der Ungleichung

1
I If'(x)!ldx £ L
0
geniugen. Uns interessiert die GréBe R = supl!é(f)!, wobei das

Supremum iliber alle Funktionen f(x) aus W!(L) genommen wird. Man
kann sagen, daB R der Fehler ist, der bei der Wahl der

"schlechtesten" Funktionen der Klasse entsteht.
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Mit Hilfe des Hauptlemmas 148t sich beweisen, daB bei beliebiger

Wahl der Punkte Xo01X1s+++yXN=-1 aus [0,1] gilt:
R = LD(Xgy++v,xNy-1)/N . (26)

Aus der Formel (26) folgt sofort, daB der minimale Wert fiir R,
der gleich L/(2N) ist, bei xj=(i+1/N)/N, 0£isN-1, angenommen
wird. Anders ausgedriickt erweist sich als beste Quadraturformel
mit gleichen Gewichten in der Klasse Wi(L) die gut bekannte
Rechtecksregel. In Wirklichkeit bleibt die Rechtecksregel auch
optimal in der Klasse W!(L), wenn in die Betrachtungen Quadra-
turformeln der Gestalt (21) mit Gewichten einbezogen werden
(S.M. Nikotskij, 1950).

Die Berechnung von uneigentlichen Integralen. Wir setzen voraus,
daB die Funktion f(x) stetig ist und auf 0<x€1 eine stiickweise
stetige Ableitung f’(x) hat; fiir x20 ist diese Funktion unbe-

schrankt, es existiert aber das uneigentliche Integral

é f(x)dx. Wie in §1 bemerkt wurde, kann man fiir eine beliebige

solche Funktion eine g.v. Folge {xj? so ungiinstig finden, daB
die Gleichung (2) nicht erfiillt ist. Folglich muB eine Bedin-
gung, die die Erfiillung von (2) garantiert, die Eigenschaften

von {xj! mit denen von f(x) verbinden.

Wir betrachten eine g.v. ix;! nmit xi*0. Wir bezeichnen
a, = min X.. Offensichtlich ist any20, wenn N-w,
N .

0<i<£N-1

Das folgende Resultat (I.M. Sobol), 1973) stellt das Analogon zu
(25) dar.
Wenn fir die betrachteten f(x) und {xj! fiir N2« die Bedingung

D(X EEERY:S )1
e ——M=L ;iger(x)rax - 0 (27)

ay

efillt ist, so ist die Beziehung (2) gultig.

Als Beispiel der Verwendung der Bedingung (27) betrachten wir
die Folge p(1),p(2),... (ohne Nullpunkte), fiir die 1/24(N+1)apn<2
gilt. Wir nehmen an, daB die Funktion f(x) bei Null eine einfa-
che Besonderheit der Gestalt f=x"2 oder f=x'1{lnx)‘* hat. 1In
diesem Fall ist die Bedingung (27) dann und nur dann erfillt,

wenn das entsprechende uneigentliche Integral konvergiert,
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8§ 5 Analogien aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

Gesetz der groBen Zahlen. Wir bezeichnen mit 7y eine Zufalls-
groBe, die im Intervall (0,1) gleichverteilt ist. Die Wahr-
scheinlichkeitsdichte einer solchen GréBe ist p(x)=1 und die
Verteilungsfunktion F(x)=x mit 0<x<1,

Wir betrachten eine Folge von . unabhangigen Werten
Y15725+++37%is++«. . Bezeichnet man wie vorher die Anzahl der
Werte 7j; mit den Nummern 14i<N, die auf das Intervall ¢
entfallen, mit SN(¢), so ist das Verhdltnis SN(¢)/N gleich der
Frequenz des Eintretens des zufdlligen Ereignisses {y € ¢! in N
unabhédngigen Versuchen. Da die Wahrscheinlichkeit dieses Ereig-

nisses

Ply e ¢} = [ p(x)dx = 1¢l
¢

ist, bedeutet die bekannte Tatsache der Konvergenz der Haufig-
keiten, die gewdhnlich Bernoulli-Theorem genannt wird, daB fiir

N2 gilt:

sSy(8)/N =5 et (1)
Mit £, wird die Konvergenz in der Wahrscheinlichkeit bezeich-
net. Offensichtlich kann man die Formel (1) als deterministi-
sches Analogon zur Formel (1’) betrachten.
Wir betrachten nun eine absolut integrierbare Funktion f(x). Die
mathematische Erwartung der ZufallsgréBe f(r) existiert und ist

gleich

1
Mf(y) = f(x)p(x)dx = [ f(x)dx
0

IS

Nach dem bekannten Theorem von A.J. Chintschin (1928) geniigt die
Folge der Werte {f(7j)! dem Gesetz der groBen Zahlen. Fiir N-o
ist

p 1
f(?i) — [ f(x)dx . (27)

1
N =1 0

i

[ == =4

Offensichtlich stellt die Formel (2) ein deterministisches Ana-
logon zur Formel (2’) dar. Allerdings konnen die Konvergenzge-

schwindigkeiten in (2) bzw. (2') sehr unterschiedlich sein.
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Wir nehmen an, daB das Quadrat der Funktion f(x) ebenfalls

integrierbar ist. Dann ist die Dispersion endlich:

2 2 _ 1 i 2
DE(y) = ME%(y) - (Mf(7))% = | £%(x)dx - (J fdx)? ,
0 0
und die Folge der Werte tE(ryi)t geniigt dem zentralen

Grenzwertsatz. Mit diesem Satz ist leicht 2zu zeigen, daB die
Konvergenzordnung in Formel (2’) mit einer beliebig groBen Wahr-
scheinlichkeit gleich 1/{N ist.

In der deterministischen Formel (2) kann die Konvergenzordnung
beliebig schlecht sein. Wenn man aber eine "gute" g.v. Folge
{xijt wahlt, z.B. irgendeine LPo-Folge und eine "nicht allzu
schlechte" Funktion f(x), z.B. f(x) e Wi(L), so ist, wie im vor-
angegangenen Paragraphen gezeigt wurde, die Konvergenzordnung in
(2) nicht schlechter als N-11nN und fiir N=2m sogar 1/N.

Die Statistik von Kolmogorow. Wir betrachten wieder eine Folge
unabhidngiger Werte tyit, und sei SN(x) die Anzahl der Yi<4X mit

14i<£N. Die Funktion

Fy(x) = Sy (x)/N

hei3t ausgewdhlte oder empirische Verteilungsfunktion der Stich-

probe 71,...,7N. Die Behauptung iiber die Konvergenz von Fy(x) in
der Wahrscheinlichkeit gegen die Verteilungsfunktion F(x)=x der
GroBe 7 ist der Behauptung (1’) &dquivalent. Die Abweichung Fy(x)

von F(x) wird oft mit der Statistik von Kolmogorow abgeschiatzt:

. = IN sup IF_ (x) - F(x)]I ) (3%)
N 0<x¢1 N

wofir A.N. Kolmogorow (1933) einen Grenzwertsatz zeigte, der

gewdhnlich Theorem von Kolmogorow genannt wird:

lim P(xy4x) = K(x) ,
Now

wobei

K(x) = 1 + 2 ke ~2k"x

k

die Kolmogorow-Funktion ist.

(-1
1

e s
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Da im von uns betrachteten Falle F(x)=x ist, kann man bei Ein-

setzen von (3) in (3’) leicht sehen, daB gilt:

xN = D/Iﬁ .

Auf diese Weise erweist sich die Abweichung D als deterministi-
sches Analogon der Statistik von Kolmogorow (mit einer Genauig-
keit bis auf den Faktor IN, der weder von x noch von Fy(x) ab-

hangt) .

Deterministische Interpretation der Vereinbarkeitskriterien.

Wir nehmen an, daB eine Gruppe von Zahlen X]5+++3XN 4aus dem
Intervall (0,1) gegeben ist. Kann man annehmen, daB diese Zahlen
unabhdngige Werte der ZufallsgroBe 7y sind? Fiir die Antwort auf

eine solche Frage werden verschiedene Vereinbarkeitskriterien

verwendet, darunter das Kolmogorow-Kriterium, das auf der
Statistik «xN beruht. Wir erkldren das Kriterium an einem
Beispiel.

Wir nehmen an, daB N hinreichend groB ist und daB Pley<x! = K(x)
gilt. In der Praxis nimmt man diese Gleichheit hinreichend genau
fir N240 an. Mit den gegebenen Werten X]1y+++3XN berechnen wir
kN. Wenn «N21,95 gilt, so wird die Hypothese dariiber, daB die
gegebenen Zahlen unabhingige Werte von Y sind, abgelehnt, da
K(1,95)=0,999 und die Wahrscheinlichkeit Ptrn21,95% = 0,001 ist:
Das Eintreten eines so unwahrscheinlichen Ereignisses wird als

ein Widerspruch eingeschiatzt.

Offensichtlich kann ein beliebiges Vereinbarkeitskriterium die
Hypothese ablehnen, sie aber nicht beweisen.

Wir engen nun die Fragestellung ein: Kann man die Zahlen

X1,+++,XN anstelle der unabhdngigen Werte 7 in der Formel
1 N
Mf(y) = N ) f(Ti)
i=1

fiir die naherungsweise Berechnung der mathematischen Erwartung

verwenden? Schreibt man Formel (26) um in die Gestalt

-

£(x,)-ME(7) 1 = =N |

IN

2=

sup |
fewl(L) i

Nz

1

- 24 -



so sehen wir, daB, wenn man sich auf Funktionen der Klasse Wi(L)
beschrankt, ein geringes KN einen kleinen Fehler bei solchen
Rechnungen garantiert. Auf diese Weise gestattet die determini-
stische Interpretation, verschiedenen Vereinbarkeitskriterien
verschiedene Aufgabenklassen gegeniberzustellen, fiir die diese
Kriterien in gewissem Sinne sowohl notwendig als auch hinrei-
chend sind. Natiirlich garantiert die Vereinbarkeit mit der
Hypothese nach einem der Kriterien nicht die Moglichkeit der
Verwendung der iiberpriiften Zahlen in Aufgaben anderer Klassen.
So garantiert zum Beispiel ein kleines kN nicht die Méglichkeit

der Berechnung zweifacher Integrale mit den Zahlen X1seeeyXN-



Kapitel 2. Mehrdimensionale Aufgaben
§ 1 Gleichverteilte Folgen im mehrdimensionalen Wurfel

Bezeichnungen. Wir bezeichnen mit Kl den Einheitshyperwiirfel im

n-dimensionalen Raum: KR besteht aus allen Punkten P mit den

kartesischen Koordinaten P=(xX1,...,%Xpn), die den Ungleichungen
0<x 31 (j=1,2,...,n) genugen. Der Kiirze wegen schreiben wir
anstelle des Wortes "Hyperwiirfel" "Wiirfel". Ebenso werden wir im
folgenden anstelle "Hyperebene" "Ebene" und anstelle "Hyperok-

tant" "Oktant" schreiben.

Wir benotigen n-dimensionale Parallelepipede = mit Kanten, die
parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen (Abb. 10). Die
Projektion eines solchen Parallelepipedes auf die Achse 0x
stellt eine Strecke dar, die wir t; nennen. Offensichtlich
besteht 7 aus allen Punkten P=(x1,...,xp), deren Koordinaten den
Bedingungen Xj € lj mit 1£€j£n geniligen. Das Volumen (n-dimensio-
nal) eines solchen Parallelepipedes ist gleich dem Produkt
Va=le1l,,. 18,1, Wir erinnern daran, daB wegen unserer Vereinba-
rung dariiber, daB alle betrachteten Strecken 1links abgechlossen
und rechts offen sind (mit Ausnahme des Falls, wenn das rechte
Ende gleich 1 ist), bei allen = die linken und unferen Kanten
(beziiglich jeder Koordinate) zu gehdéren, die rechten und
oberen aber nicht (mit der offensichtlichen Ausnahme, wenn
irgendeine dieser Kanten mit der Begrenzung des Wiirfels KD
zusammenfallt). _

Ein Parallelepiped T heiBt bindr, wenn alle ihn definierenden
Strecken lkl,...,fkn bindr sind. In Abb. 11 sind alle bindren
Rechtecke (n=2) mit der Fldche 1/8 abgebildet. Wegen der ge-
troffenen Vereinbarungen bildet die Summe aller Tk desselben

Typs den ganzen Wiirfel KD,

Wir betrachten eine Folge von Punkten PosP1syeeeyPjreee, die KN
X,
1
& r
0 —
‘l ' -‘t,
Abb. 10 Abb. 11
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angehdren, und bezeichnen mit SN(G) die Anzahl der Punkte Pj mit
den Nummern 0£€i4N-1, die der Menge G angehdren. Die Folge der

Punkte P45,P1,...,Pj,... heiBt gleichverteilt in KR, (kurz g.v.),

wenn fir ein beliebiges =m gilt:

lim S, (m)/N = V_ . (28)
N—=2o

Man kann zeigen, daB, wenn G ein beliebiges Gebiet aus K mit

dem Volumen Vg ist, aus (28) folgt:

lim SN(G)/N =V

N-e G

Auf diese Weise ist die Anzahl der Punkte einer g.v. Folge, die
einem beliebigen Gebiet G angehdren, bei groBen N proportional

dem Volumen G.

Lemma. Dafiir, daB {Pj! g.v. ist, ist notwendig und hinreichend,

daB (28) fiir alle bindren mp erfiillt ist.

Theorem von Weyl. Dafiir, daB {Pj! g.v. ist, ist notwendig und

hinreichend, daB fiir eine beliebige im Riemannschen Sinne inte-
grierbare Funktion f(P) die folgende Beziehung erfiillt ist:
N-1

11“'1%1 I f(P.) = [ £(P)dP . (29)
N=w i=0 1 Kn

Das in (29) rechts stehende Integral heifit:

1 1
I f(P)dP = é Ce é f(xl,...,xn)dx1 e dxn .

Kn

Diskrepanz. Wir betrachten in KM ein Gitter, das aus N beliebi-
gen Punkten P,,P1,...,PN-1 besteht. Jedem Punkt P aus KR wird
ein Parallelepiped mp mit der Diagonale OP (Abb. 12) zugeordnet.
Das Volumen Vp dieses Parallelepipedes ist gleich dem Produkt

der Koordinaten x1,...,Xx; des Punktes P.
Diskrepanz des Gitters Py,P1,...,PN-1 heiBt die Zahl
= | - |
D(PO,...,PN_l) Sgp SN(ﬂp) NVP , (30)

wobei die obere Grenze iiber alle P € KRh genommen wird. Wie auch

im eindimensionalen Falle gilt D<N.

- 97 -



Theorem 1. Dafiir, daB {Pi!t g.v. ist, ist notwendig und hinrei-
chend, daB fir N-=e gilt

D(P_s-.osPy_1)/N 20 . (31)

Bis zu dieser Stelle lieBen sich alle eindimensionalen Resultate
einfach auf die n-dimensionalen Aufgaben iibertragen. Allerdings
entsteht bei dem Versuch, den Wert D(Po,...,PN-1) auszurechnen,
die erste Schwierigkeit: Um alle Punkte zu finden, fiir die die
obere Grenze in (30) realisiert wird, muB man durch jeden Git-
terpunkt n Ebenen legen, die parallel zu den Koordinatenebenen
sind, und alle NP Schnittpunkte betrachten. Der Grund dafiir ist
leicht zu verstehen, wenn man Abb. 13 aufmerksam betrachtet, auf
der das zweidimensionale Gitter (n=2), bestehend aus N=4
Punkten, abgebildet ist und die Werte der Funktion Sy(x1,x2)
angefihrt sind, die innerhalb jedes unterteilenden Rechtecks
konstant sind: Die Funktion SN(P) hat nicht nur in den Punkten
des Gitters Spriinge, sondern auch in anderen Ecken der unter-
teilenden Rechtecke.

Uberhaupt stellt sich die Charakteristik D(Pg,...,PN-1) als
recht schwierig untersuchbar dar. Ihre untere Grenze ist bis
Jetzt unbekannt (mit Ausnahme des Falles n=1, wenn inf D = 1/2).
Die Spezialisten sind sich einig in der Meinung [1,21*), daB die
beste Moglichkeit der Abschédtzung von D fiir ein n-dimensionales
Gitter, das aus N Punkten besteht, gleich

D = 0(1n" 1N) (32)

und fir eine n-dimensionale Folge bei beliebigen N

D = 0(1n"N) (33)

ist.

Fiur den speziellen Fall N=1 sind diese Behauptungen bewiesen;
die Optimalitdt von (32) ist sogar fiir n=2 gezeigt. Flir ein be-
liebiges n sind Gitter und Folgen, die den Abschatzungen (32)
und (33) geniigen, konstruiert, die Optimalitdt dieser Abschit-

zungen ist aber nicht bewiesen.

*) Siehe ebenfalls Ubersichtsartikel: Niederreiter M. Quasi-
Monte-Carlo methods and pseudorandom numbers. Bull. Amer.
Math. Soc., 1978, 84, No. 6, p. 957-1041
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Abb. 12 Abb. 13

UngleichmédBigkeit. Wir betrachten in KR wieder .ein beliebiges
Gitter, das aus N Punkten Po,P1,...,PN-1 besteht. Wir widhlen ein
beliebiges bindres Parallelepiped mg. Die Koordinatenebenen
teilen 7 in 2N gleichgroBe Oktanten (genauer: Hyperoktanten,
Abb. 14). Wir bezeichnen mit Vi die Menge aller positiven und
mit Vi die Menge aller negativen Oktanten.

Die GroBe I(SN(Vi)-SN(VE)! charakterisiert die Lage der Gitter-
punkte zu Tk. Die obere Grenze dieser GroéBe iiber alle moglichen

Tk

sEplsN(V;)—SN(V;)F (34)
ist eine ganze Zahl, die irgendwie die Lage der Gitterpunkte in
KN charakterisiert. Leider kann diese GréB8e nicht als n-dimen-
sionales Analog filir ¢, angenommen werden: Gute Werte (34) garan-
tieren nicht die Gleichverteiltheit der Gitterpunkte in KP. Um
eine solche Garantie zu erhalten, muB man die Projektionen der
Punkte Pg,...,PN-1 auf verschiedene Seitenflichen des Wirfels KR
betrachten und fiir jede davon die entsprechende GroéBe der
Gestalt (34) abschidtzen.

Wir bemerken, daB bei der Definition von D im mehrdimensionalen
Fall eine solche Schwierigkeit nicht entsteht, da die Diskrepanz
der Projektionen niemals die Diskrepanz des Gitters selbst iiber-
steigt. Im Falle eines zweidimensionalen Gitters ist z.B.
D = sup IS (x,y)-Nxy! ;
O0x,y<1
- 29 -



fiir die Projektionen dieses Gitters auf die Achse 0x

D1 = sup TSé(x)-le y
0sx<1

da aber hier S;(x)—Nx=SN(x,1)—Nx-1 gilt, ist offenbar leD.

Wir bezeichnen mit Kg eine s-dimensionale Seitenfldche des
Wirfels KR, wobei 1<4s<n gilt; bei s=n wird der Wiirfel K selbst
betrachtet. Die Projektionen der Punkte Pg,...,PN-1 auf Kg
bilden ein s-dimensionales Gitter in Kg. Dafiir kann die GréBe
(34) berechnet werden.

UngleichmdBigkeit des Gitters Po,P1,...,PN-1 heiBt die gréBte
obere Grenze

_ -\ +
¢w(Po""’PN—1) = m;x sEplSN(Vk) SN(Vk)l : (35)
A
1
—[+
- —-
|-
o T X
Abb. 14

Genauso wie im eindimensionalen Falle 1iBt sich zeigen, daB ¢o
eine ganze Zahl mit 1£¢,4N ist. Allerdings ist im n-dimensiona-
len Fall die untere Schranke schon nicht genau. Fiir n=2 ist be-
kannt, daB, wenn N22 gilt, ¢a(Po,...,PN-1)22 ist. Fiir n>2 ist
aber die genaue untere Schranke ¢ nicht bekannt. Die

Abschdtzung von ¢, durch D lautet:

¢, (P_,...,P < 4°D(P_,... Py 1) . (36)

N~l)
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Theorem 2. Dafiir, dafB {Pit g.v. ist, ist notwendig und hinrei-
chend, daB fiir N9o gilt

¢, (Posee Py /N >0 . (37)

Im mehrdimensionalen Fall gibt die Ungenauigkeit der Charakteri-
stik ¢, gewisse Vorteile vom Blickpunkt der Optimierung aus. Die
genaue untere Grenze von ¢o in KM ist nicht bekannt, bekannt ist
aber die bestmogliche Wachstumsordnung: ¢$a(Po,...,PN-1) = 0(1).
Folgen mit beschridnkten UngleichmdBigkeiten sind weiter unten in

83 konstruiert.

Streuung. Diese GréBe wird im n-dimensionalen Falle genauso

definiert wie im eindimensionalen. Wenn die Punkte
PoyP1,y...,PN-1 gegeben sind, so ist ihre Streuung
d=d(Pg,...,PN-1) gleich
d = sup min p(P,P.) , (38)
P 04i<N-1 1

wobei die obere Grenze iiber alle moglichen Lagen der Punkte P im
KN genommen wird und P(P,P’) der euklidische Abstand zwischen
den Punkten P=(x1,...,xp) und P'=(xilyeioixh) tnt.

Wir merken zwei &#uBerst wichtige Eigenschaften der GréBe d im
n-dimensionalen Falle an. Erstens gelten die Abschidtzungen
(Niederreiter, 1977)

M sae e ) s 2imom)l/n (39)

() N) *1EN-1

wobei «, eine Konstante zahlenmdBig gleich dem Volumen der Ein-
heitskugel im n-dimensionalen Raum ist. Zweitens gilt genauso
wie im eindimensionalen Falle: Dafiir, daB (P! g.v. ist, ist
notwendig, daB d(Pg,...,PN—1) = 0 fiir N-e gilt. Diese Bedingung

ist aber nicht hinreichend.

Kubische Gitter. Wir betrachten ein Gitter, das aus N=MM Punkten

mit den Koordinaten

11—1/2 12~1/2 1n-1/2
T T e s A— (40)
besteht, wobei i1,i2,...,ip unabhingig voneinander die Werte
1,2,...,M durchlaufen. Auf Abb. 15 ist ein kubisches Gitter fiir

n=2, M=4 abgebildet. Die Charakteristiken der GleichmdBigkeit

fiir ein solches Gitter sind leicht zu berechnen.
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Es ist nicht schwer zu iiberpriifen, daB der Wert ISN(HP)—NVPI

maximal wird z.B. im Punkt P’ = (1/2M,1,1,...,1), wenn gilt
SN(7p») = 0, NVp» = N/2M = MP-1/2. Folglich ist
D = (172)N171/n | (41)

Ebenso leicht ist es, sich davon zu liberzeugen, daB unter allen
GroBen (34), die in der Formel (35) beteiligt sind, die maxima-
len diejenigen sind, die den eindimensionalen Projektionen des
Gitters entsprechen. Tatsdchlich stellen die Projektionen der
Punkte (40) auf eine beliebige Koordinatenachse M geometrisch
unterschiedliche Punkte dar, von denen jeder MP~l-pal wiederholt
wurde. Bei hinreichend feiner Unterteilung des Intervalls [0,1]
in bindre Strecken gehdren alle geometrisch voneinander ver-

schiedenen Punkte verschiedenen ty an, so daB gilt:

supISN(3;)-SN(8;)' = Mn_1 .
Hieraus folgt
o = NIT1/nm (42)
Jh%
f T T T
] | 1
[ ] } [ I .
e W S W—
I ! I
C BN BN B
I I ¢
—_—— :;_T—._._r_.__.._:__...__
[ | : [ F [
__,__._.‘f_____l.____.{ _____
i i
® . " 'm =
] | ! .
0 L L | ,
%,
Abb. 15

Die Formeln (41) und (42) sind auBerordentlich interessant: Aus
ihnen folgt, daB bei n=1 die "kubischen Gitter" optimal sind (s.
Abb. la): D=1/2, ¢.=1. Allerdings verschlechtert sich die
GleichmaBigkeit der Gitter (40) mit VergréBerung von n, und die
Ordnungen in den Formeln (41) und (42) niahern sich den schlech-

teren, die gleich N sind.
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Notwendig ist die Bemerkung, daB die iberwiegende Mehrheit der
Leute intuitiv annimmt, daB im mehrdimensionalen Fall kubische
Gitter die beste Gleichverteiltheit von Punkten im KP realisie-
ren. Viele MiBerfolge, die mit Versuchen, die kubischen Gitter
fir n>3 zu verwenden, zusammenhédngen, werden oft als "verdammte
Dimensionen" interpretiert. In Wirklichkeit sind, wie oben be-
reits bemerkt wurde, die besten Ordnungen fir D und ¢ fiir die
bekannten n-dimensionalen Gitter fiir alle Dimensionen n22
entsprechend gleich 0(1nn~1N) und 0(1), was besser ist als (41)
und (42). Schon bei n=2 sind die Ordnungen von (41) und (42)
gleich {N - diese Ordnung entspricht ebenfalls den zufalligen
Gittern, die aus N unabhingigen zufdalligen Punkten bestehen,
welche in K2 gleichverteilt sind. Das heiBt, fiir n23 sind die
Gitter (40) asymptotisch (d.h. fiir N-«) schlechter als die
zufdalligen.

Die GroBe der Streuung d fiir die Gitter (40) berechnet sich
ebenfalls einfach, da der zu einem beliebigen Punkt P nidchst-
gelegene Gitterpunkt der Mittelpunkt eines entsprechenden
kleinen Wirfels ist (s. Abb. 15). Die schlechteste Lage eines
Punktes P ist die Ecke eines kleinen Wirfels. Da die Diagonale

eines kleinen Wiirfels (nach dem n-dimensionalen Satz von

Pythagoras) gleich Jn(l/M)2 ist, so gilt

d = (fay2)n"1/n (43)

Vergleicht man (43) mit der linken Schranke von (39), so gelangt
man zu dem (nach den vorherigen Uberlegungen) unerwarteten
SchluB, daB die Streuung kubischer Gitter fiir N=e von optimaler
Ordnung ist.

Wir kehren zur Betrachtung dieses Paradoxes in 83 des Kapitels 3
zuriick. Hier bemerken wir nur, daB, wie wir wissen, die GréBe d
keine vollwertige Charakteristik der GleichmdBigkeit eines
Gitters ist, und darum sollte man auf Grundlage der Abschitzung
(43) nicht schlieBen, daB kubische Gitter sehr gut sind.



§ 2 LPy-Folgen

Po-Gitter. In Analogie zu dem eindimensionalen Fall nennen wir
Po-Gitter ein Gitter, das aus N=2Y Punkten des Wiirfels KD be-
steht, wenn jedem binadren Tk mit dem Volumen 1/N ein Gitterpunkt
angehdért. Im eindimensionalen Falle war die Konstruktion der
Po-Gitter eine triviale Sache, weil nur N bindre Strecken der
Lange 1/N existieren. Mit der VergroBerung von n wichst die An-
zahl der bindren Parallelepipede mit dem Volumen 1/N schnell,
und N Punkte so zu verteilen, daB sie ein Po-Gitter bilden, ist
bei weitem nicht einfach. Zum Beispiel sind in Abb. 11 alle 32
bindren Rechtecke des Flicheninhaltes 1/8 konstruiert. Man kann
einfach {liberpriifen, daB die 8 Punkte, die in Abb. 16 dargestellt
sind, ein P,-Gitter im K2 bilden: Jedem der 32 oben angemerkten
Rechtecke gehdrt ein Gitterpunkt an.

Zweidimensionale Po-Gitter bilden die Punkte mit den Koordinaten
(i/N,p(i)) fiir 0<€i4N-1, dreidimensionale Po-Gitter die Punkte
mit den Koordinaten (i/N,p(i),q(i)) fiir 04i<N-1; hier ist N=2V,
und {p(i)?! und {q(i)! sind Folgen, die in Kapitel 1 definiert
wurden. Die Giiltigkeit dieser Behauptungen folgt aus dem unten
angefiihrten Theorem iliber die Konstruktion von P;-Gittern im Kn+1
mit Hilfe der LPp-Folgen aus KI,

Allerdings erwies sich der Ubergang zum vierdimensionalen Fall
als unerwartet schwierig. Vielfidltige Versuche, Py-Gitter im K4
zu konstruieren, waren erfolglos und endeten mit dem Beweis der
Gegenbehauptung: Im K4 ist es nicht méglich, ein Py-Gitter zu

konstruieren, das N24 Punkte enthidlt.

A
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Abb. 16 Abb. 17
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Daher muBten die Forderungen, die an die Verteilung der Gitter-
punkte an die bindren Parallelepipede gestellt wurden, abge-
schwdcht werden, und es muBten allgemeinere Definitionen einge-

fiihrt werden.

Pr-Gitter. Ein Gitter, das aus N=2V Punkten des Wiirfels Kn
besteht, heifBt Pr-Gitter, wenn jedem biniren Tk mit dem Volumen

2T/N 27 Gitterpunkte angehdren (es wird var vorausgesetzt).

Zum Beispiel ist das ebene Gitter, das in Abb. 17 dargestellt
ist und N=8 Punkte enth#dlt, ein Pi-Gitter (jedem mp mit Impi=1/4

gehdéren 2 Punkte an), ist aber kein Po-Gitter.

Pr-Gitter, die eine beliebig groBe Anzahl von N=2Y Punkten ent-
halten, existieren in R&umen beliebiger Dimension n, aber den
Wert 7 muB man mit dem Wachstum von n ebenfalls vergroBern. Wir
bezeichnen mit 7(n) den kleinsten Wert = so, daB im KR P.-Gitter
existieren, die eine beliebig groBe Anzahl N=2V von Punkten
enthalten. Die genauen Werte dieser Konstanten sind nur fiir die

unteren Dimensionen bekannt:
(1) = 7(2) = 7(3) =0, 7(4) =1 .

Fir beliebige Dimensionen ist in [1] gezeigt, daB 7(n)=0(nln n)
ist, obwohl ebenfalls mdglich widre, daB in Wirklichkeit 7(n) ~ n

ist.

Fir beliebige P;-Gitter im KP sind die Abschédtzungen

¢ = 0(1), D = 0(1n™ 1y)

a

gliltig, deren Wachstumsordnung (nach N) unabhédngig von T ist.
Die erste dieser Abschiatzungen ist der Ordnung nach optimal, die
zweite offenbar auch (vgl. (32)). Von T hidngen nur die Konstan-
ten in diesen Abschdtzungen ab, so daB die Frage iliber die GréBe
von 7(n) eine Frage nach den besten Konstanten in diesen Ab-
séhétzungen ist.

Wir merken die folgenden drei Eigenschaften von Pr-Gittern an.



1° Die Projektionen der Punkte des P+-Gitters auf irgendeine
s-dimensionale Seitenfliche Kg des Wirfels KN, wobei 1£s<n-1
gilt, bilden ein s-dimensionales Pr-Gitter. Fiir dieses s-di-
mensionale Gitter iibersteigt der Wert T nicht den Wert = fir

das Ausgangsgitter und kann streng kleiner sein.

2° Im KM ist fiir ein beliebiges Pr-Gitter folgende Abschidtzung
gultig:

o & onT1tT (44)

L]

39 Fiir n=1,2,3 und N22n-1 yird fiir ein beliebiges Py-Gitter im

KN die Ungleichung (44) zur Gleichung: ¢,=2n-1,

LPr-Folgen. Eine Folge der Punkte PoyP15+¢..,Pj,... im KD heiBt
LPr-Folge, wenn ein beliebiger binirer Abschnitt von ihr, der
nicht weniger als 27+l pPunkte enthdlt, ein Pr-Gitter darstellt.
Aus Eigenschaft 1° der P,-Gitter folgt, daB die Projektion der
Punkte einer LP;-Folge auf eine beliebige s-dimensionale Seiten-
flache Kg eine s-dimensionale LPr-Folge (mit demselben oder
einem kleineren Wert fiir 7) darstellt.

Flir einen beliebigen Anfangsabschnitt einer beliebigen LP+-Folge
im KP' gilt die Abschitzung

c on=1+47
¢m(Po,...,PN_l} £ 2 . (45)

Aus Formel (45) und Theorem 2 folgt, daB beliebige LP+-Folgen
gleichverteilt im KR sind. Mehr noch, sie sind alle der Ordnung
nach optimal, weil ¢o(Pg,...,PN—1) = 0(1) gilt.

Fir einen beliebigen Anfangsabschnitt einer beliebigen LP+-Folge
ist die Abschédtzung (33) der Diskrepanz giiltig. Da die Anfangs-
abschnitte der Lange N=2M fiir alle hinreichend grolen m ein
Pr-Gitter darstellen, gilt fiir solche N auch die stirkere Ab-

schatzung (32).

Konstruktion von Pr—Gittern aus LPr-Folgen. Das folgende Theorem
stellt eine Verallgemeinerung der Konstruktion von K.F. Roth
(1954) dar, der mit Hilfe eindimensionaler gleichverteilter

Folgen gute Gitter in Quadraten erzielte.



Theorem. Wenn die Punkte PosP1y+¢4.4Pj,... mit den Koordinaten

Pi=(xj1,...,Xijp) eine LPr-Folge im KI darstellen, so ist das
Gitter, das aus N=2V Punkten mit den Koordinaten
(Xi1,+++yXjn,i/N), 0€i€N-1, besteht, ein P,r-Gitter im Kn+l.

Aus diesem Theorem folgt unter anderem, daB es nicht méglich
ist, im K3 eine LPo-Folge 2zu konstruieren, da es im entgegen-
gesetzten Fall mdglich widre, ein Pg-Gitter im K¢ zu

konstruieren, was aber, wie wir wissen, unmoglich ist.

Gut gleichverteilte Folgen. Die Folge der Punkte
PosP1,+.+..,Pj,... heiBt gut gleichverteilt (well distributed),
wenn
)
D(PL 3Py qseeesPp v 1)/N 20 (312)
gleichmaBig beziiglich k=0,1,2,... gilt. Dieser Begriff wurde von

E. Hlawka (1955) und G.M. Petersen (1956) eingefiihrt. Offen-
sichtlich ist jede gut gleichverteilte (kurz: w.v.) Folge eben-
falls gleichverteilt. Die Forderung (31) ist aber viel schirfer
als die bisher existierende Forderung (31).

Man kann beweisen, daB fiir eine Folge T'osT15+...,T; von unabhéan-
gigen gzufdlligen Punkten, die in Kn0 gleichverteilt im wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Sinne sind, die Forderung (31) mit
der Wahrscheinlichkeit 1 erfiillt ist, die Wahrscheinlichkeit der

Giltigkeit von (31’) aber gleich Null ist.

Die Forderung (31’) kann durch eine dquivalente Forderung
ersetzt werden: GleichmdBig beziiglich k=0,1,2... gilt:
¢w{Pk’Pk+1""’Pk+N—l)/N =0

Mit Hilfe dieses Kriteriums kann man die hinreichende Bedingung
beweisen: Wenn $a(Po,P1,...,PN-1) € C fiir alle N gilt, so ist
{Pit w.v.. Hieraus folgt, daB alle LPo-Folgen gut gleichverteilt

sind.

8§ 3 Die Konstruktion von LP+-Folgen

Natiirlicherweise versucht man, LPr-Folgen im KD so zu konstru-
ieren, daB jede Koordinate eine eindimensionale LPo-Folge dar-

stellt. Solche LPy-Folgen zu konstruieren, ist nicht schwer. Sie
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aber so zu konstruieren, daB sie in gewissem Sinne unabhingig
sind, ist weitaus schwieriger. Fiir dieses Ziel wurden lineare
Differenzenoperatoren im Kdrper GF(2), der aus zwei Elementen
besteht, der 0 und der 1, verwendet. Die Multiplikationsregeln
im Kérper sind die gewohnlichen, die Additionsregeln entsprechen
der Operation *, d.h. 0+1=1+0=1. 040=1+1=0.

Monozyklische Operatoren im Korper GF(2). Wir betrachten eine
lineare Differenzengleichung der Ordnung m mit Kkonstanten

Koeffizienten

Lu, = 0 , (46)

wobel der Operator L durch den Ausdruck

Lu. = u. +

a u. +
i i+m m-1"i+m-1

. + N
a1u1+1 v

definiert ist; hierbei sind alle aj und uj Elemente des Korpers,

d.h. Nullen oder Einsen.

Losung der Gleichung (46) heiBt die unendliche Folge
L NPELEPEL I PR PR

die fir alle -e<i<eo definiert ist und der Gleichung (46) fiir
Jedes i genligt. Jede Ldsung ist eindeutig durch das Vorgeben der
Gruppe (ui,...,up) definiert, weil alle Werte Un+1,UYp+2, ... und
alle Werte ug,u-1,u-92,... nacheinander mit Hilfe von (46) ausge-

rechnet werden:

. = - . . - + - .= .t‘.
Y +m qn-1Yi+m-1 * aguing i » 1 1,2, ’
. = . + . + ... + : i=0, - -2500. .
Yy Yi+m qn-1%i+m-1 a1%541 0 1% 1,-2,
Da insgesamt 2M verschiedene Gruppen (ug,...,uy) existieren, die

aus Nullen und Einsen bestehen, so existieren insgesamt 2mM
Lésungen, darunter eine triviale: uj = 0.

Wir betrachten die Gruppen (ugyeevyup),(u2,...,up+1),
(ugz,...,up4+2),... . Darunter befindet sich auf jeden Fall eine
Gruppe, die mit einer der schon betrachteten zusammenfillt.
Folglich ist Jjede beliebige Lésung der Gleichung (46)
periodisch, wobei die Periode 2M-1 nicht iibersteigt.

Der Operator L heiB3t monozyklisch, wenn die Gleichung (46) eine

Losung mit der groBten Periode 2M™-1 hat.
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Es ist nicht schwer zu iberpriifen, daB sich beliebige nichttri-
viale Losungen der monozyklischen Gleichung (46) nur in der Ver-
schiebung der Numerierung der Elemente unterscheiden. In der
Literatur werden solche Losungen manchmal M-Folgen (Folgen mit
maximaler Periode) genannt. Sie werden in der Kodierungstheorie
und in Schemata der Generierung von pseudo-zufalligen Nullen und
Einsen verwendet. Es gibt auch Tabellen von monozyklischen
Operatoren.

Die ersten vier monozyklischen Operatoren lauten:

u +u. . +
i u 21.1

+u.
i+ 174y o

i+l i+ i

+u +u +u.

+u, u .
’ i+2 Ui

14341y i+3
Der Operator uj4+3+ujto+uj ist monozyklisch, und jede nichttri-
viale L&sung der Gleichung Uj+3+tuj4+1+uj=0 hat die Periode

23-1=7. Zum Beispiel ist folgendes L&sung:
++,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0,1,0,1,1,...

Der Operator Uj+3+uj+2+uj4+1+uj=0 ist nicht monozyklisch, und die
Gleichung wuj43+uj42+ujs1+uj=0 hat Ldsungen mit verschiedenen

Perioden, z.B.

++,1,0,0,1,1,0,0,1,... oder ... 1,0,1,0,...
oder ... 1,1,1,1,...

Die Loésungen verschiedener monozyklischer Gleichungen sind in
gewissem Sinne unabhidngig. Gerade die Unabhdngigkeit gestattete
die Konstruktion von LP;-Folgen. Wir einigen uns auf die Sprech-
weise, daB die Richtungsmatrix (vsj) zum Operator L der Ordnung

m gehdrt, wenn drei Bedingungen erfiillt sind:

a) Jede der ersten m Spalten der Matrix ist Lésung der homogenen
Gleichung Luj=0, so daB Lvj j=0 fiir fixiertes j=1,2,...,m ist.

b) Jede der folgenden Spalten der Matrix ist Losung der inhomo-
genen Gleichung Lvij=vi, j-m flur fixiertes j=m+1,m+2,....

c) Auf der Hauptdiagonalen stehen Einsen und oberhalb von ihr
Nullen.

Es ist nicht schwer zu beweisen, daB, wenn man die Anfangswerte
der ersten m Spalten so wdhlt, daB in der linken oberen Ecke der
Matrix (vgj) auf der Hauptdiagonalen Einsen und oberhalb von ihr

Nullen stehen, die Bedingung c) automatisch aus (b) folgt.
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Aus dem Theorem, das in 83 des Kapitels 1 formuliert wurde,
folgt, daB die BR-Folge, die einer solchen Richtungsmatrix ent-
spricht, eine LPo-Folge ist. {Uber eine solche Folge werden wir
sagen, daB sie zum Operator L gehort.

Beispiel. Wir beweisen, daB die Matix (vsj), nach der {q(i)! im
§3 des Kapitels 1 konstruiert wurde, zum monozyklischen Operator
uj+1tuj gehort.

Tatsdchlich ist die Ordnung dieses Operators gleich 1, und die
einzige nichttriviale Ldsung der Gleichung uj4+1+uj=0 besteht aus
Einsen: uj = 1. Das ist die erste Spalte der Matrix. Aus der Be-
dingung (b) folgt die Gleichung 2zur Definition der restlichen
Elemente der Matrix Vi+l,j*tVvi, j=vi, j-1(mod2). Es ist leicht zu
sehen, daB das die nach Modul 2 betrachtete rekurrente Formel
fiir die Berechnung der Binomialkoeffizienten, die in der

Pascal-Matrix stehen, ist: Ci+l,j=cij*ci, j-1.

Theorem. Seien Li1,...,Lph-1 verschiedene monozyklische Operato-
ren, deren Ordnungen gleich Miy...yMp-1 sind. Sei {pk(i)!?
irgendeine BR-Folge, die zum Operator Lk gehdrt. Die Folge der

Punkte QosQ1y+++,Qis+... mit den Koordinaten

Qi = (pl(i)!Pz(i)""!pn_l(c))

ist eine LPr-Folge im KMl pit dem Wert
T = ¥ (mk—l) . (47)

Das vorlaufige Theorem kann man verschiarfen, wenn man als eine
Koordinate {p(i)! verwendet. Der Sinn der Verscharfung liegt
darin, daB die Folge im KR konstruiert wird, der Wert T aber

derselbe bleibt wie im vorherigen Theorem.

Theorem. Alle Bedingungen des vorherigen Theorems nehmen wir als
erfilillt an. Die Folge der Punkte QosQ1y+++3Qi,+.. mit den Koor-

dinaten

Q. = (p(i),pl(i),---,P (i)) (48)

i n-1

ist eine LPr-Folge im KM mit dem Wert T, der in der Formel (47)

definiert wurde.

- 40 -



§ 4 LP,;-Folgen in der Anwendung

Die Folge der Punkte Q0sQ1,+..,Qj, die fiir die Anwendung in der

numerischen Praxis vorgesehen ist, muB drei Forderungen geniligen:

1© Die GleichméaBigkeit muB asymptotisch optimal sein.

20 Die GleichmaBigkeit der Lage der Punkte muB nicht nur bei
N=e, sondern schon bei kleinen N gewadhrleistet sein.

39 Der Algorithmus der Berechnung der Punkte Q; muB hinreichend

einfach sein.

Der ersten Forderung genligt eine beliebige LPr-Folge, weil
*0(Qo...,QN-1)=0(1) eine optimale Abschatzung der Wachstumsord-
nung von ¢, beziglich N ist.

Gunstig ist es, die Anfangsabschnitte der Linge 2m’2m+1,2m+2’.“

zu verwenden, da fiir sie D=0(1nn-1N) gilt.

Uber zusidtzliche Eigenschaften der GleichmidBigkeit. Um in einem
gewissen MaBe der Forderung 2 zu geniigen, wurden LP+-Folgen mit
zusdtzlichen Eigenschaften der GleichmdBigkeit konstruiert. Wir
erldutern die einfachste dieser Eigenschaften, die Eigenschaft A
genannt wird. _

Es sei PosP1y...4Pj,... eine Folge von Punkten im K. Wir unter-

teilen sie in Abschnitte der Lange h=20N;:
[Po’c .. ’Ph-l]’ [Ph’- . ’ch-ll’ [PZh’l .. ,Psh"lj’. .. .

Man sagt, daB eine Folge {Pij! die Eigenschaft A besitzt, wenn zu
Jedem der 2N Oktanten des Wiirfels KN ein Punkt aus jedem solchen
Abschnitt gehért.

Das Vorhandensein der Eigenschaft A sichert in gewissem MaBe die
GleichméBigkeit der Lage der Anfangspunkte der Folge sogar fiir
N<2n, weil jeder folgende Punkt in einen der "leeren" Oktanten
gelangt, solange nicht alle Oktanten gefiillt sind.

In Entsprechung mit der Formel (47) ist es fiir die Verkleinerung
von Wert r wiinschenswert, monozyklische Operatoren geringerer
Ordnungen 2zu verwenden. I.B. Matusow (1980) bewies, daB man,
wenn man alle monozyklischen Operatoren nach dem Wachstum der
Ordnungen verteilt, die zu ihnen gehdorenden Richtungsmatrizen so

wahlen kann, daB die Eigenschaft A fiir alle n erfiillt ist.
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Uber Algorithmen der Berechnung. Ein sehr einfacher Algorithmus
fir die Berechnung der Punkte (48) setzt das Vorhandensein einer
Tabelle von Richtungspunkten V{l),V(z),... voraus, wobei

V(S)=Q§_1 gilt. So seien (vﬂ??..,vﬁs)) die Koordinaten des

Punktes V{S), (so, daB VSS} die Richtungszahlen fiir tpj(i)!
sind). Wenn im Dualsysem i=ep...egey; gilt, berechnen sich die

Koordinaten (qj1,...,qin) des Punktes Qi nach der Formel

q.. = (elvgl) x e V(z)

(l'!l) <3<
ij 2V X e % em"\z’(;i , 1£j4n , (49)

Da alle VSS} bindr rationale Zahlen der Gestalt vgs)=rgs)2-s

sind, ist es gilinstiger, die Tabelle der Zihler rﬁs) Zu spei-
chern. Solche Tabellen sind erstellt fiir 145220, 1<£j<51 und
gestattten eine einfache Berechnung der Punkte Qi mit der Dimen-
sion n£51 und einer Anzahl von N<221,

Schnelle Programme zur Berechnung der Punkte Qi, die die Formel
(49) mit Hilfe logischer Befehle realisieren, sind recht einfach
fir beliebige Computer zu erstellen. Ein sehr bequemes, wenn
auch "langsames" Programm in FORTRAN ist in [3] und [4]
enthalten.

Zur Beschleunigung der Geschwindigkeit der Berechnung der Punkte
Qi schlagen I.A. Antonow und W.M. Salejew (1979) vor, die
Ordnung der Punkte Qi so zu verandern (die bindren Abschnitte
aber beizuhalten), daB man die Koordinaten Jedes nachfolgenden
Punktes aus den entsprechenden Koordinaten des vorherigen
Punktes mit Hilfe der einen Operation * erhdlt. In [3] ist ein
"superschnelles" Programm angefuhrt, das diesen Algorithmus
realisiert. Es ist in der Sprache FORTRAN erstellt, benotigt
aber den Compiler FOREX.

§ 5 LP,-Folgen zur Basis r

Definition. Wir fixieren eine ganze Zahl r22. Wir nennen solche
Strecken, die durch Teilung des Intervalles [0,1] in rM gleiche

Teile (m=0,1,2,...) erhalten werden konnen, Strecken zur Basis

r. Ein Parallelepiped heiBt zur Basis r, wenn alle ihn definie-

renden Strecken Strecken zur Basis r sind. In Abb. 18 sind alle
Rechtecke (n=2) zur Basis 3 der Flache 1/9 abgebildet.
Ein Gitter, das aus N=r' Punkten des Wiirfels KR besteht, heif3t

Po-Gitter zur Basis r, wenn jedem Parallelepiped 7 mit dem

Volumen 1/N ein Punkt des Gitters zugehodrt. Es ist nicht schwer
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zu verstehen, dal sich bei ungefahr gleichen N die Anzahl der
Parallelepipede zur Basis r des Volumens 1/N mit der VergridBe-

rung von r verkleinert.

Beispiel. Im vierdimensionalen Wiirfel K4 betrachten wir alle
moéglichen Tk zur Basis r des Volumens 1/N, wobei N=rV ist. Wenn

die Lange der j-ten Kante mit rm~j bezeichnet wird, so ist das Vo—

lumen von m gleich r_ml...r-m4=r‘”. Folglich geniligen die Zahlen
mi,...,mg, die den Typ des Parallelepipedes 7k definieren, der
Gleichung

m1+m2+m3+m4 = v , (50)

Die Anzahl der nichtnegativen ganzzahligen Losungen dieser
Gleichung ist (v+1)(v+2)(v+3)/6.

Wenn N=27=128 ist, so ist die Anzahl der Typen gleich 120 und
die Anzahl der verschiedenen biniren mx gleich 120-128=15360.
Wenn N=53=125 ist, so ist die Anzahl der Typen gleich 20 und die
Anzahl der verschiedenen m zur Basis 5 gleich 20-125=2500.

Wenn N=112=121 ist, so ist die Anzahl der Typen gleich 10 und

die Anzahl der verschiedenen Tk zur Basis 11 nur 10-121=1210.

Daraus, daB sich mit dem Wachstum von r die Anzahl der Parallel-
epipede zur Basis r verringert, folgt, daB die Bedingungen fiir
die Existenz der Po-Gitter zur Basis r mit der VergréBerung von
r besser werden. Das heiBit, in den Fallen, in denen es nicht
moglich ist, im KD bindre Po-Gitter 2zu konstruieren, kann man
versuchen, Po-Gitter zur Basis r mit hinreichend groBem r zu
konstruieren.

Die Folge der Punkte PosP1y+e+eyPjy... im KD heiBt LPy-Folge zur
Basis r, wenn ein beliebiger Abschnitt zur Basis r von ihr ein

Po-Gitter zur Basis r darstellt.

Konstruktion. Zum ersten Mal werden Py-Gitter und LPo-Folgen zur
Basis r in einer Arbeit von H. Faure (1982) betrachtet, der
bewies, daB, wenn r eine Primzahl mit r2n ist, im KR LPy-Folgen

zur Basis r existieren.

Abb. 18
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Die von Faure konstruierten FLPo-Folgen zur Basis r stellen eine
direkte Verallgemeinerung der bindren LP,-Folgen im K2 dar,
deren Punkte Qj=(p(i),q(i)) sind. Tatsdchlich stellen, wie wir
bereits sahen, die Richtungsmatrizen, nach denen ip(i) !t wund
{q(i)t konstruiert worden sind, die unendliche Einheitsmatrix E
und die Pascal-Matrix C(mod2) dar. Aus dem Lemma, das am Ende
des 83 von Kapitel 1 angefiihrt ist, folgt, daB C2=E(mod2) ist.
Das letzte Resultat kann leicht auf ein beliebiges ganzes r
verallgemeinert werden: CT=E(modr).

Als Richtungsmatrizen fiir die Konstruktion einer LP,-Folge zur

Basis r im KM werden beliebige n Matrizen aus der Gruppe
E,C(modr),Cz(modr),...,Cr_l(modr)

vorgeschlagen. Die Koordinaten der Punkte einer solchen Folge
sind Folgen des "rationalen Typs zur Basis r"; diese Definition
ist vollig analog zur Definition der Folgen vom bindr-rationalen
Typ in Kapitel 1.

Fiir die Anfangsabschitte einer beliebigen LPo-Folge zur Basis r

ist folgende Abschdtzung giiltig: D(Pgy++.,PN=1)=0(1n"N), und fiir
N=rM die stdrkere Abschdtzung D(Pgy.+.,PN-1)=0(1nn~1N),

Es ist vorerst unklar, welche Folgen - die biniren LPr-Folgen
oder die LPg-Folgen zur Basis r - bei praktischen Anwendungen

bevorzugt werden sollten. Zugunsten der ersteren sprechen die
zusatzlichen Eigenschaften der GleichmdBigkeit, zugunsten der
letzteren - die asymptotischen Abschatzungen der Konstanten in
den Formeln D=0(1nPN) (s. unten). Es ist nicht ausgeschlossen,
daB sich bei nicht sehr groBen n die ersteren, bei groBen n

hingegen die letzteren als besser erweisen.

Uber Folgen mit der besten Asymptotik der Abweichungen. Im Jahre
1960 schluB J.M. Hammersley vor, fiir die Konstruktion von mehr-
dimensionalen Gittern die Verallgemeinerung der Folgen {p(i)?

zur Basis r zu verwenden: Wenn im Zahlensystem zur Basis r

i=ep,...,ege] ist, so ist ebenfalls im Zahlensystem zur Basis r
¢r(i)=0,e1,e2,...,eyn; hier sind alle ej Ziffern des Zahlen-
systems zur Basis r, d.h. 0,1,2,...,r-1. Offensichtlich gilt
¢2(i)=p(i).

Seien ri,...,ry Primzahlen. Die Folgen der Punkte PosP1,y...,Pj,

deren Koordinaten
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Pio= (o (i) (i)e,e (i)

sind, untersuchte J.H. Halton (1960) und bewies, daB fiir diese
gilt

_ n
D(P_,...,Py_;) = 0(1n"N) . (51)

Der Chronologie nach war das die erste Klasse von Folgen mit
einer so guten Asymptotik. Wie bekannt ist, ist eine ebensolche
Abschdatzung wahr fir alle LPr-Folgen und fir LPo,-Folgen zur
Basis r.

Wenn man in (51) das Hauptglied der Abschdtzung heraushebt, so
wird es in der Gestalt B(n)lnDN geschrieben. Wie verhalt sich
B(n) filir n29«? Es stellt sich heraus, daB fiir Haltonfolgen (fiir
die glinstigste Wahl von ri...,rp) die GréBe 1ln B(n)=0(n 1n n),
fir LP;-Folgen (bei Wahl des minimalen 7) 1n B(n)=0(n 1ln 1ln n)
und fiir LPy-Folgen zur Basis r (bei Wahl des minimalen r) die
GroBe B(n)=0 ist.

Man sollte die Resultate dieses Vergleiches nicht iberbewerten.
Erstens sind diese Abschatzungen richtig fiir Klassen von Folgen;

zweitens ist die Abschatzung von B(n) fiir LPr-Folgen unter der

Voraussetzung hergeleitet worden, daB das beste T ~ n logon ist;
das war die Ordnung der Abschatzung von T aus [1]. Diese
Abschatzung ist aber nicht genau. Und wenn sich erweist, daB

%LE sup(7/n loggon) <1 gilt, zieht das die Beziehung B(n)=0 nach
sich.

Die Bevorzugung von LP,-Folgen gegeniiber den Halton-Folgen
erfolgt gewdhnlich nicht der Aymptotik von B(n) wegen, sondern
der zusdtzlichen Eigenschaften der GleichmaBigkeit und dem
Vorhandensein von Abschnitten wegen, die eine verbesserte Ab-

schdtzung der Abweichungen D=0(1nP-1N) zulassen.



Kapitel 3. Anwendungen der gleichverteilten Folgen in der

Numerischen Mathematik

8§ 1 Naherungsweise Berechnung mehrdimensionaler Integrale

Die ndherungsweise Abschidtzung eindimensionaler Integrale ruft
gewohnlich keine Schwierigkeiten hervor. Deshalb sind die
Resultate von §4 des Kapitels 1 in der Hauptsache von theore-
tischem Interesse. Andererseits findet die Verallgemeinerung
dieser Resultate auf mehrdimensionale Integrale nicht wenige

praktische Anwendungen.

Bezeichnungen. Wir bezeichnen mit £ die Menge der natiirlichen

Zahlen f=(i1,...,ig), die den Ungleichungen
Iéiléizl e éizén s l£s<n , (52)

geniigen. Jedem f entspricht eine s-dimensionale Seitenflache des
Wirfels KI', auf der sich die Koordinaten xil,...,xis von 0 bis 1
verandern und alle anderen Koordinaten gleich 1 sind. Wir be-
zeichnen diese Seitenfldche mit Kg. Wenn s=n ist, so ist

f=(1,2,...,n), und die Rolle von Kpg spielt der Wirfel K! selbst

(Abb. 19, n=3).

Die Projektion eines beliebigen Punktes T=(t1,...,ty) aus dem

K" auf Kg bezeichnen wir mit Tg, so daB die Koordinaten von Tgp

gleich (1"'"l’til’l’""l’tiz’l"") sind. Sei der Kiirze hal-
ber dtil,...,dtiS = dTﬂ.

Neben dem gegebenen Gitter Pg,...,PN-1 im K" betrachten wir die
Projektion der Punkte dieses Gitters auf Kg. Sie bilden ein

s-dimensionales Gitter, deren Abweichung wir mit

B

D SBp ISS(HP ) - NVP |
B

g B
bezeichnen; hierbei ist Sﬁ{ﬂp ) die Anzahl der Projektionen, die
in den s-dimensionalen Parallelepiped T o die Projektion von
m , entfallen und V sein Volumen gleich dem Produkt x ...x
p Pg c1 Cg
(Abb. 20). Wie schon auf Seite 16 bemerkt wurde, sind alle
DA<D.

- 46 -



Wir setzen voraus, daB die Funktion f(P) stetig im KM und alle
ihre partiellen Ableitungen, die nicht mehr als eine Differen-
tiation nach jeder Koordinate enthalten, stilickweise stetig im Knh
sind. Fir die Bezeichnung dieser Ableitung ist es ebenfalls

bequem, den Index f zu verwenden:

£P)(p) = a5k (p) / ax. ... ax. (53)
1] lg
wobei i1,...,ig den Bedingungen (52) geniigt.
A
z}[ I3
K ! K
1) | K2 72 e
|
T
| :
Kis) | e o f %
| - _
7 /S A
L/ / s
X A3) _ I
Abb. 19 Abb. 20
Die hochste unter den Ableitungen (53) entspricht £=(1,2,...,n)
und ist gleich aRf/axq,...,dx,.

Die Summation iiber alle £, die (52) genligen, wollen wir mit

einem Zeichen schreiben, so dafB z.B. gilt

g Fﬂ = _Z F. +. I ; F +...+1?12”.n ,

das sind insgesamt 2N-1 Summanden.

Sei P=(X1,...,Xp), T=(t1,...,tp), A=(1,1,...,1). Dann gilt
s 1 1 (8)
f(P) = f(A) + X(-1)° T ... [ ¢ (Tﬁ)dTﬁ . (54)
B X, X,
i ig

Zur Erklarung dieser Formel schreiben wir sie fiir den Fall n=2

auf:
1 1 11
f(x,y) = f(1,1) - i f;(t,l)dt - ; f;(l,v)dv + i i f;y dtdv .
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Hier gehen nicht alle Werte der Ableitungen f) wund fy ein,
sondern nur die, die fiir die Definition der Werte von f(x,y)

benctigt werden.

Hauptlemma. Wir bezeichnen mit 6(f) den Fehler der Ndherung

1 N-1
s(f) = N z f(Pi) - I f(P)dp . (55)
i=0 K"
Lemma. Wie man die Punkte PosP1,+..,PN-1 auch immer wdhlt, es
gilt
=1 _1)S _oP Le(B)
6(f) = 5 L (-1)° 7 (NV,, SN("Tp)) £ (Tg)dTy, . (56)
B Kﬁ B

Ausgehend von der Darstellung (54) wird das Lemma genauso be-

wiesen wie im eindimensionalen Fall.

Abschatzungen fiir Klassen von Funktionen. Wir betrachten eine
Zusammenstellung von Konstanten Lpg, die sich aus 2N-1 nicht ne-
gativen Konstanten Lil--'is zusammensetzt. Mit Wi(Lg) bezeichnen
wir die Menge der stetigen Funktionen f(P), deren partielle Ab-
leitungen (53) stiickweise stetig sind und fiir die gilt
roeBr yiar, <L .
K B P B

B
Genauso wie im eindimensionalen Fall interessiert uns die GroéBe
R=suplé(f) !, wobei die obere Grenze iiber alle moglichen Funktio-
nen f(P) e Wi(Lg) genommen wird. Mit Hilfe des Hauptlemmas kann
man beweisen, daB, wie man auch immer die Punkte Poy...,PN-1 aus

KN nimmt, stets
_ 1 g
R = N g LﬂD

gilt. Wenn man als Stiitzstellen fiir die Integration in (55) die
Punkte einer LP,-Folge widhlt, so erhilt man bei beliebigen N,
daB R=0(N~11nPN) gilt und fiir N=2M die schirfere Abschédtzung

R = o(N 11n Iy

gilt. N.S. Bachwalow (1972) bewies, daB die letzte Abschidtzung

der Ordnung nach nicht verbessert werden kann.
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Abb. 21

Mehrdimensionale Analoge der Abschatzung (25) wurden unabhéngig
voneinander in den Arbeiten von I.M. Sobol (1961) und E. Hlavka
(1961) erhalten. In der ersten dieser Arbeiten wurde die Haupt-
aufmerksamkeit auf die Konstruktion von Klassen solcher Funktio-
nen gelegt, fir die genaue Fehlerabschatzungen erhalten werden
konnen; in der zweiten Arbeit wird die Moglichkeit der Verall-
gemeinerung der Abschidtzungen auf einige Klassen von Funktionen

mit Unstetigkeiten hervorgehoben.

Beispiel (I.M. Sobol, J.L. Lewitan 1978):

Wir betrachten die Funktionen

fir die die Integrale iiber KM gleich 1 sind. Fiir n=8 und n=15
konnen diese Integrale mit Hilfe der Punkte einer LP,-Folge
abgeschatzt werden.

In der Zeichnung 21 sind die Werte H=N(é(gnf)) als Funktion von
logoN angegeben. Fiir n=8 gelangen die Werte von H(N) bereits in
die Asymptotik, so daB offensichtlich 6(gg) -~ 1,8/N gilt. Bei
n=15 gelangt man noch nicht in den asymptotischen Bereich, bei
allen hinreichend groBen N ist jedoch 2<H(N) <43, so daB auch in
diesem Falle é(g15) = 0(1/N) gilt.
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§ 2 Quasizufidllige Punkte

In der Mehrheit der Aufgaben, die mit der Monte-Carlo-Methode
geldost werden, wird die gesuchte GréBe in der Gestalt der mathe-
matischen Erwartung einer gewissen ZufallsgroBe dargestellt:
a=M7n. Dann kann man, indem man N unabhidngige Werte dieser GréBe

Mly+++,MN erhdlt, a ndaherungsweise abschitzen:

. . (57)

|
N i

ez

i=1
Nach dem Gesetz der groBen Zahlen konvergiert die rechte Seite

von (57) in der Wahrscheinlichkeit gegen a, wenn N=e jist,

Die Formel (57) ist aber noch kein Algorithmus zur Berechnung:
Zu ihr gehdrten noch eine Formel zur Modellierung von 7 mit
Hilfe von Standardzufallszahlen Y1,725..., die gleichverteilt im
Intervall (0,1) sind.

Wir schreiben die Formel zur Modellierung von 7 in der Gestalt

M e Ygsen) (58)

Beide Formeln (57) und (58) definieren den Monte-Carlo-Algorith-

mus zur Berechnung von a.

Wenn die Funktion ¢ in (58) von n Argumenten abhidngt,
=¢(71,...,7n), so sagt man, daB die konstruktive Dimension des
Algorithmus (57)-(58) gleich n ist (kurz: k.D.=n).

Alle Monte-Carlo-Algorithmen mit k.D.=n lassen eine gemeinsame

Interpretation zu. Tatsdchlich ist

a = Mn = MO(TI,...,TD) = [ ¢(P)dP , (59)
K"
weil der Zufallspunkt r=(7r1y+...,7n) gleichverteilt im Wiirfel KR

ist.
(Wir erinnern daran, daB ein Zufallspunkt gleichverteilt heiBt,

wenn seine Wahrscheinlichkeitsdichte P(X1y...,%xp)=1 in KN ist.)

Weiter, wenn 71j,...,Ynj Zufallszahlen sind, nach denen ni
modelliert wird, so kann man sie als kartesische Koordinaten des
Zufallspunktes Tj=(71j,...,7ni) betrachten, der im KR gleichver-
teilt ist. Folglich gilt %;=¢(Tj), und die Formel (57) kann man

in der Gestalt
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e
~

3 (60)

a
schreiben. Die Beziehungen (59) und (60) zeigen, daB man einen
beliebigen Monte-Carlo-Algorithmus der Gestalt (57)-(58) mit
k.D.=n als Algorithmus zur Berechnung eines n-dimensionalen
Integrals iiber KN auf dem Wege der Mittlung der zu integrieren-
den Funktion in den unabhédngigen Zufallspunkten F1{y...,TN inter-
pretieren kann.

Andererseits wissen wir, daB man solche Integrale mit Hilfe der

Punkte einer n-dimensionalen LPr-Folge Q1,Q2,... berechnen kann:
1 N
a = lim & I ¢(Q;) . (61)

N-w i=1

Der Vergleich der Formeln (60) und (61) zeigt, daB man, wie auch
immer der Monte-Carlo-Algorithmus (57)-(58) mit k.D.=n geartet
ist, fir seine Realisierung anstelle der Zufallspunkte T; die
nicht zufdlligen Punkte Q; verwenden kann. Das bedeutet, daB
anstelle der Standardzufallszahlen fiir die Berechnung der i-ten
Realisierung 7=7m; die Koordinaten des i-ten Punktes Qj verwendet
werden sollten. In allem anderen bleibt der Monte-Carlo-Algo-
rithmus ohne Veranderungen.

In einigen Algorithmen beschleunigt der Ubergang zu den Punkten
Qi die Konvergenz wesentlich: anstelle des Fehlers der Ordnung
N-1/2, der fiir die Naherung (60) charakteristisch ist, hat man
fir (61) einen Fehler der Ordnung N'llnnN, d.h. besser als N~-1+¢
mit beliebigem £>0. Besonders interessant ist, daB, wiahrend die
Fehlerordnung von (60), die gleich N-1/2 ist, von der k.D. des
Algorithmus nicht abhidngt, die Fehlerordnung von (61) mit der
VergroBerung der k.D. schlechter wird, was zur Bevorzugung des
Algorithmus mit kleinerer k.D. notigt (falls man die Auswahl
hat).

Die Punkte, die man in den Monte-Carlo-Algorithmen anstelle der
zufalligen verwenden kann und bei denen die Konvergenz des
Algorithmus erhalten bleibt, nennt man mitunter quasizufallig.
So kann man sagen, daB die Punkte einer n-dimensionalen LP,-
Folge quasizufallige Punkte fiir die Monte-Carlo-Algorithmen mit

k.D.=n darstellen.
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Beispiel. (I.M. Sobol, S.G. Rosin, L.Ch. Chomskij, 1976)

Es wurden verschiedene Monte-Carlo-Algorithmen zur Abschédtzung
der mathematischen Erwartung Mé untersucht, wobei ¢=exp(£72) und
der Zufallspunkt (¢é,7m) im K2 mit der Wahrscheinlichkeitsdichte
p(x,y)=2y definiert ist.

Einer der betrachteten Algorithmen hat die k.D.=3:

= exp{yl[max(72,73)]2}

Die Resultate der Berechnungen sind in Abb. 2 vorgestellt, wobei
auf der Abszissenachse die Werte log2N und auf der Ordinatenach-

se die GroB3en

H(N) = IN 'M"‘l%r
i

¢, 1
1

e =

1

abgetragen sind. Die Linien 1 und 2 sind die Berechnungen mit
Hilfe eines Gebers von Pseudozufallszahlen; die Resultate ver-
einbaren sich gut mit der theoretischen Abschidtzung des wahr-
scheinlichen Fehlers & . = 0,22/IN, der Hoaphp = N6 20,22
entspricht. Die Linie 3 ist das Resultat der Berechnung mit
dreidimensionalen Punkte Qj; in dieser Berechnung erwies sich,

dag H ~ 0,8/V¥N ist, so daB fiir den Fehler gilt ¢ ~ 0,8/N.

Der Fall K.D.=e. Da die Anzahl der monozyklischen Operatoren,
mit denen in 83 des Kapitels 2 LPr-Folgen konstruiert wurden,
unendlich ist, kann man eine unendlichdimensionale LPr-Folge
XosX1y+++3Xjy+.. konstruieren, wobei jeder Punkt von ihr die
Gestalt xi=(p(i),p1(i),p2(i),...,pn(i),...) hat. Solche Punkte
konnen die Rolle von quasizufdlligen Punkten fiir die Algorithmen
(57)-(58) mit beliebigen k.D. spielen. Allerdings gibt es hin-
reichend effektive Moglichkeiten zur Berechnung solcher Punkte

(fir beliebig groBe n) bisher nicht.

1
" W

¢ 2 & & 8 ® 7 » =

Abb. 22

R < P



§ 3 LP-Suche

Die einfachste Suche. Wir setzen voraus, daB im Wirfel KR ejine
stetige Funktin f(P) gegeben ist und daB ihr minimaler Funk-
tionswert f*=inf f(P) gesucht ist, wobei P € KD jist. Die ein-

fachste Suche von f* besteht in folgendem. Im KI werden die Ver-

suchspunkte P1,...,PN ausgewahlt; in jedem von ihnen wird der
Funktionswert f(Pj) berechnet, und als Ndherung zu f* wird
f§=minf(Pi) bei 1£i4N genommen. Es entsteht die Frage: Wie sind
die Versuchspunkte zu wdhlen?

Die einfachste Suche heif3t zufallig, wenn in der Eigenschaft der
Versuchspunkte unabhingige Zufallspunkte Ij genommen werden, die
im KD gleichverteilt sind. Die Konvergenz einer solchen Suche
ist leicht nachzuweisen. Sei P¥* ein Punkt, in dem das Minimum
realisiert wird: f(P¥)=f*. Sei U eine beliebig kleine Umgebung
des Punkte P¥*, und sei das Volumen dieser Umgebung gleich 0.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB mindestens einer der Punkte
F1y+..,TN auf U entfdllt, ist gleich 1-(1-¢)N und strebt fiir Noe
gegen 1.

Es ist v6llig klar, daB fiir den Erfolg der einfachsten Suche die
Zufalligkeit der Versuchspunkte nicht benotigt wird: Wichtig ist
die GleichmaBigkeit ihrer Aufteilung. Darum ist es natiirlich,
fir dieses Ziel die Punkte von am besten gleichverteilten Folgen
zu verwenden. In Abb. 23 sind 32 zufallige Punkte und 32 Punkte
mit den Koordinaten (p(i),i/32), 04i<31, dargestellt. Sogar in
diesem einfachen Beispiel ist der Vorteil der nicht zufdlligen

Punkte in der GleichmdBigkeit der Aufteilung offensichtlich.
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Abb. 23
zufdlliges Gitter ﬂo—Gitter
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Die einfachste Suche heifit LP-Suche, wenn in der Eigenschaft der
Versuchspunkte die Punkte einer LPr-Folge 1Qj! gewdhlt werden.
In diesem Falle 14Bt sich die Konvergenz der Suche sehr leicht
nachweisen: Da Sy(U)/N-: gilt, ist SN(U)=«, und die Anzahl der
Punkte Qj, die auf U entfallen, wird beliebig groB, wenn N hin-
reichend groB ist.

Auf den ersten Blick scheint es, daB die einfachste Suche nicht
in der Lage ist, mit den gerichteten Suchmethoden zu
konkurrieren (Gradientenmethode, konjugierte Richtungen u.a.),
in denen die Lage des aktuellen Versuchspunktes Pij nicht wvon
vornherein festgelegt ist, sondern unter Beriicksichtigung der
schon gefundenen Werte f(Pj),...,f(Pj—1) gewdhlt wird. Das ist-
wirklich so, wenn die Funktion f(P) insgesamt ein Minimum hat
(und ihr Relief hinreichend gut ist). Demgegeniiber dndert sich
die Situation, wenn f(P) einige Minima hat: Eine beliebige
lokale Suchmethode fithrt zu einem der Punkte, in denen das
Minimum erreicht wird. Dafiir, daB man das absolute (globale)
Minimum nicht ausldBt, ist es ginstig, wenn man vorher mit der
einfachsten Suche den gesamten Wiirfel sondiert und erst dann
zumn gerichteten Suchen iibergeht, wobei man als Anfangspunkte
einige der besten Punkte wihlt, die wiahrend der einfachsten
Suche gefunden wurden.

Die 2zweite Aufgabenklasse, fiir die die einfachste Suche mit
gerichteten Suchmethoden konkurrieren kann, sind Aufgaben, in
denen gefordert ist, die Maxima und (oder) Minima einiger
Funktionen abzuschatzen. Die einfachste Suche gestattet es, alle
diese GroBen mit ein und denselben Versuchspunkten abzuschidtzen,
indem in Jjedem Punkt P;j alle uns interessierenden Funktionen
berechnet werden. Eine solche Situation ist typisch fiir Aufgaben
mit mehreren Kriterien, die im nidchsten Paragraphen betrachtet

werden.

Abschidtzung des Fehlers der einfachsten Suche. Wir lassen ZU,
daB die Funktion f(P) folgender Bedingung genugt: Fiir beliebige
zwel Punkte P und P’ aus KD gilt

If(P)-f(P’)! £ Lp(P,P’) , : (62)

wobei p(P,P') = ((xl—x;)2+...+(xn—xﬁ)2)1/2 der Abstand zwischen
diesen Punkten darstellt und L eine Konstante ist. Dann kann man

fiir die Abschdtzung des Fehlers Iff-f*) die Streuung der
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Versuchspunkte d=d(P1,...,PNy) verwenden. Indem man den zu p*
ndchstgelegenen Versuchtspunkt Px wdhlt, kann man schreiben, daB
f(Pg)-f(P*)<Ld und umso mehr

ff-f* = L4 (63)

gilt. Hieraus dringen sich sofort zwel seltsame Schliisse auf.
Erstens: Da die bestmdgliche Ordnung von d gleich N-1/n (s.
(39)) 1ist, stellt sich die Konvergenzgeschwindigkeit der ein-
fachsten Suche als auBerordentlich schlecht heraus. Zweitens, da
fir kubische Gitter die Ordnung von d gleich N-1/n (s. (43))
ist, erweisen sich kubische Gitter (der Ordnung nach) als
-optimal. Das ist nun ganz und gar ein paradoxer SchluB, weil
wir wissen, daB der GleichmdBigkeit der Lage der Punkte nach
kubische Gitter ganz klar den Anfangsabschnitten von LP+-Folgen
unterlegen sind.

Die Sache ist darin begriindet, daB d zu gro3 und seine Ordnung
"die beste" sowohl fiir gute als auch fiir schlechte Gitter ist.
Es kann kein Kriterium fiir die Qualitdt des Gitters sein. Aber

wie kann man dann die Fehler (63) abschitzen?

Vektorcharakteristik der Streuung. Wir betrachten den Fall, wenn

f(P):f{xl,...,xn) in Wirklichkeit nur von den Verinderlichen

Xil""‘xi abhdngt. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit k&nnen
s

wir annehmen, daf i1,...,ig den Bedingungen (52) geniigen, so daB

f(P)=f(Pg) ist. In diesem Falle ist f(P)-f(P’)=f(Pg)-f(Pp), und
die Einschrankung (62) zieht eine noch schirfere Einschriankung

nach sich:
If(P)-f(P')! = Lp(Pﬂ,Pé) . (64)

Sie ist daher scharfer, weil der Abstand zwischen den Projektio-
nen niemals den Abstand zwischen den Punkten selbst ibersteigt.
Es ist klar, daB in der betrachteten Situation der Fehler fﬁ—f*
nicht von der Streuung der Punkte P{1,...,PNy an sich, sondern von
der Streuung der Projektionen dieser Punkte auf Kpg abhangt. Be-
zeichnet man diese Streuung mit dpg, so erhdlt man aus (64) eine
noch genauere Abschatzung als (63):

X_pk
£y f Ldﬁ . (65)
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In der Eigenschaft der Kriterien fiir die Qualitdt eines beliebi-
gen Gitters *) wird vorgeschlagen, die Gesamtheit aller df =zu
nehmen, zu ihrer Zahl gehdrt auch d=d(1,2,...,n). Wenn man sich
der Ungleichungen (39) im s-dimensionalen Falle bedient, kann
man schreiben:

(:.:SN)'“S < dg < 2{s (pf/n)1/s | (66)
Der Ubergang zur Vektorcharakteristik der Streuung gestattet es,
die seltsamen Schliisse zu erkldren, die aus (63) erhalten
wurden. Beginnen wir mit dem zweiten. Im oben angemerkten
Artikel ist bewiesen, daB, wenn die Punkte PosP1,...,PN-1 ein
mr-Gitter in KM bilden, bei beliebigen i15440.,ig, die (52)
geniligen, gilt:

dg b(r,s)N"1/s |

Folglich sind alle dg optimal der Ordnung nach. Wenn man fiir die
Suche die Punkte einer LP.-Folge QosQ15:++3Qj,... und, beginnend
mit N=2Mm, die Anzahl der Versuchspunkte verdoppelt, so daB
N=2m,2m+l om+2 . ist, so wird das Gitter jedesmal ein P -
Gitter, und alle dp werden standig optimal der Ordnung nach
sein.

Auf der anderen Seite bilden die Projektionen der Punkte eines
kubischen Gitters, das aus N=MP Punkten besteht, auf Kpg wieder
ein kubisches Gitter, das allerdings aus nur MS Punkten besteht.
Da der Durchmesser jeder der MS kleinen s-dimensionalen Wirfel
{s/M ist, gilt

dg = (fs/2)n"1/n | (67)

Die Ordnung der Formel (67) hingt nicht von s ab und wird bei

kleinen s wesentlich schlechter sein als die beste Ordnung
N-1/s,

Jetzt wenden wir uns dem SchluB zu, daB die bestmoégliche Konver-
genzordnung in (63) so schlecht ist, daB es schiene, daB die

einfachste Suche bereits bei n~6 keine Chance mehr hat. In

*) Siehe: I.M. Sobol. Uber die Abschatzung der Genauigkeit der
einfachsten mehrdimensionalen Suche, Vortr. AdW der UdSSR,
1982, 266, No. 3, 569-572.



Wirklichkeit wird aber dieser pessimistische SchluB3 von der
langjahrigen Praxis der Nutzung der LP-Suche widerlegt,

Hier ist eine der dafiir méglichen Erklarungen. Funktionen f von
n Argumenten, die in der Praxis angetroffen werden, hidngen zwar
von allen Argumenten ab, aber nicht von allen in gleichem MaBe.
Umgekehrt gibt es meistens eine Gruppe von "fiihrenden" Verdnder-
lichen, von denen die Funktion viel stirker als von allen
anderen Verdnderlichen abhidngt. In einem solchen Falle wird die
Genauigkeit der Suche von df* nicht so sehr von der Grége d als
vielmehr von der GroéBe des entsprechenden dg bestimmt, dessen
Ordnung N~-1/3 gsich als wesentlich besser erweist als N~ 1/n, go
ist es zum Beispiel in dem Falle, wenn die zu optimierende

Funktion f(xj1,...,xpn) eine Darstellung in der Gestalt der Summe

f = g(xl,...,xn) + h(xi ey X )
1 s

mit s4n, aber h>>g zuldBt. Leider ist es meistens nicht moglich,
von vornherein die Moglichkeit einer solchen Darstellung =zu
uberpriifen.

Alle diese Uberlegungen beziehen sich nicht auf speziell ausge-
dachte Testfunktionen, deren Abhingigkeit von X1y+++3Xp vollig

beliebig sein kann.

§ 4 Uber die Optimierung nach vielen Kriterien

Aufgaben der Projektierung von Maschinen. Jedem ist klar, daB
die Aufgaben der Projektierung von Maschinen viele Kriterien
umfassen: Es ist wiinschenswert, die Selbstkosten zu verringern,
die Haltbarkeit zu erhdhen, den Metallverbrauch zu senken, den
Wirkungsgrad zu vergroBern, den Energieverbrauch zu senken usw.

Als es noch keine Computer gab, wahlten die Konstrukteure ein
Projekt fir die Realisierung mit Beriicksichtigung aller Krite-
rien, wobei sie ihr Wissen, ihre Erfahrungen, Intuition und die
Ratschlage von Experten einbrachten. Mit dem Erscheinen von
Computern entstand natiirlich der Gedanke an ihre Nutzung, und es
erschien der Wunsch, die "beste" Variante der zu projektierenden

Maschine auszuwdhlen. Und hier, so sagt man, haben die Mathema-

*) Es ist am Platze, sich an die lustige Aussage von A. Einstein
zu erinnern: "Der Herrgott ist raffiniert, aber nicht béswil-
lig gesinnt."



tiker, ohne es zu wollen, die Konstrukteure irritiert: Sie haben
herausgefunden, daB (im allgemeinen Fall) die Aufgabe iiber das
Finden der optimalen Variante nur dann eine eindeutige Losung
hat, wenn ein Kriterium optimiert wird; im entgegengesetzen Fall
kann man nur iiber die sogenannte Menge von Pareto sprechen - die
Menge der Varianten, die keine Verbeserung nach allen Kriterien
gleichzeitig zulassen. Es begannen die Versuche, die Aufgaben
mit mehreren Kriterien auf solche mit einem Kriterium zurickzu-
fihren: Eine ganze Wissenschaft entstand ... .

Ich versichere nicht, daB alles genauso geschehen ist. Aber in
der iliberwiegenden Mehrzahl der Arbeiten, die der Optimierung von
Maschinen und Konstruktionen gewidmet sind, werden diese
Aufgaben als solche mit einem Kriterium formuliert; die auf
diesem Wege erhaltenen Ld&sungen befriedigen in der Regel die
Konstrukteure nicht. Vor vergleichsweise kurzer Zeit versuchte
FH. Ashley (1982) zu analysieren, was die Optimierung der Luft-
fahrtindustrie der USA brachte und gelangt dabei zu einem fiir
viele unerwarteten SchluB: Fast immer wurden nicht diejenigen
Projekte realisiert, die in Optimierungsdrechnungen erhalten
wurden. Offensichtlich war das der Preis fiir die ungeniigend
begriindete Aufgabenstellung der Optimierungsaufgaben.

Die Anzahl der Arbeiten, in denen die Autoren bewu3t die a
priori Definition eines einzigen (1l6senden, globalen) Kriteriums
ablehnten und alle oben angemerkten Mengen von Pareto ausrech-
nen, ist recht klein. Dabei wird die endgiiltige Wahl der

"besten" Variante gewdhnlich den Konstrukteuren liberlassen.

Als einfachste Methode der naherungsweisen Konstruktion der
Menge von Pareto kann man die LP-Suche ansehen. Tatsachlich,
wenn man das Gebeit der mdglichen Losungen im mehrdimensionalen
Parameterraum nicht gleichmdaBig aufgeteilten Versuchspunkten
ausfillt, in jedem Punkt das projektierte System und die Werte

aller Kriterien berechnet und danach alle nichteffektiven Punkte

ausschlieBt (ein Punkt heiBt nichteffektiv, wenn ein anderer
Punkt existiert, in dem die Werte aller Kriterien nicht
schlechter als im betrachteten sind und mindestens ein Kriterium
streng besser ist), so dienen die verbleibenden Punkte als
Ndherung zur Menge von Pareto, die aus allen effektiven Punkten

besteht.



Die weitere Entwicklung dieser Methodik fiihrte zur Schaffung der

interaktiven Methode [3], die man Methode der Erforschung des

Parameterraumes nennt (viele nennen sie librigens ebenfalls LP-

Suche). Sie fand eine weite Verbreitung unter den Maschinen-
konstrukteuren; dem Autor sind nicht weniger als 30 Arbeiten
bekannt, die mit Hilfe dieser Methode ausgefiihrt wurden. Da ihr
eine spezielle Ausgabe der gegenwdrtigen Serie [4] gewidmet ist,

so beschrdnken wir uns nur auf eine schematische Beschreibung.

Die Untersuchung des Parameterraumes. Wir setzen voraus, daB ein
hinreichend stabiles mathematisches Modell vorhanden ist, das es
gestattet, alle die Konstrukteure interessierenden Charakteri-
stiken der zu projektierenden Maschine zu berechnen. Das Modell
hdngt von n Parametern ab, die auf bestmdgliche Art und Weise
auszuwdhlen sind. Diese Parameter konnen sein: die Mase, die

Steifigkeit, die Abmessungen der Einzelteile, die Spielradume,

u.a.. Wir bezeichnen alle Parameter mit «1,...,a, und werden sie
als einen Punkt A(«1,...,%n) im n-dimensionalen Parameterraum
ansehen.

Abb. 24

In der Regel ist die Menge der moéglichen L&sungen G direkt oder
indirekt Dbestimmt, und es ist eine Menge von Kriterien
$1(A),...,%k(A) gegeben, die fiir A € G definiert sind. Der Ein-
fachheit halber werden wir annehmen, daB es wiinschenswert ist,
Jedes dieser Kriterien zu verringern.

Die Punkte Q1,Q2,... werden in Versuchspunkte A1,A2,...,AN
transformiert, die in G gleichverteilt sind. In jedem Punkt Aj



wird das Modell der Maschine und alle ¢y (Aj) berechnet. Fiir
Jedes Kriterium wird eine Versuchstabelle erstellt, das Analogon
einer Variationsreihe in der Statistik, mitderen Hilfe der Kon-

strukteur die Kriterienbeschrankung ¢§* auswahlt - die schlech-

testen, aber noch annehmbaren Werte von ¢,. Damit ist die Menge
der zulassigen Ld&sungen D definiert, die aus allen solchen A
besteht, fiir die A ¢ G und ¢,(A) < ¢¥*, 1svek gilt.

In Abb. 24 ist der Fall n=2, k=2 abgebildet; die Menge von
Pareto ist die fettgedruckte Linie, die Menge D ist gestrichelt.

Es ist notwendig zu unterstreichen, daB D keine einfache Ein-
schriankung der Menge G ist: Alle ausgesonderten Punkte sind fiir
den Konstrukteur unannehmbar, selbst wenn sie effektiv sind. Ge-
wohnlich wdhlt der Konstrukteur selbst die "beste" Variante,
indem er die endliche Menge der zugelassenen effektiven Punkte
analysiert.

Ein hinreichend ausfithrliches Durchsehen der Menge G gestattet
ebenfalls auf die Frage zu antworten, ob die Forderungen, die an

die zu projektierende Maschine gestellt werden, vereinbar sind.

Optimierung nach mehreren Kriterien in numerischen Experimenten.
Das numerische Experiment ist eine vergleichsweise neue Methode
der Untersuchung komplizierter Aufgaben der Physik und Technik
[5]. Die Perspektiven seiner Entwicklung und seine Mdglichkeiten
sind unabsehbar, da auch jede Verallgemeinerung der Computer
diese Moglichkeiten erweitert.

Auf einer Etappe des numerischen Experimentes muB die Aufgabe

iber die Einstellung (oder Kalibrierung) des mathematischen

Modells geldst werden. Zum Beispiel enthdlt ein Gleichungssy-
stem, das den =zu untersuchenden Prozef modelliert, oft unbe-
stimmte Parameter, die man so auswidhlen muf3, daB die Werte
¥15+++3¥ksy die nach dem mathematischen Modell berechnet werden,
gut mit den vorhandenen experimentellen Daten ¥?s+..,¥F lberein-
stimmen. Diese Aufgabe fiihrt gewdhnlich zur Auffindung des Mini-
mums einer Funktion der Art
k

0,2
o= I a(y,-v)?,
v=]

wobei a, positive Gewichte sind.
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Wenn eine solche Variante von Parametern existieren wiirde, so
daB fiir alle y,=y® gilt, so widre eine Ahnliche Aufgabenstellung
vollig begriindet. Aber in der Mehrheit der realen Aufgaben gibt
es eine solche Variante von Parametern nicht, und das absolute
Minimum von ¢ ist positiv. In diesem Falle ist es viel interes-
santer, die Aufgbe als eine mit mehreren Kriterien anzusehen, in
der es gefordert ist, k Kriterien zu minimieren:

6 = !yv—ysl , 1€v<]

v

(Méglich sind dazwischenliegende Varianten der Aufgabenstellung,
wenn Kriterien eingefiihrt werden, die gleich einige y, umfas-
sen.) Die Herangehensweise mit mehreren Kriterien gestattet es,
das Anwendungsgebiet des Modells zu klaren, auf seine schwachen
Stellen hinzuweisen und Wege Zu seiner Vervollkommnung
anzugeben.

Vorerst wird die Methode der Untersuchung des Parameterraumes
(LP-Suche) bei der L&sung solcher Aufgaben selten verwendet. Das
dafir interessanteste Beispiel ist die Arbeit von N.W.
Lukaschewa, N.S. Milewskaya und A.M. Jeljaschewitsch (1981), in
der ein effektiver Algorithmus zur Dekodierung der Struktur
polymerer Ketten geschaffen wurde.

Allerdings beschriankt sich die Nutzung der Optimierung nach
mehreren Kriterien im numerischen Experiment nicht nur auf die
Einstellung des Modells, sie kann auch zur Auswahl des Modells
genutzt werden.

Wie bekannt, kann fiir jede reale (physikalische oder technische)
Aufgabe eine Hierarchie komplizierter werdender Modelle konstru-
iert werden: vom einfachsten, was gewdhnlich eine analytische
Formel gibt und ndherungsweise die wichtigsten Charakteristiken
der Aufgabe verbindet, bis zum kompliziertesten, das eine Menge
von Faktoren beriicksichtigt, aber so kompliziert ist, daB seine
Berechnung fiir die modernen Computer unméglich ist (und darum
eine weitere Verkomplizierung unsinnig ist). Welches der Modelle
sollte man fiir die Losung der konkreten Aufgabe wihlen? Man kann
mit der Betrachtung eines der einfachsten Modelle beginnen: Wenn
die Untersuchung des Parameterraumes die Unméglichkeit einer
befriedigenden Einstellung des Modells zeigt, so sollte man zu
einem komplizierteren System libergehen. Dabei ist klar, daB man
ohne ausfiihrliche Betrachtung des Parameterraumes diese Unmog-

lichkeit der Einstellung nicht feststellen kann.
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