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*) .
Die Aufgabe dieses Projektes war die Erstellung eines Verfahrens

. zur Bestimmung einer achsenparallelen Ausgleichsellipse. Dies

bedeutet:

Gegeben ist eine Menge von Punkten P1==(x1,y1),...,
Pn==(xn,yn), nz5, des E@ , die anndhernd der Ellipsen-

gleichung

s (x=3,,) % . (v-v,0° 1
- M
a b

genligen. Gesucht werden geeignete Werte fir xM,yM,a,b.

Der nachfolgende Bericht gliedert sich in zwei Teile. Im ersten
Teil wird die reine algorithmische L&sung des Problems (%) be-

- schrieben, wdhrend im zweiten Teil die zugehdrigen mathematischen
Methoden hergeleitet werden. Der vorgeschlagene Ldsungsalgorithmus
ist ein Verfahren, welches sowohl mit den abgespeicherten Punkten
als auch ohne Abspeicherung der Punkte arbeitet. Die Grundidee

flir den Algorithmus besteht darin, den Ausdruck

2 2
| n . (xi—xM) (yi-yM) 2
i=1 a b

als Funktion in a,b,xM,yM zu minimieren und dadurch geeignete
Werte fir xM,yM,a,b Zu bestimmen. Weshalb dieses Verfahren sinn-
voll ist, also warum dadurch auch eine gute L&sung fiir die Mini-

mierung wvon

(%) D2 (a,b,%,y,) = [(xmx)° + (y-y,) 2]

n
Y  Min
i=1

(x,y)€EE

bestimmt ist, wird im Teil II hergeleitet. Ebenso wird erliutert,
warum der beschriebene Algorithmus lberhaupt zur Lésung des

Problems (%) fihrt.

#) Der technische Hintergrund dieses Projekts kann aus Wettbewerbsgrinden
nicht publiziert werden.



.

I. Algorithmus zur L&sung des Problems (%)

Gegeben seien
n : Anzahl der gemessenen Punkte (nz5)

(X1,y1),...,(xn,yn) : Koordinaten der gemessenen Punkte

1. Schritt: Berechne hieraus die Gr&Ben

n n
St1o0 = L% S50 % Ly
i=1 i=1
n 2 n n 2
S,. = Y x° S., = ¥ X.Y. Sno = 1Y
20 © 2% 1ML 02 ~ 2.7
n n n n
3 2 2 3
San = L X; S,q = L XY, Sip = L X.Y Sa2 = L ¥;
30 i=1 i 21 i=1 iti 12 i=1 i<i 03 i=1 i
n n n
_ 4 3 2 2 B 4
S40 = L X3 Sy = T xj¥y;  Sgg = Ly
i=1 i=1 i=1
2. Schritt: Vereinbare folgende Funktionen
n .
f1o(x) = .§ (xi—x) = 810-n-x
i=1
n
o1 ly) = '§ (yi—y) = 8451 -0y
i=1
n 2 2
£y0(x) 121(xi"x) = Syp 725 xFnx
n
P (oy) = B (gm0) (737y) =84, = 84507 = Sgpx +nxey
n 2 2
£oo (¥) = i21(yi-y) =55p72°S5Y +nry
n 3 2 3
fBO(X) = i51(xi-~X) ==S3O—3-820x+3-s1ox ~-nex
n 2 2 2
£,54 (2,y) i§1(xi-x) (yi-y)==521-2-811x+2°S1Oxy-Szoy+So1x ~nex“.y
n 2 2 2
£12(xry) 121(Xi'x)(yi'y) =51572789Y*2: 541 xy=55)x+5, oy -n-x-y



n 3 2 3
Fo3(¥) = L (y;=¥)7 =84373-85,y+3+5,y"-n-y

n 4 2 3 4
f4o(x) 151 (xi-x) =S4O—4-S3Ox+6-szox -4-S1Ox +nex
n 2 2 2 2
£y (x,y) = i_>§1 (%3 =%) “(y;=¥) © =8, +8,x“ 48,y =25, ,x-2+5, y+4-S
= 2 2 2
—2-810 Xy -2-So1x ytnex
n 4 2 3 4
fo4(y) = E (yi~y) =SO4-4-SO3y+6-SOZy -4-So1y +ney
f4o(x) £, (x,y) fZO(X)
f4o(x) f22(x,y) f20(x)
F,(x,y) = £,5(x,y) £54 (V) £q, (V)
.fZT(X'Y) fo3(Y) fo1(Y)
£,A(x) £ (x,y) £,.(x)
2f (%) £, (x,y) £,0&) 40 22 20
=2 . -2 |fq1,(%,y) 0 0
DXF1 (x,y) =2 f22(x,y) fo4(y) foz(y) 12
f3O(X) o o f3o(x) f12(x,y) f1o(x)
- f22(x,y) fo4(y) f02 (y)
3f20 (x) f02 (x,y) n
DXFz(x,y) ==2. f22(x,y) fo4(y) foz(y) -2 f12(X,y) o 0
f21(x,y) fo3(y) fo1 (y) ] £, (x,vy) fo3(y) f01 (y)

£ 40(x) £ (x,¥) fo0 (%)

f11 (x,y) © 0



0 £,y O o8 £y (%) £50()

DYF1(x,y) ==2 f22(x,y) fo4(y) foz(y) -2 f21(x,y) 2fo3(y) fm(y)

£45(x) £15(xy) £,4(x) f3o(x) £, (x,¥) FPNEY
£40(%) £, (%,y) fzo(x)
=2 - o (xey) £,,(Y) T, ()
0 f11(x,y) 0
FYFz(x,y) ==2 f22 (x,y) fo4(y) foz(y) + 2 f21 (x,y) 2fo3(y) f01 (y)
£y xiy) £3(y) £ () 0 £03¥) 0

f4o(x) fzz(x,y) o)
- f22(x,y) £04(¥) foz(y)

fzo(x) 3£, (y) n
D(x,y) = DXF,(x,y) DYFZ(x,y) - DYF, (x,y) DXF, (x,y)

F1(X:y) DYFZ(Xry) -Fz(x,y) DYF, (x,y)
D(xX,VY)

X—

94 (x,y)

Fz(x,y) DXF1(x,y)-F1(x,y) DXFz(x,y)
D(x,y)‘

g, (x,y) =y~

3. Schritt: Bestimme einen Startwert Xy1Y e Hierflir sind unter

anderem folgende Alternativen m&glich:

. _1 _‘_‘]

(l) XO_H S1O ‘ yo_.ﬁ. SO1

(1) xy=mpge oy X ) Yo=Y+ A v )
o Min ° 2*™Max “Min Yo Min 2 '4fMax “Min’’
wobei
Xyax =Max {x;5i=1,...,n}  x . =Min {x,;i=1,...,n}

YMax =Max {y,;i=1,...,n} =Min {y,;i=1,...,n}

yMin



A A . ,
(iii) Xy T RXyr Yo = ¥yr falls bereits eine Ausgleichsellipse

berechnet wurde und eine neue Ellipse zu berechnen ist,

deren Mittelpunkt sich nur wenig von dieser unterscheidet.

Nach diesen Vorbereitungen 148t sich der Algorithmus leicht durch

folgenden Ablaufplan beschreiben:

Eingabe:
e>0 : Abbruchkriterium
Ioe N : Abbruchkriterium

Startwertbestimmung:

Bestimme X599 gemaB Schritt 3
oder auch durch anderes Verfahren

|

I «—0

Xp = 91(Xgs¥p)
X X
M *——gZ(XO"yO) 0 1
I «—1I+1 Yo N1
Ixp=x |+lyq=y | s e
) 170
JA o NEIN
121
ne T201x1)f040y1) - Fop(x1ayy Fpp(vy)
>
Fao(Xx1)Fpa(¥1) - F2p(xq0¥1)

Fao(X)Fpalyy) = Top(Xgs¥1Fr0(xq)
‘—

B
5
Fao(X1)Toq(¥1) - Fop(x1syq)
¥+J ba—l Xy —X ~
Y B MTXp IvtY

2 2
Dl(XMsyMsasb) ~—A f40(X1)+B f04(y1)+2ABf22(x1,y1)




Bemerkung:

1)

2)

3)

Ich habe bei meiner Simulation stets e==10_1o und IO==7

gewdhlt. Falls der Startwert (xo,yo)‘recht gut lag, reichte

=4I
sogar Io

Falls A oder B negativ sind oder falls Dz(xM,yM,a,b) zZUu grof
ist, muB man entweder mit einem besseren Startwert (xo,yo)
neu iterieren oder die gemessenen Punkte als zu schlecht

verwerfen.

Falls wdhrend der Rechnung die im zweiten Schritt definierte
GrdBe D(x,y) "numerisch" (d.h. im Sinne der Rechengenauigkeit)
gleich Null ist, so kann man das Iterationsverfahren unmittel-
bar beenden und gleich zum letzten Schritt lbergehen. (Dies
trat bei meinen Simulationen allerdings nicht auf, daher habe
ich dies auch nicht explizit in die Abbruchbedingung mit

aufgenommen, )



ITI. Herleitung der mathematischen Methoden zur L&sung des Problems

1. Vorbetrachtungen

Bei gewissen Eichmessungen entsteht folgendes Problem:

Gegeben ist eine Menge von Punkten P1==(x1,y1),...,Pn==(xn,yn),

nz>5, deisz, die anndhernd der Ellipsengleichung

(x-xN)2 (y—yM)2
(1.1) E : — + = 1
2 2
a b

geniligen. Gesucht werden geeignete Werte filir x

M Yy a und b.
Bei einer Problemstellung in dieser Form ist es zundchst wichtig,
Uber ein geeignetes Modell nadhzudenken, in dessen Rahmen sich

das obige Problem beschreiben 1d8t. Eine MOglichkeit zur Erkl&rung

des obigen Problems im Rahmen eines Regressionsmodellé besteht in

folgender Modellannahme:

Zu vorgegebenen Winkeln @ € [0,27) beobachtet man Realisie-

rungen (x(¢),y(9)) einer ZzZufallsvariablen (X(¢),Y(yp)) mit
(1.2) (X(@),Y(p)) = mM+aamme+anm)+w0m,MwH,

wobei (& (@),n(w)) ein zweidimensionaler normalverteilter

Zufallsvektor ist mit der Dichte

2

2
£lg) (%) = gz exp (-3(54dp)
o T

Nehmen wir nun an, daf alle Zufallsvariablen (X({(v),Y(y)) fiir

¢ € [0,27) voneinander unabhdngig sind und daB die Punkte

P1""’Pn unabhdngige Realisierungen von (X(m1),Y(w1)),...,
(X(mn),Y(mn)) zu vorgegebenen Winkeln @qreeer@ sind, dann liefert
das Maximum-Likelihood-Verfahren eine Schidtzung fiir xM,yM,a,b.
Diese Schidtzung l&8t sich auch als Ergebnis einer Regressions-—
rechnung bei Parametrisierung liber den Winkelbereich [0,2n)
interpretieren. Die gemeinsame Dichte von (X(m1),Y(@1)),...,

(x(wn),Y(wn)) lautet



f((p“.”,w VY ) peee s (x_0y )

=

) Pex (—J- E {J—hc-x ~a cos @ )2+-l4y -y —bsinw.)z}).
PLT2 2 ¥4 i) Ty i

2WOT i=1 o M

Hieraus ergibt sich die Maximum-Likelihood-Funktion L(xM,yM,a,b)

fiir die Schdtzung von xM,yM,a,b zu

]
L(x DY ,b) = nlog2mr +nlogor +—s -_ (xi-xM—a cos wi)
207 i=1
Y (v,~y,~bsine,)?
t—3 2 (¥ymyy~bsing;) .
277 i=1

Die Bestimmung der Schdtzwerte QM,QM,Q,Q ergibt sich dann aus der
Losung des linearen Gleichungssystems

' L d A A A A 3L,A A A A SL,A A A A
% M,yM,a 5 = ayL XyrYyr@eb) = I‘(xM,yM,a b)= =5 (X, yyra,p) = 0.
*p M '

Mit den Bezeichnungen

A 1 B A 1 R A 1 B A 1 b
X == DX, y== Ly., C, == Y cos@,, S, =— 1) sine
n;-, 1 n ;71 1 n o4 i 1 n o5y
n . n n
A A . A 2
X, =g .g.xi cos 0, Yy, ==z .§ y. sin o c, =g .§ cos” @
i=1 i=1 i=1
n
AT .2
S, = g .; sin"o,
i=1
ergibt sich folgende L&sung:
) AA A A AA A A
Y- ¥Co T %, A ¥YSp 7 S4¥g
M c, - 02 M s, -s?
2 1 2 1
A A A D A A A
A2 (Fc T CqX A2 Yg 7 S1¥ e A A2 A A2
= (A x5 > be = (K"_—Kf‘) fir (sz—s1)(c2—c1)* O.
c, = ¢ s, = S

Der Vorteil bei diesem Verfahren besteht darin, daB man die Ldsung
sofort hinschreiben kann, dazu wird allerdings vorausgesetzt, das
die Winkel ®4re-.,9, , unter denen die Punkte Pys.-- P gemessen
werden, bekannt sind. Doch dies ist i.a. meist nicht der Fall;
daher muB man sich filir solche Fille ein anderes Verfahren iiber-

legen. Dabei st6B8t man zundchst auf prinzipielle Schwierigkeiten,



die mit der Berechnung des Abstandes eines Punktes von einer
Ellipse zusammenh&dngen. Ich will dies zun&chst ausflihrlich fiir
den iliblichen Rz-Abstand erldutern. Der Einfachheit halber be-

trachten wir dazu eine Ellipse EO

x2 y2
E  — + 4= =1
o a2 b2
in Ursprungslage. Die Berechnung des Abstandes DEu(x1,y1,a,b)
s _ 2 _ 2,1/2
DEu(x1,y1,a,b) $= Mln(x,y)EﬁEo ((x x1) + (y y1) )

eines Punktes P1==(x1,y1) von der Ellipse E_ in der euklidischen
Metrik flihrt zur Nullstellenbestimmung eines Polynoms 4-ten
Grades, d.h, DEu(x1,y1,a,b) ldBt sich nicht explizit angeben.

Dies sieht man folgendermafBen:

Da die Ellipse EO, vereinigt mit der von ihr umschlossenen
Fldche, konvex ist, gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt

PO € Eo so, daf
2 2,.1/2

Flir die Berechnung des Punktes Py gelten folgende zwei Bedin-

gungen:
(1.4) Po muB auf der Ellipse Eo“liegen.
(1.5) Die Gerade G durch Po und P1 muB senkrecht auf der

Tangente T im Punkt Po an die Ellipse EO stehen.

Man erhdlt also folgende Gleichungen:

Y <Y YiX ~X,.Y
o] 1x 4 21 o 11

¢ Y=3x X =X (Py £ B X1 %0)
o 1 o 1
b2 X b2
T:y=-——2---x+——- falls y0¢0
a~ y Yo

o



Falls P1€‘Eo oder x, =0 oder yo==0, so ist die Bestimmung von Py

1
klar.

Also bedeuten die Bedingungen (1.4) und (1.5), daB

X1 Y2 Yy -y b2x
S+=5 =1 und 21 (-9 = -1
a b o 1 a'y
(]
d.h.
2.2, .22 22 2. _ _ 2
b™x_ +a y, = a'b und (yo—y1)b X, = (xo x1)a Yoo

Untersuchen wir zundchst die zweite Bedingung:
2 2 2 2 _
(b”-a )xoyo-ka x1yo-b Y%, —‘O.
Die Invarianten dieser Kurve (in X und yo) zweiter Ordnung

(Kegelschnitt) sind:

1,.2 2 1.2
O "z'(b -a) "“'2—b y,'
1,2 2 1.2 1,2 2 .22
A= 'i-(b —a) 0O -2—a X1 —-4-‘(b -a )abx.ly]
1,2 1.2
Yy 3R X 0
0 %(bz—az)
2
§ = =-%(b2—a2)
%(bz—az) 0

s=0
Falls Xq°Y4 4b2~a2)=to, so liegt also eine Hyperbel vor, andern-
falls ein Geradenpaar, welches auch zusammenfallen kann. Der

Mittelpunkt dieser Hyperbel lautet

2 2

a x4 b7y,
M=(xM,yM) mit xM= 5 und Yu= “3 3

a“=b a -b

und der Drehkoeffizient ist gleich -1, d.h. Drehung um -45°,
Die Normalform im entsprechend transformierten Koordinatensystem

lautet dann



(-

- - a'b x,y
%—(bz-az)xz--%(bz—az)y2 5 11 =o,
b " -a
also

-2 -2

—3 -~ =1

2a b2x1y1 2a b2x1y1

(b%-a%)?  (b-a®)?

LA

PA (*4.‘34)

Diese Tatsache erkldrt, daB die "Kopplung" der Gleichungen fiir (1.4)
und (1.5) zu folgender Gleichung zur Bestimmung von X, fihrt:

4 2

3,.2 2
xo+xo(a X

4 4 2_2 2,2 2 2 4 2 6.2 _
e xo-2e a x, +a”b yi-a'e )+2a’e X X jmaxy = o,

wobei e2==a2—b2.

Aber auch andere Normen vereinfachen das Problem nicht wesentlich.
Man hat immer noch die Schwierigkeit, die Lage des Punktes relativ

zur Ellipse kennen zu miissen.
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Beispiel: Maximumsnorm
Der Abstand zweier Punkte P1==(x1,y1) und P2==(x2,y2) in der
Maximumsnorm ist definiert als
= | - — '
DMax(P1’P2) Max {|x2 x1[,|y2 y1]}.

Berechnet man damit den Abstand eines Punktes P1==(x1,y1) von der

Ellipse EO, sO erhdlt man zur Bestimmung des "FuBpunktes"

Po==(xo,yo) die Gleichunqgn ,
*o , Yo

YooY, T X 7%y und - t— = 1.
a b

Seien X1 und X5 die L&sungen der quadratischen Gleichung

2,2 .2 2 2 2.2
xo(a +b )+2xo(y1—x1)+a (y1—x1) a“b™ =0
und
_ 2 b% 2 _ _ J2 _b° 2
Yo11 =t Vb -3 oxg, Yo12 = ~ Vb 5 *¥01
a a
_ 2 p° 2 _ /2_b2 2
Yopq =+t Vb ;2"‘02 Yo22 = b 2 ¥o2 '

dann gilt fiir den FuBpunkt PO

(a,O) ’ ("a,O) .
Man muB also zur Bestimmung von P  die Lage von PO relativ zur

Ellipse EO kennen.

Daher rnuf man sich zur Berechnuna des Abstandes eines Punktes P1

von der Ellinse E eine andere Methode einfallen lassen, als nur

die Abdnderung der entsprechenden Norm.
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2. Konstruktion eines Abstandes liber affine Abbildﬁnqen

Jede Ellipse ldB8t sich als affines Bild eines Kreises darstellen.
Betrachten wir der Einfachheit halber wieder die Ellipse Eo in

Ursprungslage, d.h.

2 2 2
E, = {(x,y) €R ,_7+¥-2-=1}
a b

und die affine Abbildung

vV s IR2 —>]R2 mit V(x,y)

(X:'g Y),
dann gilt bekanntlich V(K) = Eo,wobei

K = {(x,y) €IR2; x2+y2=a2}.

Berechnet man nun den Abstand eines Punktes P ==(x1,y1) von der

1
Ellipse EO durch

. - .2 - 1/2
D = Min _ ((x-%,)7 + (y=y4)) ’
Aff (x,y) €V 1(EO) 1 1

wobei (§1,§1) = V_T((x1,y1)), so erhilt man

2
2 2 . a% 2.1/2 2
Dage = ((x7+= v7) - a)
b
2 2
Xy Y
= a2 g2,
R
a b

Flir eine Ellipse E in allgemeiner Lage bedeutet dies also

2 2
(x,=x_) (Y.-Yy)~ 1/2 2
2 _ .2 17 "M 1 M _
a b
2 2
(x,-x%,.) (Y1=¥Yy)
< a2 1 ™M + LI -1

a2 b2
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3. Konstruktion eines Abstandes iiber achsenihnliche Ellipsen

Wir gehen diesmal gleich von einer Ellipse E in allgemeiner Lage
(vgl. 1.1) aus. Legt man durch den Punkt P1==(x1,y1) eine Ellipse

E1 mit demselben Mittelpunkt wie E und den Achsen A,B so, daB

A«b = B-.a,
so filihrt dies fiir (x1,y1)=#(xM,yM) wegen
2 2
(x1-xM) (yj-yM) _
> ¢t >— =1
A B
zu
2
2 _ . 2 a _ 2
A (X.] XM) + ?(Y1 yM)
und
2
2 b - 2 _ 2
B” = ;7(x1 xM) + (y1 yM) ,
also
2 2 2 2
(x, =% ) (Y 1=Va) (x,-x) (Y.=Y,)
A% = a2( LI S 1M ) und B = b2( LIS 1M ) .
2 2 2 2
a b a b

Also ist der oben iiber affine Abbildungen konstruierte Abstand

nichts anderes als
2 _ 2
DAff(xm,ym,a,b) = (A~a)”.

Man sieht hier eine gewisse Unsymmetrie in a und b. Dies ist jedoch
nur auf den ersten Blick der Fall. Da A=B -%, gilt n&mlich

(A-a) 2

= £(A-a) (B-b).

Dennoch bleibt das Problem, daB in diesem Ausdruck eine Wurzel
steht. Diese Problematik fir die Losung von (1.1) unter gewissen
Randbedingungen werden wir im n&dchsten Abschnitt ausfiihrlich

behandeln. Wir wollen nun noch zwei weitere Abstinde einfiihren

und diese mit dem {iblichen euklidischen Abstand vergleichen.
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Dazu seien

A2—a2+B2-b2)2
a2+b2

D1 (leyMlalb) e = (

und

2
D, (%,s¥ysa,b) := (A —a%) (B2-p?).

2 2

Wegen der obigen Beziehung fiir A und B gilt dann

D2(xM,yM,a,b)

Dy (X yysa,b) =

a2b2
und
2 2
(x,-x,,) (Y1=Y\) 2
2.2 1T M 1T 4M
a b
Lemma 1:

Sei DEu(xM,yM,a,b) der lbliche 22—Abstand eines Punktes P1==(x1,y1)

von der Ellipse E, d.h.

2)1/2,

— A — 2 —
DEu(xM,yM,a,b) = Mln(x y)EZE(x X))+ (y ¥q)

14
dann gelten folgende Abschitzungen:

a2

4
DEu(xM’yM’a’b) < 57 D2(xM,yM,a,b)

und

2

2
D, (X ¥yrasb) s Ef (D, (Xy,¥ysa,b) +2b)°

2
DEu(xM,yM,a,b).

Beweis:
Zundchst gilt
|B-b| < DEu(xM,yM,a,b) < |a-al,

also folgt
2
4 4 a 2 2
DEu(xM'yM’a'b) £ (A~-a) = ;5 (A-a) “ (B-b)
a2

— (A
12

2"82)(B2—b2), da sgn(A-a) = sgn (B-b).

A



Umgekehrt ist wegen

D2(XM,yM,a,b) = (Az-az)(Bz—bZ)
2
= 2, (8-b) % (B+b) 2
b
a2 2 2
< —f(B-b) (1B-bl+2b)
b
a2 2 2
< 'b'z' DEll (leyMlaIb) (DEu (xlvllyMlalb)-I-Zb) fa]

Aus Lemma 1 folgt nun, daB aus Kenntnis des Gesamtabstandes D2,
n

D2 = .~1D2(XM’yM’a’b’Pi)’
l=

aller Punkte P1""’Pn im Sinne des Dz-Abstandes der Abstand DE“,

n
DEu = l=1DEu(xM'yM’a’b’Pi)'

aller Punkte von der Ellipse abgeschdtzt werden kann. Es gilt

ndamlich
a’ 3/4_1/4
(3.1) D £ <= n D
Eu b 2
und
(3.2) b. 5 & (D +2b)) 2
¢ 2 7 b2 Eu '"Eu 4

denn wegen Lemma 1 und der HOlderschen Ungleichung ist

n
3/4 2 4.1/4
ES (1511) °(i§1DEu(xM,yM,a,b,Pi) )

und umgekehrt gilt
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D, s i; i§1(DEu(XM,yM,a,b,Pi)+2b)zDéu(XM,yM,a,b,Pi)
a’ D 4 n 3
< —-5((‘2 Dp, (%¥yr¥Yy,a,b,P,)) +2b(‘§ D, (Xyq+¥yrasb/P;))
b i=1 i=1
Ti 2
+ (i§1DEu(XM,YMra,brPi)) )
a2 2
= p(DEu(DEu+2b)) .

Ahnlich leicht 148t sich auch der Gesamtabstand aller Punkte
, . _ . _ r—
P1""'Pn im Sinne des DAff Abstandes mit dem D2 Abstand ve

gleichen. Es gilt ndmlich

2 4
(3.3) DAff(xM,yM,a,b) < a DZ(XM’YM’a’b)
und
(3.4) D, (x a,b) s D°__(x a,b) (2 b, __(x a,b)+b) 2
. 2 M Y @e0) 2 Dppe (K ¥y @00 (7 Dpee (Xyiyyray
und hieraus ergeben sich fiir die Gesamtabstinde DAff und D2 dhnlich

wie in (3.1) und (3.2) die Beziehungen

2 n1/2 D1/2

(3.5) DAff £ a“ - >
und

2 b 2
(3.6) D2 < DAff(E DAff-Fb) .

Stellen wir die in (3.1), (3.2), (3.5) und (3.6) gewonnenen

Resultate zusammen, so erhalten wir also

Lemma 2:

Gegeben seien die Punkte P1==(x1,y1),...,Pn==(xn,yn) und eine

5 (x-xM)2 (y-yM)2
Ellipse E={(x,y) € R” ; > + 3 = 1}, dann gilt filir die
a b

Gesamtabstdnde aller Punkte P1""’Pr von der Ellipse E im Sinne
i

des D2-, DAff— und DEu-Abstandes folgende Beziehung:
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2 2
Dy, § & n>/ 174 , D, s 25 (D, (D +2b))°
b b
und
D, s (D, (2D __+b))?
D < a2 n1/2 D1/2 ’ 2 Aff'a “Aff *
Aff 2

Beim Vergleich zwischen D und D, stdrt zundchst etwas die

Eu 2
4-te Potenz von DEu' Dies ist aber kein eigentliches Problem,

denn die zur Maximum Likelihood-Schitzung gehdrige Metrik ist

das Quadrat des 22—Abstandes. Damit gelten fiir Dyur, = Déu die
Abschdtzungen

D2 (x ab) 5 2 b ( a,b)

ML Fmr Yy BeR) S B2 2 Mr¥yrd

und somit

n
_ 2
n n
1/2 4 2
s (z 02 (gl Govgeanme
i=1 i=1
2
cnl/2.82 172,
b

Wegen der Beziehung

2.2
D2 (XM’Yb'ila’b) = ab D.] (XM,yM,a,b),

folgt aus Lemma 2 auch leicht eine Abschdtzung fiir die Gesamt-

abstédnde aller Punkte P1,...,Pn von der Ellipse E im Sinne des
DAff_ und DML—Abstandes zum D1—Abstand:
2 a 1/2
(3.7)
3 1/2
DAff £ a’b (n-D1)

Also gilt insbesondere fiir die Summe der mittleren 22—Abstands-
quadrate

1 2 2 a 1/2
(3.8) DML =z DEn(xM,yM,a b,P, ) < V- a B

II[V_I:J'

i=1



Diese GroBe kann spdter ein Mag fir die Glite dex berechneten

Ellipse und damit der gemessenen Punkte sein.

Nach diesen Voriberlegungen miissen wir uns nun flir einen der
besprochenen Abstdnde entscheiden. Da eine Randbedingung flr

die Losung von (1.1) darin bestand, ein Verfahren zu entwickeln,
welches ohne Abspeicherung der Punkte P1""’Pn arbeitet, sondern
nur (wenige) GrdBen verwendet, welche "on line" berechnet werden

konnen, scheidet der Abstand D aus. Er wiirde zudem numerisch

Aff

schwieriger zu behandeln sein als die Abstdnde D1 und D2. Der
Unterschied zwischen den verbleibenden Abstédnden D1 und D2 ist
nur eine von a und b abhdngige Skalierung, welche allerdings die
numerische Behandlung von D, gegeniiber D1 wesentlich erschwert,
denn die GrSBen a und b treten bei D2 in hdheren Potenzen als bei
D1 auf. Daher ist die Verwendung des D1—Abstandes zur Losung des
Problems (1.1) am sinnvollsten. Bevor wir auf die Ldsung des
Problems (1.1) mit Hilfe dieses Abstandes eingehen, wollen wir
uns noch an Hand von Aquiniveaulinien den Skalierungsunterschied
1 und D2 klarmachen. Dazu berechnen wir zum Abstand d

2 .
(d” <1) jeweils die Aquiniveaulinien zum Abstand D, und D, und

zwischen D

bilden das Verh#ltnis der Abstidnde von zwei zugehdrigen Punkten
im Inneren und AuBeren der Ellipse auf diesen Linien im Sinne

des Euklidischen Abstandes. Es ergibt sich

D,A vV +55-1

= 21
D,I d
2t 1-vi- 5
und
D
1 _ VTI+d - 1 > 1
D.I 1 -vi-d ©
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Dies heiBit, daB sowohl filir den D2— als auch filir den D1-Abstand
Vdie spdter konstruierte Ellipse die Tendenz haben wird, daf mehr
Punkte im AuBeren als im Inneren der Ellipse liegen. Fir den
D2-Abstand wird dieser Effekt nicht ganz so stark sein wie fiir

den D1-Abstand. Falls d sehr klein ist, d.h. die gemessenen

Punkte nicht allzu sehr verrauscht sind, kann dieser Effekt sowohl

flir den D1—Abstand fir den D,-Abstand vernachldssigt werden.

2

4, Bestimmung einer "Ausgleichsellipse" im Sinne des D,—-Abstandes

Wie in (1.1) seien wieder n Punkte P1==(x1,y1),...,Pn(xn,yn)
gegeben. Wir l&sen nun das folgende Problem:

Bestimme XM,yM,az,b2 so, daB
2 2
(xi—XM) (yi_yM) 2
(———— + )
1 a b

(4'1) D1 (leyMla’b) = ,
1

s

minimal wird.

Dazu verwenden wir folgende Bezeichnungen:

Dok
(4.2) Spp = L XY
i=1

i, wobei k,zEZNo

sowie die Funktionen

n ] _
k '3 .
(4.3) sz(x,y) = i§1(xi—X) (yi—y) ; Wobeil k,zezmo.

Sei
M=1{01,0,(0,1),(2,00,01,1),(0,2),(3,0),(1,2),(2,1),(0,3),(4,0),

(2,2),(0,4) 1,

dann geniigt es, Skz und fk2 flir(k,2)€M zu betrachten. Damit ergibt

sich als notwendige Bedingung fiir die Bestimmung von Xy rYyr@ und b:
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12, 5. £40 e Yy + Fa2 Pt £, (x )) =0
5a 3 2 L2 20 ‘*mM7¥M
aD fo.(%,,9.,) £ (X, ,Y.)
1 _ 2, 2. 22 MM + o4 M "M _ £f o (X, ,Vy)) = O
ob 3 2 2 02'"M’'*M
b a b
(4.4)
o2, 0l | Fplwdy
3%y 52 2 P2 10 *m¥M
Dy - .(f21(XM'yM) N Fozxyryy) £ (x,9.)) = 0O
3Yy ;? 52 2 01" "M'IM
also mit A==;% und B==;% bedeutet dies
a b
A fyo(xyryy) B £y5(xyy) = £55(xyyy) = 0
a.s) A f22(xM,yM)-+B fo4(xM,yM)-f02(xM,yM) =0
A fBO(XM,yM)-+B f12(xM,yM)-f1O(xM,yM) =0
A faq(Xyryy) +B fo3000¥y) - £4q (xyryy) = O.

Flir unsere weiteren Uberlegungen bendtigen wir noch die Ableitungen

der Funktionen fk y fir (k,2) € M. Seien
14

fOO(XIY) = 1n
und
fkl(x,y) =0 flir X <O oder ¢ <O,
dann gilt
of, , (x,y) of (x,v)
ke XY Y RN
—ox % fkeq,p (y) und sy Mk, (R0

flir alle (k,4%) €M,

Weiterhin bendtigen wir fiir das spiter verwendete Iterations-
verfahren ein zweidimensionales Newton-Verfahren, d.h. die
Nullstellenbestimmung von

hy(x,¥) = hy(x,y) =0 ,  h.,h, : R R geniigend glatt,

1002 3
erfolgt durch folgendes Iterationsverfahren:
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X 1
g (x,y) (y) T CT) H(x,y),
wobei
h1(x,y)
H(x,y) =
h2(X,y)
und
-1
1 — X 3y
B'(x,y)
3h, (x,y) 3h, (x,y)
3X 3%
= 1 .
3h1(k,y) 8h2(x,Y) ah{Tx,y) th(x,y)
0x 3y | dy 0x
also
(xy) = ) - !
gixy y 8h1(x,y) th(x,y) §h1(x,y) ahz(x,y5
X oy 3y T ax
( 3h,, (x,Y)
.h1(x,y) 5y
ah1(x,y)
L h2(x,y) ox
oh(x,y) 9h,(x,y) oh,(x,y) 3h,(x,y)
fiir - # 0.
X EhY ERY Ix

(oh,, (x,y) 8h1(x,y)’
3% T T oy
8h2 (x,y) 8h1 (x,y)
[ X X |
ah1bgy)\
~ by (%,y) ——
ahz(x,y)
—hGey) —=— J

Zusdtzlich bendtigen wir folgende einfache Beziehung.
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Lemma 3

Gegeben seien folgende Gleichungssysteme in A und B

Aa +Ba_,=a Ac, +Bec, =¢C
(1) 1 2 3 und (I1) L 2 3

Ab1 +Bb2 =b3 Ad1 +de =d3.
Dann gilt:

Falls a1b2-b1a2=#o, so ist das gesamte Gleichungssystem (I) und

(II) in A und B lésbar genau dann, wenn

a,; a a3 a1 a2 3y
(%) b1 b2 b3 = b1 b2 b3 = 0.
c1 c2 c3 d1 d2 d3

Insbesondere ist in diesem Fall das gesamte Gleichungssystem

eindeutig ldsbar.

Beweis:

Falls a1b2—b1a

16sbar durch

2=t0, so ist das Gleichungssystem (I) eindeutig

_ a3b2--a2b3 _ a1b3--a3b1
B4 3.6, -ab und By T3 b.-ap, '
172 271 172 271

und es reicht zu zeigen, das A1 und B1 auch L&sungen von (II)
sind genau dann, wenn (%) gilt. Nun sind aber A1 und B1 auch

Losungen von (ID, genau dann, wenn

a a a a a a
¢y * 3 2 + c, * 1 3 - oy 1 2 -0
b3 b2 b1 b3 b1 b2
und
a a a a a a
d1 . 3 2 + d2 . 1 3 - d3 . L 2 = 0,
b3 b2 b1 b3, b1 b2

Dies ist aber dquivalent zu (%), wie man unmittelbar durch Ent-
wicklung der beiden Determinanten in (¥*) nach der letzten Zeile

sieht. o
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Zur Anwendung dieses Lemmas auf das Gleichungssystem (4.5)
‘miissen wir also liberpriifen, ob
2
£a0(Furvm) * £oq (Ryryy) = £5,5 (xy0yy) *0.
Wegen der Cauchy-Schwartz'schen Ungleichung gilt aber

fgz(X,y) < f4o(x,y) . f04(x,y) fir alle x,y € R

und das Gleichheitszeichen gilt, falls nicht alle Punkte auf
einer Parallelen zur x-Achse oder y-Achse liegen, genau dann,
falls es ein a=a(x,y) >0 gibt, so das
(yi-y)2 = a(xi-—x)2 fir alle i=1,...,n.
Dies bedeutet aber, daB
Y~y = iva(xi-x) fir alle i=1,...,n,
also liegen alle Punkte P1”"’Pn auf einer der beiden Geraden
g,(t) =avE+y - Vax oder g, (t) =-Vat +y +Vax ,
deren gemeinsamer Schnittpunkt gerade der Punkt P = (x,y) ist.
SchlieBt man also aus, daB alle Punkte auf einer oder zwei
Geraden liegen, so gilt stéts

2 ..
f4o(x,y) -fo4(x,y) > f22(x,y) fir alle x,y € R

und daher ist wegen Lemma 3 das Gleichungssystem (4.5) dquivalent

zZu
Fao®mry) T (iyryy)  Fyo (xyryy)
Frmeryy) = [ Eon Grdy)  fog(xyryy)  fop(xryy) | = O
30 (Fur¥y)  Fip (Kyevyy) £y (20 7y)
Faorurvy)  Fpp yryy)  £0 (2 yy)
Falwe¥y) = (a0 vy fou (Ryivyy)  Egp (ryevy) | = ©
(4.6) £o1(xyr¥y)  Eo3(xyiyy)  Eoq (Xyr¥y)
A o 20 e Yy) Eog Ryr¥y) = £y (ysvy) Fop Gty ryy)
F40Fur¥y) Tog Gyryyy) = T3, (Xr¥y)
B = Fa0 i) £ (Xye¥yy) = Fo0 (ye¥yy) £ (yyryy)

P40 Bur¥y) Togq (Ryr¥y) = 135 Gryryyy)
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Damit haben wir das nichtlineare Gleichungssystem (4.5) in
‘XM'YM und A,B entkoppelt. Es bleibt zur L&sung von (1.1) die
Bestimmung der gemeinsamen Nullstellen wvon F1 und F2. Dazu

verwenden wir das oben beschriebene Newton-Verfahren. Somit

ergibt sich folgende Iterationsvorschrift:

X(v+‘|) xév)
I:[ : ) =g ( ) \)=O’ 1 Foeoe g
v+ v
Yy Yym
wobei
g® = ¥ - !
y v aq(k,y) an(x,y) oF, (x,y) oF, (%,¥)
ox Yy oy SdX
BFZ (XIY) 8F1 (xly)
. F1 (x,y) --—-'—'y'-———- F2 (x,y) 7
FZ(X’Y) X -F1(x,y)‘ ox
Univ.-g;
KEiSem,m'l‘::

Fiir die Wahl eines Startwertes werden wir im na®hsten Abschnitt
mehrere Verfahren vorstellen. Nach einer entsprechenden Anzahl
von Iterationen bestimmt man A und B aus den beiden letzten Glei~-
chungen von (4.7). Dabei haben numerische Experimente gezeigt,

daf man mit weniger als 6 Iterationen auskommt. Die einzige Vor-

aussetzung dabei war, einen geeigneten Startwert vorzugeben.

5. A-priori Mittelpunktschdtzung

Wir gehen davon aus, daB die gemessenen Punkte anndhernd iiber den
gesamten Winkelbereich gleichverteilt sind. Andernfalls muB man

modifizierte Verfahren verwenden.

5.1 Schwerpunktbildung

Die einfachste Methode zur a-priori-Mittelpunktschitzung ist

sicherlich durch die Schwerpunktbildung gegeben. D.h.



Man kann dieses Verfahren auch als Regressionsverfahren interpre-
tieren. Berechnet man ndmlich filir die Punkte P1""’Pn die zuge-
hdrige Regressionsgeraden in x-Richtung bzw. y-Richtung, d.h.

man bestimmt zwei Geraden g1(t)==m1t+n1 und g2(t)==m2t+n2 durch

n

. 2
gq ¢+ Ming, o L (myxi+n,-y.)
1171 i=1
und
n 2
: Mi X.+n.-v,
92 lnm2,n2 151(m2 iy yl) ’

A A
so ist (xM,yM) gerade der Schnittpunkt dieser beiden Geraden.

5.2 Min-Max-Bildung

Seien
Xvin = Mln{xi; i=1,...,n} Xax = Max{xi; i=1,...,n}
YMin = Mln{yi; i=1,...,n} YMax = Max{yi; i=1,...,n} ,

dann ist eine mdgliche a-priori-Mittelpunktschdtzung gegeben durch

Q = X + 1 (x - )
M Min 2 Max len
A 1 _

YM = Yyax T 3 (yMax yMin)'

5.3 Modifizierte Min-Max-Bildung

Das einfache Min~-Max-Verfahren 148t sich noch modifizieren. Dazu
seien fir a1,...,an€IE2 a[k], k=1,...,n, die jeweils k-ten Elemente

dieser Zahlen, der Gr&B8e nach, geordnet.
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Beispiel:

Fir a, =5, a, =3, a

Flr k=1,...,[%] bestimme man

(k) _ 1 _

Xy T Fe] Y7 F k) T X k!
und

(k) _ 1 _

Ym o T Y1 T 7Wn-k] T Yik)

und setze fiir eine Zahl 1 N [%]

N N
A (k) A1
Xy = § E Xy und Yu T [ E YmM e

6. Abschliefende Bemerkung

Zum AbschluB mochte ich noch einmal auf die Behandlung des Problems
mit dem zu Beginn vorgestellten Regressionsmodell zurilickkommen.
Die vorangegangenen Uberlegungen haben gezeigt, daBf man bei der
Behandlung des in (1.1) gestellten Problems ohne Kenntnis der
Winkel unter denen die Punkte gemessen wurden, einen gewissen Auf-
wand zur L&sung dieses Problems betreiben muf. Natiirlich ist
dieser Aufwand verstdndlich, da ohne Kenntnis der Winkel die
Losung von (1.1) zu einem nichtlinearen Problem fiihrt, verbunden
nit allen dabei bekanntlich auftretenden Schwierigkeiten. Insbe-
sondere bedingt die Forderung, die gemessenen Punkte nicht unbe-
dingt abspeichern zu wollen, gewisse Zusatzschwierigkeiten. All
diese Schwierigkeiten konnten aber insgesamt - wie die vorangegan-
genen Ausflihrungen zeigen - sehr gut geldst werden. Dennoch hat
das angesprochene Regressionsverfahren den Vorteil, vollstédndig
linear zu sein. Daher widre dariiber nachzudenken, ob nicht durch
eine zusdtzliche Mefeinrichtung oder durch gewisse Zusatziiberle-
gungen die Winkel der gemessenen Punkte mitbestimmt werden k&nnen.
Dadurch wilirde sich die L8sung des Problems (1.1) erheblich ver-

einfachen.



