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Thomas Mietzner

Zwischenbericht zum DFG-Projekt
"Umstromung von Ecken und Kanten"

1. Einleitung

In diesem Projekt soll die Bildung von Wirbeln bei der Stromung eines Gases

um eine Ecke numerisch untersucht werden. Dabei sollen verschiedene numerische
Verfahren getestet und die Ergebnisse mit Versuchsdaten verglichen werden.
Ferner soll untersucht werden, wie gut sich diese Verfahren vektorisieren
lassen, da kompliziertere zweidimensionale und selbst einfache dreidimensionale
Probleme der Stromungsdynamik auf den heute iiblichen Universalrechnern nicht

mit vertretbarem Zeitaufwand zu 16sen sind, |peserders;werhy—wio—ah—der—Univer—
sibat—Kaiserslauters—nur-eine—relativ—tangsame—Antage—{ Stemens—7551/7561)
2we-Verfigung-steht{ Die numerischen Rechnungen werden auf der CYBER 205 in

Karisruhe durchgefiihrt.

Da Wirbel ebenso wie die Umstromung von Ecken mit groBen Gradienten in den
Stromungsgrofen verbunden sind, suchten wir nach numerischen Verfahren, die
dafiir bekannt sind, daB sie mit diesen Problemen besonders gut fertig werden.
Wir wdhlten den GAP-Algorithmus (grid and particles) von B.M. Marder [1] und
das mehrdimensionale FCT-Verfahren (flux-corrected transport) von S.T. Zalesak
[2,3] als Konkurrenzmethoden. Das physikalische Beispiel stammt aus der
Dissertation von H. Hassenpflug [4]:
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Auf dem Boden eines Schlitzes liegt ein (rechteckiger) Quader groBer Tiefe.

Das Gas in seiner Umgebung ruht bei Atmosphdrendruck und Zimmertemperatur.
Durch den Schlitz lduft eine StoBwelle senkrecht auf den Quader zu. In Abb. la
ist der Zustand des Gases dargestellt, wenn der einfallende StoB SE die Vor-
derkante des Quaders gerade liberlaufen hat: Er wird von der Quaderfront reflek-
tiert (SR), und der refiektierte StoB wird an der Oberkante gebeugt. Durch die
Beugung entsteht eine Verdiinnungswelle VR, die zum Boden des Schlitzes lduft.
Kurz hinter der stromaufwartigen Kante zeigen Hassenpflugs Messungen ein Gebiet
NV sehr geringer Dichte, das er als Vorderkantenwirbel bezeichnet.

LSS yODIIDE YO PP I YIS OIE Z

- wc / \\
/‘ ' @W /

. ;/////////47/7927
8 ----7 V%

7

A Y
W NS \\ \\
ANNNAN VMY NN

s : T TS Sl Il T
Abb. 1b

Abb. 1b zeigt schematisch die Situation des Gases, wenn der einfallende Stof
die Hinterkante gerade liberlaufen hat. Mittlerweile ist die Verdiinnungswelle
VR am Boden zu VB reflektiert worden. Ebenso ist der gebeugte Teil des StoRes
SR nach dem Auftreffen auf die Decke in den nach unten laufenden StoB SD uber-
gegangen. Das Wirbelgebiet wv hat sich vergroBert und ist stromabwdrts gezogen.
Der einfallende StoB SE ist an der Hinterkante gebeugt worden. Dieser Vorgang
hat eine zweite Verdiinnungswelle VE erzeugt, die zur Decke lauft. SchlieBlich

ist ein zweites Gebiet geringer Dichte NH entstanden.

Neben vielen Interferogrammen, die die Dichteverteilung sichtbar machen, enthilt




die Arbeit von Hassenpflug quantitative Aussagen lber die Dichte- und Geschwin-
digkeitsverteilung im Hinterkantenwirbel, iber die Bahn beider Wirbel und
iiber die Entwicklung der Dichteverteilung auf der Quaderoberfldche.

- g Ly st
: ¢ AR A )

Wir wollen die Hypothese untersuchen, daB die Wirbel ausschlieBlich durch {cqw;
StoBwellenbeugung und nicht durch Grenzschichteffekte entstehen. Reibung und
Wirmeleitung werden wir daher vernachlassigen. Wir betrachten also ein ideales

i

Gas der Dichte p, Geschwindigkeit v = (Vx’vy) und spezifischen inneren Energie e,
dessen Zustand nur von zwei Ortskoordinaten x, y abhdngt. Die z-Komponente von
v verschwindet. Dieses Gas geniigt den Gleichungen

(1) %%1—V°(pv) = 0 Kontinuititsgleichung,
Dv 1

(2) S vp Impulserhaltung,

(3) %%'="E-V'V Energieerhaltung,

(4) p = (y-1l)er Zustandsgleichung.

Dabei bezeichnet p den Druck, Y==C0/CV das Verhdltnis der spezifischen Warmen

und %%—= é%-+ v-v die substantielle Ableitung. Die Erdanziehung wird vernach-
ldassigt. Um zu erkldren, wie bei der Stofwellenbeugung in einem idealen Gas
Wirbel entstehen kinnen, leiten wir eine Evolutionsgleichung flir den Wirbelvektor

w = Vxv her. Dabei beniitzen wir die Beziehung
(ve)v = 5 v ||v]|Z v
und das thermodynamische Gesetz

dh=Tds+%dp :

in dem h die spezifische Enthalpie,

T die absolute Temperatur und

s die spezifische Entropie
bedeuten. Aus dieser Gleichung erhdlt man

1 Vp = Vh-Tvs
P
Einsetzen in (2) ergibt

ov . 1 2
'5"t"+'2' v HV“ - vxg = TVs -~ ¥h




Wir berechnen die Rotation von beiden Seiten:

-g-%- Vx(vxw) = VT x Vs
oder
(5) %%-(w-v)v-fw(v-v) = VIxVs .

Bei ebenen Stromungen verschwindet der zweite Term der linken Seite, da der
Wirbelvektor senkrecht zur Stromungsebene steht. Gleichung (5) zeigt, daB Wirbel
in der Stromung Uberall dort entstehen, wo Entropie und Temperatur Gradienten
haben, die nicht parallel zueinander sind. Solange nun der StoB den Quader nicht
erreicht hat, herrschen vor und hinter ihm verschiedene, aber rdaumlich konstante
Stromungsbedingungen. Im gebeugten StoB &ndern sich von Ort zu Ort die StoB-
machzahl und der Winkel zwischen Anstromrichtung und StoBtangente. Diese beiden
Parameter bestimmen iiber die Rankine-Hugoniot-Bedingungen den Zustand des Gases
hinter dem StoB und erzeugen so die zur Wirbelbildung notigen Temperatur- und
Entropiegradienten.

In den zwei folgenden Paragraphen wollen wir die beiden numerischen Verfahren
detailliert beschreiben.

2. GAP in zwei Dimensionen

Der Name dieses Verfahrens deutet schon an, daB es Teilchen durch ein Gitter
wandern 1dBt: Das Gas wird in N kleine Bezirke eingeteilt, die eine gewisse
Masse M und ein Volumen U besitzen. Sie haben ferner einen Schwerpunkt X, eine -
Geschwindigkeit V und eine innere Energie E. Die erste Approximation besteht
nun darin, wahrend der Rechnung p, V und E als iliber den ganzen Bezirk konstant
anzunehmen. Im Gegensatz zu den Lagrangeschen Verfahren werden hier nicht die
Bezirksrdander, sondern der Bezirksmittelpunkt verfolgt.

Die Bewegungsgleichungen fiir die Tei]cheh lauten nun mit Un = Mn/p(Xn):

(1') X =V

(2') Vo= U /M oVp(X )

n

Die Evolutionsgleichung fir die innere Energie wollen wir etwas umformen.
Es gilt wegen (1)




und daher

05
Dt " TPt

Ein Vergleich mit dem thermodynamischen Gesetz

de = Tds - pd-%
zeigt, daPB Gase ohne Viskositdt und Warmeleitung isentrop sind: Die Entropie
ist entlang Teilchenbahnen konstant. Mit En==Mn-en und Un==Mn/p(Xn) erhalt
man nun die Gleichung

(3") E, = -p0 oder dE = -pdU_

Um die Gleichungen (1'), (2'), (3') 16sen zu kOnnen, missen wir einerseits den
Druck und seinen Gradienten kennen und benotigen andererseits eine Berechnungs-
vorschrift fiir die Dichte p(Xn). Dazu wird das Rechengebiet in kleine Rechtecke
(Zellen) der Fldche Ax+Ay eingeteilt und jedes Teilchen mit einer charakteristi-
 schen Funktion X, derselben Form mit Schwerpunkt Xn versehen, wie in Abb. 2
dargestellt.

T z
d Sa
L (xn,)'n)
F’ FE 1r
ﬁd;ja;) - ]j
he ax 5
Abb. 2

Die Masse in einer Zelle C ergibt sich nun als

(6) MC=AX1Ay o z M X, (X,y)dx dy

und daraus die Zellendichte oc = MC/Volumen (C). Als Volumen einer Zelle
bezeichnen wir dabei den Teil ihrer Flache, der zum Stromungsgebiet gehort

(Randzellen konnen iiber den physikalischen Rand hinausragen). Analog zu MC



wird die innere Energie EC berechnet. Daraus ergibt sich der Druck in der
Zelle C zu

(7) Pc = (Y-l)EC/Volumen (C)

Eine Naherung seines Gradienten berechnen wir an den Gittermittelpunkten:

~

BE
(35) = (Piyq 541~ Ps 541 FPigq 5 Pss)/(28x)
ax 1+1/23J+1/2 '|+1,J+1 1,J+1 1+1,J 1]

(éh) =

(p. .. =P L+ P, <1 -Ps 2)/(248y)
oy i+1/2,j+1/2 i+l,j+1 i+l,J i,j+l i,J

Sie hat die Genauigkeitsordnung 0(AX2+Ay2

).
Aus den Gittergrofen erhdlt man nun durch bilineare Interpolation Teilchen-
groBen. So ergibt sich die Dichteo(X ) des n-ten Teilchens zu

1

o(Xy) = AX-By (s xPi+l,5 " (Ax-ﬁx)pij)(Ay-éy) (¢ xPi+l,j+1 (AX-Gx)pi,j+1)6y]

ITI

(9) .
= Txay LPigF

I

IV
tPis1,j

pil F ] .

toip,541F Teq,5af

Analog werden p(Xn) und §b(Xn) berechnet.

Das System (1'), (2'), (3') gewdhnlicher Differentialgleichungen wird nun mit

einem expliziten Einschrittverfahren gelost: Ausgehend von "alten" Werten
a

Xn’ Vﬁ, Eﬁ, pa(x,y) zur Zeit t ergeben sich die "neuen" Werte (hochgestelltes n)

zur Zeit t+at aus den Formeln

a
U .
(2%) Ve = V- At gt (7R (X3),
n
* n_ ya n
(1%) X = X3+ Vit

Jetzt 1aRt sich pn in den Zellen berechnen und daraus Uﬂ wie oben beschrieben.
SchlieBlich ergibt sich die neue innere Energie der Teilchen aus der Formel

(3% e = E2- 502 (M) + 02 0%)) - (Uf-UR)

Bevor nun mit der Berechnung des neuen Gitterdruckes der ndachste Zeitschritt
beginnen kann, muB fiir die Stabilitdt des Verfahrens gesorgt werden. Dazu werden
die Geschwindigkeiten und inneren Energien benachbarter Teilchen einander



angeglichen. Die einfachste Technik bestiinde darin, die Ze]]ehimpu]se Pc
analog zu Formel (6) zu berechnen, um die Zel]engeschw1nd1gke1t VC--PC/pC
~zu erhalten. Die neuen Teilchengeschwindigkeiten V entstiinden dann durch
bilineare Interpretation. Dabei bleibt der Gesamt1mpuls erhalten, aber die
kinetische Energie der Teilchen &andert sich. Die Differenz wird der inneren
Energie zugeschlagen:

. Y21y (2
(10) By = E -5 M (IV[°-[v 9.

Dieses Verfahren hat zwei Nachteile:

a) Bei kleinen Zeitschritten At wird hdufiger, also starker gegldttet.

b) Es erhdht auch in Verdiinnungswellen die innere Energie und damit die Entropie,
was bei Gasen ohne Reibung und Warmeleitung nur in VerdichtungsstoBen zu
erwarten ist. '

Aus diesen Griinden erganzt Marder die oben beschriebene Glattungstechnik durch
einen Gewichtsfaktor F_ der Form

n
1 Frzl
n ~
= * *"' . od_l_
(11) Fn— 0 ano R Fn—aAX-AyAt ajc-un.
F* sonst
n
.- d 1 1,1 1 . w o s . .
Dabei ist - = = «—(—=-—=) eine Ndherungsformel fir die Zeitableitung und «
dt U At R
n n

ein positiver Gewichtsfaktor. Der Faktor Ax.Ay nondimensionalisiert den Kehrwert
des Teilchenvolumens und der Faktor At behebt den Nachteil a) des naiven Ver-
fahrens. Da F: fur expandierende Teilchen negativ wird, ist auch eine Entropie-
erhdhung in Verdiinnungswellen ausgeschlossen. Nun ergibt sich die Glattungs-
geschwindigkeit VC in der Zelle C zu

N
(12) Ve = ff ZM,,ann n(x,y)dxdy/fcf I Py (o )dxdy
und daraus die neue Teilchengeschwindigkeit Vn als

Vn = vn+Fn(\7n(xn)-vn) ,

wobei V(Xn) aus den VC durch lokale bilineare Interpolation entsteht (vgl. 9).
Die aquivalente Formel



(130 W) =T gy ] Tom(xy)dsdy

hilft beim Beweis der Impulserhaltung:
N N

N . N
n§1ann - n};anVn - LMV, - I MFoly

5 N
% BXehy | 1 Mnann(x’y)dXdy.-n§1Mnann

C
N N
L Mo F Vi (xay )dxdy - nzlmnann

N

B AL o)y = EMFV - 0.

Die Erhaltung der Gesamtenergie wird durch die Formel (10) sichergestellt.
Dann wird mit entsprechenden Formeln die innere Energie geglattet.

“Das Kernstiick des GAP-Algorithmus ist damit beschrieben. Er umgeht die Probleme
mit steilen Gradienten bei konvektiven Termen durch die Einfiihrung von Teilchen.
Auf diese Weise gehen substantielle Ableitungen iiber in reine Zeitableitungen.
Andererseits ist das Verfahren (bis auf den Gldttungsteil, der schwer abschdtzbar
24»%), so daB es fiir glatte

Stromungsvorgange ungeeignet erscheint. Als explizites Verfahren schlieBlich

ist) nur von der Genauigkeitsordnung O(At+Ax2+Ay

sollte es nicht fiir die Berechnung stationdrer Zusténde eingesetzt werden.

Um gleichzeitig GAP und den Vektorrechner kennenzulernen, haben wir zwei ein-
dimensionale Testbeispiele gerechnet, deren exakte Losung bekannt ist: Die
Ausstromung eines zundchst ruhenden Gases ins Vakuum (Verdiinnungswelle) und

das Membranproblem. Hier wird ein Rohr durch eine Membran in zwei Teile geteilt,
die beide ruhendes Gas in jeweils rdumlich homogenem thermodynamischem Zustand
enthalten. Die Driicke und Dichten der beiden Teile unterscheiden sich jedoch.
Die Rechnung beginnt mit dem Platzen der Membran. Das Gas mit dem hoheren

Druck beginnt sich auszudehnen. Es entwickeln sich eine StoBwelle, eine Kontakt-
unstetigkeit und eine Verdinnungswelle. Die Abbildungen 3a und 3b zeigen die
Zellenwerte der GAP-LGsung und die exakte Losung. Das Rechengebiet ist das
Intervall [0,1]. Die Rdnder reflektieren energieerhaltend. Zur Zeit t=0 wird

die Membran bei X=0.5 gesprengt. Das Anfangsverh@ltnis der Dichten betrdgt 2,
das der spezifischen inneren Energien 1.8. Das Verhdltnis y der spezifischen
Warmen hat den Wert gu
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1024 Teilchen mit identischer Masse sind auf 127 Zellen verteilt. Der Faktor
o aus Formel (11) hat den Wert 100. Der Zeitschritt At wird dynamisch nach der
Formel

At = 0.2 Ax/(|vl+c)max

bestimmt, wobei ¢ die lokale Schallgeschwindigkeit bezeichnet. Man erkennt auf
den Bildern, daB alle drei Phanomene gut reproduziert werden. Hinter der StoB-
welle entstehen keine Oszillationen. Da die Gldttung in der Verdiinnungswelle
abgeschaltet ist, wird hier keine unerwiinschte innere Energie produziert.

Im nachsten Schritt versuchten wir die Entstehung eines Wirbels hinter einer
plotzlichen Schlitzerweiterung zu simulieren. Dies ist wohl das einfachste
Beispiel einer ebenen Stromung mit Wirbelentstehung an einer Ecke. Der enge
Teil des Schlitzes wird durch die Menge [0,x0]><[yo,1], der weite Teil durch
[xo,xmax]x [0,1] dargestellt. Zur Erzeugung von Wirbeln miissen hier die Navier-
Stokes-Gleichungen mit den entsprechenden Randbedingungen benutzt werden. Dabei
wurden Viskositat und Warmeleitung mit zentralen Differenzen zweiter Ordnung

- auf dem Gitter approximiert und die so errechneten Anderungen der Geschwindig-

T)DTe zu den Teilchenorten interpoliert.

kelt-ﬁfv und der inneren Energie
Um die Bedingung haftenden Gases an festen Randern zu simulieren, schrieben wir

das Reflexionsgesetz V: = -Vﬁ fir Teilchen vor, die auf solch einen Rand treffen.
Mittelt man die simulierte Gasgeschwindigkeit am Rand in einem kleinen Raumzeit-

bereich, so entsteht nur bei dieser Reflexionsvorschrift die Haftrandbedingung.
Warmelbergang zwischen Wand und Gas wurde nicht vorgesehen.

Un die Anfangsverteilung der Teilchen festzulegen, erzeugen wir zundchst eine
Approximation der Gleichverteilung auf dem Einheitsquadrat durch eine Summe von
6-MaBen mit Hilfe der Hammersley-Folge von N = oM Punkten: Hat die Zahl m<N die
Dualdarstellung m=ay_q ..+ 3; &, SO setzt man h(m) = 0. ay 8y +-- Ay g und
erhdlt daraus den Trdgerpunkt des n-ten §-MaBes (lsn<N) zu

Py = (2 h(n-1))

Die so entstandene Verteilung hat eine viel geringere "Diskrepanz" zur Gleich-
verteilung, als viele Zufallsgeneratoren sie mit der gleichen Anzahl von Punkten
produzieren. Unter der Diskrepanz zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen F, G
auf [0,1] x[0,1] versteht man dabei den Wert
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D(F,G) = sup |/ Xp, . \d(F-G)]
x€ (0,11~ "R(X)
mit R(x) = [0,x1)x [0,x2). In unserem Falle haben wir
1 N
F(x) = X{*Xo 5> dG(x) = N-ngld(x-Pn).

Die entstandene Punkteverteilung wird dann auf das Rechengebiet so transformiert,
daB dabei die Gleichverteilung in die Anfangsdichte des Gases iibergeht. Alle
Teilchen erhalten dieselbe Masse.

Am Anfang ruht das Gas in [xo,xmax
oberen Teil des Schlitzes getrennt. Dort steigt die Geschwindigkeit linear von

] x [O,yo] und wird durch eine Membran vom

(0,0) auf (vo,O), v0>>0, an. Die obere Wand bewegt sich mit dieser Geschwindig-
keit. Dichte Py und Druck Po sind Uberall gleich. In [xu,0)><[yo,1], X, <0,
werden Teilchen in Reserve gehalten. Sie stromen mit vorgegebenen ZustandsgroBen
und konstanter Geschwindigkeit, die den Anfangsbedingungen bei x=0 entsprechen,

in das Rechengebiet hinein. Bei X stromen sie frei aus dem Rechengebiet.

ax

~Zur Zeit t=0 wird die Membran gesprengt und das Gas hinter der Stufe allmahlich
durch die obere Stromung mitgerissen. Bei unseren Rechnungen verwendeten wir

Vo = 1 und 0o = 1, die Machzahl 0.3, die Reynoldszahl 100, die Prandtlzahl
Pr=v=1.4 und den Dampfungsfaktor a =100 (vgl. (11)).

Da uns nicht die volle Kapazitdt des Vektorrechners in Karlsruhe zur Verfiigung
stand, konnten wir das Stromungsgeschehen nicht liber langere Zeitraume verfolgen.
Statt dessen experimentierten wir mit verschiedenen Details des Verfahrens. Da
wir eine Unterschallstromung simulierten, hatten die AusfluBrandbedingungen bei .
Xmax erhebliche Auswirkungen auf die Stromung im Inneren. Die besten Ergebnisse
entstanden durch Obertragung der Zellgrofen von der vorletzten Spalte (Zellmitte
xmax-Ax) auf die letzte (Zellmitte xmax)' Bei x=0 berechneten wir nicht die
ZellgroBen aus den TeilchengroBen, sondern gaben die konstanten Einstrombedin-
gungen vor. Diese Spalte von Randzellen hat nur das Volumen %-Ax-Ay, was zu
verstdrkten Fluktuationen der ZellgroBen fiihrt.
Ferner ersetzten wir die charakteristische Funktion Xp s die jedes Teilchen
mit sich fihrt, durch die Funktion

X=X y-y
(14) ¥ (xy) = 214304, ek 55 vy, 4

0 sonst
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Auch sie besitzt das Integral AxeAy und hat denselben Trdger wie X aber mit
dem Vorteil der Stetigkeit. Andererseits werden Fluktuationen weniger gut
ausgeglichen, da ¥, die Randbereiche schwdcher wichtet als Xp* Dies fiihrte
nach kurzer Simulationszeit zu unerwiinschten Unebenheiten im Druck.

Ein weiterer Test galt der Energiegleichung (3'). Marder schldgt vor, die neue
innere Energie mit der Zustandsgleichung zu berechnen, indem man etwa

1
20203) +p2 (M) = (v-1) FEEM)/ (H(UEHUD))
nach Ez aufldst. Auch dies fiihrte zu instabileren Resultaten als das Original-
verfahren.

SchlieBlich versuchten wir die Evolutionsgleichungen (1'), (2'), (3') mit
einem Prediktor-Korrektor-Verfahren 2. Ordnung zu diskretisieren. Die Resultate
unterschieden sich kaum von denen des urspriinglichen Verfahrens.

Als explizites Verfahren ist auch der GAP-Algorithmus an die Courant-Friedrichs-
. Lewy-Bedingung gebunden. Wir erhielten stabile Resultate bei

Ate( Hv|L+c)maX§;0.4 min(Ax,Ay), wobei ¢ die lokale Schallgeschwindigkeit
bezeichnet.

Im néchsten Schritt gingen wir zu dem in der Einleitung beschriebenen Problem
uber. Der Schlitz wird modelliert durch das Gebiet [O,Xmax]x [0,1] (La@ngennor-
mierung), in dem das Hindernis [xg,xr]x [O,yo] eingelagert ist. Am unteren

und oberen Schlitzrand sowie am Hindernis werden ankommende Teilchen spiegel-
reflektiert. Ein- und Ausstrombedingungen werden wie beim vorigen Problem
behandelt. Zur Anfangszeit t=0 befindet sj;h bei X <X, eine ebene Schockwelle,
die mit der Geschwindigkeit vs>»0 den Schlitz entlanglduft. Vor ihr ruht das

Gas mit der Dichte 1 (Massennormierung) und spezifischen inneren Energie 1
(Zeitnormierung). Der Zustand hinter der Stone]@e ergibt sich aus den Rankine-

Hugoniot-Bedingungen, wenn man die Machzahl Ma==E§-vorgibt. o ist die Schall-
0
geschwindigkeit des Gases vor dem StoB. Abbildung 4 zeigt Ergenisse einer ersten

Testrechnung zu diesem Problem mit 8192 Teilchen in 42x20 Zellen. Es ist y=1.4

und Ma =1.2. Wir haben wieder o =100 verwendet. Der Zeitschritt wurde aus der
Bedingung

st = 0.2 ax/( fIvil+c) ..

berechnet.
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Man erkennt sehr gut, wie der untere Teil der StoBwelle am Quader reflektiert
uhd gebeugt wird. Auch die Verdiinnungswelle, die an der Vorderfront des Quaders
herunterlduft, ist zu sehen. Der obere Teil des StoBes lauft nahezu ungestort
weiter, ist allerdings etwas aufgeweitet. Besonders interessant ist aber der
starke Druckabfall direkt hinter der Vorderkante des Quaders, wie er auch von
Hassenpflug beobachtet wurde.

Die zahlreichen Isobaren im rechten Teil des Schlitzes gehdren alle zum Druck-
wert 0.4, der hier auch theoretisch angenommen werden soll. Der aus den Teilchen
berechnete Druck schwankt leicht um diesen Wert.

Um die Moglichkeiten der CYBER auszunutzen, waren wir schon bald gendtigt,

die spezifischen FORTRAN-Erweiterungen dieser Anlage zu verwenden. Gerade
logische Verzweigungen lassen sich sonst nur mit dem Ska]afprozessor durch-
fiihren. Sie werden vom Compiler nicht vektorisiert.

Auf diese Weise 1ieP sich fast der gesamte Algorithmus parallelisieren. Nur die
Berechnung der ZellgroBen aus den Teilchengrofen und der Randwerte blieben
~skalar. Die automatische Vektorisierung durch den Compiler benutzten wir
schlieBlich nicht mehr.

3. Flux-corrected transport, mehrdimensional

Die FCT-Technik dient zur genauen Losung von Erhaltungsgleichungssystemen der
Form

(15)
mit konservativen Differenzenverfahren. Diese lassen sich in der Form

n_.a_ 1 _
(16) Wi =W - xFiey2 - Fiegy2)
darstellen.
Hat die exakte Losung steile Gradienten oder Unstetigkeiten (wie z.B. StoBwellen),
so entstehen bei der numerischen Losung der Gleichungen mit konservativen Verfah-
ren hoherer Ordnung unphysikalische Oszillationen in der Nahe dieser Gebiete.
Deshalb fiihrte man schon bald eine kiinstiiche Viskositdt zur Dampfung dieser
Oszillationen ein. In Regionen mit glatter exakter Losung ist diese jedoch
unerwiinscht, weil sie die Genauigkeit des Verfahrens verringert. FCT nun berech-

net die notige kiinstliche Viskositdt lokal in Abh@ngigkeit von der numerischen
Losung der Differentialgleichungen. Man bedient sich dabei zusatzlich eines
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stark diffusiven Verfahrensniederer Ordhung. Grob gesagt, wird die Losung
hoherer Ordnung mit derjenigen niederer Ordnung verglichen und iiberall dort
abgeschnitten, wo sie Oszillationen aufweist, die bei der diffusiven Ldsung
nicht auftreten. Um jedoch ein konservatives Verfahren zu erhalten, wird nicht
die Losung selbst, sondern der FluB F korrigiert. Dies erkldrt den Namen der
Technik.

Im einzelnen geht man folgendermaBen vor:

1. Berechne F?+1/2, den FluB des diffusiven Verfahrens.
2. Berechne F?+1/2, den F1uB des Verfahrens hoherer Ordnung.

. . __H D et s —_—
3. Bezeichne mit A1.+1/2 = F1.+1/2 F1.+1/2 den "antidiffusiven" FluB.

4. Berechne die Losung w des diffusiven Verfahrens am neuen Zeitpunkt:

_a_1,0D _ gD
(17) Wi = W - ax(Figyye - Fioyy2)-

5. Verkleinere A1+1/2 so, daB die Losung w" von Schritt 6 keine lokalen
Extrema aufweist, die nicht schon in w oder w® vorhanden waren:

C i .
6. Berechne die neue Losung w" zu

n_~ _1,,C _aC
(19) Wi = Wit T Aeye)

Zalesak schldgt nun flir den 5. Schritt vor, die antidiffusiven Fliisse

P+

20) max(O,Ai_l/z)-min(O,A1+1/2)

P

-de | =ds

-min(O,Ai_l/Z)4-max(0,A1+1/2)

in die Zelle hinein bzw. aus ihr heraus getrennt zu betrachten. Er berechnet

einen Wert wi® (w,;™"y aus dem Maximum (Minimum) von w® und W in den Zellen

i .
i-1,1,i+l. Eine hinreichende Bedingung fir wmmsw?sw?ax ist

[pax ~ . P .l/

W
1

< wi- c Pi/AX

Hieraus ergeben sich die Schranken
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PT ¢ s of = ax(w™*-3.)

i i i i

(¢2) e <0 = ~ min
Pi c < Qi 1= Ax(wi-wi )

Nun beeinfluBt jeder FluR zwei Zellen. Der zugehorige fluBbegrenzende Faktor
muB daher beide Zellen beriicksichtigen. Setzt man

. +,0%
Ri = m1n(1,Qi/Pi) R

wo erhdlt man mit der Formel

+

(23) c i min(R1+1,Ri) fur Ai+1/22;0
/2 7 ) nin(RYLRT.) fir A. . ,.<0
1?7941 i+1/2

zuldssige Faktoren.
In zwei Dimensionen geht es um Systeme der Form

(24) W +fx+g = 0.

t Y

~Konservative Differenzenverfahren zur approximativen Losung dieser Gleichungen
auf Rechteckgittern lassen sich in der Form

n a 1
w - - c—

i, T Y, T Ixayttiv2,5 T Fi-1/2,5 16

i,5+1/2 " Gi,5-1/2)

schreiben. Dabei bezeichnen Ax bzw. Ay die Zellweiten in x- bzw. y-Richtung.
Wir setzen V==Z§%y. Bei jedem Gitterpunkt treten jetzt vier antidiffusive
Flisse auf (vgl. Abb. 5). Wieder werden alle Flisse in die Zelle (i,j) und

all diejenigen aus ihr heraus getrennt aufsummiert.

Y1
fi '
ll‘-"“f/zv
y. i . - 4 A”'/"’J-A
’ Ay
Aéf'é
=N ‘
. . >
Xy x ¥+ X
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Zur Bestimmung der Schranken whaX ) werden die alte und die diffusive

- und w,
15J 1,
neue Losung in der Zelle (i,j) und ihren vier Nachbarzellen herangezogen. Die

Formeln lauten jetzt:

min

+ . ;
Pij = max(O,Ai_l/z’j)-m1n(0,Ai+1/2’j)-rmax(O,Ai,j_l/z)-m1n(0,Ai,j+1/2)

Pij = max(O,Ai+1/2’j)-min(0, ie 1/2’3)-Pmax(0 WA, ’j+1/2)'-m1n(0,A1,j-1/2)
+ max _ o~ T = V(.. - WD
Qij = Ve(Wyy™ ~Wiz)s Qyy = Velwyy=wiz)
+ . * hs
Ry = min{1,Q75/P35)
ot -
m1n(R1+1’j,Rij), falls A1+1/2’J 20
Ciaes Ty L
m1n(Rij,Ri+1,j), falls A o5 < 0
N -
| min(RY 5p1oRg5)s Falls Ay oipp 20
Ci5¢1/2 = .
m1n(R1j,Ri’j+1), falls A, i,j+1/2 < 0.

Wir wollen nun auf die von Zalesak vorgeschlagenen Differenzenverfahren zur
Losung von (15) eingehen. In Zeitrichtung lassen sie sich als Zweischritt-
Prediktor-Korrektor-Verfahren charakterisieren:

1 . [ t'At t
Prediktor: w. = w. (F1+1/2 Fi. 1/2)
* _ 1.t
. obret B oAt *
Korrektor: w; Wi - (F1+1/2 F1-1/2)

t * *

mit F¥ = F(£FY), F* = F(F).

In seiner Notiz [3] behandelt Zalesak die auch in den Eulergleichungen vorkommen-
de Form f = vw+f und setzt

c 2 1

(25) F1'+1/2 N '3'(w1+1v W V1+1) T?( ie2Vi PV WY T lvi+1)

R 7 I
(26) Pz = it ) - fie* Fi)

_ € =
Fivly2 = Fisrz2tFiey2
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um ein Verfahren 4. Ordnung zu erhalten. Die Ubertragung dieser Formeln auf
zwei Dimensionen ist trivial. (26) entsteht durch die Approximation

F o= (3 0 (h) -5 D (2n))F mit
D (MF(x) = 7(F(xth) - F(x-h))

die Kreiss und Oliger [5] ndher analysiert haben. Zalesak legt in seiner Notiz

dar, dap diese Differenzenapproximation fiir Terme der Form (vw)X weniger geeig-
net ist als sogenannte "ZIP"-Formeln wie fir Fe Sie entstehen, wenn man (vw)
in der Form VW VW schreibt und dann mit symmetrischen Differenzen approxi-
miert. Man erreicht damit, daB im Abschneidefehler nur ungerade Ableitungen von
w auftreten.

X

Als Verfahren niedriger Ordnung schldgt Zalesak in [3] einen Algorithmus von
Rusanov [6] vor, den dieser zur Berechnung der Wechselwirkung zwischen Schocks
und Hindernissen benutzte. Wir stellen ihn gleich in seiner zweidimensionalen
Form dar:

" Gegeben ist das System (24) von Erhaltungsgleichungen. Mit s(x,y,t) wollen wir
den maximalen Betrag der lokalen charakteristischen Geschwindigkeiten bezeich-
nen (im Falle der Eulergleichungen gilt s= ||v||+c). Zur numerischen Ldsung
wird ein Gitter der Maschenweite Ax, Ay und ein Zeitschritt At verwendet. Man
setzt

h=/AX2+Ay2 s |<=At|/——-zI +_’ZI .
AX Ay

Das Verfahren lautet nun

n _.a _At ) At N
(27) Wi T WL e Fisrs2, 5 Fis12,5) T i, er/2 T 8L g-172)

1
v (044172,5 7 %i-1/2,5 T Vi, g+1/2 " ¥, 5-1/2)

Dabei bezeichnen die hochgestellten Buchstaben n und a wieder die Ldsung zum
neuen bzw. alten Zeitpunkt. Ferner gilt

21 a _ 1, a a
(28) F = 3(F3 , +f° ie1/2 = 2095 5495 ge)-

i+172,5 = 24,5 Fier,5) > @

¢ und y sind Dampfungsterme:
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_ 1, a a a .
541725 = 200 5t 241,50 (Wig,5 7 ¥y, 5)
(29) a a d a
Vig+172 = 2085 5T B 1) (W) 517 W4, 5)

mit den Koeffizienten

2
a _ a, Ay,2 _ a ,Ax
(30) 0 T @K S (-F]X) s Byj = ‘*’Ksij‘h) .

Die Parameter w und At (und damit «) miissen der Stabilitdtsbedingung

(31) (K-Sig)zszS?j <1

geniugen. In praxi gibt man einen Wert q<1 vor und berechnet At aus der
Bedingung

a a a
(32) KS = > Smax - Ta; (Si’)'

Die Bedingung (31) fir w 18Rt sich umschreiben in

L

a

..Sws
KS Sw 3
i

1 kS

J
und fihrt mit (32) auf

1
Sws— .
q=uw q

Auf diese Weise erhdlt man a-priori-Schranken fiir w. Dieser Parameter entscheidet
uber die Stdarke der numerischen Viskositdat. Rusanov verwendete ausnahmslos w>1-
und in der Nahe der oberen Grenze %u

Zum AbschluB wollen wir noch die Eulergleichungen (1) - (3) in Erhaltungsform
angeben. Dazu bezeichnen wir mit
£ = p(e+zllvi?)

die Gesamtenergie pro Volumeneinheit und mit m=pv den Impuls pro Volumeneinheit
und erhalten die Gleichungen
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3 ) 3
(33) 35ty (V) + 3y (PYy) = 0
M 3 3
(34) =Tt 5;-(vxmx+p) + 3y-(vymx) =0
am
A 3 -
(35) %t ax (mey) + 5y (vymy+p) 0
oE 3 -
(36) 5t * 3w (EPIV,) + 55 ((E+p)v,) = 0

4. Zusammenfassung

Nach erfolgreichen eindimensionalen Tests mit dem GAP-A]gofithmus haben wir

ihn in zweidimensionaler Form vektorisiert auf der CYBER implementiert und
verschiedene Details des Verfahrens untersucht: Ein- und Ausstromrandbedingungen,
“Formfunktion" der Teilchen (vgl. (14)), Energiegleichung, Differenzenverfahren
in t.

Ferner begannen wir den EinfluB eines Hindernisses auf eine StoBwelle zu
untersuchen. Die dabei gewonnenen Ergebnisse geben das experimentell gefundene
physikalische Geschehen qualitativ recht gut wieder.

Der Bericht schlieBt mit der Darstellung der FCT-Methode, die im nidchsten
Schritt mit dem GAP-Algorithmus verglichen werden soll.
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