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1 Aufgabenstellung 

Die Verringerung der Schadstoffemission ist gegenwärtig eine wichtige Aufgabe bei der 
Entwicklung neuer Fahrzeuge. Die durch die Einführung von geregelten Katalysatoren 
erzielte Wirkung kann praktisch nur durch die Verkürzung des benötigten Zeitraumes bis 
zum “Anspringen” des Katalysators weiter erhöht werden. 
Um dieses Ziel zu erreichen, ist ein neues Konzept (siehe [l]) vorgeschlagen worden, das 

5 sich u.a. durch folgende Merkmale auszeichnet: 

* l der doppelwandige Aufbau mit Isolierspalt; 

l die gasdichte Außenwand mit Tragfunktion; 

l die Gasführung durch dünnwandige Innenbleche... . 

Im Rahmen dieses Projektes sollten nachstehende Fragen behandelt werden: 

l Berechnung des Temperaturfeldes in einem vereinfachten doppelwandigen Vorrohr 
(siehe Abb. 1) unter Berücksichtigung folgender physikalischer Prozesse: 

1. Abgasströmung im Innenrohr; 

2. Wärmeaustausch zwischen Abgas und Innenrohr; 

3. Wärmetransport durch Wärmeleitung von der Innenwand des Innenrohres bis 
zur Außenwand des Außenrohres; 

4. Wärmetransport durch Strahlung im Isolierspalt; 

5. W’ärmeaustausch zwischen Außenrohr und Umgebung mit Berücksichtigung 
der Abstrahlung. 

l Vergleich der erhaltenen numerischen Ergebnisse mit von der Firma “Gillet” durct- 
geführten Experimenten, um die Anwendbarkeit des Computerprogramms festzu- 
stellen und die gewählten physikalischen Parameter zu überprüfen. 

l Durchführung von Rechnungen für verschiedene Eingabewerte (Wanddicke bei In- 
nenrohr. Dicke des Isolierspaltes, Abgastemperatur am Rohreintritt, Massendurch- 
satz); 

l Diskussion über die Möglichkeit, anhand der erhaltenen Ergebnisse einige Aussagen 
über die “optimale” Konstruktion des Vorrohres zu treffen. 

. 
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2 Das mathematisches Modell 

--f’ 
I 
s ! 

4 1 .- 
Abbildung 1 

Wir betrachten ein gerades doppelwandiges Vorrohr, das geometrisch durch die Radien 
Ri, RZ, Ra, Rd und die Länge S gegeben ist (siehe Abb. 1). Die physikalischen Eigenschaf- 
ten des Stahls, der Luft und des Abgases werden im weiteren diskutiert. Im Innenrohr 
strömt das Abgas, woSei die Strömung durch die Eingangstemperatur tA [“Cl, den Mas- 
sendurchsatz mA [Icg/h] und d en Druck PA [bar] beschrieben wird (siehe Abschnitt 2.2). ’ 
Die Strömung wird als voll turbulent angenommen, so daß die Abgastemperatur als kon- 
stant über dem Querschnitt betrachtet werden kann. 

2.1 Wärmeleitung 

Die gegebene Geometrie des Rohres und die getroffenen Annahmen bezüglich der Strömung 
liefern die. Rotationssymmetrie des gesuchten Temperaturfeldes. Damit wird die Aufgabe 
zweidimensional und kann in Koordinaten (r, z) betrachtet werden (siehe Abb. 2), wobei 
Ri 5 r < & und 0 5 z 5 S gilt. 

Abbildung 2 
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Dif Wärmeleitung ist im wesentlichen durch folgende Materialparameter beschrieben: 
- p ksl - Dichte; 

- c[-] - kg.h’ spezifische Wärme; 

- ki& ] - Wärmeleitungskoeffizient; 

. - q& ] - Wärmeübergangskoeffizient zwischen Abgas und Innenrohr, 
bzw. zwischen Außenrohr und Umgebung; 

- 6 - Emissionskoeffizient der Innen-bzw. Außenflächen der Rohre. 

2.1.1 Dichte, spezifische Wärme 

Die Dichte und die spezifische Wärme kommen für die Wärmeleitung nur als Produkt 
pc vor, so daß man sie nicht einzeln zu betrachten braucht. Das Produkt pc wurde als 
stückweise konstant angenommen und beträgt 

1.07.103.p~ 

(R.T) 
--& für das Abgas, 

pc = 359580,O & für den Stahl (V2A), 

620,O -& für die Luft des Isolierspaltes, 

wobei R die spezifische Gaskonstante für die Luft und T die mittlere Temperatur bezeich- 
net. 
Die Zusammensetzung des Abgases ist der von der Luft sehr ähnlich (0, ist durch CO* 
ersetzt), so daß man in Bezug auf Materialkonstanten das Abgas als Luft betrachten kann. 
Die spezifische Wärme c ist praktisch temperaturunabhängig. 

2.1.2 Wärmeleitungskoeffizienten 

Der Wärmeleitungskoeffizient für Stahl kann im betrachteten Temperaturbereich als kon- 
stant angesehen werden: 

Der Wärmeleitungskoeffizient für Luft ist dagegen stärker temperaturabhängig und wird 
im Programm mit der Formel (siehe [2]) 

realisiert, die empirischen Charakter trägt. 
Die Wärmeleitung im Abgas wird nicht berücksichtigt, da die Strömungsgeschwindig- 
keit des Abgases im Bereich (10 m/s. 180 m/s) liegt: der Wärmetransport erfolgt damit 
praktisch ausschließlich durch Strömung. 

5 



2.1.3 Wärmeübergangskoeffizeiten 

* - 

t 

Die W’ärmeübergangskoeffizienten spielen eine große Rolle und müssen möglichst sorgfältig 
bestimmt werden. Bei der gegebenen Aufgabe handelt es sich um drei verschiedene 
Lvärme?ibergangskoeffizienten: zwischen Abgas und Innenrohr, zwischen Außenrohr und 
Umgebung und an den beiden Seiten des Rohres. 
Die Seiten des Rohres wurden als wärmeisoliert angenommen, so daß der Wärmeübergans- 
koeffizient Null gesetzt wurde. 
Die Strömung des Abgases wird als voll turbulent angenommen (“forced convection”), 
und der Wärmeübergangskoeffizient kann wie folgt berechnet werden: 

Nu. k 
ff = - 

D ’ 

wobei IVu die Nusselt-Zahl, k den Wärmeleitungskoeffizienten und D = 2. & den Innen- 
durchmesser des Rohres bezeichnen. Es existieren verschiedene empirische Formeln, um 
die Fusselt-Zahl zu bestimmen (siehe z.B. [3]). 1 n d em Programm wurde die Formel von 
Dittus und Boelter (siehe [d]) realisiert: 

.Vu = 0.023 . Re’.’ . Pr0.4 

wobei Re die Reynolds-Zahl 
D.v 

Re = - 
v 

und Pr die Prandtl-Zahl bezeichnen. 
Dabei ist u[m/sec]- die Geschwindigkeit des Abgases und Y- die kinematische Viskosität 
der Luft. die stark temperaturabhängig ist: 

v.106 

[d/s] 1.92 7.49 15.68 25.9 37.9 51.3 66.2 82.3 99.3 117.8 138.6 159.1 

$1 100 200 300 400 .500 600 700 800 900 1000 1100 1200 

Tabelle 1 

Die Tabelle 1 wurde benutzt. um die Reynolds-Zahl zu berechnen. Die Geschwindigkeit 
des Abgases wurde aus dem gegebenen Massendurchsatz mA und dem Druck PA sowie 
der Zustandsgleichung des Gases 

. 

. 

P.~=~RT (R -d ie spezifische Gaskonstante für die Luft. 

P - die Dichte des Abgases) 

berechnet: 
rn.4. R-T 

l’ = x R:P.~ .3600. 
Die Prandtl-Zahl ist dagegen schwach temperat.urabhängig und wurde mit 

Pr = 0.689 
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angenommen. 
t 

,’ ; 

Bei der Berechnung der Wärmeübergangskoeffizienten an der Außenfläche des Außenroh- 
res wurden die Formeln aus [3) (“natura1 convection”) benutzt: 

. 

wobei sich die Nusselt-Zahl für diesen Fall wie folgt berechnen läßt: 
f 

! .; 

Nu = 0.59(Gr . PT-)‘.~~. 
. 

Hier bezeichnet Gr- die Grashof-Zahl 

P 

Die Lage des Rohres wurde in Ubereinstimmung mit durchgeführten Experimenten ver- 
tikal angenommen, die charakteristische Länge S[m] ist damit mit der Länge des Rohres 
identisch. g[n/ sec21 bezeichnet die Erdbeschleunigung, ß kann als ~/TL, wobei Tr, die 
absolute Temperatur der Luft ist, betrachtet werden, v bezeichnet die kinematische Vis- 
kosität und Tiy die absolute Temperatur der Außenwand. Die Prandtl-Zahl wurde wieder 
als 

Pr = 0.689 

angenommen. 

2.1.4 Wärmestrahlung 

Die Wärmestrahlung erfolgt zwischen der Außenfläche des Innenrohres und der Innenfläche 
des Außenrohres im Isolierspalt. Da das Innenrohr konvex und das Außenrohr konkav in 
diesem Zusammenhang ist, wurden die folgenden Strahlungseffekte berücksichtigt (siehe 
Abb. 3) 

1. Strahlung vom Innenrohr zum Außenrohr; 

2. Strahlung vom Außenrohr zum Innenrohr; 

3. Strahlung des Außenrohrs auf sich selbst. 

Abbildung 3. 
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Cm die Strahlung numerisch zu berechnen, wurden die Oberflächen der Rohre in Ringe 
diskretisiert (in z-Richtung) und die Temperatur jedes Ringes konstant angenommen. Die 
Berechnung der geometrischen Gewichte (shape factors) führt in diesem Fall auf ein dop- 
peltes Oberflächenintegral. das seinerseits auf ein vierfaches gewöhnliches Integral zurück- 
geführt werden kann. Es ist gelungen, zwei von vier Integralen analytisch zu berechnen. 
Die zwei übrigen wurden numerisch ausgewertet. 
Die Berücksichtigung der Streuung führt zur Notwendigkeit, ein Gleichungssystem bezüglich 
des gestreuten Teils der Strahlung aufzustellen und zu lösen, wobei die Dimension die- 
ses Gleichungssystems gleich der ‘Anzahl der Diskretisierungsringe ist. Ein effektives 
Auflösungsverfahren war notwendig, weil die Matrix großdimensioniert und vollbesetzt 
ist und das Gleichungssystem in jedem Zeitschritt zu lösen ist. Es ist gelungen, das 
Gleichungssystem so umzuformen, daß die Matrix symmetrisch und positiv definit wird 
und damit die Anwendung von Verfahren der konjugierten Gradienten möglich ist. Die 
Berechnungen haben gezeigt, daß die Berücksichtigung der Strahlung einen vertretba- 
ren Aufwand mit sich bringt, der um eine Ordnung niedriger ist als die Berechnung der 
Wärmeleitung. 

Betrachten wir zuerst zwei “schwarze Körper” mit den Oberflächen I’r und rz die kon- 
stante, aber i.a. unterschiedliche Temperatur 7’, und Tz besitzen. Ein Teil der Energie, 
die der erste Körper durch die Strahlung verliert, wird vom zweiten Körper aufgenommen. 
Bezeichnen wir diesen Teil als Fr2. Der entsprechende Wärmeflussantei. beträgt 

wobei 

- die Boltzmann-Konstante, (1) 

SI [m’] - die Oberflache des ersten Körpers 

bezeichnet. 
Der W’ärmetransport zwischen zwei Körpern beträgt damit: 

91.2 = U~stF,z - ~zSzF21. 

. 
1Venn die Temperatur der Körper identisch ist, darf es keinen Wärmetransport geben, 
und damit gilt 

S1F,2 = S2F2, (2) 
Diese Eigenschaft spielt eine besondere Rolle und ist für viele Situationen nützlich. 
Der Wärmetransport eines Oberflächenelements ds, auf ein anderes Element ds, kann 
\vie folgt bestimmt werden 



dqx-+, = u(s)ds,. 
ds, cos L(n,, y - x) cos 4n,,x - d = 

dz - Y12 

= 'u(x) b-h Y - x)(nY, x - Y)dsz ds 
K IX - Y14 

Y> 

. wobei n, den Einheitsvektor in Richtung der äußeren Normale im Punkt x bezeichnet. 
Der gesamte Wärmefluß im Punkt y, der durch die Einstrahlung hervorgerufen wird, 
beträgt damit 

: c 

q+(Y) = ; J b-b Y - x)(nyl x - d u(x)dS 

IX - Y14 
x7 

UY) 

wobei F(y) denjenigen Teil des Randes F bezeichnet, der aus y “sichtbar” ist. Wenn wir 
die Funktion K(X, y) als 

@,Y) = 
1 wenn x aus y sichtbar ist, 
0 sonst 

einführei,, läßt sich die ietzte Formel folgendermaßen umschreiben: 

Q+(Y) = i J K(X y)(nx’y - =)(ny7x - ‘)u(z)dS v IX - Y14 
x = (Du)(y). 

r 

Die Eigenschaften des Randintegraloperators f? werden etwas später diskutiert. Zunächst 
stellen wir fest, daß sich der Wärmefluß im Punkt y ergibt als 

q(y) = q+(Y) - q-(Y) = W)(Y) - U(Y)- 

Ist die Temperaturverteilung a? der Oberfläche F bekannt, so ist die Funktion 

u(x) = aT4(x) 

gegeben, und der Wärmefluß q(y) kann durch die Anwendung des Integraloperators B 
berechnet werden. 
Die Situation ändert sich aber, wenn wir einen “realen” Körper betrachten. Der Körper, 
der nicht “schwarz” ist, absorbiert nur einen Teil der Strahlung und strahlt auch nur ein 
Teil von aT4(x) ab, so daß die Funktion u(x) jetzt die Form 

. 

u(x)=wT-T4(x), o<e< 1 (4) 

I annimmt, wobei c für Stahlblech etwa 0.5 beträgt und auf jeden Fall berücksichtigt wer- 
den muß. Wir werden c als eine Konstante betrachten (normalerweise hängt c von der 
Wellenlänge ab) und damit voraussetzen, daß es sich um. einen sogenannten “grauen” 
Körper handelt. 
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Eine weitere Annahme besteht darin, daß der Teil der Strahlung, der nicht absorbiert 
wird, vollständig diffus reflektiert und nicht (wie bei “durchsichtigen” Medium) teilweise 
durchgelassen wird. 
Der Wärmefluß im Punkt y E I beträgt in diesem Fall 

4Y) = ++(Y) + r(y)) - U(Y), (5) 

wobei u(y) in (4) und q+(y) in (3) d e fi niert ist und weiter r(y) denjenigen Teil der Strah- 
lung bezeichnet, der nicht direkt wie q+(y) sondern nach mindestens einer diffusen Re- 
flektion den Punkt y erreicht (siehe Abb. 4). 

Um die Gleichung für die Funktion r(y) h erzuleiten, bemerken wir zuerst, daß entspre- 
chend (5) in jedem Punkt z E F die Wärmemenge (1 - c) (q+(z) + r(z)) reflektiert wird. 
Da die Reflektion diffus ist, wird dieser Teil genauso “verteilt”, a!s ob r(z) vom Punkt x 
abgestrahlt wäre (siehe (3)). D ann erhält der gegebene Punkt y die nPortion” r(y) mit 

r(y) = ß ((1 - 4(Q+(4 + r(x))) (Y) 

oder 
r(Y) = (1 - W2U)(Y) + (1 - wr)(Y) 

oder 

((1 - (1 - Gw(Y) = (1 - W24(Y) = f(Y). (6) 

Die Gleichung (6) ist für 0 < c < 1 eine Randintegralgleichung zweiter Art, wobei der 
Kern des Operators ß 

1 
--K(X,Y)* 
Ir 

h Y - 4(%X - Y) = K(x y) 

IX - Y14 
, 

* 

b 

symmetrisch bezüglich x und y ist. Damit wird der Operator der Gleichung (6) selbst- 
adjungiert in Lz(I’). Der Kern (7) ist sogar stetig, falls F ausreichend glatt ist, und die 
Gleichung (6) wird in diesem Fall eine Fredholmsche Integralgleichung mit selbstadjun- 
giertem Operator 1 - (1 - c)ß. Weist d a e g g en der Rand F Ecken oder Kanten auf, so 
ist der Kern (7) hypersingular (- &>v und die Gleichung (6) ist in diesem Fall keine 
Fredholmsche Gleichung mehr. 
Genau dieser Fall liegt bei unseren Untersuchungen vor. Der Rand l? besteht aus vier 
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Teilen I’;,i = 1, . . . . 4, wobei ri die Außenfläche des Innenrohres, rz die Innenfläche des 
Außenrohres, I3 und r4 die kreisförmigen “Deckel” sind. (siehe Abb. 5) 

Die Flächenverhältnisse H und H betragen fü ’ r die gegebene Geometrie annähernd 
0.003. Diese Tatsache ermöglicht, auf die Berücksichtigung der Teile I?a und Fr zu ver- 
zichten und I’ nur als Vereinigung von ri und rz zu betrachten. Auf diese Weise sind 
eventuelle numerische Schwierigkeiten, die im Zusammenhang mit der Singularität des 
Kernes (7) an den Kanten auftreten, beseitigt und die Gleichung (6) kann für die gege- 
bene Temperaturverteilung T(s) an den Oberflächen l?r und rz wie folgt numerisch gelöst 
werden. 
Aufgrund Rotationssymmetrie der gesamten Aufgabe benutzen wir Zylinderkoordinaten 
(p, cp, z), und es gilt 

T(4 = T(p, 914 = qp, 4. 

Da der Wert p an der Oberfläche I’r und rz fixiert ist, wird 

2 E ri 
xEr2 OlrlS. > 

Die Diskretisierung in z-Richtung sei 

Ti = (i - l)hl, 
S 

hl = - 
nl+l' 

T(x) M 
p 
&) 

für %Erl, zi I 2 I zi+l, 

I für X E r2, 2; 5 2 5 Zi+l- 

Die Temperatur wird damit als konstant innerhalb jeden Ring= 

rli) = {(P,V,Z) : p = RZ, Zi 5 2 5 Zi+*,O 5 $9 < 2z}, 

bzw. 
rr) = {(p,$7,2) : p = RJ, Zi 5 2 5 Zi+r( 0 5 $9 < 21r) 

angenommen. Die Funktionen r(x) und u(x) in (6) werden ebenfalls als stückweise kon- 
stant betrachtet. Die Anwendung des Galerkin-Verfahrens auf die Gleichung (6) führt auf 
das folgende lineare Gleichungssystem der Dimension 2nr: 

11 



2?rR3i P”) J ~(r, y)ds,ds, + 2 ry) J’J ~(x,y)cis,cis, 
j=l 

= J f(y)is 
r(1) p, 1 3 1 r(T) 8 

* 

-(l--c) 

* 

J K(x, y)ds,ds, + 2 rj2) J J K(x, y)ds,ds, + 2aR;hlri2’ = 
j=l 

J f(y)ds 

r(2) r(2) 
* 3 1 

C2) 

i = 1, . . . . nl 

oder 

Ar = 6, A E WZnl x2nl , r, 6 E ~2n1 (8) 

mit 

Die Elemente der Matrix A und der rechten Seite 6 sind durch die folgenden Integrale 
gegeben: 

(Bk,)il = J J h’(xyy)dS~dSy, iyj = l,..-,nl; k,l = 172. 

,4k) (1) 
’ r3 

(6’4) = 8 J f(y)ds,, i = l,..., n,; k = 1,2. (9) 
r(k) 8 

Die numerische Lösung der Gleichung (6) besteht damit in der Auswertung der Integrale 
(9) und der Lösung des linearen Gleichungssystems (8). Da die Matrix A des Systems 
(8) temperatur- und damit zeitunabhängig ist, wird sie nur einmal berechnet. Die rechte 
Seite 6 hängt dagegen von der Temperatur ab und wird zu jedem Zeitpunkt neu generiert. 

Zuerst betrachten wir die Generierung der Matrix A. Der Block Al1 dieser Matrix hat 
die Form 

All = 2ahlR; Z - (1 - c)& = 2ah,R$ , 

weil der Kern (7) des Integraloperators D für alle x, y E I’i verschwindet. Diese Eigen- 
* Schaft ist der Funktion n(;c. y) in (7) zu verdanken; sie ist eine Konvergenz daraus, daß 

jeder beliebige Punkt x von keinem anderen Punkt auf Fr zu sehen ist oder daß der 
konvexe Körper sich selbst nicht anstrahlt. Eine weitere Schlußfolgerung ist die 

. 
T 

Bi2 = @l, Bz2 = B22. 

Diese folgt aus der Symmetrie des Kernes 1C(x, y) bezüglich seiner Argumente x und y und 
aus der Definition (9). Die entscheidene Reduktion des numerischen Aufwandes für die 
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Generierung der Matrix A folgt aber aus der geometrischen Struktur der Rzndelemente 
l-dkl I 

B& = &2 = B,T, = B21, (10) 
und der Tatsache, daß 62, Bz2 - Toeplitz-Matrizen sind. 

.  Damit ist die Matrix A eine symmetrische Block-Toeplitz-Matrix mit symmetrischen 
Blöcken. Diese Tatsache ermöglicht die Konstruktion effektiver Auflösungsverfahren für 

e das Gleichungssystem (8). 

Die Eigenschaft (10) reduziert die Anzahl der Elemente der Matrix A, die numerisch zu 
berechnen sind, auf 2nr (die beiden ersten Zeilen der Matrizen B12 und B22). Betrachten 
wir zuerst die Elemente (Bi2)ij,j = 1, . . ..nl. 

(&2)tj = 

X = 

(%Y-4 = 

IX-y12 = 

+,Y) = . 

ds, = R,dvdz,, ds, = R,d$dz,, 

R; + R; + (zt - zY)? - 2R& cos(cp - $), 

{ 

1, I+rccos~~$9~1C)+arccos~ 
0, sonst 

13 



Aus dieser Formel ist ersichtlich, daß es sich bei der Matrix Br2 um eine Toeplitz-Matrix 
handelt, da die Abhängigkeit von z, und z,, nur als (zz - zy)l gegeben ist. 
Weiterhin gilt mit b := 9 - 11, zy := t,, - zj, 

hl hl 

(&2hl = 4&& JJ 46 6, c, 4 e, v)dd~,, (11) 
a = -R2R3: b”= Rzz + R;, c = -RzR3, 

d = Ri + Ri + (z, - zy + z])*, e = -2RzR3, 9 = urccos 2, 

j = 1, . . ..nr. 
v 

s(a,b,c,d,w) = J acos2ß+ bcosß+c 
(d + e . cos ß)2 

. dß = 

0 

&2arctg 
Js’+eztg$ 

d+e + 

+ (C-7 ad’)( -e sin v 2 
(dz - e2)(d + ecosv) + (d* - e2)) 

Das letzte Doppelintegral in (11) berechnet man numerisch, z.B. mit der Hilfe der Simpson- 
Quadraturformel. 
Die Berechnung der Elemente (Bza)rj erfolgt analog: 

11 - ?.d2 = 2R;(l - COS(~ - GL?)) + (;= - zy)2, 
* 

ds, = Rsdvdr,, ds, Rsdtlldt, 

K(S.3) 1 1, ti -2arccosj$ 3 5 +7 5 = ++?arccos~, 

0. sonst, 



und damit 

. 
oder mit 

ß := $7-?J, ty:=.%y-Llj 
c 

a = 1, 6=-2, c=l, 

d 
RZ 

= 2Ri + (2, - zy + zj)2, e = -2Ri, 9 = ‘Zarccos x; j = 1, . . . . nl. 

Die numerische Berechnung der rechten Seite b in (8) führt auf ein fünffaches Integral, 
das im Unterschied zu der Matrix A in jedem Zeitpunkt auszuwerten ist. Die Struktur der 
rechten Seite f(y) in (6) ermöglicht aber, die bereits ausgerechnete Matrix f3 zu benutzen 
und b wie folgt anzunäheren: 

b = (1 .- e)27rh, ( 0’ ;Jm. 02) 

Der numerische Aufwand besteht dabei hauptsächlich in der zweifachen Multiplikation 
der Matrix L? mit einem Vektor, die, wie wir bald sehen werden, sich außerordentlich 
effektiv realisieren läßt. 
Die Matrix A des Gleichungssystems (8) besitzt weitere wichtige Eigenscharten außer der 
bereits erwähnten Symmetrie (A = AT): 
Sie ist positiv definit 

(Az,z) > 0, Vz E WZ*', z # 0, 

(für c M 1 ist diese Behauptung offensichtlich), und ihre spektrale Konditionszahl ist 
gleichmäßig beschränkt bezüglich des Diskretisierungsparameters hl: 

K(A) = O(l), hl + 0. (13) 

Die letzte Behauptung basiert auf der Herkunft der Matrix A: Sie ist eine Galerkin- 
t 

: ” 

Diskretisierung des Fredholmschen Integraloperators zweiter Art. 
Damit sind alle Voraussetzungen für die Benutzung der Methode der konjugierten Gradi- 
enten [5] erfüllt. Der Algorithmus hat die Form 

1. IJoEW’ 
r. = .4yo - b; 
so - ro 

1.5 

Unk-&b/, 
bkerslautwn 



l 

Y  

2. für ; A: = 0, 1, . . . 
yk+l = Yk - ak+lSk, 

(rkJk) . 
ak+l = (hk,sk)’ 

rk+l = rk - ok+&k, 

sk+l = rk+l +pk+lSk, $k+l = 
(rk+l *‘k+l) 

(rk>‘k) ’ 

und benötigt eine Matrix-Vektor-1Multiplikation (Ask), zwei Skalarprodukte ((Ask, sk) und 
(Tk+r , rk+l)) und drei Vektoroperationen pro Iterationsschritt. Der numerische Aufwand 
für die Skalarprodukte und Vektoroperationen ist fixiert und beträgt O(nr) Operationen. 
Die Matrix-Vektor-Multiplikation kann dagegen sehr unterschiedlich realisiert werden Lnd 
beeinflußt die Effektivität beträchtlich. Die “gewöhnliche” Multiplikation benötigt O(ni) 
Operationen und wird damit dominieren. Die Matrix A ist aber eine Block-Toeplitz- 
Uatrix, und die Operationen 

As = ( 2 A:: ) ( 8: ) = ( A::5: : A::; ) 
kann auf vier Multiplikationen mit Toeplitz-Matrixen (z.B. Allsl) zurückgeführt werden. 
Jede solche Multiplikation kann mit nur O(nr log, nl) arithmetischen Operationen aus- 
geführt werden, wenn man die Matrix A 11 zu eine Zirkulanten auffüllt und die schnelle 
diskrete Fouriertransformation benutzt. Dazu betrachten wir folgendes Beispiel: 

A E W3x3 - Toeplitz Matrix, z E W3 

1 2 3 
Ax = 4 1 2 

5 4 1 

12 3100054’ 
4 12130005 
5 4 1123000 
- - - 

0 5 4 1 2 3 0 0 
0 0 5 4 1 2 3 0 
0 0 0 5 4 1 2 3 
3 0 0 0 5 4 1 2 
2 3 0 00541, 

Ä ist die Zirkulante und Ä(o) = (y), 

wobei y für uns ohne Bedeutung ist. 

Die Dimension m der Matrix Ä beträgt (siehe [SI): 

Da B ebenfalls eine Block-Toepiitz-Matrix ist, kann diese Idee auch für die Berechnung 
der rechten Seite b in (13) benutzt werden und damit zur Aufwandreduzierung beitragen. 
Die Eigenschaft (14) garantiert, daß die nötige Iterationszahl zur Berechnung der Lösung 
r des Gleichungssystems (8) mit der gegebenen Genauigkeit unabhängig vom Diskretisie- 
rungsparameter hl bleibt. Der gesamte Aufwand für die numerische Lösung der Randin- 
tegralgleichung (6) beträgt damit O(n, log, nr) = O(h;’ log, h-l) und ist “fast” optimal. 
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2.2 Abgasströmung 

Die Strömung des Abgases wurde als voll turbulent und die Temperatur des Abgases 
konstant bezüglich p betrachtet. Die Änderung der Temperatur in z-Richtung erfolgt nur 
durch den Wärmeaustausch mit der Wand des Innenrohres, das durch den Wärmeübergangs- 
koeffizienten H (siehe Absch. 2.1.2) beschrieben wird. Damit ergibt sich für die Tem- 
peratur des Abgases eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung mit der An- 

. fangsbedingung, die mit der gegebenen Temperatur am Rohreintritt identisch ist: 

l 
dTA 

V P C  -  dz = -H(TA--T), o< t  2.9 

TA(~) = tA. 

(1) 

Es ist zu bemerken, daß die Geschwindigkeit v, die Temperatur am Rohreintritt und die 
Temperatur der Innenfläche des Innenrohres Funktionen der Zeit sind: 

v = v(i), tA = t/,(t), T = T(t,z) 

die Gleichung (1) ist also für ,jeden Zeitpunkt t zu lösen. Für einen fixierten Zeitpunkt 
kann dit Lösung von (1) analytisch angegeben werden: 

TA(t) = e-c’(tA + H ’ Te e&‘dz). J 
0 

Die Berechnung der Temperatur TA in den Knoten zk = (Ic - l)hr, hi = & kann mit 
der Formel 

TA(zk) z hl H -e-G* 
2 

‘(tA i- H(T(0) + 2 2 T(q)e&” + T(zk)e%zk)), 
1=2 

die die Trapezquadraturformel für (2) beschreibt, erfolgen. Es ist wichtig zu bemerken, 
k-l 

daß die Summe C zu speichern und für die weiteren Knoten zu benutzen ist. Wird man 
1=2 

diese Summe für jedes Ic neu ausrechnen, so steigt der Aufwand zur O(nt), andernfalls 
bleibt er bei O(ni), was auch optimal ist. 

2.3 Das Gleichungssystem 

Das Temperaturfeld im Vorrohr läßt sich durch das folgende Gleichungssystem beschrei- 
ben: 

1. Die Wärmeleitungsgleichung 
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mit den Randbedingungen 

l 

k= = 0 az 

* 
k- = 0 az 

der Anfangsbedingung: 
f ür 2 = S; 

T(O, r~ Zl = %ngebung 
und den Interface-Bedingungen 

[Tl = 0, für r = R,; 

[kgl = ed7 für r = R,; 

[Tl = 0, für r = Ra; 

[ - k$$-] = q(y), für r = Rs; 

wobei [.] den Sprung der Funktion bezeichnet. Die Funktion q(y) ist durch die Strahlung 
definiert und als an den Oberflächen verteilte Wärmequellen zu interpretieren. 

2. Die Wärmetransportgleichung für das Abgas 

V-p-C 
dTAbgas 

dz = -H(TAbgas -T), O<zLS 

mit der Anfangsbedingung 
T Abgas = tA* 

3. Die Randintegralgleichung für die Wärmestrahlung im Isolierspalt: 

. 

q(Y) = 

q+(Y) = 

((1 - (1 - 4w%Y) = 

U(Y) = f- TmYw4(Y) = 

4?+(Y) + r(y)) - U(Y). 

(W(Y), 

(1 - 4(B2u)(~), 
1 - 

/ 
,,qx, y)(n” y 

Ir 
; x!‘8r x - -,(,)ds,. 

X 
r 

t Es handelt sich damit um ein System einer nichtlinearen, zweidimensionalen partiellen Dif- 
ferentialgleichung parabolischen Typs, einer gewöhnlichen nichtlinearen Differentialglei- 
chung und einer Randintegralgleichung zweiter Art, die durch die Rand- bzw. Interface- 
Bedingungen miteinander gekoppelt sind. 
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3 Diskretisierung 

Um das vorgestellte Gleichungssystem numerisch zu lösen, wurden der Variablenbereich 
Ri I r I Rd, 0 5 z < S sowie der Zeitbereich 0 < t 5 t,,, diskretisiert. Die Schrittwei- 
ten betragen: 

hl = 5mm in z - Richtung, 
hz = O.lmm in r - Richtung, 

7 = 1 sec in t - Richtung. 

4 Computerrealisierung 
Die Methode der finiten Differenzen wurde für die numerische Lösung gewählt, wobei alle 
Nichtlinearitäten von vorhergehenden Zeitschritt übernommen wurden; ansonsten ist das 
Schema implizit. Dadurch entsteht für jeden Zeitschritt ein lineares Gleichungssystem 
der Dimension N, wobei N für unterschiedliche Beispiele bis etwa 20 000 ansteigt. Die 
Gleichungssystme wurden iterativ mit Hilfe von modernen Vorkonditionierungstechniken 

’ gelöst. Die Rechenzeit auf IBM RISC/6000 f” ur ein Beispiel lag im Minutenbereich. 

5 Parameterstudie für das Modell 

Es wurden zwei Beispiele für die folgende Geometrie 

R1 = 0.0215 m, 
RZ = 0.0225 m, 
R3 = 0.026 m, 
Rd = 0.0275 m, 
S =lm 

betrachtet: 

Beispiel 1: t4 = 380°C,mA = 24.5kg/h,pA = 1.056~~ 

und 

Beispiel 2: tA = 690°C,mA = 85kglh.pA = 1.056ar, 
wobei die Meßdaten für die 6 Punkte (Pi.. . . , Ps) (siehe Abb. 2) 

vorhanden sind: 

r = RZ, z = 0.1 m, 0.5 m, 0.9 m und 
r = Rq, 2 = 0.1 m, 0.5 m, 0.9 m 
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Bsp. 1 J=, PZ Ps PJ Ps Ps 
T°C 287 258 240 163 140 140 

Tabelle 2 

Bsp. 2 Pl Pz Pa P4 Ps i!, 
PC 544 528 511 320 320 320 

Tabelle 3. 

Die erhaltenen numerischen Ergebnisse sind in zwei folgenden Tabellen dargestellt, wo- 
bei der Emissionskoeffizient c jeweils 0.25 (polierter Stahl), 0.5 (Stahlblech) und 0.75 
(oxidierter Stahl) variiert wurde: 

Beispiel 1: 

Tabelle 4 

Beispiel 2 

f\’ pl p2 p3 p4 PS PS 

0.25 572 551 531 289 279 269 
0.5 543 525 511 319 309 300 

0.75 525 509 486 352 339 320 

Tabelle 5 

Die Beispiele zeigen deutlich, daß e = 0.5 die gemessenen Daten am besten wiedergibt, so 
daß dieser wichtige Parameter für weitere Berechnungen beibehalten wurde. 

* 

6 Optimierung der Rohrleitung 
t 

Es wurden mehrere Rechnungen durchgeführt, um die Einflüße der Dicke des Innenrohres 
und des Isolierspaltes auf die Temperatur an der Oberfläche des Außen- bzw. Innenrohres 
zu bestimmen (Punkte Pl,. . . . Ps). Die Dicke des Innenrohres wurde mit cf2 = 0.5 mm 
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bzw. cf2 = 1 mm angenommen und die des Isolierspaltes mit dl .= 2 mm,dl - 3.5 mm 
und dl = 7 mm. Für die Abgasströmung wurden die Beispiele 1 und 2 sowie 

Beispiel 3: tA = 9oo”c, mA = 3ookg/h, pA = 1.056ar 
Beispiel 4: tA = 380°c, mA = Gkg/h, pA = 1.05bur 

betrachtet. Die numerischen Ergebnisse sind in folgenden Tabellen zusammengefaßt: . 

, 

t 
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Beispiel 1 

Tabelle 6 

Beispiel 2 

6 p2 p3 p4 PS PS 

2 0.5 534 523 500 344 338 320 
1 535 521 498 343 337 319 

Tabelle 7 

Beispiel 3 

0.5 780 764 748 449 1 439 427 
7 1 778 761 745 448 1 438 425 

Tabelle 8 

Beispiel 4 

1 s p2 Zl-m- m , - s 
0.5 1 198 164 138 i 131 1 109 1 94 

Tabelle 9 
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Die Berechnungen zeigen, daD die Dicke des Innenrohres einen sehr niedrigen Einfluß auf 
das Temperaturfeld hat. 
Die Dicke des Isolierspaltes spielt dagegen eine größere Rolle, wobei berücksichtigt werden 
muß, daß die Verdopplung der Dicke von 3.5 mm auf 7 mm für die Beispiele 1 und 4 mit 
niedrigerer Temperatur die Temperaturänderung von 5 % - 10 % bringt. Für die Beispiele 
2 und 3 ist der Einfluß weniger bedeutend, weil bei höherer Temperatur die Strahlung 
eine größere Rolle spielt. 

i 
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*A =380’, mA= 24.5 kj/c, > PA= 4.05 b- 

$4~ O.O24Sm, RZ= 0.022Sm, RA: O.O26m, Rq=O-023Sm, S=dm 
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