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Kurzfassung

Die tribologische Untersuchung von mechanischen Kontaktproblemen nimmt im Maschi-
nenbau einen immer wichtigeren Platz ein. Sie ermöglicht ein tieferes Verständnis von Phä-
nomenen wie Reibung und Verschleiß auf der Mikroebene und trägt zur Optimierung von
Maschinenelementen bei. Eine große Herausforderung besteht darin, die Rechenzeit trotz
der hohen Auflösung gering zu halten. Dazu bieten die Randelementmethoden eine große
Rechenzeitoptimierung für eine Kategorie von Kontaktproblemen, die durch bestimmte
Annahmen definiert werden. Die auf der Halbraumtheorie basierende semi-analytische
Methode, die Gegenstand dieser Arbeit ist, gehört zu den Randelementmethoden. Die
Halbraumtheorie beruht auf Grundannahmen wie beispielsweise dem linearen elastischen
Materialverhalten oder der alleinigen Berücksichtigung lokaler Verformungsanteile. Diese
verhindern die Anwendbarkeit der Methode auf spezielle Fälle in der Dichtungstechnik
und im Wälzlager.
Im Rahmen dieser Arbeit soll ein am Institut bereits vorhandenes semi-analytisches Kon-
taktmodell für den Normalkontakt mit linear elastischem Materialverhalten der Kontakt-
paare erweitert werden, um eine Anwendung in der Dichtungstechnik und in Wälzlagern
zu ermöglichen. Mit dem Modell sollen Reibung und Verschleiß im Dichtkontakt sowie
Plastizität (Kontaktpressung- und Oberflächenveränderungen sowie belastungsinduzierte
Eigenspannungen) und Materialinhomogenität im Wälzkontakt untersucht werden kön-
nen.
Eine Modellvalidierung wird in den beiden Anwendungsfällen durch Vergleich mit expe-
rimentellen Messergebnissen durchgeführt.



Abstract

The tribological investigation of mechanical contact problems is becoming increasingly
important in mechanical engineering. It enables a deeper understanding of phenomena
such as friction and wear at the micro level and contributes to the optimisation of ma-
chine elements. A major challenge is to keep the computation time low despite the high
resolution. For this purpose, the boundary element methods offer a great computatio-
nal time optimisation for a category of contact problems defined by certain assumptions.
The semi-analytical method based on the half-space theory, which is the subject of this
work, belongs to the boundary element methods. The half-space theory is based on basic
assumptions such as linear elastic material behaviour or the only consideration of local
deformation components. These limit the applicability of the method to special cases in
sealing technology and rolling bearings.
Within the scope of this work, a semi-analytical contact model for normal contact with
linear elastic material behaviour of the contact pairs, which already exists at the institute,
is to be extended in order to enable an application in sealing technology and in rolling
bearings. With the model, friction and wear in the sealing contact as well as plasticity
(contact pressure and surface changes as well as load-induced residual stresses) and ma-
terial inhomogeneity in the rolling contact should be able to be investigated.
A model validation is carried out in the two application cases by comparison with expe-
rimental measurement results.
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Nomenklatur

Parameteter der Elastizitätstheorie (Kapitel 2)

Zeichen Bedeutung Einheit

ui, εij, σij Feldgrößen: Verschiebung, Verzerrung, Spannung m,-,Pa
dA,n⃗j ,⃗ti Flächenelement,Normalenvektor am Flächenelement,

Spannungsvektor am Flächenelement
m2,-,Pa

E, ν Elastizitätsmodul,Poissonzahl MPa,-
λ,G Lamé-Materialkonstante, Schubmodul MPa
σF , σF 0 Materialfließspannung, Startfließspannung MPa
Bsw, Csw, nsw Parameter des Swiftverfestigungsmodells MPa, -, -
φ, ψ⃗ skalaren und vektoriellen harmonischen Potentialen

(Papkovich-Neuber Potentiale für einen homogenen
Halbraum)

m2,m

φk,ψk
1 ,ψ

k
3 Papkovich-Neuber Potentiale für einen Halbraum mit

Schichten (k: index der jeweiligen Schicht)
m2,m,m

Ak, ..., C̄k unbekannte Koeffizienten in Papkovich-Neuber-
Potentialen im Frequenzbereich in der Schicht k

-

m,n im Frequenzbereich transformierten Koordinaten x und y -, -

Parameteter der Normal und Tangentialkontaktproblem
(Kapitel 2)

Zeichen Bedeutung Einheit

ij,kl Indizes der Position des Auswertungspunkts (z.B an
dem die Verschiebung gerade bestimmt wird), und der
Position an dem die Flächenpressung wirkt

-,-

Cxx
ijkl,...,C

zz
ijkl Einflusskoeffizienten zur Bestimmung der Verschie-

bungsanteile (z.B. in x-Richtung aufgrund einer Flä-
chenlast in z-Richtung: Cxz

ijkl) im Punkt ij aufgrund
einer Flächenlast im Punkt kl

mm3/N

Ux
ij, U

y
ij, U

z
ij Verschiebungsanteile (in den Raumrichtungen x, y, z)

im Punkt ij
mm, mm, mm



VI Nomenklatur

Zeichen Bedeutung Einheit

pz
ij, q

x
ij, q

y
ij Flächenlasten (in Normalenrichtung: z, und Tangen-

tialenrichtung: x, y) im Punkt ij
MPa, MPa, MPa

Fz, Fx Normalkraft,Tangentialkraft N, N
Fx1, Fx2 Aktions-Reaktionskräfte auf Körper 1 und 2 N, N
δ1, δ2 Körperverschiebung der Körper 1 und 2 in normaler

Richtung
mm, mm

δx1, δx2 Körperverschiebung der Körper 1 und 2 in tangentia-
ler Richtung

mm, mm

sx1, sx2 Gleitwege auf der Kontaktzone der Körper 1 und 2 in
tangentialer Richtung

mm, mm

p Kontaktpressung (z-Richtung) MPa
qx, qy Schubspannungskomponente (in x- und y Richtung)

im Kontakt
MPa, MPa

uz, ux Oberflächenverschiebung in z (normale) und x
(tangentiale)-Richtung

mm, mm

Γc,Γsl,Γst gesamte Kontaktzone, Gleitbereich und Haftbereich
der Kontaktzone

mm2, mm2, mm2

µ Reibungskoeffizient -
LPx , LPy Periodenlänge bei der Festlegung des Berechnungsge-

biets
mm, mm
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Halbraumkontaktmodells (Kapitel 3)
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xk,dk, αk, rk, βk Parameter der Suchrichtngsmethode im aktuellen
k.Iterationsschritt (Suchpunkt, Suchrichtung, Schritt-
weite in der Suchrichtung, Residuum, Orthogonalisie-
rungsfaktor der Suchichtungen)

-, -, -, -

xk+1, x∗ nächster Näherungslösungspunkt, gesuchte Minimum -,-
gij aktueller Spalt im Berechnungspunkt ij mm
hij, u

z
ij, δz Parameter zur Beschreibung der Spalt im Berech-

nungspunkt ij (initialer Spalt, Oberflächenverschie-
bung, Körperverschiebung)

mm, mm, mm

pij Kontaktpressung im Berechnungspunkt ij MPa
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Zeichen Bedeutung Einheit

dij, r
p
ij Abstiegsrichtung und Residuum im Berechnungs-

punkt ij
MPa, mm

ζ,Gold Hilfsvariablen des iterativen Prozess -, -
qx

ij, q
y
ij Schubspannungen im Berechnungspunkt ij (in tangen-

tiale x-, und y-Richtung)
MPa, MPa

ux
qx
, ux

qy
Oberflächenverschiebungsanteile in x-Richtung auf-
grund der Schubspannung in x- und y-Richtung

mm, mm

uy
qx
, uy

qy
Oberflächenverschiebungsanteile in y-Richtung auf-
grund der Schubspannung in x- und y-Richtung

mm, mm

sx
ij, s

y
ij Gleitwege in tangentiale x-, und y-Richtung im Be-

rechnungspunkt ij
mm, mm

Πkom Gesamte komplementäre Oberflächendeformations-
energie

Nmm

Parameteter des 3D Plastifizierungsmodells (Kapitel 4)
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Pkrit krit. Flächenpressung zur Modellierung des 2D Plastifizie-
rungsmodell

MPa
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h∗
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formation
mm
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-, -
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Ftx Mikrotangentialkraft in x-Richtung auf einen Flächenele-
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N

utotal Gesamtoberflächenverschiebung im Dichtkontakt mm
ulokal lokale Oberflächendeformationsanteil ohne Strukturdefor-

mation (Biegung) der Dichtungsmembran
mm

ustruk Oberflächendeformationsanteil aus der Strukturdeformati-
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mm
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Vvol,∆h Verschleißvolum und Verschleißinkrement (lokale Höhen-
änderung durch Verschleiß)

mm3,
mm

αa, αF Verschleißkoeffizient nach Archard, Fleischer mm3/Nmm
er Reibungsenergiedichte nach Fleischer Nmm/mm3
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sches Volumenelement im diskretisierten Innenring Volumenbereich
ψE, ψA Winkelposition beim Einlauf und Auslauf aus der Lastzone



1 Kontaktproblem in technischen Anwendungen

Im Maschinenbau treten zwischen Maschinenelementen vielfältige Kontaktprobleme auf.
Ihre Analyse erfordert meistens aufgrund deren Komplexität eine Interdisziplinarität in
den Bereichen der Mechanik, Oberflächenanalytik, Werkstoffkunde, und Tribologie. Ziel
dieses Kapitels ist es, zuerst eine Einführung in die verschiedenen Aspekte eines Kontakt-
problems nach den aufgezählten Disziplinen zu geben. Danach werden die existierenden
Lösungsmethoden für Kontaktprobleme vorgestellt. Zum Schluss wird das Ziel dieser Ar-
beit formuliert.

1.1 Aspekte eines Kontaktproblems

Kontaktmechanik

Aus mechanischer Sicht beschreibt ein Kontaktproblem (siehe Abbildung 1.1) die Ver-
lagerungen und Deformationen durch eine äußere Belastung Fn zwischen zwei Körpern.
Die Lösung stellt sich als ein iterativer Prozess dar, in der Oberflächendeformation und
Materialspannungen infolge der Kontaktpressung p sich gegenseitig beeinflussen. Eine
konvergierende Lösung zu dem Kontaktproblem wird erreicht, wenn keine signifikante
Veränderung der Kontaktzone mehr festgestellt wird.

Abb. 1.1: Gegenseitige Beeinflussung von Oberflächendeformation und Materialspannungen
beim Kontaktproblem
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Oberflächenmorphologie und Metallographie

Die Höhe der Kontaktpressung hängt maßgeblich von der Morphologie (Kombination
aus der Topographie und chemischen-physikalischen Eigenschaften) der Oberflächen ab.
Technische Oberflächen werden im Einsatz unterschiedlichen Beanspruchungen und Zer-
störungsmechanismen ausgesetzt. Demzufolge liegt in der Aufrechterhaltung der Funk-
tionsfähigkeit der Grund für die große Relevanz der Erzeugung anforderungsgerechter
Eigenschaften technischer Oberflächen. Die Oberflächenanalytik als Disziplin beschäftigt
sich mit der Untersuchung der Morphologie technischer Oberflächen. Mittels metallografi-
scher Untersuchungen lässt sich wie in Abbildung 1.2 veranschaulicht, eine schichtförmige
Heterogenität von metallischen technischen Oberflächen sichtbar machen. Im Wesentli-
chen wird im oberflächennahen Bereich zwischen einer äußeren und inneren Grenzschicht
unterschieden.

Abb. 1.2: Schematische Darstellung einer metallischen technischen Oberfläche

Die äußere Grenzschicht steht in der Wechselwirkung mit dem Umgebungsmedium und
besitzt meist eine vom Grundwerkstoff abweichende Zusammensetzung. Sie kann aus Ad-
sorptionsschicht, Reaktions- und Oxidschichten sowie Verunreinigungen, Fett oder Ölfilm
bestehen [Saue16]. Die innere Grenzschicht bildet sich in einer deformierten und nicht
deformierten Gefügezone aus, wobei die Erstere in vielen Forschungsthematiken von zen-
traler Bedeutung ist. Dieser Werkstoffbereich wird sehr stark vom Fertigungsverfahren
beeinflusst und unterliegt oft den aus der mechanischen Bearbeitung resultierenden plas-
tischen Verformungen und Eigenspannungen. Diese benötigen für ihre Ermittlung werk-
stoffkundliche Untersuchungen. Neben solchen Untersuchungen liefert die Werkstoffkunde
Materialkenngrößen die häufig bei der Materialmodellierung benötigt werden, wie z.B. der
Elastizitätsmodul, die Streckgrenze.
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Abb. 1.3: Rheologisches Modell des elasto-plastischen Materialverhaltens aus experimentellen
Zugversuchsergebnissen

Zur Veranschaulichung wird in Abbildung 1.3 die Modellierung eines elasto-plastischen
Werkstoffsverhaltens mittels experimentellen Zugversuches gezeigt. Die aus dem Zugver-
such ermittelte Spannungsdehnungskurve zeigt zwei charakteristische Bereiche, einen na-
hezu linearen durch eine Startfließspannung σF 0 begrenzter Bereich von einem nichtli-
nearen Verfestigungsbereich, welcher auch plastischer Bereich genannt wird. Der lineare
Bereich mit dem Elastizitätsmodul E als Materialparameter verhält sich rheologisch wie
eine linear elastischer Feder. Die Spannungen folgen hier dem Hookeschen Gesetz. Im plas-
tischen Teil setzt sich die Gesamtdehnung ε aus einem elastischen εel und einem irrever-
siblen plastischen Anteil εpl zusammen. Der plastische Spannungsanteil wird rheologisch
durch ein Reibelement σF beschrieben. Dieses Reibelement beschreibt die Verfestigung
(Veränderung der Startfließspannung in Abhängigkeit der plastischen Dehnungen) durch
Modelle wie z.B das Swift Modell (siehe Abbildung 1.3), das in dieser Arbeit verwendet
wird.

Tribologie (Reibung, Verschleiß, Reibzustände)

Bei einer relativen Bewegung der Kontaktkörper kommen im Kontakt Reibungs- und Ver-
schleißphänomene ins Spiel. Hier liefert die Tribologie als [GfT02] "Lehre der Wechselwir-
kungen zwischen Festkörper Oberflächen in Relativbewegung mit oder ohne Zwischenstoff
"die theoretische und praktische Grundlage zur Untersuchung. Im Folgenden werden die
Grundbegriffe der Tribologie erläutert.

Die Reibung ist eine Wechselwirkung zwischen sich berührenden Stoffbereichen von Kör-
pern, die einer Relativbewegung entgegenwirkt [GfT02]. Sie führt zu einem Verlust an
mechanischer Energie, die überwiegend in Wärme umgewandelt wird.

Zur Erklärung der Reibungsursache wurden zwei Hauptpostulate gemacht. Nach Bow-
den und Tabor [BoTa01] wurde als Hauptgrund zur Reibung zwischen metallischen
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Oberflächen die Bildung und Scherung von Schweißbrüchen, die sich aufgrund der hohen
Beanspruchung an den Rauheitsgipfeln bilden [Weyh16] (siehe Abb. 1.4 (a)) genannt. Die
Gesamtfläche dieser Schweißbrücken stellt die reale Kontaktfläche Ar, auf der der Kontakt
erfolgt, dar.

n

(a) (b)

Abb. 1.4: Postulate zur Reibungsursache,(a) infolge Verschleiß der Oberflächenteilchen nach
Bowden und Tabor [BoTa01] (b) infolge Abscherung von Oberflächenteilchen nach
Ming Feng [Ming52]

Die nominelle Kontaktfläche AN hingegen ist die Überdeckungsfläche und setzt sich aus
den realen Kontaktflächenteile Ari, die im direkten Kontakt stehen und solchen, die
sich nicht berühren zusammen. Zum Scheren der realen Kontaktfläche Ar ist die Tan-
gentialspannung τ erforderlich. Somit gilt nach Bowden und Tabor für die Reibkraft
FR = τAr. Hingegen wurde nach Ming Feng [Ming52] die Reibung auf das mechanische
Abscheren von ineinander verhakten Oberflächenteilchen zurückgeführt (siehe Abb. 1.4
(b)). Untersuchungen von Herbertz und Cho [HeCh83] zeigen, dass neben diesen beiden
noch weitere Mechanismen wie Adhäsion und Scheren, plastische Deformation, Furchung,
elastische Hysterese und Dämpfung in der Reibfläche auftreten.

Ein Ansatz der das heutige Verständnis der Reibung geprägt hat, ist der Ansatz des
dritten Körpers nach Godet [Gode84; Gode90]. Aus diesem Ansatz entstand die Not-
wendigkeit Reibungsphänomene immer mit dem gesamten tribologischen System zu be-
trachten. Die Grundstruktur eines Tribo-technischen Systems besteht aus vier Elementen,
dem Grundkörper, dem Gegenkörper, dem Zwischenstoff auch dritten Körper genannt und
dem Umgebungsmedium (siehe Abb. 1.5).

Zwischenstoff (3)

Grundkörper (1)

Gegenkörper (2)

Umgebungs
medium (2)

Systemgrenze (4)

Abb. 1.5: Schematische Darstellung der Grundstruktur eines Tribo-technischen Systems
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Als Eingangsgröße des tribologischen Systems zählen die Normalkraft FN und die Reib-
geschwindigkeit v. Der Reibungskoeffizient µ hingegen stellt sich in Abhängigkeit des
Systemverhaltens ein. Die eingebrachte Energie Eein im Reibkontakt kann durch das Pro-
dukt aus Normalkraft, Reibgeschwindigkeit sowie des Reibungskoeffizienten beschrieben
werden und teilt sich in Wärmeenergie EW , Verschleißenergie EV und Materialumwand-
lungsenergie EM auf [Weyh16]:

Eein = FNvµ = EW + EV + EM (1.1)

Die Energiebeiträge in (1.1) lassen sich experimentell und semi-analytisch bestimmen. Die
Wärmeenergie kann beispielsweise durch eine Temperaturmessung und das Fouriersche
Gesetzes der Wärmeleitung ermittelt werden. Nach [GfT02] wird der Begriff Verschleiß
definiert als der fortschreitende Materialverlust aus der Oberfläche eines festen Körpers,
hervorgerufen durch mechanische Ursachen, d.h. Kontakt- und Relativbewegung eines fes-
ten, flüssigen oder gasförmigen Gegenkörpers. Der Verschleißenergieanteil in (1.1) wurde
beispielsweise von Fleischer [Flei85] untersucht. Zur Bestimmung des Energiebeitrages
zur Materialumwandlung wurde in [SPS04] die Beziehung (1.1) verwendet.

Zur Beschreibung der Reibzustände eines tribologischen System wird häufig die Stribeck-
kurve [Weyh16] (siehe Abb. 1.6), in der der Reibungskoeffizient in Abhängigkeit eines
Geschwindigkeitsparameter aufgetragen ist, eingesetzt. Hierbei wird als Reibungskoeffizi-
ent das Verhältnis der Bewegung entgegengesetzter Reibkraft zu der Normalbelastung des
Tribosystems definiert. Der Geschwindigkeitsparameter Vs = ηv

FN
hingegen wird aus der

Gleitgeschwindigkeit v, der Schmiermittelviskosität η und der Normallast FN errechnet.
Die Stribeckkurve ermöglicht es drei Reibzustände zu identifizieren:

• Trocken- oder Grenzreibung: Zu Beginn bei keiner Relativbewegung zwischen
den Kontaktpartnern herrscht zunächst eine Haftreibung. Die Feststoffe sind in
direktem Kontakt (Trockenreibung) oder durch eine Adsorptionsschicht getrennt
(Grenzreibung). Es resultiert ein hoher Reibwert.

• Mischreibung: In diesem Bereich herrscht eine kleine Relativbewegung zwischen
Grund- und Gegenkörper. In einigen Bereichen stehen die Reibpartner noch in direk-
ten Kontakt, während in anderen Bereichen der Schmierstoff, dessen Druck steigt,
zur Unterstützung der angewandten Kraft beiträgt. Der Reibwert nimmt allmählich
ab während die Relativbewegung zunimmt. Je mehr Schmierstoff sich zwischen den
beiden Reibpartnern befindet, desto geringer wird die Reibung bis zu dem Punkt
(Flüssigkeitsreibung), an dem beide Reibpartner vollständig durch den Schmierstoff
voneinander getrennt sind.

• Flüssigkeitsreibung: In diesem Bereich liegt eine hohe Relativbewegung zwischen
Grund- und Gegenkörper, die für die Ausbildung einer vollständigen und tragfähigen
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Schmierstoffschicht sorgt. Hier steigt in Abhängigkeit der Schmierstoffviskosität und
der Geschwindigkeit der Reibwert wieder an.
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Abb. 1.6: Schematische Darstellung der Stribekkurve

1.2 Lösungsmethode in der Kontinuumsmechanik

Die zwei großen Teilgebiete der Kontinuumsmechanik sind die Theorie der elastischen
Strukturen (kurz Strukturmechanik oder Elastizitätstheorie) und die der fließenden Me-
dien (kurz Strömungsmechanik). Eine schnelle Klassifizierung der Kontaktprobleme in
der Strukturmechanik kann anhand der Krümmungsradien der Kontaktkörper in non-
konforme und konforme Kontaktproblemen erfolgen. Bei non-konformen Kontaktproble-
men ist häufig die Abmessung der Kontaktzone sehr klein im Vergleich zu den Krüm-
mungsradien der Kontaktkörper. Dies erlaubt die Annahme eines Halbraums (siehe Ab-
schnitt 1.2.1) bei der Beschreibung des Verhaltens der Kontaktkörper. Non-konforme Kon-
taktprobleme treten zwischen vielen Maschinenelementen auf (wie z.B. Wälzkontakt) und
werden häufig als Hertz’sche Kontaktprobleme bezeichnet. Im Folgenden werden Lö-
sungsmethoden für hertzsche und nicht hertzsche Kontaktprobleme als auch allgemeine
numerische und semi-analytische Methoden beschrieben

1.2.1 Hertz’sche Kontaktprobleme

Der Hertz’sche Kontakt beschreibt den Kontakt zwischen zwei elastischen Körpern mit
elliptischer Geometrie, die einer statischen Belastung oder Verschiebung ausgesetzt sind.
Die Hertz’sche Theorie beruht auf folgenden wichtigen Hypothesen [Chai12]:

• Elliptische Kontaktzone
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• Kontaktflächen als ideal glatt angenommen und reibungsloses Kontaktproblem

• Kontaktkörper als elastische Halbräume betrachtet

Diese letzte Hypothese ist von entscheidender Bedeutung für die Anwendung der Theorie.
Damit Kontaktkörper als Halbräume betrachtet werden, müssen folgende zwei miteinan-
der verknüpfte Bedingungen erfüllt werden [Chai12]:

• Die Abmessungen der Kontaktfläche sind klein im Vergleich zu den Abmessungen
der Körper. In diesem Fall konzentrieren sich die Spannungen um die Kontaktzone
herum und der Einfluss des Körperrandes auf die Spannungsverteilung ist vernach-
lässigbar.

• Die Krümmungsradien der sich berührenden Körper sind groß im Vergleich zu den
Abmessungen des Kontakts. Diese Bedingung bestätigt die erste Bedingung. Folg-
lich müssen die Winkel der sich berührenden Oberflächen klein bleiben, damit die
Kontaktfläche durch eine Ebene angenähert werden kann.

Unter diesen Annahmen stellte Heinrich Hertz in [Hert82] eine analytische Lösung der
Druckverteilung vor, die die Randbedingungen innerhalb und außerhalb der Kontaktfläche
erfüllt. Trotz der vielen Restriktionen bei der Hertz’sche Theorie, die das Anwendungs-
spektrum begrenzen, liefert sie zufriedenstellende Lösungen für eine große Anzahl Anwen-
dungen und bietet eine schnelle erste Abschätzung für komplexe Fälle. Im Laufe der Jahre
wurden viele spezielle analytische Lösungen entwickelt. Diese sind im Referenzbuch zur
Kontaktmechanik nach Johnson [John03] zusammengefasst.

1.2.2 Nicht Hertz’sche Kontaktprobleme

Für Kontaktprobleme die aufgrund der Konformität der Geometrie, der Berücksichtigung
der Rauheit, Reibung, oder Materialnichtlinearität (z.B. Inhomogenität, Plastizität) nicht
zu den Hertz’schen Kontaktproblemen gehören, existieren sowohl analytische als auch
numerische Lösungsmethoden. Die meisten analytischen Methoden basieren dennoch auf
der bereits erwähnten Halbraum-Theorie. Im Folgenden wird zuerst auf einige analyti-
sche Lösungen eingegangen. Im nächsten Abschnitt wird auf die numerischen und semi-
analytischen Lösungsmethoden eingegangen.

Zur Untersuchung von Kontaktproblemen mit sinusförmigen Rauheit wurde von Wester-
gaard [Wert39] eine analytische Lösung vorgeschlagen. Greenwood und Williamson
[GrWi66] hingegen stellten eine Lösung dar, in der statistisch mittels Gauß-Verteilung
erstellte raue Oberflächen berücksichtigt werden. Für Kontaktprobleme mit Materialin-
homogenität beschreibt Meijers in [Meij68] eine Lösung für einen starren Zylinder im
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Kontakt mit einem beschichteten Untergrund. Johnson schlägt in [John03] Lösungen für
Kontaktprobleme mit Plastizität vor. Dabei werden Indentationsprobleme mit verschie-
denen Indentergeometrien wie z.B. Kugel, Pyramide oder Kegel untersucht und ein ideal
plastisches Materialverhalten der Grundkörper vorausgesetzt.

1.2.3 Numerische und Semi-analytische Methoden

Für allgemeine Kontaktprobleme mit komplexen oder endlichen Geometrien, bei denen die
Halbraumannahme nicht mehr gelten (Körperabmäße in gleicher Größenordnung wie die
Kontaktzone) oder Probleme in der eine Nichtlinearität des Materials (wie z.B die Plas-
tizität oder die Inhomogenität) eine große Rolle spielt, ist der Einsatz von numerischen
Methoden wie beispielsweise die Finite Elemente Methode (FEM) erforderlich. Dafür exis-
tieren viele kommerzielle Softwareprogramme wie z.B. Abaqus, Ansys, Marc, Nastran. Die
FEM ist aktuell die am weitesten angewendete Methode, um Kontaktprobleme aller Ar-
ten unter Berücksichtigung möglichst vieler physikalischer Effekte zu lösen. Jedoch ergibt
sich bei dieser Methode, bei einer extrem feinen Diskretisierung insbesondere der Zo-
nen mit hohen Spannungsgradienten, ein exponentieller Anstieg der Berechnungszeiten.
Um die hohen Rechenzeiten bei FEM zu reduzieren wurde die Randelementemethode
(REM) entwickelt. Diese Methode ist der FEM sehr ähnlich, mit dem Unterschied, dass
zum Lösen des Kontaktproblems allein eine Diskretiesierung der Oberflächenränder der
Kontaktkörper benötigt wird. Die Semi-analytischen Methoden (SAM), die in dieser Ar-
beit implementiert wurden, gehören zu der Randelementmethode. In SAM werden häufig
analytische Lösungen in iterativen Algorithmen eingesetzt. Für komplexe Probleme für
die keine explizite analytischen Lösungen gefunden werden können, wird häufig eine Dis-
kretisierung vorgenommen und die Lösung als Superposition bekannter fundamentaler
Lösungen dargestellt. Im Folgenden wird ein Überblick zu der Entwicklung der SAM in
der Kontaktmechanik gegeben.

Obwohl die ersten semi analytischen Modelle von Bentall und Johnson [BeJo67] und
Paul und Hashemi [PaHa81] entwickelt wurden, ist Kalker der Erste, der in [Kalk90]
mittels eines Newton-Raphson Algorithmus der SAM einen Formalismus gegeben hat.
Weitere Methoden wurden eingesetzt wie z.B. das Gauß-Seidel Algortimus durch Jae-
ger [Jaeg05].

In der zweiten Phase der Entwicklung der SAM wurde von vielen Forschern die Berech-
nungszeit optimiert. Zu diesem Optimierungsschritt zählt die Verwendung der Fast Fou-
rier Transformation (FFT) Methode [PoKe00] anstelle des verwendeten Multigridverfah-
ren [LuIo91]. Der Einsatz der FFT-Methode in semi-analytischen Modellen zur Lösung
wiederkehrender Faltungsoperationen brachte eine enorme Verkürzung der Rechnenzeit.
Die Kombination FFT-Methode mit einem effizienten Algorithmus wie der Konjugierten
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Gradientenmethode (CGM: conjugate gradient method in englisch) ermöglichte den Ein-
satz der SAM bei Kontaktproblemen mit sehr fein diskretisierten Oberflächen [PoKe99].

Die ersten semi-analytischen Modelle beschränkten sich auf homogene und elastische Kon-
taktkörper. Drei Haupterweiterungen wurden über die Jahre gemacht. Die erste betrifft
die Berücksichtigung von beschichteten Kontaktkörpern mit konstanten Schichtdicken
[PeBh02], [CaBh05]. Als zweite Haupterweiterung gilt die Berücksichtigung des plasti-
schen Materialverhaltens. Chiu entwickelte in den Arbeiten [Chiu77; Chiu78] analytische
Lösungen für die Eigenspannungen, die von einem gleichmäßig gedehnten Würfel in einem
Halbraum erzeugt werden. Dank dieser Lösung wurde von Jacq [Jacq01] ein Algorithmus
zur Berücksichtigung der Plastizität im semi-analytischen Modell entwickelt. Die Effizi-
enz und Berechnungszeit dieses Modells wurde durch die großen Fortschritte in der Plas-
tizitätsberechnung mittels des von Simo und Taylor [SiHu00] vorgeschlagenen return
mapping Algorithmus stark optimiert. Die dritte maßgebliche Erweiterung in der semi-
analytischen Modellierung ist die Berücksichtigung von Einschlüssen oder Inhomogenität
in den Kontaktkörpern. Ein solches Modell, wie in [Lero13] vorgeschlagen, ermöglicht die
Untersuchung der Einflüsse von Defekten im Werkstoff bei einem Kontaktproblem.

1.3 Ziel der Arbeit

Die Semi-analytischen Methoden, basierend auf der Halbraum-Theorie, haben in den letz-
ten Jahren in der Kontaktmechanik viel an Bedeutung gewonnen. Vor allem aufgrund ihrer
relativ kleinen Rechenzeiten bei hoher Auflösung. In der vorliegenden Arbeit wird ein be-
reits am Institut existierendes semi-analytisches Kontaktmodell für den Normalkontakt
mit linear elastischen Kontaktpaarungen erweitert. Diese Erweiterung soll eine Anwen-
dung des entwickelten Kontaktmodells auf verschiedene Problemen wie beispielsweise in
Radialwellendichtringen (RWDR)und Wälzlager- Bereichen ermöglichen.

Dabei sollen für die Anwendung in der Dichtungstechnik im Modell relevante Einflussfak-
toren wie die Strukturdeformation der Dichtlippen Membran in Form von Biegung und
die Festkörperreibung in der Werkstoffpaarung Elastomer-Stahl berücksichtigt werden.
Im Wälzlagerbereich ist es besondere wichtig, die Eigenspannungen im Material zu berück-
sichtigen, da diese einen großen Einfluss auf die Lebensdauer der einzelnen Wälzlagerkom-
ponenten haben. In Wälzlagerstählen liegen im Gefüge immer Materialinhomogenitäten
vor, die zu Eigenspannungen führen. Neben dieser ersten Kategorie von Eigenspannungen
zählen auch die, die im Material bei der Fertigung der einzelnen Lagerkomponenten (z. B.
aufgrund der Plastifizierung, thermische Effekt, etc.) und während des Betriebs aufgrund
der Belastung (hauptsächlich durch die Plastifizierung) entstehen. Eine Berücksichtigung
der durch die Materialinhomogenitäten verursachte Eigenspannungen soll in dieser Ar-
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beit mithilfe der Materialhomogenisierungsmethode durch die "EIM: Equivalente Inclu-
sion Methode "nach Eshelby erfolgen. Zur Berücksichtigung der belastungsinduzierten
Eigenspannungen soll ein elasto-plastisches Materialmodell im Kontaktmodell implemen-
tiert werden. Der fertigungsbedingte Eigenspannungsanteil wird in dieser Arbeit aufgrund
der hohen Anzahl an komplexen und zusammenhängenden Einflussfaktoren nicht model-
liert. Bei der Modellvalidierung wird dieser Anteil zunächst mittels Superpositionsprinzip
aus den gemessenen Eigenspannungswerten entfernt.



2 Grundlage der Halbraummodellierung

Semi-analytische Halbraummodelle gewinnen in der Kontaktmechanik zwar immer mehr
an Bedeutung, jedoch ist die Halbraummodellierung im Gegensatz zu anderen Methoden
wie beispielsweise die der FEM für viele unbekannt. Aus diesem Grund werden in diesem
Kapitel die allgemeinen Grundlagen der Halbraumtheorie erläutert, bevor es in Kapitel 3
mit der Implementierung des Kontaktmodells weitergeht.

2.1 Linear elastisches Halbraummodell

Ein Halbraum beschreibt in der Kontinuumsmechanik einen, in einer Raumrichtung durch
eine Ebene begrenzten homogenen und elastischen halbunendlichen Raum (vgl. Abb. 2.1).

(a) (b)

Abb. 2.1: Homogener (a) und beschichteter (b) Halbraum unter Normal- (Boussinesq Pro-
blem) und tangential (Cerruti Problem) Einzellast

Äußere Kräfte können allein über diese Ebene auf den Halbraum einwirken. Die Anwen-
dung der Halbraumtheorie zur Lösung der Kontaktprobleme setzt grundsätzlich folgende
Annahmen voraus:

• Beispiel kleine Kontaktabmessungen (beschrieben durch die charakteristische Länge
des Kontaktgebiets) im Vergleich zu den Körpermaßen

• Ein linear-elastisches Verhalten der Kontaktkörper

• Kein Einfluss der Strukturverformung auf das Kontaktproblem

Die bereits aufgezählten Annahmen werden häufig zur sogenannten Halbraumhypothese
[Will20] zusammengefasst. In vielen Kontaktproblemen sind sie jedoch nicht komplett gül-
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tig. Dies ist beispielsweise der Fall im RWDR-Welle Kontakt, bei Wälzlagern und Kontakt-
problemen mit Materialinhomogenität, wie in dieser Arbeit behandelt. Beim RWDR-Welle
Kontakt zeigt zum einen die Dichtlippe ein nicht linear viskoelastisches Materialverhalten
und zum anderen hat die Strukturdeformation der Dichtlippenmembran in Form einer
Biegung einen großen Einfluss auf die Kontaktsituation. Im Wälzlager hat der plastische
Anteil im Materialverhalten bei hoher Last einen Lebensdauer steigernden Effekt und soll
deswegen, um eine exakte Lebensdauerabschätzung machen zu können, im Kontaktmodell
berücksichtigt werden. Diese zwei beschriebenen Sonderfälle und ihre Berücksichtigung im
semi-analytischen Kontaktmodell werden im Weiteren behandelt.

In diesem Abschnitt wird zunächst das Konzept des Halbraums im mechanischen Sinne
kurz erklärt und die Grundgleichungen der linearen Elastizität wiederholt (siehe Abschnitt
2.1.1). Die Lösung der linear elastischen Gleichungen auf dem Halbraum werden durch die
Papkovich-Neuber Potentialen dargestellt. Diese Potentiale werden im Abschnitt 2.1.2
in ihrer allgemeinen Form vorgestellt. Wichtige Spezialfälle der Papkovich-Neuber Po-
tentiale stellen die, in den Abschnitten 2.1.3 beschriebenen, Boussinesq [Bous85]- und
Cerruti [Cerr82]-Lösungen jeweils für eine normale und einen tangentiale Einzelkraft
auf der Halbraumoberfläche (siehe Abbildung 2.1) dar. Auf diese Lösungen basieren, in
den meisten semi-analytischen Halbraum-Kontaktmodellen, die Bestimmung der Oberflä-
chenverschiebungen und Spannungen.

2.1.1 Grundgleichung der linearen Elastizität

Im Folgenden sollen die wichtigsten Gleichungen (Gleichgewichtsbedingung, Kinematik,
Elastizitätsgesetz) der linearen statischen Elastizitätstheorie zusammengefasst werden.
Diese Gleichungen werden aufgrund der damit beschriebenen Feldgrößen ui, εij, σij (Ver-
schiebung, Verzerrung und Spannungen) auch Feldgleichungen genannt [BeGr02]. Zur
Erläuterung der Feldgleichungen soll der in Abbildung 2.2 dargestellte Kontinuumskörper
dienen. Auf ein beliebiges, aus diesem Körper geschnittenes, endliches Teilvolumen V mit
der Oberfläche A wirkt eine Volumenkraft fi und eine Oberflächenbelastung (Spannungs-
vektor) ti. Für jedes solches Teilvolumen können unter der Voraussetzung einer infini-
tesimalen Verzerrung und eines isotropen linear elastischen Materialverhaltens folgende
Feldgleichungen aufgestellt werden [GHW18]:

Gleichgewichtbedingung: σij,j + fi = 0 (2.1)

Kinematik: εij = 1
2
(∂ui

∂xj

+ ∂uj

∂xi

)
(2.2)

Elastizitätsgesetz: σij = λδijεkk + 2Gεij (2.3)
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𝑑𝑉

𝑓𝑖𝑥𝑦

𝑧
𝐴

𝑑𝐴

𝑉

𝑛𝑖
𝑡𝑖

𝑉: Teilvolum mit der Oberfläche 𝐴

𝑑𝑉: Volumenelement innerhalb von 𝑉

𝑑𝐴: Flächenelement innerhalb von 𝐴

𝑛𝑖 : Normalvektor am Flächenelement 𝑑𝐴

𝑓𝑖 : auf 𝑑𝑉 wirkende Volumenkra�

𝑡𝑖 : auf 𝑑𝐴 wirkender Spannungsvektor

(Oberflächenbelastung)

Abb. 2.2: Kontinuumskörper zur Herleitung der Grundgleichungen der Elastizitätstheorie

Mithilfe der Chauchy Formel t⃗i = σij ·n⃗j wobei n⃗j den Normalvektor am Flächenelement
dA darstellt. Die Beziehungen (2.1, 2.2, und 2.3) liefern insgesamt genau 15 Gleichungen
für die 15 unbekannten Feldgrößen ui, εij, σij. Damit ist das Problem statisch bestimmt
und benötigt für eine eindeutige Lösung allein die Randbedingungen. Diese können als
Spannungs- oder Verschiebungsrandbedingung angegeben sein. Zur einfachen Lösung wer-
den in verschiedenen Fällen die Grundgleichungen nach den Verschiebungen oder Span-
nungen aufgelöst. Wird als erste die kinematische Beziehung (2.2) in das Elastizitätsgesetz
(2.3) eingesetzt, ergibt sich für die Spannungen:

σij = λuk,kδij +G(ui,j + uj,i) (2.4)

Die Gleichung (2.4) in der Gleichgewichtbedingung (2.1) eingesetzt, liefert dann:

(λ+G)uk,ki +Gui,kk + fi = 0 (2.5)

Die resultierende Verschiebungsdifferentialgleichung 2. Ordnung (2.5) wird als Na-
viersche oder Lamésche Gleichung genannt und reduziert das gesamte Elastizitäts-
problem auf drei Gleichungen für die drei Raumverschiebungen.

2.1.2 Potentiallösungen für homogenen und beschichteten Halbraum

Zur Lösung der Gleichung (2.5) werden im Allgemeinen in der Kontinuumsmechanik Lö-
sungsansätze, die auf gewisse Hilfsfunktionen zurückführen sind, eingesetzt. Eine solche
Lösung wurde von Peter Fedrovich Papkovich und Heinz Neuber mithilfe der Po-
tentialtheorie erarbeitet. Die Papkovich-Neuber Potentiale stellen das Verschiebungs-
feld u in (2.5) mit Hilfsfunktionen dar, die sich selbst als Kombination aus skalaren φ

und vektoriellen harmonischen Potentialen ψ ergeben. Eine ausführliche Herleitung der
Fundamentallösung aus den Lamé-Navier-Feldgleichungen mithilfe der Potentialtheorie
wird in der Literatur [LaLi10], [Leid09] gegeben. Im Folgenden werden die Potentiallösun-
gen für die allgemeinen Fälle eines Halbraums aus einem Grundkörper und mit einer oder
mehrerer Beschichtungen auf dem Grundkörper vorgestellt. Für ein elastisches Problem
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auf einem homogenen Körper (siehe Abb. 2.1 (a)) kann das Verschiebungsfeld auf diesen
Körper durch folgende Beziehung beschrieben werden [Haue14; BeGr02]:

u⃗ = ψ⃗ − 1
4(1− ν)grad(φ+ r⃗ · ψ⃗) (2.6)

Wobei r⃗ = [x,y,z]T der Ortvektor ist.
Durch Einsetzten dieses Lösungsansatzes in (2.4) ergibt sich für das Spannungsfeld:

σ⃗ = νE

2(1− ν2)divψ⃗δ + E

2(1 + ν)(gradψ⃗ + (gradψ⃗)T )− E

4(1− ν2)grad(grad(φ+ r⃗ · ψ⃗))

(2.7)

Die Gleichungen (2.6, 2.7) stellen jeweils eine allgemeine Lösung der Verschiebungs- und
Spannungsfelder auf einen homogenen isotropen linearen elastischen Halbraum dar. Be-
steht jedoch der Körper, wie in Abb. 2.1 (b) abgebildet, aus einem Grundkörper mit
einer oder mehreren Schichten, so lassen sich die Verschiebungen und Spannungen auf
den einzelnen Schichten und auf dem Grundkörper wie folgt ausdrücken [WWLZ15]:

uk
i = 1

2µk

(φk
,i + xψk

1,i + zkψ
k
3,i − (3− 4νk)ψk

i ) (2.8)

σk
ij = φk

,ij − 2νk(ψk
1,1 + ψk

3,3)δij − (1− 2νk)(ψk
i,j + ψk

j,i) + xψk
1,ij + zkψ

k
3,ij (2.9)

In den Gleichungen (2.8, 2.9) nehmen die Indice i, j die Werte 1, 2 und 3 entsprechend
der Achskoordinate x, y und z an, und der Index k bezeichnet die jeweilige Schicht.

Die Beziehungen (2.6, 2.7, 2.8 und 2.9) stellen alle mit den noch unbestimmten Poten-
tialen φ, ψ allgemeine Lösungsansätze für elastische Probleme dar. Über die Definition
der Problem-Randbedingungen lassen sich geeignete Potentiale zu dem betroffenen Fall
bestimmen. Im nächsten Teilabschnitt werden zu den zwei speziellen Fällen der Boussi-
nesq und Cerutti Probleme die zugehörigen Potentiale und die daraus resultierenden
Verschiebungs- und Spannungsfelder vorgestellt. Dabei wird bei der Beschreibung der
Fokus auf die von den gesuchten Potentialen einzuhaltenden Randbedingungen gelegt.

2.1.3 Boussinesq- und Cerruti Lösungen für einen homogenen Halbraum

Im Boussinesq-Problem, wie in Abbildung 2.1 dargestellt, handelt es sich um eine auf der
Halbraumoberfläche im Koordinatenursprung angreifende normale Einzellast Fz. Gesucht
werden die resultierenden Verschiebungen und Spannungen in einem beliebigen Punkt P
im Abstand r(x, y, z) zum Lastangriffspunkt. Von den Potentialfunktionen müssen folgen-
de Randbedingungen [Haue14]:

σzz(x,y,0) = −Fzδ(x,y); σzy(x,y,0) = 0; σzx(x,y,0) = 0 (2.10)
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mit:

δ(x,y) =

1 für x = y = 0
0 sonst

(2.11)

erfüllt werden. Unter Berücksichtigung dieser Bedingungen lassen sich folgende Potentiale
für das Boussinesq-Problem aufstellen:

φ = Fz

πG
(1− 2ν) ln(r + z); ψ⃗ =


0
0

(1−ν)Fz

πGr

 (2.12)

Das Einsetzen dieser Potentiale in (2.6) liefert jeweils für die Verschiebungen [BeGr02]:

ux = Fz x

4πGr

[
z

r2 −
1− 2ν
r + z

]
; uy = Fz y

4πGr

[
z

r2 −
1− 2ν
r + z

]
; uz = Fz

4πGr

[
2(1− ν) + z2

r + z

]
;

(2.13)

und Spannungen [BeGr02]:

σ11 = −Fz

2π

3x2z

r5 − (1− 2ν)
(
z

r3 + x2

r3 (r + z) −
1

r(r + z) + x2

r2 (r + z)2

) (2.14)

σ22 = −Fz

2π

3y2z

r5 − (1− 2ν)
(
z

r3 + y2

r3 (r + z) −
1

r(r + z) + y2

r2 (r + z)2

) (2.15)

σ33 = −Fz

2π
3z3

r5 (2.16)

σ12 = −Fz

2π

3xyz
r5 − (1− 2ν)

(
xy

r3 (r + z) + xy

r2 (r + z)2

) (2.17)

σ23 = −Fz

2π
3yz3

r5 (2.18)

σ31 = −Fz

2π
3xz3

r5 (2.19)

Analog zu der bereits beschriebenen Boussinesq-Lösung existiert für das Problem ei-
ner auf einen homogenen Halbraum angreifenden tangentialen Einzellast, die Cerruti-
Lösung, die im Folgenden präsentiert wird. Es gelten für eine in x-Richtung ausgerichtete
Einzellast Fx an der Oberfläche des Halbraums folgende Randbedingungen:

σzz(x,y,0) = 0; σzy(x,y,0) = 0; σzx(x,y,0) = −Fxδ(x,y); (2.20)

Die Verschiebungen und Spannungen im Halbraum lassen sich jeweils mit [BeGr02]:

ux = Fx

4πG

[1
r

+ x2

r3 + (1− 2ν)
(

1
r + z

− x2

r(r + z)2

)]
(2.21)

uy = Fx

4πG

[
xy

r3 − (1− 2ν) xy

r(r + z)2

]
(2.22)

uz = Fx

4πGr

[
xz

r3 + (1− 2ν) x

r(r + z)

]
(2.23)
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und

σ11 = −Fx

2π

3x2

r5 − (1− 2ν)
(
x

r3 −
3x

r (r + z)2 + x3

r3 (r + z)2 + 2x3

r2 (r + z)3

) (2.24)

σ22 = −Fx

2π

3xy2

r5 − (1− 2ν)
(
x

r3 −
x

r (r + z)2 + xy3

r3 (r + z)2 + 2xy3

r2 (r + z)3

) (2.25)

σ33 = −Fx

2π
3xz2

r5 (2.26)

σ12 = −Fx

2π

3x2y

r5 − (1− 2ν)
(
− y

r (r + z)2 + x2y

r3 (r + z)2 + 2x2y

r2 (r + z)3

) (2.27)

σ23 = −Fx

2π
3yz
r5 (2.28)

σ31 = −Fx

2π
3x2z

r5 (2.29)

beschreiben.

Die Gleichungen (2.13, 2.21-2.23) und (2.14 - 2.19, 2.24 - 2.29) jeweils durch die Nor-
malkraft Fz und Tangentialkraft Fx geteilt, ergeben sich auf den rechten Seiten die im
Zusammenhang mit der Halbraum-Kontaktmodellierung, sogenannte Einflussfunktionen
der Verschiebung und Spannungen auf einem homogenen Halbraum.

2.1.4 Boussinesq- und Cerruti Lösungen für einen Halbraum mit Schicht

Die Bestimmung der Einflussfunktionen für einen Halbraum mi Schicht mithilfe der
Papkovich-Neuber Potentiale gemäß (2.8 - 2.9) stellt im Vergleich zum Fall des ho-
mogenen Halbraums mehr Komplexität dar. Aufgrund der Vielzahl der zu erfüllenden
Randbedingungen kann keine explizite Form zu den Potentialen aufgestellt werden. Die
Lösung erfolgt über die Fourier-Transformation der Papkovich-Neuber Potentiale
φk,ψk

1 ,ψ
k
3 in (2.8 - 2.9) wie folgt:

φ̃k = Ak exp(−αzk) + Āk exp(αzk) (2.30)

ψ̃1
k = Bk exp(−αzk) + B̄k exp(αzk) (2.31)

ψ̃3
k = Ck exp(−αzk) + C̄k exp(αzk) (2.32)

Das Symbol ˜(−) weist auf die Fourier-Transformation hin. Die Variable α =
√
m2 + n2,

mit m und n als die im Frequenzbereich transformierten Koordinaten x und y. Die Glei-
chungen 2.30, 2.31 und 2.32 in (2.8 - 2.9) eingesetzt, ergibt beispielsweise für die Verschie-
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bungskomponente 1 (in Koordinatenrichtung x) folgende Ausdruck:

uk
1 = 1

2Gk

[Ake−αzk + Ākeαzk

]
− 4(1− νk)

[
Bke−αzk + B̄keαzk

]

+m2α−1zk

[
Bke−αzk − B̄keαzk

]
+ imzk

[
Cke−αzk + C̄keαzk

]

−m
[
Bk

,me
−αzk + B̄,m

k
eαzk

]
(2.33)

Für die Bestimmung der unbekannten Koeffizienten Ak, Āk, Bk, B̄k, Ck, C̄k in (2.33) wer-
den Randbedingungen an der Oberfläche, Grenzfläche und im Grundkörper formuliert
[YWW14; WYW15a; WYW15b].

2.2 Kontaktmodellierung

Die Lösung des Kontaktproblems besteht in einer iterativen Bestimmung der Kontaktver-
schiebung unter Berücksichtigung der vorher definierten Kontaktbedingungen. Die Ober-
flächenverschiebungen auf dem Halbraum ergeben sich aus den obigen grundlegenden
Lösungen von Boussinesq und Cerruti (2.13 - 2.19) und (2.21 - 2.29). Jedoch stellen
diese Lösungen für eine numerische Anwendung im Kontaktmodell zwei Nachteile dar.
Zum einen ergibt sich im Ursprung (x = y = z = 0) eine Singularität. Zum anderen
gelten diese Gleichungen nur für den idealisierten Fall einer Punktlast. Bei der Kontakt-
modellierung werden die Oberflächen der Kontaktpartner diskretisiert und die Normal-
und Tangentialbelastungen in Flächenlast überführt. Dies bringt die Notwendigkeit ei-
ner für Flächenlasten geltende Lösung. In diesem Abschnitt wird zunächst der Übergang
von den bereits präsentierten Boussinesq und Cerruti Lösungen für Punktlasten auf
Lösungen für Flächenlasten erläutert. Als Nächstes werden die bei der Lösung des Kon-
taktproblems zu erfüllenden Kontaktbedingungen vorgestellt.

2.2.1 Kontaktdiskretisierung und Ableitung Einflusskoeffizienten

Der Einfachheit halber wird in der folgenden Betrachtung nur der normale Kontakt be-
handelt. Hier wird die normale Verschiebung durch die dritte Komponente des Verschie-
bungsfeldes (2.13) gegeben. Auf der Oberfläche (z = 0) ergibt sich mit der Definition des
Schubmoduls (G = E

2(1+ν)):

uz = Fz

4πGr

[
2(1− ν)− z2

r + z

]
; → uz=0 = Fz

[(1− ν2)
πEr

]
(2.34)
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Die Größe 1−ν2

πEr
in (2.34) beschreibt auf der Halbraumoberfläche den Einflusskoeffizienten

einer normalen Einzelpunktlast Fz im Ursprungspunkt auf eine normale Verschiebung uz

in einem beliebigen Punkt H im Abstand r vom Ursprung.

Auf der Abbildung 2.3 (a) sei auf der Halbraumoberfläche ein Flächenbereich S mit nor-
maler nicht konstanter Pressungsverteilung p. Betrachtet werden zwei allgemeine Punkte
C und H, definiert jeweils durch ihre Ortsvektoren rij und rkl. Der Punkt C befindet sich
im Gegensatz zum Punkt H innerhalb der Fläche S. Die normale Verschiebung an einem
Punkt H (außerhalb der Fläche S) aufgrund der normalen Pressungsverteilung pkl über
die Fläche S, kann durch die folgende Boussinesq-Integralbeziehung bestimmt werden
[RoSa18]:

(a) (b)

Abb. 2.3: (a): Allgemeiner Fall eines Halbraums unter einer beliebigen Pressungsverteilung p
auf einen Bereich S, (b): Spezieller Fall eines Halbraums unter einer als konstant
angenommenen Pressungsverteilung p auf einer rechteckigen Fläche ∆A

uz(rij) = (1− ν)
2πG

∫
s

pkl(rkl)
∥ rij − rkl ∥

ds (2.35)

Die Verschiebung (2.35) hängt sowohl von der Form der Fläche S als auch von der darauf
wirkenden Druckverteilung pkl ab und ermöglicht somit keine direkte allgemeine analy-
tische Lösung. In der Literatur existieren jedoch für bestimmte Druckverteilungen und
Flächenformen (beispielsweise Dreieck, Recktecke, ...) analytische Lösungen dieser Glei-
chung. Eine solche Lösung wurde, wie in Abbildung 2.3 (b) dargestellt, von Love [Lov29]
für eine konstante Flächenpressung pkl auf einer Rechteck Fläche ∆Akl = 2a × 2b vor-
gestellt. Auf diese Lösung wird im Folgenden eingegangen. Auf der Abbildung 2.3 (b)
wird das Zentrum C der Rechteckfläche ∆Akl durch den Ortsvektor rkl bestimmt und
deren Abstände zu den vier Eckpunkten des Rechtecks jeweils mit a und b bemaßt. Die
Lösung der Verschiebung an einem Punkt H beschrieben durch die Koordinate xi und xj,
aufgrund der über ∆Akl konstant vorliegenden Flächenpressung pkl wird durch folgende
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analytische Lösung gegeben [RoSa18]:

uzz
ij = Czz

ijkl pkl (2.36)

Dabei beschreibt Czz
ijkl den Einflusskoeffizienten und lässt sich durch folgende analytische

Formel bestimmen:

Czz
ijkl = (1− ν)

2πG

(
X1 · ln

[Y1 +
√
Y 2

1 +X2
1

Y2 +
√
Y 2

2 +X2
2

]
+ Y1 · ln

[X1 +
√
Y 2

1 +X2
1

X2 +
√
Y 2

2 +X2
2

]
+

X2 · ln
[Y2 +

√
Y 2

2 +X2
2

Y1 +
√
Y 2

1 +X2
2

]
+ Y2 · ln

[X2 +
√
Y 2

2 +X2
2

X1 +
√
Y 2

2 +X2
1

])
(2.37)

Die Koeffizienten Y1, Y2, X1 und X2 werden aus den Abständen zwischen den Punkten H
und C und der Abmaße der Rechtecke wie folgt bestimmt:

Y1 = yjl + b; Y2 = yjl − b X1 = xik + a; X2 = xik − a; (2.38)

Die in der Abbildung 2.3 (b) und der Gleichung 2.36 verwendete Nomenklatur wurde
so definiert, dass paarweise die tiefgestellten Indizes ij und kl jeweils die Position des
Auswertungspunktes, an dem die Verschiebung gerade bestimmt wird und die Position
vom Zentrum des Rechtecks auf dem die konstante angenommene Flächenpressung wirkt,
bezeichnen. Der hochgestellte Indize zz jedoch zeigt für den ersten Buchstaben z die
Richtung der bestimmten Oberflächenverschiebung und den zweiten die Richtung der
Flächenlast.

Die Lösung (2.36) kann für eine ungleichmäßige Flächenpressung auf komplexere Flächen-
formen angewendet werden. Die dafür verwendete Methode wird in der Abbildung 2.4
veranschaulicht. Hier wird die Fläche S und die darauf wirkende Pressung mittels kleiner
Rechtecke mit konstanter Druckverteilung approximiert. Die Kombination aus Rechteck
∆Akl mit der darauf wirkenden konstanten Flächenpressung pkl wird im Folgenden als
Druckelement bezeichnet.
Wird die Fläche S in n Rechtecke jeweils in Abständen rkl vom Halbraumursprung dis-
kretisiert, dann lässt sich die Verschiebung auf beliebige Punkte im Abstand rij durch die
Superposition der Beiträge der einzelnen Druckelemente bestimmen:

U zz
ij =

n∑
kl=1

Czz
ijkl pkl (2.39)

Die Gleichung (2.39) stellt in Bezug auf die mathematische Programmierung eine Faltung
zwischen den Einflusskoeffizienten Czz

ijkl als Kernfunktion mit den normalen Flächenlasten
pkl dar. Diese Gleichung wird im Kontaktmodell mithilfe der Fourrier-Transformation
gelöst [WSZL20; SWZZ20].
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Abb. 2.4: Diskretizierung einer beliebigen Flächenform und der darauf wirkenden Flächenpres-
sung

Zunächst werden die als 2D-Matrix vorliegenden Einflusskoeffizienten und Normallasten
im Frequenzbereich transformiert. Hier wird im Frequenzbereich die komplexe Faltungs-
operation durch eine einfache Matrixmultiplikation ersetzt. Das Ergebnis dieser Multipli-
kation wird dann in den Raumbereich rücktransformiert. Die Beziehung (2.39) wird im
Weiteren kompakt mit dem Operator × als Faltungsprodukt wie folgt dargestellt:

U zz
ij = Czz

ijkl × pkl (2.40)

Im Falle eines reibungsbehafteten Kontaktproblems wirken sowohl die normal pkl (in z-
Richtung) als auch tangentiale Flächenlasten qx

kl, q
y
kl (jeweils in x- und y-Richtung) auf

jedes diskrete Flächenelement. Diese Belastungen verursachen Verschiebungen in allen drei
Raumrichtungen x, y, z an jedem Punkt ij der Halbraumsoberfläche. Die Gesamtverschie-
bung in z-Richtung an einem Punkt ij kann beispielsweise aus den einzelnen Beiträgen
der Lasten (pkl, q

x
kl, q

y
kl) wie folgt bestimmt werden:

Uij = U zz
ij + U zx

ij + U zy
ij

= Czz
ijkl × pkl + Czx

ijkl × qx
kl + Czy

ijkl × q
y
kl

(2.41)

Die gesamten Verschiebungen im reibungsbehafteten Kontaktproblem werden durch fol-
gende Beziehung beschrieben:

Ux
ij

Uy
ij

U z
ij

 =


Cxx

ijkl Cxy
ijkl Cxz

ijkl

Cyx
ijkl Cyy

ijkl Cyz
ijkl

Czx
ijkl Czy

ijkl Czz
ijkl

×

qx

kl

qy
kl

pz
kl

 (2.42)

Die analytischen Ausdrücke der Einflusskoeffizienten in (2.42) können unter anderem der
Literatur [ChWa08; Will08; SpAm12; Gall07] entnommen werden.
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2.2.2 Normal-und tangentiale Kontaktbedingungen

Nach der Beschreibung der Einflusskoeffizienten zur Bestimmung der Verschiebungen und
Spannungen auf einem Halbraum, wie es im letzten Abschnitt erfolgte, werden in diesem
Abschnitt die Kontaktbedingungen vorgestellt. Zur Beschreibung der normalen und tan-
gentialen Kontaktbedingungen wird das in Abbildung 2.5 schematisch dargestellte Kon-
taktproblem zwischen zwei elastischen Körpern (K1, K2) unter normaler und tangentialer
Kraft Fz, Fx verwendet.

Abb. 2.5: Reibungsbehaftetes Kontaktproblem, (a) normale Kontaktbedingung, (b) tangentiale
Kontaktbedingung

Der Einfachheit halber werden die zwei Schnittansichten in Abbildung 2.5 (a), (b) ver-
wendet. Zur einfachen Erkennung der Zugehörigkeit der geometrischen Größen sind die
beiden Oberflächenprofile mit unterschiedlichen Farben (blau für K1 und rot für K2) dar-
gestellt. Trotz der zweidimensionalen Darstellung, die nur zur Veranschaulichung dient,
wird die folgende Beschreibung für den allgemeinen Fall eines dreidimensionalen Kon-
taktproblems vorgenommen. Um Unklarheiten zu vermeiden, wird bei dreidimensionalen
Variablen Größen der Klammerausdruck (x, y) verwendet.

Wie in der Schnittdarstellung in Abbildung 2.5 (a) zu sehen ist, hat der normale Kontakt
folgende Parameter [Gall07]:

1. Fz : Normalkraft und Normalreaktionskraft.

2. hi1(x, y) , hi2(x, y) : Oberflächenprofilhöhen der Körper 1 und 2.

3. δ1 , δ2 : Körperverschiebung der Körper 1 und 2 in normalen Richtung.

4. P1 , P2 : Schwerpunktlagen der Körper 1 und 2.
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Bei dreidimensionalem Normalkontakt gelten die folgenden Bedingungen [Gall07]:

• Das Gleichgewicht. Es bildet eine äquivalente Beziehung zwischen der von au-
ßen aufgebrachten Normalkraft Fz und der zu bestimmenden Normalpressung p im
Kontaktbereich Γc:

Fz =
∫

Γc

p(x, y) dΓc (2.43)

• Die Spaltgleichung. Diese Gleichung beschreibt die Änderung des Kontaktspalts
h(x, y) (Abstand zwischen den Kontaktoberflächen). Zur Erklärung der Spaltglei-
chung sind in Abbildung 2.5 (a), zwei Fälle dargestellt. Im ersten Fall werden die
beiden Kontaktkörper, K1 und K2, als starre Körper betrachtet. Daher bleiben ihre
Oberflächenprofile unverformt (siehe gestrichelte Linien). Hier führen die Schwer-
punkte unter der Kontaktkraft Fz die Körperverschiebungen δz1, δz2 aus. Als Hilfs-
geometrie wurden in den tiefsten Profilpunkten Tangentenlinien als Bezugslinien
gebildet. Im zweiten Fall wurden die beiden Körper in einem deformierten Zustand
dargestellt (siehe durchgezogene Linien). Im Ursprung (x = 0) beschreiben die ver-
tikalen Abstände vom Kontaktpunkt zu den Referenzlinien, die im ersten Fall er-
wähnten Starr-Körperverschiebungen δz1, δz2. Der Spalt an jedem Kontaktpunktpaar
wird durch die Ausgangsprofilhöhe hi(x, y) (Punktabstände zu den jeweiligen Refe-
renzlinien im unverformten Zustand) und die Verschiebungen ui(x, y) (Abstandsän-
derungen vom unverformten zum verformten Zustand) wie folgt beschrieben:

h(x, y) = (hi1(x, y) + hi2(x, y))− (δz1 + δz2) + (uz1(x, y) + uz2(x, y)) (2.44)

• Die Komplementaritätsbedingung. Diese Bedingung entsteht aufgrund der Un-
durchdringlichkeit der Kontaktkörper. Sie verknüpft den Kontaktspalt h(x, y) in
(2.44) und die Kontaktpressung p(x, y) in (2.43) wie folgt:

p(x, y) · h(x, y) =

> 0; p(x, y) = 0∀(x, y) ̸∈ Γc

= 0; p(x, y) > 0∀(x, y) ∈ Γc

(2.45)

Die Formulierung des tangentialen Kontakts, wie im Folgenden beschrieben, erfordert
mehr Beachtung als der normale Kontakt. Hier wird die Kontaktregion Γc in zwei Be-
reiche aufgeteilt, einen Haftbereich Γst und einen Gleitbereich Γsl. Die tangentialen Kon-
taktbedingungen werden anhand der Schnittansicht in Abbildung 2.5 (b) beschrieben. Der
tangentiale Kontakt hat folgende Parameter [Gall07]:

1. Fx : Tangentialkraft

2. Fx1, Fx2 : Aktions-Reaktionskräfte auf Körper 1 und 2
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3. ux1(x, y), ux2(x, y) : Oberflächenverschiebung der Körper 1 und 2

4. δx1, δx2 : Körperverschiebung der Körper 1 und 2 in tangentiale Richtung

5. P1, P2 : Schwerpunktslagen der Körper 1 und 2

In Abbildung 2.5 (b) wird eine tangentiale Kraft Fx in den Kontaktbereich (Fx1 auf Kör-
per 1 und Fx2 auf Körper 2) eingeleitet und bewirkt ähnlich wie beim normalen Kontakt
(siehe Abbildung 2.5) (a) auf die Körperschwerpunkte die Körperverschiebungen δx1 und
δx2 in der tangentialen x-Richtung. Für jedes Kontaktpunktpaar im Haftbereich (Mitte
der Kontaktzone) Γst sind die Körperverschiebungen des Schwerpunkts δx1, δx2 gleich den
Oberflächenverschiebungen ux1(x, y), ux2(x, y). Somit bleibt das Kontaktpunktpaar nach
der Verformung auf der gleichen x-Koordinate. Im Gleitbereich (an der Grenze der Kon-
taktzone) Γsl, hingegen führte die Differenz zwischen den Körperbewegungen δx1, δx2 und
den Oberflächenverschiebungen ux1(x, y), ux2(x, y) zu Gleitwegen sx1(x, y), sx2(x, y).

Im Allgemeinen müssen bei dreidimensionalem tangentialem Kontaktproblem die folgen-
den Bedingungen angewendet werden [Gall07]:

• Die Gleichgewichtsbedingung in den tangentialen Richtungen:

Fx =
∫

Γc

qx(x, y)dΓc

Fy =
∫

Γc

qy(x, y)dΓc

(2.46)

• Die Gleitgleichung in dem Gleitbereich Γsl, die die Gleitwege aus der Oberflä-
chenverschiebung ux(x, y), uy(x, y) und der Körperverschiebung δx, δy wie folgt aus-
drückt:

S(x,y) =
sx(x, y) = ux(x, y)− δx

sy(x, y) = uy(x,y)− δy

 ;∀(x,y) ∈ Γsl (2.47)

• Das coulombsche Reibungsgesetz. Sie beschränkt mithilfe des Reibungskoeffi-
zient µ und der Normalpressung p den Betrag der Schubspannung Q im haftenden
Bereich Γst wie folgt:

∥ Q(x, y) ∥=
√
q2

x(x, y) + q2
y(x, y) ≤ µ ∗ p(x, y) ;∀(x, y) ∈ Γst (2.48)

Werden die tangentialen Starrkörperbewegungen δx, δy in (2.47) um viele Größenordnun-
gen höher als die Oberflächenverschiebungen ux(x, y), uy(x, y) geht das tangentiale Pro-
blem von einem Kontakt mit partiellem Gleiten in einen Kontakt mit vollem Gleiten über.
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Ein solcher Fall findet im Kontakt Dichtlippe-Welle während des Betriebs statt. In diesem
Fall wird die Gleitgleichung durch folgendes Energiegleichgewicht ersetzt:∫

Γc

qx(x, y) · sx(x, y)dΓc = Edx∫
Γc

qy(x, y) · sy(x, y)dΓc = Edy

(2.49)

Mittels (2.49) werden die Gleitwege sx(x, y),sy(x, y) aus den Reibenergien Edx, Edy be-
stimmt.

2.3 Fourier-Transformation im Halbraum-Kontaktmodell

Die lineare Faltungsoperationen treten an vielen Stellen der mathematischen Formulierung
des Kontaktproblems (beispielsweise bei der Berechnung der Oberflächenverschiebungen
mit (2.39)) auf. Aus diesem Grund ist von besonderem Interesse dafür eine effiziente Lö-
sungstechnik zu wählen, um den numerischen Prozess der Kontaktsimulation zu beschleu-
nigen. Zu diesem Zweck wird die schnelle Fourier Transformation (FFT) eingesetzt.

Abb. 2.6: Reales Kontaktproblem und die aus der Periodizitätsannahme resultierenden virtu-
ellen Kontaktprobleme

Jedoch setzt der Einsatz der Fourier Transformation (FT) eine virtuelle Periodizität
des Kontaktproblems voraus (siehe Abbildung 2.6). Aufgrund dieser Annahme treten bei
kleiner oder ungenügend groß Berechnungsgebiet (Periodenlänge LPx , LPy) im Vergleich
zum physikalischen Gebiet (angenommener Kontaktgebiet) Lx,Ly, an den Rändern von
Letzterem ein Aliasing Effekt auf. Die Boussinesq und Cerruti Funktionen auf denen
die Lösung des Kontaktproblems basiert, zeigen sowohl lokal für jeden einzelnen Pres-
sungspunkt als auch global für das Gesamtkontaktgebiet ein Abklingverhalten von dem
Lastangriffspunkt hin zu dem Randgebiet (siehe Abbildung 2.7 (a)). Der Aliasing Effekt
bei nicht ausreichend gewählter Periodenlänge (LPx < Lx) drückt sich im Kontaktproblem,
durch eine Überlappung der Lösung des realen Problems mit denen der benachbarten vir-
tuellen Probleme (veranschaulicht in der Abbildung 2.7 (b)). Diese Überlappung führt zu
Fehler in der Lösung des realen Kontaktproblems.
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Halbraum

Boussinesq-
Einflussfunk�on Aliasing

Halbraum

(a) (b)

Abb. 2.7: Aliasing Effekt im Kontaktproblem, (a) Abklingverhalten der Boussinesq-
Einflussfunktion, (b) Überlappungsproblem (Alliasing Effekt) am Rand des Berech-
nungsgebietes beim Lösen des Kontaktproblems mit FT

Durch eine ausreichende Erweiterung des Berechnungsgebiets LPx um ein x-faches der
physikalischen Domäne Lx kann der Randeffekt gemindert werden. Die Arbeit von Ju
und Farris [JuFa96] zeigt eine bedeutsame Reduzierung der Aliasing Fehler bei ei-
ner fünffachen Gebietserweiterung. Die zur Beseitigung des Aliasing-Effekts notwendi-
ge Erweiterung des Bereichs geht jedoch auf Kosten des Berechnungseffizienz. Lu et al.
[LWL00] schlugen die sogenannte DC (diskrete convolution)-FFT Methode basierend auf
dem Wrap-around und Zeropaading Verfahren vor. Damit lässt sich mit nur einer zwei-
fachen Bereich-Erweiterung der Aliasing Fehler signifikant reduzieren. Auf die DC-FFT
Methode wird im Abschnitt 3.6 detailliert eingegangen.



3 Numerische Umsetzung des
Halbraumkontaktmodells

Dieses Kapitel widmet sich der numerischen Umsetzung des Halbraumkontaktmodells.
Die Lösung des Kontaktproblems beginnt mit ihrer Formulierung als ein Minimierungs-
problem mit Nebenbedingungen. Als Nebenbedingungen gelten die im Abschnitt 2.3 be-
schriebenen Kontaktbedingungen. Das aus dem Minimierungsproblem abgeleitete alge-
braische Gleichungssystem wird mit Hilfe der Konjugierten-Gradient-Methode (CGM:
conjugate gradient method) gelöst. Im ersten Abschnitt 3.1 wird am Beispiel eines Nor-
malkontaktproblems die Gewinnung der Gleichungssysteme erläutert. Das Verfahren der
Konjugierte-Gradient als Gleichungslöser wird im zweiten Teil vorgestellt. Im dritten und
vierten Teil werden zwei im Rahmen dieser Arbeit implementierte semi-analytische Kon-
taktalgorithmen vorgestellt. Diese Kontaktmodelle werden in dieser Arbeit später da-
zu verwendet, quasi-statische Montagevorgänge und Verschleiß am Maschinenelement-
Radialwellendichtring zu simulieren.

Im Folgenden wird das Gleichungssystem eines normalen Kontaktproblems hergeleitet.
Zur Veranschaulichung wird der in der Abbildung 3.1a dargestellte Kontakt zwischen ei-
ner elastischen Halbkugel und einer starren Ebene unter einer normalen Belastung Fz

verwendet. Ein wichtiger Schritt vor der Lösung ist, wie bereits in Abschnitt 2.2 erwähnt,
die Diskretisierung der Oberflächen. In der Abbildung 3.1b wird ein Berechnungsgebiet
aus Nx×Ny Flächenelementen (mit dem Abmaß dx, dy jeweils in die x- und y- Raumrich-
tungen) dargestellt. Aus der Differenz der diskretisierten Oberflächenprofilhöhen der Kon-
taktpartner wird in jedem Flächenelementzentrum ein Spaltwert h (siehe Abbildung 3.1a)
bestimmt. Auf dem Berechnungsgebiet wird bei der Lösung des Kontaktproblems mittels
der Boussinesq-Lösung (2.39) die Normalverschiebung an einem beliebigen Punkt pij

bestimmt.

Die Lösung des Kontaktproblems erfolgt in einem iterativen Prozess, der wie in der Abbil-
dung 3.2 schematisch gezeigt wird, in drei Hauptschritten zusammengefasst werden kann.
Auf diese Schritte wird im folgenden eingegangen.

• Die Initialisierung. Zu Beginn jedes Iterationsschrittes wird unter Berücksichti-
gung der Gleichgewichtsbedingung die Pressungsverteilung auf dem Berechnungs-
gebiet initialisiert. Diese Initialisierung erfolgt am Anfang der Berechnung, wie auf
der Abbildung 3.2 zu sehen ist, mittels der Gleichung (2.43). Hier wird aus der Nor-
malkraft und der Elementgröße ein für alle Elemente konstanter Pressungswert (3.1)
bestimmt. In den weiteren Berechnungsschritten werden als Startwerte die Werte
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(a) Kontaktdefinition mit lokalem Spalt h (b) Oberflächendiskretisierung

Abb. 3.1: Normalkontakt (elastische) Kugel - (starre)Platte

Abb. 3.2: Iteratives Lösungsschema eines normalen Kontaktproblems

aus dem vorherigen Iterationsschritt verwendet.

p = Fz

Nx · dx ·Ny · dy
(3.1)

• Bestimmung des Kontaktbereichs. Im zweiten Schritt wird der Kontaktbe-
reich bestimmt. Dafür werden mit der Gleichung (2.40) die Oberflächenverschie-
bungen auf dem Berechnungsgebiet aufgrund der vorliegenden Pressungsverteilung
bestimmt. Im Weiteren werden die berechneten Verschiebungswerte in die Spaltglei-
chung (2.44) eingesetzt. In einigen Diskretizierungspunkten ergeben sich negative
Spaltwerte. Dies würde eine Durchdringung der Kontaktflächen bedeuten, welche
physikalisch unmöglich ist. In solchen Punkten wird der Spalt auf null korrigiert
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und als ein neuer Kontaktpunkt gezählt. Der somit entstandene Kontaktbereich Γc

wird in der Abbildung 3.2 mit den in Rot markierten Kontaktpunkten dargestellt.

• Aktualisierung der Pressungsverteilung. Die Veränderung der Kontaktzone
erzwingt eine Veränderung der Pressungsverteilung. Die Aktualisierung der Pres-
sungsverteilung erfolgt im dritten Berechnungsschritt mittels des Variationsprinzips
[Redd02]. Dieser Ansatz wurde zum ersten Mal von Kalker [Kalk77] vorgestellt
und basiert auf einer Formulierung des Kontaktproblems als ein Minimierungspro-
blem. Zur Lösung des daraus abgeleiteten Gleichungssystems wird die im Abschnitt
3.2 beschriebene Methode der konjugierten Gradienten benutzt. Im Folgenden wird
auf die Herleitung des Gleichungssystems für den eben beschriebenen Normalkon-
takt eingegangen. Die Gleichungen haben, wie gerade beschrieben, als Hauptziel
für eine gegebene Startpressungsverteilung und eine aktuelle bestimmte Kontaktflä-
che die aktuelle Pressungsverteilung zu bestimmen (d.h. die Pressungsverteilung zu
aktualisieren).

Aus den bereits beschriebenen drei Hauptschritten bei der Lösung des Normalkontaktpro-
blems wird deutlich, dass die Hauptschwierigkeit in der Aktualisierung der Pressungsver-
teilung liegt. Diese Pressungsverteilung muss dabei auf dem Berechnungsgebiet, welches
aus Punkten im Kontaktbereich Γc und außerhalb besteht, die in der Gleichung (2.45)
aufgestellte Komplementatitätsbedingungen erfüllen:p(x,y) > 0; h(x,y) = hi(x,y)− uz(x,y)− δz = 0∀(x,y) ∈ Γc

p(x,y) = 0; h(x,y) = hi(x,y)− uz(x,y)− δz > 0 ∀(x,y) ̸∈ Γc

(3.2)

Es wurde bewiesen [Tka18], dass die Lösung der Gleichung (3.2) durch die Minimierung
der gesamten komplementären Energie Πkom auf der Oberfläche gefunden werden kann.
Hier wird die komplementäre Energie aus der Summe der Deformationsenergie auf der
Oberfläche aufgrund der aufgebrachten externen Kräfte und Verschiebungen wie folgt
ausgedruckt [Tkac18]:

Πkom = 1
2

∫
Γc

p(x,y) · uz(x,y)dΓc +
∫

Γc

p(x,y) · (hi(x,y)− δz)dΓc (3.3)

3.1 Konjugierte-Gradient-Methode als Gleichungssystemlöser

Zur Lösung linearer Gleichungssysteme der Art (3.4) bieten sich im allgemein sowohl
direkte als auch Iterative Verfahren an.

Ax = b (3.4)
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Der große Rechenaufwand bei direkten Verfahren, wie z.B. die Gauß-Elimination Me-
thode, macht solche Methoden für sehr große Gleichungssysteme, wie sie bei der Diskreti-
sierung partieller Differentialgleichungen auftreten, selbst mit leistungsstarken Rechnern
häufig ungeeignet. Die Anzahl an Rechenoperationen stellt im Zusammenhang mit dem
bei jeder Operation unvermeidlichen Rundungsfehler einen weiteren Nachteil der direk-
ten Verfahren dar. Die Koeffizientenmatrix A wird bei den direkten Verfahren während
der Rechnung verändert, was einen großen Speicherplatzbedarf mit sich bringt. Iterative
Lösungsverfahren basieren, im Gegensatz zu direkten Lösungsverfahren, auf einer Ap-
proximation der gesuchten Lösung in jedem Iterationsschritt. Hier wird im Gegensatz
zum direkten Verfahren im Lauf der Berechnung die Koeffizientenmatrix A nicht ver-
ändert, sondern jeweils ein neuer Näherungsvektor x sukzessiv bestimmt und dadurch
weniger Rechenaufwand betrieben und Speicherplatz benötigt. Iterative Verfahren zeigen
sich deutlich weniger für Rundungsfehler anfällig.

Die konjugierte-Gradient-Methode stellt als Gleichungslöser einen Meilenstein der in die-
ser Arbeit implementierten semi-analytischen Kontaktalgorithmen, beschrieben in den
Abschnitten 3.3 und 3.4, dar. Sie wird in der meisten Literatur im Zusammenhang mit
Optimierungsaufgaben erwähnt. Aus diesem Grund werden im folgenden Abschnitt zuerst
mittels einfacher Beispiele Grundlagen der Optimierung vorgestellt.

Minimierungsproblem ohne Restriktionen:

In der Optimierungslehre wird die zu optimierende Funktion als Zielfunktion und die
veränderliche Größe als Parameter oder Variable genannt. Das einfachste eindimen-
sionale Optimierungsproblem ist das in der Abbildung 3.3 schematisch dargestellte
Extremaproblem. Gesucht sei das Minimum einer Zielfunktion f(x), welche von einer
Variable x abhängt. Für solche Probleme mit analytisch beschreibbarer Funktion er-
folgt die allgemeine Lösung über die zwei wichtigsten Bedingungen (3.5) und (3.6).

Abb. 3.3: 1D Minimierungsproblem

Minimum

Abb. 3.4: 2D Minimierungsproblem

Diese Gleichungen geben jeweils eine notwendige und hinreichende Bedingung für einen
Extremapunkt. Aus der ersten Bedingung (erste Ableitung zu null gesetzt) lassen sich
Kandidaten für Extrema finden. Werden diese Kandidaten in der zweiten Bedingung
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(zweite Ableitung) eingesetzt, dann kann bei einem streng positiven oder negativen Wert
auf ein lokales Minimum oder Maximum gefolgert werden.

Notwendige Bedingung: f ′(x) = 0 (3.5)

Hinreichende Bedingung: f ′′(x) :

< 0, lokal Minimum
> 0, lokal Maximum

(3.6)

Die Lösung von mehrdimensionalen (mit mehreren Variablen) Optimierungsproblemen
erfolgt ähnlich wie im gerade beschriebenen 1D Fall. Im Folgenden wird der allgemeine
Lösungsweg anhand des folgenden 2D Optimierungsproblems mit quadratischer Zielfunk-
tion [NoWr06] erläutert:

minx∈R2f(x) mit f(x) = x2
1 + 10x2

2 (3.7)

Es ist für dieses Beispiel direkt ersichtlich, wie aus den Funktionswerten und Höhenlinien
f(x) = konst in Abbildung. 3.4 zu sehen ist, dass das Minimum dieser Zielfunktion an
der Stelle x∗ = [0,0]T liegt. Im Allgemein wird die Existenz einer Lösung zu (3.7), ähnlich
wie im 1D Fall, durch die notwendige und hinreichende Bedingung gegeben:

• Die notwendige Bedingung für ein lokales Minimum an dem Punkt x wird durch
den Gradient ∇f(x) wie folgt ausgedrückt:

∇f(x) = ∂f

∂x
(x) =

 ∂f
∂x1

(x)
∂f
∂x2

(x)

 =
 2x1

20x2

 =
0
0

 (3.8)

• Die hinreichende Bedingung wird durch die Hesse-Matrix H(x) (Matrix der
gemischten ersten Ableitungen) gegeben:

H(x) = ∇2f(x) = ∂2f

∂x1∂x2
(x) =

 ∂2f
∂x1∂x1

(x) ∂2f
∂x1∂x2

(x)
∂2f

∂x2∂x1
(x) ∂2f

∂x2∂x2
(x)

 =
2 0
0 20

 (3.9)

Für eine solche quadratische Zielfunktion wie in (3.7), kann die notwendige Bedingung
(3.8) im Zusammenhang mit der Hesse-Matrix aus (3.9) zu folgendem Gleichungssystem
überführt werden:

∇f(x) =
 2x1

20x2

 =
0
0

⇔
2 0
0 20

x1

x2

 =
0
0

 (3.10)

⇔ Ax = b (3.11)

Mit A = H als die Hesse-Matrix. Mit Hilfe (3.11) lässt sich die Zielfunktion und somit
auch das Optimierungsproblem (3.7) wie folgt:
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f(x) = x2
1 + 10x2

2 ⇔
[
x1 x2

]1
2

2 0
0 20

x1

x2

− [x1 x2

]0
0

 (3.12)

⇔ 1
2x

TAx− xT b (3.13)

neu schreiben. Die Äquivalenz in (3.13) stellt den Beweis, dass für eine allgemeine qua-
dratische Zielfunktion das Minimierungsproblem dieser Zielfunktion gleich mit dem Lösen
eines Gleichungssystems ist. Das Gleichungssystem in (3.11) bzw. das Optimierungspro-
blem (3.14) wird im Weiteren mit dem kongugierten Gradient-Verfahren gelöst.

minx∈R2f(x) mit f(x) = 1
2x

TAx− xT b (3.14)

Die konjugierte Gradient Methode:

Voraussetzung für die Anwendung der konjugierten Gradient Methode ist die Symme-
trie und positive Definiertheit (spd) der Hesse-Matrix A [NoWr06]. Dabei lässt sich die
positive Definiertheit einer Matrix A durch folgende Bedingung überprüfen:

xTAx > 0; ∀(x > 0) ∈ R2 (3.15)

Die Grundidee und Ansatz der Suchrichtungsmethode wird schematisch in der Abbildung
3.5 für ein 2D Optimierungsproblem dargestellt. Iterativ wird, ausgehend von einem ak-
tuellen Suchpunkt xk ∈ R2 und einer aktuellen Suchrichtung dkR

2 ∈ R2 \ {0}, entlang
dieser Suchrichtung ein nächster Näherungslösungspunkt xk+1 gesucht:

xk+1 = xk + αdk (3.16)

Abb. 3.5: Suchrichtungsmethode

sodass der Abstand dieses neuen Näherungslösungspunktes zum gesuchten Minimum x∗

minimal wird, wobei α ∈ R die Schrittweite beschreibt. Eine optimale Schrittweite entlang
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der aktuellen Suchrichtung dk wird in dem Ansatz (3.16) durch die Minimierung folgender
1D Zielfunktion (aus (3.16) in (3.14)) bestimmt:

φ(α) = f(x+ α d)

= 1
2(x+ α d)TA(x+ α d) + (x+ α d)T b

= 1
2(xTAx+ xTAαd+ αdTAx+ α2dTAd) − (xT b+ αdT b)

(3.17)

Mit A symmetrisch → xTAd = dTAx

φ(α) = 1
2x

TAx− xT b+ αdT (Ax− b) + 1
2α

2dTAd

= f(x) + αdT (Ax− b) + 1
2α

2dTAd
(3.18)

Die notwendige Bedingung für ein Minimum der Funktion lautet:

φ(α)′ = dT (Ax− b) + αdTAd = 0 (3.19)

und ermöglicht die Bestimmung folgendes Ausdrucks der optimalen Schrittweite:

α = −d
T (Ax− b)
αdTAd

(3.20)

Die Gleichung (3.20) stellt für die iterative Lösung eines gegebenen Optimierungsproblems
(Ax = b) die Beziehung zwischen einer gewählten Suchrichtung und der sinnvollen Schritt-
weite in dieser Richtung dar. Jedoch stellt sich die Frage, wie eine optimale Suchrichtung
zu wählen ist. Während die Wahl der Schrittweite einen großen Einfluss auf die Genauig-
keit der Suchrichtungsmethode hat, beeinflusst,wie im Folgenden gezeigt wird, die Wahl
der Suchrichtung das Konvergenzverhalten der Methode. Das erste Verfahren zur Ermitt-
lung der Suchrichtung, die im Folgenden präsentiert wird, ist das Gradientenverfahren
oder Verfahren des steilsten Abstiegs. Es ist bekannt, dass der Gradient einer Funktion in
einem beliebigem Punkt zur Richtung des steilsten Anstiegs zeigt und der negative Gra-
dient in Richtung des steilsten Abstiegs. Dieses Wissen wird für die Minimierung beim
Gradientenverfahren genutzt. Als Suchrichtung wird die Richtung des steilsten Abstiegs,
gegeben durch den negativen Gradienten ∇f(x), gewählt. Eine weitere Eigenschaft des
Gradienten ist, wie auf der Abbildung. 3.6 zu sehen ist, dass er immer senkrecht zur
Höhenlinie steht. Diese zweite Eigenschaft führt bei Optimierungsproblemen mit schlecht
konditionierter Matrix A zum sogenannten „Zickzackverhalten“wie in Abbildung. 3.7 dar-
gestellt ist. Dieses ineffiziente Konvergenzverhalten kommt aus der Linearabhängigkeit der
einzelnen Suchrichtungen im Laufe der Iterationen.
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Gut konditioniertes 
Problem, effiziente Lösung 

Abb. 3.6: gut konditioniertes Problem

Schlecht  konditioniertes Problem, ineffizient 
(Zickzack-Verhalten)

Abb. 3.7: Zickzackverhalten bei schlechter
Konditionierung

Um das schlechte Konvergenzverhalten des Gradientenverfahrens zu verbessern, nutzt das
alternative Konjugierte Gradientenverfahren einen Korrekturterm β zur Orthogonalisie-
rung der Suchrichtungen zueinander. Zur Bestimmung der neuen Suchrichtungen werden
beim Konjugierte Gradientenverfahren Informationen vom vorherigen Schritt genutzt:

d0 = ∇f(x0) (3.21)
dk = −∇f(xk) + βkdk−1 (3.22)

Als Startsuchrichtung wird gemäß (3.21) direkt der steilste Abstieg −∇f(x0) gewählt,
während bei den weiteren Schritten gemäß (3.22) zuerst die vorherige Suchrichtung dk−1

mit einem Term βk korrigiert und zu dem Abstieg −∇f(xk) addiert wird. Der Korrektur-
faktor βk lässt sich durch folgende Beziehung:

βk = ∥∇f(xk)∥2

∥∇f(xk−1)∥2 (3.23)

bestimmen. Mittels dieser Korrektur erfolgt eine Orthogonalisierung zwischen der neuen
dk und alten dk+1 Suchrichtung in der durch die Matrix A definierten Metrik, sodass
folgendes Skalarprodukt gilt:

⟨dk,dk−1⟩A = dT
kAdk−1 = 0 (3.24)

Aufgrund der A-Orthogonalitätsbedingung in (3.24) zwischen den einzelnen Suchrichtun-
gen, werden diese Suchrichtungen auch als konjugierte Richtungen bezeichnet.

Im Folgenden wird die Iterationsvorschrift beim konjugiertes Gradientenverfahren zusam-
mengefasst. Zu Beginn wird, ausgehend von einer Startlösung x0 eine Startsuchrichtung
d0 bestimmt. Dieser Suchrichtung entspricht auch das Residuum r0 für die Startlösung.

d0 := ∇f(x0) := r0 = b− Ax0 (3.25)

Ausgehend von diesen Startwerten in (3.25) wird bei jeder Iteration die Schrittweite αk,
die Lösung xk, das Residuum rk und Suchrichtung dk mit den bereits hergeleiteten Glei-
chungen, wie in dem unteren Ablauf (siehe Abb. 3.8)gezeigt wird, aktualisiert.
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CGM algorithm
1: procedure CGM
2: Initialisierung
3: for k=1:n  do

4: ; Schrittweite 

5: ; neuer Suchpunkt / Näherungslösung
6: ; neuer Residuum

7: ; Orthogonalisierung der Suchrichtungen

8: ; neue Suchrichtung
9: end for
10: end procedure

Abb. 3.8: Berechnungsschritte des konjugierten Gradient Methode [NoWr06]

3.2 Normal-Kontaktalgorithmus nach Polonsky und Keer

Seit den 70er, 80er Jahren wurden mehrere Kontaktalgorithmen entwickelt. Die ersten
Methoden basierten auf der Beschreibung einer aktiven Menge (an denen der Kontakt
als wirksam angenommen wird), die sich im Laufe des iterativen Berechnungsprozesses in
Richtung des tatsächlich zu suchenden Kontaktbereichs entwickelt. Methoden zur Lösung
von Kontaktgleichungen können in zwei Kategorien eingeteilt werden: direkte Matrix-
Invertierungsmethoden und iterative Methoden. Die Entwicklung der Kontaktalgorithmen
spiegelt die aufgetretenen Schwierigkeiten wider. Diese Entwicklung wird im Folgenden
zusammengefasst [Gall07].

Die Matrix-Invertierungsmethode:

Die Matrix-Invertierungsmethode erfordert eine große Speicherkapazität und hohe Be-
rechnungszeiten. Algorithmen, die auf dieser Methode basieren, wie z. B. die von Conry
et al. [CoSe71] und Kalker et al. [KaRa72] vorgeschlagenen wurde, ermöglichten An-
wendungen, die nur auf ein in jeweils 16 bzw. 84 Punkte diskretisiertes Gebiet beschränkt
sind [Gall07].

Die iterativen Methoden:

Aus Speicherplatzgründen erscheint es sinnvoller, iterative Verfahren anstelle der Matrix
Invertierung zu verwenden. Obwohl die konjugierten Gradientenverfahren schneller sein
sollen, wird das Gauß-Seidel-Verfahren bis zur Arbeit von Allwood [Allw05] ver-
breitet eingesetzt. In der Literatur [Allw05] wird ein auf dem konjugierten-Gradienten-
verfahren basierender Normalkontakt-Algorithmus vorgeschlagen und durch eine Ver-
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gleichsstudie die erhebliche Verbesserung der Konvergenz-Geschwindigkeit gegenüber dem
iterativen Gauß-Seidel-Verfahren dargestellt.

Neuere Methoden, die derzeit verwendet werden, basieren auf der schnellen Berechnung
der am Kontaktproblem auftretenden Matrixoperationen. Eine erste Methode, die von
Brandt und Lubrechts [BrLu90] initiiert wurde, ist das Mehrgitterverfahren. Sie wur-
de effektiv in Verbindung mit der konjugierten-Gradienten-Methode in dem von Po-
lonsky und Keer [PoKe99] vorgeschlagenen Algorithmus verwendet. Dieser Algorith-
mus wird, ohne Mehrgitterverfahren wie im Weiteren beschrieben, in dieser Arbeit im-
plementiert. Eine zweite Methode ist die Verwendung der FFT. Dies wurde von Ju und
Farris [JuFa96] initiiert und in Algorithmen verwendet, wie sie von Hu et al. [HBZ99],
Ai und Sawamiphakadi [AiSa99] eingesetzt wurden. Die Verwendung von Fourier-
Transformationen im Kontaktproblem wird in Abschnitt 3.6 ausführlich behandelt. Für
die Lösung der Matrixoperationen wird in dieser Arbeit anstelle des Mehrgitterverfahrens
die Fourier-Transformation verwendet [PoKe00].

Im Folgenden wird der in Abbildung 3.9 schematisierte Kontaktalgorithmus bei Vorgabe
der Kraft erläutert. Der besseren Verständlichkeit halber wird der in [Gall07] eingeführte
Lagrange-Formalismus bevorzugt. Wie bereits im Abschnitt 2.2 erläutert, lässt sich der
Normalkontakt durch folgende Gleichungen (Spaltgleichung, Oberflächenverschiebungen,
Gleichgewichtsgleichung):

gij = hij + uz
ij − δz (3.26)

uz
ij =

∑
Nx

∑
Ny

Cz
ijkl pkl (3.27)

∑
(i,j)∈Γc

pij = Fz/Γc (3.28)

beschreiben. Die Gleichungen (3.26 - 3.28) werden in Indizesform für ein in Nx × Ny-
Punkten diskretisiertes Gebiet angegeben. Dieses Gleichungssystem muss folgende Ne-
benbedingungen einhalten:

gij = 0, pij > 0 ; (i,j) ∈ Γc (3.29)
gij > 0, pij = 0 ; (i,j) ̸∈ Γc (3.30)

Als Lagrange-Multiplikator λij für das Minimierungsproblem wird der lokale Spalt gij

definiert. Der Normalkontakt-Algorithmus kann in folgende Schritte zusammengefasst
werden:

1. Die Kontaktpressungsmatrix pij soll unter Berücksichtigung des Kraftgleichgewichts
initialisiert werden. Das gesamte Berechnungsgebiet oder die potenziale Kontaktflä-
che Γp wird als im Kontakt Γc ≡ Γp und λij = 0 angenommen. Die Hilfsvariablen ζ
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und Gold werden definiert und initialisiert, indem ζ = 0 und Gold = 1 gesetzt wer-
den. Der Fehler wird auf den gewünschten Wert gesetzt und der iterative Prozess
kann beginnen.

2. Die Oberflächenverschiebung uz
ij wird mittels der DC-FFT (siehe Abschnitt 3.6)

berechnet.

3. Der Spalt zwischen den beiden Körpern auf der aktuellen Kontaktfläche wird be-
rechnet:

gij = hij + uz
ij (i,j) ∈ Γc (3.31)

Dies ist das Residuum des zu lösenden linearen Systems und muss nach 3.26 mit der
Starrkörperbewegung δz korrigiert werden. Die Starrkörperbewegung δz wird durch
den Mittelwert des bereits bestimmten Spaltes (3.31) approximiert:

δz = 1
Nc

∑
(i,j)∈Γc

gij (3.32)

Nc sei die Anzahl der bereits im Kontakt vorliegenden Punkte. Es folgt dann die
Aktualisierung des Spalts

gij = gij − δz, (i,j) ∈ Γc (3.33)

4. Die Abstiegsrichtung d wird dann im Rahmen des konjugierten Gradienten aus dem
Residuum und der vorherigen Abstiegsrichtung berechnet (Schritt 8 in der Abb. 3.8)

dij = −gij + ζ
Gnew

Gold

dij (i,j) ∈ Γc (3.34)

dij = 0 (i,j) ̸∈ Γc (3.35)

Mit:

Gnew =
∑

(i,j)∈Γc

g2
ij (3.36)

Der in (3.36) berechnete Gnew wird in Gold gespeichert und die Variable ζ mit dem
Wert 1 reinitialisiert.

5. Die DC-FFT Methode wird auf die Abstiegsrichtung dij angewendet:

rp
ij =

∑
Nx

∑
Ny

Cz
ijkldkl (3.37)

Dann wird der Abstiegsschritt α berechnet ( Schritt 4 des konjugierten Gradienten)

α =
∑

(i,j)∈Γc
g2

ij∑
(i,j)∈Γc

dij r
p
ij

(3.38)
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6. Die Pressungen werden aktualisiert (Schritt 5 des konjugierten Gradienten)

pij = pij + αdij (i,j) ∈ Γc (3.39)

7. Die Komplementaritätsbedingungen werden erzwungen

Wenn: pij < 0, (i,j) ∈ Γc, dann pij ← 0, Γc ← Γc/(i,j)
(3.40)

Wenn: gij < 0, (i,j) ̸∈ Γc, dann pij ← −α gij, ζ ← 0, Γc ← Γc ∪ (i,j)
(3.41)

Die Variable ζ wird zur neuen Initialisierung des konjugierten Gradienten verwendet.
Dies erfolgt für ζ ← 0. Wenn bei der aktuellen Iteration in einem Punkt ein negativer
Spaltwert entsteht, wird dieser Punkt in die potenzielle Kontaktzone Γc bewegt und
der Gradient wird bei der nächsten Iteration zurückgesetzt. Außerdem wird der
Nullwert des Drucks an dieser Stelle von −αgij nachjustiert.

8. Bei Bedarf wird die Gleichgewichtsgleichung erzwungen. Das folgende Konvergenz-
kriterium wird getestet

εij =
∑

(i,j)∈Γp
(pij − pold)∑

(i,j)∈Γp
pij

(3.42)

Zum Schluss werden die Kontaktpressungen gespeichert, pold ← pij

Eingangsgrößen
Geometrie: Material: 
Last: 

Initialisierung
; 

; ζ=0; 

DC-FFT: 

Aktueller Spalt:
; 

Starrkörperverschiebung: 

Spaltkorrektur: 

Abs�egsrichtung: 

DC-FFT: Abs�egsschri� Pressung:

Komplementarität auf 
und 

Gleichgewichtsbedingung

End
janein

Abb. 3.9: Normal Kontaktalgorithmus nach Polonsky und Keer [PoKe99]

3.3 Tangential Kontaktalgorithmus

Die Lösung des Tangentialkontaktproblems ist aufgrund der größeren Anzahl an Unbe-
kannten schwieriger als im Falle des Normalkontakts. In der Literatur werden Kontaktal-
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gorithmen vorgeschlagen, beispielsweise [Will08; WWWZ10; Gall07; Full11; GND10]. In
dieser Arbeit fiel die Wahl auf die in [Gall07; Full11; GND10] vorgestellte Methode. Für
diese Wahl sprechen zwei Gründe. Der erste Grund ist die Verwendung des Lagrange-
Formalismus, der das Verständnis des Kontaktproblems aus mathematischer Sicht erleich-
tert. Der zweite Grund ist die Verwendung einer allgemeinen Methode zur Abschätzung
der starren Verformungen δx, δy in (2.47), die durch tangentialen Kräfte verursacht werden.
Diese Methode ermöglicht im Vergleich zu der beispielsweise in [WWWZ10] verwendete
Johnson Formel [John03] für die Hertz’schen Kontakte, eine breitere Anwendung auf
Kontakte mit rauen Oberflächen.

Die Hauptschritte des tangentialen Kontaktalgorithmus [Gall07] (siehe Ablaufschema in
Abbildung 3.10) werden im Folgenden beschrieben. Für eine ausführliche Beschreibung
der Grundlage des Lagrange-Formalismus, auf dem dieser Algorithmus basiert, wird auf
die Literatur [Gall07] verwiesen. Als Lagrange Multiplikatoren λij für das tangentiale
Problem wird der Betrag der lokalen Gleitwege sx, sy definiert. Der Algorithmus kann in
folgenden zehn Schritten zusammengefasst werden:

Eingangsgrößen
Kontaktzone & Pressung: 

Last, Reibkoeff: 
Initialisierung

; 
; ;  ζ=0; 

DC-FFT: 

Aktueller Gleitwege 

Lagrange-Mul�plikatoren 

Abs�egsrichtungen

Komplementaritätsbedingung
auf 

DC-FFT: Abs�egsschri� 

Spannungen aktualisieren

Komplementaritätsbedingung 

auf , 

Gleichgewichtsbedingung

janein
End

Abb. 3.10: Tangential-Kontaktalgorithmus nach [Gall07]

1. Als erstes werden die Eingangsgrößen des tangentialen Problems definiert. Dazu ge-
hören neben der Tangentiallast Fx und dem Reibungskoeffizient µ die vorher im Nor-
malkontaktalgorithmus bestimmte aktuelle Kontaktfläche Γc und Normalkontakt-
pressung pij. Die Schubspannungsmatrizen qx

ij, q
y
ij werden unter Berücksichtigung

des tangentialen Kraftgleichgewichts initialisiert. Zunächst werden zwei Schubspan-
nungswerte aus dem Verhältnis der äußeren Tangentialkräfte Fx, Fy zur Gesamt-
fläche der Kontaktzone berechnet. Diese Werte werden in jedem Kontaktpunkt als
initiale Schubspannung in der x- bzw. y-Richtung definiert. Die gesamte Kontakt-
fläche wird als haftend angenommen Γst ≡ Γc,Γsl = ∅. Die Hilfsvariablen ζ und Gold

werden jeweils mit 0 und 1 initialisiert und λij als 0 definiert. Der Fehler wird auf
den gewünschten Wert gesetzt und der iterative Prozess kann beginnen.
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2. Die Oberflächenverschiebung in x-Richtung (ux
qx

+ ux
qy

) und y-richtung (uy
qx

+ uy
qy

)
wird mittels der DC-FFT (siehe Abschnitt 3.6) berechnet und die Starrkörperver-
schiebungen δx, δy aus [Gall07] abgeschätzt.

3. Die Gleitwege (sx
ij,s

y
ij)T werden mittels (2.47) bestimmt:

Sij =
sx

ij

sy
ij

 =
(ux

qx
+ ux

qy
)− δx

(uy
qx

+ uy
qy

)− δy

; (i,j) ∈ Γc (3.43)

4. Die Lagrange-Multiplikatoren werden aus der Norm der Gleitwege in der aktuellen
Gleitzone Γsl berechnet:

λij = −

∥∥∥∥∥∥s
x
ij

sy
ij

∥∥∥∥∥∥ · sign(sx
ij · (ux

qx
+ ux

qy
) + sy

ij · (uy
qx

+ uy
qy

)); (i,j) ∈ Γsl (3.44)

Mit sign() als Vorzeichenfunktion (liefert das Vorzeichen des Funktionsargument)

5. Die Komplementaritätsbedingungen an den Lagrange Multiplikatoren werden er-
zwungen:

wenn:λij < 0, (i,j) ̸∈ Γsl dann ζ ← 0,Γsl ∪ (i,j) (3.45)

6. Die Abstiegsrichtung dij wird dann im Rahmen des konjugierten Gradienten aus
dem Residuum und der vorherigen Abstiegsrichtung berechnet:

dij =
dx

ij

dy
ij

 =
sx

ij

sy
ij

+ ζ
G

Gold

dx
ij

dy
ij

; (i,j) ∈ Γst (3.46)

dij =
dx

ij

dy
ij

 =

sx
ij + λij

qx
ij

µpij

sy
ij + λij

qy
ij

µpij

+ ζ
G

Gold

dx
ij

dy
ij

; (i,j) ∈ Γsl (3.47)

Mit:

G =
∑
(i,j)

sx
ij + λij

qx
ij

µpij

2

+
sy

ij + λij

qy
ij

µpij

2

; (i,j) ∈ Γc (3.48)

Der Wert von G wird in die Variable Gold gespeichert und ζ wird zu 1 reinitialisiert

7. Die DC-FFT Methode wird auf die Abstiegsrichtung dij angewendet:

rij =
rx

ij

ry
ij

 =
∑kl C

x
ijklx · dx

kl +∑
kl C

x
ijkly · d

y
kl∑

kl C
y
ijklx · dx

kl +∑
kl C

y
ijkly · d

y
kl

 (3.49)

Dann wird der Abstiegsschritt α berechnet:

α =

∑
(i,j)

sx
ij + λij

qx
ij

µpij

2

+
sy

ij + λij
qy

ij

µpij

2

dx
ij · rx

ij + dy
ij · r

y
ij

; (i,j) ∈ Γc (3.50)
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8. Die Schubspannungen werden aktualisiert:qx
ij

qy
ij

 =
qx

ij

qy
ij

+ α

qx
ij

qy
ij

; (i,j) ∈ Γc (3.51)

9. Die Komplementaritätsbedingungen für die Schubspannungen werden überprüft:

wenn:λij < 0, (i,j) ̸∈ Γsl dann ζ = 0,Γsl ← Γsl ∪ (i,j) (3.52)

qx
ij

qy
ij

 = µpij√
(qx

ij)2 + (qy
ij)2

qx
ij

qy
ij

 (3.53)

10. Bei Bedarf wird die Gleichgewichtsgleichung erzwungen. Der folgende Konvergenz-
fehler wird getestet:

ε =
∑

(i,j)

√
(qx

ij − qx
old)2 + (qy

ij − q
y
old)2√

(qx
ij)2 + (qy

ij)2
; (i,j) ∈ Γc (3.54)

Mithilfe des Kontaktalgorithmus in Abbildung 3.10 lassen sich Kontaktprobleme mit par-
tiellem Gleiten, wie in Abbildung 3.11 schematisch dargestellt, lösen.

=0

(a) (b)

Abb. 3.11: Punktkontakt mit partiellem Gleiten, (a) ohne Tangentialkraft und (b) mit Tan-
gentialkraft

In Abbildung 3.11 werden zwei Körper mittels der Normalkraft FN in Kontakt gebracht.
Für beide Kontaktfälle ist in der tangentialen Richtung ein Reibungskoeffizient µreib de-
finiert. In dem in Abbildung 3.11 (b) abgebildeten Kontakt wird im Vergleich zu 3.11 (a)
zusätzlich zur Definition eines Reibungskoeffizienten eine Tangentialkraft Ft aufgebracht.
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Die Definition eines Reibungskoeffizienten resultiert aus einer Aufteilung des Kontakt-
gebiets in zwei Zonen, mit Haft- und Gleitbedingung. Eine zusätzliche Tangentialkraft
im Kontakt sorgt für eine Verkleinerung der Haftzone zugunsten der Gleitzone. Wie auf
der Abb. 3.12 veranschaulicht wird, lassen sich aus den Boussinesq und Cerruti Lö-
sungen, Einflusskoeffiziente (Cxz, Cxy,...Czx) zur Bestimmung der Verschiebungen in allen
drei Raumrichtungen x, y, z bestimmen. Diese Verschiebungen werden durch eine Nor-
malkraft Fz bzw. Pressung pz oder Tangentialkräfte Fx, Fy bzw. Schubspannungen qx, qy

verursacht. Die gesamten Verschiebungen lassen sich wie in (2.42) beschreiben:
Ux

Uy

Uz

 =


Ux

x + Uy
x + U z

x

Ux
y + Uy

y + U z
y

Ux
z + Uy

z + U z
z

 =


Cxx Cxy Cxz

Cyx Cyy Cyz

Czx Czy Czz

×

qx

qy

pz

 (3.55)

a) Boussinesq-Lösung b) Cerruti-Lösung

𝑥

𝑈𝑥
𝑧

𝑦

𝑧

𝑈 𝑦
𝑧

𝑈𝑧
𝑧

𝑈𝑧

analog

𝐹𝑧𝑝𝑧
𝑞𝑦

𝐹𝑦
𝑞𝑥𝐹𝑥

Abb. 3.12: Verschiebungsanteile auf dem Halbraum beim Normalkontakt: a) Boussinesq-
Lösung und Tangentialkontakt: b) Cerruti-Lösung, mittels Einflusskoeffizienten

Folgende drei Kopplungsgraden zwischen normalen und tangentialen Problemen können
unterschieden werden [Full11]:

Kopplungsgrad 2 (voll gekoppelt) : Cij ̸= 0;∀(i,j) = x,y,z (3.56)
Kopplungsgrad 1 (partial gekoppelt) : Cxz = Czx = 0;Cyz = Czy = 0; (3.57)

Kopplungsgrad 0 (entkoppelt) : Cxz = Czx = 0;Cyz = Czy = 0;Cxy = Cyx = 0;
(3.58)

Diese Kopplungsgrade ergeben sich beispielsweise aus der Ähnlichkeit der elastischen Ma-
terialparameter der Kontaktkörper. Um dies zu veranschaulichen, werden beispielsweise
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in (3.59, 3.60, 3.61) die Einflusskoeffizienten der Normalkraft Fz aus [Full11] angegeben:

Cxz = −
(

(1 + ν1)(1− 2ν1)
2πE1

)
+
(

(1 + ν2)(1− 2ν2)
2πE2

)(
2x tan−1

(
r − y
x

)
− y ln(r)

)
(3.59)

Cyz = −
(

(1 + ν1)(1− 2ν1)
2πE1

)
+
(

(1 + ν2)(1− 2ν2)
2πE2

)(
2y tan−1

(
r − x
y

)
− x ln(r)

)
(3.60)

Czz = −
(

(1− ν2
1)

2πE1

)
−
(

(1− ν2
2)

2πE2

)(
y ln(r − x) + x ln(r − y)

)
(3.61)

Es kann festgestellt werden, dass für die Grenzfälle mit unterschiedlichen E1 ̸= E2; ν1 ̸= ν2

und identischen (E1 = E2; ν1 = ν2) Materialparametern sich jeweils der Kopplungsgrad 2
und 1 ergibt. Im implementierten Modell wird von einem Kopplungsgrad 2 ausgegangen.

3.4 DC-FFT Methode in der Kontaktsimulation

In diesem Abschnitt soll die Implementierung der DC-FFT Methode zur Lösung der dis-
kreten Faltung / discret convolution (DC) im Kontaktmodell erläutert werden. Als Erstes
wird kurz auf die Grundlage der Faltungstheorie und Fourier Transformation eingegan-
gen. Hier werden nur relevante Aspekte präsentiert, für detaillierte Erklärungen wird auf
die zum Thema Fourier Transformation umfangreiche Literatur [Bovi09] hingewiesen.

3.4.1 Kontinuierliches Faltungstheorem und die Fourier-Transformation

Gegeben seien zwei kontinuierliche Funktionen f(x, y), h(x, y) im 2D Raum (x, y). Die
lineare Faltung g(x, y) dieser beiden Funktionen:

g(x, y) = f(x, y) ∗ h(x, y)
= h(x, y) ∗ f(x, y)
= h(x, y) ∗ f(x, y)

=
+∞∫∫
−∞

f(x− τ, y − η)h(τ, η) dτ dη

=
∞∑

τ=−∞

∞∑
η=−∞

f(x− τ, y − η)h(τ, η)

(3.62)

drückt das Ergebnis des Durchlaufs jedes Wertes von f(x,y) durch die Funktion h(x,y) aus.
Es resultiert an jeder Stelle g(x, y), ein durch die Funktion h(x, y) gebildeter gewichteter
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Mittelwert der umgebenden Funktionswerte von f(x, y). Die kontinuierliche Fourier-
Transformation der beiden Funktionen wird wie folgt:

F̃ (ωx, ωy)
∞∑

x=−∞

∞∑
y=−∞

f(x, y)e−j2π(ωx x+ωx y) (3.63)

H̃(ωx, ωy)
∞∑

x=−∞

∞∑
y=−∞

h(x, y)e−j2π(ωx x+ωx y) (3.64)

definiert mit ωx, ωy als die zu der jeweiligen Raumrichtung x, y zugehörigen Frequenzen.
Das kontinuierliche Faltungstheorem (3.65) besagt, dass die Anwendung der FT auf beiden
Seiten der Gleichung (3.62) diese letztere lineare Faltungsoperation im Raumbereich in
eine einfache Multiplikation im Frequenzbereich überführt.

G̃(ωx, ωy) = F̃ (ωx, ωy) H̃(ωx, ωy) (3.65)

Diese wichtige Eigenschaft erlaubt es, aufwändige Faltungsoperationen im Raumbereich
einfacher (durch elementweise Multiplikation) im Frequenzbereich zu lösen.

3.4.2 Diskretes Faltungstheorem und Fourier-Transformation

Bis jetzt wurden die Funktionen f, h als kontinuierlich angenommen. Jetzt soll die Be-
trachtung auf den praktischen Fall von diskreten Problemen beschränkt werden. Hier
lassen sich die Funktionen f, h als Matrizen mit der endlichen Dimension Länge Nx × Ny

mit [f ∗(x, y), h∗(x, y), 0 ≤ x ≤ Nx − 1, 0 ≤ y ≤ Ny − 1] ausdrücken. Ein solches diskretes
Problem stellt beispielsweise das diskretisierte Kontaktproblem mit der Pressung und Ein-
flusskoeffizientenmatrix jeweils als f ∗ und h∗ dar. Die diskrete Fourier-Transformation
(DFT) dieser zwei Matrizen ergibt einen ähnlichen Ausdruck wie (3.63, 3.64 ):

F̃ ∗(ωx, ωy)
∞∑

x=−∞

∞∑
y=−∞

f ∗(x, y)e−j2π(ωx x+ωx y) (3.66)

H̃∗(ωx, ωy)
∞∑

x=−∞

∞∑
y=−∞

h∗(x, y)e−j2π(ωx x+ωx y) (3.67)

Die DFT einer Matrix lässt sich mit dem FFT-Algorithmus sehr effizient berechnen. Für
diskrete Probleme gilt das bereits erwähnte kontinuierliche Faltungstheorem nicht, d.h.
das Produkt von zwei diskret Fourier-transformierten (mittels DFT) Funktionen F̃ ∗, H̃∗

invers Fourier transformiert (mittels IDFT) führt nicht zum gleichen Ergebnis wie die
lineare Faltung der beiden diskreten Funktionen f ∗,h∗ [Bovi09]. Für solche diskreten Fälle
wird eine andere Form der Faltung, die zyklische/zirkulare Faltung, definiert.

Jetzt sollen die bereits erwähnten zwei Faltungsarten (kontinuierlich und diskret) und
ihre Zusammenhänge zu der FT zusammengefasst werden. Es sollte nun deutlich her-
vorgehoben werden, dass das Kontinuierliche Faltungstheorem (3.65) von der Fourier
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Transformation (3.63, 3.64) bzw. ihre Inverse (IFT) begleitet wird, um die lineare Faltung
(3.62) auszuwerten, während das diskrete Faltungstheorem von der diskreten Fourier-
Transformation (DFT) bzw. ihre Inverse (IDFT) abhängt und wird durch die zyklische
Faltung berechnet.

Physikalische (Ziel) Domain

Berechnungs-/virtueller Domain

(a) (b)

Abb. 3.13: a) Definition des virtuellen Berechnungsdomain durch Verdoppelung des Zieldo-
main. b) Berechnung der Einflusskoeffizientmatrix in der physikalischen Domain.

Die Methode der Zero-Padding und Wrap-around, die im Folgenden beschrieben wird,
soll die lineare Faltung (bei der Modellierung) korrekt in die zyklische Faltung (nach
der Diskretisierung) überführen. Dabei wird die zuvor diagonale Einflusskoeffizienten-
Matrix C durch den Wrap-around Vorgang zu einer zyklischen Matrix transformiert.
Der Lösungsprozess erfordert eine virtuelle Domäne (Berechnungsgebiet) die durch eine
Verdoppelung der Zieldomain (physikalische Domain) wie in Abbildung 3.13a gezeigt
gewonnen wird. Der allgemeine Ablauf der DC-FFT Methode umfasst folgende Schritte
[LWL00]:

1. Berechnung der Einflusskoeffizienten-Matrix [C]Nx×Ny mittels (2.37) für 0 ≤ x ≤
Nx − 1 und 0 ≤ y ≤ Ny − 1 (Siehe Abbildung 3.13b)).

2. Erweiterung der Einflusskoeffizient-Matrix aus dem 1. Schritt (Siehe Abbildung 3.14
(a)). [C]Nx×Ny zur [C]2Nx×2Ny in die virtuelle Domäne mittels der Zero-padding und
Wrap-around order. Die Zero-padding bei der Einflusskoeffizient Matrix betrifft nur
die Werte beiNx ( d.h CNx = 0). Die Koeffizienten vonNx+1 bis 2Nx−1 ergeben sich
aus den Koeffizienten 0 bis Nx − 1, sind aber in umgekehrter Richtung angeordnet,
wobei für letzteren eventuell ein negatives Vorzeichen (siehe Abbildung 3.14 (b))
entsprechend der Parität (gerade oder ungerade)der Einflusskoeffizienten Funktion
[Jerb16] vorgesehen wird. Die Parität einer eindimensionalen Funktion f(x) (mit
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dem Argument x) wird durch folgende Bedingung überprüft:

f(−x) = f(x) (3.68)

Dadurch, dass die Einflusskoeffizienten mehrdimensionale Funktionen sind, muss
diese Bedingung (3.68) in allen Richtungen geprüft werden. Zur Erläuterung wer-
den im Folgenden die Einflussfunktionen der Oberflächenverformungen durch eine
Normalkraft verwendet, die in den Gleichungen (3.59-3.61) angegeben sind. Für
die Einflussfunktion Czz liegt keine Parität in der x- und y-Richtung vor (d.h.
Czz(−x, y) ̸= Czz(x, y); und Czz(x, − y) ̸= Czz(x, y)). Für die Einflusskoeffizien-
ten Cxz, Cyz gilt jeweils Cxz(−x, y) = Cxz(x, y) (d.h. gerade in x-Richtung) und
Cyz(x,− y) = Cxz(x, y) (d.h. gerade in y-Richtung).

Wrap-around Order
(a)

Wrap-around Order

(b)

Zero Padding(c)

Abb. 3.14: Erweiterung der Einflusskoeffizientenmatrix mittels Zero-Paading (nur im Punkt
(Nx,Ny)) und Wrap-around Order (a) für gerade Einflussfunktionen (b) für ungera-
de Einflussfunktionen; (c) Erweiterung der Pressungsmatrix mit der Zero-Padding

3. Erweiterung der Pressungsmatrix [P ]Nx×Ny zur [P ]2Nx×2Ny mittels Zero-Padding
(Siehe Abbildung 3.14 (c)). Hier werden die Pressungswerte von Nx bis 2Nx − 1
zu Null gesetzt.

4. Anwendung der 2D FFT auf die zwei resultierenden Matrizen [P̃ ]Nx×Ny und [C̃]Nx×Ny

5. Elementweise Multiplikation der Fourier-transformierten Matrizen P̃ ∗ C̃

6. Anwendung der 2D IFFT auf das Ergebnis in Schritt 5.
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7. Auswertung des Ergebnisses von Schritt 6 auf der physikalischen Domain [0 . . . Nx−
1,0 . . . Ny − 1]



4 Aufbau und Implementierung eines 3D
Halbraummodells mit Plastifizierung

In diesem Kapitel wird auf das implementierte dreidimensionale plastische Halbraum-
Kontaktmodell näher eingegangen.

Die ersten plastischen Halbraummodelle gehen auf die analytische Arbeit von Hencky
[Henc23] zurück. Hier konnte gezeigt werden, dass die lokale Flächenpressung bei rauen
Oberflächen einen kritischen Wert nicht übersteigen kann. Dieses Ergebnis wurde durch
die experimentelle Arbeit von Bownden und Tabor [BoTa01] bestätigt und folgende
Beziehung zwischen der kritischen Flächenpressung Pkrit und der Fließspannung σF im
Material bestimmt:

Pkrit = 2,8σF (4.1)

Basierend auf der Gleichung (4.1) konnten vereinfachte plastische 2D Halbraummodelle
entwickelt werden, bei denen die Kontaktpressung an der Oberfläche durch eine kriti-
sche Flächenpressung limitiert wird. Es bliebt jedoch mit diesen Modellen unmöglich,
das Spannungs- und Dehnungsfeld im Material zu bestimmen. Ein weiteres häufig im-
plementiertes 3D plastisches Halbraummodell wurde von Jacq [Jacq01] et al. [JNLG02]
vorgeschlagen. Dieses Modell unterscheidet sich vom bereits erläuterten vereinfachten 2D
Modell durch eine Volumendiskretisierung und somit durch die Möglichkeit Spannungs-
und Dehnungsgrößen unterhalb der Oberfläche zu bestimmen. Dieses 3D Modell, wie in
Abbildung 4.1 schematisiert, wurde in dieser Arbeit implementiert und wird im Weiteren
vorgestellt.

Aufgrund der Nichtlinearität der plastischen Deformationen wurde von Jacq ein inkre-
menteller Ansatz (d.h. für kleine Belastungen- und Verformungsänderungen) gewählt.
Dabei wird die Gesamtlast F in kleine Lastinkrementen dF , welche sukzessiv aufgebracht
sind, geteilt. Zu Beginn der Kontaktsimulation wird ein Initialzustand charakterisiert,
der durch die Last F , die Kontaktpressung p, die aktuelle Geometrie der Kontaktpartner
hi, die Startspannung σi, den Verfestigungszustand sowie die vorhandenen plastischen
Dehnungen εp, definiert ist. Die Oberflächengeometrie der Kontaktpartner wird als Su-
perposition einer undeformierten h∗

i und einer durch plastische Dehnungen verursachten
Oberflächenverschiebung ur beschrieben:

hi = h∗
i + ur (4.2)
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Modul I (elas�sche Kontakt)

Kontaktpressung:

Spannungstensor im Halbraum:

Modul II (Plas�zität)

Plastisches Dehnungsinkrement:

Modul III (Ober. Deforma�on)

Inkrementelle Plastische 
Oberflächendeformation:

Konvergenzstest der plas�schen 

Oberflächendeformation:

<esp

Relaxa�on : nein

ja

Ini�al Zustand

End :

Abb. 4.1: Berechnungsablauf des plastischen Halbraummodells nach Jacq

Die Startspannung σi beschreibt die elasto-plastische Gesamtspannung und setzt sich aus
einem elastischen σe und plastischen σr Anteil wie folgt zusammen:

σi = σe + σr (4.3)

In jeder Iteration soll für die folgende inkrementelle Lastaufbringung:

F = F + δF (4.4)

die Veränderung der Kontaktpressung δp, der plastischen Oberflächendeformation δur, der
plastischen Dehnung δεp und Spannung δσr im Kontaktkörper bestimmt werden. Diese
Unbekannten werden während der Iteration, durch verschiedene Routinen in drei Module
zusammengefasst, bestimmt. Als erstes wird im Modul I die neue Kontaktpressung und die
daraus resultierenden elastischen Spannungen im Halbraum bestimmt. Weiterhin werden
diese Spannungen im Modul II zur iterativen Bestimmung der plastischen Dehnungsin-
kremente (siehe Abschnitt 4.1) verwendet. Diese verursachen an der Halbraumoberfläche
plastische Deformationen (siehe Abschnitt 4.3), mit der die Halbraumoberfläche vor der



4 Aufbau und Implementierung eines 3D Halbraummodells mit Plastifizierung 49

nächsten Iteration aktualisiert wird. Die Bestimmung der aus den plastischen Dehnungsin-
krementen hervorgerufenen inkrementellen plastischen Oberflächendeformation geschieht
im Modul III. Die bereits kurzgefassten Hauptmodule des Jacq-Kontaktalgorithmus wer-
den im Folgenden ausführlicher erläutert.

• Modul I.

In diesem Modul wird eine elastische Kontaktsimulation durchgeführt und die neue
Flächenpressung (p + δp) bestimmt. Diese Lösung wird von folgenden Größen be-
stimmt:

– F + δF : Aktuelle Last.

– hi = h∗
i + ur: Die vorherige Geometrie, mit h∗

i als die neue undeformierte
Geometrie und ur als die bei der vorherigen Last F resultierende gesamte
plastische Oberflächendeformation.

– δuri: Die gesuchte inkrementelle plastische Oberflächendeformation

Mittels Einflusskoeffizienten [Full11] (siehe Abschnitt 2.2.2) werden aus der be-
stimmten Flächenpressung elastische Spannungen im Halbraum berechnet. Diese
elastisch berechneten Spannungen dienen im weiteren als Testspannungen bei der
Bestimmung der plastischen Dehnungsinkremente δεp im Halbraum (Modul II).

• Modul II.

Im zweiten Modul werden die plastischen Dehnungsinkremente δεp im Halbraum be-
stimmt. Dafür wird das Drucker-Prager- Plastizitätmodell [GHW18] eingesetzt.
Im ersten von Jacq entwickelten Algorithmus [Jacq01; JNLG02] wird eine Konver-
genz der plastischen Dehnungsinkremente im Zusammenhang mit der inkrementellen
plastischen Eigenspannung δσr gefordert. Dazu wurde der in Abbildung 4.2 schema-
tisierte Ablauf vorgeschlagen. In Abbildung 4.2 werden zur Klarheit in einer Iterati-
on die Anfangs-und Endzustände jeweils mit den Indizes i und f gekennzeichnet. Im
Anfangszustand beschreibt die Größe δεpi die plastischen Dehnungsinkremente im
Halbraum vor der Berücksichtigung der von ihnen verursachten inkrementellen Ei-
genspannungen δσr. Zur Bestimmung dieser Eigenspannung im Halbraum wird das
im Abschnitt 4.2.1 beschriebene Superpositionsprinzip verwendet. Bei der Bestim-
mung der plastischen Dehnungsinkremente im Endzustand δεpf wird als Testspan-
nung die Summe aus der in elastischer Kontaktsimulation bestimmten Spannung σe

mit der gerade aus plastischen Dehnungsinkrementen bestimmten Eigenspannung
δσr verwendet. Die Enden plastischer Dehnungsinkremente δεpf werden solange ite-
riert bis ein durch den maximalen relativen Fehler definiertes Konvergenzkriterium
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Modul II (Plas�zität)

Konvergenztest des plas�schen 
Dehnungsinkrement:

<esp

ja

Plas. Eigenspannungsinkrement
(Superpositionsprinzip):

Plastisches Dehnungsinkrement 
(Druck Prager-Ansatz):

Relaxa�on : nein

Plas�sches Dehnungsinkrement 
(Druck Prager-Ansatz):

Modul I (elas�sche Kontakt)

Kontaktpressung:

Spannungstensor im Halbraum:

End :

; 

Abb. 4.2: Lösungsschema zur iterativen Bestimmung der plastischen Dehnungsinkrementen

erreicht ist. Dabei werden, um eine gute Konvergenz zu erreichen, in jeder Iteration
die plastischen Dehnungsinkremente relaxiert.

• Modul III.

Im dritten Modul werden die im Modul II iterativ berechneten plastischen Deh-
nungsinkremente dazu verwendet, die inkrementellen plastischen Oberflächendefor-
mation δurf zu bestimmen. In der Tat führen die im Halbraum existierenden plasti-
schen Volumenelemente zur plastischen Deformation der Halbraumoberfläche. Die-
se wird wie im Abschnitt 4.3.1 beschrieben mittels Einflusskoeffizienten bestimmt.
Ähnlich wie bei den plastischen Dehnungsinkrementen wird bei jeder Iteration ei-
ne Oberflächen Relaxation (mit λ2 als Relaxationsfaktor) durchgeführt. Hier be-
schreiben δuri und δurf die plastische Oberflächendeformation jeweils vor (d.h. vor
der Bestimmung des plastischen Dehnungsinkrements) und nach (d.h. nach der Be-
stimmung des plastischen Dehnungsinkrements) der Iteration. Die Konvergenz der
Oberflächendeformation ist gleichbedeutend mit dem Ende der Kontaktsimulation
für das aktuelle Lastinkrement.

Die Bestimmung im Modul II der Eigenspannungen stellt den größten Rechenaufwand
des gesamten plastischen Halbraummodells dar. Mit zunehmender Iterationsanzahl bis
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zur Konvergenz des plastischen Dehnungsinkrements kann sich aufgrund der bei jeder
Iteration mit zu bestimmenden Eigenspannungen eine große Gesamtrechenzeit ergeben.
Zwei Ansätze wurden in [Haue14] und [NBB06] entwickelt, um die Rechenzeit beim Jacq-
Algorithmus zu verbessern. Diese Ansätze werden im Folgenden kurz beschrieben. In
[Haue14] wird vor jeder Iteration eine elastische Kontaktsimulation mit der aufgrund
des bereits bestimmten plastischen Dehnungsinkrements verursachten plastischen Ober-
flächendeformation durchgeführt. Das Ziel dieser Berechnungen soll zur Homogenisierung
des plastischen Dehnungsfeldes im Halbraum dienen und somit das Konvergenzverhalten
verbessern. Die aus der plastischen Dehnungsinkrements resultierende plastische Oberflä-
chendeformation sorgt während der Kontaktsimulation zu einer besseren Verteilung der
Kontaktpressung, welche sich auf die Spannungen im Halbraum weiter auswirkt.

In der Arbeit [NBB06], wird ein effizienter Algorithmus zur Bestimmung der plastischen
Dehnungsinkremente im Halbraum vorgestellt. Mit dem hier vorgeschlagenen Ansatz ent-
fallen die sonst bei der iterativen Bestimmung der plastischen Dehnungsinkremente mit-
berechneten Eigenspannungen. Das wesentliche Konvergenzkriterium der plastischen Deh-
nungsinkremente ist das Zurückführen aller Spannungen im Halbraum auf der Fließfläche.
Dieses Kriterium wird verwendet und die plastischen Dehnungsinkremente werden mit
dem FE-Ansatz aus Abschnit 4.1 iterativ so lange bestimmt, bis die Spannungen in allen
plastischen deformierten Volumelementen auf der Fließfläche liegen. Aus der nicht Be-
rücksichtigung der plastischen Eigenspannungen bei diesem Ansatz ergibt sich eine große
Rechenzeitverkürzung. Dieser zweite Ansatz wurde in dieser Arbeit verfolgt. In den zwei
weiteren Teilabschnitten 4.1 und 4.2 werden jeweils die Bestimmung der plastischen Deh-
nungen und Eigenspannungen (im Modul II) im Halbraum behandelt. Die Berechnung
der daraus resultierenden plastischen Oberflächenveränderung wird im Abschnitt 4.3.3
anhand eines Beispiels verdeutlicht.

4.1 Bestimmung der plastischen Dehnungen

In diesem Abschnitt soll auf die Modellierung des plastischen Materialverhaltens für
den Einsatz im Halbraum Kontaktmodell eingegangen werden. Im praktischen Sinn geht
es hier um die Bestimmung des plastischen Dehnungsinkrements δεpl. Dafür wurde in
[NBB06], basierend auf der in der FE häufig eingesetzten Prädiktor-Korrektor Methode,
ein robuster für beliebige Verfestigungskurven verwendbarer Algorithmus für Halbraum
Kontaktprobleme entwickelt. Der Verständlichkeit halber werden zuerst die wichtigsten
Grundlagen der kontinuumsmechanischen Beschreibung des plastischen Materialverhal-
tens [SiHu00; Wrig01] wiederholt.

Um ein vollständiges plastisches Materialgesetz zu formulieren, werden folgende Teile



52 4 Aufbau und Implementierung eines 3D Halbraummodells mit Plastifizierung

benötigt:

• Die Fließfunktion / Fließbedingung

• Die Fließregel

• Das Verfestigungsgesetz

• Die Konsistenzbedingung

Die eben aufgezählten Bausteine der plastischen Materialmodellierung werden im Weite-
ren erläutert.

Fließfunktion:

Die allgemeine Fließfunktion kann im Spannungsraum wie folgt angesetzt werden:

Ff = Ff (σ,γ, γ̂) (4.5)

Mit σ, γ, γ̂ jeweils als der effektiven Spannung, der inneren isotropen Verfestigungsvariable
und der innere kinematische Verfestigungsvariable.

Die Werte der Fließfunktion sollen mit Hilfe einer Fließbedingung ( 4.6 - 4.8) eine Ent-
scheidung ermöglichen, ob im Werkstoff unter einem bestimmten Spannungszustand reine
elastische oder auch plastische Verzerrungen entstehen.

Ff (σ,γ, γ̂) < 0→ elastisches Verhalten (4.6)
Ff (σ,γ, γ̂) = 0→ plastisches Verhalten (4.7)
Ff (σ,γ, γ̂) > 0→ unzulässiger Fall (4.8)

Die Fließfunktion lässt sich häufig vereinfacht in einen reinen rechnerischen Spannungs-
anteil, der die effektive Spannung in Form einer Vergleichsspannung f(σ) darstellt, und
einen experimentellen Spannungsanteil aus dem sogenannten Verfestigungsgesetz κ(γ, γ̂),
wie folgt aufspalten:

Ff (σ,γ, γ̂) = f(σ)− κ(γ, γ̂) (4.9)

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Betrachtung nur auf die isotrope von Mises-Plastizität
eingeschränkt. Im isotropen Fall hängt das Verfestigungsgesetz κ(γ) von einer einzigen
Variablen γ, die die effektive plastische Dehnung beschreibt, ab. In der Mises-Plastizität
wird als Vergleichsspannung f(σ) die von Mises-Spannung σv verwendet. Somit lautet die
im weiterem betrachtete isotrope von Mises-Fließfunktion wie folgt:

Ff (s,γ) = σv(s)− κ(γ) (4.10)



4.1 Bestimmung der plastischen Dehnungen 53

Mit s, σv(s), κ(γ) jeweils als dem deviatorischen Anteil des Spannungstensors, der von
Mises-Vergleichsspannung und der isotropen Verfestigungsfunktion

Fließregel:

Die Fließregel stellt eine mathematische Formulierung der zeitlichen Evolution der plas-
tischen Dehnung dar. Nach der Arbeit von Drucker [GHW18] wird sie im Allgemeinen
aus der Fließfunktion (4.10) wie folgt ausgedrückt:

dεpl = ε̇pl = γ̇
∂Ff (s,γ)

∂s
(4.11)

Wobei der erste Term γ̇ die effektive plastische Dehnungsrate und der zweite ∂F (s,γ)
∂s

die
Fließrichtung beschreibt. Die Fließregel (4.11) und das Verfestigungsgesetz (4.10) hängen
beide von der noch unbekannten effektiven plastischen Dehnung γ ab. Dies wird aus der
Konsistenzbedingung bestimmt. Die Konsistenzbedingung selbst wird aus den folgenden
Karush-Kuhn-Tucker –(KKT) Bedingungen

KKT 1: Ff (s,γ) ≤ 0 (4.12)
KKT 2: γ ≥ 0 (4.13)
KKT 3: Ff (s,γ) · γ (4.14)

abgeleitet. Die erste KKT-Bedingung gibt die Fließbedingung wieder. Damit wird keine
Überschreitung der Vergleichsspannungen von der Fließgrenze erlaubt. Die zweite fordert,
dass die effektive plastische Dehnung γ strikt positive oder null Werte annehmen darf.
Die dritte KKT Bedingung wird auch Komplementaritätsbedingung genannt und fasst
die zwei ersten wie folgt zusammen:

Ff (s,γ) < 0→ γ = 0; elastischer Zustand (4.15)
Ff (s,γ) = 0→ γ > 0; plastischer Zustand (4.16)

Verfestigungsgesetz:

Das Verfestigungsgesetz beschreibt den Einfluss der Werkstoffverfestigungen auf die Fließ-
bedingung. Das experimentell ermittelte Werkstoffverfestigungsverhalten wird je nach Ex-
aktheitsgrad mit einfachen linearen bis komplexen nichtlinearen Verfestigungsfunktionen
κ(γ) approximiert. In der vorliegenden Arbeit wird zur Beschreibung der Werkstoffver-
festigung der Swift-Ansatz verwendet.

κ(γ) = Bsw(Csw + γ)nsw (4.17)

Mit Bsw, Csw und nsw jeweils als dem Verfestigungskoeffizient, der Dehngrenze (wird bei
Werkstoffen mit nicht ausgeprägte Streckgrenze als Ersatzstreckgrenze definiert) und dem
Verfestigungsexponent.
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Konsistenzbedingung:

Die Ableitung der dritten KKT-Bedingung mittels der Produktregel ergibt:

γ̇Ff + γḞf = 0 (4.18)

und im plastischen Fall (F = 0; γ > 0) ergibt sich die folgende Konsistenzbedingung:

γḞf = 0→ Ḟf = 0 (4.19)

Der Wert von γ wird aus (4.19) durch das Bilden des folgenden totalen Differentials der
Fließbedingung:

Ḟf (s,γ) = ∂Ff (s,γ)
∂s

: ṡ+ ∂Ff (s,γ)
∂γ

γ̇ = 0 (4.20)

bestimmt. Im Weiterem wird der Operator (:) in (4.20) für das Frobenius-Skalarprodukt
(siehe (4.28)) verwendet.
Im Folgenden sollen im Detail die differentialen Ausdrücke in (4.20) angeschaut wer-
den. Dafür werden zuerst einige Grundlagen zum Spannung- und Dehnungstensor und
insbesondere zum deviatorischen Anteil, der hauptsächlich für die Gestaltänderung und
somit die plastischen Verformungen verantwortlich ist, wiederholt. Spannungs- und Ver-
zerrungstensoren σij,εij werden für praktische Anwendungen häufig in hydrostatische (für
die reine Volumenänderung verantwortlich) und deviatorische (unter Bedingung der Volu-
menerhaltung, verantwortliche für die Gestaltänderung) Anteile aufgespalten. Wobei die
deviatorischen Anteile sij,eij wie folgt:

sij = σij −
1
δij

σkk (4.21)

eij = εij −
1
δij

εkk (4.22)

ausgedrückt werden.

Unter der Voraussetzung kleiner Verzerrungen ist eine Zusammensetzung der Gesamtver-
zerrungen aus elastischen und plastischen Anteilen:

εij = εel
ij + εpl

ij (4.23)

zulässig. Der deviatorische Anteil des Spannungstensors lässt sich mit dem deviatorischen
Verzerrungstensors e, epl als:

sij = 2G(eij − epl
ij) (4.24)

darstellen. Bei der Mises Plastizität oder J2-Plastizität, wie es in dieser Arbeit der Fall ist,
hängt die von Mises Vergleichsspannung σv in der Fließfunktion (4.10) allein vom zweiten
Invariant J2 des deviatorischen Spannungstensors sij wie folgt:

σv =
√

3J2 (4.25)
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ab. Für eine gegebene deviatorische Spannungsmatrix sij wird der zweite Invariant J2 wie
folgt:

J2 = 1
2sij : sij (4.26)

bestimmt. Es ergibt sich für die von Mises Vergleichsspannung:

σv =
√

3
2sij : sij (4.27)

Oder mit:

∥sij∥ = √sij : sij =
√
s2

11 + s2
22 + s2

33 + (s2
23 + s2

32) + (s2
13 + s2

31) + (s2
12 + s2

21) (4.28)

als die Frobenius-Norm des deviatorischen Spannungstensors.

σv =
√

3
2∥sij∥ (4.29)

Mit (4.28) bekommt die Fließbedingung (4.10) bei der Mises Plastizität folgende Ge-
stalt:

Ff (s,γ) =
√

3
2sij : sij − κ(γ) (4.30)

Die Fließrichtung in (4.11) kann durch den deviatorischen Spannungstensor wie folgt
ausgedrückt werden:

∂Ff (s,γ)
∂s

=
∂

(√
3
2sij : sij

)
∂skl

∂

(√
3
2

(
s2

11 + s2
22 + s2

33 + (s2
23 + s2

32) + (s2
13 + s2

31) + (s2
12 + s2

21)
))

∂skl

=


∂( )
∂s11

∂( )
∂s12

∂( )
∂s13

∂( )
∂s21

∂( )
∂s22

∂( )
∂s23

∂( )
∂s31

∂( )
∂s32

∂( )
∂s33


√

3
2
(
s2

11 + s2
22 + s2

33 + (s2
23 + s2

32) + (s2
13 + s2

31) + (s2
12 + s2

21)
)

=



3
2 s11

2
√

3
2 sij :sij

3
2 s12

2
√

3
2 sij :sij

3
2 s13

2
√

3
2 sij :sij

3
2 s21

2
√

3
2 sij :sij

3
2 s22

2
√

3
2 sij :sij

3
2 s23

2
√

3
2 sij :sij

3
2 s31

2
√

3
2 sij :sij

3
2 s32

2
√

3
2 sij :sij

3
2 s33

2
√

3
2 sij :sij


3

2
√

3
2sij : sij


s11 s12 s13

s21 s22 s23

s31 s32 s33



= 3
2
sij

σv

(4.31)

Die Fließrichtung wird wie in (4.31) durch den normierten Spannungsdeviator angegeben
und wird im weiterem wie folgt neu bezeichnet:

s̃ = 3
2
sij

σv

(4.32)
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Es gilt:

s̃ : s̃ = 3
2 (4.33)

und folgt aus (4.32) und (4.33):

σv = s : s̃ (4.34)

bzw. in Raten dargestellt:

σ̇v = ṡ : s̃ (4.35)

Die Beziehung (4.24) in (4.35) eingesetzt liefert:

σ̇v = 2G(ėij − ėpl
ij) (4.36)

Mit (4.31) und (4.32) ergibt sich für die Fließregel (4.11):

ε̇pl = γ̇s̃ (4.37)

Für die plastische Vergleichsdehnungsrate folgt aus (4.33):

γ̇ = ε̇pl

s̃
=
√
ε̇pl

s̃
: ε̇

pl

s̃
=
√

2
3 ε̇

pl : ε̇pl (4.38)

Analog zu (4.38) lässt sich aus dem deviatorischen Verzerrungstensors e die gesamte Ver-
gleichsdehnungsrate ε̇v wie folgt definieren:

ε̇v =
√

2
3 ė : ė (4.39)

Aus (4.39) folgt für den deviatorischen Verzerrungstensor:

ė = ε̇vη mit: η : η = 3
2 (4.40)

Die Ausdrücke (4.37) und (4.40) in (4.36) eingesetzt liefern:

σ̇v = 2Gε̇vη : s̃− 2Gγ̇s̃ : s̃; mit (4.33)
= 2Gε̇vη : s̃− 3Gγ̇; wenn η und s̃ kollinear sind gilt:

= 2Gε̇v
3
2 : −3Gγ̇

= 3Gε̇v − 3Gγ̇

(4.41)

Aus (4.41) folgt die partielle Ableitung der Vergleichsspannung nach γ:

∂σv

∂γ
= −3G

→ ∆σv = −3G∆γ
(4.42)
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Beruhend auf der gerade erläuterten Grundlage wurde in [NBB06] ein Algorithmus zur
iterativen Bestimmung der plastischen Dehnungsinkremente vorgeschlagen. Der Berech-
nungsablauf besteht wie in Abbildung 4.3 schematisiert aus fünf Schritten, die im Folgen-
den beschrieben werden.

Im ersten Schritt, auch Prädiktorschritt genannt, wird eine rein elastische Testspan-
nung bestimmt. Im Halbraum Kontaktmodell wird die aus der Normalkontakt simulierte
Kontaktpressung verwendet, um mittels Einflussfunktionen die elastischen Spannungen
im Körper zu ermitteln. Aus dem deviatorischen Spannungsanteil s(1) wird eine Start-
Vergleichsspannung σ(1)

v nach (4.27) und die Fließrichtung s̃(1) nach (4.32) bestimmt. Der
plastische Zustand aus dem vorherigen Schritt, beschrieben durch die effektive plastische
Dehnung γa und die Verfestigungskurve, κ(γa) werden zur Initialisierung verwendet. Mit
den Startwerten aus dem ersten Schritt wird als nächstes in zweiten Schritt die Fließfunk-
tion nach (4.30) ausgewertet. Die Bestimmung des gesuchten plastischen Inkrements ∆γ
für den Korrektorschritt (Schritt 4) erfolgt über die Linearisierung der aktuellen Fließ-
funktion in dritten Schritt und die Verwendung des in (4.41) hergeleiteten plastischen
Korrektor Inkrements. Im Korrektorschritt (Schritt 4) werden die neue Vergleichsspan-
nung und effektive plastische Dehnung bestimmt. Anschließend wird mit den neuen be-
rechneten Größen aus Schritt Vier in Schritt Fünf die Fließfunktion erneut ausgewertet.
Falls die Fließbedingung (4.12) erfüllt wird, sind die neuen plastischen Größen bestimmt
und das gesuchte plastische Dehnungsinkrement ∆εpl kann aus dem in Schritt Drei be-
stimmten plastischen Inkrements ∆γ mit Hilfe der Fließregel (4.37) abgeleitet werden,
sonst beginnt eine neue Iteration mit dem dritten Schritt.
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janein
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dev. Spannungstensor: 
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Abb. 4.3: Prädiktor-Korrektor-Lösungsschema zur Bestimmung des plastischen Inkrements

4.2 Eigenspannungsberechnung im Halbraummodell

Nach der Bestimmung der plastischen Dehnungen im Halbraum aus dem vorherigen Ab-
schnitt soll in diesem Abschnitt die daraus im gesamten Kontinuumskörper resultierenden
Eigenspannungen ermittelt werden. Zur Bestimmung der aus existierenden plastischen Ei-
gendehnungen im Halbraum hervorgerufenen plastischen Eigenspannungen existieren zwei
Methoden. Eine direkte Lösung durch die Verwendung von Galerkinvektoren wurde von
Liu [LiWa05] vorgeschlagen. Dieser Ansatz wird aufgrund seiner hohen Komplexität sel-
ten implementiert. Ein weiterer häufiger (z.B in [ZCKW09; Full11; WJZA13; KZLC14;
ZJWY16]) verwendeter Ansatz wurde von Chiu [Chiu77; Chiu78] präsentiert. Hier wird
die Lösung der plastischen Eigenspannungen im Halbraum durch eine Superposition ein-
zelner Lösungen im Vollraum erzielt. Eine Lösung der Eigenspannung in einem Vollraum
wird durch die Arbeit von Eshelby ermöglicht. Die erste Arbeit von Eshelby [Eshe57;
Eshe59] befasst sich mit den Spannungsveränderungen in einem Vollraum aufgrund von
Einschlüssen oder Inhomogenität. Die Grundlösung von Eshelby und die Berücksich-
tigung der Einschlüsse im Kontaktmodell wird im Detail im Kapitel 5 präsentiert. Im
Rahmen der Semi-analytischen Kontaktmodellierung werden häufig die Ergebnisse von
Eshelby zur Lösung der Plastizität verwendet. Hier werden die plastischen Volumenele-
mente im Halbraum als Einschlüsse betrachtet. Im Folgenden wird die Superpositionsme-
thode vorgestellt und anhand eines berechneten Beispiels deren Implementierung bei der
vorliegenden Arbeit validiert.
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Der Verständlichkeit halber wird zuerst auf die Randbedingungen bei der Bestimmung der
Eigenspannungen eingegangen. Diese Randbedingungen müssen bei der Superpositions-
methode erfüllt werden. Unter Eigenspannungen lassen sich Spannungen im Material bei
freier Oberflächenlast verstehen. Im Plastizitätsfall ergeben sich diese Eigenspannungen
durch die plastischen Dehnungen im Material. In der Abbildung 4.4 wird ein Halbraum
mit einem plastischen Volumenlement in der Tiefe z dargestellt. In diesem Volumenlement

Abb. 4.4: Halbraum mit plastisch gedehntem Volumenlement (Eigenspannungsproblem im
Halbraum)

liegen folgende plastische Dehnungen vor:

εP
kl =

[
ε11 ε22 ε33 ε23 ε13 ε12

]T
(4.43)

Gemäß der eben erwähnten Definition der Eigenspannung dürfen auf der Halbraumober-
fläche keine Spannungen vorliegen. Diese Randbedingung wird durch folgende Gleichungen
gegeben:

σ33 = 0; σ31 = 0; σ23 = 0; (4.44)

In der Abbildung 4.4 fällt die Halbraumoberfläche mit dem Koordinatenursprung zusam-
men. Für dieses Eigenspannungsproblem existiert leider keine direkte Lösung. Chiu stellt
eine Lösung durch die Superposition zweier auf Vollraum definierter Teillösungen mit ei-
ner auf dem Halbraum definierten Teillösung vor. In der weiteren Beschreibung werden
diese Teillösungen und die damit zusammenhängenden Größen jeweils mit den Indices I,
II und III bezeichnet. Der Vollraum besteht, wie in der Abbildung 4.5 dargestellt, aus
zwei identischen Hälften, jeweils durch die positiv bzw. negative z-Koordinate und über
eine Symmetrieebene (z = 0) getrennt.

• Teillösung I.

In der Abbildung 4.5 links wird die erste Teillösung schematisiert. Hier befindet sich
im Vollraum analog zum Halbraumproblem (siehe Abbildung 4.4) auf der Tiefe z ein
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Abb. 4.5: Lösung des Eigenspannungsproblems im Halbraum, links) Teillösung I, rechts) Teil-
lösung II

plastisches Volumenelement. Um Verwirrungen zu vermeiden, werden im Weiteren
die plastischen Dehnungen im Vollraum in der Teillösung I mit dem Index I und
Teillösung II mit Index II bezeichnet. Die plastische Dehnung in der Teillösung I (εI

kl)
wird identisch zu der im Halbraum (εP

kl) definiert, jedoch verursacht sie im Gegensatz
zum Halbraum auf dem gesamten Vollraum und somit auch an der Symmetrieebene
(z = 0) Spannungen. Es ergeben sich bei der Teillösung I an der Symmetrieebene
folgende Spannungsrandbedingungen:

σI
33 ̸= 0; σI

31 ̸= 0; σI
23 ̸= 0; (4.45)

Damit die Symmetrieebene in der Teillösung I spannungsfrei wird, werden zu dieser
Teillösung I die zwei weiteren Teillösungen II und III, die im Folgenden diskutiert
werden, addiert.

• Teillösung II.

Die in der Abbildung 4.5 rechts schematisch dargestellte Teillösung II dient dazu,
die bei der Teillösung I an der Symmetrieebene (z = 0) vorliegenden Schubspan-
nungen zu annullieren. Dafür wird ein weiterer Vollraum mit einem in der negativen
Z-Koordinate vorliegenden plastischen Volumenelement verwendet. Dieses Volumen-
element wird in der Superpositionsmethode als Image-plastisches Volumenelement
bezeichnet und stellt eine Spiegelung des plastischen Volumenelements im Teillösung
I dar. Neben der Spiegelung werden folgende Vorzeichenwechsel vorgenommen:

εII
kl =

[
ε11 ε22 ε33 −ε23 −ε13 ε12

]T
(4.46)

Die in der Gleichung 4.46 eingesetzten negativen Vorzeichen bei den Dehnungskom-
ponenten ε23,ε13 sorgen an der Symmetrieebene für resultierende Schubspannungen
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mit entgegengesetzten Vorzeichen zu denen aus Teillösung I. Somit ergibt sich aus
der Addition der Teillösung I und II eine schubspannungsfreie Vollraumlösung an
der Symmetrieebene. Jedoch bleibt hier im Vergleich zu der gesuchten Halbraum-
lösung die Normalspannung existent. Diese lässt sich mit Hilfe der Teillösung III
annullieren. Bei der Teillösung II ergeben sich an der Symmetrieebene folgende
Spannungsrandbedingungen:

σII
33 ̸= 0; σII

31 = −σI
31; σII

23 = −σI
23; (4.47)

Bevor die Teillösung III beschrieben wird, soll zuerst eine kurze Zusammenfassung
der zwei ersten Teillösungen I und II erstellt werden. Die Superposition dieser zwei
Lösungen ergibt einen spannungsymetrischen Vollraum mit schubspannungsfreier
Symmetrieebene und ungleichnull-Normalpressung an der Symmetrieebene. Dies
kann wiederum wie zwei identische Halbräume mit Normalpressungen betrachtet
werden. Um diese Normalpressung verschwinden zu lassen und somit auf die gesuch-
te Halbraumlösung mit komplett spannungsfreier Oberfläche oder Symetrieebene zu
kommen, wird in der Teillösung III auf einen Halbraum die aus Teillösung I und II
an der Symmetrieebene resultierende Normalpressung ausgeübt.

• Teillösung III.

Im Gegensatz zur Teillösung I und II wird, wie auf der Abbildung 4.6 zu sehen
ist, die Teillösung III auf einem Halbraum konstruiert. Dabei werden die aus den
Teillösungen I und II an der Symmetrieebene resultierenden Normalspannungen
addiert:

σIII
33 = σII

33 + σII
33 (4.48)

und als Oberflächenlast auf den Halbraum aufgebracht.

Abb. 4.6: Teillösung III des Eigenspannungsproblems im Halbraum
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Unter der Voraussetzung, dass der in den Teillösungen I und II betrachtete Vollraum
jeweils als zusammengesetzte obere (negative Z-Koordinaten) und untere (positive Z-
Koordinaten) Halbraum–Hälfte betrachtet werden kann, ergibt sich die gesuchte Lösung
aus der Superposition der Spannungen in den zwei unteren Halbraum–Hälften mit der
resultierenden Spannung in Teillösung III.

4.2.1 Beispielberechnung der Eigenspannung

Die implementierte Berechnungsroutine für Eigenspannungen im Halbraum wird im Fol-
genden anhand eines Beispielfalles aus der Literatur [Haue14] validiert. Dabei werden für
einen im Halbraum (E = 205000 MPa, ν = 0,3) auf die Koordinaten (x = 0, y = 0, z = 0,5
mm) vorliegenden isotrop plastisch gedehnten Würfel mit dem Abmaß (dx = dy = dz =
0,5 mm) und die Dehnungskomponenten εp =

[
0,001 0,001 0,001 0 0 0

]
die resul-

tierenden Eigenspannungen bestimmt.

a1

b1

a2

b2

a3

b3

Abb. 4.7: Vergleich der berechneten Eigenspannungen in einen Halbraum (b1, b2 und b3) mit
Ergebnissen aus [Haue14] (a1, a2 und a3) am Beispiel der Eigenspannungskompo-
nenten σ33,res, σ13,res und von Mises Vergleichsspannung σMises,res

In der Abbildung 4.7 wird der Vergleich am Beispiel der normalen Eigenspannungskom-
ponente σ33,res (a1, b1), Schubspannungskomponente σ13,res (a2, b2) und der von Mises
Vergleichsspannung σMises,res (a3, b3) entlang der Tiefe z durchgeführt. Es zeigt sich eine
gute Übereinstimmung zwischen den in [Haue14] veröffentlichten berechneten Eigenspan-
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nungen (a1, a2 und a3) und der mit der in dieser Arbeit implementierten Routine (b1,
b2, b3).



5 Materialheterogenität im
Halbraum-Kontaktmodell

Rohstoffe, aus denen viele Maschinenelemente gefertigt werden, enthalten häufig schon
bei ihrem Gewinnungsprozess Defekte in Form von Fehlstellen und oder Verunreinigungen
(Fremdkörper oder Einschlüsse). Diese verursachen bei Kontakt im Bauteil hohe Span-
nungsgradienten, die die Lebensdauer vermindern können. In diesem Kapitel wird die
Berücksichtigung der Materialheterogenität in Form von Einschlüssen beim Lösen der
Kontaktprobleme mit dem Halbraummodell behandelt. Die Lösung, die hier vorgestellt
wird, erfolgt durch einen Homogenisierungsschritt [Matt13] mithilfe der äquivalenten In-
clusionsmethode (EIM: Equivalente Inclusionsmethod) nach Eshelby [Eshe57; Eshe59],
die im Weiteren beschrieben wird.

Die EIM stellt eine Lösung für das in Abbildung 5.1 (a) gezeigte Problem dar, nämlich
eine Inhomogenität Ω, die in einem Vollraum D eingeschlossenen ist. Diese Lösung erfolgt
durch eine Überführung des Inhomogenitätsproblems in das in Abbildung 5.1 (b) gezeig-
te äquivalente Inklusionsproblems, das zunächst von Eshelby [MePo14; DHY01] gelöst
wurde.

Abb. 5.1: Veranschaulichung der Äquivalenz zwischen dem (a) Inhomogenitätsproblem (mit
unterschiedlichen Materialeigenschaften im Vergleich zur Matrix) und dem von Es-
helby formulierten (b) Einschlussproblem (identische Materialeigenshaften zur Ma-
trix)

Zum besseren Verständnis wird in Abschnitt 5.1 zunächst die Lösung des Inklusionspro-
blems nach Eshelby erläutert, im zweiten Abschnitt 5.2 wird dann dessen Anwendung
im Rahmen der EIM vorgestellt. Schließlich wird die Implementierung der EIM und ih-
re Integration in den Kontaktalgorithmus erläutert und anhand einer Beispielrechnung
validiert.

Die Lösung zu dem Inklusionsproblem stellte Eshelby in einem Gedankenexperiment vor,
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bei dem zwei linear elastische Probleme überlagert wurden. Dieses Gedankenexperiment
umfasst vier Schritte, die im Folgenden ausführlich beschrieben werden [BaWe18]:

• Freikörperbild des Einschlusses

Im ersten Schritt wird der Einschluss aus der Matrix freigeschnitten. Dieser erfährt
eine Volumenzunahme durch die zuvor vorhandene Eigendehnung ε∗ (Siehe Abbil-
dung 5.2). In der Abbildung 5.2 zeigt die rot gestrichelte Kontur die Ursprungsform
des Einschlusses, wie noch in der Matrix eingeschlossen.

Vollraum

Inklusion

Spannungsfreie Deforma�on (Eigendehnung)

Abb. 5.2: Erster Lösungsschritt des von Eshelby formulierten Einschlussproblems (Freikör-
perbild des Einschlusses)

Es resultiert am Ende dieses Schrittes in der Matrix und in dem Einschluss folgendes
Feld:

Matrix εij = 0; σij = 0 (5.1)
Einschluss εij = ε∗; σij = 0 (5.2)

• Wiederherstellung der Geometrie des Einschlusses durch Aufbringen
einer Flächenlast

Im zweiten Schritt wird die ursprüngliche Geometrie des Einschlusses durch Aufbrin-
gen einer Flächenlast T wiederhergestellt, wie in Abbildung 5.3 dargestellt. Diese
Oberflächenlast ruft in dem Einschluss eine elastische Dehnung εel hervor, die die
Eigendehnung ε∗ aufhebt [Meye14]. Es ergeben sich die folgenden Spannungen und
Dehnungen:

Matrix εij = 0; σij = 0 (5.3)
Einschluss εij = εel + ε∗ = 0; σij = CM

ijklε
el = −CM

ijklε
∗ = −σ∗ (5.4)

In (5.4) steht σ∗ für die Eigenspannung, die durch die Eigendehnungen ε∗ verursacht
wird.
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Abb. 5.3: Zweiter Lösungsschritt des Einschlussproblems (Aufhebung der Eigendehnung im
Einschluss durch die elastischen Dehnungen, die durch die Flächenlast T erzeugt
werden)

• Reintegration des Einschlusses in die Matrix

Nachdem der Einschluss in dem zweiten Schritt durch die Oberflächenlast T in die
ursprüngliche Form gebracht wurde, fügte Eshelby ihn im dritten Schritt wieder in
die Matrix ein. Dieser Schritt wird in der Abbildung 5.4 durch die auf dem Oberflä-
chenrand des Einschlusses noch vorhandene Oberflächenlast T gekennzeichnet und
mit roten Pfeilen markiert .

Abb. 5.4: Dritter Lösungsschritt des von Eshelby formulierten Einschlussproblems (Re-
Integration des Einschlusses in die Matrix)

• Entfernung der Oberflächenlast T

Um die gleiche Randbedingung wie im ursprünglichen Einschlussproblem aus Ab-
bildung 5.1 wiederherzustellen, stellt sich Eshelby im letzten Schritt eine zweite
Last F vor, die betragsmäßig gleich groß aber entgegengesetzt zur ersten Flächenlast
T ist. Diese zweite Last wird auf die Matrix an der Grenzfläche zwischen Matrix
und dem Einschluss aufgebracht, wie in Abbildung 5.5 (b) gezeigt. Am Ende dieses
vierten Schrittes ist die Äquivalenz zwischen dem Einschlussproblem und der von
Eshelby aus den Teillösungen (a) und (b) konstruierten Lösung (c) gegeben (sie-
he 5.5). In der Matrix und im Einschluss ergeben sich folgende Spannungen und
Dehnungen:

Matrix εij = εc
ij; σij = σc

ij (5.5)
Einschluss εij = εc

ij; σij = CM
ijkl(εc

ij − ε∗) (5.6)
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Die Dehnung εc
ij in (5.5) und (5.6) stellt eine zentrale Größe der Eshelby Lösung

dar. Sie beschreibt die resultierende Zwangsdehnung in der Matrix und Inklusion.
Aus der Bestimmung dieser Zwangsdehnung folgen direkt die Lösung der Spannun-
gen und Dehnungen in der Matrix und im Einschluss.

Vollraum

Inklusion

Vollraum

Inklusion

Inklusion

Vollraum

(a)

Vollraum

Inklusion

Inklusionsproblem

(b)

(c)

Abb. 5.5: Zusammenfassung der Eshelby-Lösungsmethode: Überlagerung der Teillösungen (a)
und (b) zu einer Lösung (c), die dem Ursprungseinschlussproblem entspricht

Die eben beschriebene Eshelby Lösung wurde von Toshio Mura [Mura98] unter Ver-
wendung von Green’sche Funktionen [MoMu75] für eine im Ω eingeschlossenen Ein-
schluss durch die folgende Gleichungen zusammengefasst:

ui(x) = −CM
klmn

∫
Ω
ε∗

mn (x′)Gij,k(x− x′) (5.7)

εij(x) = −1
2C

M
klmnε

∗
mn (x′)

[
Gik,lj (x− x′) +Gjk,li (x− x′)

]
dx′ (5.8)

σij(x) = −CM
ijkl

∫
Ω
CM

pqmn ε
∗
mn(x′)Gkp,ql(x− x′)dx′ +

ε
∗
kl(x′) ;x ∈ Ω

0 ;x ̸∈ Ω.

 (5.9)

Mit Gik: Green’sche Funktion
x,x′: Positionsvektor des Auswertungspunktes und ein beliebiger Punkt innerhalb der
Inklusion
Die mathematische Herleitung zu diesen Gleichungen kann der Literatur [MHP12;
LeNé11; Full11] entnommen werden. Die Lösung der Zwangsdehnung (in 5.5 und 5.6)
für alle Punkte innerhalb und außerhalb des Einschlusses wird oft kompakt wie folgt
dargestellt:

εc
ij = Sijklε

∗
kl (5.10)
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Sijkl wird als Eshelby Tensor genannt. Dieser Tensor wird unter der Annahme einer kon-
stanten Eigendehnung ε∗

kl innerhalb des Einschlusses bestimmt und hängt von den Ma-
terialeigenschaften und der Geometrie der Einschlüsse ab. Der Eshelby- Tensor wurde
in vielen Veröffentlichungen für verschiedene Einschlussgeometrien untersucht. Die Arbei-
ten [Eshe57; Eshe59] konzentrierten sich auf ellipsoidale Einschlüsse. Hier wurde gezeigt,
dass der Tensor für diesen Geometrietyp innerhalb des Einschlusses konstant bleibt. Auf
eine detaillierte Beschreibung des Eshelby Tensors für ellipsoidale Einschlüsse wird ver-
zichtet und auf die Literatur [Full11; Lero13] verwiesen. Eine interessante Lösung ist der

Ω

𝐷Vollraum

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
M

2∆𝑦

2∆𝑥

𝑥

𝑦

𝑧

2∆𝑧

𝑥𝑝

𝑦𝑝

𝑧𝑝

𝐶2𝐶1

𝐶4𝐶3

𝐶5
𝐶6

𝐶7 𝐶8

Abb. 5.6: Hexaeder-Volumenelement als Einschluss im Vollraum

Eshelby-Tensor für quaderförmige oder hexaedale Einschlüsse. Diese Lösung wurde erst-
mals von Lee und Johnson [JEL80], und Chiu [Chiu77; Chiu78] eingeführt und wird
im Folgenden aufgrund ihrer großen Relevanz für die vorliegende Arbeit näher erläutert.
Betrachtet wird der im Vollraum D eingebettete hexaedale Einschluss Ω mit uniformer
Eigendehnung ε∗

ij in Abbildung 5.6. Für den Eshelby Tensor gilt folgender allgemeiner
Ausdruck [Full11]:

Sijkl = 1
8π(1− ν)

[
Ψ,klij − 2νδkl Φ,ij − (1− ν)

[
Φ,kj δil + Φ,ki δjl + Φ,lj δik + Φ,li δjk

]]
(5.11)

Mit Ψ(x),Φ(x) als spezielle Potentialfunktionen. Für eine hexaedalen Einschluss wurden
die Potentialfunktionen von MacMillan [MacM58] durch folgende Integrationsformel
über die Eckpunkte (c1,. . . c8) des Hexaeders beschrieben:

Φ(x) =
8∑

n=1
D(cn); Ψ(x) =

8∑
n=1

E(cn) (5.12)

Mit

D(cn) = y log(R + z) + y z log(R + x) + z x log(R + y)− 1
2

[
x2 tan−1( y z

xR
) + y2 tan−1(x y

zR
)
]

(5.13)

E(cn) = 1
4x y z R + 1

6

[
(R2 − x2)y z log(R + x) + (R2 − y2) z x log(R + y)+

(R2 − z2)x y log(R + z)
]
− 1

12

[
x4 tan−1( y z

xR
) + y4 tan−1( z x

yR
) + z4 tan−1(x y

zR
)
] (5.14)
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Mit R =
√
x2 + y2 + z2 und den Vektoren cn = (x,y,z):

c1 = (xP −∆x,yP −∆y,zP −∆z) c2 = (xP + ∆x,yP −∆y,zP −∆z)
c3 = (xP + ∆x,yP + ∆y,zP −∆z) c4 = (xP −∆x,yP + ∆y,zP −∆z)
c5 = (xP −∆x,yP + ∆y,zP + ∆z) c6 = (xP −∆x,yP −∆y,zP + ∆z)
c7 = (xP + ∆x,yP −∆y,zP + ∆z) c8 = (xP + ∆x,yP + ∆y,zP + ∆z)

 (5.15)

wird der Abstand von den acht Eckpunkten des Volumenelements zu einem beliebigen
Punkt (xp,yp,zp) im Vollraum beschrieben. Der bereits in (5.11) beschriebene Eshel-
by-Tensor bietet eine allgemeine Lösung an. Beliebige Einschlussgeometrien werden als
erste durch möglichst kleine Hexaeder diskretisiert und anschließend wird die gesamte Lö-
sung durch Superposition der einzelnen Lösungen der Volumenelemente ermittelt. In der
Realität können Einschlüsse je nach ihrem Entstehungsprozess unterschiedlich komplexe
Geometrien aufweisen. Eine Klassifizierung von nicht-metallischen Einschlüssen in Stahl
kann z.B. in der Norm [DINEN10247] gefunden werden.

5.1 Anwendung der Eshelby-Lösung in der äquivalenten
Inklusionsmethode

Zu Beginn dieses Abschnitts soll zur Verdeutlichung noch einmal kurz auf das Inhomoge-
nitätsproblem eingegangen werden, das mit dem EIM zu lösen ist. Es soll ein unendlich
ausgedehntes (Vollraum) Matrixmaterial mit elastischer Materialkonstante CM

klmn betrach-
tet werden, das einen perfekt an ihn begrenzten Teilbereich Ω mit unterschiedlicher elas-
tischer Materialkonstante (Inhomogenität) einschließt. Unter dem Einfluss einer äußeren
Spannung σ0 (z.B. aus dem Kontakt) und der daraus resultierenden Dehnung ε0 führt
das Vorhandensein der Inhomogenität Ω zu einer Störung des elastischen Spannungs- und
Dehnungsfeldes, im Weiteren als σdis, εdis bezeichnet. Die EIM postuliert, dass die von
einer Inhomogenität verursachte Störung der elastischen Felder, durch die resultierenden
Eigenspannungen, Dehnungen und Verschiebungen im Fall eines Inklusionsproblems simu-
liert werden kann, wenn die Eigendehnung ε∗ richtig gewählt wird. Diese Eigendehnung ε∗

soll im Rahmen der EIM durch die im Folgenden beschriebene Kompatibilitätsgleichung
sinnvoll bestimmt werden. Unter der Annahme eines linearen isotropen Materialverhaltens
der Matrix und Inhomogenität ergibt sich nach dem Hooke’schen Gesetz folgendes:

σ = σ0 + σdis = CI
ijkl(ε0

kl + εdis
kl ); in Ω (5.16)

σ = σ0 + σdis = CM
ijkl(ε0

kl + εdis
kl ); in D − Ω (5.17)

Die EIM besteht darin, die Inhomogenität als einen Einschluss mit gleichen elastischen
Eigenschaften darzustellen, der jedoch zusätzlich einer zu bestimmenden imaginären Ei-
gendehnung ε∗ unterliegt. Diese Äquivalenz wird durch die folgende Bedingung für das
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Ω-Gebiet ausgedrückt, welches sich aus (5.17) und (5.4) ergibt:

CI
ijkl(ε0

kl + εdis
kl ) = CM

ijkl(ε0
kl + εdis

kl )− σ∗ (5.18)
= CM

ijkl(ε0
kl + εdis

kl )− CM
ijklε

∗ (5.19)
= CM

ijkl(ε0
kl + εdis

kl − ε∗) (5.20)

Mit σ∗ als die aus der imaginären Eigendehnung ε∗ resultierende Eigenspannung (5.4).
Die Gleichung (5.18) stellt die Grundgleichung der EIM dar, aus der die Kompatibili-
tätsdehnung ε∗ bestimmt wird dar. Für einen aus einem Hexaeder diskretizierten beliebig
geformten Einschluss erfolgt die Bestimmung der Kompatibilitätsdehnungen für alle Vo-
lumenelemente durch das Lösen eines Gleichungssystems. Die in dieser Arbeit implemen-
tierte Lösungsmethode wird im nächsten Abschnitt 5.2 erläutert.

5.2 Implementierung der EIM und Integration im
Kontaktalgorithmus

Die Gleichung (5.18) stellt ein lineares Gleichungssystem für einem in N Hexaederele-
menten diskretisierten Einschluss dar. Zur Lösung einfacher linearer Gleichungssysteme
können Standardverfahren wie die Gauß Methode angewendet werden. Im Fall dieser
Gleichung existiert jedoch eine starke gegenseitige Beeinflussung der gesuchten äquiva-
lenten Eigendehnung ε∗ mit der ebenfalls unbekannten Dehnungsstörung εdis (verursacht
durch die Inhomogenität). Zur Lösung dieses Gleichungssystems mit den beiden gekop-
pelten Größen ε∗,εdis wurde in [ZJWW15; ZJWW16] ein iteratives Verfahren vorgestellt,
das im Folgenden beschrieben wird.
Zunächst wird aus (5.18) folgende Grundgleichung abgeleitet:

ε∗
ij = ∆Hijkl(ε0

kl + εdis
kl ); in Ω (5.21)

Mit ∆Hijkl = ∆Cmnkl

Cijkl
, und ∆Cmnkl als Steifigkeitsdifferenz zwischen der Matrix und der

Inhomogenität.

Zur Lösung dieser Gleichung wurde das in Abbidung 5.7 dargestellte iterative Schema
vorgestellt [ZJWW15]. Zu Beginn des iterativen Prozesses (i = 0) werden die unbekannte
Dehnungsstörung εdis(i) und Eigendehnung ε∗(i) mit Null initialisiert. Bei jedem Iterati-
onsschritt wird aus der gesamten Dehnung:

εtot
ij = ε0

kl + εdis
kl (5.22)

und mittels (5.21) die aktuelle Kompatibilitätsdehnung ε∗(i) bestimmt und durch einen
Vergleich gegenüber der vorherigen Größe ε∗(i−1) auf die Konvergenz überprüft. Im Fall
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einer Konvergenz (ermittelt durch eine Fehlerschranke δ) wurden die richtigen Kompati-
bilitätsdehnungen ε∗(i) und Dehnungsstörungen εdis(i) bestimmt, andernfalls wird aus der
aktuellen Kompatibilitätsdehnung ε∗(i) mit Hilfe (5.10) eine neue Dehnungsstörung εdis(i)

bestimmt und eine neue Iteration gestartet.

nein

Ja

Kontaktmodell
;

Initialisierung

End

Abb. 5.7: Lösungsschema zur Bestimmung der äquivalenten Eigendehnung bei der Lösung des
Kontaktproblems mit Materialinhomogenität nach [ZJWW16]

5.3 Verifikation der implementierten EIM im Halbraummodell

In dem hier gelösten Validierungsbeispiel (siehe Abb. 5.8) handelt es sich um einen punkt-
förmigen Kontakt zwischen zwei identischen Kugeln, wobei einen in ihren Inneren einen
sphärischen Einschluss beinhaltet. Untersucht wird für verschiedene Steifigkeitsverhält-
nisse zwischen Einschluss und Grundkörper (Matrix) der Einfluss dieser Inhomogenität
auf die Kontaktpressung und Spannungen im Körper. In der Tabelle 5.1 werden die wich-
tigsten Simulationsparameter zusammengefasst [Lero13].
In Abb. 5.9 wird der Einfluss auf die Kontaktpressung veranschaulicht. In 5.9 a) wird
für den Fall mit einem Steifigkeitsverhältniss k = 4 (siehe Tabelle 5.1) die simulierte
Kontaktpressung gezeigt.

Die Ergebnisse in der hier dargestellten Schnittebene werden bei den vier untersuchten
Steifigkeitsverhältnissen normiert und in der rechten Abbildung 5.9 b) verglichen. Zur
Normierung wird die im homogenen Fall resultierende maximale Kontaktpressung nach
Hertz (siehe Tabelle 5.1) verwendet. Die Inhomogenität sorgt für eine lokale Veränderung
der maximalen Kontaktpressung um den Faktor 0,7, 0,9, 1,11 und 1,17 jeweils für die
Steifigkeitsverhältnisse 0,25, 0,5, 2 und 4.
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Abb. 5.8: Beispielsberechnung eines punktförmigen Kontakt mit sphärischer Inhomogenität

In Abb. 5.9 wird der Einfluss auf die Kontaktpressung veranschaulicht. In 5.9 a) wird
für den Fall mit einem Steifigkeitsverhältniss k = 4 (siehe Tabelle 5.1) die simulierte
Kontaktpressung gezeigt.

Tab. 5.1: Simulationsparameter der Beispielberechnung eines punktförmigen Kontaktproblems
mit sphärischer Inhomogenität

Parameter Grundkörper Inhomogenität

Radius R1 = R2 = 5,48 mm a = 10 µm
E-Modul E1 = E2 = 210000 MPa EI = kE2 ; k = 0,25; 0,5; 1; 2; 4
Poissonzahl ν1 = ν2 = 0,3 νI = 0,3

Hertz’sche Größen

Normalkraft F = 10 N
Max. Pressung Pmax = 150,95 MPa
Kontaktradius a0 = 56,3 µm
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a) b) 

Abb. 5.9: Einfluss der Inhomogenität auf die Kontaktpressung, a) Kontaktpressung bei der
Simulation mit Steifigkeitsverhältnis k = 4, b) Vergleich der normierten Kontakt-
pressungsverläufe bei den vier Steifigkeitsverhältnissen

Wie in der Abbildung 5.10 am Beispiel der Ergebnisse mit den Steifigkeitsverhältnis-
sen 0,25 und 4 gezeigt ist, sorgt ein sehr steifer Einschluss (hier EI = 4 E2) zu lokal
konzentriert in dem Einschluss vorliegenden hohen Spannungen (max. 1770 MPa). Ein
sehr weicher Einschluss (hier EI = 0,25E2) hingegen verursacht einen starken Abstieg
der Spannungswerte innerhalb des Einschlusses. Hier werden die maximalen Spannungen
(max. 943MPa) auf die Matrix (Grundkörper) gelenkt.

M
P
a

a) b) 

500

1000

1500

2000

Abb. 5.10: Einfluss der Inhomogenität auf die Spannungen bei den Steifigkeitsverhältnissen a)
k = 4, b) k = 0,25 rechts jeweils für sehr steife und weiche Einschlüsse im Vergleich
zum Grundkörper

Ein weiterer Effekt wird in der Abbildung 5.11 (b) veranschaulicht, nämlich die mögliche
Reduktion der maximalen Kontaktpressung durch mehrere Einschlüsse. In dem gezeigten
Ergebnis wurden für das Steifigkeitsverhältniss 4 im Gegensatz zum Fall in Abbildung
5.9 zwei weitere identische Inhomogenitäten symmetrisch zur Kontaktmitte definiert. Es
ergibt sich dadurch eine Reduzierung der maximalen Kontaktpressungen von 1775 MPa
auf 1695 MPa.
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a) b) 

Abb. 5.11: Einfluss der Inhomogenität auf die Spannungen bei den Steifigkeitsverhältnissen a)
k = 4, b) k = 0,25 rechts jeweils für sehr steife und weiche Einschlüsse im Vergleich
zum Grundkörper



6 Anwendung in der Dichtungstechnik

Radialwellendichtringe (RWDR) sind wichtige Maschinenelemente, die im rotierenden
und Öl geschmierten System eingesetzt werden. Ihre Hauptaufgabe ist zum einem
Ölaustritt aus dem System zu vermeiden und zum anderen Schmutzpartikel dem
Eintritt in das System zu verhindern. Wenn diese Funktion nicht erfüllt ist, kann
Leckage auftreten und nach gewisser Betriebszeit hohen Schaden wie beispielsweise
Getriebeausfall wegen Mangelschmierung verursachen. Die Dichtfunktion von RWDR
entsteht über eine sehr kleine Berührbreite zwischen der Dichtlippe und der Welle.

Dichtlippe

Luftseite Ölseite

Welle

Membran

Abb. 6.1: Schnittdarstellung eines RWDR im Kontakt mit einer rotierenden Welle, Wurmfeder
entfernt

Im Rahmen des SFB-926 im Projekt C01 ("Morphologieeinfluss auf Wellenabdichtungen
") wurde die SAM zur simulativen Untersuchung der Dichtfunktion der RWDR verwen-
det. Die Anwendung des Halbraum-Kontaktmodells auf den Dichtkontakt stößt auf zwei
Schwierigkeiten. Diese sind das nichtlineare (viskoelastisch) Materialsverhalten des Elas-
tomer und der Einfluss der Strukturverformung (in Form einer Biegung) der Membran
(siehe Abb. 6.1) auf den Kontakt. Es wurde von kleinen Verformungen der Dichtlippe
ausgegangen und damit ein linear elastisches Materialverhalten angenommen. Für die
Simulation wurde der Elastizitätsmodul aus einem Stufenzugversuch ermittelt [Jenn16].
Im Folgenden wird zunächst in Abschnitt 6.1 auf die angewendete Methode zur Berück-
sichtigung der Strukturverformung der Membran eingegangen, anschließend werden die
Ergebnisse der Verschleißsimulation und Analyse der Dichtfunktion präsentiert.



76 6 Anwendung in der Dichtungstechnik

6.1 Bestimmung des Strukturdeformationseinflusses mittels
FEM

Um die Strukturverformung im Halbraummodell zu berücksichtigen, werden zunächst
Einflussmatrizen durch Finite-Elemente-Analyse (FEA) ermittelt und zu den Einflussko-
effizienten (nach Boussinesq) addiert. Diese Methode wurde bereits in [SaFl95] für das
Dichtkontaktproblem und in [TGV10; Teix12] zur Untersuchung von Zahnradkontakten
angewendet. Das in dieser Arbeit verwendete FE-Modell [FMS14] wurde in der kommer-
ziellen Software Abaqus als 2D axial symmetrisches Modell aufgebaut (siehe Abb. 6.2).

Knoten Nr. 1 Knoten Nr. N

Dichtkante
Dichtlippe

Symmetrie Achse

1 N

Abb. 6.2: Finite-Elemente-Modell [FMS14]
zur Bestimmung der Einflussmatri-
zen der Verformung aufgrund der
Membranbiegung

Ini�ale Geometrie

lokale Verschiebung

Rota�on 
Punkt

a) lokaler  Verschiebungsanteil

Rota�on 
Punkt

Biegelinie

b) Strukturbiegung

𝑭

𝑭

Abb. 6.3: Superposition der Kontaktverschie-
bung an der Dichtlippe in zwei An-
teile a) lokaler Verschiebungsanteil
und b) globaler Verschiebungsanteil
aus der Membranbiegung

Unter der Annahme kleiner linear-elastischer Verformungen wurde das Superpositions-
prinzip angewandt und die gesamte Kontaktverschiebung utotal aus einem lokalen Anteil
ulocal (ohne makroskopische Verlagerungen) und einem Anteil aus der strukturellen Bie-
gung der Membran ustruk (ohne lokale Verformungen) zusammengesetzt (siehe Abb. 6.3).
Die Verschiebungskomponente aufgrund der Strukturverformung lässt sich wie folgt be-
stimmen:

ustruk = utotal − ulocal (6.1)

Die Gleichung (6.1) wurde mit Hilfe von zwei Simulationsreihen mit unterschiedlichen
Randbedingungen für utotal und ulocal gelöst.

Diese Randbedingungen werden im Folgenden beschrieben. Die Bestimmung der Gesamt-
verschiebung utotal erfordert eine komplett freie Verschiebbarkeit der Membran. Dies wur-
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de durch die in Abbildung 6.4 (a) dargestellte Randbedingung ermöglicht. Für die Be-
stimmung der lokalen Verschiebung ulocal muss dagegen die Durchbiegung der Membran
durch eine zusätzliche Randbedingung verhindert werden (siehe Abbildung 6.4 (b)).
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Abb. 6.4: Randbedingungen für die Bestimmung der Kontaktverschiebung, (a) der Gesamtver-
schiebung, (b) der lokalen Verschiebung

Die Dichtkante wurde in FE-Modell mit N = 42 Knoten vernetzt (siehe Abbildung 6.2).
In jede Simulationsreihe wurde eine Einheitslast sukzessiv an jedem einzelnen Knoten
aufgebacht und die Verschiebungsantwort an allen N Knoten ermittelt. Eine ähnliche
Nomenklatur wie im Halbraummodell wurde definiert:

1 ≤ i ≤ N Index der Lastangriffsknoten (6.2)
1 ≤ j ≤ N Index der Auswertungsknoten der Verschiebung (6.3)

Beispielergebnisse aus den beiden Simulationsreihen für die Lastangriffspunkte am ersten
bzw. letzten Knotenpunkt der Dichtkante sind in Abbildung 6.5 dargestellt. In der ersten
Simulationsreihe verursacht die Einheitskraft aufgrund der vollen Beweglichkeit der Dicht-
membran Spannungen über den gesamten Modellquerschnitt. Die Ergebnisse der zweiten
Simulationsreihe zeigen dagegen eine lokale Konzentration der Spannungen (abgeleitet
aus den Verschiebungen) auf die Dichtlippe.
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Last bei Knote Nr. 1 Last bei Knote Nr. 42 Last bei Knote Nr. 1 Last bei Knote Nr. 42

a) Simula�onsreihe 1 (zur Bes�mmung 𝑢𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 ) b) Simula�onsreihe 2 (zur Bes�mmung 𝑢𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙 )

1 N 1 N1 N1 N

Abb. 6.5: FE-Simulationsergebnisse für die beiden Simulationsreihen (zur Bestimmung der ge-
samten Verschiebung utotal und lokalen Verschiebungsanteil ulokal an der Dichtlippe
im Dichtkontakt) am Beispiel der Lastangriffspunkte am ersten und letzten Lastan-
griffspunkt

Abb. 6.6: Mittels eines FE-Modell bestimmten Verschiebungsanteile an der Dichtlippe (a) Ge-
samtverschiebungsfeld (b) lokales Verschiebungsfeld (c) aus (a) und (b) abgeleiteten
Verschiebungsfelder bei der Strukturdeformation

Die in Abb. 6.6 (a), (b) dargestellten Verschiebungsfelder ergaben sich aus den zwei Si-
mulationsreihen (unter den Randbedingungen in Abb. 6.4 (a), (b)) und mit Hilfe der
Beziehung (6.1) wurde das gesuchte Verschiebungsfeld bei der Strukturdeformation ab-
geleitet (siehe Abb. 6.6 (c)). Dieses lässt sich mit der zuvor definierten Nomenklatur in
(6.2) und (6.3) wie folgt ausdrücken:

uj = Kji · Fi (6.4)

Für die Anwendung derselben Steifigkeit auf beliebiger Netzfeinheit wurde wie in [TGV10;
Teix12] beschrieben, eine Interpolation mittels Basisfunktionen, die aus Biegeeigenform
ermittelt werden, eingesetzt.
Im ersten Schritt zur Gewinnung der Interpolationsfunktionen wird die Dichtmembran
gemäß Abbildung 6.7 auf ein Biegebalkenmodell mit feiner vernetzen Dichtlippe reduziert.
Für eine fein diskretisierte Dichtlippe mit N∗ Kontaktpunkten (N∗ ≫ N = 42) werden
N polynomiale Biegeformfunktionen gemäß [TGV10; Teix12] wie folgt definiert:

fk(x) =
(

x− lmin

lmax − lmin

)k−1
(6.5)
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Mit: lmax: maximale Balkenlänge
lmin: minimale Balkenlänge
fk: k. Biegeformfunktion
x: Koordinaten im neuen (feinen) Berechnungsgebiet

Vereinfachung

𝑥1 𝑥𝑁∗

𝑙𝑚𝑖𝑛

𝑙𝑚𝑎𝑥

𝑥

𝑦

𝑥

𝑦

Dichtmembran

Dichtlippe
Feines Mesh

Abb. 6.7: Balkenmodell der Dichtmembran mit fein vernetzter Dichtlippe zur Bestimmung der
Interpolationsfunktionen

In Gleichung 6.5 stellt der Parameter x die Koordinaten der N∗ Kontaktpunkte. Der Wer-
tebereich liegt zwischen x1 und xN∗ , die jeweils die Koordinaten der ersten und letzten
Kontaktpunkt sind (siehe Abbildung 6.7). Alle geometrischen Größen des Balkenmodells
lassen sich aus dem FE-Modell bestimmen. Werden die x Werte im Zeilenvektor gespei-
chert, ergibt sich aus der Auswertung von (6.5) eine N × N∗ Matrix. Somit kann f als
eine Transformationsmatrix beschrieben werden, welche eine Steifigkeitmatrix Kgrob

ji (be-
stimmt auf ein grobes Mesh mit N Punkte) zu einer anderen Kfein

ji (auf ein feines Mesh
mit N∗ ≫ N Kontaktpunkten) wie folgt überführt:

Kfein
ji = fT ·Kgrob

ji · f (6.6)

Mit:
Kfein

ji : Struktursteifigkeit auf dem feinen Mesh
Kgrob

ji : Struktursteifigkeit auf dem groben Mesh
f : Biegeformfunktionsmatrix

Zur Verifikation der Gleichung (6.4) wurden die direkt aus dem FE-Modell erhaltenen
Knotenverschiebungen mit den indirekt mittels (6.4) abgeleiteten Knotenverschiebungen
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für die beiden unterschiedlichen Lasten Fi = 2 N und 3 N verglichen, wie in Abbildung
6.8 dargestellt. Eine gute Übereinstimmung lässt sich für die beiden Lasten feststellen.
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Abb. 6.8: Verifikation der Methode zur Bestimmung Steifigkeitsmatrix aus FE-Modell, durch
der Vergleich der Knotenverschiebungen: direkt aus dem FE-Modell bestimmt und
indirekt mittels (6.4) aus der Steifigkeit berechnet. Vergleich am Beispiel der zwei
lasten Fi = 2 N und 3 N (jeweils blauen und roten Kurven) durchgeführt

Zur Validierung der Implementierung dieser Methode wurde der Normalkontakt zwischen
Dichtlippe und Welle im Halbraummodell gelöst und das Ergebnis der Kontaktpressung
gegenüber dem aus FE-Modell [FMS14] verglichen. Der Dichtkontakt wurde wie in Abb.
6.9 rechts dargestellt (identische Profilgeometrie über jeden Umfangsabschnitt) modelliert.
Beide Kontaktpartner, Dichtlippe und Welle, wurden in axialer Richtung geschnitten und
am Umfang abgewickelt.

Umfangsrichtung

Welle

Abb. 6.9: 3D-Darstellung eines RWDR-Welle Dichtkontakts im FE-Modell (links) und dessen
reduziertes Halbraummodell des Kontaktbereichs (rechts)

Die Simulationsparameter werden in der Tabelle 6.1 zusammengefasst. Der Elastizitäts-
modul der Elastomer-Dichtlippe wird aus einem Stufenzugversuch [Jenn16] ermittelt. Die
angegebene Radialkraft Fr wurde im neuen Zustand ohne Feder gemessen. Die auf dem



6.1 Bestimmung des Strukturdeformationseinflusses mittels FEM 81

Berechnungsgebiet definierte Mikrokontaktkraft Fmikro wird aus der gemessenen Radial-
kraft durch das Verhältnis der gesamten Umfangslänge (bei einem Wellendurchmesser von
80 mm) zur Länge des Berechnungsgebiets in die Umfangsrichtung Ly abgeleitet.

Tab. 6.1: Simulationsparameter der Dichtlippe-Welle Kontakt

Elastizitätsmodul
/ MPa

Poissonszahl
/ -

Berechnungsgebiet
/ mm

Normallast
/ N

E1 (Dichtlippe) 4,42 ν1 0,49 Lx, Ly 0,85 Fr 28,62
E2 (Welle) 210000 ν2 0,3 dx, dy 0,0033 Fmikro 0,0967

Die Strukturverformung der Membran in Form einer Biegung hat in der Tat einen großen
Einfluss auf die Kontaktsituation zwischen der Dichtlippe und der Welle. Ihre Berück-
sichtigung in der Kontaktsimulation führt, wie der Vergleich in Abb. 6.10 (a) zeigt, zu
einer Verringerung der maximalen Flächenpressung von 1,32 auf 1,28 MPa (ca. 3 Prozent)
zugunsten der Kontaktbreite
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Abb. 6.10: (a): Vergleich des im Halbraum simulierten Kontaktpressungsprofil ohne und mit
Berücksichtigung der Strukturdeformation der Membran. (b): Vergleich der Halb-
raum und FE Ergebnisse zur Validierung der Implementierung der Strukturdefor-
mation im Halbraummodell

Ein Anstieg der Kontaktbreite von 0,093 auf 0,117 mm (ca. 24 Prozent ) ergibt sich im Si-
mulationsfall mit dem Einfluss der Strukturverformung gegenüber dem Fall ohne Einfluss
der Strukturverformung. Weiterhin zeigt dieser Vergleich eine resultierende asymmetri-
sche Druckverteilung bei Berücksichtigung der Strukturverformung. Diese asymmetrische
Druckverteilung ist eine wesentliche Voraussetzung für eine gut funktionierende Abdich-
tung [KaMü86] .

Der Vergleich in Abb. 6.10 (b) zeigt eine gute Übereinstimmung zwischen Halbraum und
FE-Modell. Die vorliegenden Abweichungen können als Ursachen die für das Halbraum-
modell verwendeten Linearisierung des Materialverhaltens und die abrupte Änderung der
Kontaktbreite im FE-Modell aufgrund der Diskretisierung haben (Vergleich [Fröl16]).
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6.2 Verschleißsimulation

Zur Verschleißberechnung existieren im aktuellen Stand viele Ansätze, die sich in zwei
Hauptgruppen einteilen lassen [FMS14; Jenn16].Die erste Gruppe ist die der klassischen
Verschleißtheorien. Dazu gehört das aus der Kontaktmechanik basierte Verschleißgesetz
nach Archard [Arch53]. Nach dem Archard-modell lässt sich das Verschleißvolum wie
folgt bestimmen:

Vvol = αA · sweg
P

HMat

(6.7)

Mit αA, Sweg, P,HMat: Verschleißkoeffizient, Gleitweg, Normalpressung, Härte des wei-
chen Kontaktpartners. Dieses Verschleißmodells bietet zwar den Vorteil, dass es einfach
implementiert werden kann, hat aber den Nachteil, dass viele entscheidende Parameter
wie beispielsweise der Reibungszustand unbeachtet bleiben. In der zweiten Gruppe der
modernen Verschleißmodelle wird beispielsweise das Reibenergie basierte Verschleißmo-
dell nach Fleischer [Flei85] eingeteilt. Dieses Verschleißmodell wurde in dieser Arbeit
eingesetzt. Hier lautet die Verschleißgleichung:

Vvol = αF · Ed = 1
er

· Ed (6.8)

Mit αA, er, Ed: Verschleißkoeffizient, Reibungsenergiedichte, Reibarbeit. Der Verschleiß-
koeffizient wird aus dem Kehrwert der Reibungsenergiedichte berechnet. Die Reibarbeit
Ed in (6.8) kann ebenfalls experimentell bestimmt werden. Die Reibarbeit wurde in der
Arbeit aus den im Versuch gemessenen Reibmomenten an der Welle bestimmt. Die experi-
mentelle Bestimmung der Reibarbeit, die Aufbereitung der Daten sowie die Beschreibung
des Simulationsablaufs werden im Anhang A ausführlich erläutert. Mit Hilfe von (2.49)
werden die Gleitwege aus einer gegebenen Reibarbeit bestimmt. Die folgende lokale Ver-
schleißformel wird aus den Gleichungen (2.49) und (6.8) abgeleitet [Gall07]:

∆h = αF · Ed = 1
er

qx

qy

 ·
sx

sy

 (6.9)

Mit ∆h als Verschleißinkrement (lokale Höhenänderung durch Verschleiß). Bei der Ver-
schleißsimulation wurde die Geometrie der Dichtlippe nach jedem Iterationsschritt mittels
(6.9) aktualisiert.

Für vier Kombinationen aus zwei Elastomer Werkstoffen (ACM: Polyacrylatkautschuk;
FKM: Fluorkautschuk) und zwei Schmierstoffen (Mineralöl ohne Additive und PAO: syn-
thetisches niedrig additiviertes Polyalphaolefin der Klasse SAE 0W20) wurde experimen-
tell bei einem drehzahl- und temperaturgesteuerten Versuch das Reibungsmoment an
der Welle und der Endverschleiß der Dichtlippe gemessen. Der Gleitweg für jeden dieser
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Versuche betrug 5.000 km. Die experimentellen Arbeiten basieren auf Dichtungen nach
[DIN3760] A80 x 100 x 10. Die Welle ist aus 16MnCr6. Nach einem ersten Schritt des
Schruppdrehens wurden sie auf 60 HRC einsatzgehärtet, mit einer Einsatzhärtetiefe von
0,8 mm und anschließend im Einstechverfahren nach [DIN3760] geschliffen, um eine drall-
freie Oberflächenstruktur zu erreichen.

Tab. 6.2: Experimentelle ermittelte Eingangsgrößen zur Verschließsimulation, Radialkraft ohne
Feder [FHMS20]

Exp
Nr.

Kombination Radialkraft / N er

/ (Nmm/mm3)
E1

/ MPa
Anfang Ende

1 ACM-Mineralöl 19,022 10,68 5,3445 ×E10 1,93
2 ACM-PAO 19,022 12,33 4,9256×1E10 1,93
3 FKM-Mineralöl 12,723 9,58 1,6791×1E11 4,42
4 FKM-PAO 12,723 9,27 1,4806×1E11 4,42

In der Tabelle 6.2 werden experimentell ermittelte Eingangsgrößen für die Verschleiß-
simulation angegeben. Eine weitere wichtige Größe ist der Reibungskoeffizient. Ein ge-
schwindigkeitsabhängiger Reibungskoeffizient wurde verwendet. Dieser wurde aus dem
Verhältnis zwischen der experimentellen geschwindigkeitsabhängigen Tangentialkraft und
der im Neuzustand zu Beginn des Experiments gemessenen Radialkraft (siehe Tabelle 6.2)
ermittelt . Die Verwendung einer konstanten Radialkraft stellte eine Vereinfachung dar. In
Wirklichkeit kam es während des Betriebs zu einem Rückgang der Radialkraft aufgrund
von Verschleiß und temperaturabhängigen Materialveränderungen.

Im Folgenden werden die Simulationsergebnisse in zwei Abschnitte mit ideal glatter und
rauer Dichtlippengeometrie präsentiert. Für die Simulation mit rauem Dichtlippenprofil
wurde die reale Profilgeometrie der Dichtlippe an vier verschiedenen Umfangsstellen ge-
messen und das gemittelte Profil in dem Modell verwendet. Abbildung 6.11 (a) stellt das
gemittelte raue Profil für die Dichtlippe aus FKM gegenüber dem ideal glatten Profil aus
[FMS14] dar.
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Abb. 6.11: (a):Ideal glattes (aus FE-Modell [FMS14]) und gemessenes FKM Dichtlippenprofil
und (b): die resultierenden Kontaktpressung

In Abbildung 6.11 (b) werden die berechneten Kontaktpressungen mit idealer und rauer
Geometrie gegenübergestellt. Der in Abbildung 6.11 (a) zu sehende Unterschied zwischen
dem realen und idealen Dichtlippenprofil führt im Simulationsfall mit dem realen Profil
zu deutlich kleinerer Berührbreite. Aus der Rauheit resultieren ebenfalls im Fall mit dem
realen Profil, lokal hohe Pressungen.

6.2.1 Simulation mit ideal glatter Dichtlippe-Geometrie

In der Abbildung 6.12 (a) wird die Kontaktpressung für die Kombination ACM-Mineralöl
im ersten Berechnungsschritt vor der Verschleißinkrementberechnung dargestellt. Die Ab-
bildung 6.12 (b) hingegen zeigt die Kontaktpressungsprofile bei dem ausgewählten Schnitt
im 6.12 (b) über dem Gleitweg. Zu Beginn im unverschlissenen Zustand liegt die maxi-
male Kontaktpressung bei 0,77 MPa. Mit zunehmendem Gleitweg und Verschleiß findet
eine Abflachung der Dichtlippen Geometrie statt. Dies führt zu einer Ausbreitung der
Kontaktpressung und somit zur Abnahme der maximalen Kontaktpressung bis zum Wert
0,507 MPa nach 5.000 km Gleitweg. Die Ausbreitung der Kontaktpressung bringt eine
Zunahme der Berührbreite von 0,154 mm auf 0,220 mm mit sich.
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Abb. 6.12: Für die Kombination ACM-Minaralöl berechnete (a): initiale Kontaktpressung und
(b): die simulierte Pressungsprofilsänderung durch Verschleiß mit zunehmendem
Gleitweg

Die simulierte Veränderung der Kontaktpressung und Berührbreite für alle untersuchten
Kombinationen wird in der Abbildung 6.13 zusammengefasst.
Es zeigt sich eine Tendenz zu stärkerem Verschleiß (erkennbar an der starken Abnah-
me des Kontaktdrucks bzw. Zunahme der Kontaktbreite) bei den Kombinationen mit
dem Polyalphaolefin Schmiermittel. Dies korreliert mit den gemessenen höheren Reib-
momentwerten. Die Ergebnisse der Verschleißsimulation in Abbildung 6.14 (a) zeigen
gute Übereinstimmungen mit den experimentell ermittelten Verschleißvolumen für alle
Elastomer-Schmierstoff-Kombinationen. Eine genaue Messung der Kontaktbreite ist auf-
grund der extrem kleinen Abmessungen sehr schwierig. Dies könnte der Grund für die
großen Abweichungen zwischen simulierten und experimentellen Werten in Abbildung
6.14 (b) sein.

Ein wesentlicher Vorteil der eingesetzten semi-analytischen Methode ist die kurze Be-
rechnungszeit. Beispielsweise betragen die Berechnungszeiten für die Simulation der vier
Kombinationen mit einem Berechnungsgebiet von 255*255 Punkten 371, 658, 318 bzw.
870 Sekunden.
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Abb. 6.13: Simulierte maximale Kontaktpressung und Berührbeite, Veränderung über dem

Gleitweg für die Kombinationen mit ACM (a) und FKM (b) Elastomer Werkstoff
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Abb. 6.14: Vergleich der experimentellen und simulierten (a) Verschleißvolumen, (b) Kontakt-
breite für die untersuchten Kombinationen.

6.2.2 Simulation mit rauer (realer) Dichtlippen-Geometrie

Eine wichtige Vergleichsgröße ist die Profiländerung während des Verschleißes. Diese wur-
de für die Kombination FKM-Mineralöl nach 0 km, 100 km, 3.000 km und 5.000 km
Gleitweg wie in Abbildung 6.15 (a) gezeigt, ermittelt. In der Abbilung 6.15 (b) wird das
simulierte Dichtlippenprofil mit experimentellen Messungen verglichen. Eine gute Über-
einstimmung der experimentellen und simulierten Profile lässt sich feststellen.
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Abb. 6.15: (a): Simulierte Dichtlippenprofiländerungen nach 0km, 100 km, 3.000 km und 5.000
km Gleitweg, für die Kombination FKM-Mineralöl. (b): Vergleich zwischen experi-
mentellem und simuliertem Dichtlippenprofil nach 5.000 km Gleitweg

6.3 Dichtfähigkeitsimulation

Zur Analyse der Dichtfähigkeit von Radialwellendichtringen wurde das semi-analytische
Modell verwendet, um den Montagevorgang der Dichtlippe auf die Welle für verschiedene
Dichtlippenverschleißzustände zu simulieren und die Schubspannungen entlang der axia-
len Richtung im Dichtkontakt zu ermitteln. Es wird die Hypothese aufgestellt, dass die
resultierenden Schubspannungen im Dichtkontakt in einer gewissen Weise die treibende
Kraft verantwortlich für das Förderverhalten in Axialrichtung bilden, und somit Rück-
schluss auf die Dichtfähigkeit von RWDR geben können. Aus diesem Grund wurde das
Arbeitsintegral der simulierten Schubspannungen gebildet und mit der Dichtfähigkeit kor-
reliert. Diese Methode bietet einen neuen Ansatz zur Analyse des Dichtmechanismus, der
auf der Simulation der Energiedifferenz im Dichtungskontakt beruht. Die Änderung des
simulierten Arbeitsintegrals wurde mit der experimentell gemessenen Änderung des Rück-
förderwertes des Dichtungssystems in Beziehung gesetzt. Die Methode und Ergebnisse, in
[FBTS22] ausführlich präsentiert, sollen im Folgenden zusammengefasst werden.

6.3.1 Dichtmechanismus

Die Dichtfunktion von RWDR beruht im statischen Fall einfach auf dem Anpressdruck
der Elastomerdichtlippe an die Gegenlauffläche der Welle, indem kleine Mikrokanäle auf
der Welle durch die Verformung des Elastomers geschlossen werden. Im dynamischen
Fall hingegen wird der Dichtmechanismus komplexer. Im Allgemeinen wird davon aus-
gegangen, dass eine Leckage durch das Vorhandensein einer aktiven Rückströmung des
abzudichtenden Mediums verhindert wird [TMS20; Kamm86]. Die Existenz eines solchen



88 6 Anwendung in der Dichtungstechnik

Förderstroms wurde von Jagger [Jagg57] anhand von experimentellen Untersuchungen
nachgewiesen. In seinen Experimenten wurden Reibmomentmessungen an einer trockenen
Welle durchgeführt und hohe Reibwerte festgestellt. In den weiteren Versuchsschritten
wurde die Welle angehalten und kleine Mengen Öl auf der Luftseite eingespritzt. Als die
Welle wieder gedreht wurde, konnte eine Verringerung des Reibmoments festgestellt wer-
den. Diese Verringerung war jedoch nur für kurze Zeit zu beobachten. Er postulierte, dass
das gesamte Öl von der Luftseite durch den Dichtkontakt zur Ölseite befördert wurde,
woraufhin die Reibungsmomentwerte aufgrund der teilweisen Mangelschmierung wieder
anstiegen.

Zur Erklärung des eben beschriebenen Pumpeffekts haben Wissenschaftler verschiedene
Hypothesen erarbeitet. Davon haben sich folgende vier durchgesetzt: die Verzerrungshy-
pothese [KaMü86; Kamm86], die Seitenstromhypothese [Kamm86], die Wischkantenhy-
pothese sowie die Hypothese eines nicht-newtonschen Schmierstoffverhaltens [OWV96].
Tatsächlich kann die Beschreibung des Dichtmechanismus wahrscheinlich nur durch eine
Kombination der oben genannten Hypothesen erreicht werden. Eine Zusammenfassung
der Dichtungsmechanismen findet sich bei Baart et al [BLP09].

Vom besonderen Interesse für diese Arbeit ist die Verzerrungshypothese, die zunächst im
Folgenden kurz erläutert wird. Weiterhin wird die Verknüpfung der Verzerrungshypothese
zu der in dieser Arbeit vorgestellten Methode präsentiert.

Bei der von Kammüller [KaMü86; Kamm86] vorgeschlagenen Verzerrungshypothese
wird die Dichtwirkung auf die Verzerrung kleiner mikroskopischer Rauhigkeitsstrukturen,
auch Schallamach-Wellen [Scha58] genannt, zurückgeführt, die sich auf der Dichtkante
bilden. Sie sind zunächst axial ausgerichtet. Aufgrund der asymmetrischen Kontaktwin-
kel zur Ölseite α und Luftseite β (siehe Abbildung 6.1) herrscht im Dichtkontakt eine
asymmetrische Pressungsverteilung (siehe Abb. 6.10)). Entsprechend dieser Pressungs-
verteilung bauen sich bei der Rotation der Welle Schubspannungen, die eine elastische
Verformung der zuvor in axialer Richtung ausgerichteten Schallamach-Wellen verursa-
chen. Die somit entstandenen schrägen Strukturen begünstigen den Transport des Fluids
zur Stelle maximaler Pressung. Aufgrund des höheren Pressungsgradient zur Ölseite hin
stellt sich ein Nettofluss in diese Richtung ein.

6.3.2 Simulationsmethode

Der gesamte Simulationsablauf wird in der Abbildung 6.16 dargestellt. Zu Beginn werden
die Geometrie, die Materialparameter und die Belastungen in normaler (radialer) und
tangentialer (umfangs- und axialer) Richtung initialisiert. Zur Lösung des tangentialen
Kontaktproblems wird je nach Kontaktfall (partielles oder volles Gleiten) als Eingangs-
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größe entweder eine Reibungskraft oder ein Reibungsenergiewert verwendet. Diese beiden
Möglichkeiten führen zur Verwendung von zwei Kontaktmodellen, die im Folgenden be-
schrieben werden.

Modell 1: mit partiellem Gleiten

Modell 2: mit vollem Gleiten

Modell 1 : mit partiellem Gleiten
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- Schubspannungen

Ende Arbeitsintegral 

Anfang Arbeitsintegral

Initialisierung

Geometrie: ; Material : 
Last: oder

Abb. 6.16: Gesamter Simulationsablauf für die Analyse der Dichtfähigkeit von RWDR-
Dichtsystemen

Im Kontaktmodell 1 wird der quasi-statische Montagevorgang simuliert. Die Annahme
eines quasi-statischen Vorgangs setzt voraus, dass der Vorgang so langsam erfolgt, dass
im Dichtkontakt ständig ein partielles Gleiten vorliegt. Der im Abschnit 3.3 beschriebene
Kontaktalgorithmus für reibungsbehaftete Kontaktprobleme mit partiellem Gleiten wird
hier angewendet. Der Montagevorgang wird simuliert, indem der Dichtkontakt mit einer
konstanten Normalkraft belastet wird. In beiden Tangentialenrichtungen wird die axia-
le Verschiebung und Verdrehung der Dichtlippe durch zwei Tangentialkräfte modelliert,
wie in Abb. 6.17 (a) dargestellt. Die Kraftverläufe bei der Simulation des Montagevor-
gangs sind in Abb. 6.17 (b) dargestellt. Eine für den Berechnungsbereich repräsentative
Normalkraft Fn wird aus der gemessenen Radialkraft Fr in Tabelle 6.1 ermittelt.

In Axial- und Umfangsrichtung sind die Kräfte nach dem Coulombschen Reibungs-
gesetz definiert. Das Coulombsche Reibungsgesetz definiert die maximal übertragbare
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Abb. 6.17: (a): Veranschaulichung der Kontaktsituation bei der Simulation des Montagevor-
gangs, (b) normalisierter Kräfteverlauf bei der Simulation des Montagevorgangs
(axiale Verschiebung vom Schritt 1 bis 4 und Drehung ab Schritt 4)

Reibungskraft Ftmax für ein Kontaktproblem mit dem Reibungskoeffizienten µs und der
Normalkraft Fn wie folgt:

Ftmax = µs · Fn (6.10)

In Axial- und Umfangsrichtung wird ein Faktor ks (0, 0,2, 0,4, 0,6, 0.9) verwendet, um
einen linearen Anstieg der Tangentialkräfte bei jedem Montageschritt von 0 bis 4 (für
die axiale Reibungskraft) und von 4 bis 8 (für die Reibungskraft in Umfangsrichtung bei
Beginn der Wellendrehung) zu definieren, wie in Abb. 6.17 (b) dargestellt:

Ft = ks · (µs · Fn) (6.11)

Ein solcher Faktor wurde in der Arbeit [ChWa08] eingeführt, um das Gleitverhalten bei
Punktkontakt zu untersuchen. Die mittels (6.11) im Dichtungskontakt definierte Axial-
kraft Fa und Umfangskraft Fu, sollen einen stetigen Übergang von partiellem zu vollem
Gleiten ermöglichen.

Der Kontaktmodell 2 wird für die Verschleißsimulation an der Dichtlippe verwendet.
Während des Verschleißes findet im Gegensatz zu dem in Kontaktmodell 1 gelösten
Montagevorgang ein volles Gleiten im Dichtkontakt statt. Hier erfolgt die Verschleißsimu-
lation mit Hilfe des bereits im Abschnitt 6.2.2 eingesetzten Modells.

Nach der Initialisierung wird im Kontaktmodell 1 ein erster Montagevorgang mit der
unverschlissenen Dichtlippe simuliert. Die dabei ermittelten Schubspannungen werden zur
Bestimmung des Anfangsarbeitsintegrals für die Dichtlippe im unverschlissenen Zustand
verwendet. In jeder Iteration wird eine Verschleiß- und Montagesimulation nacheinan-
der durchgeführt. Am Ende jeder Verschleißsimulation wird die Geometrie der Dichtlippe
aktualisiert. Ein Montagevorgang wird mit der aktuell verschlissenen Dichtlippengeome-
trie neu simuliert. Aus den Schubspannungen nach dem neuen Montagevorgang wird die
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Veränderung des Arbeitsintegrals ermittelt. In der Realität wird der Radialwellendicht-
ring nicht, wie in dieser Arbeit simuliert, im verschlissenen Zustand aus- und wieder
eingebaut. Dieser gewählte Ansatz basiert auf dem in [FMS14] vorgeschlagenen iterativen
Verfahren.

6.3.3 Experimentelle Messungen

Für die Simulation des Montagevorgangs und des Verschleißfortschritts werden die Geo-
metriedaten, Materialeigenschaften, Radialkraft und Reibarbeit aus experimentellen Un-
tersuchungen benötigt. Die wichtigsten Eingangsparameter für die Simulation und deren
Ermittlung werden im Folgenden beschrieben.

• Reibmoment- und Verschleißvolumen-Messung

Die Reibmomentmessung wurde auf einer kürzlich verbesserten Konfiguration eines
Mehrwellenprüfstands [BHML21] durchgeführt, die ursprünglich von [FVA 15] vor-
gestellt wurde. Vier Proben von Welle und Dichtung wurden bei 1.195 U/min über
einen Zeitraum von 450 Stunden getestet. Die Ölsumpftemperatur wurde während
der gesamten Prüfung auf 70°C geregelt. Der Ölstand wurde auf die Mitte der Welle
eingestellt. Abbildung 6.18 zeigt die Entwicklung des Reibungsmoments von vier
Proben der gleichen untersuchten FKM-PAO (Elastomer-Schmierstoff) Kombinati-
on. Die simulative Untersuchung der Dichtfähigkeit wurde am Beispiel der Zelle 1
durchgeführt. Für die Umsetzung im Modell wird zum Einen die Reibungskraft aus
dem gemessenen Reibungsmoment unter Verwendung des Wellenradius (r = 40 mm)
abgeleitet.
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Abb. 6.18: Reibungsmoment über der Zeit, gemessen an vier Testzellen bis zu 450 h

Zum Anderen werden die Gleitreibungskoeffizienten aus dem Verhältnis der Rei-
bungskräfte und der Radialkraft bestimmt (vgl. Abb. 6.19). Die Radialkraft wurde in
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der Simulation als konstant angenommen, obwohl im Experiment die durchschnitt-
liche Radialkraft bei 70°C der vier Proben aufgrund von Verschleiß und chemischer
Wechselwirkung des Schmierstoffs um 6,42% von 30,01 +/- 0,52 auf 28,09 +/-0,08
N abnahm.
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Abb. 6.19: Reibungskraft und Reibungskoeffizient, abgeleitet aus dem Reibungsmoment in der
Prüfzelle 1

Der planimetrische Verschleiß der Wellendichtungen wurde durch Profilvergleiche
vor und nach dem Versuch charakterisiert [SBKT21]. Aus dem gemessenen Ver-
schleißvolumen und der Reibungsarbeit wurde für die Verschleißsimulation eine Rei-
bungsenergiedichte er = 2,2693e+11 Nmm/mm3 ermittelt.

• Rückförderwertmessung

Die Messung der Rückförderwerte erfolgte auf einem Prüfstand nach dem Zwei-
Kammer-Prinzip von Britz [Brit88] mit einer Erweiterung um zwei hochauflösen-
de Drucksensoren zur Beobachtung des hydrostatischen Drucks in beiden Zellen
[BPTS20]. Aus dem Abfall des hydrostatischen Drucks während des Betriebs, den
geometrischen Eigenschaften des Steigrohrs und der Viskosität des Schmierstoffs
kann der Rückförderwert des Dichtsystems bestimmt werden. Die Dichtung wurde
nach Kawahara und Hirabayashi [KaHi79] in umgekehrter Richtung eingebaut.
Während des Betriebs wurde die Kammer auf der Luftseite des RWDR-Dichtsystem
vollständig mit dem Testschmierstoff gefüllt, während die Ölseite mit einem Ölstand
bis zur Mitte der Welle betrieben wurde. Für eine gesamte Testdauer von 450 h bei
1.195 U/min (d.h. 5 m/s) betrug der Gleitweg 8.100 km.

6.3.4 Simulationsergebnisse

Bei der Simulation des Montagevorgangs wird die Dichtlippe von der Luft- zur Ölsei-
te bewegt. Zu Beginn des Zusammenbaus bei ks = 0 sind die tangentialen Kräfte (bei
µreib = 0,8 siehe Abb. 6.19) alle gleich Null. Abbildung 6.20 zeigt die in diesem Schritt si-
mulierten Schubspannungskomponenten qx (axiale Richtung) und qy (Umfangsrichtung).
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Diese zeichnen sich durch einen starken Gradienten an den beiden Rändern der Kontakt-
zone, wo das maximale Gleiten auftritt.

Umfang / mm
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Abb. 6.20: Scherspannungskomponenten (a) qx (in axialer Richtung) und (b) qy (in Umfangs-
richtung), simuliert beim Montageschritt 0 (ks = 0 und µreib = 0,8 gemäß Abb.
6.19)

Die Schubspannungskomponenten in jedem Punkt werden als Komponenten eines Vek-
tors betrachtet. Es ergibt sich das in Abbildung 6.21 dargestellte Spannungsfeld. Hier ist
zunächst zu erkennen, dass Spannungsvektoren zur Mitte des Kontaktes hin orientiert
sind. Außerdem lassen sich aus den Amplituden die maximalen Gleitwege direkt an der
ölseitigen Dichtkante erkennen.
Zur Veranschaulichung des Zusammenhangs zwischen dem Faktor ks in (6.11) und dem
Übergang von partiellem zu vollem Gleiten dienen die Abbildungen 6.22 und 6.23.
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Abb. 6.21: Das resultierende Scherspannungs-
feld aus den Scherspannungskom-
ponenten in Abb. 6.20
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Abb. 6.22: Entwicklung des Verhältnisses der
Haftzone Ast zur Gesamtkontakt-
zone Ac über die simulierten Mon-
tageschritte

Abbildung 6.23 zeigt der Betrag der Gleitwege in der Kontaktzone für die simulierten
Montageschritte. In der Abbildung 6.22 hingegen wird das Verhältnis der haftenden Kon-
taktfläche Ast zur gesamten (haftenden und gleitenden) Kontaktfläche Ac über die jewei-
ligen Montageschritte gezeigt. Zu Beginn der axialen Bewegung (Schritt 0) liegt auf der
gesamten Kontaktflächen eine Haftbedienung vor. Die lässt sich in Abbildung 6.23 durch
die sehr kleine Beträge der Gleitwege über die gesamte Kontaktfläche und in Abbildung
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6.22 durch das Flächenverhältnis von nahezu 1 feststellen.
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Abb. 6.23: Simulierte Beträge der Gleitwege in der Kontaktzone für die Montageschritte
(Schritt 1-4: axiale Verschiebung jeweils mit ks = 0,2, 0,4, 0,6, 0,9; Schritt 5-8: Um-
fangsverschiebung / Drehung jeweils mit ks = 0,2, 0,4, 0,6, 0,9 )

Während der axialen Bewegung steigt die axiale Reibkraft mit zunehmendem Koeffizient
ks (bis 0,9) und damit die Gleitwege. Die Steigerung der Gleitwege und damit auch der
Gleitfläche. Am Ende der axialen Bewegung (ab Schritt 5) liegt das Flächenverhältnis
bei ca. 0,1. Wie in Abb. 6.22 zu sehen, sorgt die Drehung in Umfangsrichtung zunächst
für eine Erhöhung der haftenden Kontaktfläche bis zum Flächenverhältniswert 0,6. Mit
steigender Reibkraft in der Umfangrichtung fällt der haftende Kontaktflächenanteil bis
zum Flächenverhältnis von null d.h. komplettes Gleiten der gesamten Kontaktfläche.

Die resultierenden Schubspannungsfelder bei den drei verschiedenen Montageschritten 2
( ks = 0,2), 4 ( ks = 0,6) und 8 ( ks = 0,9) zusammengefasst in Abb. 6.24 werden im
Folgenden beschrieben.
Zu Beginn der axialen Verschiebung (siehe Abb. 6.24 (a)) führt die axiale Tangentialkraft
zunächst zu einer Umkehrung der Schubspannungsvektoren an der ölseitigen Dichtkante.
Nun sind alle Spannungsvektoren zur Ölseite hin orientiert. Darüber hinaus vergrößert
sich die Gleitzone an der luftseitigen Dichtkante . Mit zunehmender Axialkraft im Schritt
4 steigen die Schubspannungen und die Gleitzone an (siehe Abb. 6.24 (b)).

Das Spannungsfeld am Ende des Montagevorgangs in Abb. 6.24 (c) ist von besonderer
Bedeutung und wird im Folgenden erläutert. Hier lassen sich anhand der Orientierungen
der Schubspannungsvektoren drei Bereiche identifizieren:

• An der luftseitigen Dichtkante (links) werden die Vektoren schräg zur Luftseite
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ausgerichtet.

• Im mittleren Bereich der Dichtkante werden die Schubspannungen hauptsächlich
zur Ölseite ausgerichtet.

• An der ölseitigen Dichtkante (rechts) werden die Schubspannungen wieder zur Luft-
seite hin ausgerichtet.
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Abb. 6.24: Simulierte Schubspannungsfelder (a): zu Beginn der axialen Verschiebung (ks =
0,2), (b): am Ende der axialen Verschiebung (ks = 0,6), (c): am Ende des Montage-
vorgangs nach der Umfangsverschiebung (ks = 1). Montage von der Luftseite zur
Ölseite jeweils links und rechts.

Das Schubspannungsfeld, das eben in drei Bereiche unterteilt wurde, weist noch eine
weitere Besonderheit auf. Aus diesem Schubspannungsfeld lassen sich in jedem Umfangs-
schnitt zwei so genannte Bifurkationsbereiche identifizieren. Der Begriff Bifurkation wurde
ursprünglich von Henri Poincaré [LeNi06] eingeführt und wird heute in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie und der Stabilitätsanalyse von dynamischen Systemen verwendet.
Ein Bifurkationspunkt beschreibt einen Schwellenpunkt an dem kleine Schwankungen im
System zu plötzlich mehreren möglichen Antworten führen. Im Dichtungssystem findet
beim luftseitigen Bifurkationspunkt eine Divergenz des Schubspannungsfeldes statt, ent-
weder zur Öl- oder zur Luftseite hin. Der ölseitige Bifurkationspunkt hingegen zeigt eine
Konvergenz des Vektorfeldes.

Für jeden Umfangsabschnitt wird die x-Komponente (in axialer Richtung) qx(xn) der
Schubspannung am axialen Punkt xn zur Quantifizierung der Dichtfähigkeit verwendet.
Die kumulierte Summe:

E(xn) = −
n∑

i=1
Ftx(xi) · dx

= −
n∑

i=1
(qx(xi)dx · dy) · dx

(6.12)

entlang der axialen Richtung wird als Arbeitsintegral definiert und in Abb. 6.25 darge-
stellt. Dabei sind die zugrundeliegende Schubspannungen mit den experimentell gemesse-
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nen Reibwerten bestimmt.
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Abb. 6.25: Simuliertes Arbeitsintegral bei unverschlissener Dichtlippe.

Im Hinblick auf eine mögliche Erklärung des Dichtmechanismus beschreiben die luftsei-
tigen und ölseitigen Bifurkationspunkte eine instabile L2 bzw. stabile L1 Position (siehe
Abb. 6.25). Das Arbeitsintegral scheint darauf hinzuweisen, dass im Falle einer Strömung
jedes Fluidelement in der Nähe des luftseitigen Bifurkationspunktes abrupt entweder nach
innen zur Ölseite oder nach außen zur Luftseite gedrückt wird. Im Gegensatz dazu sam-
meln sich Fluidelemente in der Nähe des ölseitigen Bifurkationspunktes dort und fördern
die Aufrechterhaltung eines Schmierfilms, was sich positiv auf die Dichtfunktion auswirkt.
Diese Überlegungen beruhen nicht auf einer hydrodynamischen Wirkung im Dichtungs-
kontakt, sondern allein auf dem Arbeitsintegral.

Mit Hilfe dieses Arbeitsintegrals kann der Dichtmechanismus mit einem energetischen An-
satz analysiert werden. Zu diesem Zweck wurden drei verschiedene Bereiche definiert und
in Abb. 6.25 markiert. Diese Bereiche befinden sich jeweils außerhalb des Dichtkontakts
an der Luftseite, innerhalb des Dichtungskontakts und außerhalb des Dichtungskontakts
auf der Ölseite. Damit ein Fluidelement von der Luft- zur Ölseite oder von der Öl- zur
Luftseite transportiert werden kann (z.B. bei Leckage), werden zwei energetische Beiträge
geleistet:

• Zunächst wird die Strömungsrichtung von der Ölseite zur Luftseite analysiert, die
für eine gute Dichtfunktion vermieden werden muss. Aus dem Arbeitsintegral ist er-
sichtlich, dass ein auf der Ölseite befindliches Fluidelement durch den Energiebetrag
∆E1 zunächst leicht in die stabile Position L1 gesaugt wird. Es wird jedoch eine viel
größere Energiemenge ∆E2 im Dichtungskontakt benötigt, damit es zur Luftseite
gelangen kann. Diese Energiemenge könnte für die Verhinderung von Leckagen im
Dichtungssystem verantwortlich gemacht werden.

• In der anderen Strömungsrichtung von der Luft- zur Ölseite ist der Transport ei-
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nes Fluidelements aufgrund der geringen erforderlichen Energiemengen ∆E3 und
∆E1 wesentlich einfacher. Dies könnte in einigen Fällen die Notwendigkeit einer zu-
sätzlichen zweiten Schutzlippe rechtfertigen, um das Eindringen von unerwünschten
Partikeln oder Fluiden von der Luftseite zu verhindern.

Einflussfaktoren auf das Arbeitsintegral

Das Arbeitsintegral in der Abbildung wurde aus dem simulierten Scherspannungsfeld für
eine nicht verschlissene Dichtlippengeometrie abgeleitet. Um das Arbeitsintegral zur Be-
wertung der Dichtfähigkeit, nämlich durch den Vergleich mit gemessenen Rückförderwer-
ten, verwenden zu können, wurde die Sensitivität des Arbeitsintegrals auf die folgenden
drei Einflussfaktoren untersucht:

• Strukturverformung der Dichtungsmembran

• Reibungskoeffizient

• Verschleiß der Dichtlippe

Zu diesem Zweck wurde eine Reihe von verschiedenen Simulationen mit unterschiedlichen
Randbedingungen durchgeführt.

• Einfluss der Strukturverformung der Dichtungsmembran und des Rei-
bungskoeffizienten

Die Strukturverformung der Dichtungsmembran (siehe Abb. 6.3) in Form einer Bie-
gung hat einen großen Einfluss auf die Kontaktsituation zwischen der Dichtlippe
und der Welle. Ihre Berücksichtigung in der Kontaktsimulation führt, wie bereits
durch den Vergleich in Abb. 6.10 gezeigt, zu einer Reduzierung der maximalen Kon-
taktpressung und einer Vergrößerung der Berührbreite. Darüber hinaus resultiert
eine asymmetrische Druckverteilung bei Berücksichtigung der Strukturverformung.
Diese asymmetrische Druckverteilung ist eine wesentliche Voraussetzung für eine
funktionierende Dichtung.

Der Reibungskoeffizient über das Coulomb’sche Reibungsgesetz Gleichung (6.10)
stellt eine lineare Korrelation zwischen der Normalkraft oder Druck und der über-
tragbaren Reibungskraft oder Scherspannung her. Mit zunehmendem Reibungsko-
effizienten steigt die resultierende Scherspannung im Kontakt an, was unter Verwen-
dung von (6.12) indirekt zu einem hohen Arbeitsenergiewert ∆E2 führt.

Die eben beschriebenen Einflüsse spiegeln sich in den in Abb. 6.26 dargestellten
Ergebnissen wider. In dieser Abbildung wird das bestimmte Arbeitsintegral für die
unverschlissene Dichtlippe bei den folgenden drei Randbedingungen (RB) vergli-
chen:
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– RB1: ohne Strukturverformung bei µreib = 0,8

– RB2: mit Strukturverformung bei µreib = 0,8

– RB3: mit Strukturverformung bei µreib = 0,3
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Abb. 6.26: Simulierte Arbeitsintegral unter drei verschiedenen Randbedingungen
RB1, RB2 und RB3.

Die Berücksichtigung der Strukturverformung (im Fall von RB2) führt zu einer ho-
hen Kontaktbreite, wie bereits in Abbildung. 6.10 (a) gezeigt. Dies führt zu höheren
Schubspannungen bei gleichem Reibungskoeffizienten 0,8 (wie in RB1) und damit zu
einer Erhöhung des Arbeitsenergiewertes ∆E2 um etwa 10 % gegenüber dem Fall mit
RB1. Im Berechnungsfall mit RB3 wurde der Reibungskoeffizient im Vergleich zu
RB2 von 0,8 auf 0,3 reduziert, wobei die Strukturverformung weiterhin berücksich-
tigt wurde. Diese Reduzierung des Reibungskoeffizienten führt zu einer Verringerung
der Arbeitsenergiewerte um ca. -60% und zeigt somit eine direkte Proportionalität
zwischen die Arbeitsenergie und der Reibungskoeffizient.

• Einfluss des Dichtlippenverschleißes

Um den Einfluss des Verschleißes der Dichtlippe auf das Arbeitsintegral zu untersu-
chen, wurde zunächst anhand der in Abbildung 6.18 dargestellten Reibmomentkurve
an Zelle 1 und der daraus abgeleiteten Reibkraft und Reibungszahl (siehe Abbil-
dung 6.19) der Verschleiß nach ca. 450 h in 46 Stufen an der Dichtlippe simuliert.
Die Abbildung 6.27 zeigt die Ergebnisse des Dichtlippenprofils in vier ausgewählten
Verschleißstufen.
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Abb. 6.27: Simulierte verschlissene Dichtlip-
penprofile an vier ausgewählten
Verschleißstufen.
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Abb. 6.28: Arbeit ∆E2 bei verschiedenen
Verschleißzuständen unter
konstantem
Reibungskoeffizienten.

Für alle 46 verschlissenen Dichtlippengeometrien wurden die Montagevorgänge si-
muliert und die Arbeitsintegrale ermittelt. Alle simulierten Montagevorgänge wur-
den mit dem gleichen Reibungskoeffizienten durchgeführt, um den Einfluss des Rei-
bungskoeffizienten von dem des Verschleißes zu trennen.

Abbildung 6.28 zeigt die aus den Arbeitsintegralen ermittelten Energiewerte ∆E2 für
die zwei Reibungskoeffizienten 0,3 und 0,8 über die 46 simulierten Verschleißschrit-
te (450 h). Die Ergebnisse in Abb. 6.28 zeigen quasi-konstante Arbeitsenergiewerte
über alle Verschleißschritte bei der Annahme konstanter Reibungskoeffizienten. Der
Mittelwert der Arbeitsenergiewerte für die Reibungskoeffizienten 0,3 und 0,8 (je-
weils minimaler und maximaler Wert der Verlauf in Abbildung 6.19) beträgt jeweils
2,420E-08 bzw. 6,130E-08 Nmm. Dieser relativ große Unterschied zeigt, dass der
Reibungskoeffizient einen größeren Einfluss auf die Arbeitsenergiewerte hat als der
Verschleiß.

6.3.5 Experimentelle Validierung

Die abgeleitete Energie ∆E2 wurde mit funktionalen experimentellen Werten der Dich-
tungssysteme in Beziehung gesetzt. Da die Arbeitsenergiedifferenz das Energieniveau dar-
stellt, das ein Fluid überwinden muss, um von der Öl- zur Luftseite transportiert zu wer-
den, wurde der Rückförderwert gewählt, um die Simulationsergebnisse zu validieren. Der
Rückförderwert wurde normalisiert, da sowohl die Arbeitsenergie als auch der Förderwert
unterschiedliche Einheiten haben. Die Normierung erfolgt, indem der jeweilige Wert ins
Verhältnis zum Maximalwert der Verlauf gesetzt wird (hier am Anfang zum Zeitpunkt 0).
Um einen praktischen Vergleich zu ermöglichen, wurden die Einflüsse der Strukturverfor-
mung der Dichtlippe, des Dichtlippenverschleißes und der Abnahme der Reibungskoeffi-
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zienten (Abb. 6.19) bei der Simulation der Arbeitsenergiewerte berücksichtigt.

Die Arbeitsintegrale wurden für alle 46 simulierten verschlissenen Dichtlippengeometrien
ermittelt. Dabei wird für die Simulation des Montageprozesses für jede verschlissene Geo-
metrie der Reibungskoeffizient aus Abb. 6.19 verwendet, der dem jeweiligen Verschleiß-
schritt zugeordnet ist.
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Abb. 6.29: (a) Simuliertes Arbeitsintegral bei verschiedenen Verschleißzuständen und Rei-
bungskoeffizienten (gemäß Abb. 6.19), (b) Arbeitsenergiewert ∆E2 bei verschie-
denen Verschleißzuständen und Reibungskoeffizienten (gemäß Abb. 6.19)

Abbildung 6.29 (a) zeigt die Entwicklung aller simulierten Arbeitsintegrale bei den je-
weiligen Verschleißschritten. Abbildung 6.29 (b) fasst die Entwicklung der ∆E2-Werte
zusammen, die aus allen Einzelfunktionen in Abb. 6.29 (a) gewonnen wurden. Das höchs-
te Absinken zu Beginn in Abb. 6.29 (b) ist auf die Änderung der Reibungskoeffizienten
zurückzuführen (siehe Abb. 6.19). Die Kurve in Abb. 6.29 (b) wird mit dem Anfangswert
normalisiert (∆E2 bei 0 h, vgl. Abb. 6.30 (b)). Diese Werte werden mit dem ebenfalls
normierten gemessenen Rückförderwert verglichen.

Diese experimentellen Daten in Abb. 6.30 (a) basieren auf Messungen an zwei Dichtungen
der gleichen Kombination und zeigen den Mittelwert und deren Standardabweichung.

In Abb. 6.30 (b) fällt ∆E2 zu Beginn, bis etwa 150 Stunden der Gesamtdauer, steil auf
ca. 40% des Anfangswerts ab. Die Rückförderwerte zeigen eine exponentielle Abnahme
vom Anfangswert bis auf 40 % des Maximalwerts, wo die Werte ein Gleichgewicht zu
finden scheinen und weiterer Verschleiß den Rückförderwert nicht wesentlich beeinflusst.
Aufgrund des Unterschieds zwischen dem Einlaufprozess im Rückförderwertversuch und
der Reibungsmomentmessung (die als Input für die Simulation verwendet wurde) gibt
es eine relativ große Diskrepanz zwischen der Abnahmerate der experimentellen und der
simulierten Ergebniskurve. Nach Abschluss des Einlaufvorgangs stimmen das Endniveau
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Abb. 6.30: (a) Experimentell ermittelte Rückförderwerte über der Versuchsdauer von 450 h, (b)
Entwicklung der normierten simulierten Arbeitsenergiewerte ∆E2 und der ebenfalls
normierten gemessenen Rückförderwerte über der Versuchsdauer von 450 h

und die Entwicklung von ∆E2 und der Rückförderwert gut überein. Eine Reibmoment-
messung direkt auf dem speziellen Prüfstand für die Rückförderwertmessung kann nicht
durchgeführt werden. Daher wurde für die Simulation das Reibmoment aus einem ande-
ren Testlauf auf einem Reibmomentprüfstand ermittelt. Bei der Förderwertmessung ergibt
sich durch die Leckage ein besserer Schmierzustand als bei der Reibmomentmessung. Dies
führt zu einem langsameren Verschleiß, insbesondere beim Einlauf, und könnte ein Grund
für die Abweichungen zwischen Simulation (basierend auf die Reibmomentmessungen)
und Experimente (basierend auf Rückförderwertmessungen) sein.

6.3.6 Zusammenfassung und Ausblick

Das semi-analytische Kontaktmodell wurde verwendet, um die Beziehung zwischen der
Schubspannungsverteilung im Dichtungskontakt und der Dichtfähigkeit zu bestätigen.
Das simulierte Schubspannungsfeld am Ende des Montageprozesses zeigte zwei Diskon-
tinuitäten, aus denen ein stabiler L1 und ein instabiler L2 Bifurkationspunkt abgeleitet
werden konnten. Ein Konvergenzvektorfeld findet sich am dem stabilen Lage L1. Dies
könnte darauf hindeuten, dass die Berührbreite im Dichtkontakt zwar 100 - 150 µm be-
trägt, die eigentliche Dichtungsfunktion jedoch aber auf einen kleineren Bereich innerhalb
des Kontakts beschränkt erfolgt (in der Nähe der stabilen Lage L1).

Ausgehend von dieser Beobachtung wurde eine Arbeitsintegral Gleichung (6.12) für
den Dichtungskontakt abgeleitet, aus dem sich drei charakteristische Arbeitsenergien
∆E3,∆E1,∆E2 auf der Luftseite, der Ölseite bzw. innerhalb des Dichtungskontakts
ergeben. Um den Schmierstoff von der Öl- auf die Luftseite zu transportieren, muss
die Arbeitsenergie ∆E2 überwunden werden. Wenn die Arbeitsenergie ∆E2 von der
Flüssigkeit überwunden wird, findet eine Leckage statt. Das Arbeitsintegral im Dicht-
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kontakt nimmt mit zunehmendem Verschleiß und abnehmender Reibung ab. Dies be-
deutet, dass eine Leckage am Ende der Lebensdauer wahrscheinlicher wird. Dies wird
durch die experimentelle Ermittlung der Rückförderwerte bestätigt. Der Vergleich mit
Langzeit-Rückförderwertemessungen zeigt ein ähnliches Abnahmeverhalten zwischen den
Arbeitsintegralen und den Rückförderwerten. Die Unterschiede zwischen den beiden
Ergebnissen lassen sich durch leicht unterschiedliche Bedingungen bei der Rückförderwer-
temessung und der als Simulationsinput verwendeten Reibungsmessung erklären. Wenn
der Rückförderwert abnimmt, kann weniger Flüssigkeit aktiv von der Luft auf die Ölseite
zurücktransportiert werden.

Die aktuelle Studie über die Dichtfähigkeit konzentrierte sich auf die makroskopische
ideale Geometrie. Die Elastohydrodynamik wurde in dieser Arbeit nicht berücksichtigt.
Weitere spezifische Untersuchungen werden sich mit diesen beiden Einflussgrößen befas-
sen. Ein Aspekt der semi-analytischen Verschleißsimulation, der in dieser Arbeit nicht
berücksichtigt wurde, aber dennoch interessant ist, ist die Bestimmung einer optimalen
Geometrie, unter der der Verschleiß minimiert wird, wie in der Arbeit [GNJ06] gezeigt.
Daher soll in zukünftigen Arbeiten auch die Möglichkeit der Nutzung dieses Modells für
eine verschleißoptimierte Dichtlippengeometrieauslegung untersucht werden.
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Wälzlager haben als Maschinenelemente die Grundfunktion, eine reibungsarme rotatori-
sche Bewegung der Achsen oder Wellen auf der sie montiert sind, sicherzustellen. Dabei
müssen die auf die Welle oder Achse durch andere Maschinenelemente wie bzw. Zahnrä-
der eingeleiteten Kräfte abgestützt und an das Gehäuse übertragen werden. Eine Über-
lastung einer der Wälzlagerkomponenten kann im Betrieb zum Ausfall des gesamten Sys-
tems führen. Die Berechnung der Ermüdungslebensdauer ist in der DIN ISO 281 genormt
[DIN26281]. Dort sind mehrere Lebensdauerberechnungsformeln mit variierendem Detail-
lierungsgrad beschrieben. In der Abbildung 7.1 sind die verschiedenen Lebensdauerbe-
rechnungsansätze nach der Genauigkeit klassifiziert.

𝐶: dynamische Traglast [N]
𝑃: äquivalente dynamische Lagerbelastung [N]
𝑝 : Lebensdauerexponent [ -]
𝐿10 : Lebensdauer [106 Umdr.]

Lebensdauerberechnungsansätze

𝐿𝑛𝑚 = 𝑎1 ∙ 𝑎𝐼𝑆𝑂 ∙ 𝐿10

Mod. Lebensdauer
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𝑆: Erlebenswahrscheinlichkeit
𝑁: Anzahl an Lastzyklen [106 Lastzyklen]
𝛽: Weibullexponent
𝑉: beanspruchtes Volum [mm³]
𝜏𝑜 : maximale Schubspannung in MPa an der Tiefe 𝑧𝑜 in mm
𝑐: Materialparameter [ -]; ℎ: Tiefenexponent [ -]

𝐿𝑛𝑚 : Mod. Lebensdauer [106 Umdr.]
𝑎1, 𝑎𝐼𝑆𝑂 : Beiwert (für die Erlebenswahrscheinlichkeit,
die Schmierung und Verunreinigungen des Lagers) [ -]

𝜏𝑖 , : lokale Ermüdungskriterium [MPa]
𝜏𝑢 , : lokale Ermüdungsgrenzspannung [MPa]
𝑧′ : Spannungsgewichtete Tiefe [mm]

Abb. 7.1: Beispielsweise Aufteilung der verschiedenen Lebensdauerberechnungsansätze nach
der Genauigkeit klassifiziert.

Zuerst die nominelle Lebensdauer L10 für Lager unter üblichen Bedingungen. Diese Glei-
chung basiert auf der in Abbildung 7.1 angegebenen Lundberg-Palmgren Gleichung
[LuPa49]. Mithilfe der Lundberg-Palmgren Beziehung wird die Wahrscheinlichkeit S
bestimmt, mit der einem beanspruchten Volum V eine bestimmte Anzahl an Lastwech-
seln N erlebt bis einer Ermüdungsriss unter der Oberfläche zur Oberfläche durchtritt. Die
aus dem Jahr 1947 entstandene Wälzermüdungstheorie von Lundberg-Palmgren hat
folgende Grundeinschränkungen [SJSR09]:

• Annahme einer Rissinitiierung unterhalb der Oberfläche
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• Kein Schmierstoff vorhanden

• Oberflächen als ideal glatt angenommen

Die Gleichung der nominellen Lebensdauer L10 wurde im Jahr 1962 in die ISO-Norm
aufgenommen. Zur Erweiterung der nominellen Lebensdauer Gleichung (siehe Abb. 7.1)
wurde im Jahr 1977 die modifizierte Lebensdauer Gleichung Lnm (siehe Abb. 7.1) einge-
führt. Hier wird durch die Beiwerte a1 jeweils die Erlebenswahrscheinlichkeit, und aISO

die Werkstoffeigenschaften (z.B Reinheit) und Schmierungsbedingungen berücksichtigt.
Studien zu den häufigsten Ausfallursachen in modernen Lagern bringen neue Erkennt-
nisse. Ermüdungsausfälle gehen häufiger von der Laufbahnoberfläche aus als von Rissen
unterhalb der Oberfläche (wie im Lundberg-Palmgren Modell angenommen wird).
Dementsprechend stehen Oberflächengüte und Verunreinigungen der Lager stärker im
Mittelpunkt. In vielen Fällen zeigen moderne Wälzlagerstähle auch eine Ermüdungsgrenz-
belastung auf. Aufgrund dieser Betrachtungen sind verbesserte Gleichungen für die Le-
bensdauer entstanden.
Aktuelle Lebensdauerberechnungsmodelle basieren auf lokalen Ermüdungsansätzen. Ein
Beispiel solcher Modelle ist das Ioannisdes und Harris Modell [IoHa85] (siehe Abb. 7.1)
Hier wird im Vergleich zum Lundberg-Palmgren Modell das beanspruchte Volumen V
diskretisiert und eine lokale Ermüdungsgrenzspannung eingeführt. Entscheidend für das
Ermüden sind nur Volumenelemente in denen die örtliche Beanspruchung (lokale Ermü-
dungskriterium τi) die örtliche Beanspruchbarkeit (lokale Ermüdungsgrenzspannung τu)
überschreitet. Ein wesentlicher Vorteil der auf lokalen Ermüdungsansätze basierten Le-
bensdauermodelle ist die Berücksichtigung beanspruchungsrelevanter Einflüsse, wie z.B.
Oberflächenrauheit, Schmutzpartikel oder Eigenspannungen, über die dadurch verursach-
ten lokalen Spannungen im Lebensdauermodell.

Ein Multiskalen Ansatz wird in dieser Arbeit zur Lebensdauerabschätzung von Wälzla-
gern entwickelt und auf Zylinderrollenlager angewendet. Im Fokus wird die Innenringlauf-
bahn untersucht. Aus einer Systemmodellierung auf der Makroebene mit Hilfe eines Mehr-
körpersimulation (MKS)-Modells werden die im Wälzkontakt wirkenden Kräfte bestimmt.
Die mikroskaligen Kontaktsimulationen erfolgen in einem Halbraum-Kontaktmodell. Dort
werden die Spannungen auf dem Innenring unter Berücksichtigung der Plastizität be-
stimmt und in den lokalen Ermüdungsansatz nach Fatemi-Socie zur Lebensdauerab-
schätzung eingesetzt. Das entwickelte Modell wurde im Rahmen der Projekte FVA 866 I
(Einfluss kurzfristiger Überlasten auf die Lebensdauer von Wälzlagern)‚ und T05N (Ein-
fluss der Oberflächenmorphologie auf die Wälzlagerlebensdauer unter Mischreibungsbe-
dingungen) des SFB-926 jeweils auf die Zylinderrollenlager der Typen NU1006 und NU208
angewendet.
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7.1 Modellierungsansatz

Die Modellierungsstrategie basiert auf zwei Simulationsebenen wie in Abb. 7.2 schema-
tisch dargestellt. In der ersten Ebene wird die Belastungssituation in einem mit dem
Tool LaMBDA (steht für LagerMehrkörperBerechnung und DynamikAnalyse) aufgebau-
ten Einzelllagermodell ermittelt. LaMBDA ist dabei kein Stand-alone Tool, sondern ein
Plugin für kommerzielle MKS-Software Simpack, welches im Wesentlichen aus einer be-
nutzerfreundlichen Bedienoberfläche zur Modellierung sowie den notwendigen hochwerti-
gen Kontaktmodellen besteht. Hier werden verschiedene Einflussgrößen (z.B Wälzkörper-
und Laufbahnprofilierung) mittels eigenentwickelter Berechnungsroutinen [Aul14; Dahi17;
KMS17] berücksichtigt.
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Abb. 7.2: Schematische Darstellung des gesamten Modellierungsansatzes basierend auf zwei
Kontaktmodellen: MKS-Modell, in der die Wälzkörperbelastungen vom Einlauf in
die Lastzone (bei der Winkelposition ψE) bis zum Auslauf (bei der Winkelposition
ψA) ermittelt werden, Halbraum-Modell, in der die im Innenring (IR) resultierenden
Spannungen (X:axiale Richtung, Y: Umfangsrichtung, Z:Tiefenrichtung) berechnet
werden und als Eingang zur Lebensdauerabschätzung in das Fatemi-Socie Modell
dienen.

Im Halbraum-Modell wird der Einzelkontakt zwischen Wälzkörper (Wki) und dem dar-
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unter stehenden Innenring Volumenbereich VIR auf der Mikroskala gelöst. Hier werden
einzelne statische Kontaktanalysen durchgeführt und somit die maximale Kontaktkraft im
Kontakt WK/IR über der Winkelposition berücksichtigt. Der in Abbildung 7.2 dargestell-
te Kraftverlauf (gestrichelte Linie) stellt eine Vereinfachung dar. In der Realität erfährt
ein Volumenelement am IR während des Durchlaufs der Lastzone kurzzeitige Lastspitzen
(Peaks mit * gekennzeichnet). Die verwendete Vereinfachung ist somit eine Worst Case
Abschätzung. Beide Kontaktpartner werden zuerst diskretisiert. Zu jeder winkelpositi-
onsabhängigen Normalkraft wird die äquivalente Vergleichsspannung σv nach Tresca in
jedem diskretisierten Volumenelement gebildet. Das Volumenelement mit der maxima-
len Vergleichsspannung bei der höchsten Belastung Fmax (bei der Winkelposition ψF max)
wird als kritisches Volumenelement Vkritisch definiert. Die winkelpositionsabhängige Kom-
ponente des Spannungstensors am kritischen Volumenelement wird zum Schluss in das
multiaxiale Ermüdungskriterium nach Fatemi-Socie eingesetzt um eine kritische Last-
spielzyklenanzahl Nf zu ermittteln.

7.2 Fatemi�Socie Ermüdungsansatz

Das eingesetzte Fatemi–Socie Ermüdungsmodell kommt aus der Bruchmechanik und
basiert auf der Beobachtung, dass bei vielen Metallen eine Rissinitiiierung an einem kriti-
schen Volumenelement in der kritischen Ebene mit maximaler Scherdehnung stattfindet,
und die Normalspannung senkrecht zu dieser Ebene den Ermüdungsprozess beschleunigt
[Fesi12] (siehe Abb. 7.3).

Abb. 7.3: Schematische Darstellung der zwei im Fatemi-Socie Modell berücksichtigten
Grundkonzepten der Materialermüdung, a) Initiierung der Gleitbände (auch Orte der
Mikroriss Initiierung) durch die Schubspannung τ , b) Mikroriss Aufweitung durch
die Normalspannung σ
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Das Fatemi-Socie Modell wird durch folgende Beziehung beschrieben [SJSL19]:

γa,eq := γmax

(
1 + ke

σn,max

σF

)
= τf

G
(2Nf )by + γf (2Nf )cy (7.1)

Die linke Seite der Gleichung (7.1), häufig auch Schadensparameter SP genannt [YZLL17]
beschreibt die Beanspruchung durch eine äquivalente Scherdehnungsamplitude γa,eq. Die
rechte Seite hingegen gibt in Abhängigkeit von Materialparametern aus zyklischen Torsi-
onsschwingungsversuchen die Werkstoffbeanspruchbarkeit an. In der Tabelle 7.1 werden
die aus dem Halbraum-Kontaktmodell bestimmten Eingangsparameter, die experimen-
tell zu ermittelten Materialparameter und die gesuchte Zielgröße in der Fatemi-Socie
Gleichung (7.1) zusammengefasst.

Tab. 7.1: Zusammenfassung der Eingangsparameter, Materialparameter und Zielgröße des Fa-
temi-Socie Ermüdungsmodells

Eingangsparameter
(aus Halbraum-Modell)

Materialparameter
(aus Experiment)

Zielgröße

γmax: max. Scherdehnungsamplitude ke: Normalspannungskoeffizient Nf : krit.
Lastzyklenanzahl

σnmax: max. Normalspannung σF : Materialfließspannung

τf : Schwingfestigkeitskoeffizient

G: Schubmodul

by: Schwingfestigkeitsexponent

γf : Duktilitätskoeffizient

cy: Duktilitätsexponent

Die einachsigen zyklischen Materialparameter sind für die meisten Wälzlagerstähle in der
Standardliteratur z.B. [BoSe87] zu finden. Allerdings sind die hier angegebenen Werte für
Werkstoffe mit einer kleinen Anzahl von ertragbaren Schwingspielzahlen gültig. Eine ak-
tuelle Methode zur Abschätzung zyklischer Werkstoffkennwerte für die Werkstoffgruppen
Stahl, Stahlguss und Aluminiumlegierungen ist in [WäEs18a; WäEs18b] vorgeschlagen.
Die FKM-Methode basiert auf einer großen Datenbasis mit quasi-statischen und deh-
nungsgeregelten Versuchsergebnissen und benötigt als Eingabewert lediglich die Zugfes-
tigkeit Rm. Die Ergebnisse der FKM-Methode werden in der Tabelle 7.2 zusammengefasst.
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Tab. 7.2: Einachsige zyklische Werkstoffkennwerte für die Werkstoffgruppe Stahl nach der
FKM-Methode [WäEs18b] in Abhängigkeit der Zugfestigkeit

Parameter Wert

σf 3,1148
(

Rm

MPa

)0,897

b -0.097

εf min
(

0,338; 1033
(

Rm

MPa

)−1,235
)

c -0,52

Gültigkeitsbereich Rm = 121...2296 MPa

Eine Ableitung der benötigten mehrachsigen zyklischen Materialparameter (τf , by und
cy) in (7.1) aus den einachsigen Größen in der Tabelle Tabelle 7.2 kann wie in [ZLPZ18]
beschrieben, mittels folgender Zusammenhänge erfolgen:

τf ≈ σf√
3

γf ≈
√

3εf

by ≈ b

cy ≈ c

(7.2)

In der Tabelle 7.3 sind die in der Arbeit für 100Cr6 (bei 60 HRC und Rm = 2016 MPa)
eingesetzten Werte zusammengefasst. In zukünftigen Arbeiten können diese Materialpa-
rameter experimentell durch die Bestimmung aus den Basquin- und Manson-Coffin-
Parametern bestimmt werden.

Tab. 7.3: Materialparameter für die Lebensdauerberechnung nach Fatemi-Socie [WäEs18b]

Parameter σF / MPa τf / MPa G / MPa γf /- by / - cy / -

Wert 1953 1656 80769 0,148 -0,097 -0,52

Die äquivalente Scherdehnungsamplitude im Fatemi-Socie Modell auch Schadenspara-
meter genannt, beschreibt die Beanspruchung durch die zwei Größen der maximalen Scher-
dehnungsamplitude γmax und maximalen Normalspannung σn,max senkrecht zur kritischen
Ebene. Im Folgenden soll zuerst im Abschnitt 7.2.1 auf die Bestimmung der maximalen
Scherdehnungsamplitude eingegangen werden, anschließend wird in 7.2.2 für das allgemei-
ne Wälzkontaktproblem die Berücksichtigung der Normalspannungen im Fatemi-Socie
Modell vorgestellt.
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7.2.1 Bestimmung der maximalen Scherdehnungsamplitude im Fatemi-Socie
Modell

Der Ausgangspunkt ist die Spannungskomponente σij zu den jeweiligen Winkelpositionen
am ausgewählten kritischen Volumenelement, wie in Abb. 7.4 gezeigt. Als kritisches Vo-
lumenelement wurde für den Wälzlager-Kontakt das Volumenelement mit der maximalen
Schubspannung gewählt.

Winkelposi�on

xx

yy

zz

: axiale Richtung 
: Umfangsrichtung 

: Tiefenrichtung

Normal-und
Schubspannungen zu den 
Winkelposi�onen 

, , 
auf jeder Ebene 

Abb. 7.4: links: Spannungskomponente am kritischen Volumenelement für die jeweilige Win-
kelposition, Mitte: Bestimmung der Normal-und Schubspannungen auf beliebiger
Ebene Π des kritischen Volumenelements, rechts: Ergebnis als Eingangsgrößen zur
Ermittlung der Schubspannungsvektoren

Zur Bestimmung der kritischen Ebene soll zuerst mit Hilfe einer Winkeldiskretisierung
f(θ,ϕ)(θ = 0 : ...2π;ϕ = 0 : ...π) und der Beziehungen (7.3), der Normalenvektor n⃗Π und
die Tangentialvektoren v⃗Π, u⃗Π, an einer beliebigen Ebene Π am kritischen Volumenelement
bestimmt werden [Soci00].

n⃗Π =


cos θ sinϕ
sin θ sinϕ

cosϕ

 ; v⃗Π =


− cos θ cosϕ
− sin θ sinϕ

sin θ

 ; u⃗Π =


− sin θ
cos θ

0

 ; (7.3)

Mit Hilfe dieser Vektoren (7.3) werden die Normalspannung σn,Π(ϕ) und Schubspannun-
gen τu,Π(ϕ), τv,Π(ϕ) auf der jeweiligen Ebene Π ermittelt. Für jede Ebene werden die win-
kelpositionsabhängigen Schubspannungsvektoren bestimmt, und der Radius des kleinsten
umschließenden Kreises als maximale Schubspannungsamplitude ∆τmax/2 bestimmt.

Als kritische Ebene Π wird diejenige mit der größten maximalen Schubspannungsampli-
tude gewählt. Die gesuchte maximale Scherdehnungsamplitude γmax in (7.1) wird aus der
maximalen Schubspannungsamplitude ∆τmax/2 und dem Schubmodul G bestimmt:

γmax = ∆τmax,Π

2G (7.4)
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7.2.2 Maximale Normalspannung im Fatemi-Socie Modell beim
Wälzkontaktproblem

Im Gegensatz zur maximalen Scherdehnungsamplitude gibt es in der Literatur [SJSL19]
Unklarheit über die Bestimmung der max. Normalspannung σ(n,max) im Fatemi-Socie
Modell (7.1). Im allgemeinen komplexen multiaxialen Beanspruchungsfall wird die max.
Normalspannung senkrecht zur kritischen Ebene eingesetzt. Als Normalspannung soll für
Wälzkontaktprobleme, wie die Ergebnisse der Arbeit [SJSL19] bestätigen, die maximale
Drucknormalspannung σDN,max (im Betrag mit negativem Vorzeichen) auf der kritischen
Ebene zum Einsatz kommen. Dabei soll die plastische Eigenspannung berücksichtigt wer-
den. Die Berücksichtigung der Plastizität sorgt im Vergleich zur linear elastischen Be-
rechnung zu einer Minderung der maximalen Kontaktpressungswerte und somit auch zu
geringen Drucknormalspannungen.

7.3 Ergebnisse im Projekt FVA 866 I

In diesem Projekt wurden Zylinderrollenlager der Typs NU1006 bei drei Lastfällen 3,8
GPa, 3,5 GPa und 2,5 GPa im Kontakt WK-IR untersucht. Die Abbildung 7.5 veran-
schaulicht den Kontakt Wälzkörper-Innenring; (links) im MKS-Modell und (rechts) redu-
ziert im Halbraum-Modell. Das Halbraum-Modell zeichnet sich durch eine Definition der
Geometrie und Belastung auf der Mikroskala aus. Im Halbraum-Modell wurde, um die
Rechenzeit zu sparen, nur der nahezu ideal zylindrische Teil des Wälzkörpers abgebildet.
In der Realität weist dieser eine Profilierung an ihr Rändern auf. Diese hat die Funktion
erhöhte Kantenpressungen zu vermeiden und trägt somit zu einer längeren Lebensdau-
er bei. In der Tabelle 7.4 werden die geometrischen und die auftretenden Belastungen
zusammengefasst.
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x: Axiale Richtung;    y: Umfangsrichtung

x

y

NU1006

Simula�onsebene 1: MKS-Model 
(Simpack)

Simula�onsebene 2: Halbraum-Model 
(Matlab)

Abb. 7.5: Veranschaulichung der in den zwei Simulationsebenen verwendeten Kontaktmodelle,
makroskaliges MKS-Modell (links) und geometrische Eingangsgrößen des mikroska-
ligen Halbraum-Modells (rechts)

Tab. 7.4: Geometrische und Belastungsgrößen des MKS-
und Halbraum-Modells Zylinderrollenlager des
Typ NU1006

Makro-Größen Mikro-Größen

DW k / mm 6 Lx / mm 0,8

DIR / mm 36,4 Ly / mm 0,8

Leff / mm 4,8

NWk
/ - 17

Cradial / µm 32.5

nIR / Umdr./min 3000

nK / Umdr./min 1260

3,8 GPa: Fmakro / N 5162 Fmikro / N 865
3,5 GPa: Fmakro / N 4313 Fmikro / N 723
2,5 GPa: Fmakro / N 1999 Fmikro / N 249

Abb. 7.6: Im MKS-Modell ermittel-
te maximale Wälzkörper-
belastung.

In der Abbildung 7.6 sind die zu den drei untersuchten Lastfällen im MKS-Modell ermit-
telten Normalkraftverläufe am Wälzkörper dargestellt.

Die im Weiteren präsentierten Ergebnisse lassen sich in drei Abschnitte zusammenfassen.
In den zwei ersten Abschnitten 7.3.1 und 7.3.2 wird das plastische Verhalten des Innenrings
untersucht. Dies erfolgte auf der Mikroebene mit Hilfe des Halbraum-Kontaktmodells. Da-
für wurde zuerst wie in Abschnitt 7.3.1 beschrieben, für die drei untersuchten Lastfälle eine
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Abschätzung der plastischen Zonen mit Hilfe elastischer Kontaktsimulationen gemacht.
Die Ergebnisse der Lebensdauerberechnung und der Vergleich mit experimentellen Werten
werden im letzten Abschnitt 7.3.3 präsentiert.

7.3.1 Abschätzung der plastischen Zone

Zur Validierung zeigt die Abb. 7.7 einen Vergleich zwischen den Ergebnissen des
Halbraum-Modells und denen nach der Hertz’schen Theorie für die maximalen Be-
lastungen von 3,8GPa, 3,5 GPa und 2,5 GPa im Wälzkontakt. Es zeigt sich eine gute
Übereinstimmung der beiden Ergebnisse hinsichtlich der Spannungskomponente und den
daraus berechneten von Mises Vergleichspannnungen. Die maximalen Vergleichsspan-
nungen liegen in den Tiefen von 0,1317 mm, 0,1135 mm und 0,0867 mm. Aus den Verläufen
der von Mises Vergleichspannungen ist für eine Mikrofließspannung von 1477 MPa nach
[BNLW05] bei dem Lastfall 2,5 GPa keine plastische Verformung zu erwarten. Im Wei-
teren werden mit den in Tabelle 7.5 angegebenen Materialwerten für die Lastfälle 3,8
GPa, 3,5 GPa die plastischen Eigenspannungen mit Hilfe des Swift Verfestigungsmodells
[Swif52] (siehe Abb. 1.3 und (4.17)) simuliert.

Las�all: 3,8 GPa Las�all: 2,5 GPaLas�all: 3,5 GPa

Abb. 7.7: Validierung der elastischen Halbraum-Kontaktberechnung mit der Hertz’schen
Theorie für die drei untersuchten Lastfälle, plastische Verformungen sind bei den
zwei Lastfällen 3,8GPa, 3,5GPa zu erwarten.
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Tab. 7.5: Elasto-plastische Materialparameter für 100Cr6 nach [JBTW22; BNLW05; LFLV98]

Elastische Materialparameter Plastische Materialparameter

E / MPa 207000 Bsw / MPa 945

ν / - 0,29 Csw / - 40

nsw / - 0,121

7.3.2 Simulation des plastischen Verhaltes

Die Analyse im Abschnitt 7.3.1 zeigt bei den in Tabelle 7.5 angegebenen Swift-
Materialparametern für 100Cr6 Wälzlagerstahl, dass die Plastifizierung nur bei den
Lastfällen 3,8 GPa und 3,5 GPa zu erwarten sind. Zur Untersuchung des plastischen
Verhaltens der Innenringe wurden mit dem Halbraum-Modell zyklischer quasistatischer
Kontakt zwischen Rolle und Innenring bei der maximalen Last von 5162 N, 4313 N (siehe
Abb. 7.6) jeweils für die beiden Lastfälle simuliert. Als Kriterium für die maximale Zyklen-
anzahl wurde die Konvergenz der simulierten Eigenspannungen definiert. Die Annahme
eines quasistatischen Kontakts steht im Einklang mit der Dehnratenunabhängigkeit der
verwendeten plastischen Materialparameter in der Tabelle 7.5.

Formänderung und Spannungsreduktion durch die Plastizität

Die Plastizität sorgt an der Oberfläche für eine Formänderung, die zu einer Begrenzung
der maximalen Kontaktpressungen durch eine breitere Lastverteilung führt. Daraus re-
sultieren ebenfalls im Gegensatz zum elastischen Berechnungsfall geringere Spannungen
im Material.

Abb. 7.8: Im Halbraum-Modell simulierte plastische Oberflächendeformation im konvergierten
Zustand (nach 26 Zyklen)

In Abbildung 7.8 werden die simulierten plastischen Oberflächendeformationen im kon-
vergierten Zustand (26. Zyklus nach Abschluss der Verfestigung) gezeigt. Es ergeben sich
bei den Lastfällen 3,8 und 3,5 GPa jeweils eine maximale plastische Deformation von
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-0,62 µm und -0,29 µm. Diese Deformationen sorgen wie in Abb. 7.8 dargestellt zu einer
Formänderung der initialen Innenringgeometrie (a,b) und einer Minderung der Kontakt-
pressung (c). Die hier aufgrund der Modellannahme auftretenden plastischen Deformatio-
nen im Einlauf- und Auslaufbereich sind im realen überrollenden Wälzkontakt nicht zu
erwarten. In Abb. 7.9(a) wird für die zwei Lastfälle 3,8 GPa und 3,5 GPa die plastische
deformierte Innenringgeometrie dargestellt. Der Vergleich in (b) und (c) zeigt im Schnitt
jeweils die Innenringkontur und Kontaktpressung im initialen Zustand und im konvergier-
ten plastischen Endzustand (nach 26 Lastzyklen). Es zeigt sich durch die Plastizität eine
Reduzierung der maximalen Kontaktpressung von 3780 MPa (im initialen bzw. elastischen
Zustand) zu 3547 MPa (nach 26 Lastzyklen) für den Fall 3,8 GPa.
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3
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Abb. 7.9: (a) Plastisch deformierte Innenring Oberflächen, (b), (c) Vergleich der Innenring-
kontur und Kontaktpressung im initialen Zustand und im konvergierten plastischen
Endzustand (nach 26 Lastzyklen)

Simulierte vs. experimentelle Eigenspannung

In der Abbildung 7.10 ist das Konvergenzverhalten der simulierten Eigenspannungen und
die Rechenzeit der jeweiligen Zyklen aufgeführt. Eine schnelle Konvergenz der simulierten
Eigenspannung ist bereits nach 26 Zyklen festzustellen. Die Rechenzeit pro Lastzyklus
beträgt max. 8 Minuten bei einer Netzfeinheit von 2 Mio. Elementen. Die simulierten Ei-
genspannungen ergeben sich zwar nach einem konvergierten Zustand, jedoch kann dieser
Zustand beim Überwalzen instationär werden. Eine genauere Simulation der im Wälz-
kontakt entstehenden Eigenspannungen im Halbraummodell wird in zukünftigen Arbeiten
vorgenommen. Dafür kann beispielsweise die in [JBTW22] beschriebene Methode verwen-
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det werden. In [JBTW22] wird das Überrollen als sukzessiv aufgebrachte quasistatische
Indentationen entlang des Rollwegs vereinfacht abgebildet. Es wurde für den Fall eines
Punktkontakts ein Rollzyklus mit einem Rollweg von 18-mal aH (nach Hertz berechnete
Berührbreite) simuliert. Hier zeigte sich ein stationärer Zustand erst nach einem Roll-
weg von 4-mal aH . Dieser Ansatz könnte in zukünftigen Arbeiten auf einen Linienkontakt
angewendet und damit auch das Verhalten nach mehreren Rollzyklen analysiert werden.

Zur Validierung der simulierten Eigenspannungen werden diese mit experimentell gemes-
senen Werten verglichen. Die gemessenen Eigenspannungswerte bei belasteten Innenring-
Proben beinhalten eine Überlagerung aus fertigungsbedingten und belastungsinduzierten
Anteilen. Zur Trennung des lastinduzierten Anteiles (siehe Abb. 7.11 c) wurden vorher
an Innenringproben aus der gleichen Charge im unbelasteten Zustand (siehe Abb. 7.11
a), tangentiale Eigenspannungsmessungen durchgeführt. Dieser Spannungszustand wurde
von dem Spannungszustand an nach 3,05 Million Umdrehungen gelaufenen Innenrings
(siehe Abb. 7.11 b) abgezogen.

Las�all: 3,8 GPa Las�all: 3,5 GPa
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Abb. 7.10: Konvergenzverhalten der simulierten Eigenspannungen (oben) und Rechenzeit (un-
ten) für die jeweiligen Zyklen bei den Lastfällen 3,8 GPa und 3,5GPa.
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Abb. 7.11: Experimentelle Bestimmung des belastungsinduzierten Eigenspannungsanteils nach
3,05 Millionen Umdrehungen in (c), durch Subtraktion der gemessenen Eigenspan-
nungen am Innenring im unbelasteten Zustand in (a) von dem belasteten (3,8 GPa
und 3,5 GPa)Zustand in (b).

Der Vergleich in Abbildung 7.12 zwischen experimentell und simulativ bestimmten belas-
tungsinduzierten Eigenspannungen zeigt, dass mit dem Halbraum-Modell die maximalen
Eigenspannungswerte nach Betrag und Tiefe abgeschätzt werden können. Allerdings wird
der gesamte Bereich der Eigenspannungszone im Halbraum-Modell leicht schmaler abge-
schätzt, und die Zugspannungen werden im simulierten Verlauf nicht erfasst. Ein möglicher
Grund hierfür könnte sein, dass der beim Überrollen auftretende Relaxationseffekt auf-
grund des verwendeten Ansatzes nicht berücksichtigt wird. Zur Veranschaulichung dieses
Relaxationseffekts und seines Einflusses auf die Eigenspannungen soll der Vergleich in
Abbildung 7.13 dienen, der im Folgenden beschrieben wird.

Abb. 7.12: Vergleich der experimentellen und simulativ bestimmten lastinduzierten Eigenspan-
nungen

In der Abbildung 7.13 werden die Ergebnisse des bisherigen Ansatzes 1 (zyklischen In-
dentationen) mit denen des aus [JBTW22] vorgeschlagenen Ansatzes 2 verglichen, bei
dem sukzessiv entlang der Rollrichtung der Wälzkörper in die Laufbahn indentiert wird.
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Durch den sukzessiven Kontakt entlang der Rollrichtung lässt sich mit dem Ansatz 2
der Relaxationseffekt beim Überrollen abbilden. Der Kontakt zwischen Wälzkörper und
Laufbahn wurde bei demselben Lastfall von 3,8 GPa über einen Rollweg von etwa 4,2 mm
simuliert. Dabei zeigt sich, dass die plastische Oberflächendeformation ures nach großen
Indentationstiefen am Anfang des Rollwegs im mittleren Bereich nach einer Relaxation
in einen stationären Zustand übergeht.

Ansatz 1: zyklische Indenta�onen

𝑎H = 0,169 mm

0,422𝑚𝑚 ≤ 𝑥 ≤ 0,422 mm

𝑑𝑥 = 6,7µm; 𝑑𝑧 = 2,7µm

Sim. Zeit: ca. 41 Minuten

Ansatz 2: sukzessive Indenta�onen

𝑎H = 0,169 mm

𝑥Rollweg ≈ 4,2 mm

𝑑𝑥 = 6,7µm; 𝑑𝑧 = 2,7µm

Sim. Zeit: ca. 72 Stunden

Abb. 7.13: Vergleich der beiden implementierten Ansätze (Ansatz 1: zyklische Indentationen
der Wälzkörper in den Gegenkörper der Laufbahn an derselben Stelle, Ansatz 2:
sukzessive Indentationen der Wälzkörper in den Gegenkörper der Laufbahn entlang
der Rollrichtung) zur simulativen Untersuchung im Halbraum-Modell der plasti-
schen Oberflächenverformung und Eigenspannungen während der Rollbewegung

Abbildung 7.14 zeigt einen qualitativen Vergleich der Eigenspannungsverläufe (jeweils
entlang der in Abbildung 7.13 markierten Linien) in der Tiefe mit der experimentel-
len Kurve für die beiden Modellierungsansätze. Der simulierte Verlauf des sukzessiven
Kontakts entlang der Rollrichtung (Ansatz 2) nähert sich dem experimentellen Verlauf
(schwarze Linie in Abbildung 7.14) besser an. Die experimentell festgestellte Tendenz,
Zug-Eigenspannungen im oberflächennahen Bereich zu haben, wird auch in Ansatz 2 be-
obachtet. Beide Ansätze liefern beinahe gleiche maximale Duckeigenspannungen (-644
MPa und -610 MPa jeweils für Ansatz 1 und 2). Ein signifikanter Unterschied lässt sich
jedoch bei den Simulationszeiten feststellen: 41 Minuten für den Ansatz mit zyklischen In-
dentationen gegenüber 72 Stunden für den Ansatz mit Sukzessive Indentationen entlang
der Rollrichtung. Im Fatemi-Socie Modell wird der Maximalwert der Eigenspannung
verwendet. Aufgrund der guten Schätzung dieses Maximalwerts der Eigenspannung bei
vergleichbarer Rechenzeit wurde der erste Ansatz in dieser Arbeit auch für andere Simu-
lationsfälle verwendet.



118 7 Anwendung in der Wälzlagerberechnung

0 100 200 300
Tiefe / µm

-600

-400

-200

0
100

E
S

 / 
M

P
a

Sim.: Ansatz 1
Sim.: Ansatz 2
Exp.

Abb. 7.14: Qualitativer Vergleich der simulierten Verläufe der Eigenspannungen in der Tiefe
für die beiden Ansätze in Abbildung 7.13 mit der experimentellen Kurve

Der spannungsreduzierende Einfluss der Plastizität wird im weiteren Verlauf bei der Le-
bensdauerberechnung genutzt. Um Rechenzeit zu sparen, werden die Spannungskompo-
nenten zu den jeweiligen Winkelpositionen bei dem Durchlauf der Lastzone nicht elasto-
plastisch, sondern rein elastisch (mit ca. 80 Prozent weniger Rechenzeit) berechnet. Der
Einfluss der Plastizität wird berücksichtigt in dem, die im Betrag genommenen simulier-
ten Druckeigenspannungen am kritischen Volumenelement zu der elastisch berechneten
maximalen Drucknormalspannung addiert werden.

Tab. 7.6: Spannungskomponente am kritischen Volumenelement, resultierende Drucknormal-
spannungen senkrecht zur kritischen Ebene und simulierte Eigenspannungen am kri-
tischen Volumenelement

Lastfall: 3,8 GPa
(elasto-plastisch)

Lastfall: 3,5 GPa
(elasto-plastisch)

Lastfall: 2,5 GPa

elastisch elsto-plastisch
(26. Zyklus)

elastisch elsto-plastisch
(26. Zyklus)

elastisch

σxx / MPa -1275 -925 -1159 -865 -767
σyy / MPa -679 -380 -617 -351 -389
σzz / MPa -3037 -1306 -2773 -1217 -1852
τxy / MPa -3,4e-12 -5,84e-05 -6,33e-13 1,060e-04 9,15e-13
τyz / MPa 7,34e-09 0,4593 -3,21e-13 0,25 2,30e-10
τxz / MPa -1,27e-07 -0,004 -6,36e-12 -4,73e05 4,9e-10
σn / MPa -1859 -1120 -1696 -1317 -1122
σES / MPa - -644 - -334 -

Die Zulässigkeit dieser vereinfachten Methode wird im Folgenden überprüft. Die Kompo-
nente des Spannungstensors (σxx,. . . ,τxz), die simulierte Eigenspannung σES am kritischen
Volumenelement und die Normalspannungen σn an der kritischen Ebene werden in der
Tabelle 7.6 angegeben. Im Fokus stehen die zwei Lastfälle 3,8 GPa und 3,5 GPa, für
die bei elastischer Kontaktberechnung senkrecht zur kritischen Ebene Drucknormalspan-
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nungen von jeweils -1859 MPa und -1696 MPa bestimmt werden. Im elasto-plastischen
Berechnungsfall reduzieren sich die Drucknormalspannungen jeweils auf -1120 MPa und
-1317 MPa. Es ergibt sich eine Reduzierung der Drucknormalspannungen aufgrund der
Plastizität jeweils von -739 MPa und -379 MPa. Diese Werte entsprechen mit einer Ab-
weichung von ca. 15 % und 10 % den simulierten Eigenspannungswerten von -644 MPa
und -334 MPa für die Lastfälle 3,8 GPa und 3,5 GPa.

Bei bekannten maximalen Druckeigenspannungen kann die elasto-plastische maximale
Drucknormalspannung am kritischen Volumenelement im Berechnungsfall mit ideal glat-
ten Innenring Oberfläche aus rein elastisch berechneten Spannungsgröße abgeschätzt wer-
den. Hierzu werden zu der elastisch berechneten maximalen Drucknormalspannung der
im Betrag genommenen maximalen Druckeigenspannungswert addiert.

7.3.3 Lebensdauerabschätzung mittels Fatemi-Socie Ermüdungsansatz

Bei dem Fatemi-Socie Ermüdungsansatz wird die Lebensdauer lokal auf einem kriti-
schen Volumenelement ausgewertet. Hier wurde die Schubspannungshypothese eingesetzt
und als kritisches Volumenelement, das mit der maximalen Schubspannung ausgewählt.
Dieses liegt in den Tiefen: 0,1317 mm, 0,1135 und 0,0867 mm jeweils für die Lastfäl-
le 3,8 GPa, 3.5GPa und 2,5 GPa. Die simulierten Eigenspannungen σES am kritischen
Volumenelement betragen bei den zwei Lastfällen mit Plastizität 3,8 GPa und 3,5 GPa
jeweils -644 MPa und -334 MPa (siehe Abb. 7.12). Die Spannungskomponenten an den
kritischen Volumenelementen für die drei untersuchten Lastfälle werden in Abbildung 7.15
dargestellt.
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Abb. 7.15: Berechnete Spannungskomponente an dem kritischen Volumenelement für die ver-
schiedenen Winkelpositionen, die Schubspannungen so klein, dass sie nicht erkenn-
bar sind

Die äquivalente Scherdehnungsamplitude γa,eq in (7.1) berechnet sich wie in Abschnitt
7.3.1 beschrieben aus den zwei Hauptbeanspruchungsgrößen: Scherdehnungsamplitude
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und der maximalen Normalspannung. In Abb. 7.16 wird für drei untersuchte Lastfälle
an den kritischen Volumenelementen die Scherdehnungsamplitude für alle diskretisierten
Ebenen Π dargestellt.

Abb. 7.16: Maximale Scherdehnungsamplitude auf alle diskretisierten Ebenen des kritischen
Volumenelements für die drei untersuchten Lastfälle 3,8 GPa, 3,5 GPa und 2,5
GPa

Die maximale Scherdehnungsamplitude wird aus der maximalen Schubspannungsampli-
tude mittels (7.3) abgeleitet. Es ergeben sich maximale Scherdehnungsamplituden von
0,0073, 0,0067, und 0,0045 jeweils für die Lastfälle 3,8, 3,5 und 2,5 GPa. Zu erkennen in
Abb. 7.16 ist, dass die maximalen Scherdehnungen bei den kritischen Ebenen mit den
Winkelkombinationen θ = 90°,270° und ϕ = 45°, 135° auftreten. Die Orientierung der
kritischen Ebene kann durch die in (7.3) gegebenen Komponenten des Normalvektors be-
stimmt werden. Zur Veranschaulichung liegen, wie in Abb. 7.17 schematisch dargestellt,
die kritischen Ebenen Π1,Π2 bei den genannten Winkelkombinationen. Diese liegen unter
einem 45° Winkel hin zur Umfangsrichtung. Dies steht im Einklang mit der Ermüdungs-
theorie zur Wälzlagerberechnung [DIN26281], welche sich auf die Wechselschubspannungs-
hypothese stützt.
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: axiale Richtung 
: Umfangsrichtung 

: Tiefenrichtung

Abb. 7.17: Veranschaulichung der Orientierung der kritischen Ebene für die Winkelkombina-
tionen θ = 90°,270° und ϕ = 45°, 135°

In der Abb. 7.18 werden bei den untersuchten Lastfällen die auf dem kritischen Volu-
menelement für die verschiedenen Winkelpositionen berechneten Normalspannungen σN

(senkrecht zur kritischen Ebene) dargestellt.
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Abb. 7.18: Normalspannungsverlauf senkrecht zur kritischen Ebene, maximale Drucknormal-
spannung mit Stern gekennzeichnet

Die Verläufe in Abb. 7.18 werden aus den Spannungskomponenten in Abb. 7.15 mit Hilfe
der Gleichungen (2.7-2.9) aus [Fesi12], bestimmt. Diese Verläufe sind bei rein elastischen
Kontaktsimulationen bestimmt worden. Für die Lastfälle 3,8 GPa und 3,5 GPa und 2,5
GPa betragen die maximalen Drucknormalspannungen -1859 MPa, -1696 MPa und -1119
MPa. Um den Einfluss der Plastizität bei den Lastfällen 3,8 GPa und 3,5 GPa zu be-
rücksichtigen, werden diese Werte zu den im Betrag genommenen simulierten maximalen
Druckeigenspannungen von 644 MPa und 334 MPa addiert. Der Einsatz der Eigenspan-
nungen im Betrag dient dazu den Einfluss der Plastizität auf die im elastischen Fall
berechneten Drucknormalspannungen sinnvoll zu berücksichtigen. Die Plastizität sorgt
wie im Abschnitt 7.3.2 gezeigt für eine Spannungsreduktion.

In der Tabelle 7.7 sind die Ergebnisse der berechneten Schadensparameter und die Last-
zyklenanzahl im Fatemi-Socie Modell für die drei untersuchten Lastfälle mit und ohne
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Berücksichtigung der Drucknormalspannungen zusammenfasst.

Tab. 7.7: Zusammenfassung der Simulationsergebnisse:
Schadensparameter γa,eq und die kritischen Lastzyklenzahlen Nf

Lastfall ohne:
Normalspannungseinfluss

mit:
Normalspannungseinfluss

γa,eq / - Nf / 106 γa,eq / - Nf / 106

Pmax:3,8 GPa 0,0073 0,0306 0,0038 16,351

Pmax: 3,5 GPa 0,0067 0,0639 0,0032 42,028

Pmax: 2,5 GPa 0,0045 2,5973 0,0026 543,272

Der signifikante Einfluss der Drucknormalspannungen lässt sich aus den simulierten Last-
zyklenanzahlen feststellen vgl. 7.21. Die nicht-Berücksichtigung der Drucknormalspan-
nung liefert für die drei Lastfälle sehr kleine Lastzyklenanzahlen. Es ergeben sich aus der
Berücksichtigung der maximalen Drucknormalspannungen, 16,351 Mio, und 42,028 Mio.
und 543,272 Mio Lastzyklen jeweils für die Lastfälle 3,8, 3,5 und 2,5 GPa. Zur Umrechnung
der Lastzyklenanzahlen Nf in Innenringumdrehungen NIR, wird aus den Parametern in
Tabelle 7.4 (Wälzkörperanzahl NWk

, Innenringdrehzahl nIR und Käfigdrehzahl nK) zuerst
die Belastungsfrequenz Nfreq,IR am Innenring bestimmt [Scha15]:

NfreqIR = nK ·NWk
= 21420 U/min (7.5)

Ein Umrechnungsfaktor von 7,30 wird aus dem Verhältnis der bestimmten Belastungsfre-
quenz in (7.5) und der Innenringdrehzahl bestimmt. Eine Umrechnung der Lastzyklenan-
zahlen in Innenringumdrehungen liefert jeweils 2,2, 5,8 und 74,4 Millionen Umdrehungen.
Diese Lebensdauerwerte beziehen sich jedoch nur auf den Kontakt des Innenrings mit
dem höchst belasteten Wälzkörper. Da die Kontaktpressung am Innenring aufgrund der
Krümmungsverhältnisse stets größer ist als am Außenring, würde nach dem hier vor-
gestellten Verfahren nach Fatemi-Socie stets dieser Kontakt als Erstes versagen. In
Konsequenz hieße das, dass die Lebensdauer des Wälzlagers gleich der Lebensdauer des
höchst belasteten Kontaktes ist.
Es ist aber bekannt, dass die Lebensdauer von Wälzlagern keine deterministische Größe
ist, sondern einer großen Stochastik unterliegt. Es gibt also stets eine Wahrscheinlichkeit
größer Null, dass ein anderer, als der höchstbelastete Wälzkörper zuerst ausfällt [DI-
NEN61649], [BeDa22]. Wie signifikant dieser Einfluss ist, zeigt exemplarisch Abbildung
7.19. Ein Rillenkugellager 6411 wurde in beiden Fällen mittels der Software Lager2 einmal
rein axial und einmal rein radial derartig belastet, dass die maximale Pressung im Kontakt
Wälzkörper-Innenring mit ca. 2400 MPa jeweils identisch ist. Lediglich die Anzahl der
maximal belasteten Kontakte unterscheidet sich mit 1 (radial) zu 8 (axial). Die berechnete
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modifizierte Referenz-Lebensdauer liegt im rein axial belasteten Berechnungsbeispiel mit
186·106 Umdrehungen im Vergleich zu 3397·106 Umdrehungen aufgrund der umlaufen-
den Lastzone und der damit verbundenen 8-mal größeren Anzahl an Überrollungen bei
maximaler Belastung im gleichen Zeitraum deutlich niedriger.
Dieses stochastische Ausfallverhalten von Wälzlagern liegt darin begründet, dass Wälzla-
gerstähle aufgrund der hohen auftretenden Belastung sehr hart und somit vergleichsweise
spröde sind. Je nach Kornorientierung und Einschlussverteilung im Bereich der maximal
auftretenden Wechselschubspannung kommt es zu einer früheren oder späteren Rissbil-
dung unter der Oberfläche. Dieser Effekt wird in der genormten Lebensdauerberechnung
berücksichtigt, indem die Überlebenswahrscheinlichkeiten aller belasteten Kontakte be-
rechnet und diese anschließend zu einer Systemlebensdauer zusammengefasst werden.
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Abb. 7.19: Mittels der Software Lager2 berechnete modifizierte Referenzlebensdauern und zu-
gehörige Pressungsverteilung im Kontakt Wälzkörper-Innenring eines Rillenkugel-
lagers 6411.

Um der bekannten Ausfallcharakteristik Rechnung zu tragen, werden daher im Folgen-
den die Lebensdauern sämtlicher belasteten Kontakte sowohl am Innenring als auch am
Außenring mittels des vorgestellten Ansatzes nach Fatemi-Socie berechnet. Das in der
Abbildung 7.20 dargestellte Kreisdiagramm mit den Kontaktkräften aus LaMBDA fasst
die Belastungssituation in der Lastzone für die drei untersuchten Lastfälle zusammen.
Fünf Wälzkörper befinden sich bei 2,5GPa und sieben Wälzkörper bei 3,5GPa und 3,8
GPa in der Lastzone. In der Tabelle 7.8 werden neben den ermittelten Kontaktkräften
die zugehörigen resultierenden Pressungen sowie Tiefen des kritischen Volumenelements
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zur Bestimmung der Lebensdauer für Innen- und Außenring angegeben. Durch die vorlie-
gende Symmetrie gleich belastete Wälzkörper sind in der Tabelle 7.8 einmal aufgeführt.
An dem jeweiligen kritischen Volumenelement werden mittels der Fatemi-Socie (FS)
Gleichung die Lebensdauern in Innenringumdrehungen FSIR bzw. FSAR an jeder Kon-
taktstelle bestimmt. Die Lebensdauer des Lagers ist dann die Systemlebensdauer aller
belasteten Kontakte. Die Systemlebensdauer des Lagers FSGes kann mithilfe folgender
Gleichung ermittelt werden:

FSGes =
( iGes∑

i=1

( 1
FSβ

i

))−1
β

(7.6)

Darin gibt β den Weibull-Exponenten an [DIN55303-7], [DINEN61649]. Dieser kann
für Rollenlager mit 9/8 ≈ 1,1 angenommen werden und bei Ausfallwahrscheinlichkeiten
kleiner 10% 1,5 betragen [DINISO/TR1281-1]. Physikalisch ist dieses Vorgehen darin
begründet, dass die Lebensdauern nach Fatemi-Socie auf der Annahme eines homogenen
Materials beruhen. Durch die nachträgliche Berechnung der Systemlebensdauer mit den
bekannten Weibull-Exponenten kann dann der Einfluss der Inhomogenitäten auf das
Ausfallverhalten berücksichtigt werden.
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Abb. 7.20: Mittels LaMBDA ermittelte Kontaktkräfte als Kreisdiagramm zur Veranschauli-
chung der Belastungssituation in der Lastzone bei den untersuchten Lastfällen
2,5GPa, 3,5GPa und 3,8GPa.

In der Abbildung 7.21 wird die Anzahl der simulierten Umdrehungen mit experimentellen
Werten (5,5, 7,7 und 76,1 Mio. Umdrehungen jeweils für die Lastfälle 3,8 GPa, 3,5 GPa
und 2,5 GPa) verglichen. Diese stammen aus statistisch abgesicherten am Institut für
Maschinenkonstruktion und Tribologie der Leibniz Universität Hannover im Rahmen
des AiF geförderten FVA Projekts 866 I (Kurzfristige Überlasten) durchgeführten Er-
müdungslebensdauerversuchen [DRD22] und betrachten ausschließlich Innenringausfälle.
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Für die nach Fatemi-Socie berechneten Lebensdauern ist neben der Lebensdauer des
ausschließlich höchst belasteten Kontakts auch eine Variation des Weibull-Exponenten
durchgeführt worden. Für die Fälle β = 1,1 und β = 1,5 werden sämtliche Kontaktstellen
am Innen- und Außenring berücksichtigt. Außerdem sind die mit Lager2 berechneten
Ergebnisse für die modifizierte Referenz-Lebensdauer L10mr nach [DIN26281] angegeben.
Die Gegenüberstellung der Ergebnisse zeigt, dass für 2,5 und 3,5 GPa die Normbe-
rechnung als auch die Ergebnisse auf Basis von Fatemi-Socie innerhalb des 90%-
Vertrauensbereichs der Versuchsergebnisse liegen. Mit einem Weibull-Exponenten von
1,1 ergeben sich die höchsten Übereinstimmungen zwischen Simulation und Norm, wäh-
rend die Lebensdauer des maximal belasteten Kontakts die Experimente am besten
abschätzt. Wie schon in [DRD22] beschrieben, kann gefolgert werden, dass die Normbe-
rechnung für 3,8 GPa konservativer ausgelegt ist als es die Experimente zeigen. Ähnlich
verhalten sich auch die Resultate nach Fatemi-Socie, welche unterhalb der unteren
Grenze des Vertrauensbereichs liegen.
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Tab. 7.8: Zusammenfassung der Simulationsergebnisse: Wälzkörperkräfte in der Lastzone,
Kontaktpressung am Innenring und Außenring bei den jeweiligen Kräften, Tiefe des
kritischen Volumenelementen am Innenring zIR und Außenring zAR, lokale Lebens-
dauern am Innenring FSIR und Außenring FSAR

Kontaktstellen 2,5 GPa
WK 2 & 15 WK 1 & 16 WK 0

Kontaktkraft / N 122 1250 1999

Pressung / MPa
WK-IR 583 1853 2454
WK-AR 510 1643 2079

Tiefe Vkritisch

ZIR / mm 0,021 0,063 0,079
ZAR / mm 0,024 0,071 0,089

FS 106 Umdr.
FSIR 2,47·106 226 74
FSAR 8,63·106 455 118

Kontaktstellen 3,5 GPa
WK 3 & 14 WK 2 & 15 WK 1 & 16 WK 0

Kontaktkraft / N 322 2497 3848 4313

Pressung / MPa
WK-IR 940 2621 3258 3451
WK-AR 833 2324 2891 3061

Tiefe Vkritisch

ZIR / mm 0,0317 0,0897 0,1082 0,1135
ZAR / mm 0,0369 0,1003 0,1214 0,1267

FS 106 Umdr.
FSIR 3,7·104 49,3 12,7 7
FSAR 9,5·104 72,6 31,5 26

Kontaktstellen 3,8 GPa
WK 3 & 14 WK 2 & 15 WK 1 & 16 WK 0

Kontaktkraft / N 567 3132 4637 5162

Pressung / MPa
WK-IR 1246 2937 3579 3779
WK-AR 1104 2606 3175 3353

Tiefe Vkritisch

ZIR / mm 0,0422 0,0979 0,1188 0,1240
ZAR / mm 0,0501 0,1108 0,1320 0,1372

FS 106 Umdr.
FSIR 3,7·103 27,4 3,8 1,6
FSAR 8,4·103 43,8 19,2 12,9
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Abb. 7.21: Vergleich von simulierten, experimentellen und nach [DIN26281] berechneten Le-
bensdauerwerten

7.3.4 Zusammenfassung und Ausblick

Ein Multiskalenansatz basierend auf zwei lokale Kontaktsimulationsmodellen ( Einzella-
ger (MKS) und Einzelkontakt (Halbraum-Modell)) wurde zur Lebensdauerabschätzung
von Zylinderrollenlagern entwickelt. Der lokale Ermüdungsansatz nach Fatemi-Socie
wurde dabei zur Bestimmung der kritischen Lastzyklenzahl verwendet. Dafür wurden im
Halbraum-Modell auf der Mikroskala die plastischen Spannungen auf einem definierten
kritischen Volumenelement bestimmt. Der Einfluss der Plastizität auf die Kontaktpres-
sung und der spannungsmindernde Effekt konnte simulativ gezeigt werden. Ein Vergleich
der simulierten Eigenspannung mit den experimentellen Werten zeigte, dass mit dem
Halbraum-Kontaktmodell Eigenspannungen nach den maximalen Werten gut abgeschätzt
werden können. Der Vergleich in Abbildung 7.14 legte nahe, dass der Ansatz 2 (bei dem
der Wälzkörper entlang der Rollrichtung sukzessive in die Laufbahn indentiert wird) in
Abbildung 7.13 für ein bessere Simulation der gesamten Eigenspannungsverlauf in der
Tiefe während der Rollbewegung vorzuziehen ist. Die damit verbundene hohe Rechenzeit
muss jedoch in Kauf genommen werden.

Die mit diesem Ansatz berechneten Lebensdauern des höchstbelasteten Wälzkontaktes
liegen im Fall von 2,5 GPa und 3,5 GPa im Vertrauensbereich der Messungen, im Fall
vom 3,8 GPa leicht darunter. Ermittelt man aus der nach Fatemi-Socie ermittelten Kon-
taktlebensdauer die Systemlebensdauer des Wälzlagers, so ist diese fast deckungsgleich
mit den nach Norm berechneten nominellen Referenzlebensdauern. Folgende Schlussfol-
gerungen und Empfehlungen resultieren aus diesem Ergebnis:

• Da die Systemlebensdauer aus den Fatemi-Socie Ergebnissen mit gleichem
Weibull-Exponenten β = 1,1 der auch in der [DIN26281] verwendet wird, na-
hezu identisch mit der nominellen Referenzlebensdauer des Lagers ist, müssen auch
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die Lebensdauern der einzelnen Wälzkontakte in beiden Modellen nahezu identisch
sein

• Bestimmung der Materialwerte für den Mikrokontakt
Der Vergleich zwischen experimentellen und simulierten Eigenspannungen in Abb.
7.12 zeigte eine trotz ähnlichem Verlauf simulativ schmalere gesamte Eigenspan-
nungszone. Größere Abweichungen können insbesondere im oberflächennahen Be-
reich festgestellt werden. Im [GTGH02] konnte die Tiefenabhängigkeit (Indentation
size effect) der Härte und somit auch der plastischen Materialparameter zeigen. Eine
realistische Identifikation der tiefenabhängigen plastischen Materialparameter kann
mittels Nanoindentation [Pöhl14] erfolgen.
Mit den richtigen Materialparametern für das Fatemi-Socie Modell kann man
mit dem vorgestellten Ansatz die Lebensdauer der Wälzlager mit vergleichbarer
Güte wie die Norm vorhersagen. Das bietet in Zukunft die Möglichkeit bei neu-
en Werkstoffentwicklungen für Wälzlager deutlich früher im Entwicklungsprozess
und zu reduzierten Kosten Aussagen über die Lebensdauer der Lager mit diesen
neuen Werkstoffen treffen zu können. Voraussetzung hierfür ist die Ermittlung der
Materialparameter für das Fatemi-Socie Modell an Werkstoffproben. Es ist zu er-
warten, dass diese Ermittlung deutlich weniger aufwändig und viel günstiger ist, als
statistisch abgesicherte Wälzlagerlebensdauerversuche durchzuführen.

• Berücksichtigung der Material-Inhomogenität (z.B. Einschlüsse)
Trotz steigender Reinheitsanforderungen bei der Stahl Herstellung, liegen bei Wälz-
lagerstählen im Gefüge immer Materialinhomogenitäten, meistens in der Form von
oxidischen Einschlüssen vor [YZLL06; GWZM17; Ladu15]. Solche Materialinhomo-
genitäten können sowohl die Kontaktpressung als auch die Spannungen im Material
stark beeinflussen. Um realistische Werte für das bereits implementierte Modell (sie-
he Kapitel 5) zu gewinnen, können in weiterführenden Untersuchungen an Innen-
ringproben im Rahmen von metallographischen Untersuchungen, der Reinheitsgrad
bewertet und eine Klassifizierung und Charakterisierung der vorhandenen Inhomo-
genitäten vorgenommen werden.

7.4 Ergebnisse im Projekt T05N (SFB 926)

Die aktuelle Lebensdauerauslegung von Wälzlagern nach [DIN26281] setzt Laufbahno-
berflächen mit hoher Qualität voraus. Zur Erfüllung der geforderten Oberflächenqualität
werden spezielle Fertigungsverfahren wie zum Beispiel Honen eingesetzt, die mit hohen
Kosten verbunden sind. Dem Einsatz von anderen Verfahren zur kostengünstigeren Ferti-
gung von Walzlagerinnenringen soll zuerst eine Analyse des tribologischen Verhaltens der
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daraus resultierenden Oberfläche vorausgehen. Ein wesentlicher Aspekt der hier unter-
sucht wurde, ist das Plastifizierungsverhalten. Die Plastizität sorgt an der Oberfläche zur
Einglättung der Rauheitsspitzen, die zu hohen realen Kontaktflächen führt und somit zu
einer besseren Last- und Spannungsverteilung. Die belastungsinduzierten plastischen Ei-
genspannungen, die während der Materialverfestigung entstehen, haben einen großen Ein-
fluss auf die Lebensdauer des betroffenen Bauteils. Orte im Material mit hoher Eigenspan-
nungskonzentration gelten meisten auch als Rissinitierungsorte [YZLL06]. Eine kritische
Rissausbreitung führt zu Schadensmechanismen (z.B. Pittings), die einen Funktionsaus-
fall verursachen können. In diesem Projekt wurden Zylinderrollenlager des Typs NU208
bei dem Lastfall mit einer maximalen Pressung von 2,4 GPa im Kontakt Wälzkörper-
Innenring untersucht. Eine ideal glatte und drei von der INTERPRECISE Donath GmbH
durch unterschiedliche Finishverfahren hergestellte Oberflächenvarianten (fein geschliffen,
hartgedreht und grob geschliffen) wurden untersucht. Neben der Lebensdauerabschät-
zung stand das Plastifizierungsverhalten (Oberflächen,-Kontaktpressungveränderung und
Eigenspannung) der rauen Oberflächen im Fokus.

7.4.1 Vergleich Halbraum- versus Hertz’sche Theorie für eine ideal glatte
Innenringoberfläche

In der Tabelle 7.9 werden die Geometrie- und Belastungswerte zusammengefasst.

Tab. 7.9: Geometrische und Belastungsgrößen des MKS- und Halbraum-Modells
für Zylinderrollenlager des Typs NU208

Makro-Größen Mikro-Größen

DW k / mm 10 Lx / mm 0,6

DIR/ mm 49,98 Ly / mm 0,6

Leff / mm 9,7

NWk
/ - 13

Cradial / µm 45

nIR / Umdr./min 2500

nK / Umdr./min 1050

2,4 GPa: Fmakro / N 4986 Fmikro / N 310

Zur Validierung zeigt die Abb. 7.22 einen Vergleich zwischen den Ergebnissen des
Halbraum-Modells und denen nach der Hertz’schen Theorie für die maximale Belas-
tung 2,4 GPa im Wälzkontakt. Es zeigt sich eine gute Übereinstimmung zwischen den
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beiden Ergebnissen hinsichtlich der Spannungskomponente a) und der daraus berechneten
von Mises Vergleichsspannung b). Die maximale Vergleichsspannung liegt bei der Tiefe
von 0,124 mm vor. Aus den Verläufen der Vergleichsspannungen ist für eine Mikrofließ-
spannung von 1477 MPa bei einer Berechnung mit ideal glatter Innenringgeometrien
keine plastische Verformung zu erwarten.

a) b) 

Abb. 7.22: Validierung der elastischen Halbraum-Kontaktberechnung mit der Hertz’schen
Theorie am Beispiel eines Linienkontakt im Zylinderrollenlager NU208 für den Last-
fall 2,4 GPa

7.4.2 Simulationsergebnisse

Die hier präsentierten Ergebnisse können in drei Abschnitten zusammengefasst werden.
In den zwei ersten Abschnitten wird das tribologische Verhalten der gemessenen Oberflä-
chen im ungelaufenen und gelaufenen (nach 107 Umdrehungen) Zustand untersucht. Dafür
werden auf der Mikroebene mit Hilfe des Halbraum-Kontaktmodells elastische Kontakt-
simulationen durchgeführt. Der Fokus wird auf die Veränderung der realen Kontakfläche
und der theoretischen plastischen Zone (siehe Tabelle 7.11) für beide Zustände (unge-
laufenen und nach 107 Umdrehungen) gelegt. Als theoretische plastische Zone wird die
Menge aller Volumenelemente im diskretisierten Berechnungsvolumen mit einem von Mi-
ses Vergleichsspannungswert höher als die Fließspannung von 1477 MPa (siehe Tabelle
7.5) bezeichnet. Zur Oberflächenveränderung im Betrieb tragen viele Effekte bei. In dieser
Arbeit wird von einer überwiegend durch Plastizität bedingten Oberflächenveränderung
ausgegangen und im nächsten Abschnitt mit Hilfe des 3D Plastizitätsmodells die Plasti-
fizierung der Oberflächen und des Materials im Innern untersucht. Zur Validierung der
mit dem 3D Plastizitätsmodell erzielten Ergebnisse werden die Ergebnisse der elastischen
Kontaktsimulation mit den realen Oberflächen im gelaufenen Zustand (nach 107 Umdre-
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hungen) im vorherigen Abschnitt als Referenz definiert. Die Verwendung der Ergebnisse
mit den realen Oberflächen im gelaufenen Zustand als Referenzergebnisse basiert auf der
Annahme, dass nach 107 Umdrehungen alle relevanten Einglättungseffekte der Oberflä-
che abgeschlossen sind. Im letzten Abschnitt wird unter Berücksichtigung der simulierten
Eigenspannungen eine Lebensdauerabschätzung nach dem Fatemi-Socie Modell durch-
geführt.

Analyse des tribologischen Verhaltens der gemessenen Oberflächen im
ungelaufenen und gelaufenen (nach 107 Umdr.) Zustand mittels elastischer
Kontaktsimulation

Um die Spannungen im Kontakt für die unterschiedlich bearbeiteten Lagerringe zu ana-
lysieren, wurden elastische Kontaktsimulationen durchgeführt. Dazu wurde im Simula-
tionsmodell die konfokal vermessene Oberfläche des Innenrings mit einer ideal glatten
Wälzkörperoberfläche in Kontakt gebracht. Die jeweiligen Oberflächentopographien der
unbelasteten und belasteten (nach 107 Umdrehungen) Lagerringe werden in Abbildung
7.23 dargestellt. Zur Verdeutlichung des Tiefenprofils ist in der rechten Spalte der Abbil-
dung zusätzlich ein Mittelschnitt dargestellt. Aufgrund der große Schwierigkeit messtech-
nisch vor und nach Lauf jeweils an den exakt selben Stellen die Oberfläche zu erfassen
wurde an diese Stelle versucht charakteristische Stellen zu definieren und dort der Ver-
gleich gezogen.
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a)

b)

c)
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Abb. 7.23: Mittels Konfokalmikroskop ermittelte 3D-Oberflächentopographien sowie das dar-
aus resultierende 2D-Profil für die unterschiedlich bearbeiteten Lagerinnenringe a)
grobgeschliffenen, b) hartgedrehten und c) feingeschliffenen im ungelaufenen und
gelaufenen (nach 107 Umdrehungen) Zustand

Es wurde ein jeweils identisches Berechnungsgebiet mit den Abmessungen 0,6 mm, 0,6 mm
und 50 µm definiert, das in 194, 194 und 129 Elemente in der axialen (x), der Umfangs-
(y) und Tiefenrichtung (z) diskretisiert wurde. Die aufgebrachte skalierte Mikrokraft be-
trägt 310 N und entspricht einer maximalen Kontaktpressung von 2,4 GPa bei einer ideal
glatten Innenringoberfläche. Um die Oberflächentopographie quantitativ zu vergleichen,
werden, wie in der Tabelle 7.10 angegeben, die realen Kontaktflächen ausgewertet. Da grö-
ßere Kontaktflächen zu einer gleichmäßigeren Verteilung der Belastung führen, kann bei
niedrigerem Areal von höheren lokalen Kontaktpressungen und Spannungen ausgegangen
werden. Im unbelasteten Zustand weisen die feingeschliffene und die hartgedrehte Ober-
fläche ähnliche reale Kontaktflächen von 0,1275 mm2 bzw. 0,1265 mm2 auf, während die
grobgeschliffene Oberfläche die kleinste reale Kontaktfläche von 0,0883 mm2 aufweist und
damit das schlechteste tribologische Verhalten zeigt. Nach 107 Umdrehungen zeigen die
Ergebnisse der Kontaktsimulation eine Zunahme der realen Kontaktfläche um 23 %, 61 %
bzw. 49 % für die grobgeschliffene, hartgedrehte und feingeschliffene Oberfläche, was auf
die Einglättung der Rauheitsspitzen zurückzuführen ist. Dies führt bei der hartgedrehten
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Variante zu einem etwas höheren Areal im Vergleich zum feingeschliffenen Zustand, was
sich potentiell lebensdauerverlängernd auswirken kann.

Tab. 7.10: Berechnete reale Kontaktflächen bei nominell 2,4 GPa der gemessen rauen Ober-
flächen im ungelaufenen und gelaufenen (nach 107 Umdrehungen) Zustand mittels
elastischer Kontaktsimulationen

Oberflächen ungelaufenen gelaufenen (nach 107 Umdr.)
Areal/mm

2 Areal/mm
2

grob geschliffen 0,0883 0,1088

hartgedreht 0,1265 0,2037

fein geschliffen 0,1275 0,1896

Die elastisch simulierten Kontaktpressungen werden in der Abb. 7.24 dargestellt. Es erge-
ben sich aufgrund der hohen einzelnen Rauheitsspitzen im unbelasteten Zustand für die
grob geschliffene, hartgedrehte und fein geschliffene Oberfläche maximale Pressungswerte
von jeweils 15,9 GPa, 15,9 GPa und 17,4 GPa. Die bessere Topographie (charakkteri-
siert durch die größte Kontaktfläche) der hartgedrehten Oberfläche zeigt sich im Betrieb
vorteilhaft durch die im Berechnungsfall mit der realen Oberfläche im belasteten Zu-
stand festzustellende signifikante Reduktion der maximalen Kontaktpressung von 15,9
GPa auf 4,3 GPa. Bei der fein geschliffenen Oberfläche wird ebenfalls eine große Reduk-
tion von 17,4 GPa auf 5,7 GPa festgestellt. Bei der grobgeschliffenen Oberfläche ist eine
kleinere Reduktion der maximalen Kontaktpressungen von 15,9 GPa auf 12,3 GPa fest-
zustellen. Diese Ergebnisse zeigen, dass die Abschätzung der Kontaktpressungen bei sehr
rauen Oberflächen (hier im ungelaufenen Zustand) mittels elastischer Kontaktsimulation
zu unrealistischen Ergebnisse führt. Im gelaufenen Zustand hingegen nährt sich die reale
Oberfläche durch den Einglättungsprozess einer ideal glatte Oberfläche an. Hier führt die
elastische Kontaktsimulation zu realistischen Kontaktpressungen.

Die Ergebnisse der Spannungsberechnung für die unterschiedlich bearbeiteten Lagerringe
im ungelaufenen und gelaufenen Zustand sind in Abbildung 7.25 dargestellt. Werden die
verschiedenen Oberflächenvarianten verglichen, so weist die grobgeschliffene Oberfläche
in beiden Zuständen die höchsten Spannungen auf. Diese befinden sich im oberflächenna-
hen Bereich. Bei den Berechnungen mit den gelaufenen Oberflächen ist eine Korrelation
der Spannungszustände für die hartgedrehten und feingeschliffene Variante festzustellen.
Weiteren Analysen der beobachteten unterschiedlichen Spannungsverteilungen wurden
durchgeführt.
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a) b) c)

(ungelaufen) (ungelaufen) (ungelaufen)

 (gelaufen: 107 Umdr.)  (gelaufen: 107 Umdr.)  (gelaufen: 107 Umdr.)

Abb. 7.24: Elastisch simulierte Kontaktpressungen bei nominell 2,4 GPa mit realen Oberflä-
chen a) grob geschliffener, b) hartgedrehter und c) feingeschliffener Lagerring im
ungelaufenen und gelaufenen (nach 107 Umdrehungen) Zustand
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Abb. 7.25: Elastisch simulierte v. Mises Spannungen im Kontakt mit realen Oberflächen a)
grobgeschliffener, b) hartgedrehter und c) feingeschliffener Lagerring im ungelaufe-
nen und gelaufenen (nach 107 Umdrehungen) Zustand

Zur Abschätzung der potenziellen plastischen Zone wurden die Volumenelemente mit
Spannungen oberhalb der äquivalenten Fließspannung von 1477 MPa bestimmt, wie in
der Tabelle 7.11 gegeben. Im ungelaufenen Zustand weisen die grobgeschliffene und die
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feingeschliffene Oberfläche jeweils die größte und kleinste theoretische plastische Zone
auf. Die kleinste theoretische plastische Zone für die Oberflächenvariante im gelaufenen
Zustand ergibt sich jedoch bei der hartgedrehten Oberfläche. Dieses Ergebnis korreliert
mit den Ergebnissen der realen Kontaktfläche, die für die hartgedrehten Variante die
kleinsten Spannungen voraussagt.

Tab. 7.11: Berechnete potentielle plastische Zone als Anzahl der Volumenelemente Nvol mit
einem von Mises Vergleichspannungswert größer als die Fließspannung, für die ge-
messenen Oberflächen im ungelaufenen und gelaufenen Zustand (nach 107 Umdre-
hungen)

unbelastet belastet(107 Umdr.)
Nvol Vol / % Nvol Vol / %

grob geschliffen 434817 8,95 433501 8,92
hartgedreht 81493 0,1,68 477 0,0098

fein geschliffen 46515 0,9581 491 0,0101

Simulation des plastischen Verhaltens im oberflächennahen Bereich

Die Ergebnisse in Abbildung 7.25 zeigen, dass die Plastifizierung im oberflächennahen
Bereich zu erwarten ist. Zur simulativen Untersuchung des plastischen Verhaltens der In-
nenringe wird mit dem Halbraum-Modell ein zyklischer quasistatischer Kontakt zwischen
Wälzkörper und Innenring bei der maximalen Last von 310 N simuliert. Die resultie-
rende reale Kontaktfläche und die Kontaktpressungen werden ausgewertet und mit den
mittels elastischer Kontaktsimulation mit real gemessenen Oberflächen im gelaufenen Zu-
stand nach 107 Umdrehungen bestimmten Ergebnissen, verglichen. Es werden ebenfalls
die lastinduzierten Eigenspannungen am Innenring simuliert und gegenüber den experi-
mentellen Messungen abgeglichen. Als Eingangsgeometrie des Kontaktmodells werden die
realen Oberflächen im unbelasteteten Zustand (siehe Abbildung 7.23 in der ersten Spalte)
verwendet.

• Oberflächenveränderung beim elasto-plastischen Materialverhalten
In der Abbildung 7.26 a) werden die Ergebnisse der mit dem elasto-plastischen
Materialverhalten simulierten Veränderung der realen Kontaktflächen gezeigt. Es
wurden 200 Lastzyklen bis zur ausreichenden Konvergenz simuliert. Die zu den
jeweiligen Lastzyklen benötigten Rechenzeiten sind in 7.26 b) gezeigt.

Es ergibt sich im konvergierten Zustand eine reale Kontaktfläche von 0,1260 mm2,
0,1543 mm2 und 0,1535 mm2 jeweils für die grobgeschliffene, hartgedrehte und fein-
geschliffene Oberfläche. Eine Annäherung der mit elasto-plastischen Materialverhal-
ten simulierten realen Kontaktflächen zu den Referenzergebnissen (von 0,2037 mm2
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und 0,1896 mm2 jeweils für die hartgedrehte und fein geschliffene Oberfläche nach
107 Umdrehungen aus Tabelle 7.10 ) wird festgestellt.

a) b) 
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Abb. 7.26: a) Mit elasto-plastischem Materialverhalten simulierte reale Kontaktflächen
infolge zyklischer Indentation b) benötige Rechenzeit zu den jeweiligen
Lastzyklen.

Wie in Abbildung 7.26 b) zu sehen, beträgt die Rechenzeit pro Lastzyklus max.
30 Minuten bei einer Netzfeinheit von vier Millionen Elementen. Ein Vergleich der
elasto-plastisch simulierten Oberflächen mit den gemessenen realen Oberflächen im
ungelaufenen und gelaufenen Zustand wird in der Abbildung 7.27 durch die Darstel-
lung der Tiefenprofile gemacht. Eine gute Abschätzung der realen Profiländerung
nach der Belastung lässt sich mit dem Halbraum-Modell durch die elasto-plastische
Kontaktsimulation machen.
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Abb. 7.27: Vergleich der Tiefenprofile, gemessen im ungelaufenen, gelaufenen Zustand
nach 107 Umdrehungen und simuliert nach 200 elasto-plastischen Lastzyklen
für die drei Oberflächenvarianten (grob geschliffen, hartgedreht und
fein geschliffen)

• Kontaktpressungsveränderung beim elasto-plastischen Materialverhal-
ten
Die bei der Plastifizierung auftretende Einglättung der Rauheitsspitzen sorgt für
eine Reduktion der maximalen Kontaktpressungen. In der Abbildung 7.28 werden
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die elasto-plastisch simulierten Kontaktpressungen nach 200 Zyklen dargestellt.

Abb. 7.28: Elasto-plastisch simulierten Kontaktpressung nach 200 Lastzyklen

Es ergeben sich im Vergleich zu den Kontaktpressungen mit ungelaufenen Oberflä-
chen aus Abb. 7.24 Reduktionen der maximalen Pressungen von 15,9 GPa auf 4,5
GPa, von 15,9 GPa auf 4,3 GPa und von 17,4 GPa auf 4,1 GPa jeweils für die grob-
geschliffene, hartgedrehte und feingeschliffene Oberfläche. Hier korrelieren bei der
hartgedrehten und feingeschliffenen Oberfläche die elasto-plastischen berechneten
maximalen Kontaktpressungen von 4,3 GPa und 4,1 GPa mit den Referenzwerten
von 4,1 GPa und 5,7 GPa (siehe Abb. 7.24 )aus der elastischen Berechnung mit der
gemessenen Oberfläche im gelaufenen Zustand (nach 107 Umdrehungen).

• Simulative versus experimentelle Eigenspannungen
Zur simulativen Bestimmung der lastinduzierten Eigenspannungen in der Werkstoff-
tiefe für die unterschiedlichen Oberflächenvarianten wurden eine elasto-plastische
Kontaktsimulation mit den zuvor simulierten eingelaufenen Oberflächen nach 200
Lastzyklen durchgeführt. Die Abbildung 7.29 zeigt eine Auswertung der simulierten
tangentialen Eigenspannungen (ES) in einem Schnitt durch das Volumenelement
mit der maximalen Druckeigenspannung. Auf diesem Volumenelement ergeben sich
jeweils auch die maximalen Schubspannungen, deswegen wurde die Ermüdungsle-
bensdauerberechnung auf dieses Volumenelement bezogen. Ein Tiefenverlauf durch
dieses Volumenelement wird ebenfalls in der Abbildung gezeigt. Es ergibt sich wie
in Abbildung 7.29 zu sehen ist, bei der hartgedrehten Oberfläche im Vergleich zu
den anderen Oberflächenvarianten eine homogenere und tiefergehende Eigenspan-
nungsverteilung, welche sich positiv auf die Ermüdungslebensdauer auswirkt. Die
höchsten Druckeigenspannungswerte betragen im Maximum bei der hartgedrehten
Oberfläche -1137 MPa im Vergleich zu -726 MPa und -309 MPa jeweils bei der
grobgeschliffenen und feingeschliffenen Oberflächenvariante.

Zur Validierung der simulierten lastinduzierten Eigenspannungen in Abb. 7.29 wur-
den Eigenspannungen gemessen. Diese Messungen wurden am Lehrstuhl für Werk-
stoffkunde (WKK) der Rheinland-Pfälzische Technischen Universität Kaiserslautern-
Landau (RPTU) im Rahmen des im SFB 926 geförderten Transferprojekts T05N
(Einfluss der Oberflächenmorpholgie auf die Wälzlagerlebensdauer unter Mischrei-
bungsbedingungen) durchgeführt. Die gemessenen Eigenspannungswerte bei den
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gelaufenen Innenring-Proben beinhalten jedoch eine Überlagerung aus fertigungs-
bedingten und belastungsinduzierten Anteilen.
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Abb. 7.29: Auswertung der simulierten tangentialen Eigenspannungen auf der Schnittebene
durch das Volumenelement mit der maximalen Druckeigenspannung
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Abb. 7.30: Experimentelle Bestimmung des belastungsinduzierten Eigenspannungsanteils in c),
durch Subtraktion der gemessenen Eigenspannungen am Innenring im ungelaufenen
Zustand a) von dem gelaufenen Zustand b)

Zur Trennung des lastinduzierten Anteiles, wie in Abb. 7.30 gezeigt, wurde analog
zu der bei Abb. 7.11 beschriebenen Methode vorgegangen.

Der Vergleich der experimentell (siehe Abb. 7.30 c) und simulativ (siehe Abb. 7.29 )
bestimmten belastungsinduzierten Eigenspannungen zeigt, dass mit dem Halbraum-
Plastizitätsmodell der Wertebereich der maximalen Eigenspannungen an der Ober-
fläche gut abgeschätzt werden kann. Es ergeben sich simulativ die maximalen Werte
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-726 MPa, -1137 MPa und -309 MPa im Vergleich zu -678 MPa, -972 MPa und -244
MPa, die experimentell ermittelt wurden, jeweils für die grobgeschliffene, hartge-
drehte und feingeschliffene Oberfläche.

Lebensdauerabschätzung mittels Fatemi-Socie Ermüdungsansatz

Beim Fatemi-Socie Ermüdungsansatz wird die Lebensdauer lokal in einem kritischen
Volumenelement ausgewertet. Hier wurde die Schubspannungshypothese eingesetzt und
als kritisches Volumenelement, das mit der maximalen Schubspannung ausgewählt. Dieses
liegt in der Tiefe von 125 µm im Berechnungsfall mit der ideal glatten Innenringgeometrie
und für alle realen Oberflächen in 1,17 µm Tiefe.

In der Abbildung 7.31 sind die zu dem untersuchten Lastfall im MKS-Modell ermittelten
maximalen Kontaktkräfte zwischen Wälzkörper und Innenring für die Winkelpositionen
in der Lastzone dargestellt.
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Abb. 7.31: Im MKS-Modell ermittelte Wälzkörperbelastung als Makrokraftverlauf für Zylin-
derrollenlager der Typ NU208

Für das kritische Volumenelement werden bei jeder Winkelposition die Komponenten
des Spannungstensors ermittelt. Um Rechenzeit zu sparen, werden dieses Spannungskom-
ponenten nicht elasto-plastisch berechnet, sondern rein elastisch mit der zuvor elasto-
plastisch berechneten eingeglätteten Oberfläche nach 200 Lastzyklen, wodurch die Plas-
tizität berücksichtigt wird.

Die Zulässigkeit dieser vereinfachten Methode wird im Folgenden überprüft. Für die ma-
ximale Kontaktkraft 310 N werden die Komponenten des Spannungstensors (σxx,. . . ,τxz),
an den kritischen Volumenelementen im elasto-plastischen Berechnungsfall (nach 200 Zy-
klen) mit denen aus dem elastischen Berechnungsfall mit der eingelaufenen Oberfläche in
Tabelle 7.12 verglichen.
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Tab. 7.12: Vergleich der elasto-plastisch berechneten Spannungskomponenten am kritischen
Volumenelement beim 200. Lastzyklus mit der elastischen Berechnung (mit der
elasto-plastisch berechneten eingeglätteten Oberfläche nach dem 200. Lastzyklus)

grob geschliffen hartgedreht fein geschliffen

elasto-
plastisch

elastisch
elasto-

plastisch
elastisch

elasto-
plastisch

elastisch

σxx / MPa -1379 -1310 -1406 -1339 -1380 - 1312
σyy / MPa -2129 -2193 -2255 -2319 -2054 -2117
σzz / MPa -3465 -3466 -3476 -3477 -3327 - 3331
τxy / MPa -27 -27 -3 -3 -23 -22
τyz / MPa -59 -59 48 48 -210 -210
τxz / MPa 8 8 34 34 -112 -112

Aus den Ergebnissen in der Tabelle 7.12 ergeben sich für die drei Oberflächenvarianten
an den kritischen Volumenelementen für die beiden Methoden ähnliche Spannungskom-
ponenten. Es kann die Schlussfolgerung gezogen werden, dass im eingelaufenen Zustand
eine elastische Kontaktsimulation ausreichend ist, um die Spannungen abzuschätzen. Die
Spannungskomponenten an den kritischen Volumenelementen für die vier untersuchten
Oberflächen werden in Abbildung 7.32 dargestellt.
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Abb. 7.32: Berechnete Spannungskomponenten an dem kritischen Volumenelement für ver-
schiedene Winkelpositionen

Die äquivalente Scherdehnungsamplitude γa,eq berechnet sich wie in Abschnitt 7.2 be-
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schrieben aus den zwei Hauptbeanspruchungsgrößen: Scherdehnungsamplitude und maxi-
male Normalspannung. In Abb. 7.33 werden für die vier Oberflächenvarianten ideal glatt,
fein geschliffen, hartgedreht und grob geschliffen an den kritischen Volumenelementen die
Scherdehnungsamplituden für alle diskreditierten Ebenen Π dargestellt. Es ergeben sich
maximale Scherdehnungsamplituden von jeweils 0,0044, 0,0063, 0,0064 und 0,0068. Hö-
here Scherdehnungsamplituden führen in der Fatemi-Socie Gleichung (7.1) zu hohen
Schadensparametern und somit zu geringeren Lebensdauerwerten.

Abb. 7.33: Maximale Scherdehnungsamplitude auf allen diskretisierten Ebenen Π des kriti-
schen Volumenelements für die Oberflächenvarianten: ideal glatt, fein geschliffen,
hartgedreht und grob geschliffen

In der Tabelle 7.13 sind die Ergebnisse des berechneten Schadensparameters γa,eq, die
Lastzyklenanzahl Nf im Fatemi-Socie Modell sowie die Umrechnung (mit Hilfe der
Gleichung 7.5) in die Anzahl der Innenringumdrehungen NIR angegeben.

Tab. 7.13: Zusammenfassung der Simulationsergebnisse: Schadensparameter γa,eq, die kritische
Lastzyklenanzahl Nf und die Anzahl der Innenringumdrehungen NIR

Oberflächen γa,eq/ - Nf / 106 NIR / 106

ideal glatt 0,0027 722 133
fein geschliffen 0,0028 381 70
hartgedreht 0,0028 355 65
grob geschliffen 0,0030 234 43
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Tab. 7.14: Nach [DIN26281] berechnete L10 und experimentell bestimmte
Lebensdauerwerte B10

Oberflächen L10mr B10

ideal glatt 111.8
fein geschliffen 28,9 49,0
hartgedreht 26,7 78,0
grob geschliffen 23,7 27,1

Zum Vergleich der mit dem Fatemi-Socie Modell simulierten Lebensdauerwerte werden
in der Tabelle 7.14 die nach [DIN26281] berechneten L10mr (Erweiterte Modifizierte-
Referenz-Lebensdauer) und die experimentell aus statistisch abgesicherten Lebensdau-
erversuchen an Vier-Lager-Prüfständen ermittelten Lebensdauerwerte B10 angegeben
[FRKS23].

Nach der [DIN26281] ergeben sich für die drei rauen Oberflächenvarianten grob geschlif-
fen, hartgedreht und fein geschliffen ähnliche Lebensdauerwerte. Diese sind, wie in der
Abb. 7.34 veranschaulicht wird, insbesondere bei der fein geschliffenen und hartgedreh-
ten Oberflächenvariante im Vergleich zu den experimentellen Ergebnissen deutlich kleiner
(jeweils ca. 41 % und 67 % Abweichung). Das lokale Ermüdungslebensdauermodell nach
Fatemi-Socie zeigt mit den Abweichungen von 43 %, 20 % und 37 % zu den experimen-
tellen Ergebnissen jeweils für die fein geschliffenen, hartgedrehten und grob geschliffenen
Oberflächenvarianten, höhere Übereinstimmungen durch die detaillierte Betrachtung der
Oberflächenmorphologie.
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Abb. 7.34: Vergleich der nach [DIN26281] berechnete L10 und Fatemi-Socie simulierten mit
experimentelle B10 Lebensdauerwertefür die untersuchten Oberflächen
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Zusammenfassung und Ausblick

Der entwickelte Multiskalenansatz wurde zur simulativen Untersuchung von Zylinderrol-
lenlagern des Typs NU208 eingesetzt. Im Fokus der Untersuchungen stand der Einfluss
der Oberflächentopographie des Innenrings und das daraus resultierende plastische Ver-
halten auf die Ermüdungslebensdauer. Dazu wurden drei Fertigungsverfahren, nämlich
das Grobschleifen, das Hartdrehen und als Referenz das Feinschleifen mit anschließendem
Honen herangezogen. Für jede Variante wurden zuerst auf Basis von Versuchen experi-
mentell die Oberflächentopographie und die Eigenspannungen im ungelaufenen und mit
2,4 GPa im gelaufenen Wälzkörper-Innenringkontakt charakterisiert.

Die gemessenen Größen im gelaufenen Zustand bildeten die Referenzwerte zur Validie-
rung des Halbraum-Kontaktmodells. Aus elastischen Kontaktberechnungen konnten die
tribologischen Eigenschaften, die sich aus den unterschiedlichen Oberflächentopographien
ergeben, analysiert werden. Dazu wurde die reale Kontaktfläche als auch die Spannungs-
verteilung bei der Oberflächentopographie im gelaufenen Zustand bestimmt. Die hartge-
drehte Oberfläche erweist sich durch die größte reale Kontaktfläche und die geringeren
maximalen Spannungen im gelaufenen Zustand als tribologisch besonders gut geeignet.

Die bei der gemessenen Oberflächentopographie im gelaufenen Zustand festzustellende
Einglättung im Vergleich zum ungelaufenen Zustand wurde simulativ mittels elasto-
plastischen Kontaktsimulationen untersucht. Als geometrische Eingangsgröße im Kontakt-
modell wurden die gemessenen Oberflächen im ungelaufenen Zustand verwendet. Dabei
wurde der quasistatische zyklische Wälzkontakt zwischen WK/IR mit elasto-plastischen
Materialverhalten der Innenringe bis zur Konvergenz der realen Kontaktfläche gelöst. Es
konnte eine Annäherung der elasto-plastisch berechneten realen Kontaktfläche zu den elas-
tischen Kontaktsimulation mit Berücksichtigung der Oberflächentopographie im gelaufe-
nen Zustand (nach 107 Umdrehungen) festgestellt werden. Ebenso zeigte sich eine Korre-
lation zwischen den maximalen Kontaktpressungen. Ein Vergleich der simulierten Eigen-
spannung mit den experimentellen Werten zeigte, dass mit dem Halbraum-Kontaktmodell
Eigenspannungen nach dem Verlauf und den maximalen Werten gut abgeschätzt werden
können.

Es konnte gezeigt werden, dass für eine eingeglättete Oberflächentopographie nahezu iden-
tische Spannungsverteilungen aus der elasto-plastischen und der rein elastischen Kontakt-
simulation resultieren. Diese Erkenntnis wurde bei der Lebensdauerberechnung verwendet,
um Rechenzeit zu sparen. Mit dem lokalen Lebensdauerermüdungsmodell nach Fatemi-
Socie konnten im Vergleich zu der nach Norm berechneten L10mr genauere Lebensdaue-
rergebnisse erzielt werden.
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Eine Erweiterung der bereits am Lehrstuhl existieren Semi-analytischen Kontaktmodell
wurde gemacht und ermöglichte dadurch mit dem Modell in der Dichtungstechnik die
Untersuchung der Verschleiß und Dichtfähigkeit von Radialwellendichtringen. Eine gute
Vorhersage der verschlissenen realen Dichtlippengeometrie konnte mit dem Modell erzielt
werden. Im Weiteren wurde die Dichtfähigkeit untersucht, indem die Schubspannungen im
Dichtkontakt ermittelt wurden. Aus diesen Schubspannungen konnte ein Arbeitsintegral
abgeleitet werden. Es ergaben sich die drei charakteristische Arbeitsenergien ∆E1, ∆E2

und ∆E3, wobei die Dichtfunktion von der Arbeitsenergie ∆E2 maßgeblich abhängt. Eine
gute Korrelation zwischen die simulierte reibungs- und verschleißbedingte Veränderung
dieser Arbeitsenergie mit der Veränderung der experimentell gemessene Rückförderwert
konnte festgestellt werden. Eine Abnahme der Arbeitsenergie ∆E2 beziehungsweise der
Rückförderwert charakterisiert im Betrieb eine Verkleinerung der Dichtfähigkeit.
Zukünftige Arbeiten könnten sich mit zwei in dieser Arbeit unberücksichtigte Punkte be-
fassen. Der erste Punkt wäre die Implementierung der Elastohydrodynamik im aktuellen
Modell und der zweite Punkt, wie in der Arbeit [GNJ06] am Beispiel des Wälzkontakt
gezeigt, die Nutzung des Kontaktmodells für eine verschleißoptimierte Dichtlippengeome-
trieauslegung

In der Anwendung Wälzlager wurde ein multiskalen Ansatz zur Lebensdauerabschätzung
entwickelt und auf Zylinderrollenlager Innenringe angewendet. Auf der Makroebene wur-
de ein MKS Modell eingesetzt, zur Bestimmung der maximalen Kontaktkräfte zwischen
Wälzkörper und Innenring beim Durchlauf der Wälzkörper durch die Lastzone. Diese
Makrokräfte wurden auf der Mikroebene skaliert und dort wurden im Halbraummodell
die Materialspannungen bestimmt. Die Materialspannungen auf einen durch die Schub-
spannungshypothese definierte kritisches Volumenelement diente als Eingangsgrößen für
die Ermüdungslebensdauerberechnung mit dem Fatemie-Socie Ansatz. Im Projekt T05
des SFB 926 wurde beispielsweise der Einfluss der Oberflächentopographie des Innenrings
und das daraus resultierende plastische Verhalten auf die Ermüdungslebensdauer unter-
sucht. Die drei Fertigungsverfahren: Grobschleifen, Hartdrehen und Feinschleifen wur-
den herangezogen. Die Ergebnisse der Kontaktsimulationen sagten für die hartgedrehten
Oberflächenvariante das beste tribologisches Verhalten (charakterisiert durch die größte
reale Kontaktfläche und ein homogenste Eigenspannungsfeld im Material) voraus. Dieses
Ergebnis konnte experimentell, durch die beim hartgedrehten Innenring gemessenem ma-
ximalem Lebensdauerwert bestätigt werden. Mit dem Fatemi-Socie Modell konnte im
Vergleich zu der Normberechnung genauere Lebensdauerwerte bestimmt werden.
In dieser Arbeit blieb bei der Lösung des Kontakt Wälzkörper-Innenrings der Einfluss
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der Materialinhomogenität unberücksichtigt und diese könnte in zukünftigen Arbeiten
betrachtet werden.



A Anhang: Eingangsgrößen und Datenaufbereitung
zur Verschleißsimulation im Dichtkontakt

Zur Verschleißsimulation werden die Materialparameter und Geometrie der Kontaktpart-
ner, der Verschleißkoeffizient sowie die Reibarbeit benötigt. Deren experimentelle Bestim-
mung wird im Folgenden erläutert.

A.1 Geometrie der Kontaktpartner

Die Geometrie der Gegenlauffläche der Welle wurde der Einfachheit halber als ideal glatt
angenommen. Die reale Kontur der Dichtkante wurde dagegen mit der Methode der Strei-
fenlichtprojektion [SBKT21] dreidimensional vermessen. Der Messaufbau besteht aus ei-
ner einstellbaren und drehbaren Teilungsscheibe, in die ein RWDR oder eine Ringprobe
per Adapter eingelegt und positioniert werden kann [Burk22]. Die Messung wird an vier
Stellen über den Umfang im Abstand von 90° je Probe in mathematisch positiver Dreh-
richtung ausgeführt [Burk22].

Abb. A.1: Links: Messung einer RWDR-Dichtkante mittels Streifenlichtprojektion. Mitte: 3D-
Ansicht des Messbereichs einer vermessenen RWDR-Dichtkante mit Profilschnitten.
Rechts: Verschleißauswertung an der RWDR-Dichtkante über einen Profilvergleich
zwischen initialem und tribologisch beanspruchtem Profil. Der Bereich zwischen den
Kurven ist der planimetrische Verschleißbetrag Vp [Burk22]

Ergebnis der Messung sind Höhenkoordinaten eines Dichtkantenabschnittes (Abbildung
A.1: Mitte [Burk22]). Diese Daten werden in MATLAB aufbereitet. Abbildung A.2 zeigt
beispielhaft für zwei FKM-Elastomerproben, die Auswertung an vier Winkelstellen der
Dichtkantenkontur im Ausgangszustand und nach ca. 5000 km tribologischer Belastung
während des Verschleißtests mit Mineralöl.
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Abb. A.2: reale Dichtkantenkonturen von zwei FKM-Elastomerproben gemessen an vier Ver-
schiedenen Winkelstellen (0°, 90°, 180°, 270°) im unbeanspruchten Zustand (bau)
und nach ca. 5000 km tribologischer Beanspruchung während des Verschleißtests
mit Mineralöl (rot)

Die gemessene Dichtkantenkontur im Ausgangszustand und nach der tribologischen Belas-
tung dienten jeweils als Eingabegeometrie für das Simulationsmodell und zur Validierung
der Verschleißsimulation.

A.2 Bestimmung des Verschleißkoeffizients

Der Verschleißkoeffizient wurde experimentell nach Fleischer aus der Reibungsener-
giedichte bestimmt. Die Reibungsenergiedichte beschreibt das Verhältnis zwischen einer
Reibarbeit und dem zugehörigen Verschleißvolumen. Im Folgenden wird auf die experi-
mentelle Bestimmung des Verschleißvolumens und der Reibarbeit eingegangen.

A.2.1 Verschleißvolum

Die experimentellen Verschleißvolumen Vv für die einzelnen untersuchten Kombinationen
wurden aus den gemittelten planimetrischen Verschleißflächen Vp ermittelt. Die planime-
trische Verschleißfläche Vp wird durch den Vergleich der gemessenen Profile im Neuzustand
und nach tribologischer Belastung (siehe Abbildung A.1 ) berechnet. In Tabelle A.1 sind
die ermittelten planimetrischen Verschleißflächen mit ihrem Mittelwert für die vier unter-
suchten Kombinationen zusammengefasst.
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Tab. A.1: Zusammenfassung der experimentell ermittelten planimetrischen Verschleißflächen
Vp für die untersuchten Kombinationen von Elastomer (ACM, FKM) und Schmier-
stoff (Mineralöl, PAO), nach dem Verschleißversuch.

ACM-Mineralöl Vp / mm2 ACM-PAO Vp / mm2

Stellen Probe1 Probe 2 Probe 1 Probe 2
0° 0,00249731 0,00208523 0,00437884 0,00373558
90° 0,00204962 0,00216394 0,00347932 0,00312629
180° 0,00224078 0,0025849 0,00349433 0,00226201
270° 0,00245285 0,00203836 0,00363339 0,0031609

Mittelwert 0,002264125 0,003408832
FKM-Mineralöl Vp / mm2 FKM-PAO Vp / mm2

Stellen Probe1 Probe 2 Probe 1 Probe 2
0° 0,0007134 0,00077813 0,00085618 0,00076324
90° 0,00075279 0,00090591 0,00102775 0,00114444
180° 0,0005962 0,00114499 0,00382308 0,00238083
270° 0,00067707 0,00035073 0,00175012 0,00099156

Mittelwert 0,000739902 0,00159215

Die experimentellen Verschleißvolumen VV in Tabelle bb wurden für die einzelnen Kombi-
nationen aus den gemittelten planimetrischen Verschleißflächen Vp in Tabelle A.2 (durch
Rotation der Fläche um den geometrischen Schwerpunkt) ermittelt.

Tab. A.2: Aus den Mittelwerten der planimetrischen Verschleißflächen Vp in der Tabelle A.1
bestimmtes Verschleißvolumen Vv, aus den experimentellen Reibmomentkurven be-
stimmte Reibungsarbeit Ed und aus dem Verschleißvolumen und der Reibungsarbeit
bestimmte Reibungsenergiedichte er.

Kombination Vv / mm Ed / Nmm er / (Nmm/mm3)
ACM – Mineralöl 0,561 3,12E+10 5,57E+10

ACM – PAO 0,83 4,76E+10 5,73E+10
FKM – Mineralöl 0,185 3,11E+10 1,68E+11

FKM – PAO 0,318 5,50E+10 1,73E+11

A.2.2 Reibarbeit

Im Folgenden wird auf die Bestimmung der in Tabelle A.2 angegebene Reibarbeite ein-
gegangen. Die experimentelle Bestimmung der Reibarbeit am RWDR-Dichtsystem er-
folgt in dieser Arbeit an dem am Lehrstuhl für Maschinenelemente und Getriebetechnik
(MEGT) vorliegenden Mehrwellenprüfstand mit Reibmomentsensor [Kais16]. Für ver-
schiedene Kombinationen aus Elastomerwerkstoffen und Schmierstoffen wird bei einem
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drehzahl- und temperaturgesteuerten (70°C) Verschleißversuch das Reibmoment an der
Welle gemessen. Der Verschleißweg beträgt bei jedem in dieser Arbeit durchgeführten
Versuch ca. 5000 km. Nach einem Einlauf von 100 km bei einer Drehzahl von 1200 min-1
werden verschiedene Drehzahlstufen von 500 bis 4500 min-1 abgefahren. Die Stufen wer-
den konstant für zwei Stunden gehalten. Anschließend wird die Elastomer-Schmierstoff-
Kombination bei einer Drehzahl von 3200 min-1 gefahren, um den Verschleiß durch längere
konstante Belastung zu fördern. Anschließend werden die Drehzahlstufen zu Beginn des
Versuchs wiederholt. In Abbildung A.3 sind die experimentell ermittelten Reibmoment-
verläufe und die gefahrenen Drehzahlstufen dargestellt.
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Abb. A.3: Experimentelle Reibmomentverläufe bei den verschiedenen Elastomer (ACM,
FKM)- Schmierstoff (PAO, Mineralöl) - Kombinationen

Mit Hilfe des Radius der Prüfwelle rW lässt sich mit der Beziehung (A.1) aus dem zeitlichen
Reibmomentverlauf Mr(t) der Reibkraftverlauf Fr(t) bestimmen.

Fr(t) = Mr(t)
rW

(A.1)

Die Bestimmung der Reibarbeit erfolgt über die Integration des Reibkraftverlaufs (A.1)
über dem Gleitweg s. Die infinitesimale Reibarbeit dEd einer zeitlich veränderlichen Kraft
Fr(t) kann wie folgt bestimmt werden:
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dEd = Fr(t) · ds (A.2)

mit ds als einen infinitesimalen Gleitweg. Dieser lässt sich für die rotierende Welle im
Dichtsystem aus dem Wellenradius und der Wellendrehzahl berechnen:

ds = 2π · n · rW · dt (A.3)

Für jede Drehzahlstufe mit konstanter Drehzahl gilt:

∫
dEd = 2π · n · rW

∫ t2

t1
Fr(t) dt (A.4)

Mit (A.4) wird die Reibarbeit bei jeder Drehzahlstufe durch zeitliche Integration des
Reibkraftverlaufs Fr(t) vom Beginn der Stufe (bei der Zeit t1) bis zum Ende (bei der Zeit
t2) bestimmt. Die Gesamtreibarbeit wird über den einzelnen Drehzahlstufen bestimmt
und anschließend summiert (siehe Ed in der Tabelle A.2). Die Reibenergiedichten er in
der Tabelle A.2 werden jeweils aus den Verhältnissen der experimentellen Verschleißvolu-
men und Reibarbeiten bestimmt. Aus diesen Werten wird gemäß (6.8) für die jeweiligen
Kombinationen bei der Verschleißsimulation ein Verschleißkoeffizient definiert.

A.3 Materialparameter der Kontaktpartner

Zu den wichtigen Eingangsparametern der Simulation gehören die Materialparameter der
Welle und der Elastomerdichtlippe. In dieser Arbeit wird eine nach [DIN3760] geschliffene
Stahlwelle aus 16MnCr6 mit dem Elastizitätsmodul E = 210 MPa und der Querkontrak-
tionszahl ν = 0,3 angenommen. Im Gegensatz zur Welle zeigt die Dichtlippe ein hyper-
elastisches Verhalten. Die Nichtlinearität im Materialverhalten des Elastomers macht es
schwierig, die Dichtlippe mit der Halbraumtheorie zu modellieren, da diese grundsätzlich
von einem linear-elastischen Verhalten ausgeht. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit
von kleinen Verformungen der Dichtlippe ausgegangen und ein linear elastisches Materi-
alverhalten angenommen. Der Elastizitätsmodul der Dichtlippe für die Simulation kann
auf zwei Wegen bestimmt werden. Direkt aus einem Stufenzugversuch, wie es in [Jenn16]
gemacht wurde, oder aus den Mooney-Rivlin-Parametern C10, C01, wenn diese im
Vorfeld bestimmt wurden. Für die zweite Variante wird die nach [Debl05] vorgeschlagene
Näherungsformel verwendet:
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EElastomer = 6(C10 + C01) (A.5)

In dieser Arbeit wurde die erste Bestimmungsmethode bevorzugt und ein Elastizitäts-
modul für das Elastomer aus dem Stufenzugversuch, wie in [Jenn16] durchgeführt, ver-
wendet. Aufgrund der Inkompressibilität des Elastomer Werkstoffs wurde im Modell eine
Poissonzahl von 0,49 berücksichtigt. Tabelle A.3 fasst die Materialparameter und einige
geometrische Werte zusammen, die in der Simulation für beide Kontaktpartner verwendet
wurden.

Tab. A.3: Bei den Verschleißsimulationen verwendete Materialparameter für die Elastomer-
Dichtlippe [Jenn16] und die Stahl-Gegenlauffläche.

Kontaktkörper E-Modul / MPa Poissonzahl / -
Welle – Stahl 210 0,3

ACM – Elastomer 1,93 0,49
FKM – Elastomer 4,42 0,49
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