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1. GRADUIERTE MODULN UND EXAKTE PAARE

Im Folgenden werden Moduln iiber einem festen Ring betrachtet.
Man kann die folgenden Konstruktionen auch fiir eine beliebige abelsche Kategorie durch-
fithren.

Definition 1.1. Sei m € N.
1.

Ein m-graduierter Modul ist eine Familie von Moduln M = (M,)pezm.

Eine Abbildung m-graduierter Moduln M 7, N ist eine Familie von Homomorphis-

men (M, ﬁ) Npideg f)pezm mit deg f € Z™.
Man nennt deg f den Grad von f.

. Ein 2-graduierter Modul heifit auch bigraduierter Modul und der Grad einer Abbil-

dung bigraduierter Moduln auch Bigrad.
Fiir 1-graduiert schreibt man auch graduiert.
Fiir einen bigraduierten Modul M definiert man M" := (M ,)p 4

. Komponentenweise definiert man m-graduierte Untermoduln, m-graduierte Quotien-

tenmoduln, Kerne, Cokerne und Bilder von Abbildungen m-graduierter Moduln,
Urbilder unter Abbildungen m-graduierter Moduln und Exaktheit von Sequenzen
m-graduierter Moduln.

Bemerkung 1.2.
1.

Grade von Abbildungen m-graduierter Moduln verhalten sich additiv bei Komposi-
tion.

Fiir festes m € N bilden die m-graduierten Moduln mit den Abbildungen m-graduier-
ter Moduln eine Kategorie.

Definition 1.3. Sei m € N.
1.

Sei E ein m-graduierter Modul und E % E eine Abbildung m-graduierter Moduln
mit dd = 0.

Dann heifit (E, d) m-graduierter Differentialmodul, d Differential von (E,d), und wir
nennen H(E,d) := kerd/ im d Homologie von (E,d).

. Eine Abbildung m-graduierter Differentialmoduln (E,d) = (E',d') ist eine Abbil-

dung m-graduierter Moduln E 5 E' mit d't = 7d.
1
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3. Ein 2-graduierter Differentialmodul heifit auch bigraduierter Differentialmodul und
der Grad einer Abbildung bigraduierter Differentialmoduln auch Bigrad.
Fiir 1-graduiert schreibt man auch graduiert.

Bemerkung 1.4.

1. Fiir festes m € N bilden die m-graduierten Differentialmoduln mit den Abbildungen
m-graduierter Differentialmoduln eine Kategorie und H ist ein Funktor von dieser in
die Kategorie der m-graduierten Moduln.

2. Ein Komplex von Moduln Cy = (C,,d,) ist ein graduierter Differentialmodul mit
degd, = —1.

Beispiel 1.5. Ist 0 — A, i) B, LN Ce —> 0 eine exakte Sequenz von Komplexen
von Moduln, so erhdlt man aus der langen exakten Homologiesequenz ein exaktes Dreieck
graduierter Moduln

H(4,) —_H(B,)
H(C.)

Definition 1.6. Sei m € N.
1. Ein exaktes Paar (m-graduierter Moduln) (D, E, a, 3,) besteht aus m-graduierten

Moduln D und E und Abbildungen D % D, D 5 Euwd E D D, so daB} das

Dreieck
N

E

exakt ist.
2. Eine Abbildung (D, E, a, 8,7) (&), (D', E',d,[,v") exakter Paare (m-graduierter

Moduln) besteht aus Abbildungen m-graduierter Moduln D % D' und E S E' mit
da=da'é, e =35 und §y = +'e.

Bemerkung 1.7. Die exakten Paare mit den Abbildungen exakter Paare bilden eine Kate-
gorie.
2. ABGELEITETE PAARE

Man betrachte das exakte Paar

Definiert man E % E durch d := 0B, so ist degd = deg B + degy.

Man hat dann
D
RN
E- d

a

> D
AN
. p E

Wegen v = 0 ist auch dd = 0 und man definiert
E' :=H(E,d)

D' :=ima

gl
E
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Die Abbildung « induziert eine Abbildung D’ < D' mit deg o/ = dega.
Wegen d = (v induziert § eine Abbildung im «y ﬂ—) im d und wegen d@ = 0 eine Abbildung

1

D — kerd.
In dem kommutativen Diagram

(67

0 > imy > D - D' -0
|
J,ﬁ” ‘//3/” |/3/
) . 1
0 > imd kerd —— E' —— 0

ist die obere Zeile wegen ker & = im+ und die untere nach Definition von E’ exakt.
Man erhiilt eine induzierte Abbildung 3’ mit deg 8’ = deg 8 — dega.

Wegen d = B induziert y eine Abbildung kerd - ker 3.
In dem Diagram

0 -imd - ker d -E'——0
|
J J,YII |,yl
- o id
0 0 skerf —— D' ——0

kommutiert das linke Quadrat wegen yd = 0 und ist die obere Zeile nach Definition von
E' exakt.

Man erhiilt eine induzierte Abbildung 4/ mit deg~' = deg .

Insgesamt erhilt man

al

\ D/
N
El
Satz und Definition 2.1. (E,D,«,3,7) = (E',D',d',(',7') ist ein exaktes Paar mit

dego’ = dega, degf' = deg 8 — deg @ und deg~y’ = deg~y und heifit abgeleitetes (exaktes)
Paar von (E,D,«, 3,7).

DI

Beweis. Wegen
ercD =ima
= f'd'z = [Ba az] = [Bz] = [0]
ezecD =ima
= v'B'z =yBa "tz =0
o ] E
= dY[z]=ayz =0
e € kera' C kera =im7y
=>JyeFE:z=vyy
= dy=pyy =Pz €D =PBima=Lkerf=0
=y € kerd
=z =7[y]
o € kerff
= [0] = f'z = [fa~ 4]
= Ba 'z € imd
=3Iy cE:falz=dy=pyy
= Blatz —yy) =0
=alz—yyc€kerf=ima
=3zeD:a 'z —yy=az
=r=ala 'z —yy) = aaz = d/az € imd/
o [z] € kery/
= 0=1[z] =7z
=z €kery=img
=>dyeD:z=py
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= dz = [yBy =0
=z € kerd

= [2] = [By] = [Ba 'ay] = flay € im '
ist (E, D, a,3,7)" ein exaktes Paar.
Die Aussage iiber die Grade der Abbildungen gilt nach Konstruktion. O

3. SPEKTRALSEQUENZEN EXAKTER PAARE

Definition 3.1.
1. Eine Spektralsequenz (m-graduierter Moduln) (E,d) ist eine Folge m-graduierter
Differentialmoduln (E",d"),>1 mit E"*' = H(E",d").
2. Eine Abbildung von Spektralsequenzen (m-graduierter Moduln) (E,d) = ('E,'d)

ist eine Familie von Abbildungen m-graduierter Differentialmoduln ((E",d") ,

(', 'd"))>1 mit 77+ = H(r").

Bemerkung 3.2. Die Spektralsequenzen mit den Abbildungen von Spektralsequenzen bil-
den eine Kategorie.

Sei (D, E, a, 3,7) ein exaktes Paar.
Man definiert
(DT’ ET’ ar’IBT’fyT) = {

und d" := B"9y".

Satz und Definition 3.3. (D", E", o, 5",7"),>1 ist eine Folge exakter Paare und heifit
abgeleitete Folge von (D, E,a,3,7).

(D’Eaaaﬁa’)’) fallsr:l
(D=1 BT oL B ) falls v > 2

Beweis. Die Behauptung folgt aus 2.1 durch Induktion iber r. O
Satz 3.4. (D,E,q,B,7) bestimmt eine natiirliche Spektralsequenz.

Beweis. Nach Konstuktion und 3.3 ist (E",d"),>1 eine Spektralsequenz.
Die Natiirlichkeit der Zuordnung bleibt zu zeigen. O

Der folgende Satz beschreibt die Spektralsequenz eines exakten Paares wie man es aus 5.3
erhilt.

Satz 3.5. Sei (D, E,a,f,7) ein exaktes Paar bigraduierter Moduln und dega = (1,—1),
deg 8 = (0,0) und degy = (—1,0).

1. dega” = (1,-1), deg " = (1 — r,r — 1) und degy" = (—1,0).

2. d" ist von B(a~!) "1y induziert und degd” = (—r,7 — 1).

3. E;i;l = ker d;;’q/ imdy o riq

Beweis. Die Behauptung zeigt man mit 1.2 und 2.1 durch Induktion iber 7. U
4. GRENZWERTE VON SPEKTRALSEQUENZEN

Sei (E,d) eine Spektralsequenz.
Man hat dann kanonische Abbildungen

E" Dkerd” = kerd"/imd" = E"*! D kerd ! D imd"t!

Definiert man

- ker d* falls r =1
Z" = 1\-1,.. (-r—1y-1 r

(m) (7" 4) ‘kerd" falls r > 2

B im d' falls r =1

Tl @EH) T (@) imdT falls v > 2

so erhilt man

0OcB'cB’cB)*c---cz®cz?cz'cE!
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Definition 4.1.
7%= (2" =) Z)pezr

r>1 r>1
B> .= U B" .= (U Bp)pezm
r>1 r>1

E® := 2°/B>
E heiit Grenzwert von (E,d).

Bemerkung 4.2.
L. Ist EX =0, so ist E3° = E} = 0 fiir alle r > R.
2. Ist d" =0, so ist E"*! = E".
3. Ist d" = 0 fiir alle » > R, so ist E* = E" fir alle r > R.

5. SPEKTRALSEQUENZEN VON KOMPLEXEN MIT FILTRATION

Definition 5.1. Sei C eine Kategorie und A ein Objekt in C.
Eine Familie FA = (FPA),cz mit

i CFPLACFPACFPIAC.-..CA

heifit Filtration von A.
(A, FA) heifit filtriertes Objekt in C.

Bemerkung 5.2. Aus einer Kategorie C erhélt man auf kanonische Weise eine Kategorie
von filtrierten Objekten in C.

Von nun an ist n =p +gq.

Satz 5.3. Fin Komplex von Moduln Cy mit Filtration FC, betimmt ein natirliches ex-
aktes Paar bigraduierter Moduln (E,D,«, ,v) mit dega = (1,—1), deg 8 = (0,0) und
degy = (—1,0).

Beweis. Die exakten Sequenzen
0 — FP'C, — FPC, — F?C,/FP"'C, — 0
liefern exakte Sequenzen
S H(FPIC,) Srhet g (FPC,) P | (FPC, JFPLCL) 2B oy (FPLC,) — -

Setzt man

D, 4 :=H,(FPC,)

E,, =H,(FFC,/FP1C,)
erhilt man die exakte Sequenz

Qp—1,q+1 Bp,q Tp,q
w0 = Dp_1,g41, > Dpgq > Epg rUp-1,g —

D % D
N
E
mit deg = (1,—1), deg 8 = (0,0) und deg~y = (—1,0).
Die Natiirlichkeit der Konstuktion bleibt zu zeigen. O

und somit das exakte Dreieck

Corollar 5.4. Ein Komplex von Moduln mit Filtration betimmt eine natirliche Spektral-
sequenz bigraduierter Moduln.

Beweis. Nach 5.3 bestimmt ein Komplex von Moduln mit Filtration ein natiirliches exaktes
Paar bigraduierter Moduln und dieses nach 3.4 eine natiirliche Spektralsequenz bigradu-
ierter Moduln. O
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Satz 5.5. Ist (E,d) die Spektralsequenz eines Komplexes von Moduln C, mit Filtration
FC,, so ist dzl,’q der Verbindungshomomorphismus
H,(FPC,/FP~'C,) — H,_1(FP~'C,/FP72C,)
Beweis. Sei (E,D,a,3,7) das exakte Paar von C, beziiglich F'C,.
Nach Definition ist dzl,,q = dp 4 die Abbildung
Ho(FPCo/FP~1C0) 22% Hyoo ) (FP1Co) 2274% H,_, (FP~1C, JFP2C4)

wobei 7, , Verbindungshomomorphismus ist und 3,_; 4 von der kanonischen Abbildung
Fr-1c, — Fp_lC./Fp_QC. induziert wird.
Aus

0 ’Fp_IC. ,FPC. /ch./Fp—lc.ﬁo

| J |

0—— FP-'C,/FP~2C, —— FPC,/FP~2Cy —— FPC, /FP~1Cy —— 0
folgt dann mit der Natiirlichkeit des Verbindungshomomorphismus, dafl dzl,,q der Verbin-
dungshomomorphismus
Hn(FPC./Fp—lc.) — anl(Fp_ICo/Fp_QCo)
ist. ]

6. KONVERGENZ VON SPEKTRALSEQUENZEN

Definition 6.1. Eine Filtration FM eines graduierten Moduls M heifit beschrinkt,
wenn fiir jedes n € Z fiir kleine p € Z FPM,, = 0 und fiir grofle p € Z FPM,, = M,, ist.

Satz und Definition 6.2. Sei (E,d) die Spektralsequenz eines Komplezes von Moduln
Co mit Filtration FCy und ® H(C,) definiert durch ® H(C,) := imH(FPCy — C,).

1. ®H(C,) ist eine natirliche Filtration von H(C,).

2. Ist FCo beschrankt, so auch ® H(C,).

®H(C,) heifit von FC, induzierte Filtration von H(C,).

Beweis.
1. Die Behauptung folgt aus der Funktoreigenschaft von
H.
2. Sei FC, beschrankt und n € Z.
Fiir kleine p € Z ist dann FPM,, = 0, also H,(F?C,) = 0 und somit ®* H,(C,) = 0.
Fiir groe p € Z ist FPM,,_y = FPM,, = M, also H,(F?C,) = H,(C,) und somit
®PH,(C,) = H,(C,).
Also ist ® H(C,) beschrénkt.
O

Man erhélt E;,q = H,(F?C,/FP~1C,) aus FC, indem man zuerst Quotienten und dann
Homologie bildet.

Bildet man ausgehend von F'C, zuerst Homologie und dann Quotienten so erhilt man
®P H,(C,) /P~ H,(Cy).

Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 6.3. Sei H ein graduierter Modul.

Eine Spektralsequenz bigraduierter Moduln (E, d) konvergiert gegen H, wenn es eine be-
schriinkte Filtration ®H von H gibt mit £ = ®PH, / oL, fiir alle p,q € Z.

Man schreibt dann Eg,q :p> H,,, wobei der Filtrationsindex unter dem Doppelpfeil steht.

Satz 6.4. Sei (E,d) die Spektralsequenz eines Komplezes von Moduln Cy mit beschrinkter
Filtration FC,.

1. Fir alle p,q € Z st EJy, = Ey , fir grofe r.
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Y2l

Beweis.
1. Da FC, beschrinkt ist, gilt fiir groe oder kleine r FPT"—1C,, = FP*"C,, und somit

El

p+r,g—r Hn(FpMC-/FpMilC-) =0

Also ist nach 4.2 fiir grofie r

A —
Epirg—r =0
T —
By rqir =0

Da nach 3.5 degd” = (—r,r — 1) ist, folgt fiir grofie r
d;aq(Equ) - E;_T',Q‘f"r—l = O
im d;—{—r,q—r—i—l = d;)—f—r,q—r—f—l(E;—i—r,q—r—l—l) =0

Also ist fiir grofie r

(ker dr)p:‘] = E;,q

(imd")p,g =0
und somit

Epq = Zpal Bpg = Zpa/ Bpg = B g
2. Sei (D", E",a",[",7")r>1 die abgeleitete Folge des exakten Paares (D, E, «, 3,7) von

C, beziiglich FC,.
Mit 3.5 erhélt man aus (D", E",a", 3",~") die exakte Sequenz

Cptr—2,q—rt2 Bptr—1,qg—r+1
—)

»
-« — E” — D7 Dr g 2 pr — -
pt+r—1,9—7+2 p+r—2,q—7+2 p+r—1l,g—r+1 P,q T “p—1l,q

Sei H := H(C,) und ®H die von FC, induzierte Filtration von H.
Da FC, beschriankt ist, gilt fiir grofie r

D;+r—1,q—r+1 = Qptr—2,g—r+2" " 0p,qDp g
=H,(FPt"2C, — FP*10,)---H,(FPC, — FPT1C,) H,(FPC,)
= imH,(FPC, — FPTT71(C,)
= imH,(FPCy, — C,)
= ®PH,

und

T —
Dy, 14 =ap-2g+1--- Oprgtr—1Dprgir—1
T
= Qp-2,g+1°** Op—rgtr—1 Hn1 (FP7"CL)
=0

Man erhélt also fiir grofle r die exakte Sequenz
o — 0 — OP ' H, — OPH, — B3 — 0 — -
und somit
H,/®" 'H, = E,

Da ®H nach 6.2 beschréinkt ist, folgt Ezq = H,.
“op
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7. ENTARTETE UND SPHARISCHE SPEKTRALSEQUENZEN

Definition 7.1. Eine Spektralsequenz (E,d) heiit entartet, wenn es ein R > 1 und eine

Familie (pn)nez € Z” gibt mit EX, =0 fiir p # p,.

Satz 7.2. Sei (E,d) die Spektralsequenz eines Komplezes von Moduln Cy mit beschrinkter
Filtration FC,.

Ist (E,d) entartet, so ist mit Bezeichnungen aus 7.1 H,(C,) = Ej_,_,,  fiir grofie r.
Beweis. Sei H := H(C,) und ®H die von FC, induzierte Filtration von H.
Nach 4.2 ist also fiir grofie r £ ,,_,, = 0 fiir p # p, und somit nach 6.4
E? falls p =
®PH, /&P H, = B, = B, =4 Porbe &SP TPn
’ ’ 0 falls p # pn
Da ®H nach 6.2 beschrinkt ist, folgt
0=---=&P 'H, C®"H,=---=H,

mit H, = ®~H,, /P~ H, =~ B n—p, fir grofie r. O

Definition 7.3. Sei (F,d) eine Spektralsequenz.
1. (E,d) hat sphirische Basis, wenn es R > 1 und a,b € Z mit a < bund b —a > R
gibt, so daf} E]fq =0 ist fiir p # a,b.
2. (E,d) hat sphérische Faser, wennes R > 1 und a,b € Z mita >bunda—b> R—1
gibt, so daf} Ezfq = 0 ist fiir ¢ # a, b.

Satz 7.4. Sei (E,d) die Spektralsequenz eines Komplezes von Moduln Cy mit beschrinkter
Filtration FC,.

1. Hat (E,d) sphdrische Basis mit Bezeichnungen aus 7.3 und N := b — a, so gibt es
eine natirliche exakte Sequenz
A
EN, . — H, — B _, ="

a,n—a

N
db,n—b+1

N
T ? Eb,nfb+1 a

N
E m—a—1 "7

2. Hat (E,d) spharische Faser mit Bezeichnungen aus 7.8 und N :=a — b+ 1, so gibt
es eine natirliche exakte Sequenz

ay ay
T Er]zv—b—l—l,b — Erjlv—a,a — Hp — Erjzv—b,b 0 Eerv—a—l,a —
In beiden Fillen gilt Ef = EN und E® = EN*L,
Beweis.
1. Sei H := H(C,) und ®H die von FC, induzierte Filtration von H.

Da (E,d) sphérische Basis hat, ist nach 4.2
(1) Ey,=E,,=0fiirr > Rundp # a,b

Nach 6.4 ist
(2) EX g s = P, /BPT L,

Da nach 6.2 ®H beschrinkt ist, erhdlt man wegen (1) und (2)

0=...=®*'H, Cc ®*H, =--- = ®* 'H, c ®*H, =--- = H,
mit
Eg,onfa = ®°H,

By =Hn/®"H,
und daraus die natiirliche exakte Sequenz
0— Egy o — Hyn— Epy , —0

Nach 3.5 ist
(3) degd” = (—r,r —1)
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Mit (1) und (3) folgt d" = 0 fiir R <r < N oder r > N und daraus mit 4.2

ER = EN
Eoo — EN—|—1
Aus (1) und (3) folgt auch
kerdy, o =B}, _,

. N _
mdy, nyp-nt1 =0
und somit

[e'e) _ W N+1
Ea,nfa - Ea,n—a

_ N : N
= ker da,n—a/ m da—|—N,n—a—N+1
_ N : N

- Ea,nfa/ m da—|—N,nfafN—|—1

_ N

= cokerd, N p_q-nN+1

o] _ pN+1
Eb,nfb - Eb,’n*b
_ N . N
= ker db,n—b/ m db—l—N,n—b—N-H

= ker d,],\,]n,b
Man erhilt also die natiirliche exakte Sequenz
0 —> cokerdpy y o i1 — Hn — kerdpy,  — 0
und daraus die natiirliche exakte Sequenz

ay ay
N a+N,n—a—N+1 N N by,n—b N
U Ea+N,n7afN+1 ? Ea,nfa ? Hn Eb,nfb Ebe,n7b+N71 e

2. Die zweite Ausage zeigt man analog zur ersten.
O

8. SPEKTRALSEQUENZEN VON DOPPELKOMPLEXEN
Definition 8.1. Ein Doppelkomplex (von Moduln) M = (M, 'd, "d) besteht aus einem

bigraduierten Modul M und Abbildungen bigraduierter Moduln M j) M und M E} M
mit deg ‘d = (—1,0) und deg "d = (0,—1), so dal d'd =0, "d"d =0 und d"d + "d'd = 0.

Bemerkung 8.2.
1. Ist (M, d, "d) ein Doppelkomplex, so ist

!
dp,q
Mp—l,q — Mp,q

l”dpl,q l”dp,q

ein antikommutatives Diagram.
2. Ist (M, 'd, "d) ein Doppelkomlex, so sind (M, ‘d) und (M, “d) bigraduierte Differen-

tialmoduln und induzieren wiederum bigraduierte Differentialmoduln (H(M, 'd), "d)
und (H(M, "d), ‘d) mit von ‘d und "d induzierten Differentialen ‘d und "d.

Definition 8.3. Sei M = (M, 'd, "d) ein Doppelkomplex.

'H(M) := H(M, 'd) "H(M) := H(M, "d)
"H'H(M) := H('"H(M), "d) 'H"H(M) := H("H(M), 'd)
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Satz und Definition 8.4. Sei M = (M, d, "d) ein Doppelkomplez.
Der Totalkomplez von M Tote(M) = (Tote(M),ds) ist definiert durch

Totn(M) := P M,,
p+g=n

dn = Z Idp,q + "dp,q
ptg=n

Tote(M) ist ein Komplez.
Beweis. Mit 8.1 und 8.2 zeigt man d,,+:d, = 0.

Beispiel 8.5. Scien Fy = (F,, ¢o) und Go = (G, 1) Kompleze von Moduln.
1. Definiert man
My, :=Fp, ® Gq

Idp,q =¢p ® idGq
”dp,q = (=1)1 idp, ®Y,

s0 ist M := (M, 'd, "d) ein Doppelkomplezx

e ¢p®idGq+1 v ¢p+1®idG 1

(=1)%*Yidp, | @Ygp(~1)H idR, @Ygt1 | (1)1 idE, ; ®Ygta

v $pQidg $p+1®idg '
Fp,1®Gq<—qu®Gq' qp+1®Gq<—---
(D0idm, @Y% | (idm @0 | (-1)9ids,,, S¥
$p®ide, v $pt1®idg,

R p—1®Gq—1%Fp®Gq—l%%’p+1®Gq_l%"'

und Fo ® G4 := Tote(M) heifit Tensorprodukt von Fy und G..

2. Sei Fy = G, eine Kettenabbildung.
Definiert man

F, fallsg=1
Myq:=4Gp fallsq=0

0 sonst

—¢p fallsqg=1
dpg: =<1, fallsqg=0

0 sonst

0 sonst

=1
"dp,q . {ap falls q
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s0 ist M := (M, 'd, "d) ein Doppelkomplex

0 0 0
Fp—l —¢p Fp _¢1H—1F,p_|_1 P
Qp—1 Qp Qp41
Gp—l /T/’p Gp Pp+1 Gp—|—1
0 0+ 0

und Cq(e) := Tote(M) heifit Abbildungskegel von .

Definition 8.6. Ist M = (M, d, "d) ein Doppelkomplex, so nennen wir 'F Tot,(M) und
"F Tote (M) mit

'FP Totn (M) := @ My,

r<p

"F4 Tot, (M) := EB M, s
s<q

erste und zweite kanonische Filtration von Tote(M).

Satz 8.7. Sei M = (M, d,"d) ein Doppelkomplex und seien 'E und "E die Spektralse-
quenzen zu den kanonischen Filtrationen 'F Tote(M) und "F Tote(M) von Tote(M). Dann
ist

IEl — IIH(M) EQ — IH IIH(M)
IlEl — IH(M)t IFQ — IIH IH(M)t
Beweis. Sei Cy := Tote(M), FC, := 'F Tote(M) und E := 'E.

Die Differentiale von FPC,/ FP-1C, und FPC, / FP—2C, werden mit & und j’.’ bezeichnet.

dy ist von dp, =3 ‘dy g + "dp ¢ induziert und

Fan/Fp_ICn = @Mr,nfr/ @ Mr,nfr

r<p r<p—1

=Mpnyp

= My,q

FPC, 1/FP1Cp 1 =My
Also ist d = "d, , und somit
E, ,=H,(FPC,/FP~'C,) = "Hy 4(M)
Nach 5.5 ist d},,q der Verbindungshomomorphismus

H,(FPC,/FP~'C,) — H,_1(FP~'C, /FP72C,)
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und somit in

Mpq® Mp_1,4+1 — Mpq
Fp_lCn/Fp_ZCn _ F”Cn/Fp_QCn ; FpC’n/Fp_l(Jn

FP1Cy 1/ FP2Cy | —— FPCy 1 [FP2Cy | —— FPCy1/FP71Cy

L
Mp—l,q - Mp,q—l @ Mp—l,q

von 1~ tdh7~! induziert.

Da db, von d,, = Y prg=n dpg t "dp g induziert ist, folgt Vil = b,q und somit
E? =H(E',d") = H("H(M), d) = '"H"H(M)
Die iibrigen Aussagen zeigt man analog. O

Definition 8.8. Ein Doppelkomplex M heifit positiv, wenn M, , = 0 ist fiir kleines
min{p, ¢}, und negativ, wenn M), , = 0 ist fiir groBes max{p, ¢}.

Bemerkung 8.9. Ist M ein positiver oder negativer Doppelkomplex, so sind die kanoni-
schen Filtrationen 'F Tote(M) und "F Tote(M) beschrinkt.

Satz 8.10. Sei M ein positiver oder negativer Doppelkomplez.
IEg,q = "H"H(M)y,q = H,(Tot (M))

”Eg,p = "H'H(M)p,q :q> H,,(Tote(M))

Beweis. Die Behauptung folgt aus 6.4 mit 8.7 und 8.9. O

Bemerkung 8.11. In diesem Skript wird eine homologische Theorie von Spektalsequenzen
dargestellt. Eine kohomologischen Theorie erhilt man durch Umkehrung der Filtrationen

F'"=F_,
und Spiegelung der bigraduierten Moduln und Abbildungen bigraduierter Moduln am

Ursprung. Insbesondere ist
B}, = BP0

Mit 8.10 und Cartan-Eilenberg-Auflésung von Komplexen zeigt man den folgenden Satz.
Satz 8.12 (Grothendieck). Seien A, B und C Kategorien von Moduln und G : A — B
und F : B — C additive Funktoren.
1. Ist F rechtsexakt und GP links-F-azyklisch fir projektive P in A, dann gibt es fir
jeden Modul M in A eine Spektralsequenz E = E(M) mit
By, = LpF(LyG(M)) = Ln(FG)(M)

2. Ist F linksexakt und GI rechts-F -azyklisch fiir injektive I in A, dann gibt es fiir jeden
Modul M in A eine Spektralsequenz E = E(M) mit

By = RPF(R'G(M)) = R"(FG)(M)

Bemerkung 8.13.

1. 8.12 gilt auch fiir abelsche Kategorien A, B und C, wenn A und B geniigend projektive
bzw. injektive Objekte haben.
2. Es gibt eine Variante von 8.12 fiir Kofunktoren.
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