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Zusammenfassung Bekanntlich gibt es keinen befriedigenden unendlich di-
mensionalen Ersatz fiir das Lebesgue-Maf. Andererseits lassen sich viele Tech-
niken klassischer Analysis auch auf unendlich dimensionale Situationen iiber—
tragen. Eine Moglichkeit hierzu gibt die Theorie differenzierbarer Mafie. Man
definiert Richtungsableitungen fiir Mafle ahnlich wie fiir Funktionen. Eines der
zentralen Beispiele ist das Wiener-Maf}. Stochastische Integration beziiglich
der Brownschen Bewegung, insbesondere das Skorokhod-Integral ergeben sich
in natiirlicher Weise durch diesen Ansatz und auch die Grundideen des Malliavin-
Kalkiils lassen sich in diesem Rahmen einfach erldutern. Die Vortrige geben
die meisten Beweise.

1. Differenzierbare Kurven von Maflen, logarithmische Ableitungen und eine
Integraltransformationsformel. Verschiedene Differenzierbarkeitskonzepte von
einparametrigen Familien (y):cr von Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden
miteinander verglichen und es wird unter relativ schwachen Voraussetzungen
eine Formel fiir die Radon-Nikdym-Ableitungen zwischen den Maflen dieser
Familie angegeben ([SW93]).

2. Differenzierbare Mafle auf linearen Rdumen. Sei E ein linearer Raum
und h € E. Die vorangegangen Ergebnisse werden an der Familie (Loka-
tionsfamilie in statistischer Terminologie) (u(- + th)wcr erldutert. Im endlich-
dimensionalen Fall hat ein in allen Richtungen differenzierbares Mafl eine
Lebesgue-Dichte. Dies liefert einen kurzen Beweis des sogenannten Malliavin-
Lemmas. ([ASFT71])

3. Quasiinvarianz und logarithmische Ableitungen. Als Anwendung der obi-
gen Begriffe werden Kriterien fiir die Quasiinvarianz von Maflen bewiesen,
insbesondere wird ein Satz von Skorokhod ([Sko74]) in gewisser Weise optimal
verscharft.

4. Differentiation des Wiener Mafles, Differentiation langs Vektorfeldern: Sto—
chastische Integrale und Partielle Integration. Fiir die Differentiation von



MafBen langs Vektorfeldern werden verschiedene Varianten miteinander ver-
glichen. Die flexibelste beniitzt eine Art partieller Integration. Stochastische
Integrale beziiglich der Brownschen Bewegung konnen aufgefafit werden als
negative logarithmische Ableitung des Wiener-Mafles langs geeigneter Vekt-
orfelder. Dieser Abschnitt erliutert den Zusammenhang der beiden Titelbe-
griffe durch die L2-Dualitat zwischen Malliavin-Ableitung und logarithmischer
Ableitung. ([GT82],[Nua95])

5. Der Satz von Malliavin-Stroock iiber Glattheit von Bildmafilen des Wiener-
Mafes. Diese Grundaussage des Malliavin-Kalkiils wird bewiesen unter allei—
niger Verwendung der Differenzierbarkeitseigenschaften des Wiener-Mafles. Eine
wesentliche Rolle spielen elementare Eigenschaften des Ornstein-Uhlenbeck-

Operators, der die Rolle des endlich-dimensionalen Laplace-Operators iiber—
nimmt. ([Str81],[Bel95], [SW97])

6. Transformationsformeln vom Girsanov-Typ. Es wird gezeigt wie die Formel
aus dem ersten Vortrag zu einem Verfahren benutzt werden kann, um allge-
meine unendlich-dimensionale Integraltransformationsformeln zu beweisen. Die
Rolle der Jacobi-Determinante wird diskutiert, insbesondere warum sie nicht
in der iiblichen Girsanov-Formel auftaucht. (Anhang in [DF92], [SW95])

1 Differenzierbare Kurven von Maflen, logar-
ithmischen Ableitungen und eine Integral-
transformationsformel.

Ziel der folgenden Seiten ist, einige maflitheoretische Aspekte endlich dimen-
sionaler Analysis auf unendlich-dimensionale Situationen zu iiber-tragen und
einige Anwendungen in der stochastischen Analysis zu schildern. Die Schwi-
erigkeit bei unendlich-dimensionalen Maflen besteht u.a. darin, dal es kein
kanonisches Referenzmaf} gibt.

Satz 1.1: (A. Weil) In einem unendlich-dimensionalen separablen normier-
ten Raum E gibt es kein translationsinvariantes lokalendliches Mafl # 0.

Beweis: Weil p lokalendlich ist, existiert ein » > 0 mit p(K(0,2r)) < oo. Wir
verwenden nun die folgende Tatsache:

Es gibt ein 6 > 0 und eine unendliche Folge z1,z3,... mit || z; ||= 1 und
| i — x; ||> ¢ fir alle 7 # j. (Im Hilbert Raum nimmt man zum Beispiel ein



ON System.)
Dann sind die Kugeln K (rz;,2), i =1,2,... disjunkt und in K (0, 2r) enthal-
ten. Da p translationsinvariant ist, haben gleichgrofie Kugeln gleiches Ma8.

Also muf} wegen

Z,LL(K(T‘J?Z', gr)) < u(K(0,2r)) < oo

das Maf} der kleinen Kugeln 0 sein. Weil F separabel ist, hat E eine Darstel-
lung E = ;2 K(yk, 3r), also ist u(E) = 0. u

Unsere Methoden zur ["Jberwindung dieser Schwierigkeit beruhen auf dem Be-
griff des differenzierbaren Mafles. Dieser Begriff ist allerdings besonders auf
lineare Rdume angepaflt. Sowohl fiir den Vergleich mit der Statistik als auch
fiir Stochastik auf nicht flachen Zustandsraumen ist es dagegen sinnvoll die
Begriffe noch allgemeiner zu fassen.

Sei (E,B) ein Meffraum und M = M(E) der lineare Raum aller signierten
Mafle auf B, d.h. jedes u € M(FE) lait sich schreiben als y = p* — p~ wobei
pu*t endliche MaBe > 0 sind. Diese Zerlegung ist eindeutig, wenn p* und p~
so gewahlt werden, daf} sie auf zwei disjunkten Teilmengen von E konzentriert
sind.

Definition 1.2: FEine Kurve (u:)ier von Elementen von M(E) mit I C R
heifst T-differenzierbar an der Stelle ty € I, wenn

iy, = T — lim Fe— Po € M(E)

t—to t— 1

existiert. Dabei ist T eine lineare Topologie auf M(E).

Beispiel 1.3 fir 7 : a) 7 = 7 |, wobei || || im folgenden stets die durch
| 1 ||l= pt(E)+ u (F) definierte Totalvariationsnorm ist.

b) T = 71¢: die grobste Topologie fir die p — [ dp stetig ist fir alle € C.
Dabei sei C C By (= Raum der beschrankten B-mefbaren Funktionen) so daf
die folgende Generalvoraussetzung gilt

| 1 ll= sup{ / edu:peC, || ¢lles 1} (A)

Dies gilt etwa in den Fillen: C = Cy(E), C = C>®(R?), C = By.



Ubung: Verifiziere (A) in diesen 3 Fillen.

Beispiel 1.4 fiir differenzierbare Kurven in M.
a) Es sei E =R und w(dx) = f(- +1t) dz, f € CL(R), Beh.: (u) ist 7
-differenzierbar mit p (dz) = f'(z +to) dx. In der Tat ist

‘/ t_ftg_ i ‘_‘/ ( x+tt_£)(x+t0)—fl(33)to)d$

<l ¢ llooll Afpf = f(- +t0) Iy

wobei der zweite Faktor gegen Null konvergiert, weil f kompakten Trédger hat.

b) Sei py(dx) = 1y g(x)dx. Dann gilt

- 1 t
[edi=te - 2 [ p@yis — ot

t_to tO

falls ¢ stetig ist. Also i = &1, bzgl. der Topologie T = 1¢,(R) aber || F=> —
ty, || kovergiert nicht gegen Null, d.h. die Familie ist nicht dzﬁerenzzerbar fiir
die Normtopologie.

Bemerkung: Im ersten Beispiel ist p; < py denn [p|(N) = 0= f(-+1¢) =
0 A& fiauf N = f'(-+t) =0 A fi auf N = pj(N) =0 . Im zweiten Beis-
piel dagegen ist p; nicht absolutstetig beziiglich u; denn es ist zwar p; << A,
aber p; hat keine Lebesgue-Dichte. Diesem Zusammenhang zwischen der Wahl
der Topologie und der Absolutstetigkeit des Ableitungsmafles wollen wir jetzt
genauer nachgehen. In einer Richtung gibt der nachste Satz Auskunft. Fiir
ihn benotigen wir noch folgendes

Lemma 1.5: Sei (p) dberall to-differenzierbar und sup || py ||< C < oc.
Dann ist t — p, Lipschitz fir | || mit Lipschitz-Konstante C. Ist die Ab-
bildung t —|| p; || lokal integrierbar, so ist t — py stetig beziglich || ||

Beweis: Betrachte f,(t) = [ ¢ du,. Nach Vor. ist f, tiberall differenzierbar
mit |f| < C || ¢ [|oo - Dann gilt (Ubung)
folt) = fols) < C ¢ lloo [t = 5.

Also
I == sup |/sodut ) < Clt — s

[l oo <



Wegen der Voraussetzung (A) folgt die Behauptung.

Die zweite Aussage ergibt sich analog mit Hilfe der Tatsache, daf} eine iiberall
differenzierbare Funktion mit lokal integrierbarer Ableitung absolutstetig, d.h.
Stammfunktion ihrer Ableitung ist. |

Bemerkung: 1. Das Beispiel 1.4 b) liefert also eine Lipschitz-Funktion
R — (M,]| ||) die nirgends differenzierbar ist. Fiir Hilbert Raum wertige
Funktionen gilt dagegen der Satz von Rademacher: Eine Lipschitzfunktion
R¢ — Hist Lebesgue-fii. differenzierbar.

2. Der erste Teil des Lemmas wird noch einmal im Beweis von Satz 2.8 wichtig.
]

Satz 1.6: Sei () dberall 7¢-differenzierbar und t — || u; || sei lokal Lebesgue-
integrierbar. Sei zusdtzlich py < py fiir (Lebesgue-fast) alle t. Dann gilt

a) Fiir Lebesque-fast alle t ist () 7 | -differenzierbar.

b) Es gibt ein W-Maf v und produktmefbare Funktionen f, f' auf R x E mit

f(tv ) = %7 ,(tv ) = (fi_lf/lt und

f(b,z) = f(a,x) /f s,x)ds VY z,a,b. (1.2)

Erinnerung fiir den Beweis: Seien (M, || ||) ein Banach-Raum und (2, A, P)
ein Mafiraum. Eine Abb. f : 2 — F heifit Bochner-integrierbar, wenn

a) ein separabler Unterraum Fy C F' existiert mit f(z) € Fy P-fii.

b) f ist A — B(F')-mefBbar

c) Jo Il f(2) || dP < oo.

Eigenschaften: 1. Fiir jeden anderen Mafiraum (€', B',v) und g € £L}(P®v) ist
durch f(z) = [g(z, -)] wobei [-] die v~Aquivalenzkl. andeutet, ein f € Eil(u) (P)
definiert. Diess ist relativ leicht mit dem Satz von Fubini zu sehen.

2. (Lebesgues Differentiationssatz fiirs Bochner-Integral) Fiir jedes f € £},())
gilt: F:t — f; f(s)ds € M ist Lebesgue-fii. differenzierbar mit F'(t) = f(t).
( Literatur: Neveu, [Nev69], Martingales & temps discret, Diestel-Uhl [DU77]
Vector measures)

Beweis: (des Satzes:) Wegen des Lemmas ist ¢ — p; stetig fiir | ||. Setze
y=3 2 |Mrn
neN || IU""n

wobei (7,)nen €ine Abzdhlung von Q ist. Dann folgt aus v(IN) = 0 daB
Vr, (N) =0 Vn und damit u;(N) = 0 fiir alle .



Definiere ein Mafi m' auf der Produkt-o-Algebra durch m/(dt dx) = u}(dz) dt.
Dann ist auch m' < A @ v. Denn sei A @ v(N) = 0. Dann ist nach Fubini
v(Ny) = 0, also auch (V) = 0 fiir A-fast alle £. Nach Voraussetzung folgt
wh(Ng) =0 fl'ir A- fast alle ¢ und damit m/(N) = [ pj(N)dt = 0.

Sei nun f' = Dann ist

d)\®u

[ow [ swiar =

p(z)f'(t, ) dA@v (1.3)

b]><E

o(z) w(dz)
B

so(fﬂ) d(po — 1ta)

() (fo(x) = falx)) dv

fiir jede Wahl der Dichten f,, f,. Also gilt (1.2) v-fii. Ferner ist fab [ | fildv dt =
fab || 1} || dt < oc. fiir alle endlichen a, b. Also kénnen wir ohne Einschrénkung
annehmen, da f/ = 0 auf U, .y{z : [7, [f/(z)] dt = oo}. Damit 148t sich f

neu definieren durch fy(z) = ‘Z‘—VO und fi(z) = fo(z) + fo ) ds. Fiir diese
Modifikation gilt (1.2) iiberall. Also ist b) bewiesen.

Wegen (1.2) und der oben erwéihnten Eigenschaften des Bochner-Integrals ist
fo—fa= fab f{dt als Bochner-Integral und daher

R A

fiir Lebesgue-fast alle ¢5. Wegen (1.3) ist f; = d“t fiir alle ¢ und daher auch

|| Mt — ,U'tO

t—1o

A-fii. denn die Totalvariationsnorm stimmt auf dem Teilraum derjenigen Mafle,
die eine v Dichte haben, mit der L!(v)-Norm iiberein. Dies beweist a). u

Il
—r— T

— g, |— 0

Der Satz zeigt, daB8 die Bedingung u; < p; erlaubt, aus der schwachen Dif-
ferenzierbarkeit fiir fast alle Parameter auf die stiarkere zu schlieflen. Es gibt
hiervon eine erstaunlich einfache Umkehrung fiir nichtnegative Mafe.

Lemma 1.7:  Sei i, > 0 fur alle t und 7p,-differenzierbar an der Stelle 1.
Dann ist py, < iy,

Beweis: Sei N € B mit p,(N) = 0. Die Funktion ¢ — p(N) = [ Indpu
ist differenzierbar an der Stelle ¢, und nichtnegativ. Also nimmt sie dort ein
lokales Maximum an, dh. es ist 3 (V) = 0. n



Folgerung 1.8 Sei (@t)teR ein mefbarer Fluf: d.h. &y = &, 0 &, und
Ty = id. Sei p; = po ®; ' fiir ein festes Maf > 0. Sei po®, € C Vo € C.
Wenn (u) tco-differenzierbar ist, dann gilt

() ist 7)) -differenzierbar <= py, < w V.

Beweis: = folgt direkt aus dem Lemma.
" <" . Wegen

/(Pd,u;o:llm/@d%—hm/g@O@tod'uttt_oto /@O@todlﬁg

(1.4)

ist || 1t ||=I ph o @7 ||=|| up ||=: C < oo. Also ist Satz 1.6 anwendbar und
() ist A-fid. 7)) )-differenzierbar.
Mit (1.4) folgt fiir jedes to

|| :U’tfto

:uto_,u
ko= (&

o B _ ) | —0.
0

Also ist die Kurve (p;) genau dann an der Stelle ¢, normdifferenzierbar, wenn
sie es an der Stelle ¢ = 0 ist. Daher ist sie iiberall normdifferenzierbar. |

Bemerkung Die Beispiele vom Typ u; = tug zeigen, dafl das Lemma nicht
richtig bleibt fiir beliebige Kurven signierter Mafle, aber man kann mit etwas
grofilerem Aufwand zeigen, dafi die Folgerung auch fiir signiertes u gilt (vgl.
[ASF71] or [SW97], Proposition 1).

Wir kommen nun zu dem zentralen Begriff der logarithmischen Ableitung.

Definition 1.9: Sei (u;) To-differenzierbar und p, < pi. Dann heifit eine
RN-Ableitung

Pr =

logarithmische Ableitung der Familie (1) an der Stelle t*.

Motivation fiir den Namen ist die Beziehung

I

P = (In ft)t 1

o — ft*
Hauptziel dieses Abschnitts ist der folgende Satz.



Satz 1.10 [SW93] Sei (u:) Tc-differenzierbar und t —|| u; || sei lokal integ-
rierbar. FEs gebe eine B(R) ® B-mefbare Funktion p : (t,x) — py(x) mit

P = d’” fiir X-fast alle t. Wenn

/a Iu(@)ldt < oo

\pa| + ||~ fii, dann sind alle pg, t € [a,b] dquivalent und

352 (z) = exp/a ps(x)ds. (1.5)

Die Beweisidee ist dafl die mafiwertige Differentialgleichung y' = p u die Lésung

o = Mg ela 45 haben sollte. Zur Durchfithrung braucht man die folgende ein-
fache Tatsache, die man z.B. mit dem Gronwall Lemma einsieht.

Lemma 1.11: Seien g € L'[a,b], h € C[a,b] gegeben mit

fiir alle t. Dann ist h(b) = h(a) exp f:g(s)ds
Beweis: des Satzes. Nach Satz 1.6 existieren v, f, f' mit p.f; = f/ A ® v-fii.

ft,z) = f(a,x) /fsxps

Ferner [ |ps(z)|ds < oo v-fii. auf {f, # 0} U {f, # 0}. Das Lemma liefert

F(t,2) = f(a,2) exp / pa()ds

fiir v-fast alle z mit f,(z) # 0 oder f3(2) # 0. Daraus folgt {f, # 0} = {f; #
0}, also ist pg ~ pp und die Formel (1.5) gilt. u

Der Satz zeigt, dafl unter sehr allgemeinen Differenzierbarkeitsvoraussetzun-
gen an eine Schar von W-Verteilungen exponentielle Dichten auftreten, die man
einfach interpretieren kann. Die Idee eines solchen differentiellen Zugangs zu
der Frage der Aquivalenz von Mafen geht wohl auf Elworthy zuriick. FEine
erste Form in Banach-Riumen stammt von Bell [Bel85]. Die Formel (1.5)
wurde zuerst unter schirferen Voraussetzungen von Daletskii-Sohadze [Dal88]
gefunden. In konkreten Fillen ist natiirlich die Frage, wie die Integrierbarkeits-
voraussetzung an die logarithmische Ableitung zu verifizieren ist, aber diese
Bedingung ist offensichtlich notwendig, damit die Formel (1.5) sinnvoll wird.
Wir werden in den folgenden Abschnitten einige Folgerungen aus diesem Satz
diskutieren.



2 Mafle auf linearen Raumen

In diesem Abschnitt sei E ein linearer Raum iiber den reellen Zahlen. Wir
fixieren einen Vektor y € E und betrachten die Translationsfamilie pf(A) =
1(A + ty). Der Raum C' C B, von Testfunktionen sei wie bisher. (Ubrigens
gilt die Bedingung (A) an C aus 1.3,b) immer dann, wenn C den Raum der
beschrankten mefibaren Funktionen als beschrankt monotone Klasse erzeugt.)

Das meiste der folgenden Aussagen 14t sich iibertragen auf den Fall, dafl
pe = po @' wobei (®,) ein meBbaren Flu auf einem allgemeinen Zustand-
sraum F ist. Man hat nur ®; an Stelle der Abbildung x — x — ty zu setzen.
Bei dieser Wahl von ®; wird uf = po ®;'.

Definition 2.1 Das Maf$ u ist differenzierbar nach Fomin in Richtung y,
wenn (uf) 1p,-differenzierbar ist. Differenzierbarkeit von p nach Skorokhod
bedeutet: (uj) ist Tc,-differenzierbar. Dabei wird angenommen dafi E ein to-
pologischer Vektorraum ist. Falls sie existiert, schreiben wir By fir die logar-
ithmische Ableitung der Familie (u]) beit = 0 und nennen By die logarithmis-
che Ableitung des Mafes y in Richtung y.

Die Beziehung dieser Begriffe untereinander ist beschrieben durch den fol-
genden Satz.

Satz 2.2 p Fomin differenzierbar <= p Skorokhod differenzierbar und By
eristiert <= p ist 7| differenzierbar.

Beweis: Im Fall p > 0 folgt die zweite Aquivalenz aus der Folgerung 1.8. Die
erste Aquivalenz ergibt sich wie dort. Fiir signierte Mafl berufen wir uns auf
die Bemerkung im Anschlufl an 1.8. ]

Bevor wir fortfahren in der Diskussion der linearen Situation, wollen wir noch
ein weiteres Differenzierbarkeitskonzept einfithren. Es wurde zuerst in der
Statistik [Haj62] betrachtet.

Definition 2.3 Wir nehmen an, daf§ duy = fidv fir ein Maff v. Seip > 1.
Die Familie (u;) heifit LP-differenzierbar, falls die Abbildung

1
F,:t— ff € LP(v)
differenzierbar ist.

Bei Hajek und LeCam betrachtet man den Fall p = 2. Dort wird auch ein
kleiner singularer Teil zugelassen, der fir unsere Zwecke nicht wesentlich ist.
Der folgende Satz stellt eine Beziehung her zwischen diesem Differenzierbar-
keitskonzept und der Existenz des p-ten Moments der logarithmischen Ablei-
tung.
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Satz 2.4 [SW93] a) Ist () LP differnzierbar an der Stelle ty dann ist die
Familie dort auch 7|-differenzierbar und py, € LP(uy,). Ferner hat die Tan-
1 1

gente der Kurve F,(t) folgende Form: F)(t,) = I—ﬁffpto =5 T
b) Sei speziell uy = p(-+ty), wobei p Fomin differenzierbar ist mit Bl € LP ().

Dann ist (p;) LP-differenzierbar.

Beweis:(Idee) Der wesentliche Schritt im Beweis von a) ist das folgende Lemma:
Sei v ein MaB und S, : L?(v) — L'(v) die Abbildung g — |g|P. Dann ist S,
Fréchet-differenzierbar mit der Ableitung DS, (g)(h) = p|g[P~*h Vg, h € LP.
Der Teil b) beruht wie Satz 1.6a) auf dem Lebesgueschen Differentiationssatz
fiir Bochner-Integrale. [ ]

Bemerkung: Die Grofle 4 || Fi(to) 3= [ %dy ist die sogenannte Fisher In-
0
formation der Familie (u;) an der Stelle .

Betrachten wir zwei einfache Beispiele zur Illustration der bisherigen Begriffe:

Beispiel 2.5:  Sei y eine zweiseitige Exponentialverteilung. Dann ist

1
u(dzr) = §e_|m|d:r

pdz) = —sgn(z)e ®ds
wo= pf—¢o

An diesem Beispiel sieht man gut den Unterschied zwischen den beiden Dif-
ferenzierbarkeitsbegriffen in 2.1: Die Ableitung y” existiert in diesem Beispiel
nur im Sinn von Skorokhod. Denn sonst, wenn x4’ Fomin-differenzierbar wire,
miifite y”" < ' < A% sein. In diesem Beispiel ist 8}'(z) = —sgn(z).

Die Berechnung der Ableitungen ergibt sich aus der folgenden Regel: Ein Maf}
p € M(R) ist genau dann 7¢w-differenzierbar, wenn seine Distributionsablei-
tung wieder ein signiertes Maf ist.

Das Ableitungsmaf} hat immer Gesamtmasse Null, das ergibt sich durch Testen
an einer Zerlegung der 1.

1

mdm. Dann ist

Beispiel 2.6: Sei p eine Cauchy-Verteilung: p(dz) =

—2x

(dz) = ——2 4
w(dz) 7r(1+x2)2x

und

ta)= = 2

dp (1 +22) -0
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In beiden Beispielen haben die Verteilungen im Vergleich mit der Normalver-
teilung selber relativ schwere Schwénze, aber trotzdem hat die logarithmische
Ableitung beliebig hohe Momente, also sind die von diesen Maflen induzierten
Translationsfamilien auch LP-differenzierbar im Sinn von 2.3.

Nun einige allgemeine Aussagen zum endlich-dimensionalen Fall:

Satz 2.7 Sei u ein signiertes Borel-Maf auf RY. Dann sind dquivalent:

a) p ist Toeo -differenzierbar

b) Es existiert eine Konstante K so daf fir alle i = 1,... ,d und alle
p € CX gilt

O
< .
[ 55 dn <Kl el

Bemerkung: Ist a) erfiillt, so kann man als K in b) die Zahl
maxi<i<q || 1, || wihlen.

Beweis: a) = b). Weil alle Ableitungen beschréankt sind, gilt

dp L o(x —te;) — ()
~ ] 0z dp = lim t dp
L p(-+te;) — p
= lim [ o(z) f(dw)

- / (@), (dz)
< N N e -

b) = a). Das Funktional I p: ¢ — — [ g—; du ist stetig bzgl. || ||oo auf C°.
Dieser Raum ist dicht in (Cy(IR%), ||||e)- Es gibt eine Fortsetzung zu einem
Maf8, i, genannt. Dies Maf erfiillt dann die gewiinschten Eigenschaften. m

Satz 2.8 Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes ist p < \°.

Beweis: Die Implikation 2.7b) = p < A% ist als ‘Malliavin Lemma’ bekannt.
Der folgende Beweis ([SW97]) scheint neu zu sein. Wir betrachten die Ab-
bildung y + py, = (- +y) von R nach (M(R?), || ||). Wir zeigen: Sie ist
Lipschitz stetig. Aus Lemma 1.5 folgt namlich

[y ses = Hytted) (A)] = |p—s)e (A +y + sei)| < Kt — ]

gleichméBig in A € B(IRY) und y € RY. Daraus folgt

d
I gy = pe 1< 2K [y — 2l

=1
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also die Lipschitz-Stetigkeit.

Nun sind die Abbildung g — p* und g — p~ von M nach M ebenfalls
Lipschitz. Zusammen folgt insbesondere daf fiir jedes A € B(IRY) die Ab-
bildungen y — u*(A + y) stetig sind. Also ergibt sich die Beh. aus dem
folgenden Lemma. |

Lemma (Saks) Sei y > 0 ein BorelmaB auf IR?, so daB fiir jedes A € B(R?)
die Abb. y — u(A + y) stetig ist. Dann ist p << A%

Beweis: Sei A%(N) = 0. Dann ist

0= / 1v(z + ) Xi(dy) p(dz) = / W(N — ) N(da)

Damit ist (N — y) = 0 fiir Lebesgue fast alle y. Wegen der Stetigkeit an der
stelle y = 0 folgt u(N) = 0. [

Als Abschlufl dieses Abschnitts noch einige Aussagen iiber Produktmafe.
Sei E = R™ und fiir jedes n sei j, ein MaB iiber R, das L?-differenzierbar ist,
d.h. pi"™ € L?(u,). Fiir jedes N € IN und jeden Vektor y™) = (yi,---,yn)

ist dann p(¥) = ®N_ u,, differenzierbar in Richtung y¥) mit log. Ableitung
1)

ﬁ (V) (371, s 7xN) = Zgﬂ ynﬂln(xn)

Y

Satz 2.9 (vgl. [SW93]) Fir das unendliche Produktmafl u*™ = Quenpin und
den Testfunktionen-Raum C = {g(z1,...,z,) : n € IN, g € By(R")} gilt: Die
drei folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. p®) st To-differenzierbar in Richtung y
2. p{>®) ist L?-differenzierbar in Richtung y

3. Die Reihe Xy, || 61" |15, konvergiert.
Im Spezialfall u, = i gilt speziell
BN ist differenzierbar in Richtung y € RN genau dann, wenn y € £2.

Die wesentliche Idee des Beweises ist, daf E,,, (i) = 0 ist, also die Terme der
Reihe

X(6") (zn)

bzgl. ©* unabhéangig und zentriert sind. Dann kann man Kolmogorovs Drei-
Reihen-Satz anwenden.
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3 Quasiinvarianz und logarithmische Ableitun-
gen

Wir wollen in diesem Abschnitt den Zusammenhang zwischen der Differenzi-
erbarkeit eines Mafes in einer bestimmten Richtung mit seiner (Quasiinvarianz
in dieser Richtung studieren. Die Ergebnisse sind neu und im wesentlichen
inspiriert durch Diskussionen mit D. Bell im Herbst 1997.

Im eindimensionalen Fall bedeutet die Differenzierbarkeit im Sinn von Fomin
gerade die Existenz einer absolutstetigen Dichte. Dagegen bedeutet die Quasi-
invarianz die Existenz einer Dichte, die Lebesgue-fii. nicht verschwindet.

Der folgende Satz stammt fiir Hilbertrdume von Skorokhod [Sko74]. Er gibt
ein hinreichendes Kriterium fiir die Quasiinvarianz eines Mafles in Form einer
exponentiellen Integrabilitdtsbedingung an die logarithmische Ableitung.

Satz 3.1 Das Borel-Maf$ p auf dem lokalkonvexen lin. Raum E sei Fomin-
differenzierbar in Richtung y € H. Fir die logarithmische Ableitung By gelte

/e“'ﬂl’;(‘”)u(daﬁ) < oo fiir ein a > 0.

Dann ist p quasiinvariant in Richtung y, dh. u(-+ty) ~ pvVt € R

Dieser Satz ist insofern erstaunlich, weil er nur eine Bedingung iiber die Art
der infinitesimalen Anderung des Mafles stellt und die Quasiinvarianz ja eine
globale Aussage ist.

Beispiel: Die Normal-, Cauchy-, und zweiseitige Exponential-Verteilungen
erfiillen die Voraussetzung in einer Dimension, da die logarithmische Ableitung
im ersten Fall linear in # und in den beiden anderen Fallen sogar beschrankt
ist. In Anbetracht des Endes des letzten Abschnitts schliefit sich natiirlich
die Frage an: Sind die zugehorigen ProduktmaBe p auf RN quasiinvariant
in Richtung y € ¢,7 Ob die Skorokhod-Bedingung erfiillt ist, ist nicht ganz
leicht durchschaubar. Aber in den drei Fallen 1483t sich folgendes einfachere
Kriterium anwenden:

Satz 3.2: Sei i € M(R) differenzierbar, so dafi 7 € L?(ji) und die Ab-
bildung y — B"(- +y) € L' (1) Lipschitz ist.
Dann ist Y quasiinvariant in jeder Richtung y € £y mit strikt positiver Dichte.

Beweis: Wir wissen von Satz 2.9: u = " ist differenzierbar in Richtung y
mit log. Ableitung £4(x) = .2, y;*(x;) wobei die Reihe in L?(u) und p-
fii. konvergiert. Fiir p; = p(- + ty) ist dann die log. Ableitung im Sinn von
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Definition 1.9 gegeben durch p;(z) = Z—Zi = B! (z + ty) (konvergiert fiir y,-fast
alle z.) Wir zeigen
¢
/ s (2)|ds < 00 1+ s — fil (3.6)
0

Daraus ergibt sich die Behauptung mit dem Satz 1.10.
Zunichst zeigen wir die Konvergenz des Integrals in (3.6) pu-fii: Sei s fest.
Dann ist IE,(|po|) =|| 1 ||< oo und wegen der Lipschitz-Bedingung

Eu(lps = pol) = Bu(E 9l (i) — 8" (i + su3)|)
< XylE, |8 (xi) — 8" (2 + syi)|
< X y; const sy; = s const ¥ y? < 0.

Also ist fo . (|ps])ds < oo und damit nach Fubini fo |ps|ds < oo p— fii..

Fiir die Konvergenz des obigen Integrals p;-fii. ersetze in diesem Argument
po durch p; und man erhélt E,, (p; — ps|) < |s — t| const ¥ y? und damit die
Behauptung. ]

Nun zuriick zum Satz von Skorokhod. Das folgende Beispiel zeigt, dafl die
Existenz noch so hoher polynomialer Momente der logarithmischen Ableitung
nicht gentigt fir die Quasiinvarianz.

Beispiel 3.3: Sei E =R, p(dx) = f(z)dx und n € Nya > n — 1, wobei

0 =<0
fle)=¢ z* fir0<z <1
glatt, mit kompaktem Trdager auf [1,00)

Damit ist p differenzierbar, p'(dx ) = az® !, gi(z) = J}’((:)) = 2 quf (0,1).

Also wird [ |B1(z)|"dp(z) fo n.x® dr + const. < oo, aber p ist nicht
quasiinvariant.

Man fragt sich, wie weit die Bedingung im Satz 3.1 abgeschwacht werden
kann. Dies wird vollstandig beantwortet durch folgenden Hauptsatz dieses
Abschnitts, der insbesondere Satz 3.1 impliziert.

Satz 3.4: Fur eine konvezre nichifallende Funktion g : Ry — R, sind fol-
gende Bedingungen dquivalent:

(a) Fir jede 7¢- dzﬁerenzzerbare Familie (u) von signierten Maflen auf einem
Mefraum mit fo Il 9([ps|) |l1,us ds < oo fir alle t gilt p, ~ po fiir alle t.

(b) Jede absolutstetige Funktion f:R — R, , f # 0 mit

b /()
/a f@ 9%

@) |)dz < 0o
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fir alle a < b € R ist strikt positiv.
(b’) Jede absolutstetige Funktion f: R — Ry, f # 0 mit

o fl(x)
| 1@ b < o0

st strikt positiv.

(¢) Aus ©2,2; < 00, 2 > 0 folgt & z; e "g(+ -) = oo.

Ferner gilt unter diesen Bedingungen in der Situation von (a) die Integral-
darstellung der Radon-Nikodym-Ableitungen aus Satz 1.10.

Beweis: Wir bemerken zunéchst, dafl wir ohne Einschrinkung die Funktion g
auf der ganzen reellen Geraden als nichtfallend und konvex definiert annehmen
konnen: Wir brauchen nur g fiir x < 0 durch g(z) = ¢(0) fortzusetzen. (c)
= (b). Sei f so da8

/fgl—l ) dz < oo.

fiir alle @ < b. Sei speziell a so dal f(a) > 0 und nehmen wir an, es gebe
einen Punkt b mit f(b) = 0. Ohne Einschréinkung f(a) = 1 und a < b. Dann
konnen wir nach dem Zwischenwertsatz eine Folge z; < 7o < z3... < b
finden, so da8 f(z;) = e und f(z) > e fiir a < 2 < z; (Setze einfach
z; = min{z € [a,b] : f(z) = e '}. Sei z; = x; — x;—1. Dann Y ;°, z; < oo und

[rotdne = [ i sk
Zzz <[ (f( ) da

l

S sets [l

v

v

g monoton

\Y
2
®
<
0
e
|
2|
|
U
8
SN—r

g konvex

= Zzze g lnf(l“z 1) —In f(z:)))
—(i—1) = (=9)))

o0
IRRE
= iz-e‘ig(l)=00
-~ 2
=1

]
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im Widerspruch zur Voraussetzung.
(b’) = (c). Sei g eine Funktion, fiir die eine Folge z; positiver Zahlen existiert
mit

[ 1

D= eZzi <ooand C =% ze'g(—) < o0

i=1 :
Definiere f wie folgt: Sei zop = 0 und z; = z;_; + ez;. Sei f(+x;) = e ! und
linear auf dem Intervall (—z;, —z; 1), (x;_1,2;) und es sei f(z) = 0 auflerhalb
(=D, D). Auf den Intervallen (—z;, —x; 1) und (z;_1,x;) ist die Ableitung von
f gleich ' .

et — elitl) 1—e

+— =+e"'
€z; €z;

und daher ist |f7'(x)| < L auf diesen Intervallen wegen f(z) > e™". Also ist
wegen der Monotonie von g

| s@ ety a =Z/ @) 9012 Dz
S;/S:Ie_ig(z%)dx = ;ezie_ig(z—)<oo

und analaog ffoo f(x) g(|f7'|)dx < 00. Daher erfiillt die Funktion f die Voraus-
setzung in (b’) aber sie ist nicht strikt positiv. Also kann (b) nicht gelten fiir
eine Funktion g die (c) nicht erfiillt. Daher gilt (b)= (c).

(a) = (b’). Sie f eine Funktion wie in (b’). Sei u das Mafl mit der Dichte f
und p; = p(-+1t). Dann ist leicht zu sehen, daf§ die Integrabilitdtsbedingung in
(b’) impliziert, daB g(|po|) € L'(x) ist. Ferner ist p; = pyo®; und py; = po ®,*
wobei ®;(r) = v —t. Also ist || g(|pel) [|1,.=l 9(lpol) [l1,, und damit ist die
Integrabilitidtsbedingung in (a) erfiillt. Damit ist p quasiinvariant, d.h. die
Dichte f ist Lebesgue-fi. positiv.

Der folgende Trick von Denis Bell beweist, dafl f sogar strikt positiv ist: Wir
nehmen an, es sei f(zg) = 0 fiir ein xy. Dann betrachten wir die Funktion
f=f Lizg,00)- Sie ist ebenfalls absolutstetig und erfiillt offensichtlich ebenfalls
die Integrabilitdtsbedingung in (b’). Also muf} sie wegen dem schon gezeigten
Lebesgue-fii. positiv sein, was offensichtlich falsch ist. Dieser Widerspruch
zeigt, dal f nirgends verschwindet.

(b)) = (b). Sei f > 0 eine absolutstetige Funktion, die die lokale Integri-
erbarkeitsbedingung aus (b) erfiillt. Wére sie nicht strikt positiv, gébe es ein
ohne Einschrinkung als positiv anzunehmendes b mit f(b) = 0. Dann ver-
wenden wir ein ahnlichen Trick wie eben, indem wir die Funktion rechts von b
verschwinden lassen und danach die Funktion fiir negative  durch Spiegelung
an 0 symmetrisieren. Die entstandene Funktion ist immer noch absolutstetig,
erfiillt aber sogar die globale Integrierbarkeitsbedingung in (b’) weil sie kom-
pakten Trager hat. Dies ergibt einen Widerspruch zur Annahme (b’).
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(b)=> (a). Sei p, t € R gegeben und sei g eine monotone konvexe Funktion,
die (b) erfiillt. Dann ist g(y) > y fiir alle hinreichend grofien y und daher
impliziert die Integrierbarkeitsbedingung (a) insbesondere

b b
[ Uw@lde= [ ol it <o

Daher geniigt die Familie (;)icr den Voraussetzungen von Satz 1.10. Daher
gibt es nach Satz 1.6 ein W-Mafl v und zwei produktmefbare Funktionen
fif'tE xR — Rso daB %(m) = f(z,t) und %(x) = f'(z,t) fiir Lebesgue
- fast alle t. Nach unseren Voraussetzungen haben wir

/:/Ef(a:,t) 9(|J}I((Z:))|) dv dt = /ab/Eg(|pt|) dyy dit

~ [ Eutolln) dt <0

a

Nach Fubini gibt es eine v-Nullmenge N, so da8 fiir alle z ¢ N

b (.1
[ 1wt o) i< o

ist, wobei N sogar unabhangig von a und b gewahlt werden konnen. Nun
kénnen wir Teil (b) anwenden wobei die dortige Variable z hier durch die
Variable ¢ représentiert wird, und erhalten entweder f(z,t) > 0 fiir alle ¢ oder
f(z,t) = 0 fir alle ¢, sofern x auBerhalb der oben betrachteten Nullmenge
liegt. Daraus folgt, dafl die Mafle u; aquivalent sind.

Ferner zeigt diese Anwendung von (b), dal die Funktion f(z,-) fir z ¢ N
auf einem kompakten Intervall [0,¢] von Null weg beschrinkt ist durch ein
d(z,t) > 0. Damit wird

Un@lds = [ T8
: s Fies

SM%ﬂ*AIf@&N@'zéwirﬂﬂ%ﬂ—f@ﬁﬂ<w-

Also ist der Satz 1.10 anwendbar und liefert die Formel (1.5). n

Beispiele: 1. Sei g(z) = ems fiir hinreichend gre z. Durch Ableiten erhilt
man dafl z — 2z g(1) monoton féllt auf dem Intervall (0,2). Wenn )" z; < oo,

dann ist z; < m unendlich oft. Also

i (1) S 1 . tIn7lnlns
. il X _
i© 9 zi" — ilnilnlng pln(ilnilnlni)

~.
i)

> lei(%lnlnz’—l)
= 2
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unendlich oft. Damit ist ) ze™'g(&) = co. Die Funktion g erfiillt also die
Bedingung (c) des Satzes. z

2. Sei umgekehrt g(z) = €™ fiir ein & < 1. Wahle z; = i~a. Dann gilt
>z <ooand Y zieTlg(L) =) zie~ielia)” =< oo,

Die Funktion g erfiillt also die Bedingung nicht.

Wir sehen also, da8 die Skorokhodsche Wahl der Funktion g(z) = e nicht
weit von der optimalen Grofenordnung ist.

Um zu sehen, dafl Satz 3.1 tatsichlich aus unserem Satz folgt, verwenden wir
die Implikation (¢) = (a) fiir die Funktion g(z) = e**. Sie erfiillt (c), da dies
sogar fiir das Besipiel 1. gilt. Fiir die Translationsfamilie y; = po ®; " gilt p; o
®; = B! und damit IE,, (g(|p:|)) = E,(g9(|8Y])) fiir alle t. Nach Voraussetzung
im Satz 3.1 ist dies Integral endlich, und daher ist die Voraussetzung in (a)
erfilllt. Daraus folgt die Quasiinvarianz und man erhalt in der Situation von
Satz 3.1 zusatzlich die Formel

du(- + ty)

” (z) = exp /Ot B (x + sy) ds. (3.7)

Wir illustrieren dies im Fall des Gauimafes u = A(0,1)N. Dann erhalten wir
du(- + 1 1
% = exp/ Zyzp(ﬂﬁz + s yi) ds = eXP—/ Z Yi(Ti + s yi) ds

0 0

1 [9)
1
= exp— (/ s ds) D =) yiwi = exp [—5 Iy 112, —(y, z)
0 i=1

also die bekannte Cameron-Martin Formel.

4 Differentiation des Wiener Mafles und Dif-
ferentiation langs Vektorfeldern

Es gibt verschiedene Wege, das Wiener Mafl und allgemeiner Gausche Mafe
in die vorliegende Theorie einzubetten. Da wir das Ma8l = N (0, 1)Y auf dem
Produktraum RY schon kennengelernt haben, fithren wir die entsprechenden
Eigenschaften des Wiener Mafies auf die von N (0, 1)N zuriick.

Sei E der Banachraum Cy[0,1] = {w : [0,1] — R|w stetig, w(0) = 0} mit

der sup-Norm || - || . Wichtig ist der ”Cameron-Martin-Raum” H = {y =
Jyn(s)ds : m € L?[0,1]}, versehen mit dem Skalarprodukt

([ ntoris, [ ey = [ retsias
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In L?[0,1] betrachten wir die Haarfunktionen 7, 7,,..., wobei 7; = 1 und
jedes ng, k > 2 auf einem dyadischen Intervall der Lange 27" die beiden Werte
427, —2% jeweils auf der ersten bzw. zweiten Intervall-Hlfte annimmt. Bekan-
ntlich (dies ergibt sich zum Beispiel aus L2-Martingaltheorie) ist 77,,75 . .. eine
ON-Basis von L?[0, 1]. Aus den Haarfunktionen erhélt man die Schauderfunk-
tionen s, die durch si(t) = fot yr(s)ds, definiert sind. Sie sind dann natiirlich
eine Basis des Hilbertraums H. Aber es ist eine wichtige Tatsache, dafl sogar
jedes w € Cy|0, 1] eine eindeutige Darstellung

w= Z T (W) Sk (4.8)

n=1

als gleichmafig konvergente Reihe besitzt. Die Koeffizientenfolge ergibt sich
rekursiv durch die Werte der Funktion w an den dyadischen Punkten. Be-
trachten wir nun die Menge

R = {(z») € RY : Die Reihe ansn(t) konvergiert gleichmafig fiir ¢ € [0, 1]}

n=1

Dann gilt (vgl. etwa das Lehrbuch von Karlin-Taylor [KT91], vol. I fiir De-
tails):

Lemma 4.1 Es ist N'(0,1)Y(R) = 1.

Da die Abbildung R : Cy[0,1] — R, die jedem w die Koeffizientenfolge (z,)
der Reihendarstellung (4.8) zuordnet, linear und injektiv ist, kann man W
als das BildMaB von p = N(0,1)Y|sr) unter R! definieren. Man iiberpriift
leicht, dal R in beiden Richtungen mefbar ist. Da p differenzierbar ist in
Richtung y fur jedes y € ¢, C R gilt dann automatisch: W ist differenzierbar
in allen Richtungen h € R {*} = {>">7  ynsn : (yn) € €} = H. Hierbei gilt
die zweite Gleichheit, weil (s,) eine ON-Basis von H ist.

Um den Zusammenhang mit der iiblichen Definition von W und mit dem
Wiener-Integral herzustellen, betrachten wir zunachst einen der Basisvektoren
n;- Dann ist das Integral fol 1; dW definierbar mit Hilfe des obigen Reihen-
ansatzes (4.1)

Insbesondere ergibt sich, daf die Zufallsvariablen [n; dW, i =1,... bzgl. W
die gleiche Verteilung haben wie die Koordinatenfunktionen z —— z;, ¢ =
1 bzgl. u, dh. sie sind unabhéngig N(0,1) verteilt. Durch Linearitét

PRI
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und L2-Tsometrie erhalten wir also eine isometrische Zuordnung (deren zweite
Hilfte das sogenannte ” Wiener-Integral” ist)

I: H — L*0,1] — L*(W)

1 n
h —h=n— / ndW = L*(W) — limZyixi(w)
0 i=1
Die logarithmische Ableitung 3 von W in Richtung

h= Zyzsz / Zymzds mit y = (y;) € £

ergibt sich wegen Rh = y als 3V = By o R, (dies rechnet sich leicht aus der
Definition nach). Also erhdlt man nach dem letzten Ergebnis aus Abschnitt 2
wegen der p-fii Konvergenz der Reihe Y 0 yx;

B (w) = lim — Zy, (Rw); = —I(h)(w) W —fii (4.9)

Damit ist die logarithmische Ableitung des Wiener-Mafles in Richtung h € H
gleich dem negativen Wiener-Integral der ”Zeit”-Ableitung n = A’ von h.

Diese Aussage iiber Differenzierbarkeit des Wiener-Mafles 148t sich ohne be-
sondere Miihe auch im Rahmen der 'abstrakten Wiener-Raume’ formulieren
: Sei E ein lokalkonvexer reeller Vektorraum, H ein stetig in E eingebetteter
Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt ( , )m. Die Einbettung i : H — E
hat eine Adjungierte i* : E' — H' wobei der Strich den stetigen Dualraum
bezeichnet. Wir identifizieren H und H'. Ein straffes Borelsches W-Maf§ 1 auf
E heifit das zu H gehorige Gaufi-Mafl auf E, wenn je zwei Vektoren z,z € E’
als Zufallsvariablen auf (F, u) eine gemeinsame zentrierte Normalverteilung
haben mit cov,(z,2) = (i*z, i*z)g. Dann gilt:(vgl. z.B. [Kuo75]) p ist dif-
ferenzierbar in Richtung y € E genau dann wenn y € H und in diesem Fall
ist

B = —"(, ) auf B (4.10)
wobei die Zufallsvariable (-, y)% ganz analog zum Wiener-Integral wie folgt
erklart ist: Im Fall y = i*z, z € E' ist "(x,i*2)" einfach gleich z(z). Fiir
den allgemeinen Fall zeigt man, dafl die Vektoren ¢*z dicht in H sind. Da die
Zuordnung i*z — z € L*(u) nach Voraussetzung an p die Isometriebedin-
gung ||z||r2(n =|| 72 ||g erfiillt, gibt es eine kanonische stetige Fortsetzung
I: H — L?(u). Man schreibt auch ”(-,y)" statt I(y).
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Aus der Formel (1.10) des ersten Abschnitts erhilt man die Cameron-Martin
Formel: Das Maf} y ist Aquivalent zu p¥ = p(- +y) fr alle y € H und

dl’l’y 1 n "
@ =e{=5 v ()"} (411)

In der Tat ist die Familie (u%) die logarithmische Ableitung p; gegeben durch
pe(w) = B4 (z + ty) und damit wegen (4.10)

1 1 1 1

/ ps(z)dz = / Bl (x+ty)dt :/ —"z+ty,y)"dt = —/ tdt (y,y)="(z,y)"
0 0 0 0

und daher gilt (4.11).

Wir bemerken, dafi umgekehrt aus der Formel (4.11) mindestens formal auch
die Form der logarithmischen Ableitung abgelesen werden kann: Betrachten
wir die Familie (p;) mit p; = pf dann ergibt sich mit (4.11)

d/vl'é) d d/vl'i/ d 1 2 2 " " " "
Da)==| L@)=-— ——t —t = .
O = Gl dn = gl Pt Tyl =)™} = =", 9)
Damit schlieflen wir die Diskussion des Wiener-Mafles und abstrakter Wiener-
Raume fiir den Augenblick ab.

Bisher haben wir die Mafle immer nur in festen Richtungen differenziert. Nun
kommen wir zur Differentiation langs Vektorfeldern. Es gibt verschiedene
Moglichkeiten dabei vorzugehen. Der Vergleich dieser Moglichkeiten wird
transparenter durch folgenden Satz ([SW97)):

Satz 4.2: Sei E ein lokalkonvexer Raum, h : E — E ein Vektorfeld. Sei
®:R X FE — E,(t,z) — Oz differenzierbar in t mit ®'(0,z) = —h(z) fir
alle x und {®'(t,z) : t € R, x € E} sei beschrinkt. Sei C' ein Raum skalarer
glatter Funktion, die zusammen mit den Ableitungen beschrinkt sind und der
normdefinierend im Sinn von Abschnitt 1 ist. Sei p € M(E) und p; = po ®;"
firt € R. Dann sind dquivalent

a) (u) ist T¢-differenzierbar,

b) Es existiert ein Maf$ p, € M(E), so daf fir jedes ¢ € C die folgende
Formel der partiellen Integration gilt:

/ Vo(z) h(z) du(z) = — /E () i, (da) (PD)
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Ist in der Situation des Satzes uj, < p so schreiben wir 3 fiir die Radon-

Nikodym-Ableitung % und nennen () die logarithmische Ableitung des Mafies
1 in Richtung des Vektorfelds A.

Beweis: Beide Aussagen sind dazu dquivalent, daf es ein Maf§ u}, gibt derart,
daB

[ e@ siido) = 1im

fiir jedes ¢. Die Vertauschung von Differentiation und Integration ist erlaubt
wegen der Beschranktheitseigenschaften. |

Wir fiithren nun die Grundoperationen des stochastischen Kalkiils des Wiener-
Mafles, namlich Malliavin-Ableitung und Skorokhod-Integral, auf einfache Weise
im Rahmen unserer Theorie ein. Vermutlich wird man fiir manche Anwendun-
gen noch weitergehende Verallgemeinerungen brauchen.

Wir arbeiten in folgendem Rahmen:

Es sei H ein Hilbertraum, H C F mit stetiger Einbettung. Das Maf} x sei > 0,
w sei differenzierbar in allen Richtungen y € H mit logarithmischen Ableitun-
gen (% € L*(u). Definiere L7 (p) als den Raum aller Borelschen Vektorfelder
h: E — H fir die

\// I h(z) (13 p(dz) =I B llL2qy< oo

ist. Als Raum von Testfunktionen wahlen wir z.B.

C={u=9({z1,2),...,{(2n,2)) : g€ CP(R"), ne Nz € E'}

Fiir v € C, = € E existiert die Ableitung u'(z) € E'. Sie ist an der Stelle y
explizit berechenbar als

VU(I)y = Z aig(<zl’ x>> R <Zn, $>)<Zj’ y)'

Offenbar ist fiir y € H

W@yl <n I Vg lleo max |2 llall y llm
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Also konnen wir u' auch als beschrankte Funktion von E nach H auffassen,
dh. o' induziert insbesondere ein Element von L2 (u), welches wir mit Dyu
bezeichnen. Wichtig ist die Aussage

Lemma 4.3 Fafit man C als Teilraum von L?(u) auf, so ist der Operator
Dy : C — L% (u) abschlieffbar.

Das bedeutet definitionsgemaf, dafl der Abschlufl des Graphen {(u, Dou) : u €
C} im Produktraum L?(p) x L% (u) wieder der Graph einer Funktion ist. Zum
Beweis des Lemmas reicht es wegen der Linearitéit zu zeigen, dafl aus v, — 0
in L?(p) und Dy v, — w in L% (u) folgt w = 0. Hierfiir sei y € H. Dann gilt
fiir jedes u € C nach der Formel (PI) angewandt auf das konstante Vektorfeld

Y

n—oo

/ ule)(w(z), y) plde) = Tim [ u(z) v)(2)y u(dz)

= lim [ ((uwv,)'(z) —v,u'(2)) y pu(dz)

n—oo

= lim — [ wwn(z) B (x) + va(z) v'(2)y p(ds)

n—0oQ

= 0.
Hier haben wir die Tatsache benutzt, dafl B¢ € L?(u). Also ist w = 0.

Wir definieren nun D als den Abschlufl des Operators Dy. dh. der Graph
von D ist der Abschlufl des Graphen von Dy Dies ist in vollkommener Analo-
gie zum Vorgehen bei der Definition der Malliavin-Ableitung. Zu jedem dicht
definierten linearen Operator gehort der adjungierte Operator, den wir hier
mit ¢, bezeichnen wollen.

Definition 4.4 Ein Vektorfeld h € L% (u) liegt im Definitionsbereich dom(d,,)
genau dann wenn es eine Konstante K g¢ibt so daf fiir jedes u € C die Un-
gleichung

| / Vu(@)h(z) pldz) | < K || u

gilt. In diesem Fall existiert ein eindeutig bestimmtes Element §,h von L*(p)
so daf

/Vu(ac) h(z) p(dzr) = /u(x)éuh(a:) p(dzx) (4.13)

gilt fiir alle u € C.
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Bemerkungen: 1. Wir haben in der Definition von D den Index y weggelassen,
weil fiir hinreichend regulare Funktionen u das Vektorfeld Dyu als Gradient

eine vom Maf} ;4 unabhangige Definition besitzt. Dagegen ist in der Definition

von 6,h die von dem Mafl p induzierte Hilbert-Raum-Struktur entscheidend.

Somit ist der Wert ¢,h in viel stirkerem Mafl von p beeinflufit. Wir werden

spater uns noch mit dem Thema beschaftigen, wie sich d,h adndert, wenn das

MaB p geandert wird.

2. Im Fall des Wiener-MaSes ist die Formel (4.13) gerade eine charakteristische
Eigenschaft des Skorokhod-Integrals. Diese Definition von d, A ist also eine Ver-
allgemeinerung des Skorokhod-Integrals fiir allgemeine differenzierbare Mafe.

3. Wenn wir die Formel (4.13) mit der Formel (PI) vergleichen, erhalten wir
die folgende Aussage: Das Maf} p ist genau dann in Richtung des Vektorfelds
h differenzierbar mit einer logarithmischen Ableitung 3i € L?*(u) wenn h €
dom(d,) ist. In diesem Fall ist

Suh =~ (4.14)

Dies ist eine natiirliche Ausdehnung von (4.11).

5 Glattheit von Bild-Maflen

In diesem Abschnitt skizzieren wir in unserem Rahmen die klassische Thematik
des Malliavin-Kalkiils, ndmlich den Glattheitbeweis fiir die Verteilung von Zu-
fallsgroflen via unendlich dimensionaler partieller Integration. Wir vermeiden
die Meyerschen Ungleichungen und gehen auf die Formulierung von Stroock
[Str81] zuriick.

Zunichst fiihren wir hohere Ableitungen ein. Seien hq, ho, ... , h, Vektorfelder
und g ein Maf} auf dem lokalkonvexen Raum E. Wir definieren rekursiv: p ist
n-fach differenzierbar langs hq, ... , h, mit Ableitung /‘Eﬁ)hn € M(FE), wenn p
schon (n—1) mal differenzierbar ist langs A4, ... , h,—; und das Ma8 (ufﬁfh)n_l)
lings h,, differenzierbar ist. Mit ,uglnl)hn wird das Maf} (uﬁﬁ‘ﬁnfl)gn bezeichnet.

Ist ,ugﬁ)hn < p so heifit

(n)
B, = Ay,

dp
die logarithmische Abbildung der Ordnung n von p langs hq, ... , hy,.
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Beachte: Die Reihenfolge der Vektorfelder ist wie beim Ableiten gewohnlicher
Funktionen wesentlich. Dagegen kann man bei konstanten Vektorfeldern die
Reihenfolge der Differentation vertauschen. Als [llustration formulieren wir fol-
gende Erginzung unserer endlich-dimensionalen Uberlegungen aus Abschnitt
2:

Lemma 5.1 Sei ey,...,e; eine ON-Basis in R Sei p € M(R?) d-fach
Tooeo (rd)-differenzierbar lings der konstanten Vektorfelder ey, ... ,eq. Dann ist
fiir Xe-fast alle a = (a1, ... ,aq) € R?

,ug‘f)___ed(] —00,a1] X ...X]...00,a,]) = f(a) (5.15)

wober [ die Lebesgue-Dichte von p ist. Speziell im eindimensionalen gilt die
Formel

p (=00, a] = f(a). (5.16)

Beweis: Aus dem Lebesgueschen Differentiationssatz folgt % J 1 coodp =
f(a) Lebesgue-fii.. An einer solchen Differenzierbarkeitsstelle approximiert
man 1(_u,q durch glatte Funktionen und benutzt (PI) um zu zeigen, daf diese
Ableitung mit y'(—o0, a] libereinstimmt. Dies beweist (5.16) und (5.15) ergibt
sich dann durch Induktion. [ ]

Die linke Seite in (5.15) ist nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz
stetig in a, falls ,uc(;f?___,ed < M ist, dies gilt z.B. auf Grund von Satz 2.8, wenn
i (d+1)-mal differenzierbar ist fiir alle konstante Richtungen. Induktiv ergibt

sich

Folgerung 5.2 Das Maf 1 € M(R?) sei n+d+1-mal Teso (re) -differenzierbar
in alle konstante Richtungen. Dann hat p eine C™(R?)-Dichte.

Beweis: Alle Ableitungen der Ordnung n von p sind nach Voraussetzung noch
(d + 1)-mal differenzierbar, also wegen (5.15) durch stetige Dichten gegeben.
Erst recht sind g und die Ableitungen dazwischen durch stetige Funktionen
gegeben. Man verwendet dann, dafl eine Funktion deren n-fachen partiellen
Ableitungen im Distributionssinn durch stetige Funktionen dargestellt sind,
selbst eine C™-Funktion ist. Dies beweist man z.B. durch Falten mit einer
glatten Kernfunktion. ]

Seien nun wie im vorigen Abschnitt y € M(FE) und ein Hilbertraum H C E
gegeben, so daf} (! € L?(u) fiir alle y € H. Dann sind die Operatoren D :
dom(D) — L3 (u) und 6, : dom(6,) — L?(u) definiert. Unser Ziel sind
Kriterien fiir eine Abbildung

u: E — R?
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dafiir da8 das BildMafl v = p o u~! eine glatte Dichte besitzt. Die wesentliche
Idee ist, zu p-fast jedem z € F und i € {1,...,d} eine Richtung h;(z) € H
zu finden, die unter der verallgemeinerten Ableitung Du(z) : H — R? auf
dem ¢-ten Einheitsvektor abgebildet wird, derart dafl auBlerdem g unend-
lich oft langs der Vektorfelder h; differenzierbar ist. Dabei ist Du(z) durch
Du(x)y = ((Dui(x),y),- .., (Dug(x),y)) definiert. Unter diesen Vorausset-
zungen ist namlich die folgende Aussage anwendbar.

Proposition 1 Seien g : R — R? und h € L% () Vektorfelder derart dafs
E,(Du hlu)(z) = g(u(z)), wobei der Zufallsvektor Du h durch (Du h)(z) =
Du(x)h(z) definiert ist.

Dann ist v = pou~! differenzierbar in Richtung g und By ou = E,(By|u)

Beweis: Sei ¢ eine Testfunktion auf R?. Dann ist es leicht, die verallgemeinerte
Kettenregel

(Dg ou(z), h(z))u = Ve(u(z)) Du(z) h(z) (5.17)

zu verifizieren. Damit ergibt sich
/R (Vl(2),g()) w(dz) = / (Vo) (u(@), g(u(z))) p(dz)
= [ Vo(u(@) Dule) hiz) uldz) = / (D(p o) (z), h(z)) ps(de)

E

= /gpou Ouh p(dz) = —/(pouﬁﬁ du
= —/gaou E(B)|u) du = —/d(p,@g" dv.
R
Dabei ist 3} die v-fast eindeutige Funktion auf R* mit 8} ou = E(G}|u). =
Ausdehnung auf héhere Ableitungen: Sei hy,... ,h, € L () so daB gy .

existiert in L*(p) fir 1 < i < n. Sei g; o u = E(Du h;|u) fiir jedes i. Dann
existiert gk " und ist = E(8y, , |u).

an

Bemerkung: Der Beweis verlauft ganz analog zum Beweis von Proposition
1. Man bendtigt allerdings starkere Integrabilitatsbedingungen (z.B. L*), weil
im Induktionsschritt die erweiterte partielle Integration

/(Dw, hz) ﬂ#l,“hFI d,u = _/w ﬁ;;...hi d:u

fir w € dom(D) gebraucht wird, bei deren Beweis die zusétzliche Gewichts-
funktion auf der rechten Seite beriicksichtigt werden mu$.
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Folgerung 5.3 Wenn es Vektorfelder hy,... ,hg € L*(u) gibt so daf alle
hoheren logarithmischen Ableitungen von p lings der h; in L*(u) erzistieren
und Du h; = e; fs., dann hat pou™t eine C™® -Dichte.

In der Tat: Unter diesen Voraussetzungen ist das Mafl p unendlich oft in
Richtung auf die Vektorfelder h; differenzierbar und damit ist das Bild-Maf
v = powu~! unendlich oft in Richtung auf die konstanten Vektoren e;, 1 < i < d
differenzierbar, woraus sich die Behauptung ergibt mit Folgerung 5.2.

Damit diese Vektorfelder h; existieren konnen ist offenbar eine notwendige For-
derung, dafl Du(z) H = R? p-fii gilt, d.h. daB die zufillige lineare Abbildung
Du(z) fast sicher surjektiv ist. In diesem Fall ist Du(x) Du(x)* : R — R? in-
vertierbar und h = Du(z)* (Du(z) Du(z)*) 'g 16st die Gleichung Du(z)h = g.
In Standardkoordinaten hat Du(z) Du(z)* die Matrix

o(x) = (Dui(z), Du;())ij=1,...a

Diese notwendige Bedingung garantiert (jedenfalls unter einer leichten Zus-
atzvoraussetzung) die Existenz einer Dichte des Bild-Mafles: Es gilt der fol-
gende ([BH91|, Theorem 5.2.2)

Satz 5.4 (Bouleau-Hirsch): Wenn p sogar quasiinvariant ist in den Richtun-
gen einer ON-Basis von H und o(z) invertierbar ist, dann ist pon * < A%,

Dieser Satz benutzt keine partielle Integration, es wird nicht vorausgesetzt,
dafl p langs der angegebenen Vektorfelder h; differenzierbar ist, er benutzt im
wesentlichen einfache Eigenschaften der Dirichlet-Form (u, v) — [(Du, Dv)dp
und die Koflachen-Formel der endlich-dimensionalen geometrischen Mafithe-
orie. Uber die Dichte 1a8t sich dafiir so gut wie nichts aussagen. Wir brauchen
diesen Satz nicht, weil die Existenz der Dichte durch unsere Methoden aus den
starkeren Voraussetzungen direkt folgt.

Um unsere hinreichende Bedingungen zu formulieren, fiihren wir den von pu
induzierten ”Laplace-Operator” A, ein:

A, =—6,D.
Wir erinnern daran, daf im klassischen Raum L?(\¢) man den Laplace Op-
erator schreiben kann als A = div grad wobei div = —(grad)*. Also ist dort
A =-D*D.

Unser Hauptergebnis in diesem Abschnitt ist die folgende Adaption eines
Satzes von Stroock ([Str81]):
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Satz 5.5 ([SW97]) Sei R C dom(A,) abgeschlossen gegeniber Multiplikation
und unter A,, d.h. es sei RR C R und A,R C R. Sei u: E — R? eine
Abbildung, so dafs uZ € R firi=1,...,d. Dieinverse Matriz o(x)™! existiere
wu-fii und es sei W € M3, LP(p). Dann hat o' eine C* Dichte f und

fir alle v,w € R mit + € ﬂpL”(u) gilt

v

E(EW) =ou mitp € C°({f > 0}).

Bemerkung: 1. Aus der Voraussetzung an R folgt R C M2, LP(u), da jede
Potenz eines Elements von R in dom(D) C L?(u) ist.

2. In dem Beweis ist OBdA R ein linearer Raum der die Konstanten enthalt,
denn der von R und den Konstanten aufgespannte lineare Raum ist auch
abgeschlossen unter Multiplikation und unter A,,.

3. Wenn man nicht C*®-Dichten braucht, sondern nur C*-Dichten, dann
kann man mit den gleichen Methoden wie in dem folgenden Beweis auch mit
schwacheren Integrierbarkeitsvoraussetzungen auskommen.

Der wichtigste Schritt des Beweises ist das folgende

Lemma 5.6: Se:

R = {r=2:v,weR, w'enlt}
H = {%Ds:s,v,wE’R,w_léﬂLp}

Dann ist {ru:r € 7@} abgeschlossen unter Ableitung ldngs Vektorfeldern aus
H.

Wir betrachten die Vektorfelder

hz(.T) = Du( Z ]zDu]()

A

d
- z_: e‘zza u;(z)-

Hierbei sind die 6;;(z) die Kofaktoren der Matrix o(z). Das néchste Lemma
impliziert zusammen mit den Voraussetzungen an R, dafl die Eintrige von o
in R sind, also gilt das gleiche fiir die Kofaktoren und fiir die Determinante im
Nenner. Zusammen mit der Integrierbarkeitsvoraussetzung iiber die inverse
Determinante ergibt sich, dafl jedes h; ein Element des Raums H aus dem
Lemma 5.6 ist. Daher ist p langs den h; unendlich oft differenzierbar. Nach
der Folgerung 5.3 ergibt sich die Existenz einer glatten Dichte fiir ou™!. Die
zweite Behauptung des Satzes betrachten wir weiter unten.
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Lemma 5.7: Fir u,v € R ist
2(Du, Dv) = (A, (uv) — uAp(v) — vA,(u))

Insbesondere o;; € R.

Beweis: Zunéchst gilt die Produktregel Duv = uDv + vDu. (Den Beweis
durch Approximation mit glatten Funktionen lassen wir weg. Er ist nicht ganz
Routine, weil man apriori keine Integrierbarkeit von Du und Dv hat. Es reicht
aber zu wissen, daf} u?, v? und wv in dom(D) liegen, was hier daraus folgt, daf}
diese Funktionen sogar in R sind.) Damit gilt fiir jede glatte Testfunktion w

/w(RechteSeite)du = —/wéuD(uv) — wvd, Du — wud,Dv du
S / (Dw, Duv) — ((D(wv), Du) + (D(ww), Dv)) dy

= 2/w(Du,Dv)d,u.
]

Fiir den Beweis von Lemma 5.6 ben6tigen wir noch eine weitere Regel. Sie ist
eine Art Produktregel fiirs Differenzieren von Maflen langs Vektorfeldern.

Lemma 5.8: Fir v € dom(D) und u € dom(A,) sind die Mafle p resp.
v differenzierbar langs der Vektorfelder vDu resp. Du mit den zugehorigen
logarithmischen Ableitungen

(Du, Dv)

o = vAu + (Du, Do)y und 5 = Mu +
(Y

Beweis: Fiir jede glatte Testfunktion ist
—/(w',Du)v du = —/(Uw',Du)d,u
= /(va — D(vw), Du)dpu

= /w (Du, Dv) —wv 6, Du dp

= /w(vAuu + (Du, Dv)) du = /w(Auu + M) vdp.

Daraus folgen beide Behauptungen. [ ]

Nun fiithren wir den Beweis von Lemma 5.6. Fiir jedes w € R mit w # 0 pu-
f. und L € L8(p) ist + € dom(D) mit DL = =5¥_ Dies ergibt sich wegen

w?
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Dw € L% (u) mit Approximation durch glatte Funktionen. Damit erhlt man
die Quotientenregel

Dvfw) = PP € (Y 1)

p>1
fir 2 € R. Fiir jedes h = = Ds € H ist das MaB p nach Lemma 5.8 differen-

zierbar langs h und es gilt

Ds, D —v(Dw,D ~
(Ds, Dv)w — v(Dw, S)ER.

v
/6;; = EA“S +

w2

Sei nun A = 72 ein Mafl mit Dichte in R. Um X nach h zu differenzieren
betrachte das Hilfsvektorfeld

=2 heH.
Wi

Dann gilt fiir jede Testfunktion ¢
# ndy = [, 2Ds) 2d :/t’h*d
Jemin = [, 209 Pau= [ (.0 du

= —/tﬂ,ﬁ‘* dp.

Also ist A, = (. 1 wieder ein Maf§ mit Dichte aus R. Dies beweist das Lemma
5.6 und damit die Existenz der glatten Dichte von pou™!.

Zum Beweis der glatten Faktorisierung der bedingten Erwartungen sei r =
- € R. Wie oben gezeigt, ist rh; € H und damit ist p oo oft dlfferenzwrbar

langs dieser Vektorfelder mit logarithmischen Ableitungen, die ebenfalls in R
sind. Dies fithrt wegen Du(x)h;(z) = e; mit der Kettenregel (5.17) zu der
Beziehung

A;@w@)ﬂﬂﬁou1=i/UX¢OM@%hA@)N@MW@

= —/SOOU fhidll:—/@d( rhilb p)ou!

Also ist (ru)ou~! unendlich oft differenzierbar in den Koordinaten-Richtungen
und hat eine Dichte g € C*°(R?). Fiir jedes ¢ mit

You=E(rlu)
gilt mit einer beliebigen glatten Testfunktion ¢

/ o(2)g() dz = / o(2) (rp) o=t = / o(u(z)) Ey(rlu) p(dz)
= [ o) vte) )



31

Damit ist speziell ¢(z) = géz) wahlbar fiir f(z) > 0. Offenbar ist ¢ € C*°({f >

0}). Dies schlieit den Beweis von Satz 5.5 ab.

6 Transformationsformeln

Ziel dieses Abschnitts ist eine Analogie zur klassischen Integraltransforma-
tionsformel im Euklidischen Raum. Das Mafl i sei wie im letzten Abschnitt
differenzierbar in alle Richtungen y € H C E mit logarithmischen Ableitun-
gen B¢ € L*(p). Zunichst bendtigen wir etwas genauere Information iiber
den Divergenz-Operator ¢,. Bei unbeschrankten Operatoren ist die Frage nach
einer genauen Charakterisierung ihres Definitionsbereichs manchmal schwierig.
Dies gilt auch fiir das Skorokhod-Integral. Unter einer leichten zusétzlichen
Glattheitsbedingung gibt der folgende Satz eine Antwort.

Satz 6.1 Sei h € L% (u) ein Vektorfeld derart dafy (h,y(-)) € dom(D) ist fiir
alle y € H. Sei (e;)ien eine ON-Basis von H. Genau dann ist h € dom(é,),
wenn die Rethe

Z[ (h,ei) + (D(h, ), €i)n (6.18)

=1

gegen ein Element von L?(u) in der Topologie ¢ konvergiert. Der Grenzwert
ist dann —6,h = ).

Dabei fassen wir L?(u) als Teilmenge von M(FE) auf, indem jedes X € L?(p)
mit dem Maf} identifiziert wird, welches die p-Dichte X hat.

Bemerkung: Der zweite Tell der Summe ist eine Verallgemeinerung der
klassischen Divergenz ZZ 1 a . Die zentrale Rolle der Divergenz bei infin-
itesimalen Volumenanderungen ist bekannt aus dem Satz von Gaufl oder aus
dem Satz von Liouville iiber die Volumentreue Hamiltonscher Fliisse. Hier
ist eine anschauliche Deutung der Divergenz als logarithmischer Ableitung des
Lebesgue-Mafles: Seien () ein Quader und A eine lineare Transformation in
R¢. Dann gilt fiir t — 0

vol (1 +tA)Q
vol @)

(Es ist lehrreich, sich einmal diese Beziehung ohne Verwendung der Determ-
inante geometrisch klar zu machen.) Sei nun ®;z = x — th(x). Sei x + @ ein
kleiner Quader um x. Dann unterscheidet sich die Urbildmenge ®, ' (z + Q)
in erster Ordnung nicht von (I + th'(z))(z + Q). Also ist der infinitesimale

=1+t-trA+ o(t). (6.19)
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prozentuale Unterschied zwischen A\%(Q + ) und Ao ®;1(Q + x) wegen (6.19)
gegeben durch ¢ -trh'(z) + o(t) = tdiv h(x)+ o(t). Diese infinitesimale prozen-
tuale Anderung des Mafles in der ”Nahe” eines Punktes z ist aber gerade die
anschauliche Bedeutung der logarithmischen Ableitung.

Von den beiden Teilsummen in (6.18) ist also die zweite der Ausdruck, der un-
abhangig von dem Mafl sowieso entstehen wiirde, selbst wenn das Maf§ trans-
lationsinvariant ware. Dieser Teil riithrt davon her, dal verschiedene Punkte
in verschiedene Richtungen verschoben werden, weil das Vektorfeld nicht kon-
stant ist.

Die erste Summe hangt dagegen damit zusammen, dafl das Maf} p nicht ver-
schiebungsinvariant ist. Da die logarithmische Ableitung in einer konstanten
Richtung eine linearen Funktion dieser Richtung ist, entspricht dieser Teil der
Summe also einfach der orthogonalen Zerlegung des Vektors h(x). Diesen er-
sten Teil der Summe kann man lesen als logarithmische Ableitung von p in die
Richtung h(z), wenn h konstant gleich h(x) wére. Die Nichtkonstantheit von
h &uflert sich nur im zweiten, von p unabhéngigen Teil von (6.18).

Der Beweis des Satzes ist erstaunlich einfach. Die Formel (6.18) ist im Prinzip
bekannt (z.B. [DM85]), die Verwendung der Topologie 7¢ in diesem Zusam-
menhang, die eine notwendige und hinreichende Bedingung erlaubt, ist an-
scheinend neu auch fiir das Wiener-Ma$.

Beweis: Sei zundchst A = )., h;(z)e; mit festen Koeffizienten-funktionen
h; € L*(p). Dann gilt fiir jedes ¢ € C nach Lemma 5.8

=(e;,h)Edom(D)

" —~ =
/go'h dy = /Zgo'ei hi(z) dup
=1
= =3 [P min
i=1

Also ist h € dom(d,) und 6,k ist durch die ausgegebene Summe S,k gegeben.
Sei nun h beliebig. Sei P, : H —» span{e, ... ,e,} die orthogonale Projek-
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!

tion. Es gibt wegen der Beschranktheit von ¢

/gp’h dy = / Z(p'ei(h, ei)du
B E =1

= lim /Z(p'ei(h, e;)dp = lim [ ¢'P,h du
=1

d—oo n—o0

= —lim [ pS,h du

d—oo

Offenbar existiert lim S,k in (L?(u), 7¢) genau dann, wenn dies Integral als
J ¢ B dp mit einem [ € L?(u) geschrieben werden kann, dies § ist dann nach
Definition gerade gleich - d,h. [ |

Im folgenden klassischen Beispiel sehen wir, dafi i.a. die Regularitatsannahme
(y, h) € dom(D) eine echte Einschrankung bedeutet.

Beispiel (Das It Integral) Sei p das Wiener- Maﬁ und A : C’O[O 1] — H =
{ [, nds : n € L?[0,1]}. Wir nehmen an, da h(w) = [, n(s,w) ds, wobei

E :771 al ait1] )\/ Qit1 — Q4

und fiir jedes ¢ die Koeffizientenfunktion 7; differenzierbar und Fj,-mefibar ist.
Setze e; = fo Vaiy1 — ai1ig; 4, 1(5)ds. Dann ist ey, ... , e, ein ON-System und

h(w) = / n(w)ds = Z ni(w)e;.

0

Ferner ist

(DB e)@).) = (D () = tim L) ),

t—0 t

Da die beiden Pfade w + t e; und w auf [0, q;] iibereinstimmen und 7; Fj,-
mefibar ist, ergibt sich also

(D(h, €i)s ei) =0

fiir alle 7. Damit ist

Suh = = Bt (he)
=1

nool
- Z/O V@it = i Laga,,) AW - 05
=1

1
0
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dh. —d,h stimmt nach dem elementaren It6 Integral (von 0O bis 1) von n
iiberein, wenn der Integrand n vom angegebenen Typ ist. Insbesondere gilt

6, / 1) 2o = 11 7 |20

fiir elementare adaptierte Prozesse n mit differenzierbaren Koeffizienten. Da
0, ein abgesch-lossener Operator ist, iibertrdgt sich diese Relation auf alle
Integranden im Abschlufl dieser Prozesse d.h. es ist

6u(/0'nds)=—f01ndw

fiir alle adaptierte Ito-Integranden n € L?(A® W). Beachte, daf in dieser Situ-
ation an die Koeffizienten 7; nach dem Ubergang zum L2-AbschluB keinerlei
Glattheitsvoraussetzungen mehr gestellt werden. Insbesondere ist typischer-
weise (y, h) ¢ dom(D) wenn h = [ n ds mit adaptierten n € L*(A ® W).

Wenn in dem obigen Satz h € dom(é,) ist und eine der beiden Bestandteile
der Reihe konvergiert, dann auch der andere. Die erste Teilsumme

> Bu(@)(h(e), ) (6.20)

ist im Fall des Wiener-Mafles gleich der Summe Y —(h(w), e;) [ e; dW. Dies ist
das sogenannte Ogawa Integral. Es ist i.a. unklar fiir welche ON-Basen diese
Reihe konvergiert und wenn sie fiir zwei Basen konvergiert, ob die Summen
iibereinstimmen. Das einzige mir bekannte allgemeine Kriterium ist folgendes:

Satz 6.2 Sei Hy C H ein Hilbertraum bzgl. ( , )o so daf§ die Einbettung
Hy — H ein Hilbert-Schmidt-Operator ist (dh. 222, || g; [|H< oo fir jede
ONB won (Ho,( , )o). Sei h : E — Hy ein Vektorfeld in Ly (1) und sei
| By lle< ¢ || v ||l fiir alle y € H. Dann konvergiert die Reihe (6.20)
fiir jede ONB (e;) von H in LP/?(1) gegen eine von der Basis unabhingige
Zufallsvariable.

Lemma 6.3 Sei p > 2. Sei B : H — LP(u) linear und stetig. Sei R die
Operatornorm von B und M die Hilbert-Schmidt-Norm der Einbettung Hy —
H. Dann ezistiert ein b € L () mit || b |,< R- M, so dafs

B(h)(z) = (h,b(z))m, p-fi V h € Ho.

Beweis: (des Lemmas) Sei (g;) eine ONB von Hj. Dann ist

[ 3B @ dus RY |1 < RM.
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Sei Ey = {z : Y B(gj)*(z) < oo} wobei B(g;) feste Reprasentanten sind. Es
ist u(Ep) = 1 und fiir z € E definiere

ZB gJ QJEHO

Dann gilt
(hb(2)) = D (h,g)(b(2),95) = D (h,9;)Blg;)7?7
= B(h)()
und
lol = I(XB@)?) Il

= 1Y B IR (1B 1l )

— (B ) <r(Xlwl) <R
Damit ist das Lemma bewiesen. [ ]

Fiir den Beweis des Satzes macht man den Ansatz
Z /Bei(h(x)’ ei) = (b(.’l?), h(x))Ho
i=1

wobei b das Vektorfeld ist, das man durch Anwenden des Lemmas auf den
durch By = (! definierten Operator B erhalt. Der tatsichliche Nachweis, daf}
dieser Ansatz zum Ziel fiihrt, benotigt allerdings noch etwas Arbeit, auf die
wir hier verzichten.

Beispiel: Der Raum W'? ist HS-eingebettet in L?[0, 1], also auch {fol nds :
n € WbH2} in W12, Speziell konvergiert das Ogawa-Integral fiir Prozesse mit
stetig differenzierbaren Pfaden. Dies ist bekannt.

Im allgemeinen kann man iiber die Konvergenz der Reihe > (D(e;), h;,€;)
wenig sagen. Die iibliche Forderung ist, da8 fiir alle z ein Spuroperator Dh(zx)
existiert mit (Dh(z)y,2) = (D(2, WD, y) (z.B. h ist Fréchet-differenzierbar
und A'(z) ist ein Spuroperator, in diesem Fall ist die p-fii. Reihe eben

= Sp(Dh(z) = divh(z)
unabhangig vom Koordinatensystem.

Schlielich geben wir die angekiindigte Transformationsformel in einer ein-
fachen Form.
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Satz 6.4 ([SW95]) Die Abb. ®, : E — E, t € R habe folgende Regu-
laritdtseigenschaften:

1) (I)O = Zd, (I);(,’IJ) = %@t(.f) € H() C H.

2) D®,(z), D®} existieren als Fréchet-Ableitung und die Abbildungen t —
In D®; und In D®} seien stetig von R in dem Raum der Spur-Operatoren in
H.

Dann gilt fiir die Bildmaf ps = po ®; von p unter den inversen Abbildungen
®, ! die Formel

i

1
2 (a) = det. Dy (o) exp / (b(@,2), L), dt
0

wobei b : E — Hy wie im obigen Lemma durch die Relation (b(x),y)o = Bl(w)
fir alle y € Hy definiert ist.

Der Beweis beruht u.a. auf den beiden folgenden Lemmas.

Lemma 6.5 Sei k,(z) definiert durch k,(®,(z)) = ®}(x). Dann ist &|,_,®,(®,'y) =
—ki(y).

Lemma 6.6 (y;) ist differenzierbar an der Stelle t mit

Z—Zi = Bl (®4(7)) = (b(®s2), ®}(7))m + tr(DP, 0 (DD,)™)

Der Rest ergibt sich aus der folgenden symbolischen Rechnung

exp/ltr<iD(I> o (D® )l)dT—exp/ltrilnD(I) dt
o \dt ! ! o dt !

=exptrln D®; = det D®, ()
und dem Satz 1.10 aus Abschnitt 1.

Zum Abschlufl betrachten wir noch den Fall eines adaptierten Prozesses und
des Wiener-Mafles, um zu zeigen, wie die Formel des vorigen Satzes in der
Tat in die Gestalt der Girsanov-Formel iibergeht. Die Spur in zweiten Lemma
verschwindet wegen der Adaptiertheit wie weiter oben unter dem Stichwort It6-
Integral erldutert, und im verbleibenden Integral ist im Fall ®,(z) = z — th(x)
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das Vektorfeld k; gegeben durch ki(z) = —h(z). Also ist

du !
W) = e [ By @)

1 1

- exp/ (_/ 0 dW)(w — th(w))dt
0 0
1

= oo (- (f ndW)(n)—/Olnd(t hw)) )

- exp(—/ndW—/ltdt/1n2ds)
0 0
= exp(—/de—%/IUst).
0

Bemerkung Man kann den obigen Satz auch so umformulieren, daf} statt der
Girsanov-Formel formal die Ramer-Formel entsteht, bei der die Determinante
durch die sogenannte Fredholm-Determinante ersetzt und dafiir der Integrand
modifiziert wird. Auf diese Weise 143t sich die Bedingung abschwéchen, daf
die Operatoren [nD®; Spurklassen-Operator sind.
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