Deformationen isolierter Kurvensingularitaten
mit eingebetteten Komponenten

Christian Brucker, Gert-Martin Greuel

We study deformations of isolated curve singularities of arbitrary embedding di-
mension which may have embedded components. The existence of an embedded
component has the effect that the generic fibre consists of isolated (fat) points
and disjoint 1-dimensional components. We introduce for isolated curve singu-
larities and for fat points a Milnor number p and a é-invariant which generalize
the well known invariants for reduced curve singularities. The invariants g, § and
the length of the embedded component control the topology of the generic fibre
in a way which is surprisingly similar to the case of reduced curves, although
many new phenomena occur.
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Einleitung

Es ist ein bekanntes Phanomen, dafl in Familien komplexer Raume spezielle
Fasern eingebettete Komponenten besitzen, die fur die Erklarung von Eigen-
schaften der allgemeinen Faser entscheidende Bedeutung haben. In der vor-
liegenden Arbeit wird in systematischer Weise der Einflufl von eingebetteten
Komponenten einer isolierten komplexen Kurvensingularitat auf die Nachbar-
fasern einer kleinen Deformation untersucht.

Als wichtigste Invarianten dienen dabei die Grofle der nichtreduzierten
Struktur € sowie die é-Invariante und die Milnorzahl g, die in dieser Arbeit
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fur beliebige isolierte Kurvensingularitaten eingefiihrt wird und die bekannte
Milnor-Zahl fiir reduzierte Kurvensingularitaten ([B-G]) verallgemeinert. Die
Definition ist so gewahlt, dafl moglichst viele der bekannten topologischen Eigen-
schaften von g erhalten bleiben. Notwendigerweise gehen dabei andere bekannte
Eigenschaften von p, wie zum Beispiel die Halbstetigkeit bei Deformationen,
verloren. Auflerdem kann p negativ werden.

Der wichtigste Unterschied zum reduzierten Fall ist der, dafl bei kleinen
Deformationen der Singularitat X die generische Faser A; im Allgemeinen weder
zusammenhangend noch reindimensional ist.

Fir die Anzahl der null- respektive eindimensionalen Zusammenhangskom-
ponenten geben wir in §4 (scharfe) Abschatzungen mit Hilfe der Invarianten
e, welche die ,,Grofie“ der nichtreduzierten Struktur mifit. Eine bessere Formel
nur in Termen von X kann es im Allgemeinen nicht geben, da die Zahl der
Zusammenhangskomponenten von der speziellen Deformation abhangt.

In den §§2 und 3 werden Zusammenhange hergeleitet und bewiesen, die die
bekannten Aussagen fur den reduzierten Fall verallgemeinern. Hier zeigt sich,
daf} die neue Definition von p ,richtig“in dem Sinne ist, daf} sie die algebraischen
Ursachen fiir topologische Eigenschaften der deformierten Kurve erfafit, welche
fur jede Deformation gelten.

In §4 wird schlieBlich gezeigt, dafl die Anzahl der Zusammenhangskompo-
nenten der allgemeinen Faser (im reduzierten Fall stets 1) und die Differenz der
Milnorzahlen der speziellen und der allgemeinen Faser (im reduzierten Fall stets
nichtnegativ) im nichtreduzierten Fall durch die e-Invariante beschrankt sind.
Weiter wird gezeigt, dafl verschiedene Komponenten einer Singularitat durch
eine Deformation nur dann getrennt werden konnen, wenn € mindestens so grof§
ist wie die Schnittzahl dieser Komponenten.

In §5 untersuchen wir das Verhalten von Deformationen globaler projektiver
Kurven.

In §6 werden abschlieflend Deformationen von 1-codimensionalen Varietaten
der homologischen Dimension kleiner oder gleich 2 des €™ (hierunter fallen
insbesondere alle Kurven in der Ebene mit eingebetteten Komponenten) unter-
sucht.

Zur Theorie reduzierter Kurvensingularitaten sei auf [B-G] verwiesen, im
Zusammenhang mit ,simultaner Normalisierung® auch auf [Te]. Auflerdem sei
erwahnt, dafl J. Steenbrink in einem Manuskript [St] ebenfalls Kurven mit einge-
betteten Komponenten untersucht hat und fur den Fall einer reinen Glattung
(cf. 2.3.) analoge Resultate erzielte. Fir die I“Jberlassung seines Manuskriptes
sowie fur das folgende Beispiel danken wir ithm herzlich.

Notationen. Sei X ein eindimensionaler komplexer Raum mit isolierten Singu-
laritaten. Dann 148t sich X schreiben als disjunkte Vereinigung X = X°I1 X!, so
dafl X° nulldimensional und X! rein 1-dimensional mit isolierten Singularitaten
ist.

Im Folgenden bezeichne (X,0) C (C",0) stets den Keim einer isolierten
komplexen Kurvensingularitat.
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Unter einem guten Reprdsentanten X von (X,0) verstehen wir den Durch-
schnitt eines beliebigen Reprasentanten von (X, 0) mit einer Kugel B = B(0) C
C" um den Ursprung des €™ mit hinreichend kleinem Radius ¢. Insbesondere
wird X — {0} grundsétzlich als glatt angenommen. Wir betrachten stets gute
Reprasentanten.

Eine Deformation des Kurvenkeims (X, 0) ist ein flacher Abbildungskeim
f:(X,0) = (C,0), wo (X,0) der Keim eines zweidimensionalen komplexen
Raumes (nicht notwendig reindimensional) ist, so dafl Ox o = Ox o ®0¢,, C.

Unter einem guten Reprasentanten von f verstehen wir eine Deformation
f X — T eines guten Reprasentanten X von (X,0), d.h. eine Abbildung
f X — T mit folgenden Eigenschaften:

i) T ist eine kleine Kreisscheibe um 0 in € mit Radius n < ¢;
ii) X ist eine abgeschlossene Untervarietat von B x T

iii) f ist die Einschrankung der Projektion B x T'— T}

iv) f ist flach

R (1 PP

Wir schreiben im folgenden ,f : X — T ist eine Deformation von X“ fur , f
ist ein guter Reprasentant der Deformation f : (X,0) — (C, 0)“. Wir bezeichnen
die Faser f=1(¢) mit A;.

Fiir einen topologischen Raum Y sei b*(Y) die i-te Bettizahl und X(Y) die
topologische Eulercharakteristik.

Beispiel (Steenbrink [St])

Sei X C €* gegeben durch das Ideal I(X) = (22 — 4%, x2, yz, we, wy, wz, w?) =
(2?2 — 3, 2z, w) N (2, y,w) N (z,y,z,w?), d.h. X ist die transversale Vereinigung
einer Spitze in {0} x € mit der Geraden € x {0} und einer eingebetteten
Komponente, die in die vierte Dimension zeigt.

Wir betrachten zwei verschiedene Deformationen dieser Kurve.
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Dabeli ist die erste Deformation gegeben durch I(X) = (22 — y® +t%y, 22, y2,
wz, wy, wz —tz, w? —tw) = (22 —y +t2y,z w) N (z,y,w —t)C@[t w,z,Y, 2],
die zwelte durch I(X) = (22 — y3, 22 — ty?, yz — tw, we — ty?, wy — to, wz — 3,

w? —t%y) C Clt,w,z,y, z].

Es handelt sich also um zwei Glattungen X; von X mit verschiedner erster
Bettizahl: Im ersten Fall gilt b'(X;) = 2, im zweiten Fall b'(X;) = 1. Man
beachte aber, daff »°(X;) = 2 respektive b°(X;) = 1, d.h. die topologischen
Eulercharakteristiken sind gleich.

§1. Invarianten und induzierte Deformationen

1.1. Invartanten

1.1.1. Sei X ein (nicht notwendig reindimensionaler) 1-dimensionaler komplexer
Raum mit isolierten Singularitaten. Ex C Ox bezeichne die Idealgarbe der 0-
dimensionalen isolierten sowie der eingebetteten Komponenten, d.h. Ex, =
H?x}(ox) ist das Ideal der auf x konzentrierten Schnitte von Ox. Der zu X

gehorige ungemischte Raum ist X* := XL, mit der Strukturgarbe Ox. =
Ox /Ex. Unter der (ungemischten) Normalisierung von X verstehen wir die
Normalisierung von X* mit der kanonischen Abbildung n : X% — X% — X.
(Die Normalisierung einer reduzierten Kurve Y wird stets mit Y, die einer
reduzierten Flache Y dagegen mit )N} bezeichnet.)

Definition 1.1.2.

e(X,z) :=dimgEx ¢ (e-Invariante)
X, x) == dimg(n«Ox7)2/Ox v o (ungemischie §-Invariante)
6(X, z) =6 (X, z2) —e(X,2) (6-Invariante)
r(X,z) := Anzahl der (eindimensionalem) irreduziblen Komponenten
von (X, x)
r(X,z) =r(X,z)—1
(X, z) :=26(X,2)—r'(X,2) (Milnorzahl)

Bemerkung 1.1.3. Es ist 6* > 0, und §* = 0 gilt genau dann, wenn = € X°
oder (X4, %) glatt ist. Insbesondere konnen sowohl § als auch y negativ sein.

Ist z ein isolierter Punkt von X, so gilt §(X,z) = —dim¢Ox » und p(X,z) =
26(X,z)+ L.

Wir bemerken, dal —6(X,z) gerade die Eulercharakteristik X(O% x) =
dlm@HO((’)X e) — dim@Hl(O‘XVx) des Komplexes
Ox, @ 0—0%,=0x.—0k, =05 —0
ist und daB X% = Xred gilt, wenn X ein guter Reprasentant des Kurvenkeimes
(X, x) ist.
Ist f : X — T ein guter Reprasentant einer Deformation von (X,0), so

benutzen wir stets die Bezeichnung oy = a(X;) = Exext a(Xy, ), falls o eine
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der obigen Invarianten und diese Summe endlich ist (z.B. po = p(Xp,0) =
pu(X,0)).

1.2. Induzierte Deformationen

1.2.1. Sei f: X — T eine fest vorgegebene Deformation eines guten Reprasen-
tanten X des Keimes (X, 0). Dann bezeichne

— xred die Reduktion von X, fr*¢ : x4 — T die Einschrinkung von f
(definiert durch das Bild von fin Oyrea), n : xred . yred die Normalisie-
rung, f~red — fred on : A?red _ T, Xtred — (fred)—l(t)’ A?tred — (fred)—l(t);

— X2 (resp. X'!) den rein zwei-(resp. ein-)dimensionalen Anteil von X™4 f2
X? — T die Einschrankung, n : X? = X2 die Normalisierung, ]?2 =f?on:
BT X = ()70, A = ()0

— w: X — X? die schwache Normalisierung (oder Maximalisierung, vgl. [Fi])
von X2, f= fPow: X =T, X, = f~1(t);

— X* die die disjunkte Vereinigung derjenigen 2-dimensionalen abgeschlosse-
nen Unterraume X; von X2, die sich nur in 0 treffen (A; sind die Abschliisse
in X? der Zusammenhangskomponenten von X2 — {0}), = : X* — X2 die
kanonische Projektion, f* = fZom : X* — T und X; = (f*)~1(¥).

Proposition 1.2.2. Die Abbildungs(multi)keime frd, fred 2 f2 0 f und f*
sind flach.

Damit sind 9, fred, 72, f~2, fund 1* (gegebenenfalls nach Verkleinerung
des Reprasentanten f : X — T') gute Reprasentanten von Deformationen der
speziellen Faser. Man beachte, dafl diese spezielle Faser i.A. von der Deformation
f und nicht nur von X abhangt. Alle induzierten Deformationen werden spater
bei der Untersuchung der Fasern Ay von f: X — T benotigt.

Beweis: Die zu betrachtenden Abbildungskeime sind die Bilder von f in den
entsprechenden (semi-)lokalen Ringen, die wie folgt zusammenhéangen:

(14O $rea)o (7.0 22)o
Oxz20® Ox1p (m<Ox+)o (wsOyx)o -
OXV() OXredyo Oxz70

Man zeigt direkt, dal f** ein Nichtnullteiler in Oxrea g ist. Nach dem folgenden
Lemma ist damit das Bild von f™9 in Ox20® Ox1 o ein Nichtnullteiler und
daher auch f? in Oy2 . Die restlichen Aussagen folgen aus

Lemma 1.2.3. Sei (X,0) ein zweidimensionaler reduzierter Raumkeim, f :
(X,0) — (C,0) flach und = : (X',0") — (X,0) eine partielle Normalisierung
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(i.e. (X7,0") ist (Multi-)keim mit Ox o C (7.Ox)o C (neOg)o und n : X—X
die Normalisierung von X ). Dann ist fow : (X',0) — (C,0) flach.

Beweis: Fiir X' = X findet man einen Beweis z.B. in [B-G], Theorem 4.1.4(1).
Also ist f o n Nichtnullteiler in (n,O3)o und damit f o7 in (7. Ox/)o. O

Lemma 1.2.4. Fir die speziellen Fasern X2 baw. X§ von f? bzw. f* gilt:
B(AF) = 6(A7).

Beweis: Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei X = X% und X2 = X.
Es ist —8(X) die Eulercharakteristik des Komplexes Ox o und entsprechend ist
—6(Xy) die Eulercharacteristik von Oxs o0 = D.co- Oxs o, 07 = 771(0), wobei
fur einen Multikeim é gleich der Summe der é-Invarianten der einzelnen Keime
ist.

Die Abbildung Ox ¢ — (7.Ox~)o induziert eine Abbildung Ox o — Oxz o
und damit eine Abbildung der Komplexe OX,O — (9;‘;370*. Da X,eq und X(T,red
dieselbe Normalisierung haben, ist diese Abbildung aufler im Grad 0 ein Iso-
morphismus. Im Grad 0 haben wir die exakte Sequenz

0— Ker — Ox,0 — (9/\»0*70* — Kok — 0,

und §(X) — 8(XF) = X(O}YJ,O*) — X(OX,O) = dimg¢ Kok — dimg Ker.
Aus dem Schlangenlemma zu

0 — Ox EN Ox — Ox, — 0

| | |

*

0 — W*Ox* L T*Ox* — 71'*0;\/5 — 0

und der Tatsache, dafi 7,Ox«/Ox auf 0 konzentriert ist, folgt dimgKer =
dimg Kok und damit die Behauptung. O

1.3. Der reduzierte Fall

Ist (X,0) eine reduzierte Kurvensingularitit, so sind die obigen Definitionen
den tblichen, in [B-G] und [Gr] verwendeten Definitionen aquivalent, und es

gilt (vgl. [B-G],4.2.2,4.2.4,5.2.2):

Proposition 1.3.1. Sei X ein guter Reprasentant von (X,0) und f: X — T
eine Deformation von X, dann gilt:
a) Fur alle t ist
(i) Y =1, dh. X; ist zusammenhdngend,
(i) po— pe = by,
(ZZZ) Ho — Ht Z 60 —(St Z 0.
b)  Folgende Bedingungen sind dquivalent:
(i) p ist konstant fir alle t,
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(i) &, und 7} sind konstant fir alle t,
(i11) b} =0 fir alle t,
(iv) Xy ist zusammenziehbar fiur alle t.

Eine dquivalente Formulierung fiir a)(4i) ist, pio — iz = 1 — X, wihrend sich
b)(i) bzw. b)(i1) wie folgt formulieren lassen: ,pu; — b? ist konstant fiir alle ¢
bzw. ,,6; und r, + b9 sind konstant fiir alle t“. In dieser Form werden wir den
Satz verwenden und verallgemeinern.

§2. Ungemischte und reduzierte Deformationen

Wir betrachten zunachst nur Deformationen f : X — T von X, fur die der
Totalraum X reduziert bzw. ungemischt (reduziert und rein 2-dimensional) ist.
Solche Deformationen nennen wir reduziert bzw. ungemischt. Wir werden spater
sehen, dafl dies genau dann gilt, wenn die allgemeine Faser X, ¢ # 0, reduziert
bzw. ungemischt (reduziert und rein 1-dimensional) ist (vgl. Proposition 3.1.1).
Die spezielle Faser dagegen kann eingebettete Komponenten haben.

Wir erinnern daran, daf§ dann n : X — X die Normalisierung, f = fon,
X, = f‘l(t) und 0 = n=1(0) ist.

Den meisten Untersuchungen dieses Paragraphen liegt folgendes exakte Di-
agramm (A) von Ox-Moduln zugrunde:

0
0 0 Kery
0 — Ox 1=t Ox — Oy, — 0
(4) .
0 — .03 = n.O0p — n, 03 — 0
0 — Kery, — (n.03)/0x — (n.03)/Ox — Koky — 0

Es ist fi((n«O3)/Ox) als Op-Modul eine direkte Summe F & 7, wo
F frei iber Op und 7 = H?O}(f*((r*ox*)/Ox)), die Torsion, ein endlich-

dimensionaler C-Vektorraum ist.
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2.1. Die Normalisierung der Deformation

Lemma 2.1.1. Fiur eine ungemischte Deformation f: X — T von X gilt:
(1) Xy ist ungemischt,
(2) X, ist glatt und ungemischt fir t #0.

Ist f nur reduziert, so ist Xy noch glatt firt #0.

Bewezis:
(1) X ist normal, also hat @3 die Tiefe 2 ([Ma], S. 124). Damit hat Oz,

die Tiefe 1, d.h. Xy ist Cohen-Macaulay’sch. Da nun Xy — 0= X — {0}, ist X
hochstens in 0 nicht reduziert. Da andererseits O3 C-M ist, ist Hg(@io) =0,

also .?E'q reduziert. R R ~ R

(2)  f ist flach, also ist Sing(f) = {z € X|z € Sing(Xf(x))}. X ist normal,
also ist (gegebenenfalls nach geeigneter Einschrankung) X' —0 glatt. Deshalb ist
Sing(f)—0={zecX - 6|§—£(‘$) =0 Vi}, wo z; lokale Koordinaten von X in
z sind, und damit ist f|Sing(f) lokal konstant. Da aber jede Komponente von
Sing(f) auch einen Punkt z von 0 enthilt (7 hinreichend klein), ist f|Sing(f) =
0. Damit ist aber X; glatt fur ¢ # 0 und rein 1-dimensional, falls f ungemischt

1st. ad

f ist also die Glattung einer reduzierten Kurve. Ferner ist wegen der uni-
versellen Eigenschaft der Normalisierung, A3 = (&) die Normalisierung von
Ay

2.2. Die allgemeine Faser

Proposition 2.2.1. Sei f : X — T eine ungemischte bzw. reduzierte Deforma-
tion. Dann ist Xy ungemischi bzw. reduziert firt # 0.

Beweis: Offensichtlich ist X reindimensional, falls f ungemischt ist.
_ Betrachte nun das Diagramm (A). Wegen 7 = 0 fiir ¢ # 0 ist Ker; = 0. Da
Xy glatt ist, ist Ozﬂ reduziert und damit auch Oy, . d

2.3. Invarianten der allgemeinen Faser

Lemma 2.3.1. Sei f : X — T eine reduzierte Deformation von X, X = X2UX!
die Zerlegung in den rein 2- und den rein I-dimensionalen Anteil von X sowie
Ker und Kok der Kern bzw. der Kokern der Abbildung Oxo — 0;\30,0: dann
gult:

dimg Kok — dimg Ker = é; + & furt # 0,
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wobei g, = E(/f'o) = #(f‘Xl)_l(t) die Anzahl der isolierten Punkte von X; ist.
Speziell ist ¢4 = 0 fur ungemischtes f.

Beweis: Wir berechnen dimg Kok — dimg Ker nach der untersten Zeile des Di-
agramms (A) fir ¢ = 0. Die Zerlegung der mittleren Terme in einen freien
Teil F und einen Torsionsteil zeigt dimg Kok — dimgKer = dimgF/fF =
dimgn.Oyz /Ox,, da F ein freier Op-Modul ist, der fiir ¢ # 0 mit n.O5/Ox
ubereinstimmt. Nun ist /'l?t glatt nach Lemma 2.1.1 und &; reduziert nach Propo-
sition 2.2.1, also ist A, die Normalisierung von A; und die rechte Seite gleich
6; + 4. Da .?E'o nach Lemma 2.1.1 hochstens in den isolierten Punkten nicht
reduziert ist, folgt &, = () = e(Xp). O

Lemma 2.3.2. Ist f : X — T ungemischt, so gilt mit obigen Bezeichnungen
dimg Ker = ¢gg.

Beweis: Da Xy reduziert ist, ist Ker = H?O}(OX) = Eq. O

Satz 2.3.3. Ist f : X — T eine ungemischte Deformation von X, dann gilt:
(1) 60—6t26(X0)fd7”t7£0,
(2) po— pr =1—=X; fiir alle t.

Bemerkung. Wir werden diesen Satz spater auf beliebige Deformationen ver-
allgemeinern (vgl. 3.1.2).

Bewezis:

(1) Esist 6o — 6(&o) = —X(Ox o) + X(Of ;) = dimgKer — dimg Kok = 6,
nach Lemma 2.3.1. 7

(2) Mittels Mayer-Vietoris folgt X; = X(X;) = X(zf}) —r;. Da X, reduziert und f
eine Glittung ist, folgt aus dem reduzierten Fall (1.3) 26(X)—r(X) = pu(Xo) =
s — X(/f}), wobei s = #0 die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von X,
ist. Aus r’(z’f’o) + s =rg und aus (1) folgt dann X(A%) = —2(6g — &) +ro— 7} =
—po + 1+ pe. o

Definition 2.3.4. Sei f: X — T eine Deformation von X.
1) f heifit é-konstant, wenn é; = &g fir alle ¢.
2)  f heiit Glattung bzw. reine Glattung von X, wenn X; glatt bzw. reindi-
mensional und glatt ist fiir ¢ # 0.
Insbesondere sind reine Glattungen stets ungemischte Deformationen.

Es ergeben sich leicht folgende Folgerungen:

Korollar 2.3.5. Eine ungemischie Deformation f : X — T ist genau dann 6-
konstant, wenn die Normalisierung n : X — X von X' alle Fasern X; simultan
normalisiert (d.h. wenn Xy fir alle t glatt ist).
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Beweis:  Da Xy reduziert und rein 1-dimensional ist, gilt 6(2?0) = 0 genau dann,
wenn Ay glatt ist.

Proposition 2.3.6. Ist f: X — T eine reine Glittung von X, dann gilt:
(i) 8(X)>0
(ii) X¢ = 1 — po firt # 0. Insbesondere hingt X; nicht von der reinen
Glattung f ab.

Korollar 2.3.7. Ist §(X) < 0, so ist X nicht rein gldttbar.

2.4. Verschwindende Zykel

Fur Deformationen reduzierter Kurven gilt stets bt1 = po — py > bg — 6 > 0 fur
alle ¢.

Im nichtreduzierten Fall ist diese Aussage nur dann richtig, wenn die allge-
meine Faser zusammenhangend ist.

Proposition 2.4.1. Sei f : X — T eine ungemischie Deformation von X.
Dann ist die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von Xy fiurt # 0 gleich
der Anzahl der Zusammenhangskomponenten von X — {0}.

Beweus:

(a) Sei X irreduzibel. Dann ist X — {0} sowie X und damit X, zusam-
menhéingend. Da Xy reduziert ist, ist dann X; fiir ¢ # 0 zusammenhangend ([B-
G],4.2.2). Da die Normalisierung stetig ist, ist also auch X; zusammenhangend
fur ¢t # 0.

(b) Sei X reduzibel. Dann ist X = [J;_; X?, wo die X? die irreduziblen Kom-
ponenten sind. Mit f¢ := f|XZ und X} = (f1)71(¢) ist dann Xy = Ui_, X},
Sei X1 = X AXT, X = XA fiir i £ j. Mit 9 = f|A ist dann
offensichtlich X/7 = (f#4)~1(t). Offenbar ist fiir alle i # j, 0 € X%,

Danun X in z € X — {0} glatt ist, ist auch A’ glatt in z. Insbesondere ist X
lokal irreduzibel in z, das heifit, « liegt nicht im Durchschnitt zweier irreduzibler
Komponenten . Deshalb ist X/ N X = {0} Vi# j.

Die Behauptung folgt dann aus der Tatsache, dafl offensichtlich X%/ genau
dann von {0} verschieden ist, wenn XiJ eine Kurve, also fi/ : X% — T
surjektiv und deshalb ;7 = (f%)~1(¢) nicht leer ist. |

Proposition 2.4.2. Sei f : X — T eine ungemischte Deformation von X und
sei X; zusammenhdangend fir t # 0. Dann ist po — py = b} > 6o — 6 > 0 fur
alle t.

Bewets: Seit # 0. Da 6y — 6 = 6(2?0) >0, (da X reduziert), ist nur noch zu
zeigen, daf pg — py = b} > &g — &; gilt.
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Da X; zusammenhangend ist, ist b7 = 1, also X; = 1 — b} fiir t # 0. Mit Satz
2.3.3(2) folgt po — ps = b}.
Es bleibt zu zeigen, dafl pg — gy > 89 — 6;. Dies folgt aus Lemma 2.4.4

Satz 2.4.3. Ist f : X — T eine ungemischte Deformation von X, dann gilt
bl > 8o — & > 0 fiir alle t.

Beweis: Betrachte die induzierte Deformation f* : X* — T'. Nach Konstruk-
tion ist A* = [[ A, wo die X} — {0} genau die Zusammenhangskomponenten
von X — {0} sind, und es ist X} = &; fur ¢ # 0. Folglich gilt 6§, = §(A}*) und
nach Lemma 1.2.4 gilt auch &, = §(X¢). Da sowohl b! wie auch § additiv bei
disjunkter Vereinigung sind, folgt die Behauptung aus Proposition 2.4.2. O

Um den Beweis von Proposition 2.4.2 zu beenden, betrachten wir die in-
duzierte Deformation f : X — 7. Da die schwache Normalisierung zusam-
menhingend ist, ist auch die spezielle Faser Xy zusammenhingend und es ist
r’()f'o) =r'(X). X, braucht nicht schwach normal zu sein, aber X,;eq und A?O,red

haben die gleiche schwache Normalisierung Xred.

Lemma 2.4.4. Set f : X — T eine ungemischte Deformation von X, dann gilt
Oz, COx , und es st

(po — 60) — (e — 6¢) = dim(g(’)j(md/(’)XD > 0.
Speziell ist f genau dann eine (u —6)-k0n5tantAe Deformation, wenn f P
simultane schwache Normalisierung ist (d.h. Xy ist fir alle t schwach normal).

Bemerkung. Eine reduzierte Kurvensingularitat (X, 0) mit r Zweigen ist genau
dann schwach normal, wenn (X, 0) isomorph zum r-Achsenkreuz in (C",0) ist.

Folglich gilt §(X,0) — #'(X,0) = dim¢Oy ,/Ox.0.

Beweis des Lemmas: Betrachte das Diagramm (A), in dem n,Q 3 durch w, 0 3
ersetzt sel. Seien Ker und Kok der Kern bzw. der Kokern der Abbildung Ox —
(9(\;0. Analog zu Lemma 2.3.1 zeigt man dimg Kok — dimeg Ker = 6, — ;.

X hat wie X die Tiefe 2 und daher folgt wie in 2.1, daf3 Xy reduziert ist. Also
1st dimg Ker = ¢ und 0/’?0 — OXM injektiv. Betrachte nun die Inklusionen
Oxiea = 03, = Ox_,

Es folgt dimg Kok = (6o — 7y +€0) — dim@(’)f(md/(’)(\;o. Berticksichtigt man noch
pw—6=26—1" sofolgt die Behauptung. a

§3. Allgemeine Deformationen

In diesem Paragraphen werden wir die gewunschten Aussagen uber die Defor-
mation f : X — T unter Benutzung der Ergebnisse des vorigen Paragraphen
im wesentlichen auf Aussagen iiber f2 : X2 — T zuriickfiihren.

Da namlich nach Konstruktion f? eine ungemischte Deformation von X ist,
gelten fiir f2 die Aussagen von §2. Insbesondere gilt:
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X2 ist ungemischt fiir ¢ # 0 (Proposition 2.2.1), X2 ist reduziert und X? ist
glatt fiir t # 0 (Lemma 2.1.1), §(X3) = 6(XZ) — §(X2) fiir t # 0 und pu(X3) —
p(X2) = 1 — x(XP) fir alle t (Satz 2.3.3), b*(X?) > 6(XF) — 6(X?) > 0 fir alle
t (Satz 2.4.3).

3.1. Der nulldimensionale Anteil der allgemeinen Faser

Proposition 3.1.1.

(1) Fir jede Deformation f: X — T ist e(X3) =eg — & fiirt # 0.

(2) [ ist ungemischt < Xy ist ungemischt firt # 0< e, =0 firt # 0.

(3) [ ist reduziert < Xy ist reduziert fir t # 0 e, = $£{isolierte Punkte von
X} firt #0.

Beweis: Betrachte folgendes exakte Diagramm von Oy-Moduln:

0 0 0
! ! l
0 — N Einid N — Ky —>Ker?—>0
0 — Ox Eiid Ox — Oy, — 0
(4% )
0 — n.03. iy 1,05, —n,0z3.— 0

0— Ker; — (n.034:)/0x — (n04.)/Ox — Koky — 0

0 0 0

Betrachte (A°) zunachst fiir ¢ = 0. Nach dem Schlangenlemma ist Ker) = Kerg.
Da Oy und Oy= dasselbe Bild in n.0 3. haben, ist nach Lemma 2.3.2 Kerg =
Exz. Da X2 reduziert ist, folgt analog K = Eg. Nach der ersten Zeile von (A°)
ist e(XZ) = eo — dime N/ fN. Zu zeigen: dimgeN /fN = g fiir t # 0.

Betrachte nun das Diagramm (A°) fiir ¢t # 0: Da E(X?) = 0, ist ¢ =
dimgN/(f —t)N.

Da N als Untermodul von Oy flach iber Op ist und als @p-Modul endlich
erzeugt, ist er frei iiber Or. Also ist ¢; = dimgN /fN fir t # 0. Das beweist
(1).

Die Richtungen = fiir (2) und (3) wurden schon in Proposition 2.2.1 und in
Lemma 2.3.1 gezeigt.
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Ist &, = 0 fiir t # 0, so ist N' = 0, da A frei ist. Also ist Oy = Oy2 und X
ungemischt.

Ist £; gleich der Anzahl der isolierten Punkte von A fur ¢ # 0, dann ist
N auf X! konzentriert, also ist X' in X? — {0} reduziert. Fir 2 € X! — {0}
gilt dimgNy/fN; = 1, also ist X auch in X' — {0} reduziert. Da f € Ox
Nichtnullteiler ist, kann A keine in 0 konzentrierte eingebettete Komponente
haben, also ist X' reduziert. O

Mit Hilfe von Proposition 3.1.1 lassen sich nun viele Aussagen tuber beliebige
Deformationen f auf solche iiber die Deformation f? zuriickfiihren. Insbesondere
gilt der folgende

Satz 3.1.2. Fur jede Deformation f : X — T gilt:
(i) 8(X3) =60 — 6 firt#0,
(ii) po— pr = 1 =X, fir alle t,
(i11) by > 69— 6; > 0 fir alle t.

Beweis: Firt # 0 ist 6o — & = §“(X) — o — 8“(Xy) + &1 = §“(XF) — 8“(X2) —
e(X) (Prop. 3.1.1) = §“(X3) — e(X2) — 8(X?) (da X ungemischt) = §(XZ) —
§(X2).
Ferner gilt fiir beliebige eindimensionale komplexe Raume Y = Y1 UY? (V! =
rein i-dimensionaler Teil) mit isolierten Singularitdten:

P(Y)=r"(Y) + (Y1), wo (Y1) = #(Y¥) und #'(Y°) = —b°(Y?),

X(Y) = X(Y ™) = X(Y'9) + X(YOred) = X(v'¥) + 00(Y©),
also /(Y) = r/(Y*) = b°(Y9), X(Y) = X(Y¥) + b°(YO).
(i) 60— 6 = 6(X3) — 6(X2) = 6(X3) fiir t £ 0.

=
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—~~~
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\3\
~~
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)
r(X3) + (A7) = BO((A)°) = 26(A7) — ' (AF) — 26(X7) + /(A7) —b°
?Mﬁ)—uﬂﬁﬁ—b%GhW)z1—Xﬁﬁﬂ—bWﬁﬂf)=1—(HA?%+w
— Xi.

(iii) Da b (YO) = 0, ist b1(X;) = bL((X,)) = bL(XZ) > 6(X2) — §(X2) =
§o — 6 > 0. O

3.2. Folgerungen

Korollar 3.2.1. Eine Deformation f: X — T ist genau dann 6-konstant, wenn
die Abbildung n : X? — X alle Fasern X; simultan normalisiert (d.h. wenn X}
glatt fur alle t).

Bewews: Satz 3.1.2 und Korollar 2.3.5.

Korollar 3.2.2. Fur beliebige Deformationen f: X — T von X ist po — pg >
1= 89,
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Beweis: Satz 3.1.2(ii).

Satz 3.2.3. Folgende Bedingungen sind aquivalent:
(i) pe — b ist konstant fir alle t,
(it) 8 und v, +b? sind konstant fiir alle t,
(111) bf =0 fiir alle t.

Beweis: (1) < (iti): Nach Satz 3.1.2(4) ist po— pe = 1 — Xy = 1 —bY + b}, also
bi = (po — 1) = (e = b7).

(1) = (1) py — b9 = 26, — vy — ) = 2860 —rf — 1 = pg — 1.

(1), (i) = (41): Nach Satz 3.1.2(4i) ist 0 = bf > 8o — & > 0, also ist & = &,
und deshalb ist 7} + b9 = 26; — py + b = 260 — po + 1 =) + 1. O

§4. Zusammenhangskomponenten der allgemeinen Faser

Fiir Deformationen reduzierter Kurven gilt stets b = 1 fiir alle t. Wie gesehen,
ist dies fur Deformationen nichtreduzierter Kurven im allgemeinen nicht richtig.
Somit stellt sich die Frage nach einer allgemeinen, nur von der Singularitat (X, 0)
abhangigen Abschatzung fiir 7. Dazu bendtigen wir einen allgemeinen Begriff
einer Schnittzahl.

4.1. Schnittzahl

Definition 4.1.1.
(i) Seien (X,0), (Y,0) C (C",0) beliebige Kurvenkeime mit Idealen I{(X),
I(Y) C Ogr 0. Wir setzen

(X.Y)o 1= s0({X,V}) i= dimeOgr o/(1(X) + 1(Y))

und nennen dies die Schnitizahl von X und Y in 0.
(ii) Fir endlich viele Kurvenkeime (X;,0) C (€"*,0), i = 1,..., p mit Idealen
I(X;) sei (X(*),0) definiert durch I(X*) := Ni_, I(X;).
Wir nennen
p—1

so({Xitiz1, p) = Z(X(k)-XkH)o

k=1

die Schnitizahl der X;, i=1,...,pin 0.

Bemerkung. so({X;}) ist unabhangig von der Einbettung und ist offensichtlich
genau dann endlich, wenn fiir i # j die Keime (X;, 0) und (Xj, 0) keine gemein-
samen (nicht eingebetteten) Komponenten haben. Das folgende Lemma verall-
gemeinert die in [B-G] fir reduzierte Kurvensingularitaten bewiesene Aussage.
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Lemma 4.1.2. Seien (X1,0),...,(X,,0) C (C",0) Kurvenkeime mit isolierter
Singularitat, so daff firi # 0 (X;,0) und (X;,0) keine gemeinsamen Kompo-
nenten haben. Dann g¢ilt

(i) sol{Xi}it,..p) = 6(X®,0) = 0, 8(X;,0),

(i) so({Xiti=1, p) —so({ X} Yz, p) = 20 &(Xi,0) — e(X(®),0) > 0.
Insbesondere hangt so({X;}i=1, . p) nicht von der Numerierung ab.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber p (vgl.[B-G],S.9 fiir den re-
duzierten Fall).
a) Der Fall p = 2. In diesem Fall ist so(X1,X2) = (X1.X2)o. Sei im fol-
genden O = O¢no; I == I[(X;), I =11 NI = I(X(2)). Beachte, dafl
I¥ = [(X¢) = rad(L;) und TV := 1 N1¢ = rad(I) = (X Z)v).

Da nun fur beliebige Ideale J; und Js in O die Sequenz

(x): 0—=0/(]; sz)ﬁO/Jl &) (’)/Jgi(’)/(Jl + J3) — 0 exakt ist, betrachte

folgendes exakte Diagramm:

0 — 0/ — 0/Le0/l — 0O/1Li+1) — 0

le le N

0 — o/ — O/te0/I4y — O/I}+1§) — 0

Da « und § offensichtlich surjektiv sind, ist auch ¥ surjektiv, und es ergibt sich
die exakte Kern-Sequenz:

0 — B(X®) — E(X1) ® E(Xy) — K — 0

Es folgt, daBl e(X1, 0) +¢(X2,0) — (X, 0) = dimeK = (X1.X5)o — (X¥.X¥)o.
Dies ist Behauptung (ii).

Zu (i) bemerken wir, daB nach [B-G] 6*(X®),0) = §(X¥,0) + 6(X2,0) +
(X X¥)o gilt. Damit ist (X1.X2)o = (X{.X$)ote( X1, 0He( X2, 0)—e(X ) 0) =
SUXP)0)—e(X®),0)—8(X¥,0)+e(X1,0)—86(XE,0)4+e(X2,0) = §(X2),0)—
8(X1,0) — 6(X2,0).

b) Zum Schlufl von p auf p+ 1 setzen wir X+l = x(@)y Xp+1. Die Behaup-
tung folgt dann aus der Induktionsvoraussetzung und aus a). O

4.1.3. Um die Zusammenhangskomponenten der allgemeinen Faser von f :
X — T mit der Schnittzahl zu verbinden, betrachten wir die induzierte Defor-
mation f* : X* — T Sel also X% = [JI_, 4;, X; nX; = {0} fur ¢ # j und
X; — {0} zusammenhangend. Dann ist X* = [['_, &;. Sei (X2,0) C (C",0)
definiert durch das Ideal I C Og= o, seien I; die Ideale der A;, I = ﬂle 1;,
und bezeichne f € Ogr o auch ein Urbild von f?e Ox20= Og¢- /1. Dann ist
5 = (£)71(0) = [P, X mit Xi = (£2)71(0), Ox,0 = Ocmo/Li + (£).
und X3 = (f?)71(0), Oz 0 = Ocro/1+ (f). Wir setzen

X = U X;, Ox: 0= 0Ogn o/ m(lz +(f))-

i=1 i=1
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Beachte, da i.A. T+ (f) % N(L +(f)), so daB X’ ein echter Unterraum von X¢
ist, der die gleiche Reduktion wie X2 hat, so daB X% = X" = on,u =, a¥
mit Oxe o = Ogr o/rad(I; + (f)) gilt. Weiterhin ist X i.A. nicht irreduzibel
(es ist p gleich der Anzahl der 1-dimensionalen Zusammenhangskomponenten
der allgemeinen Faser AX; und damit i.A. kleiner als die Anzahl r der Zweige von

(X,0)).

Proposition 4.1.4. Sei f : X — T eine Deformation von X, dann gilt mit den
oben eingefiuhrten Bezeichnungen:

g0 — & = &(A7,0) + s0({X{'}) = e(X') + s0({Xi}).

Beweis: so({ X)) = 5(X"", 0)— 55, 6(XY,0) = 8(2) + =(X7) — ¥, 6(X;, 0) —
>, e(X5,0). Da 3. 6(X;,0) = 6(X;) = 6(XF) (nach Lemma 1.2.3) und
> e(Xi,0) = (A7), st so({X}'}) = e(&F) — e(A7) = €0 — & — (A7)

(Prop. 3.1.1).
Nach 4.1.2 folgt dann
so({Xi}) =e0 —er —e(AF) + >, e(X;,0) —e(X') = g — ey —e(X). O

Korollar 4.1.5. g9 — ¢4 > sg({X}}) und Gleichheit gilt genau dann, wenn alle
X; reduziert sind. Speziell ist € halbstetig und es ist g = €4 fur alle t genau
dann wenn der 1-dimensionale Teil (Xt)l von X; zusammenhangend ist und

e(Ag) =

Bemerkung. Die Ungleichung kann man so lesen: Ist X;eq = X' UX" mit X'N
X" = {0}, dann lassen sich X’ und X" hochstens dann durch eine Deformation
trennen, wenn £(X,0) > (X".X")q.

Satz 4.1.6. Fir jede Deformation von X gilt fuirt #0
B < e+ so({XP1) +1 <ot 1.

Beweis: Sei X; = (X;)° I (X;)! die Zerlegung von X; in den 0- und den 1-
dimensionalen Anteil, dann ist b7 = bo(( %) + bo((Xt) ). Wir haben ¢ =

e((X)")+e((X)1) > e(X)7) 2 D((X:)°) sowie b7((Ay)1) = (A7) = b°(7) =
bo(X5) =: p und X UZ 1X“ wie oben. Es folgt so({X} }iz1,..p) > p—l

und damit b9 = b9(X?) +0°(X}) < et +so({X¢} +1<eo+ 1. O
Korollar 4.1.7. po — py > b —gq fiirt #0.

Beweis: po—pr=1—X; =1-b)4+b; > b —eg O
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4.2. Eine Deformation mit mazimalem b?

Nach Satz 4.1.6 ist b) stets kleiner oder gleich g9+ 1. Der Beweis liefert auch ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium, wann dieser Maximalwert tatsachlich
angenommen wird. Wir geben ein Beispiel dafiir, das gleichzeitig zeigt, dafi alle
moglichen Kombinationen von 0- und 1-dimensionalen Anteilen auftreten.

Satz. Seien k und q nichtnegative ganze Zahlen. Dann gibt es eine Kurve X
und eine Deformation f: X — T von X derart, dafi eg = k+ ¢, b°((X1)°) = k
und b°((X;)Y) = ¢+ 1 fiirt # 0, insbesondere also b) = k+q+ 1 =¢o + 1 fir
t40.

Zum Beweis wird die gesuchte Deformation angegeben.
Sei Xy C Czﬁk“(mit den Koordinaten zo,...,%¢,¥1,.-.,Yq, 21, .- ., 2k) gege-
ben durch das von der folgenden Menge M von Funktionen in Ogzq+r+1 erzeugte

Ideal I(Xp):
M=A{zizjbocici<g U{zay) bo<i<qi<i<qe U{mizj bo<icq1<i<k
UA{yiys hr<ici<q U{uiz hicicgi<i<e Udzizg hicici<e,

d.h., I(X) wird erzeugt von allen Monomen vom Grad 2 mit Ausnahme der z?.
Sei ferner X' C @24+k+2(mit zusétzlicher Koordinate t) gegeben durch das von
der folgenden Menge M’ von Funktionen in Ogzq+r+2 erzeugte Ideal I(X):

M= A{wizjYocicij<q U{miy; — bijrit oci<qi<j<q U {mizj bo<i<q,1<i<k
UA{yiy; — dijuithi<i<i<q U{wizi hici<gu<i<e U{ziz — bijzithicici<n

Dabei bedeute 6;; das Kronecker-Symbol.
Man rechnet leicht nach, dafl die so gegebene Deformation die gewtunschten
Eigenschaften hat.

§5. Globale projektive Kurven

In diesem Paragraphen sei f : X — T eine eigentliche, flache Familie von
projektiven Kurven tiber einem Gebiet (= einer zusammenhangenden, offenen
Teilmenge) T C C, d.h. X ist ein abgeschlossener analytischer Unterraum von
IP"(C)x T und f ist die Einschrankung der Projektion nach T, sodal f : ¥ — T
flach und f=1(¢) = X; x {t} fiir jedes t € T eine (nicht notwendig reduzierte
oder reindimensionale) Kurve mit isolierten Singularitaten ist.

5.1. Fur den Fall, dafl alle X; ungemischt sind, kann man aus den lokalen
Aussagen von §2 entsprechende Aussagen fur globale Kurven herleiten. Es gilt

die folgende

Proposition. ([Gr],S.174) Ist f : X — T eine eigentliche flache Familie von
ungemischien projektiven Kurven wber dem Gebiet T' C C, so gilt:
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a) Firallet, i €T ist
() B =80,
(i) pe — pgr = X¢ — Xqr.
b)  Folgende Bedingungen sind dquivalent:
(i) p ist konstant,
(ii) é; und v} sind konstant,
(iii) Xy ist konstant,
(iv) b?,b} und b? sind konstant.

5.2. Dafl Aussage 5.1a)(1) fiir den allgemeinen Fall nicht richtig bleiben kann,
ist offensichtlich. Giiltig bleibt aber (ui):

Satz. Ist f : X — T eine flache Familie von projektiven Kurven wie oben, dann
ist gy — pyr = X¢ — Xy fur alle t,t’ € T.

Der Beweis ist dhnlich wie der in [Gr] fiir den reduzierten Fall.

5.3. Anstelle der Aussagen von Prop. 5.1b) betrachten wir:
(i) pe — b? ist konstant,
(i1) & und r} +b? sind konstant,
(i11) b} — b7 ist konstant,
(iv) b und b7 sind konstant,
Offensichtlich ist dann (i) < (iii) wegen Satz 5.2. Ferner gilt trivialerweise (i)

= (i)und (iv) = (ui). Da, falls é; konstant ist, die Fasern simultan normalisiert
werden, also auch b7 konstant ist, folgt dariiberhinaus (iv) aus (ii).

Insgesamt gilt also der folgende

Satz. Ist f : X — T eine flache Familie projektiver Kurven wie oben
beschrieben, so gilt:

a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) p: — bY ist konstant,
(2) b} — b} ist konstant.
b)  Sind & und r} +b? konstant, so auch b; und b?.

Anders als im reduzierten Fall gibt es jedoch Deformationen, bei denen b} —b?
und damit g, — b? konstant sind, nicht aber b} und b?. Andererseits gibt es
Deformationen, bei denen b} und b2 konstant sind, nicht jedoch &, d.h. die
Implikationen sind nicht mehr umkehrbar.
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§6. Singularitaten der homologischen Dimension < 2

In diesem Paragraphen sollen solche Singularitaten (X,0) C (€C™,0) der Codi-
mension > 1 untersucht werden, deren lokaler Ring Oxo = Ogm o/A eine
Ogm o-freie Auflosung der Form

0 — Opnly L On 42> Ogm g — Ogm o] A — 0

hat, wo ¥ eine nx (n—1)-Matrix und @ eine 1xn-Matrix ist.

In diese Kategorie fallen wegen des Syzygiensatzes fur regulare lokale Ringe
insbesondere alle Kurven im C? (mit oder ohne eingebettete Komponenten), alle
Hyperflachensingularitaten sowie Cohen-Macaulay-Singularitaten der Codimen-

sion 2 (vgl. [Ar], Part 1, §5). Grundlegend ist der folgende

Satz 6.1. (Hilbert-Burch) Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit 1,
A = (a1,...,a,) C R ein Ideal. Sei @ die 1 xn-Matriz (ay,...,a,), ¥ eine
nx(n—1)-Matriz mit den Spalten W, ..., ¥,_1 derart, daff

0—pr ' L r 2R R/A—0

eine R-freie Auflsung von R/A ist. Sei W*) die (n—1) x (n—1)- Untermatriz von
W, die durch streichen der k-ten Zeile entsteht und u'®) = (—1)"‘kdetw(’“) der
entsprechende Minor von W. Dann gibt es einen eindeutig bestimmien Nichi-
nullteiler a € R, so daff a; = a - u®) fir alle i.

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [Bu].

Korollar. Ist (X,0) C (€C™,0) eine Singularitdt mit homologischer Dimen-
sion < 2 gegeben durch das Ideal I(X) = (g1,...,9n), dann ist I(X) =
(9) - (P, pn).

Dabei definiert (g) eine Hyperflichensingularitit und (p1,...,ps) eine Cohen-
Macaulay-Singularitat der Codimension 2.

6.2. Unter einer (eingebetteten) Deformation einer Singularitat (Y, 0) C (C™,0)
iiber (@k, 0) verstehen wir einen Raumkeim (¥,0) C (€™ x C*, 0) gegeben durch
ein Ideal (Y) C Ogm y¢x o = Om{t}, t = (t1,...,tk), so daB die Einschrankung
der Projektion f : (¥,0) — (@k, 0) flach ist, zusammen mit einem Isomorphis-
mus Oyyo = 0)7,0 ®o¢k C.

Sei nun (X,0) C (Gjm,O) gegeben durch (gp1,...,9pn) = (9) - (p1,---,Pn),
(G,0) durch (g) und (P,0) durch (p1,...,pn) und sei

(uij) ., (9pi)

0—>(’):1_1 — 0, — 0y, — Ox0—0

eine minimale Auflésung von Ox o. (Hier wie im folgenden bezeichne O, =

Ogm g.)
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Sei fg : (G,0) — (€",0) eine Deformation von (G, 0) gegeben durch I1(G) =
(9 + > 5—;tedr) C Om{t}. Offensichtlich kann jede Deformation von (G,0) so
dargestellt werden, und da G eine Hyperflache ist, ist jede so gegebene Funktion
eine Deformation von G.

Sei fp : (P,0) — (€%,0) eine Deformation von P. Dann ist P gegeben
durch (P) = (pi + >t _, skbir) C Om{s}. Da 0 — O 1 (—]) (@) (p—)>(9m —
Op,o — 0 eine Auflosung von Op ist, ist ein derartiges Ideal genau dann eine
Deformation, wenn es Funktionen 4;;; € Om{s} gibt, so dafi die Sequenz

(uij + 2=y Sklije)
(5): 0— (On{sh (On{s})"
(pi + D %=1 SkPir)

Om{s} — Opy— 0
eine Auflésung von Op o ist, wenn also die Relationen-Matrix durch eine De-
formation (u;; + > 5_, sktijr) von (u;;) gegeben ist ([Ar], Theorem 5.1).

Man sieht leicht, da§ in jedem Falle f : (X,0) — (C" x €%,0) mit X' C
(C™ x C" x ©7,0) gegeben durch I(X) = I(G) -I(P) eine Deformation von (X, 0)

1st.

6.3. Umgekehrt ist jede Deformation von (X, 0) iiber einer glatten Basis von
dieser Gestalt (Bezeichnungen von 6.2):

Proposition. Se: (X,0) C (€C™,0) eine Singularitat der homologischen Di-
mension < 2, gegeben durch das Ideal (g91,...,9n) = (9)(p1,...,pPn). Sei
f X — (C,0) eine Deformation von (X,0) gegeben durch I(X) = (g; +
Y k1 tkGin)i<i<n C Om{t}. Dann gibt es fir 1 < i <n,1 <k < r Funktionen
gr und pig in O, {t}, so daf gili:

(9pi + Y kmy teGin)i<i<n = (9 + 2poy thr)(Pi + 2=y trbik)1<i<n, wobei
fo:G—(C,0) mit (G) = (9+>_,_, trgr) eine Deformation von (G,0) sowie
fp P — (€,0) mit (P) = (pi + > py tPir)1<i<n eine Deformation von
(P,0) ist.

(uiz) . (9pi)

Beweis: Es ist 0 — (’):};1 — 0}, — 0, — Ox,y — 0 eine Auflosung
von Ox .
Da f eine Deformation ist, gibt es 4;;1, so dafl (*) eine Auflésung von Oy ¢ ist.
Nach Hilbert-Burch gibt es dann § und p; in O, {t}, so daB gp; + > & _, trgix =
gpi-
Dann ist gp; = §p; mod t = (§ mod t)(p; mod t), und daher ¢ = § mod ¢ und
pi = p; modt (Da V(g) ebenso wie V(§ mod t) die Codimension 1, V(p1,- -+, pn)
und V(p1 mod ¢, -, p, mod ¢) aber die Codimension 2 haben). Deshalb gibt
es gk, Pik, 0 daB § = g4+ D iy trge und p; = pi + Y p_y teDik-

Da (G, 0) eine Hyperflachensingularitat ist, ist die durch § definierte Funk-
tion fg eine Deformation von (G, 0).
Da (x) eine Auflosung von Op g ist, ist die durch die p; definierte Funktion fp
eine Deformation von (P, 0). |
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Unter Berucksichtigung der Tatsache, dafl die semiuniverselle Deformation
einer isolierten Cohen-Macaulay-Singularitat der Codimension 2 ebenso wie die
einer Hyperflache eine glatte Basis hat ([Ar]), ergibt sich

Korollar. Sei (X,0) C (C™,0) eine Singularitdt der homologischen Dimen-
sion < 2 gegeben durch (¢)(p1,...,pn) und sei (G,0) durch(g) und (P,0) durch
(p1,...,Pn) gegeben. Dann hat die semiuniverselle Deformation von (X,0) die
Gestalt f : (X,0) — (C" x €%,0), (X,0) C (C™ x C" x C%,0) gegeben durch
1) = (g + Xhoy tegi)(pi + 2oy se5ix) = 1G) - I(P), wobei 1(G) bzuw. 1(P)
die semiuniversellen Deformationen von (G,0) bzw. (P,0) reprdsentieren.

Beweis: Nach 6.2 ist f eine Deformation von (X,0) und die semiuniverselle
Deformation hat eine Basis der Dimension > r + ¢. Nach 6.3 ist f aber versell
und damit semiuniversell.

Bemerkung. Ist (X,0) C (@2, 0) eine isolierte Kurvensingilaritat mit einge-
betteter Komponente, dann definiert die eingebettete Komponente einen dicken
Punkt P der Lange g = ¢(X,0). Nach dem Korollar erhalten wir alle Defor-
mationen von (X, 0) durch Vereinigung beliebiger Deformationen von (X4 ()
und von P. Speziell gilt fur die allgemeine Faser einer beliebigen Deforma-
tion von (X,0): b°((X)') = 1, 1 < b°((Xy)°) < eo, und jeder Wert wird
bei einer geeigneten Deformation angenommen. Es ist stets ¢, = ¢, X be-
sitzt keine reine Glattung (aufler X ist reduziert) und fiir jede Glattung gilt:
bO(Xt) = bo((Xt)o) + 1= o + 1, bl(Xt) = ﬂ(Xred; 0) = IU(X, 0) + 260.
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