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Zusammenfassung

In der nichtrelativistischen Schrodinger—Theorie hat sich die nach G. Wentzel [19],
H. A. Kramers [12] und L. Brillouin [3] benannte WKB-N&herung eine weitreichende
Akzeptanz verschafft.  Obwohl diese Methode meist nur als WKB-Methode
bezeichnet wird, war von H. Jeffreys [9] zuerst eine solche Ndherungsmethode
vorgestellt worden. Es liegt nahe, in einer relativistischen Theorie eine entsprechende
Néherungsmethode zu diskutieren. Ich habe verschiedene semiklassische Naherungen
fir die radiale Dirac—Gleichung untersucht. Analytische und numerische Diskus-
sionen der verschiedenen Methoden haben gezeigt, dafl die Giite der Néherung
wesentlich von der Entkopplung der Radialgleichung abhéngt. Speziell fiir das
Coulomb—-Potential habe ich eine ndherungsfreie Entkopplung entwickelt, welche
zu einer WKB-Quantenbedingung fithrt, die mit der Feinstrukturformel von
Sommerfeld tibereinstimmt. Fir viele physikalisch relevante Potentiale, welche das
Coulomb—Potential nur leicht abandern, wird somit eine weitaus groflere Genauigkeit
als bei herkommlichen WKB-Né&herungen erster Ordnung erreicht. AuBerdem habe
ich héhere Korrekturen zur WKB-Naherung untersucht.



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Exakte Lésungen der Dirac—Gleichung
2.1 Radialgleichung der Dirac-Theorie . . . . . .. .. ... ... ...,
2.2 Coulomb-Potential . . . . . . . ... ... L

3 WKB-—Verfahren fiir die Schrédinger—Gleichung
3.1 Globale WKB-Naherung . . . . ... .. ... ... .. .. .....
3.2 WKB nach Bertocchi, Fubini und Furlan . . . . . ... .. .. ...
3.2.1 WKB-Approximation erster Ordnung . . . . . . . .. .. ...
3.2.2  WKB-Naherungen héherer Ordnung . . . . . ... ... ...

4 WKB-Verfahren fiir die Dirac—Gleichung
4.1 WKB-G Die Good-Néherung an der Dirac-Gleichung . . . . . . . ..
4.1.1  Dirac-Analogon zur Schrédinger—Radialgleichung . . . . . . .
4.1.2  Bessel - Funktionen — die V=0 Loésungen . . . . . . . .. ..
4.1.3 Ein Loésungsansatz fir V.40 . . .. .. ... ... ... ...
4.1.4  Eine semiklassische Naherung . . . . .. ... ... ... ...
4.1.5 WKB-G fiir Coulomb—Potential exakt . . . ... .. .. ...
4.2 WKB-Good ohne Wurzelentwicklung . . . . . ... ... .. .. ...
4.3 Globale WKB-Dirac-Néherung . . . . . ... ... ... ... ...,
4.3.1 Langer—Transformation zur Uniformisierung . . . . . . . . ..
4.3.2 Approximationen hin zur Good-Form . . . . . .. .. .. ...
4.3.3 Ein weiterer Zugang zur WKB-G . . . . .. ... .. ... ..
4.4 Nichtrelativistischer Grenzfall . . . . .. ... ... ... ...

5 Whittaker—Gleichung zum Vergleich
5.1 Spinortransformation des Radialspinors . . . . . . . ... .. .. ...
5.2  Entkopplung der Radialgleichung . . . . .. ... ... ... .....
5.3 Transformation auf Normalform . . . . . .. .. ... ... ... ...
5.4 Whittaker—Gleichung zum Vergleich . . . . . ... ... ... .. ...
5.5 Diskussion des Whittaker-WKB—Verfahrens . . . . . .. .. .. ...

6 Numerische Algorithmen
6.1 Nullstellensuche . . . . . . . . . . . . ..
6.1.1 Muellersche iterative Methode . . . . . . . . . . . .. .. ...



INHALTSVERZEICHNIS

6.1.2 Modifiziertes Newton—Verfahren . . . . . . . .. ... ... ..
6.2 Gauss—Mehler—Integrationen . . . . . .. .. ... 0oL
6.2.1 Stiitzstellenwahl mittels Chebyshev I . . . . . .. .. ... ..
6.2.2 Stiitzstellenwahl mittels Chebyshev IT. . . . . .. .. ... ..
6.2.3 Programmtechnische Realisierung . . . . . .. ... ... ...

Numerische WKB-Rechnungen

7.1 Bestimmung der Integralgrenzen . . . . . . . ... ... oL L.
7.1.1 Graphen vonaw(®) . . ... ... .. ...

7.2 Graphen von ao(®) . . . . . ...

7.3 Nullstellen der WKB-Funktion . . . .. .. ... ... ... .....

7.4 Numerische Ergebnisse . . . . . . ... ... o 0oL

7.5 Diskussion der numerischen Ergebnisse . . . . . . . ... .. ... ..

Konstanten
Normalform Transformation

WKB-Integrale nach Heinz Kriiger
C.1 Allgemeine Aussagen . . . . . . . .. ..o
C.2 Spezielles Integral . . . . . . .. ..o o

Explizite Berechnung der Schwarz—Ableitung

E Orthogonale Polynome

E.1 Gegenbauer—Polynome . . . . . ... .. ... Lo
E.2 Legendre-Polynome. . . . . . . ... .. ... ... o0

E.3 Chebyshev—Polynome . . . . . . ... .. ... o000
E.4 Hermite-Polynome . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ...

73

74

76
76
79

83



Kapitel 1

Einleitung

Das WKB-Verfahren ist urspriinglich ein Naherungsverfahren fir die von
E. Schrédinger aufgestellte Materiewellengleichung.  Der Grundgedanke dieser
Néaherung nutzt beim Losen der Schrodinger—Gleichung aus, daf die in ihr enthaltene
Konstante & = h/27 (h : Plancksches Wirkungsquantum) fast Null ist, im Vergleich
zu den restlichen Gréfien.

In der vorliegenden Arbeit habe ich diverse WKB—Verfahren fiir die gebundenen
Zusténde der Dirac-Gleichung (E < mc?) zu Zentralpotentialen untersucht.

Die historischen WKB—Approximationen fiir die Schréodinger—Theorie der Zen-
tralpotentiale werden an der durch Separation hergestellten radialen Schrédinger—
Gleichung durchgefithrt. Dabei werden meist zwei Differentialgleichungen zweiter
Ordnung — die radiale Schrodinger—Gleichung und die des harmonischen Oszillators —
mittels Liouville-Transformation aufeinander abgebildet. Die gendherten Losungen
werden mittels den bekannten harmonischen Oszillatorlésungen dargestellt. Die
Approximation besteht in einer Vernachlassigung von Termen der Ordnung O(%:?)
bei der Liouville-Transformation.

In der Dirac—Theorie ist ein analoges Vorgehen nicht a priori moglich, da
die radiale Dirac—Gleichung ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen
erster Ordnung ist.  Ein wesentlicher Schritt aller WKB-Verfahren an der
Dirac—Gleichung liegt in der mehr oder weniger geschickten Entkopplung des
Differentialgleichungssystems. Bei Verfahren mit ungiinstiger Entkopplung
(zumindest fiir das Coulomb-Problem) [10] hat sich eine Verbesserung als, nur mit
viel Aufwand, durchfithrbar herausgestellt. Ich habe numerische und analytische
Berechnungen durchgefithrt, um im Fall des Coulomb-Potentials einen direkten
Vergleich zwischen WKB-Energiewerten und den exakten Sommerfeld—Energien
aufzuzeigen.

Wesentlich bessere Ergebnisse erhélt man, wenn man meine in Kapitel 5
vorgestellte Entkopplung der Radialgleichung benutzt.  Fir coulombahnliche
Potentiale (z.B. Coulomb—Potential mit Abschirmung) sind WKB-Energien zu
erwarten, deren Fehler deutlich kleiner als die Feinstrukturaufspaltung ist, da fiir



KAPITEL 1. EINLEITUNG 4

ein reines Coulomb-Feld bereits die exakten Sommerfeld-Energien reproduziert
werden. Auflderdem konvergiert das von mir entwickelte WKB—Verfahren auch
noch fiir sehr ungiinstige Energiestartwerte, im Gegensatz zu Verfahren die auf
das Good—Verfahren aufbauen. Das liegt daran, daB bei meinem Verfahren im
wesentlichen nur der duflere radiale Umkehrpunkt mit der Energie verschoben
wird, um die Quantisierungsbedingung zu erfiillen, wahrend sonst die Form der zu
integrierenden Funktion vollig verandert wird. Ist der Startwert fiir die Energie
weit vom Bindungsenergiewert entfernt, so kann es vorkommen, dafl man gar keine
reellen Nullstellen mehr findet, so dafl das WKB-Integral nicht mehr definiert ist.



Kapitel 2

Exakte Losungen der
Dirac—(Gleichung

2.1 Radialgleichung der Dirac—Theorie

Die Dirac—Gleichung beschreibt das quantenmechanische Verhalten von relativi-
stischen Spin % Teilchen wie Elektron, Positron und p-Meson. Um die Vorteile
der reellen Clifford Algebra des Minkowski Raumes G(1,3) ausnutzen zu koénnen,
verwende ich die zuerst von David Hestenes [7] eingefithrte Hestenes Dirac—Gleichung

haviit — L Ay = mer
C

(2.1)

GeméaB [8] kann mit 7 = &3 und der Koordinatentransformation von kartesischen
Koordinaten zu Kugelkoordinaten auf deren Standardkarte eine zur Separation

ginstige Gleichung produziert werden.
7 =rSdsS mit S = e/ 2em029/2
Die invariante Ableitung des E* 148t sich ausdriicken durch
d=000"
mit
5:@@+%%+£§5 Qrv/sind = S

Fihrt man noch die Definitionen
d=00'0" I =10 +d) gA=V(r)

ein, so nimmt die Dirac—Gleichung die Gestalt

1
RO Mpiy — —yVQ b = meQ ey
c

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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an. Mit dem Separationsansatz

P(ro, 1,0, ) = Qi (1, V) exp {z’;) <)\tp — %)} \EeER (2.7)

und seinen Separationskonstanten A und FE erhdlt man eine Gleichung in den

Variablen r und 9.

. hA 1
_h (’73&’ + %aﬂ) '¢112 + .72 ¢1 + Z’Yo(E - V)¢1 = TTLC@ZH’)/O (28)

rsind

Um den Azimutwinkelanteil vom Radialanteil zu separieren, setzt man

Ui(r, 0) = n(r)g(?) +an(r) f(9)  in = (2.9)

f=F=vfn g=g" tof = fia 19§ = glg (2.10)
Fithrt man nun noch die Separationskonstante s € R ein, die durch die Beziehung

Ag

"y — = g = — 2.11
AL sin ¥ #f gz + sin ¢ =9 ( )
festgelegt ist, so erhdlt man die Radialgleichung
, E-V hse
—Ty30,mis + (’Yo + ’717) n = menyo (2.12)

» mufl aus Normierbarkeitsgriinden fiir f und ¢ eingeschrankt werden auf s €

z — {0}

2.2 Coulomb—Potential

Die radiale Dirac—Gleichung in reduzierten Groflen

h
A= — =3.8616-10"" ¢m = Comptonwellenléinge des Elektrons (2.13)

mc

E
L (2.14)

mc? mc?

kann nach den folgenden leichten algebraischen Umformungen in der &; Ebene (in
G(1,3) ist 1 ein Bivektor) geeignet "gedreht” werden.

. P
—Ay30,1ia + (’70(5 - W)+ w\;) = 1% (2.15)
Der Ubergang der reduzierten Variable r = Az liefert

. b4 .
—Y30:1iy + (’70(6 - W)+ %;) n=1m0 sl (2.16)
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P
— 0z + (73’70(6 -W) - tz—) iz = 7317012 (2.17)
. P
—0,n + (O’g(a’f -W) - lg—) Nz = Y37Yol2 (2.18)
Mit &5 = —d&412 erhilt man
o P2 .
0:n + <01(5 - W)+ ;) 19M1y = —Y37Yol2 (2.19)

Wegen n* = vonyo = —ianiz mit n = ng + G171, Mo € R folgt
— % * —
0:n — (0‘1(5 W)+ ;) n*=—aon (2.20)

Definiert man nun, der Idee von Manfred Stein folgend, den gedrehten Spinor yx
durch

n=e 1A%y const. = e R (2.21)

so erhalt man
D, e~1812y _ <51(5 W)+ Z) B g By BB (2.99)
T

Ve

Doy — (51(5 —W) + —) 0y = g1y (2.23)
X

Wegen X = xo+351X1, Xo1 € R folgt mit 7% = cosh 3+ &, sinh 3 eine Zerlegung der
Spinorgleichung in zwei Komponenten, wobei als Potential das Coulomb—Potential
W = —% verwendet wird.

Boxo — (sinh(ﬁ) (5 4 % %Cosh(ﬁ))

+ (cosh(ﬁ) (5 + %) +Z sinh () 1) Xi=0 (2.24)
Doxi — (cosh(ﬁ) (5 + %) +Zsinh() 1) Yo

+ (sinh(ﬁ) (5 + %) + %Cosh(ﬁ)) Xi=0 (2.25)

Fiir positive Bindungsenergien 0 < ¢ < 1 kann 3 speziell festgelegt werden.
gcoshf =1 (2.26)
Somit ist der y; Anteil homogen im Grad von z. Alternativ kénnte auch

Zacosh B+ »xsinh3 =0 (2.27)
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gewahlt werden.

1 1
= sinh 3 = \/cosh*(3) — 1 = {5 —1=-VI-¢?
€ €
Setzt man diese spezielle Wahl fiir € ein so erhélt man
1 VA 1
JzXo — <—v1 — ¢? <€ + —a) + _Z) Xo
€ x e

Ja

1 1 n
+ —(5—}——)—{——\/1—52——1—1))(1:0
€ x € z

(
Oax1 — <
(

anO -

azXl -

Aus (2.32) folgt

ex VI—¢eZa+
= 0. +V1—¢e?+ :
xo Za+ 1 —¢e?x ( ex x

€ V1—eZa+ x
0y = O, +vV1—¢e2+ b
Xo Za+ 1 —e?x ( ex X

V1 —¢e2Z
vy +j172 <a§+ bl ;a+%az
« — &2y :

VI —¢e2Za+
- P X1
V1—e2Za+ » €
= [V1—¢eg2+ x
ET Zoa+1—¢e%x

1—¢&27
(oo )
(2+ Za+ /1 —52%)
ex

X1

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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€
0 = Oy
Zoa+V1 —ex A
€ VI—¢e2Za+
—|— \/1—62—|- X1
Za+ V1 —ex T
€ ev1 — &2
+ IDxi+ew Dz x1
Joa+ 1 —e?x Joa+1—¢e2x
€ VI—¢e2Za+
—I_ X axXl
Za+V1 —e?x T
€ V1—¢e2Za+
T
Za+V1 —e?sx ca? x
€ V1—¢e2Za+ »
— 3 V1—e2+ Oy
rZoz—{—\/l—E?%[ ET X1
2
V1—¢e27
_ € %1—52—% gL+ i
Za+V1 —e?x Eex
Zoa+ V1 —e?x
+ (z+ v )X1 (2:36)

Nach Multiplikation mit Z°‘+I7i_52” erhélt man

1 1 V1—¢e2Za+ »
0 = —0IX1+—(\/1—52+ )Xl
T T ET
V1 —¢e2Za+
X

2 1

+ a2X1 -
ET

i 2
V1 —¢e2Za+ Zoa+V1 —¢e2x
(v1—€2—|- . ) X1+ 2 e X1

2
Za+ V1 —e?x o
( cr ) X1 (237)
2
1 V1 —¢g? V1—-¢e2Zz
8£X1+—8IX1+{ c —(\/1—52+ < a—l—%)
T x ex
2
Z 1 —¢? Zan/1 — e
1o oz—l—\r/6 € %_I_( a\/w £ %) }Xl = 0 (2.38)
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1
Dx1+ —0ux1 + —(1—-¢%

X

_2\/7\/1 —e2/a 4+ B (\/1 —52Za—|—%)2
€3

{m

X

1 —¢2
X EXT

_|_

=0 (2.39)

e xre

2Zoz+\/1 — &2y N (Zoz—{—\/l —52%)2}
X1

V1—g? 2(1 —e*)Za N 2Za
x

— (1 —&% —
(1-¢) ex ex
(Za)* 4+ 2Zay1 — %+ (1 — e?)s?
+ e2a?
(1 —e*)(Za)* +2V1 —e?Zax+ %2}
2 X1

ez

1
82)61 + ;azXI + {

= 0 (2.40)

(1=

1 V1 —¢g? 2e Lo
ale + ;azXI + { .

a4+ (1 —e?)? — (1 —e¥)a? — 2
Ja =)t (=) }Xl

x

Sy

Oy 2ea+ V1 —e?  x?—a?
u +{(52—1)+ - X1

2

a2X1 +

T ZT T

Mit dem Ansatz

—1/2g (2.43)

X1 =

kann die Differentialgleichung auf Normalform transformiert werden (vergleiche

Anhang).

1 2ea + V1 —e?  a?— 2 .
ajg+{@—(1—52)+ . +—s g=20 (2.44)

Mit einer linearen Koordinatentransformation kann die Whittaker—Differentialglei-
chungsform erreicht werden.

y=¢tx = 9,=¢9, = 0I.=¢0 (2.45)
) 2ea+V1-¢? o’ -4
629+{(52—1)+ =@ y et ; 12l (2.46)
2 3 Py ) ~2 2 1
i+ € 1+25a—|—\/1 € +Oé o o g=0 (2.47)
£ y€ y?
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Wihlt man nun speziell 4(1 — €?) = £? bzw. £ = 2y/1 — &2 so erhilt man

2ea + 1 —&? -+
g+ + - +2 —0g=0 (2.48)
4 2uy/1 — &? y
Die Losungen dieser Differentialgleichung lauten nach [17] und [4]
g = Miu(y) =€y Fi(a,,y)
g2 = Mi_u(y)
95 = M_pu(y)
91 = M_g_u(=y) (2.49)
gs = Wk,u(y) = e—y/2yc/2q;(a’ ¢, y)
96 = Wi-u(y)
g1 = W_ru(-y)
gs = W—k,—,u(_y)
Mit
2ea+ 1 — &?
oo 0tV —e (2.50)
2V1 —¢?
o= Vi?—a? (2.51)
1
a = §—k+u (2.52)
c = 1+42u (2.53)
falls ¢ € Z gilt [1] (13.1.3)
I'(l — ¢ I'(c—1
U(a,c,y) = ﬁlﬂ(a’ ¢,y) + %xl_clﬂ(“ —c+1,2—¢,y)(2.54)
Asymptotisch gilt fiir + — oo [1] (13.1.4) und (13.5.2)
I'
VFi(a,c,x) — %ezxa—c [1+0(z|™)] (2.55)
N

(@ala=c+ 1 _,o,

n!

+ O(|z|7*= N1 (2.56)

Da die Losungen g; bis g4 im Unendlichen divergieren und in der Quantenmechanik
stets quadratintegrable Losungen gesucht sind, kénnen diese Funktionen nicht
benutzt werden. Die Funktion gs hingegen ist im Unendlichen stets exponentiell
abfallend und deshalb quadratintegrabel. Uber ihr Verhalten am Ursprung ist noch
nichts ausgesagt. Betrachtet man reines Coulomb—Feld, so muf§ die Lésung auch
”im Ursprung normierbar” sein.

xi(z) = (2.57)
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ex V1—eZa+ x
= Oy + V1 —¢&? ne 2.58
Yo zawm%( e )XIW)) (25%)

y(x) = 24/1 — 2x. Berechnung von 9, x1:

g = Feosy@)  1gs(y(@)) _ 0eydygs(y)  19s(y)

=1 NG N Nz 2 Jzx
2 v 1 - 528@/95(y) . lg5(y) (2 59)

NG 2 '
0,V(a,c,y)=—a¥(a+ 1,c+1,y) (2.60)
1
0ygs = 3 (5 — y) g5(y) — ae_y/Q'yC/?\Il(a +1,c+1,y) (2.61)
21 —¢e% |1 —1

Oex1 = Nz c lj (C . y) gs(y) — ae Y2y P W(a 4+ 1, ¢+ 1,y)| (2.62)

Somit ist der Radialspinor numerisch berechenbar, falls W numerisch berechenbar ist
(vergleiche Numerikteil). Zur Herleitung der Sommerfeld—Feinstrukturformel sind
die normierbaren Losungen gesucht, die folgenden Bedingungen geniigen miissen

2ea + /1 — &2
i i A (2.63)
2v1 — &2
m? =’ —a' = m=Vsx?—a? (2.64)
1
m+§—k:—1/ v e Ny (2.65)
Normierungsbedingung
— Ea .
w? —a? — = = —v (2.66)
— Ea .
v+ vVx?—al= i (2.67)
€ 1 — ‘
ﬁ = (l/ + Vi — oz2) (2.68)
Nach Quadrieren und umkehren erhélt man
1 a ?
—=——] +1 2.69
g2 (V + m) ( )
j o1 —1/2
e= |1+ S — (2.70)
v+t —a? '

Feinstrukturformel von Sommerfeld



Kapitel 3

WKB-—Verfahren fiir die
Schrodinger—Gleichung

Bevor verschiedene WKB-Verfahren fiir die Dirac-Gleichung diskutiert werden
kénnen, erweist es sich als sinnvoll, typische WKB-Verfahren fiir die nichtre-
lativistische Schréodinger—Gleichung genauer zu untersuchen. Fiir diese ist die
WKB-Néherung urspriinglich entwickelt worden. Bei der Untersuchung der WKB-
Naherungen an der Schréodinger—Gleichung muf auf die nétige Struktur der zu
nahernden Gleichung geachtet werden.

3.1 Globale WKB—-Naherung

Die Langer-transformierte [15] radiale Schrodinger—Gleichung lautet

[dd— e (B - v(e) - (14 %)] b(@) =0 (3.1)

Diese Gleichung hat die Form
02+ a(2)] (2) = 0 (3.2)
Transformiert man diese Gleichung auf eine zweite Differentialgleichung mit
YWF = p(s) = (o) (33)

wobei z' > 0 sein muf}, um eine bijektive Koordinatentransformation zu garantieren,
so erhélt man

[0+ b(=)] (=) = 0 (3.4)

Der Zusammenhang zwischen a(z), b(z) und z(x) kann iiber elementare Rechnungen

erhalten werden [14] (S. 18)

2/26(2) =a(z)+ N (Z/_I/Z)” =a(z)— % <zir> (3.5)

13
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Die Approximation besteht in der Vernachlassigung der Schwarz—Ableitung
< z;x >. Um global giiltige WKB-Losungen zu erhalten, wird eine Vergleichsfunk-
tion b(z) gewéhlt, welche gleich viele Nullstellen entsprechender Ordnung hat wie
a(x). Fir gebundene Zustande mit zwei klassischen Umkehrpunkten (zwei einfachen
Nullstellen) kann der harmonische Oszillator zum Vergleich benutzt werden:

b(z) =e—2* (3.6)
Dessen normierbare Lésungen erfiillen die Bedingung
e=2v+1 veN (3.7)
Aus der gendherten Beziehung
2*b(z) = a(z) (3.8)

kann leicht die WKB-Quantisierungsbedingung

7d;17 MZW<V—I—%) veN (3.9)

entwickelt werden.

3.2 WKB nach Bertocchi, Fubini und Furlan

3.2.1 WKB-Approximation erster Ordnung
Das WKB-Verfahren nach Bertocchi, Fubini und Furlan [2] hat den Vorteil, daf,

ausgehend von der Néherung erster Ordnung, systematisch auch héhere Naherungen
berechnet werden konnen. Da bei diesem Verfahren Reihen in £ aufgestellt werden,
muf auch eine entsprechende Konstante bei einer Abstraktion beriicksichtigt werden.
Die Radialgleichung hingt von der groflen Konstanten A% ab die im Folgenden A?
genannt werden soll. Die zu 16sende Differentialgleichung hat somit die Gestalt

{02+ a(z, A} yp(2) =0 (3.10)
wobei sich a(xz, A?) schreiben lafit als
a(z,A*) = A*Py(z) + Py (2) (3.11)

Der wesentliche Schritt der WKB-Ndherung ist es nun, eine Koordinatentrans-
formation durchzufithren, die auf eine 16sbare Differentialgleichung abbildet, oder
zumindest auf eine fiihrt, die durch eine lésbare approximiert werden kann!

dz , T
I =Z'(z) = az) (3.12)
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mit a(z) > 0 beliebig. Die Losungsfunktionen sollen geméaf
¢(z) = V="(x) (3.13)
transformieren. Als ein geeignetes a(x) stellt sich

)
-2 2
o’ = % (3.14)
mit
bo(z) = gg — 2° (3.15)
heraus. Man kann sich bereits hier iiberlegen, dafi « von der Ordnung 1 in A? ist.
Sind z; und z, die Nullstellen von a(z, A?) so folgt sofort aus (3.14)

VEo

T 7
/ dz \Jeg — 2% = 50 = /daj VA 2a(x, A?) (3.16)

—\/€0

Die transformierte Differentialgleichung lautet schlielich

{a§+a(:c,A2)_<z;x>}¢,(2):0 (3.17)

a? 202

mit der wie folgt definierten Schwarz—Ableitung
<zix >= 912 (z’_l/Z)” (3.18)

Mit (3.14) kann «a(z, A?) durch by(z) ersetzt werden:

<zyx >

202

&ﬁ+A%d@—- }¢@):0 (3.19)
Da die Originalgleichung (3.10) von A? abhingt, mochte man eine exakt 1osbare
Vergleichsgleichung, in der mdoglichst auch eine Abhingigkeit von A* vorkommt.
Deshalb werden folgenden Defintionen eingefiihrt:

b(z,A*) = bo(z)+ bc(A?) (3.20)
:5r;+%+%+m (3.21)
= e—2° (3.22)

also
e=cot g+ gt (3.23)

Somit schreibt sich (3.19) als

{£+A%@A%—A%dﬁy—i%§3}a@=o (3.24)
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Fithrt man nun noch die Funktion F'(z,A?) ein

<zix >

F(z,A%) = A%0e(A’ 3.25
(24 = AMe(Al) + 2 (3.25)
E9 €3 <zix > o .
= 51+F+F+"'+? (3.26)
und beriicksichtigt man, daf}
<z;x >
il 3.27
202 ( )

von der Ordnung 1 in A? ist, so zeichnen sich folgende sinnvolle Definitionen ab:

<zyx >
F(z,A*) = {51 + &} +eaA Pt esAT 4 (3.28)
202 N—— =
; fiA—2 f2A—1

Abkiirzend 14Bt sich (3.24) jetzt schreiben
{02 + A%(2,A%) — F(2,A)} 6(2) = 0 (3.29)
Die zugehorige freie Gleichung fiir ' = 0 ist exakt lésbar
{02 + A%(z,A%)} go(2) = 0 (3.30)
Normierbare Losungen gibt es nur fiir
Ae=2w+1 veN, (3.31)

Der Zusammenhang der Losungen ¢ und ¢¢ wird nach Rudolf Langer [16] mit
folgendem Ansatz hergestellt:

$(2) = Az, A*)o(2) + B(z, )y (2) (3.32)

wobei man sich A und B in Potenzreihen in A? entwickelt denkt.

A@m:iﬁ? B@M:iﬁg

v=0 v=0

(3.33)

Benutzt man nur Terme bis v = n, so ist n der Grad der Approximation. Vergleicht
man (3.29) mit (3.30) in niedrigster Ordnung von A?, so erkennt man, dal F'(z, A?)
in (3.29) vernachlassigt werden kann und somit

d(z) = ¢o(z) in niedrigster Ordnung (3.34)

gelten muB. Damit sind jeweils die ersten Koeffizientenfunktionen der Reihen A
und B festgelegt:

ag(z) =1 bo(z) =0 (3.35)
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Bestimmung der weiteren Koeffizientenfunktionen von A und B

0.0 = A'gy + Adyy + B'yy + By
076 = Ao+ 24'¢ + Adg + B"¢), + 2B'6] + By
Aus (3.30) ergeben sich sofort die Beziehungen
B+ NG =0 gl =~ B+ b
Einsetzen von (3.37) und (3.38) in (3.29) liefert
A'¢g +2A'¢), — AN*bpy + B" ¢y — 2B'N*bdy — BA* [b ¢y + boy]
+ A?bAdo + A*BB, — FApy — F B, =0
[A" = 2B'A% — BA®Y — F A ¢o+ 24"+ B" — FB| ¢, = 0
Dazu dquivalent ist, das folgende Gleichungssystem zu betrachten
A" —2B'A*h — BA*V — FA = 0
2"+ B"—FB = 0
Daraus folgt

Az, A?) = / [FB - B"dz+ (4

Ebenso folgt mit
26'%0,b'*B = b'B + 2bB'
aus (3.41)

-1/2 4
B(z,A?) = bQA2 /6_1/2 [A" — FA]dz 4+ Cp

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

Aus Konsistenzgriinden zu (3.35) miissen die Integrationskonstanten C4 und Cp

festgelegt werden durch
Cy=1 Cp=0

(3.46)

In niedrigster Ordnung ist € = g9 und ¢(z) = ¢o(z) (vergleiche (3.34)). Deshalb ist
fiir Ae = 2v + 1 auBer ¢y auch ¢ normierbar. Deshalb folgt mit (3.34), (3.31) und

(3.16) die bekannte WKB—Quantisierungsbedingung

T T 7T21/—|—1
550258’5: 9 /d$ \/A 2 ($ AQ) VENO
7T< ) /dz r/\2 v e Ny

(3.47)

(3.48)



KAPITEL 3. WKB-VERFAHREN FUR DIE SCHRODINGER-GLEICHUNG 18

3.2.2 WKB-Naherungen héherer Ordnung

Fihrt man abkiirzend

1 zZ
C=35 / b2 [A" — FA]dz (3.49)

ein, so stellt man fest, dal B(z) im allgemeinen Pole bei z; und z; (Nullstellen von

b(z)) hat.

C
Bz = £ (3.50)
b(z)
Die Pole in B verschwinden nur, wenn
C(z) =0 = /5—1/2 (A" — FA|dz (3.51)

Diese Forderung legt sukzessive die hoheren Korrekturen zu ¢q fest.
Berechnung von ¢,

Setzt man in (3.51) nur Terme der niedrigsten Ordnung ein, so erhélt man

Ve Ve < zir >
[ 0= [ 0 e =57 e (3.52)
e dz 1 e <zix>
-1/2 ) 9 e
— g / —— = / by ———dz (3.53)
VeEg — 2 a?
e VT Ve

Elementare Integrationsregeln liefern

/ \/% — arcsin (%) (3.54)

/ S (3.55)

1 < > A i <zE>
6 = —— / AR k. itk (3.56)
27 a
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Prinzipiell kann (3.48) verallgemeinert werden durch

————— (3.58)

T m2v+1 em  egm Vi ~ .
S0 =5 —2A2—2A4—---:/dx\//\ 24(z, A?) (3.59)

e m EQT ‘
7T< ) /d"l; r/\Q—I-ﬂ—I-W—I- (3.60)

Es muB aber stets darauf geachtet werden, dafl fir die betrachtete Ordnung auch
¢ normierbar bleibt! Mit Ae = 2v 4+ 1 ist nur ¢y normierbar. Es muf} kontrolliert
werden, ob ¢ = A(z, A*)¢o + B(x, A\?)¢), normierbar ist, wenn ¢ es ist.

Um die Korrektur ¢; zu berechnen, werden nur die nullten Koeffizientenfunk-
tionen von A und B benutzt, die die Normierbarkeit von ¢ garantieren!

Als neue Quantenbedingung mit erster Korrektur erhélt man nun

17
7r< ) /d”c $A2—— <Zr> (3.61)

4 /”CAQ

Erste Korrektur ohne Schwarz—Ableitung

Die Zielsetzung ist, eine Korrektur

<zZiz >
= 3.62
°1 27/ ( )

zu erhalten, die keine Schwarz—Ableitung mehr enthélt. Die Schwarz—Ableitung
1aBt sich schreiben als

T o 7 (b<(<)>>)/ o (b(<(>)))/

QM1 _, [a1/4aza—1/4 _ %51/43225—1/4] (3.63)

A T2 a1/4a£a—1/4 _ \/%g—ibl/‘la?b_l/‘l
&1 = —

i Va

1

dz (3.64)
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A o A z2
o= _/a—1/4a§a—1/4d;c . —/5—1/4635—1/4dz (3.65)
i i

Das zweite Integral kann konkret berechnet werden da b explizit bekannt ist.

b(z)=¢—2° (3.66)

29 z2 1
/5—1/4635—1/4dz _ /b—3/'~’ [%5—1422 + 5] dz (3.67)

Analoge Uberlegungen, wie sie in [5], Kapitel VI, §6, (7)ff ausgefithrt sind,
zeigen, dafl obiges Integral auch als Umlaufintegral in der komplexen Ebene um
die Verzweigungslinie — von z; nach z; — geschrieben werden kann. Da auflerhalb
dieser Verzweigungslinie keine weiteren Singularitdten mehr vorhanden sind, kann
der Integralweg ins Unendliche ausgedehnt werden. Dort verschwindet aber der
Integrand. Somit ist gezeigt, dafl das zweite Integral verschwindet. Als Korrektur
bleibt also nur das Integral

AT
e = —/a_1/48£a_1/4d1; (3.68)
m



Kapitel 4

WKB-—Verfahren fiir die
Dirac—Gleichung

Im vorherigen Kapitel ist klar geworden, daf ein analoges WKB—Verfahren wie in
der Schrédinger—Theorie nur dann in der Dirac-Theorie angewandt werden kann,
wenn es gelingt, die radiale Dirac—Gleichung in eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung in Normalform zu bringen. Damit hat die radiale Dirac—Gleichung die
gleiche Form wie die Radialgleichung der Schrédinger—Theorie.

Dieses Problem ist in der Literatur mit verschiedenen Methoden gelost
worden. Im Wesentlichen besteht das Problem in der Entkopplung der radialen
Dirac—Gleichung. Die Entkopplung selbst wird oft bereits nur mit Néherungen
durchgefithrt um fiir das Coulomb—Potential befriedigende Ergebnisse zu erhalten.
In diesem Kapitel diskutiere ich verschiedene Naherungsverfahren, die ich aufbauend
auf bereits Existierenden entwickelt habe. Es wird sich zeigen, dafl es wesentlich ist
wie die Entkopplung der Radialgleichung durchgefithrt wird.

4.1 WKB-G Die Good—Niherung an der Dirac—
Gleichung

Das Ziel der modifizierten WKB-N&herung von R. H. Good [10] ist, eine allgemein
giiltige Nédherungsformel zu finden, welche durch entsprechende Limes-Betrachtung-
en die Ndherungsformel der Dirac—Gleichung in die Naherungsformel der Schrodinger
- Gleichung tiberfithrt. Ferner soll eine WKB-Néherung entstehen, welche fir das
Coulomb—Potential exakte Ergebnisse liefert.

21
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4.1.1 Dirac—Analogon zur Schrédinger—Radialgleichung

Die radiale Dirac-Gleichung kann in ein Gleichungssystem mit zwei reellen
Komponenten zerlegt werden [8].

hesr

hedomy = ——m—l—(E me® — Vo (4.1)

hese

hcdme = (V — E—me®)ny + — o (4.2)

Nachdem die eine Gleichung nach der kleinen Komponente 7, aufgelést wurde, kann
diese Komponente in der anderen Gleichung eliminiert werden.

he % _
NEYVTE e [67»770 B 7770] (43)

V'he %
oo = — [ar _z ]
n (V — E —mc?)? o= o
hc . P %
R e LR ) (1.4)
E—mc* -V V'he ]
he o ¥ (V-F-— m02)2 [aﬂ]o — ]
he T
V- E —me [arno + 2770 87»770_
P he x ]
o — 2l = 1,
rV-—FE-— mQ[anO r770_ 0 (1.5)
Nach Multiplizieren mit % erhialt man
(E—V —mc*)(V — E—mc?) V!
R R e (LU
22

—820——770—|- 3n0——3no—l—r—2no = 0 (46)

Mit der Definition p*(r)c* = (E — V/(r))? — m*c* erhilt man

p? V! P P P
T TV B e
V/
+m@rno — 837]0 = 0 (47)
!
d? —0,
= Orto F E—V 4+ me? "o
P —1 1%
I Gl N e = 0 (4.8)

h? 72 E—-—V4+me2r
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Fithrt man noch ¢ = £ — V + mc? ein, so reduziert sich die Formel auf

¢ A Cat) B N
qbék«noJr[hQ— > +¢,r no =0 (4.9)

Dirac—Analogon zur Schrédinger—Radialgleichung

83770 -

Fiir den nichtrelativistischen Fall c =+ co <= ¢! — 0 erhilt man die Schrodinger—
Radialgleichung
P sx(x—1)

T ] no =0 (4.10)

4.1.2 Bessel - Funktionen — die V = (0 Ldsungen

Es soll nun versucht werden, die erhaltene Differentialgleichung, fiir den
potentialfreien Fall auf die Form der Bessel Differentialgleichung zu bringen. Die
Bessel Differentialgleichung lautet

2*y" + 2y’ + (2 —nP)y =0 (4.11)

Die zu untersuchende physikalische Gleichung resultiert aus der radialen Dirac—
Gleichung und ist deshalb auf 0 < r < oo definiert. Da die Variable nicht Null wird,
darf durch z? dividiert werden.

2

y’ n
<:>y”—|—y;—|—(1——2)y:0 (4.12)

x

Fiir den potentialfreien Fall geht Gleichung (4.9) in

2
2 p #(x—1) .
d:mo + [g - T] o =0 (4.13)
iiber, wobei p?’c? = E? — m?c* nicht mehr vom Ort abhingt. Nachdem die
Transformation
o= /r¥ (4.14)
= Dy = — + 10, % (4.15)
Mo = NG 70, .

or X (4.16)

Voo Arr

ausgefithrt ist, erhélt man

NIV

2
RO + a9.% % N [p (5

L L (117)
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= O’Y +

0% by 2 —1
- —+ ro_ 7%(% ) ¥=0
4y2

0,3 p? —1)+1/4]
— I’y + +p——%(% ) +1/ Y =0
r h? r?
DY p? —1/2)?
= 8f2+a—+ L A LY SR
r h? r?
Setzt man noch
y = pr/h
ar
= 0,2 = —0,2
Y ay
72
2 _ 2
= 0J, = E@E
so transformiert sich die Differentialgleichung zu
2 2 2 912 2
Poay  PPOX Pt (=120 Pt
ﬁﬁyZ—l—ﬁT—l— [E—Tﬁ X=0
by —1/2)*
= 8§Z+ay—+ ll—M]E:O
Y )

Dies ist die Bessel Differentialgleichung mit der Losung

Y =Tum1p2(y) = Tumip2 <%)

Somit ist

o = \/%j —-1/2 (%)

eine Losung der Gleichung (4.13).

4.1.3 Ein Losungsansatz fiir V # 0
Als Losungsansatz fiir die Gleichung (4.9) mit V # 0 wird

no=T(r)7(5(r))
benutzt.

Oon=TTJ+TJ

24

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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Pno=T"T(S(r)) +21'T" +TTJ" (4.30)

Dabei bedeutet ' = 887. Die Differentialgleichung fiir die Funktionen 7" und S lautet

T”J+2T’J’+TJ”—¢ (7' +TJ
ﬁ_u i _ -
+ |5 57 TT = 0 (4.31)

Zur weiteren Berechnung miissen noch einige Nebenrechnungen durchgefiihrt
werden.

0,7 (8) = S'0sT (4.32)

0;:7(S) = 0,[0,50s7(5)]

= (0:5)057(5) + (0:5)0,057 (S)
(075)05T (5) + (0,5)050,T ()
(07:5)0sT (5) + (0,:5)(0,8)05T (5)
= (0:5)0s7(5) + (0:5)* 057 (S) (4.33)

J(S) geniigt der Bessel Differentialgleichung. Deshalb kann die zweite Ableitung
nach S durch erste und nullte Ableitungen der Bessel - Funktionen ausgedriickt
werden, denn

2
S22 + 5057 + (52 _ (% _ %) ) J = (4.34)
g =T (i “ ) J (4.35)
T8 S ‘
Somit erhélt man als Differntialgleichung fir die Funktionen 7" und S
T// T/ ¢/ 5 5 2
o+ PT - 3] TJ' + T |(925)0sT + (9,8)*037 |
T’ p? (s —1 b
_%TUO + [p - % + %7] n = 0 (4.36)
oy S, o
= [2T y + S’] TJ"+7T(0.5)°05T
T" ¢/T/ p2 %(% _ 1) 951% _ .
l T o 2 2 T =0 (4:37)
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8T 4 (1 — (%%)2) j]

+{TT“_¢¢§+Z_2_%( )+¢AMO_0 (4.38)

= 2L -2+ S| 1T - 1(5,5)

T A

T T 72

—(9,9)? (1 - (”;%)2)] o =0 (4.39)

Wahle nun (E
oS
T =4/ = 4.40
- (1.40)
! ! 2 "
Lo L 4S8 445" 58 (1.41)
9./83 S
S/
/ / / 2 [ "
LI _ ¢85 495" — 4SS (.42)

T @SS’
Folglich gilt

T/ qb/ SII SI
p J R 4.4:
7 gtg g0 (4.43)

Da no wegen der Normierbarkeit nicht identisch verschwindet, gilt

T" ST 2 -3 : p? %(%—1) e
TS (1—( . ))+ﬁ— =0 ()

4.1.4 Eine semiklassische Niherung

f(8,8,8") = g(r,h) (4.45)

Obige Gleichung bestimmt die Funktion S(r). Da die Gleichung von & abhéngt, wird
die Funktion S(r) dies auch tun. Unter der Annahme, dafi die Abhangigkeit der
Funktion S von h in eine Potenzreihe in h entwickelbar ist, konnen die fithrenden
Glieder dieser Potenzreihe als Approximation fiir die Funktion benutzt werden.
Durch Vergleich mit der Losung fiir den potentialfreien Fall erkennt man, daf als
fithrende Potenz A~! sinnvoll ist.

1 2
==Y s, (4.46)
n=0
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Die semiklassische Approximation beriicksichtigt nur die ersten beiden fithrenden
Potenzen in i der Funktion f(S5,5’,5”) in Gleichung (4.45). Das heifit alle Terme
der Ordnung A2 und k™!,

o (7;) =1 0 (Q;E;) =1 (4.47)

Die Gleichung, welche schlieilich die Funktion S(r) in semiklassischer Naherung

1\ 2 2 2 /
2y _(Zx-z\y_pr _x = ¢
S (1 ( 3 ))_h2 r2+r2+¢r (4.48)

Unter der Annahme O(s) = k1 liefert das Ordnen nach Potenzen in h

R e e

bestimmt lautet

"2 2 0—2 2] _ |
(S)? (1= 5872 + %S }_ﬁ_r_?—{_r?—}—(ﬁr (4.50)
S’[l— 2972 5‘2}1/2— A 4.51
( o )+ VR 2 g2 or (4.51)
Entwickelt man nun die Wurzel geméaf
\/a—l—xw\/_—l—z\/_ (4.52)

so erhalt man

p 2 % 1 + T'
S’ (4.53)
sy~ Vi \/7
Untersucht man die Polstellen dieser Differentialgleichung, so koénnen zwei
Funktionswerte der Funktion S(r) direkt abgelesen werden:
S(ry) = —s S(rg) = s (4.54)

wobel r; und ry die Nullstellen
2 2

P _Z —y (4.55)

2 2
h 1o

sind. Mit diesen Informationen kann die Differentialgleichung integriert werden.

do P do 1
o2 _ 52
AR / —

2 1+7%
_/WJ__2.+¢/W___J;_ (4.56
T 2 J p2r2
r —

>
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Die Berechnung der Integrale auf der linken Seite kann explizit durchgefithrt werden

>

2 P
/da 1——2 = {\/02—%2—%arccos (—)}
o

g

4

—x

= u(m+2mn) neZ (4.57)

> 2 !
__TEET em (4)

s >

Unter Beriicksichtigung, dafl die rechte Seite immer positiv ist und mit

7 do 1 B
o No? — P B

1
= 7T<V—|—§) v €N (4.59)

d£1/02_%2+§
g

—x

s(m 4 2mn) — g — 27n’

erhdlt man als WKB-Quantisierungsbedingung

"2 / 1—|—r— 1
/dr /dr—:ﬂ'<l/—|—§) v €N (4.60)
2

r1
h2

wobei
picd = (E V) —m* (4.61)

Driickt man die Quantisierungsbedingung durch die Grolen E = emc?, V = Wmc?
und A = % aus, so erhalt man

(4.62)

4.1.5 WKB-G fiir Coulomb—Potential exakt
Zur Berechnung der WKB-Integrale der Quantisierungsbedingung von Good

/d\/_ ——/d Tqb\/_ - 7r<V—|—%) (4.63)

mit

Q= (c—W)}—1- (ﬁ)Q A? (4.64)
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A
p=c+ " +1 (4.65)
T
fiir Coulomb—Potential
Z o Z o
W) =-222 = W) = 225 (4.66)
T T
!
1
- r% = — W =2 :; (4.67)

%7@«\/5 5“ /er (u+%) (4.68)

nutzt man die im (Anhang C) aufgefiihrten Formeln von Heinz Kriiger aus.
Exemplarisch soll hier die Integration des ersten Integrals explizit ausgefiihrt werden.
Mit den Formeln aus dem Anhang kann das zweite Integral problemlos analog
berechnet werden.

17 17 1
X/dr VO = X/dr vV Qr? (4.69)
r

Or? (6 — 1)r + 2eadr + X2 (a — %2) (4.70)

Nach (Anhang C) gilt fiir 1 < ry

ro 1
/dr ;\/aTQ—I-br—I-c:ﬁ[Z\/__a

\/_c] (4.71)

Die Konstanten sind hier

a = &8—-1<0
= 2eal 72)
c = X@-x)<0 (4.73)

Unter Verwendung von (2.66) erhdlt man

/dr :W[ o w?—a?| =v (4.74)

1 — &2

Fihrt man die zweite Integration auch noch aus, so findet man als WKB-
Quantisierungsbedingung die exakte Feinstrukturformel von Sommerfeld.



KAPITEL 4. WKB-VERFAHREN FUR DIE DIRAC-GLEICHUNG

30

4.2 WKB-Good ohne Wurzelentwicklung
Wurzelziehen der Gleichung (4.48) liefert

S 12 1 [p*r? ¢

2ol (1) — 42 _ _ Ll

5 S (% 2) :I:T\/ 72 s(x— 1)+ s (4.75)

Dieses Problem 1afit sich abkiirzend fassen durch
ds
= %U(S) = o(r) Vr e (0,00) (4.76)
5(r) r
= / o(S)dS = /Q(T) dr Vro,r € (0,00)
S(ro) ro

(4.77)
Vergleiche hierzu Forster [6] (§11). An der Differentialgleichung kann der Wert der
Funktion S(r) an zwei Stellen abgelesen werden:

S(ry) = » —

DO | =

oder

S(r2) = ~(¢— ) (4.78)
S(rg) = » —

DO | =

Sra) = ~(— )

(4.79)
wobei r; < ry die kleinste bzw. grofite Nullstelle der Funktion o(r) ist. Aus der
ersten Moglichkeit erhélt man die beiden Gleichungen

S(r) r
o(S)dS = =+ / o(r) dr (4.80)
S(r) r
/ o(8) dS = j:/g(r) dr (4.81)
(1) P2
Es gilt!

lyergleiche Bronstein Integral Nr. 217
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Fiir [S] > s — £ gilt

/SU(S) s = |8 - (2—|—m17r) (%_%) Vmi€Z  (4.83)

/S = |S] - (2 + mgﬂ') (% - %) Vmg € Z (4.84)

l
2

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen erhélt man
<% - —) j:/ dr Vn € Z (4.85)

Nutzt man noch aus, daff » € Z — {0}, so erhalt man eine Quantisierungsbhedingung

— = /Q(T‘) dr Vn € Z (4.86)

4.3 Globale WKB-Dirac-Niherung

Ausgehend von der bereits von Good benutzten Formel

2 ¢ P’ %(% - 1) '
— =0, — — 4.
aT‘ 770 gﬁ a 770 —I_ [EQ T2 qbr 0 ( 87)
kann mit der Transformation
!
Ny = ig (4.88)

¢
obige Gleichung auf Normalform gebracht werden ( vergleiche Anhang B).

2 \ 9 AN (12 12
" P _%(%_1) Qo quqb_qb _Qb _
g [Fﬂ a o Tg T ag g9 (4.89)
1 (s —1) qb’% " 34" B
g+[>\2{ w1} -2 Tt o T2 17|97 (4.90)
Diese Gleichung ist von der Form
02+ a(r)] g =0 (4.91)

mit entsprechend definiertem a(r). Fir eine Gleichung dieser Art, konnen mittels
globaler WKB-Naherung Energieeigenwerte und Wellenfunktion semiklassisch
gendhert werden:
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ro 1
/dr va(r) =m(v+ E) mit v € N (4.92)

WKB-Quantisierungsbedingung

ry und 7y sind die beiden Nullstellen der Funktion a(r). Die semiklassischen
Radialfunktionen lauten

vo(r) = C, ('9”(;(_3”)) (4.93)

©,(z) sind die Eigenfunktionen des Harmonischen Oszillators.

4.3.1 Langer—Transformation zur Uniformisierung

Man erkennt, daf fiir die Separationskonstante s = 1 ein Spezialfall eintritt. In der
Funktion a(r) verschwindet der Term
(3 —1)
——a (4.94)
Man stellt fest, daBl eine Langer—Transformation dieses spezielle Verhalten

authebt:

X

r=exp(z) < z=1In(r) g(r)=-exp <5> () (4.95)

0, = exp(—x)0, (4.96)

= 0 = (exp(—2)d,) (exp(—2)d,) = — exp(—22)d, + exp(—2x)d* (4.97)

r

= exp(—2z) (82 — az) (4.98)
O%g(r) = exp(—2z) (83 — aw) exp (%) () (4.99)
= exp(—2z)exp <§> E;/} + Optp + 9% — %;/} — 00 (4.100)

= exp(—2z)exp (%) [@2 — ﬂ () (4.101)

Als Langer—transformierte Differentialgleichung erhélt man somit

[82 - i] N i B n(x—1) N ne 0P B 3(e™0,0)*
621? h? 621‘ emqb' 4¢2
e25(32 — 8,)5

2¢

_|_

};b(@ =0  (4.102)
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mit
2
P 1 .

Einfache algebraische Umformungen fithren sofort zur Gleichung

{024+ 5 1(e = W) 1] = (30— 1)+ (e — ) 22 (4.104)
1 (0%  3(0,0) 4.104
+§(¢ N 242 )}1/)(1:):0

Auch diese Differentialgleichung hat bei entsprechend definiertem ag(z) die Form

{02 + ao(z) }yp(x) = 0 (4.105)

Man erkennt, dafl fiir alle s die Gleichung die gleiche Gestalt hat. Auflerdem kann
an dieser Form gut der dominante Teil abgelesen werden. Die Comptonwellenlange
des Elektrons X ist gegeben durch
ho . ~11
A=—=38616-10""cm (4.106)

me
Die in a(x) vorkommende Groe X~? hat den Zahlenwert

1
A7 =6.7060 - 10* — (4.107)

cm
Wendet man auf diese Differentialgleichung zweiter Ordnung in Normalform die in
(3.1) vorgestellte WKB-Néherung an, so lautet auch hier die Quantisierungsbe-

dingung
T2 1
/d;z: Vao(z) = <V + E) v eN (4.108)

4.3.2 Approximationen hin zur Good—Form

Der erste Schritt der Naherung besteht in der Vernachlassigung des letzten Terms der
Funktion ag(x), da dieser eine Schwarz—Ableitung ist. Numerische Untersuchungen
haben diese Vernachlassigung gerechtfertigt. Die entsprechenden Ergebnisse konnen
den Kapiteln iiber Numerik entnommen werden. Die erste Naherung der Funktion
ag(x) lautet somit:

2z 1

(@)= S €= W) = 1] = o= 504 (= 5)

(4.109)

Im né&chsten Schritt nutzt man aus, dal der Term

<% _ %) a; (4.110)
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den Spin Bahn Beitrag liefert und im Vergleich zum Rest klein ist. Somit liegt die
Idee nahe, die in der Quantisierungsbedingung auftretende Wurzel

ai(x) (4.111)

gemaf

— d . _

zu entwickeln. Die resultierende WKB—Energieeigenwertbedingung hat dann eine
ahnliche Form wie die von Good vorgestellte.

ez 9 1 9
\/m = \/7[(5—1/1/) —1]—(%_5)
(5 — 1) 0.0
+ =
20/ 5 (e = W) = 1] = (5 — })?

(4.113)

4.3.3 Ein weiterer Zugang zur WKB-G

Ausgehend von (4.90) kann durch Untersuchung des asymptotischen Verhaltens
am Ursprung ein dominanter und ein kleiner Teil getrennt werden.

- [(5_W)2_1} = (4.114)

dominanter Teil

n 1 ¢’%+¢_”_3(¢’)2
r2  4r2 or 2¢ 442

Storung

(4.115)

Vernachlassigt man nun Terme mit der Form der Schwarz—Ableitung, so erhélt
man nach Entwicklung der WKB-Wurzel die WKB-Formel von Good. Die
Approximation der Wurzel wird gemaf} (4.112) durchgefiihrt, wobei der dominante
Teil durch z und der Stérungsterm durch ¢ reprasentiert wird.

4.4 Nichtrelativistischer Grenzfall

Ausgehend von (4.104) lautet die relativistische WKB-Quantisierungsbedingung
(mit nichtrelativistischer Vergleichsfunktion):

72dx Vao(z) == (1/ + %) (4.116)
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wobei ag(x) definiert ist durch

621‘ 1 1 az
o) =S =W =] = (e g - S
1 (02  3(0,0)
+ 5( . " 2 ) (4.117)
mit
p(x) = E =V +mdc (4.118)

Um auf eine nichtrelativistische Formel zu kommen, muf} die relativistische Energie
E durch die nichtrelativistische Energie £, ausgedriickt werden

E=md+E, (4.119)

Im Grenziibergang ¢ — oo divergiert ¢, wahrend die Ableitungen von ¢ lediglich
das Potential beinhalten und sich somit nicht mit ¢ verandern.
Man erhéalt deshalb die nichtrelativistische WKB-Quantisierungsbedingung

T2 2 1 2
/dx\IGQx(<1W) (2 2)>:W(V+§) (1.120)
mc e’ y

Transformation r = e

72

dr | By —V  [(x—=1\", 1 _
/7\12 o —( . )x —7T<1/—|—§> (4.121)

r1

/md 2 V) A <+1) (4.122)
T r 7 (Lo . =xlv 5 )

Dies ist die Formel, die man als WKB-Quantisierungsbedingung erhélt, wenn man
von der nichtrelativistischen Schrédinger—Gleichung ausgeht.

Folglich ist obige relativistische Formel fiir ein Coulomb—Potential im
nichtrelativistischen Grenzwert im Sinne von Schrodinger exakt.



Kapitel 5

Whittaker—Gleichung zum
Vergleich

Die WKB-Quantisierungsbedingung von Good liefert fiir das Coulomb-Feld die
exakten Energien. Dies ist allerdings nur mit Naherungen erreicht worden,
welche bereits an einer skalaren Form der Radialgleichung durchgefithrt wurden.
Mein Bestreben, diese Naherungen zu umgehen oder zu verbessern, fithrte mich
letztlich zur radialen Spinorgleichung, fiir welche die von Manfred Stein gefundene
Spinortransformation mir half eine neue WKB-Formel herzuleiten, die ebenfalls
die exakten Sommerfeld—Energien reproduziert, ohne jedoch weitere Naherungen
zu benutzen. Numerische Untersuchungen zeigen auflerdem ein weitaus stabileres

Verhalten als beim Good—Verfahren.

5.1 Spinortransformation des Radialspinors

Die radiale Dirac—Gleichung

E-V b
+ 1 7) 1 = mcnyo (5.1)

—hy30,miz + (’Yo

kann nach den folgenden leichten algebraischen Umformungen noch in der ¢; Ebene
(in G(1,3) ist &1 ein Bivektor) geeignet gedreht werden.

. P
—Ay30,1ia + (’70(5 - W)+ w\;) = 1% (5.2)
Die Einfithrung einer reduzierten Variable r = Az liefert
. % .
—Ya0z1iz + (70(6 -W)+ %;) n=mo sl (5.3)
—0:n + (’7370(5 - W) - Z2;> N2 = Y37Y0l2 (5.4)
o . A . .
—0.n + (0’3(5 -W) - 12;) Nia = Y37Yol2 (5.5)

36
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Mit 0_"3 = —51i2 fOlgt
o N .. .
0.n + <01(5 - W)+ ;) 19Mly = —Y3NYol2 (5.6)
Wegen n* = vony0 = —12nt2 mit n = g + o1, folgt
— % * —
0:n — <01(5 W)+ ?) n*=—o1n (5.7)

Fiithrt man nun den gedrehten Spinor

n= e~N1hI2y const. = f € R (5.8)

ein, so erhalt man

Dpe= 71812y _ <(;1(5 — W)+ Z) TP\ = g e B/2y eﬁlﬁ/2| (5.9)
Zz
Doy — (51(5 —W) + f) 0y = Gy (5.10)
Zz
5.2 Entkopplung der Radialgleichung

Wegen Y = Yo + G1x1 folgt mit €719 = cosh 8 + &;sinh 3 eine Zerlegung der
Spinorgleichung in zwei Komponenten.

doxo - (sinhw)(e = W)+ cosh(3) ) xo
+ (cosh W)+ smh(ﬁ)%) X1 = —X1 (5.11)
»
Oex1 — (cosh W)+ smh(ﬁ);) X0
+ <smh W)+ cosh(ﬁ)%) X1 = —Xo (5.12)
Die willkiirliche Konstante 3 sei nun festgelegt durch
1
coshf = - fire > 0 (5.13)
€
1
sinh3 = —V1—¢? (5.14)
€
V1—e¢? — W N )
Orxo = l €€(€—W)+:]¥o—l€ 5——}—1] (5.15)

e—W V1 —¢e2sx V1 —¢g?
ale = + ——1 Xo — 9
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Mit
1T _ 22
A = Se—W)+ = (5.17)
€ Ex
_ N
B = =W, = (5.18)
€ € z
erhalt man
Oexo = Axo— (B + 1)Xl (5-19)
Oex1 = (B - 1)Xo — Axi (5-20)

Aus der zweiten Gleichung kann formal x berechnet werden

1
Xo = B_1 [0zx1 + Axi] (5.21)

Differenziert man nach =z, so erhdlt man mit der ersten Gleichung eine
Differentialgleichung fiir y;.

0, B

2 by
d:Xo “Bo1y [Gaxs + Axal + 55— 0231+ (2. A)x1 + A(9ex1)] (5.22)
A
= 51 [Ozx1 + Axa] — (B = 1)xa (5.23)
L, 0. B
ﬁaﬁ(l - Waz)ﬁ

0.B 0:A A? _ _

+ l—(B_l)QAJrB_l—B_1+B+1]X1_0 (5.24)
0. B 0.B
2, %D _ O 42 2 _ 5

5.3 Transformation auf Normalform

Die Transformation auf Normalform kann mit dem Ansatz

x1=fg (5.26)
erreicht werden (vergleiche Anhang B).
1 0.B :
f—exp{§/B_1 d:c} (5.27)

f (5.28)
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., 1B (0.B\Y\, 1B _
%:f = 2\B—-1 B-1 ! 2B—1@f (5:29)
1 8B 3,B \’ 1 9,B\°

) B—l_(B—1))f+(§B—1)f (5:30)

1{ 3B 3(dB)\ .
:'G'B—l_§<3—1))f (5:31)
/1B  3(a.BY N
f 2(3—4 2\B -1 (5:32)

,B f _1({dBY N
_B—17_§(B—1) (5:33)

Somit erhélt man die Differentialgleichung zweiter Ordnung

oo | LB 3 az32+3 2.8 \*
g 2\B_1 2\B_1 2 \B_1
9. B
— B_1A+6ZA—A2+B2—119:0 (5.34)
) 1 0:B 5 (0B ©_ 0B,
g 9B—1 " 4\B-1) B-1
%2
+ &A+@—WW——5—49:0 (5.35)
T
Mit
(c)=_L 0B 5(0.B ’
WAETO B 1 T a\B -1 .
(5.36)
azBA+8A+( w)? f—l
B—-1 “ © z?

liegt eine Differentialgleichung der Form
(0* +aw)g=0 (5.37)

VOr.
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5.4 Whittaker—Gleichung zum Vergleich

Als geeignete Referenzgleichung bietet sich die Whittaker—Gleichung an. Dies
erkennt man leicht, wenn man das Coulomb—Potential einsetzt.

V1 —e? Z A
A= c <5+ a)+__\/1_52+\/1_€2_+£ (5.38)
€ T ex  ex
VA V1—¢g?
B=14+224 Y % (5.39)
Ex ex
Zao o
O A=—V1—e?—— — 5.40
Ceer e (5.40)
VA V1—e?
0,B = _570; - 7” (5.41)
27 21 —¢e?
92B = mg‘ + 5;1:35 - (5.42)
0. B 1 . SN .
51 :—E(Zoz—{—\/l—s wex(Za+ V1 —e?x) =- (5.43)
0;B e JI—=2 2
B o1 5"03(Za + V1 —e¥)ex(Za + V1 —e2s)7? =— (5.44)
bt 1 7
Rg + |5 +- <¢1—52+¢1—52—a+ %)
dz? exr  ex
Za n Za
_ —2f" T (1) -9 —
l1—e¢ pe Rl (1—-e*)—2(1—¢ )51
2Vl —e?x  (1—e*)a? 2v1—c*Zax (5.45)
cx ca? ey’ '
2 WI—clx o
a 5%"6 1 2Z0ce 5x€ %—I_;[ﬁ
2V1 —etax (1 —e?)s?
+ glx? i ela? 9=0
VI—e242:Za - (*—a
029+ |[—(1—e?) + Tl (%2 a)]gzo (5.46)
T T
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Mit der Koordinatentransformation y = &z erhéalt man mit £ = 2v/1 —e? die
Whittaker—Gleichung

1 2ea+V1—e2 L _(2—-a?
PRg+ |——+ + 4 ( 5 )
4 2uy/1 —e? y

Normierbare Losungen gibt es nur unter folgenden Bedingungen

9ea + T =22
RS0t Vo~ C (5.48)
21 — &2

g=0 (5.47)

m? =" —aF = m=Vx?-a (5.49)
1
m—l—i—k:—z/ v e Ny (5.50)
Normierungsbedingung
Gl ==y (5.51)

v+t —a?= i (5.52)

e é (v+ V- @) (5.53)

Nach Quadrieren und Umkehren erhédlt man die Sommerfeldsche Feinstrukturformel

1 & ?

- iveeoar) T (5.54)
_ 2 —1/2
«

Feinstrukturformel von Sommerfeld

Mit den Formeln aus Anhang C erhélt man folgende Formel

fd b
/TT Var!+br4+c=mn [ﬁ — —c] (5.56)
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Das WKB-Integral der Whittaker—Differentialgleichung ergibt

1+2ea+m+@2—%2+§_
4 21 —¢? y? B

y+ - — 2t +a?

Ty
47 2/l _ 22 4

7d1J 1, 2a+VI—ef 1

42

(5.57)

Die neue WKB-Quantisierungsbedingung, die fiir das Coulomb—Potential per
Konstruktion exakte Ergebnisse liefern muf, lautet

wobei

/d:c\/aw(:c,%) =7

1B 5(d,B\ 9B
R R Y
=351 4(3—1) BT
, 7
—I—(es—W)—:C—Q—l

1_ 2
A=Y""r_-w+Z

I EX
B - 5_W_|_V1_52f

&€ ) X

1 1
1/—|—§—|—\/%2—6z2— %Q_QQ_Z]

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

5.5 Diskussion des Whittaker—-WKB—Verfahrens

Die Versuche des vorigen Kapitels, die jeweils untersuchten Funktionen a(z)
auf eine Form zu bringen, die, bei Verwendung der Whittaker—Gleichung als
Vergleichsdifferentialgleichung keine Naherungen bei der Liouville-Transformation
nach sich ziehen, sind an der unglinstigen Entkopplung der Radialgleichung
gescheitert. Mit der hier durchgefithrten Spinortransformation des Radialspinors ist
es mir gelungen, eine uniforme — positive und negative s sind gleichberechtigt
— skalare Radialgleichung der Dirac—Theorie herzuleiten, welche sich fir den
Spezialfall des Coulomb—Potentials auf die Whittakersche Differentialgleichung
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reduziert. Folglich liefert ein Liouville-Vergleich mit der Whittaker—Gleichung

exakte Ergebnisse. Entscheidend fiir die praktische Handhabung ist die explizite

1
Berechenbarkeit des Integrals (5.57). Erst hiermit konnte der zum 7 (1/ + E) Term

des harmonischen Oszillators analoge Ausdruck gefunden werden.

In der nichtrelativistischen Theorie war der nichtrelativistische harmonische
Oszillator als Vergleichsproblem sehr giinstig. Daf} in einer relativistischen Theorie
der Vergleich mit einem relativistischen quantenmechanischen Problem, dessen
Losung exakt bekannt ist, bessere Ergebnisse liefert als ein nichtrelativistischer
Vergleich, sollte deshalb nicht verwundern.



Kapitel 6

Numerische Algorithmen

In diesem Kapitel werden Algorithmen und analytische Hilfsrechnungen aufgefiihrt,
die im Rahmen meiner Diplomarbeit Anwendung fanden. Numerische Rechnungen
haben den Vorteil konkrete Zahlenwerte zu liefern. Falls man an Energieniveaus
interessiert ist, sind numerische Ergebnisse sehr sinnvoll, da analytische Rechnungen
meist nur ndherungsweise durchgefithrt werden koénnen. Will man allerdings
Zwischenergebnisse numerisch berechnen, so ist es sehr schwierig, damit analytisch
weiterzuarbeiten. Im Fall der WKB-Naherung fiir gebundene Systeme, kénnen
numerisch sehr gut die Energiewerte fiir verschiedene WKB—Verfahren verglichen
werden.

Die numerischen Rechnungen habe ich auf einem PC mit Intel 80386 Prozessor
mit 25MHz durchgefithrt. Als Programmiersprache habe ich Turbo Pascal 5.5
benutzt.

6.1 Nullstellensuche

6.1.1 Muellersche iterative Methode
Mathematischer Hintergrund

Bei dem iterativen Verfahren nach Mueller, handelt es sich um eine Kombination
zweier verschiedener Verfahren. Das erste verwendet die inverse quadratische
Interpolation zur Bestimmung einer Naherung der Nullstelle zu gegebener Funktion
f(z). Das zweite ist ein einfaches Intervallhalbierungsverfahren, welches immer
dann angewandt wird, wenn das Interpolationsverfahren eine genédherte Nullstelle
ausserhalb des nach Nullstellen zu durchsuchenden Intervalls I = [z}, z,] liefern
wiirde. Das Verfahren setzt voraus, dafl die Funktionswerte an den Intervallenden
unterschiedliches Vorzeichen haben. D.h.

flar) - fa) <0 (6.1)

44
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Das Intervallhalbierungsverfahren

Zuerst wird die Intervallmitte ermittelt:
1
Ty 1= 5(1:; + ) (6.2)

Fir den Fall f(z,,)- f(z,) < 0 werden z; und z, ausgetauscht um zu garantieren,
daB stets f(z,,) - f(z,) > 0 gilt.

Aus den folgenden Bedingungen ergeben sich damit die neuen Intervallgrenzen

wom o Gule e 0
o {0 SRl eE o

Die inverse quadratische Interpolation

Man spricht auch von hyperbolischer Interpolation. Dabei wird die Umkehrfunktion
f~Y«) durch ein quadratisches Polynom interpoliert. Der Interpoland wird wie
folgt aus den Koordinaten von Punkten der Intervallgrenzen und der Intervallmitte
berechnet:

y=1flz) = [y ==« (6.5)
FHy) = Qaly) = Aly —w)* + Bly —wi) + C (6.6)

mit
Yy = f(-fl) y  Ym = f('fm) y  Yr = f(fr) (67)

An das Polynom sind drei Bedingungen gestellt:

1) Quxy) =21 == C=u
2) Q2(ym) =Tm (6.8)
3) QQ(yr) =,

Die beiden noch zu bestimmenden Parameter A und B ergeben sich nach einigen
einfachen Umformungen zu:

(@ = 2) (Y —y1) = (2 — @)y — 1)
o (Y — y0)(Yr — Y1) (Yr — Ym) (6.9)

(2 = @) (yr = 90)” = (27 = @) (Y — 1)’ (6.10)

B T = =) =)
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Die erste Approximation der Nullstelle lautet:
o =2+ yi(Ayi — B) (6.11)
Nachdem A und B explizit eingesetzt sind, erhdlt man
i 1
t0 = ot —2 {(@r = 2)(ym — vy
Y = Y0 (Yr — Y)(Yr — Ym)
= (zm —2)yr — vy — (@r — @) (Y — ) (Yr — Ym) (6.12)
+ (@ = 2)(Ym — )Y — 1) = T — 20)(yr — 01)*}
Unter Ausnutzung der speziellen Eigenschaft des Mittelpunktes
T, =2, — Ty (6.13)

schreibt sich der Ausdruck in der geschweiften Klammer als

{1}

22m — ) (Ym — Y)Y — (T — 1) (yr — vy
2@m — ) (Ym — Y)(Yr — Ym) + 2(Tm — 20)(Ym — ) (yr — W1)
(T — 1) (yr — yl)2

(T — 1) [Q(ym —y)yr = (Yr — Y)Y = 2(Ym — Y1) (Yr — ym) (6.14)
2(Ym — y)(yr — ) — (yr — y)(yr — yz)]
(2 — 1) [2Ym (Y — y1) — ye(yr — 1))

(6.15)

Yi(m — 1) [ 292 — 29mys — Y2 + Yo
vy — gy 4 2 xl){ym YmYl yﬂryyz}

Ym — Ui (Yr — 1) (Yr — Ym)

202 = 2yt — yE + Yot = — (Y — Y)W — Ym) — Y (Yr — 2ym +y1)  (6.16)

(6.17)

Yz, — 1) Yr — 2Ym + ui }
Tg=x] — ——m—

I+ ym

Niherungswert der Nullstelle

......... Interpolationspolynom

zu untersuchende Funktion

Niaherung der Nullstelle mittels Interpolationspolynom
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Das Verfahren 2 soll nur dann angewandt werden, wenn der Néherungswert im
Intervall [z, z,,] liegt. Sonst wird das Verfahren 1 zur Berechnung des nachsten
Néherungswertes benutzt. Das Bisektionsverfahren garantiert per Konstruktion,
dafl der Naherungswert fiir die Nullstelle im gewiinschten Intervall liegt.

Um nicht das inverse parabolische Interpolationsverfahren komplett durchrech-
nen zu miissen, um entscheiden zu kénnen, ob der Naherungswert fiir die Nullstelle
im gewiinschten Intervall liegt, kann eine Ungleichung berechnet werden, die obigem
Test dquivalent ist.

Man fordert von der Nédherungsnullstelle:

<z<ua, (6.18)

— 0<z—a <z, —a (6.19)

Nun werden die beiden Ungleichungen, die gleichzeitig erfiillt sein miissen, getrennt
umgeformt. Dabei sei noch einmal daran erinnert, daf} fiir die Funktionswerte die
folgenden Beziehungen giiltig sind:

1) Ym Yr >0
2)  wy <0 (6.20)
3) Y ym <O

1. 0<x —x
| m Yy — 2 m !
yi(&m — 1) {1 4y, 2 Y ant } <0 (6.21)
Ym — Ul (Yr — y)(Yr — Ym)
Wegen
I <o (6.22)
Ym — YI
muf} nur
Yr — 2Um + Ui } .
Ty — )L+ yp, >0 6.23
( ) { (r — Y1) (Yr — Ym) (6:23)

getestet werden.

>0 (6.24)

(Yr — U)(Yr — Ym) + YUm¥r — 292 + yzym}

’2_“7’ “m_2'2 "m
v —yiyr + yy Y2+ yy }>0 (6.25)
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2y (Y — Y1) = Yr(y, — ’yl)} <0 (6.26)

2. x—x < 2, — 1y

(@, — a7) { Yr — 2UYm + U } .
PR S S T Az —x) <0 (6.27
Ym — U (vr —y0)(Yr — Ym) ( ! (6.27)

— Ym Tz — 1) {yr’(yr — Y1) = 2ym(Ym — yl)} > () (6.28)
Y — Ui (Yr —¥)(Yr — Ym) B
Wegen
Ym — Yl
kann auch
(2 — 22) {yr(yr — Y1) = 2Ym(Ym — yl)} >0 (6.30)
' (Yr — y0)(Yr — Ym) B

untersucht werden.

— Qym(ym_yl)_yr(yr_yl) .
= L l){ (Yr = y)(yr = Ym) } =0 (6:31)

Diese Ungleichung ist also fiir beide Falle zu untersuchen. Mit den beiden gestellten
Forderungen an x ist auch z; < z,, gefordert ((E denn im umgekehrten Fall dreht
sich nur in der letzten Ungleichung das Ungleichheitszeichen um). Mit dieser
Kenntnis ist schlieBlich

2mm_ —Yr\Yr — 1
e 2l —y) —yryr —y) (6.32)

(yr - yl)(yr - ym) N

Fiir diese Ungleichung 18t sich wie folgt eine einfachere Ungleichung herleiten,
welche die obige impliziert. Die Behauptung ist:

2 (Ym = 90) = ¥r(yr —00) <0 = (g —)(yr —yn) >0 (6.33)

Der Beweis vollzieht sich wie folgt:

F(ym) = 2Um(Ym — y1) — ye(yr — u1) (6.34)

Die Nullstellen dieser Funktion sind

Yr .
Ymt =y £ \/yf + 5(% — 1) (6.36)
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Die Losungen der Gleichung F(y,(«)) < 0 lauten

ym(a) =y + aJy? + %(yr —y) mit o€ [0,1]

Diese Losungen werden eingesetzt in (y, — y1)(y, — ym) so daB

(Y =)W —Ym) = (¥r —w1) (yr -y x oz\/y? + %"(yr — yz))
= (v —w) £ aly — yz)\/y? + %r(yr — 1)

Es bleibt also die Exaktheit der Ungleichung

Yr
vit+ S —u) < -y
zu untersuchen.
vl iy
= y?+2—r— 5 <yl —2yy. +y’

= —v'—yu+4yy <0
= 3yy, —y. <0

Diese Ungleichung ist erfiillt und damit die Behauptung bewiesen.

Somit ist nur die Ungleichung

2Um (Y — y1) — yr(yr — 1) <0

49

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

zu testen, um zu erkennen ob das inverse parabolische Interpolationsverfahren oder

das Verfahren der Bisektion verwenden werden muf.
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Algorithmus und Programm

1. Uberpriifen, ob linker und rechter Funktionswert
gleiches Vorzeichen haben

2. Ungleichung (6.44) auf Wahrheit priifen

3a. Falls die Ungleichung wahr, wird das Verfahren der
hyperbolischen Interpolation verwendet, um eine
neue Approximation der Nullstelle zu finden.

4a. Interpolation der Umkehrfunktion der zu untersuchen-
den Funktion

5a. Der Funktionswert des Interpolationspolynoms an der
Stelle 0 ist neue Approximation der Nullstelle

3b. Falls Ungleichung falsch, wird das Bisektionsverfahren
benutzt

6 fahre fort mit 2.

WO ~NO® R WN -

W WNNDNNNNNNNNRERRRRRRPRRRE B
H O OO ~NOON B WNEOOWWNOO R WD RO

Ausgabefile : E:\rtmi.pas

procedure rtmi(var X,F : extended; { Start- und Ausgabewert }
fkt : funkt; { zu untersuchende Funktion }

Lok ok ok s o ook o oK Ko Ko o o K sk o oK o ok ok ok o K sk o ok s Kook K o ook K ok o ok ok Kok ok ok ook o
{* Notwendige Type Deklaration *}
{* type func = function(x:extended):extended; *}
Lo ko ok ok s ok ook o oK R o o R o K oK o KoK o ok ok o K ok o oK s KooK K o ook K ok o ok o Ko ok ok ook o
var IER . byte; { Error Variable }

XLI,XRI,EPS : extended; { linke und rechte Grenze }

{ und Genauigkeit }

IEND : longint); { Abbruchbedingung }

{***********************************************************************}

{* Prozedur zur Bestimmung einer Nullstelle der Funktion fkt im *}
{* Intervall [XLI,XRI] nach der iterativen Methode von MUELLER. *}
{* Die Intervallgrenzen muessen garantieren, dass die Funktionswerte *}
{* auf den Grenzen unterschiedliches Vorzeichen haben. *}

{***********************************************************************}

Var x1,xr,tol,fl,fr : extended; { linke und rechte x und Funktionswerte }
xm,fm : extended; { mittlerer x und Funktionswert }
dx : extended; { Hilfsvariable bei hyp. Interp. }
i : longint; { Zaehler der Iterationen ¥
fertig : boolean; { Abbruchbedingung erreicht ? ¥

procedure tausch;

e ok ke o ok koK K K o ook o o o o o o Ko K KK K K KK ok ok o o ok o o o o Kok K KK KK K ok o ok o ok ok ok ok ok ok ok ok Kok K K
{* Tauscht linke und rechte x und Funktionswerte aus um wieder die *}
{* gewuenschte Ausgangssituations herzustellen *}
e ok ke o K koK K K o ok o o o o o o Ko K KK K K KK ok ok o o ok o o o o KoK KKK KK K ok o ok o ok ok o ok ok ok ok ok Kok K K

50
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32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
20
91

Ausgabefile : E:\rtmi.pas

begin
tol := xr;
xr := x1;
x1 := tol;
tol := fr;
fr := fl;
fl := tol;
end;
Begin
o o o o oK KRS oK SR o K KKK K o K K KK K S o o K KK K Ko o o K K KK oK K o o KK KoK K Ko o K K KK KR R kKK K
{* Initialisierung der Variablen *}
o o ok o o ook K Ko o oo o K KKK Ko o K K KK K K o o oK o K K o o o K K KK oK K o o KK KoK oK Ko o oK K KoK Kok Rk KK K
ier := 0;
fertig := false;
i = 0;
x1 := x1i; xr := xri;
xm := 0.5%(x1+xr);

L ok o o o ook K Ko o oo o K KKK K o o oK K KK S oK o o K Ko oK K o o o K K KoK o o o o KK KoK oK Ko o ok K Kok ko ok kKK K
{* Ueberpruefung der Startbedingungen *}
L o o o o ook K Ko o oo o K KKK Ko o K K KK oK oK o o K KoK K K o o o K K KK oK oK o o KK KoK oK Ko o oK K KoK Kok Rk KK K

fl := fkt(x1l);

if f1 =0 then begin f := 0;x := x1; exit; end;

fr := fkt(xr);

if fr = 0 then begin f := 0; x := xr; exit; end;

if fr*fl > O then begin ier := 2; exit; end;

f := fkt(xm);

if fr*f < O then tausch;
o o o o oK KRS SR SR o K KKK SR o K K KK oK S o K oK K K o oK KK oK K o o KK KoK K Ko o K K KK Ko R kKK K

{* Hierdurch wird eine Vorzeicheneinstellung garantiert *}
{* rechter und mittlerer Funktionswert haben gleiches Vorzeichen *}
R T e L)
repeat
i = i+1;

tol := fx(£f-fl);
ook ek s ks ko ok ok o ok s ko sk ok s ks ok o o ok ok o sk o s ks ke ko ok o sk o sk sk ok sk koo ok )

{* Falls neuer x-Wert mittels hyperbolischer Interpolation nicht *}
{* auserhalb des angegebenen Intervalls liegen wird, kann die *}
{* hyperbolische Interpolation benutzt werden. Anderenfalls *}
{* garantiert das Intervallhalbierungsverfahren einen entsprechenden x*}
{* neuen x-Wert. *}

LR A A A A A FAA A A A A KA A KA K FAAF A F A A A KA K HAAKFAAAF KA A F A KA KK KAA KK}
if tol+tol - fr*(fr-fl) <= O then
Begin
Lok o KoK o o Ko Koo K KKK KKK oK K o K KK o Ko KKK ok KK o KoK KoK KKKk KK o K )
{* Methode der hyperbolischen Interpolation *}
LA AR AR A A A A A A A KA A KA K FA A F A A A A A K AA KA FAAAF KA A A F A KA A KKK KK}
dx := fl*(xm-x1)/(£f-£1)*(1+£* (£fr-2%f+£f1) /(fr-£f1)/(fr-£));

x = x1-dx;

fr := £;

Xr = Xm;

f := fkt(x);

if £ = 0 then exit;

xm = x;

if fr*f < O then tausch;

if (abs(dx) <= eps) and (abs(f) <= 100%eps) then fertig := true;
end
else
begin

51
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Ausgabefile : E:\rtmi.pas
92 {akkkokksk koo ok sk ook sk sk o sk sk o sk sk ok sk ko sk sk o sk sk ok sk o sk s ok sk sk ook sk s ok sk sk o skl ok ok -

93 {* Bisection *}
O4 ke sk sk ok ok e ook s oo ok Kok ok Kk ok K o ok s o ok o oo ok ok ok K oK 3 ok o ok s ok s ok o ok ok K koK kK ok ok kokok ok ok
95 Xr = Xm;

96 fr := f;

97 xm := 0.5%(xm+x1);

98 f := fkt(xm);

929 if £ = 0 then begin x := xm; exit; end;

100 if f*fr < O then tausch;

101 end;

102 if i >= iend then begin x:= xm; ier := 1; exit; end;

103  until fertig;

104 {Fakkkakok koo ko ok ok koo okok ook ok okok ok ok dokokok ok ok ok ook ok ok ok kokkokok ok ok kR ok kok bk ok okok ok ok )
105 {* Der mittleren x-Wertes wird der Ausgabevariable zugewiesen *}
106 {Fkkkaok koo ok ook dokokok kb okok ok okok ok ok dokokok ok ok ok ook ok ok kokk ook ok ok ok ok kbbb kokok ok ok )
107 X = Xm;

108 end;

6.1.2 Modifiziertes Newton—Verfahren

Das gewo6hnliche Newton—Verfahren hat den Vorteil, dafl es sehr schnell auf die
Nullstelle konvergiert. Schwerwiegende Nachteile des Iterationsverfahrens sind
die Notwendigkeit der Ableitung der zu untersuchenden Funktion, sowie die
Unsicherheit der Konvergenz — die Iteration mufl nicht zwingend auf die Nullstelle
zulaufen.

Die Ableitung der zu untersuchenden Funktion kann leicht iiber den
Differenzenquotient berechnet werden, wobei man sich beim Festlegen von Az davon
iberzeugen muf}, dafl das zugehorige Ay sicher oberhalb der Rechnergenauigkeit
liegt. Da eine ungenaue Ableitung lediglich ein schlechteres Konvergenzverhalten
der Iteration nach sich zieht, ist es sinnvoll Az eher aus einem Bereich zu wahlen
der mit Sicherheit die Rechnergenauigkeit respektiert. In meinen Programmen,
die das Newton-Verfahren nutzen, habe ich Az meist 10™® gewihlt bei einer
Rechengenauigkeit von 107'® — Turbo Pascal Typ EXTENDED.

Je nach Anwendnung kann das Newton—Verfahren mit dem Intervallhalbier-
ungsverfahren kombiniert werden, so dafl die x-Werte nicht aus einem gewiinschten
Bereich herauslaufen.

Bei der Muellerschen iterativen Methode sind zwei die Nullstelle einschliefende
Startwerte notig. Im Gegensatz hierzu kommt man beim Newton—Verfahren mit
einem Startwert aus, der lediglich hinreichend nahe an der Nullstelle liegen mufl. Wie
bei der Muellerschen iterativen Methode ist es moglich, das Iterationsverfahren nach
Newton mit einem Bisektionsverfahren zu kombinieren, um zu garantieren, daf} die x-
Werte nicht aus einem gewiinschten Bereich herauslaufen. Beim Newton—Verfahren
sind hierzu die Funktionswerte an den Bereichsgrenzen nicht nétig. Speziell bei
der Nullstellensuche des effektiven Potentials ohne Langer—Transformation hat sich
dieses modifiziertes Newton—Verfahren iiberlegen gezeigt.
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6.2 Gauss—Mehler—Integrationen

Um numerisch  WKB-Quantisierungsbedingungen 16sen zu koénnen, miissen
bestimmte Integrale zwischen den Nullstellen des Integranden berechnet werden.
Bei WKB-Integralen der Dirac—Theorie miissen Funktionen integriert werden, deren
Struktur vergleichbar mit V.;; — £ (vergleiche Bild) aus der Schrodinger—Theorie
sind.

Veps(z) —

Integralmethoden mit maximalem Genauigkeitsgrad, durch geeignete Stiitzstel-
len- und Gewichtewahl, sind die GauBschen Quadraturformeln [18]. Dabei sind die
Stitzstellen gerade die Nullstellen von entsprechenden orthogonalen Polynomen.
Man kann beweisen, dafl der hochste Genauigkeitsgrad fir Legendre-Polynome
erreicht wird.

In der Praxis ist es aber giinstiger Chebyshev—Polynome (Anhang E) als
orthogonale Polynome zu verwenden, da dessen Nullstellen einfacher zu handhaben
sind. Dabei sinkt der Genauigkeitsgrad nur unwesentlich. In den diskutierten
WEKB-Verfahren treten WKB-Integrale in zwei verschiedenen Formen auf:

7 s o f
1 dr 2 dr s(r T 6.45
) Z 0w ) / (r)y/Q(r) (6.45)

wobei jeweils Q(r;2) = 0 gilt. Die beiden Fille werden im Anschluff getrennt
behandelt.

6.2.1 Stiitzstellenwahl mittels Chebyshev I

Fiir ein Integral vom Typ 1) ist es giinstig, Chebyshev—Polynome der ersten
Art als orthogonale Polynome bei der Gauss—Mehler—Integration zu verwenden

[1](25.4.38)f.

2

. s(r) (r—ry)(rs —r)
Xd \/(r —r)(rg —r) \l Q(r) (6.46)
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Dabei ist zu beachten, dafl

Q(r)

beschréankt bleibt, da Zahler und Nenner an denselben Stellen verschwinden. Mit
der Definition

[ o

= s(r (
f@—(w o) (6.48)

schreibt sich die Quadraturformel

/w

mit dem Gewicht

/ dr ~ i:w] f(y;) (6.49)

w; = — (6.50)

und den Stiitzstellen

— 27 — 1)1
g = re 471 n r2 . " os (( J. )"T) (6.51)

Wegen

5 =) =) = (252 ot (22T (6.52)

kann die Funktion f(y;) an den Stiitzstellen zum Teil ausgewertet werden, wodurch
sich die Quadraturformel vereinfacht.

_oslyy) = ((27 =D .
fly;) = 0 5 sin (T) (6.53)

7 s(r) m(ry —r1) K sin ((2‘7'2_1&})%) s(y;)
dr R — 6.54
! Q(r) 2K ; Q(y;) oo

Gauss—Quadratur mittels Chebyshev I
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6.2.2 Stiitzstellenwahl mittels Chebyshev 11

Um eine Gauss—Quadraturformel auf den Integraltyp 2) anwenden zu koénnen,
bezieht man sich auf die orthogonalen Chebyshev—Polynome zweiter Art. Bevor
jedoch die Quadraturformel [1] (25.4.41) verwendet wird, formt man wie zuvor das
Integral gemafl

/dr s \/7 / r —ry)(re — r)\l ( Q(r) (6.55)

r—ry)(r2 —r)

uimn.

fdr s(r)m = /TQdT f(T)\/(T - 7“1)(7“2 - 7“) ~ <r2 ; rl)ziwjf(yj)((j-fﬂ)

mit den Gewichten

w; = — sin2< JT ) (6.58)

und den Stiitzstellen,

ro4r1y rg—T Jm
y; = - -+ CcOSs

6.59
K +1 ( )

b= () () o

so daf} die Gauss—Quadraturformel in diesem Fall lautet

K

/drs Waw ~ ~[—+1 s sin ()| w61

Gauss—Quadratur mittels Chebyshev 11

6.2.3 Programmtechnische Realisierung

Die Kontrolle iiber die Genauigkeit der Integrationsformel kann tiber das Restglied
nur schwer realisiert werden, da hierzu hohere Ableitungen des Integranden benétigt
werden. Eine praktizierbare Fehlerkontrolle nutzt das Prinzip der Fehlerkorrelation
aus. Erhoht man die Stiitzstellenzahl bei der Berechnung des Integrals, so ist auch
ein genaueres Ergebnis zu erwarten. Der Vergleich von Integralergebnissen mit zwei
verschiedenen Stiitzstellenzahlen 1a8t einen Rickschluff auf die Genauigkeit zu.
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Ausgabefile : gml.pas

1 function int_GM1(x1, x2 : extended; { Integralgrenzen ¥

2 Radikant : funkt; { Integrand }

3 genau : extended { Genauigkeit ¥

4 ) :extended;

5

6 Lok ok ko koo sk ok ok ook ook ook sk sk ok sk ok ook sk ko stk ok ok sk ok sk ok o sk sk ook sk ook ok ok ok )
7 {* Integriert die Wurzel aus radikant zwischen dessen Nullstellen *}
8 {okiokiok koo dokakok ok ok ok ok ook ok skoR ok sk ok skokok ok ok ko ok sk ok ook ok sk koo ok sk ok ook ook okok ok ok )
9

10 var j,K : longint; { K : Anzahl der Stuetzstellen }

11 ineu,ialt : extended; { neuer und alter Integralwert }

12 h1,h2,h3,h4 : extended; { Hilfsvariablen }

13

14 begin

15 K := 100;
16 ineu := 0;
17 for j :=1 to K do

18  Begin

19 hi := sin(pi*j/(k+1));

20 h2 := (x1+x2)/2;

21 h3 := (x2-x1)/2;

22 h4 := cos(pi*j/(k+1));

23 h3 := h3%*h4;

24 h3 := h2+h3;

25 h2 := radikant(h3);

26 h2 := sqrt(abs(h2/(x2-h3)/(h3-x1)));
27 ineu := ineu + sqr(hil)*h2;

28 end;

29  ineu := ineu*pi*(x2-x1)*0.5/(K+1);
30

31 {Edckkkokkokokokok ook ok ko okok ok ok ok ok ok ok ok ok ko ok ok ok ok k ok ok ok ok ok ok kb ok ok ok ok ok ok ok )
32 {* Der erste Integralwert ist berechnet. Damit eine Aussage ueber die *}
33 {* Genauigkeit gemacht werden kann wird die Stuetzstellenzahl erhoeht *}
34 {* und der neue Integralwert mit dem Alten verglichen *}
35 {ackkkokkokokokok ok kokok ok skok sk ok ok ook ok ok ok kok okl ko ok ok ok ko ok ok ok ok ok koK ok bk ok k Rk ok ok )

37 repeat

38 ialt := ineu;

39 K := K+K;

40 ineu := 0;

41 for j := 1 to K do

42 Begin

43 hil := sin(pi*j/(k+1));

44 h2 := (x1+x2)/2;

45 h3 := (x2-x1)/2;

46 h4 := cos(pi*j/(k+1));

47 h3 := h3*h4;

48 h3 := h2+h3;

49 h2 := radikant(h3);

50 h2 := sqrt(abs(h2/(x2-h3)/(h3-x1)));
51 ineu := ineu + sqr(hl)*h2;

52 end;

53 ineu := ineu*pi*sqr((x2-x1)*0.5)/(K+1);
54 ialt := abs(ialt-ineu);

55 until abs(ialt) < genau;

56 int_gml := ineu;

57 end;

56
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WO ~NOO U WN -
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36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

Ausgabefile : E:\gm2.pas
function int_GM2(x1,x2 extended; { Integralgrenzen }
Integrand : funkt; { Integrand }
genau : extended { Genauigkeit ¥
) :extended;
Lokt ok ok ok ok skokok ok stk ok ok koo ok ok ok ok stk koo ok sk ok ik ok ok koo ok ok ok ok sk ook ok ok
{* Integriert Integrand zwischen dessen Polen *}
Lok ok ok ok ook koo ok sk o koo sk ko skl ok ook ok stk ko sk sk ok sk ok ok ook ko ok sk ok ok sk ook ok
var j,K longint; { K : Anzahl der Stuetzstellen }
ineu,ialt extended; { neuer und alter Integralwert }
h1,h2,h3,h4 : extended; { Hilfsvariablen }
begin
K := 100;
ineu := 0;
for j := 1 to K do
Begin
h2 := (x1+x2)/2;
h3 := (x2-x1)/2;
h4 := cos(pi*(j-0.5)/k);
h3 := h3*h4;
h3 := h2+h3;
h2 := Integrand(h3);
h2 := sin(Pi*(j-0.5)/k)*h2;
ineu := ineu + h2;
end;
ineu := ineu*pi*(x2-x1)*0.5/K;
Lok ok ok ok ok okkok ok ok ok ook koo ok sk ook ok stk koo ok sk ok sk ok ook ko ok ok ok ok sk ook ok ok
{* Der erste Integralwert ist berechnet. Damit eine Aussage ueber die *}
{* Genauigkeit gemacht werden kann wird die Stuetzstellenzahl erhoeht x*}
{* und der neue Integralwert mit dem Alten verglichen *}
Lokt ok ok ok ok skokok ok stk ok ok koo ok sk ook ok stk koo ok sk ok sk ok ook koo ok sk ok ok sk ook ok ok
repeat
ialt := ineu;
K := K+K;
ineu := 0;
for j := 1 to K do
begin
h2 := (x1+x2)/2;
h3 := (x2-x1)/2;
h4 := cos(pi*(j-0.5)/k);
h3 := h3#*h4;
h3 := h2+h3;
h2 := Integrand(h3);
h2 := sin(Pi*(j-0.5)/k)*h2;
ineu := ineu + h2;
end;
ineu := ineu*pi*(x2-x1)*0.5/K;
ialt := abs(ialt-ineu);
until ialt < genau;
int_gm2 := ineu;

end;
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Numerische WKB—-Rechnungen

Die numerische Auswertung von WKB-Quantisierungsbedingungen kann formal
fir alle von mir untersuchten WKB-Verfahren auf ein Invertierungsproblem
zurlickgefithrt werden. Die jeweils zu untersuchende WKB-Quantisierungsbedin-
gung legt eine Funktion fest, welche auler von der Struktur der WKB-Néherung
im wesentlichen von einer Quantenzahl v und der zugehorigen Energie abhéngt.
Ferner sei die Funktion derart festgelegt, dafl die Quantisierungsbedingung sich in
aquivalenter Weise schreiben 1afit als

F(E,v) = F(E) — f(v) =0 (7.1)

so dafl die Berechnung der Energie zu einer Quantenzahl v &quivalent ist zu der
Inversion der Funktion F

F(B) = ) (7.2

= L= (F"'of)(v) (7.3)

Numerisch kann dieses Problem als Nullstellensuche der Funktion F' aufgefafit
werden. Gibt man sich die Quantenzahl v fest vor, so ist /' nur noch eine Funktion
der Energie. Mit einem geeigneten Algorithmus zur Bestimmung von Nullstellen
mufl nun die Energie gefunden werden fiir die die Funktion F' verschwindet. Die
von mir hierzu verwendeten Algorithmen habe ich im vorigen Kapitel vorgestellt.

Fiir die untersuchten WKB—Verfahren 1a8t sich die Form der Funktion F noch
néher spezifizieren. Definiert man geeignet eine Funktion A(FE,z,V), die, aufler
vom speziellen WKB—Verfahren, noch von der Energie, von einer Radialvariablen
und natiirlich vom Potential abhéngt, so kann die Funktion F geschrieben werden
als

F(E) = 72d1: A(E,z,V) (7.4)

Die Integralgrenzen sind die beiden Nullstellen der Funktion A beziehungsweise
Naherungen der Nullstellen von A. Die Funktion F' wird im weiteren als WKB-
Funktion bezeichnet.
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7.1 Bestimmung der Integralgrenzen

Falls die Energie bereits die gesuchte Quantenenergie ist, sind die Integralgrenzen
sind die beiden Nullstellen einer von der Energie abhéngigen Funktion . Ist
die Energie weit von der gesuchten Energie entfernt, so kann das Maximum
kleiner als Null werden, wodurch die Nullstellen verschwinden. Dieses Verhalten
ist je nach WKB-Verfahren mehr oder weniger stark ausgeprdagt. Im Fall des
globalen WKB-Verfahrens, wie ich es in Kapitel (4.3) vorgestellt habe, ist dieses
Verhalten stark ausgepragt und kompliziert die numerischen Rechnungen. Wenn
keine Nullstellen vorhanden sind, kann keine WKB-Funktion berechnet werden.
Deshalb miissen entsprechende Routinen einen Absturz des Programms vermeiden
und die Energie hin zur gesuchten Energie verdndern. Untersuchungen am Beispiel
des Coulomb-Potentials zeigen besonders fiir den 2P/, Zustand dieses Problem

(vergleiche Abbildung).
vr=1 kv=-1 2P1/2

T T T
4+ ap(x) -
Energiebereich 2eV — 20 eV
2 — —
. /\
2L i
4k i
| | | |
-40 -35 -25 -20 -15

-30
In <1ch> =z [l]

Entsprechende Graphen fiir das Whittaker-WKB—Verfahren lassen erkennen,
dafl dieses Problem unter gleichen Voraussetzungen nicht auftritt. Somit ist
das Whittaker—-WKB—-Verfahren von der numerischen Handhabung her gesehen
favorisiert.
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vV = 1 R = —1 2P1/2
0.00015 T I | I

0.0001 aw(x)

5e-05 _

0

-5e-05 -

-0.0001 - i

-0.00015 - Energiebereich 2eV — 20 eV

-0.0002 ' ' ' ' '
0 200 400 6[5())\(]) 800 1000 1200

In beiden Abbildungen gehéren Kurven mit hohem Maximum zu einem grofien
Energiewert und umgekehrt.

Falls zwei Nullstellen vorliegen, koénnen Algorithmen zur Bestimmung von
Nullstellen nur dann sicher beide Nullstellen finden, wenn zwei disjunkte Intervalle
an den Algorithmus iibergeben werden, die je eine Nullstelle enthalten. Da zwischen
zwei Nullstellen eine Extremstelle liegt, teilt diese den Definitionsbereich in zwei
Intervalle I. und I auf, welche die geforderten Bedingungen erfiillen. Ubergibt
man diese Intervalle /. und I, dem modifizierten Newton—Algorithmus, so ist
sichergestellt, dafl keine Nullstelle doppelt berechnet wird.

Zur Berechnung des Maximums x,, wird benutzt, dafl fiir hinreichend kleines
e > 0 die untersuchte Funktion jeweils auf /. N U.(z,,) und Is N Us(z,,) monoton
ist. Fir die untersuchten Funktionen kann ¢ wenigstens einseitig sehr grofl gewéhlt
werden. Der verwandte Algorithmus kann wie folgt beschrieben werden:
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1.

Startwert z,, auf der x-Achse wahlen und den Funk-
tionswert dazu berechnen

Startgenauigkeit 6 wahlen

Vergleichswerte ©g = x; — §, ©1 = @, 3 = 1 + 0 mit
Funktionswerten berechnen

Neuen Maxmimalwert z,, aus zo bis z2 herausfinden
und in eine Schlange mit drei Elementen eintragen

Neue x-Werte berechnen geméaf zo = z,, — 0, &1 = z,,

Ty =Ty + 0

Falls erster und letzter Eintrag in der Schlange
hoéchstens ¢ auseinanderliegen so wird ¢ halbiert

fahre fort mit 3.
erreicht hat.

bis ¢ die gewiinschte Genauigkeit

Ausgabefile : max.pas

35 Until delta <= eps;

*}
*}
*}
*}
*}
*}

1 function max:extended;

2

3 {aokokotokokok ok ok s ok ook ok ok K KoK K KK K K o ok o ook ok ok Kok K KK K kK ok ok o kol ok ok ok Kok K KK KK Kok Kok ok
4 {* Funktion zur Berechnung des Maximums der Funktion a(x)

5 {* Je nach Anwendung (mit oder ohne Langer-Transformation) wird als

6 {* untere Schranke die Null verwendet. Ebenfalls ist Startgenauigkeit
7 {* auf das aktuelle Problem anzupassen. Die Maximumsuche fuehrt mit

8 {* Sicherheit zum richtigen Ergebnis, falls die untersuchte Funktion
9 {* links und rechts vom Maximum monoton ist.

1O {eskoskok ok ok sk sk sk ok ok ok o ok o ok ok s ol ok ok oo ok Kok K KK K o ok o ok s ok ok sk sk ok sk ok ok ok 3 koK o ok o ok ok skokokok ok
11

12 const draw = false;

13

14 var x1,x2,x3,ax1,ax2,ax3 : extended; { x Werte und Funktionswerte 1}
15 ml,m2,m3,am : extended; { die letzten drei Maxima }
16 eps,delta : extended; { eps : gewuenschte Genauigk. }
17 { delta : moment. Genauigk. }
18

19 begin

20 delta := 1;

21 x1 := 30; axl := a(x1);

22 x2 := x1 + delta; ax2 := a(x2);

23  x3 := x1 + 2xdelta; ax3 := a(x3);

24 eps := le-8; m2 :=1; m3 := 1;

25 Repeat

26 ml :=m2; m2 := m3; m3 := x2;

27 am := ax2;

28 if axl > am Then begin m3 := x1; am := axl; end;

29 if ax3 > am Then begin m3 := x3; am := ax3; end;
30 if abs(m1-m3) <= delta then delta := delta * 0.5;
31 x1 := m3 - delta; If x1 <= 0 Then x1 := m3/2;
32 x3 := m3 + delta;
33 x2 := m3;
34 axl := a(x1); ax2 := am; ax3 := a(x3);
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Ausgabefile : max.pas
36 {Fdkkkokkokokokok ok ok ok ok koo ook ok ok ki ok ok ok ko ok ok ok ko ok ok ok ok kR koK ok bk ok ok Rk ok ok )
37 {* Der globalen Variablen max_hoch wird der Funktionswert im Maximum  *}
38 {* uebergeben. Somit kann geprueft werden ob Nullstellen vorliegen. *}
39 {Fakkkok koo ook ok koo ok ok ok k ok ok ko koo ok R ok ks ok ok ok ok ok ok kbR kb k ook ok ok )

40 max_hoch := am;
41 max := m3;

42 end;

43

Es sei nochmals betont, dafl die Nullstellen von der Energie abhéngen. Das
heifit: Fiir jeden Energiewert miissen die Integralgrenzen und das Integral neu
berechnet werden! Die Integrale habe ich mit den im letzten Kapitel beschriebenen
Gauss—Mehler—Algorithmen berechnet. Die Graphen einiger der zu integrierenden
Funktionen habe ich zu den Quantenenergien berechnet, sie sind in den folgenden
Abschnitten dargestellt.

7.1.1 Graphen von aw ()

aw(z) sind die zu integrierenden Funktion, falls das Whittaker—-WKB-Verfahren
benutzt wird. Zur Erinnerung sei an dieser Stelle aw (2) nochmals aufgefiihrt.

1 9B 5(d,B\" 9,B 52
= o =2 252 L BT A9 At (e —W)E -2 (.
)= =357 4(3—1) oAt oAt (= W)= =1 (T5)

l =2

A=Y w2 (7.6)

) ET

_ N

B = =W, = (7.7)
) 3 X

Als Potential habe ich fiir die Abbildungen das Coulomb-Potential verwendet.

vV = 0 R = 1 1&;1/2
0.00015 I | | I

0.0001 | aw(z) — |

5e-05 .
0
-5e-05 - i
-0.0001 ~ i

-0.00015 i
-0.0002 - i

-0.00025 ] ] ] ] ] ] ]
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
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le-05

I/ZO /43:2 2P3/2

8e-06
6e-06
4e-06 |-
2e-06 -

aw(x) —

-2e-06 -
-4e-06
-6e-06
-8e-06
-1e-05

200
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400

600

800
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v=1 k=1 25/,
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1/21 /43:—1 2P1/2

0.0001
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k=3 3D5/2
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2e-06
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aw(r) —
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-3e-06
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vV = 2 R = —1 3P1/2
0.0001 I I | I

8e-05 H aw(r) — -
6e-05 [ -
4e-05 1 -
2e-05 1 -

-2e-05 |- -
-4e-05 |1 -
-6e-05 I -

~8e-05 ] ] ] ] ]
0 1000 2000 3{0}5)]0 4000 5000 6000

v=2 k=1 351/2
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8e-05 -
6e-05 -
4e-05 -
2e-05 -

-2e-05 -
-4e-05 T _

_6e-05 | | | | | | | | |
0 200 400 600 800 1[03?]0 1200 1400 1600 1800 2000

7.2 Graphen von ag(x)

ao(x) wird bei dem globalen WKB—Verfahren verwendet.

€2T' 12 1 az

ale) = Frlle= W =] =G g+ (o= )%
1 (026 3(0:9)°
" 5( o 297 )
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Z/ZO /43:1 151/2

0.8 T | |
0.6 ap(x) —
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0.2
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-1 L | |
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lem
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1/21 /43:—1 2P1/2

ao(x) _

-30

-25

In(=)==a [1]

lem

v=0 k=3 3D5/2

-20

-15

-35

-30
In ( L

-25

1cm> =z [1]

vV = 1 R = —2 3D3/2

-15

ap(x) —

-35
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1/21 /43:2 3P3/2

ao(x) L | |
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v=2 k=1 351/2
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7.3 Nullstellen der WKB—Funktion

Die WKB-Funktionen sind monoton iiber ihrem Definitionsgebiet. Um eine bessere
Vorstellung von diesen Funktionen zu bekommen, seien auch hier exemplarisch
einige Funktionsgraphen dargestellt.

WEKB-Funktion (globale WKB) — 2P1/2
5 T T T T T

15 + i

90 + i

_95 | | | | |
3
[eV]

WEKB-Funktion (Whittaker WKB) — 2P1/2
4 T T T T T T I

-10 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
[eV]

Funktionen mit einem derartigen Verhalten koénnen problemlos mit einem
Newton—Verfahren behandelt werden.

7.4 Numerische Ergebnisse

Zu den in Kapitel (4.3) vorgestellten WKB—Verfahren habe ich fiir das Coulomb—
Potential numerische Rechnungen durchgefithrt. Im Gegensatz zu den Rechnungen
fiir das Whittaker-WKB—Verfahren sind alle globalen WKB-Verfahren fiir das
Coulomb—Potential nicht exakt.
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72d;17 m =T <V + %) (7.9)

x1 und x4 sind die Nullstellen von a(z). WKB 0, WKB 1 und WKB 2 unterscheiden

sich durch modifizierte Funktionen a(z).

o) = S le-wr-] —<”—%>2+(%—%>af
L (026 3(0:9)°
T3 ( ¢ 22 ) (7.10)
WKB 0
=) = i\i? (e =W = 1] = (= 5 4 (2 ;a;(b (7.11)
WKB 1
Vate) = \/>\2 =Wy =1]=(¥-3)
(%_ _) i (7.12)
2¢\/)2 [(e 1] — (3 — 1)

WKB 2

Hier sind z; und zy die Nullstellen der Wurzel.
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A ist die absolute und § die relative Abweichung zum exakten Sommerfeld—Wert.
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7.5 Diskussion der numerischen Ergebnisse

Die berechneten Energiewerte, sowie die Funktionsgraphen a(z) fithren zwingend
zu dem Schlufl, dafl ein Whittaker-WKB—Verfahren den globalen WKB-
Verfahren aus programmiertechnischen und aus Genauigkeitsgriinden vorzuziehen
ist. Die Funktionsgraphen von a(z) fiir globale WKB—Verfahren weisen aufierhalb
des Integrationsgebietes Plateaus auf, welche die Struktur der entsprechenden
Radialgleichung enthalten. Da diese auflerhalb des Integrationsgebietes liegen,
beriicksichtigt ein WKB—Verfahren diese Informationen nicht. Beim Whittaker—
WKB-Verfahren ist die wesentliche Struktur von a(z) im Integrationsgebiet
enthalten. WKB-Rechnungen zum Potential des ausgedehneten Kerns liefern
lediglich die Coulomb-Ergebnisse, da die Potentialabanderung am Kernort
auflerhalb des klassisch erlaubten Bereichs liegt. Da die exakten Lésungen durch
einen ausgedehnten Kern nur geringfiigig von den Coulomb—Ergebnissen abweichen,
liefern WKB—Rechnungen trotzdem gute Ergebnisse.

Selbstredend sind die WKB-Ergebnisse nicht sensitiv auf Variation des
Kernradius. Fiir kleine globale Abédnderungen des Coulomb—Potentials — z.B.
Abschirmung — sind WKB-Verfahren sehr wohl sensitiv auf die Anderung.



Anhang A

Konstanten

In meine numerischen Rechnungen gehen mehrere Naturkonstanten ein. Als Ein-

heitensystem habe ich das cgs System verwendet, in welchem die Konstanten
folgende Werte annehmen.

h
h

6.626 - 10" *"erg s = Plancksches Wirkungsquantum

h
— =1.0546 - 10™*"erg s

2m
2.997925 - 10'°“2 = Vakuum Lichtgeschwindigkeit
s
el 1
e = 137.036 Sommerfeldsche Feinstrukur Konstante
c .
9.1096 - 10~*®g = Elektronenruheenergie
0.511MeV
h . ~11
= 3.8616 - 107 "cm
mec

4.80324 - 10~ *%esu = Elementarladung
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Anhang B

Normalform Transformation

Eine Differentialgleichung der Form
Ofn+ B(r)om + alr)n =0 (B.1)

soll auf Normalform gebracht werden. Eine Differentialgleichung obiger Form ist in
Normalform wenn der Term 1. Ornung verschwindet, d.h. 3 = 0.

Mit einem Produktansatz der Losungsfunktion i 1a8t sich Normalform erreichen.

n(r) = f(r)g(r) (B.2)
= om=flg+ fd (B.3)
= 0n=f"9+2f'g + fg" (B.4)
= "9 +2f'9' + fd" +B(['g+ [g)afg=0 (B.5)
Division durch f liefert
g”+g’(2f7/+ﬂ)+<f7”+ﬂf7/+a)g:0 (B.6)

Falls f Nullstellen hat, mufl die Losung bzw. deren stetige Fortsetzung an der
Originalgleichung auf Richtigkeit gepriift werden.

Diese Differentialgleichung fiir g hat die Normalform

g"—l—(f?”—l—ﬂ?—l—oz)g:() (B.7)
falls gilt
9/ = B.
2f +8=0 (B.8)
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— 21nf=—/ﬁdr+0”

17’
— 1nf=—§/ﬁdr+0’

= f:CeXp{—%/rﬂdr}

Man kann also obige Differentialgleichung auf Normalform

geschlossen integrierbar ist.
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(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

bringen, falls &(r)



Anhang C

Berechnung von WKB-Integralen
mittels Funktionentheorie nach
Heinz Kriiger

C.1 Allgemeine Aussagen

WKB-Integrale fiir Probleme mit zwei Umkehrpunkten fithren zu Integralen der
Formen

L = /dz R(z)V1 — 22 (C.1)
L = /dz\/]l% (C.2)

Dabei hat R(z) im allgemeinen die Eigenschaften

holomorph —-1<2<1

h(z) = { meromorph sonst (C.3)

Die Integralgrenzen von [ und [, kénnen mittels Euler-Abbildung auf ganz R
ausgedehnt werden:

\/1—22:>’2_1—|—z:> w? — 1

w — = = A
w 1—z w 1—=z “ w? 4+ 1 (C4)
Weiter ergibt sich
2w
Vi—z2=w(l—2)= (C.5)
.w2 _I_l
Fiir diese Abbildung transformieren sich die Differentialformen gemafl
4w
dz = dw——— C.6
o a (©6)
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und die Integralgrenzen werden zu

wiz=-1) = 0 (C.7)
) ) €(2—¢) . V2—¢€
w(Z=1) = lg%w(l —€) = P—ﬁ%f = 11_%1 e =00 (C.8)

Somit transformieren sich die Integrale zu

L= /Oo dw 4w w? —1 2w _ / dw Sw? R w? — 1 (C.9)
1+ w? w2 4+1) w?+1 ) (w?41)3 w? + 1

0
T dw 4w w2 —1\ w?+1 T 2 dw w? —1
I = / R _ / R .10
? ) (w? 4 1)2 (‘L02 + 1) 2w ) w2 + 1 (wQ + 1) ( )

Da jeweils die Integranden Funktionen in w? — also gerade — sind, kann das Integral
symmetrisch erweitert werden.

T dw 4w? w? — 1
L = / A1

T dw w? — 1
I, = / 12
2 . 'w2—|—1R(w2—|—1) (C.12)

Interpretiert man den Integralweg, unter Beriicksichtigung der Einbettung von R
in C, als Teil eines Weges in der Gauss—Ebene (vergl. Bild) so lafit sich der

Residuensatz zur Berechnung der Integrale heranziehen.

.................. ZO~<O "}/1
| : ---02
1R
— 0 -

Die meromorphe Funktion R ist auf dem Intervall [—1, 1] beschrankt, da sie dort
holomorph ist. Der Vorfaktor ist auf v; Null wegen

,w2 ] 9262“& ] e?i(p .
(’LU2 + 1)3 |W1 = Qliglo ( 22@ + 1)3 = nggo 94(622@ + 9—2) Qll}r(f)log =0 (013)
1 1 1 1
w? + 1 o—co 9262290 + 1 o—+co Q o0 2tw + 9—2
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Folglich ist das geschlossene Kurvenintegral iiber v = v + 7, gleich dem Integral
iiber die reelle Achse:

T dw 4w? w? — 1 dw 4w? w? — 1

I, = / =7§ 1

v vt (i) =4 () oo
T dw w? — 1 dw w? — 1

I, = / =}£ 1

2 ~ 'w2—|—1R(w2—|—1) W'wz—l—lR(w?—l—l) (C.16)

Unter Anwendung des Residuensatzes erhélt man nun

L = /ldz R(z)V1 — z?

= 8mi Y R wp(wiol (C.17)
= om p S, Im (wy) >0 (w2+1)3 w? + 1 :

1
R(Z) . i 1 wz . 1
I, = _/ldz N = ZWsz:Rekallm(wkbo {'uﬂ T 1R (w2 T 1)} (C.18)

Die Summe iiber die Residuen kann zerlegt werden in ein Residuum, das von einem
Pol in der oberen Halbebene des jeweiligen Vorfaktors kommt und eine Summe von

Residuen von Polen der Funktion R.
Fiir beide Vorfaktoren ist der Pol in der oberen Halbebene wj; = 4.

Sw? w? — 1 1 dw S8w? w? — 1
w=1 - . 1
Res {(w2 + 1)SR ('w2 + 1)} 2w jCO(i) (w? + 1)3R (w2 + 1) (C.19)

wobei Cy(7) ein nullhomologer Zyklus um w = +i ist. Nach der Koordinaten-

transformation auf z erhalt man

Resw:i{( Su? R('wz_l)} ! ?{c()(oo)dz VI—Z2R(z)  (C.20)

w? +1)3 w? +1 - i

Mit einer weiterenTransformation ¢ = 2~ und den entsprechenden Umrechnungen
liegt die gewiinschte Integralformel vor.

1
dz = _t_th (C.21)
1 1 1
V1—22 = l—t—Zz‘—‘\/tQ— =sgn(t); 2 —1

- sgn(t)sgn(i)%m (C.22)
() )

Im(w) = 1 — 41 sgn(t) |t_1| (t - 1)

sgn(z)iy/1 — 12 o
=) o
= —sgn(7)sgn(t) L= > 0}=0 (C.24)
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= sgn(i)sgn(t) = —1 (C.25)
S VI = I (C.26)

Res,_; {( Swt g (’w:) — 1)} = iResy_o { mR(t‘l)} (C.27)

’LU2 _I_ 1)3 ’LU2 ‘|‘1
1— 2,3
Im 7 >0
Tk (C.28)

Nach dem zu Beginn gezeigten Transformationsverhalten z +— w gilt

2 w? — 1 R(z)
Res {wz—{—lR(w?—}—l)} Res {m} (C.29)

Ferner erhilt man nach Transformation auf ¢ = 27! wegen

I, = m'ZResZk {R(Z)\/l — 22
k

— 7Res;—o mR t
At

Vi—z22=V1-t2= —2\/1 — 42 (C.30)

fir das Residuum des Vorfaktors

Somit kann das zweite Integral mit folgender Formel berechnet werden

(=) =)
1=z (C.32)

, R(z)
I, = m Res, 1

C.2 Spezielles Integral

Bei der analytischen Berechnung von WKB-Integralen treten oft Integrale vom Typ

T‘Qd
/ a Var? +br + ¢ (C.33)
r
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auf, wobei die Funktion unter der Wurzel zwei Nullstellen r; und ry haben soll.
Q(r) =ar® +br+c (C.34)

Unter den oben genannten Voraussetzungen kann die quadratische Funktion Q(r)
geschrieben werden als

Q(T) = [\/7(7“ - rl)(r - T'Q) = I((TQ — T(Tl -+ T'Q) + 7“17"2) (035)
Die Nullstellen sind gegeben durch

b Vb? — 4ac

- 4 C.36
1.2 2a 2a ( )
das Extremum liegt bei rg
b 1+ 72
- _ - - C.37
Ty 2% 9 ( )

Der Funktionswert im Extremum kann durch a, b und ¢ oder durch K, r; und r,
ausgedriickt werden, wodurch eine Variable eliminiert werden kann.

b? K
Qrg) = e +c= _ZX(TQ — 7“1)2 (C.38)

Die Normierungskonstante K fiir Q(r) kann damit berechnet werden

2/,
o= Plazte (C.39)

(ro —r1)?

Nach Ausfithren der linearen Koordinatentransformation r < z

z+1 ry— 7T r+r
r=— (TQ—T1)+T1=Z<2_ 1)—{— 1_ 2 (C.40)
2 2 2
p=2- L =2y (C.A41)
9 — T 2
ry < —1
r oo 1 (C.42)

- = (257 -2 (C.43
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2

r2 r2 . 2
dr Var? +br+c¢ = /ﬁ \/—K <T2 7“1) (1 — 22)
r r

r1

r2
— d
= \/—[XITQZTI %\/1_22

¢

r1

- \/_—K(TZ;“)?/IT‘;; 1 — 22 (C.44)

-1

Fihrt man noch die Konstante zg ein

7“2—7"1[ 7“2-|-7“1] Ty — T
r(z) = z =

2

. (2 — ) ZO:_T2—|—T1
2 9 — 1

(C.45)

ro —7

so kann das Integral weiter berechnet werden

ro 1
d — d

/—T Var? +br+c¢ = \/—Kr2 ik / i V1 — 22
"

r1 -1

_ N4
- VK2 - i lm ResZO{ il H
2 “ = %0 J)|Imvi==>0

(C.46)

(C.47)

= lim

Mit diesem Ergebnis kann das Integral auf folgenden einfachen Ausdruck gebracht
werden.

T’gd N
TT Var? +br+c¢ = \/—KT2 5 ik [m\/l — 2k - 7TZO:|

¢

r1

i _21
_ TR [ T m—m]

2 9 — 1

= TF\/——K I:TQ —‘IZ_ ik —_ T1T2:| (048)

¢

Driickt man r; und r; wieder durch a, b und ¢ aus, so miissen die Terme

T2—|—T1_ b
2 2a

(C.49)
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| o

mreo =
K= b*/a — 4c
(TQ — T1)2

eingesetzt werden, was zu folgendem Ergebnis fithrt:

d—T\/ar2+br+c=7rl
r

r1

e

82

(C.50)

(C.51)

(C.52)



Anhang D

Explizite Berechnung der
Schwarz—Ableitung

Die Schwarz—Ableitung wurde nur aus der ersten Korrektur eliminiert (3.2.2).
Sollen hohere Korrekturen numerisch berechnet werden, so kann die in diesem
Kapitel vorgestellte Methode zur Berechnung der Schwarz—Ableitung verwendet
werden.

Die Schwarz—Ableitung ist definiert durch

B " 3 m\ 2
< zix>= _9,1/? (z’ 1/2)// = Z_/ —5 (Z_/) (D.1)
z z

Dies bedeutet, dal mit z(z) oder z'(z) auch die Schwarz—Ableitung leicht
berechenbar ist. z(x) ist durch die nichtlineare Differentialgleichung

(D.2)

bestimmt, wobei by(2) = €9 — 2. Da die Schwarz—Ableitung nur von Quotienten von
Ableitungen von z(x) abhéngt, spielt ein konstanter Faktor keine Rolle. Aus diesem
Grund soll fiir die weitere Betrachtung der Faktor A unberiicksichtigt bleiben.

Die zur Differentialgleichung gehérende Integralbeziehungen erhalt man durch
Integration der linken Seite von

/ dz \f|eo — 27 = /d:c 0a(@)] (D.3)
fir verschiedene Bereiche

2 ) o R :72 _ ; z < x4
5 22 —gg 4+ 2arccosh( \/%) dx \/—a(z) fir {Zg_\/&:_o (D.4)

83
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a2 S T
5 Eg— 2 + Z[Q—I—arcsm(\/%)]

_ i . ry <z <)
= /d;z;\/a(x) fiir {—\/agzg\/e% (D.5)

€o h z
— & — —al'CCOS E—
0 2 NG

= /mdx\/—a(ac) flr {7\:/25_552 (D.6)

Folgt man [11] und entwickelt z(z) in eine Potenzreihe, indem man die
Funktionswerte und Ableitungen an den klassischen Umkehrpunkten vorgibt, so
ist eine approximative Berechnung der Schwarz—Ableitung moglich. De facto sollen
die Koeffizienten von Funktionswerten und Ableitungen der Funktionen a(z) und
bo(z) abhéngen.

Zunichst soll noch eine Hilfsfunktion b(xz) = by(z(x)) eingefiihrt werden. Damit
ist

1y = 22 (.7

Um Singularitédten der Losung an den klassischen Umkehrpunkten auszuschlieflen,
die aus der Koordinatentransformation kommen, wird gefordert, daf a(z) und ZN)(JB)
ihre Nullstellen in gleicher Ordnung an den gleichen Stellen z;, (¢ = 1,2) haben. An
den Nullstellen kann zur Berechnung von Ableitungen von z(z) die Regel von de
I’Hospital benutzt werden.

(<'(:)" = al(scz:) (D.8)

Wegen
ZN)’(.xZ) = 0:bo(2(2;)) = 2'(2;)0:bo(2(2;)) = Z’(xz)bo(zz) (D.10)
mit z; = z(z;). Somit gilt
Z(z;) = M (D.11)
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= (x;) = (“.'(If>)l/3 (D.12)

et l“%fcﬂ _ L li“%iai’/] (D.13)

vy 1 [a”(x , )b (. a'(z;)b'(x; , Y
@) = ey _ () (x; ] (D-14)

_ 1 —a”(xi)i)/(aji)_a/(xi)?)”(l’i)
o A2() ((}/(Ii))Q ] (D.15)

wobel in der zweiten Zeile verschwindende Terme bereits unterdriickt wurden.
2 > .
Klammert man nun noch z’* = a’/b" aus, so erhélt man

) = &) [“H(‘“) - ((”] (D.16)

Mit (D.10) und

b" = 0,2'by = 2"by + (2')" by (D.17)

npy = 2@)d @) o, 1 2" %bo(:)
2(xi) = Ta(z) ()7 Tho(c) (D.18)

Ly

Somit erhdlt man fiir die zweite Ableitung von z(x)

€7 " b :
ey == (2:) l“ (z:) _ () o(@ )] (D.19)
5 a'(x;) bo(x;)
Wegen
1T / / I
o Ljeboat e Y (D.20)
22! b2 2 |la b
ergibt sich die dritte Ableitung zu
v o “\2
"2 ! "o 12 'y — (b/)
m_Z Z'lad"a—a )
z 7 ‘|‘ 5 |: a2 - 52 ] (DZl)

An den klassischen Umkehrpunkten gilt

Z"/(JZ') — (Z”(rz))

K3

Z/(TJZ) a"a +a"a' — 2d'a" ZN)///ZN) + ZN)”ZN)/ N 2[;/5//
' 2aa/ 2bl/

] (D.22)
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CRGI—

Wird nun im Sinne einer Approximation ein abbrechender Potenzreihenansatz fiir

(Z”)2 o
z! + 2

Z”/(.:EZ') —

z(x) in = gemacht

2K+1

o)~ () = Y Gt (D.24)

k=0
so sind 2K 42 Bedingungen nétig, um die Koeffizienten des Polynoms zu bestimmen.

(z;) 2 Bedingungen

K 2K Bedingungen (D.25)

ge ey

Fir K=3 erhalt man

2K+1

¢ = > CGeka™! (D.26)
k=1
2K+1

"= > Gk(k —1)2"? (D.27)
k=2
2K+1

" o= > Gk(k—1)(k —2)a"? (D.28)
k=3

Die Koeffizienten (j sind durch folgendes lineares Gleichungssystem bestimmt.

Iz 22 23 b b x$ x7 (o z(xq)

1 zy a3 x5 U x5 xh G z(xq)

0 1 2zx; 32} 427 baf 6° 72§ (2 Z'(x1)

0 1 2z 323 4day bHaxy 6z  Ta$ G| | #(z2) (D.29)
0 0 2 6z 1227 2027 3027 4223 G| | Z"(x) '

0 0 2 6zy 1223 2023 30x; 42z G5 2" (x2)

0 0 0 6 24z, 60x? 12027 210z (s 2"(xy)

0 0 0 6 24xy 60x2 12025 210z (r 2" (x2)

Man erkennt, dafl die Potenzen der Nullstellen nur in den ersten beiden Zeilen
berechnet werden miissen. In den folgenden Zeilen kann man dann auf die beiden
ersten zuriickgreifen. Numerisch kann das Gleichungssystem mit einem Gauss—
Verfahren gelost werden. Zur Auswertung des Polynoms ((z) bei bekannten ¢ ist
es sinnvoll die tibliche Potenzschreibweise umzuformen:

(()=GCo+z(Ct+az(Cet+az(C+-)) (D.30)
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Sei ¢ vom Grad G so gilt folgende Iteration

ho = Ca (D.31)

hl = hol’ + CJG—I (D32)

: (D.33)

hi = hi_l.I + CG—Z’ (D34)

: (D.35)

((z) =he = hg1z+ (D.36)

Somit liegt eine polynomiale Approximation von z(x) vor, aus der problemlos die
Schwarz—Ableitung berechnet werden kann.



Anhang E

Orthogonale Polynome

Orthogonale Polynome spielen in vielen Gebieten der Physik eine wichtige Rolle.
Hier werden zum Beispiel die Hermite—Polynome zur Darstellung der Lésungen des
harmonischen Oszillator Problems benutzt und die Chebyshev—Polynome erster und
zweiter Art liefern die Stiitzstellen bei der numerischen Integration.

E.1 Gegenbauer—Polynome

Die Gegenbauer—Polynome Cl(a)(l’) werden oft auch hypersphirische Polynome
genannt. Sie werden erzeugt durch [13] Seite 23

(1—2zz+2%)""= ZZICZ(Q)(SC) lz| <1, a#0 (E.1)
(=0

mit folgenden Zusatzdefinitionen
cW@)y=0, CNz)=1 VaeR (E.2)

Man kann folgende Rekursionsbeziehung ableiten

(L4 1)) = 220+ 20)C( (@) = (20 + 1 = 1)) (2) (E.3)
Eigenschaften:
Cf(=) = (-1)'C(2) 3.0 (@) = 2aC{" V() (E.4)

Die Graphen zu den Gegenbauer—Polynomen mit @ = 0.5 und [ = 2...5 haben
folgendes Aussehen

88
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4%

E.2 Legendre—Polynome

Die Legendre—Polynome P(z) sind ein Spezialfall der Gegenbauer—Polynome. Es
gilt folgender Zusammenhang

() = P(2) (E.5)

Die Legendre—Polynome fiir [ = 2...5 haben folgende Form
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E.3 Chebyshev—Polynome

Die Chebyshev—Polynome erster und zweiter Art 7)(z), U;(z) lassen sich ebenfalls
mittels der Gegenbauer—Polynome ausdriicken

[

= 50;0)(;5) vi>1 (E.6)

Ti(x)

U(z) = C{V(x) (E.7)
Eigenschaften:
sin(( 4 1))

sin ¥

Ti(cos ) = cos(IV) Ui(cosd) =

Ty(zx) = 0 = zj = cos (%) (E.9)

km
Ul(zr) =0 = x = cos (l n 1) (E.10)
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Graphen:

Talx)

Chebyshev—Polynome erster Art [=1...5

Uplx)

Chebyshev—Polynome zweiter Art [ =1...5

E.4 Hermite—Polynome

Die Hermite-Polynome H,(x) werden erzeugt durch

2 <1
e~ U TT — Z —1"H,(x) (E.11)

!
—n

Eine tibliche Darstellung der Hermite—Polynome lautet

H,(z) = (=1)"e" e (E.12)
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Die ersten fiinf Hermite—Polynome lauten explizit

Ho(z) = 1

Hy(x) 2z

Hy(z) = 42* -2

Hi(z) = 8z’ —12z (E.13)
Hy(z) = 162 — 4822 + 12

Hs(z) = 322°% — 16022 + 120«

Die ersten interessanten Hermite—Polynome haben folgende Graphen

Hpx)
"!

Hermite—Polynome Hule) y=92...5

n3
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