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Zusammenfassung

Um stationdre bzw. quasi—stationdre Ohmsche Stréme in leitenden Medien berechnen zu kénnen,
wird aus komplexifizierten Maxwellschen Gleichungen mittels des Clifford Produktes eine verein-
heitlichte hyperkomplexe Feldgleichung hergeleitet. Fiir, langs einer Achse translationsinvariante,
komplexe Leitfahigkeitsfelder wird eine Dimension absepariert und die verbleibenden 2 Raumdi-
mensionen mit der komplexen Zahlenebene identifiziert. Diese Identifikation kann durch den Clif-
ford Formalismus explizit und vollig kanonisch definiert werden, da sowohl die komplexen Zahlen
als auch Ortsvektoren in der Clifford Algebra enthalten sind. Da direkt die Spinor Feldgleichung
gelost wird, treten Eichprobleme, wie sie bei entsprechenden Potentialgleichungen {iblich sind, erst
gar nicht auf. Durch die Liftung der Spinor Feldgleichung vom R? — C? wird sofort ersichtlich wie
wichtig monogene (holomorphe) Funktionen fiir die Losung dieser Gleichung sind.

Die zugehérige Randbedingung ist im allgemeinen weder rein vom Neumannschen noch vom Di-
richeltschen Typ. Ausgehend von elementaren Losungen fiir 6—Quellen in Gebieten konstanter
Leitfahigkeit, werden durch Fortsetzung dieser Losungen mittels der Randbedingung Feldlésungen
fiir zusammengesetzte Gebiete konstruiert.

Im Gegensatz zu Gebieten mit nur einem Rand, ist es fiir mehrfach berandete Gebiete viel schwie-
riger, die lokalen Losungen so anzupassen, dafl alle Randbedingungen erfiillt sind. Deshalb wird
eine neue Losungsmethode vorgestellt, welche die lokalen Feldgleichungen und alle Randbedingun-
gen durch sukzessive Konstruktion von Spiegelpolreihen 16st. Dieses Verfahren wird anhand einiger
Klassen von geometrischen Konfigurationen erldutert, deren topologische Unterschiede sich direkt
auf die Struktur der Spiegelpolverteilungen auswirkt.

Bei der Diskussion wird besonders der Fall von N kreisformigen Anomalien in einer Kreisscheibe
hervorgehoben, da diese Klasse von Problemen auch von besonderem Interesse in der medizini-
schen Physik, im Bereich der Impedanz—Tomographie ist. Die Lésungen erlauben die Variation der
Zusammenhangszahl tiber die relativen Leitfahigkeitsdifferenzen. Studien der Potentialverteilung
auf dem Rand, wie sie fiir die elektrische Impedanz—Tomographie wesentlich sind, werden zum Teil
durch numerische, als auch durch analytische Berechnungen durchgefithrt. Komplexe Potentiale

durch

konnen aus den Feldlésungen leicht berechnet werden, indem die typischen Polterme

die komplexen Logarithmen — log(z — p) ersetzt werden.

Das elektrische Potential ergibt sich aus dem Komplexen als dessen Realteil. Der Imaginéarteil hat
eine grofle Bedeutung bei der Visualisierung der Vektorfelder. Es wird gezeigt, dafl die Hohenlinien
dieses Imaginérteils, der aus der Stromungsmechanik auch als Stromungsfunktion bekannt ist,
gerade die Feldlinien des zugehorigen Feldes liefert.

Fir die elektrische Impedanz—Tomographie wird am Beispiel einer kleinen, konzentrisch positio-
nierten Anomalie das Auflésungsvermdgen diskutiert, woraus unter anderem eine optimale Lage
der Einpragepole resultiert. Aus den analytischen Ergebnissen ist eindeutig zu erkennen, daf} sich
maximale Potentialdnderungen auf dem Rand bei diametral angeordneten Einpragepolen ergeben.

Die fiir die Visualisierung der Felder nétigen Studien von Stréomungsfunktionen, lieferte unter
anderem auch eine Berechnungsmoglichkeit von Strémungsfunktionen fiir Felder im R3! Des weitern
wird eine mogliche Wahl der Schnitte dieser mehrbléattrigen Funktion fiir den Fall der Kreisscheibe
mit N Anomalien explizit gegeben und die Vorteile dieser speziellen Wahl anhand numerischer
Studien aufgezeigt. Typische Darstellungen von Feld— und Potentiallinien, von Verteilungen von
Spiegelpolen, sowie von Potential und Stromungsfunktionen selbst, verdeutlichen die Vorteile dieses
Losungsverfahrens. Fiir sehr viele, in der Praxis wichtige Konfigurationen ist vor allem die grofle
Konvergenzgeschwindigkeit ein Vorteil, welcher es ermdglicht Feldlinienbilder dieser Lésungen in
kurzer Zeit auf einem PC zu erstellen.



Abstract

Steady current distributions in plane media with spatially varying conductivities are calculated
by directly solving Maxwell’s field equations without using potentials. The avoidance of potentials
is possible because the vector—structure of Maxwell’s equations in the plane may completely be
transformed into a single hypercomplex field equation by exploiting the algebraic properties of
the Graimann—Clifford product. In this way, the conventional symbolic isomorphism between R?
and C' is cast into an algebraic realization amenable to simple and fast practical calculations. This
hypercomplex field equation which results from Maxwell’s system, as well may be regarded as the
simplest type of a spinor equation on the group Spin(2), which generates O(2) motions when acting
on R%-vectors.

This direct treatment of Maxwell’s equations is a big advantage compared with the traditional
approaches based on potentials. Potentials are local objects only, which loose their meaning in the
case of the multiply—connected regions treated in the underlying work. Here, instead, the complex
image of the electric field vector is calculated, thereby avoiding all gauge problems.

The boundary conditions for which Maxwell’s equations are solved neither are of Neumann nor
of Dirichlet type. Starting from d—sources for the current in homogeneous conductivity regions, the
matching of the boundary conditions is achieved successively by means of adding image poles. In
this way, the electric driving field of current through the inside of the unit circle containing several
circular conductivity anomalies, is constructed in the form of rapidely convergent image pole series
(theta fuchsian series for a Burnside class of automorphic functions).

The principal part of this computer aided work was the development of a symbolic algorithm
for the construction of the image pole arrangements corresponding to any finite number of
circular conductivity anomlies inside of the unitcircle. No restriction of position or size
of these anomalies is needed. After determination of the various pole configurations the complex
counterpart of the electric field is calculated by numerical summation. In order to visualize the
resulting field— and current distributions the image pole contributions also are integrated in terms of
complex log—branches. This yields logarithmic series for complex potential functions. The real part
of this complex potential is the conventional potentialof the electric field, whereas the imaginary
part provides the streamfunction. The niveaulines of the streamfunction serve to visualize the
fieldlines of the current.

Visualization of the vectorfields obtained from the above mentioned pole series is a highly
nontrivial problem, because fieldlines are needed in the large! Streamfuntions resulting as the
imaginary part of an infinite series of log—branches therefore have to be matched continuously
from local germs. Particular arrangements of branch—cuts are discussed in detail.

With respect to impedance tomographic applications in geology, medicine, etc., it is important
to know the influence of a particular inner conductivity distribution on the potential variation
along the boundary of a region. This relation is studied by means of a simple model which allows
a perturbative, analytic treatment. The result is that the tomographic sensitivity is maximal for
those positions of the current impressing poles on the boundary which induce the strongest flow
of current through the subregion to be analysed.
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Kapitel 1

Einleitung

Sir James Clerk Maxwell entwickelte bereits 1873 seine berithmte Theorie des Elek-
tromagnetismus [18]. Bemerkenswerter Weise formulierte er bereits damals seine
Gleichungen nicht nur in Komponenten zerlegt, sondern fafite mittels des Hamil-
tonschen Quaternionen Kalkiils sogar Vektor— und Skalargleichungen zusammen.
William Kingdon Clifford veréffentlichte 1878 [7, 6, 12] seine, auf Ideen von Hermann
Grassmann [28] und Hamilton basierende, Algebra. Mit dieser konnen nun, im Sin-
ne der bereits von Maxwell verwendeten Quaternionen Formulierung, physikalische
Gleichungen noch weiter zusammengefasst werden.

In der vorliegenden Arbeit werden elektrische Strome in mehrfach zusam-
menhdngenden Gebieten ndher untersucht. Um solche elektrischen Strome in lei-
tender Materie beschreiben zu kénnen, macht man vom Leitfadhigkeitsmodell von
Drude Gebrauch. In Kapitel 2 dieser Arbeit wird, ausgehend von den Maxwell Glei-
chungen und dem Drude Modell, eine Spinor Gleichung fiir das elektrische Feld fiir
Leitfahigkeitsverteilungen mit Translationssymmetrie in einer Richtung hergeleitet.
Um auch elektrische Strome untersuchen zu kénnen, die in Gebieten flielen, welche
aus Teilgebieten mit unterschiedlichen, konstanten Leitfahigkeiten zusammengesetzt
sind, werden auch Randbedingungen fiir diese Spinor Feldgleichung hergeleitet. Da-
zu werden die Unstetigkeiten im Leitféhigkeitsfeld mit Distributionen beschrieben.
Da man ein ebenfalls unstetiges elektrisches Feld als Losungsansatz fiir die Feldglei-
chung zulassen mochte und diese Produkte von Leitfahigkeit, bzw. deren Ableitung
und Feld beinhaltet, ist ein verallgemeinerter Distributionsbegriff zu verwenden, der
auch Multiplikationen von Distributionen erlaubt [§].

Ausgehend von elementaren Losungen die in Kapitel 3 hergeleitet werden, wird im
vierten Kapitel die Methode zur Erzeugung von Spiegelpolreihen erldutert. Die Idee
rithrt von der Behandlung &hnlicher elektrostatischer Probleme her, die Lord Kelvin
um die Jahrhundertwende mittels Spiegelpolreihen l6ste. In den hier betrachteten
Situationen kann allerdings das Potential auch auf den Randern variieren. Deshalb
ist die Methode von Kelvin hier nicht direkt anwendbar. Weitere Ahnlichkeiten sind
auch aus der Stromungsmechanik [25] bekannt. Sowohl in der Hydrodynamik als
auch in der Aerodynamik kénnen die Stromungen nicht in die Hindernisse eindrin-
gen. Die in dieser Arbeit untersuchten Anomalien kénnen, je nach Leitfahigkeit, dem
elektrischen Strom einen mehr oder weniger grofien elektrischen Wiederstand entge-
genstellen. Die ,,Durchlassigkeit® variiert hier also kontinuierlich von ,,undurchlassig®
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(Isolator) iiber ,absolut durchléssig® (kein Leitfahigkeitsunterschied zur Umgebung)
bis hin zu ,attraktiv® (hohere Leitfahigkeit als die Umgebnung).

Die Motivation fiir die Untersuchung von Randpotentialen in Abhéngigkeit von
GroBle, Anzahl und Figenschaften der Anomalien lieferten aktuelle Experimente in
der medizinischen Physik. Mit ,,back-projection® Algorithmen [23] wird im Bereich
der elektrischen Impedanz Tomographie versucht das Inverse Problem der Re-
konstruktion von Impedanzverteilungen aus gemessenen Randpotentialen zu 16sen.
Beim Testen der Féahigkeiten der Riickwartsalgorithmen war man bislang im wesent-
lichen auf Meflergebnisse aus Eichmessungen angewiesen. Mit den in dieser Arbeit
erzielten Ergebnisse ist es erstmals moglich numerisch Daten fiir eine Klasse von
Konfigurationen zu berechnen, die bislang nur als Mefidaten zu bekommen waren.
Fiir den Bereich der EIT (elektrischen Impedanz Tomographie) gibt es nur wenige
analytische Losungen des Vorwéartsproblems [5] fiir Impedanzverteilungen die spéter
auch in Meflungen vorkommen kénnen. Im Querschnitt eines menschlichen Koérpers
sind die durchschnittenen Organe bzw. Korperteile (z.B. Knochen in Armen und
Beinen oder Organe im Schnitt durch den menschlichen Thorax) in erster Nahe-
rung Kreise. Deshalb werden in dieser Arbeit auch kreisférmige Anomalien ndher
untersucht.

Ein besonderer Schwerpunkt dieser Arbeit wird im néchsten Kapitel behandelt.
Im Rahmen Computer gestiitzter Physik (computational physics) wird erlautert,
wie die erhaltenen Feldlésungen mit Hilfe von PC’s visualisiert werden kénnen. Er-
kenntnisse die wihrend meiner Forschung erzielt wurden, fanden unter anderem auch
im Fachbereich Informatik in der Arbeitsgruppe Graphische Datenverarbeitung und
Computergeometrie von Prof. H. Hagen ihre Anwendung. In Zusammenarbeit mit
der AG Hagen und der NASA entstand zu diesem Thema eine Veroffentlichung [24].

Die meisten theoretischen Arbeiten auf dem Gebiet der Elektrodynamik for-
mulieren die physikalischen Beziehungen im Gausschen Einheitensystem. Dies hat
den Vorteil, da man sich in den Rechnungen einige Vorfaktoren sparen kann, die
wahrend den Berechnungen nur die physikalischen Zusammenhénge verschleiern.
Will man dann letzten Endes konkrete Werte ausrechnen, ist es zweckmafBig die
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entsprechenden Formeln, geméafl der Umrechnungstabelle im Anhang, in das tbliche
MKSA Einheitensystem umzurechnen.



Kapitel 2

Maxwellsche Theorie fiir leitenden
Medien

2.1 Spinorform der Feldgleichung incl. Nebenbedingung
(nach H. Kriiger)

2.1.1 Maxwellsche Gleichungen im CGS—System
Die Maxwellsche Gleichungen im CGS—System lauten:

d.-D = dmo Ix H—08,D = 47”;
(2.1)
§-B = 0 QB+IxE = 0
1
o0 = L0, (2.2)
Die verwendeten physikalischen Gréflen haben wie iiblich folgende Bedeutung:
D dielektrische Verschiebung
E  elektrische Feldstarke
B magnetische Induktion
H magnetische Feldstarke
¢  Ladungsdichte
j Stromdichte
Die zugehérigen Materialgleichungen lauten:
D=¢E
Z - 2.3
B=uH (2:3)

mit

¢  Dielektrizitatsfunktion

i Permeabilitatsfunktion

2.1.2 Die Quellen des elektromagnetischen Feldes

Die Ladungsdichte g und die Stromdichte ; kénnen als Quellen des elektromagnetischen Feldes
nicht beliebig gewdhlt werden. Damit die Maxwellsche Gleichung(en) iiberhaupt erfiillbar ist,

10
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miissen diese die Kontinuitatsgleichung
o+d-7=0 (2.4)

erfiillen. Elementarteilchen wie das Elektron liefern als Quellen fiir das elektromagnetische Feld
Elementarladung und magnetisches Moment. Zuerst betrachten wir die Elementarladung néher.
Die aus Elementarladungen zusammengesetzte Ladungsdichte ist im allgemeinen zeitabhéngig. Die
Integration der Kontinuitatsgleichung liefert einen zugehorigen Polarisationsstrom jg. Da dieser
Strom seine Ursache in der Bewegung der Ladungstriger hat, gilt

Bo=0 = J,=0. (2.5)

Dies ist wichtig, da durch reine Wirbelstromzuséitze die Giiltigkeit der Kontinuitétsgleichung nicht
verdndert wird.

j=dxM = 4§-7=0 (2.6)

Folglich erfiillt mit jauch J' =7+ J x M die Kontinuitétsgleichung. Wie sich sofort zeigen wird,
ist die Annahme, dafl die Stromdichte zwingend eine bewegte Ladungsdichte als Ursache hat,
ausreichend um aus g die Stromdichte eindeutig zu bestimmen. Mit Hilfe der Antidivergenz ist der

Ausdruck

J-7=-00 (2.7)
auflésbar nach ;
J(Ft)y=8x M — /ds e~ 0(Fe ™" 1), (2.8)
0
wobei
lim e 20, 0(Fe™*) = 0 (2.9)

erfiillt sein muf}, was allerdings keine all zu starke Forderung ist. An dem Ergebnis ist sofort
abzulesen, daf hier stets M = 0 zu wihlen ist, damit aus 0;0 = 0 immer 3 = 0 folgt. Makroskopisch
hat man natiirlich doch Stréome ohne , effektive“ Ladung. Eine solche Situation kann beispielsweise
wie folgt im Rahmen dieser Theorie beschrieben werden:

Betrachtet man einen Strom, der in einer Metallleitung beliebiger Form fliefit, so kann folgendes
Modell einen méglichen Ansatz liefern. Die Form der Leitung sei gegeben durch

Z(s), s€[so,s1] CR, mit Z(sg) = #F(s1) geschlossen. (2.10)

N Ladungstrager mit der Gesamtladung —(@), die sich auf der vorgegebenen Kurve bewegen sollen,
seien definiert durch

N
gj(f,t):_%Za<f_f<31]_v50k+vst)). (2.11)

k=1

Da eine Metallleitung netto nicht geladen erscheint, miissen noch statische Ladung entgegenge-
setzten Vorzeichens plaziert werden, die die gewiinschte (makroskopische) Neutralitat schaffen
(Gitteratome).

Q N $1— 8
L L [51— 50
QO(F'):NE(SC“—'J:( ¥ k)) (2.12)
k=1
Fiir eine grofie Anzahl N von Ladungstriagern ist dann

o(F,t) = 0, (7) + 0 (7, 1) =~ 0. (2.13)
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Aber die zeitliche Ableitung ist allein durch g; bestimmt! Somit kann also auch mit einer verschwin-
denten effektiven (makroskopischen) elektrischen Ladungsdichte eine Stromdichte resultieren.

Die magnetischen Momente gehen stets als reine Wirbelstrome (divergenzfrei) ein, die die Giiltig-
keit der Kontinuitétsgleichung fiir den Gesamtstrom nicht zerstért. Unter diesen Gesichtspunkten
koénnen die , physikalischen Quellen® des elektromagnetischen Feldes v6llig beliebig gewahlt werden.
Dabei ist die Stromdichte zusammengesetzt aus einer Polarisationsstromdiche, die aus bewegten
Ladungen resultiert und den Wirbelstromen der magnetischen Momente!

Bei der iiblichen Vorgehensweise werden Ladungsdichte und Stromdichte frei gewahlt, wobei kon-
trolliert werden muf}, daf} die gewdhlten Quellen die Kontinuitétsgleichung erfiillen.

2.1.3 Leitfahigkeitsmodell von Drude

Im folgenden werden elektromagnetische Felder in Materialien mit ortsabhingigen Leitfahigkeiten
ndher betrachtet. Dafiir kann man in den Materialgleichungen die skalare Dielektrizitatsfunktion
durch einen Dielektrizitdts—Operator ersetzen (Heinz Kriiger, Elektrodynamik I SS1988, Seite 34):

4mo(F)

6—>é:6(77)+73t(1+7_m6t)

(2.14)
Fiir Felder die sich im Vergleich zur Relaxationszeit 7 nur langsam verdndern, kann man néhe-
rungsweise den Operator

Ao (F)
Oy

eré=¢(N+ (2.15)

verwenden. Dabei haben die verwendeten Variablen folgende Bedeutung:

e(¥)  Dielektrizitatsfunktion
o(7) Leitfahigkeit
7(7) Relaxationszeit (typische Werte ~ 10~ 14sec )

Dieser Operator ist als bestimmter Integraloperator zu verstehen, der auch in der Form einer linea-
ren Responsefunktion geschrieben werden kann, die beschreibt wie die dielektrische Verschiebung
als , Antwort® auf ein vorgegebenes elektrisches Feld aussieht:

t
ﬁ(F,t):/d?’r’ / dt' e(7, 7 4, ) E(F 1) (2.16)

Um den obigen Operator zu erhalten, mufl der Integralkern durch
e(F, 7 ) = e(P)d(F —F)6(t' —t) + dma(F)O(t' —t0)d(F — )

festgelegt sein. Der erste Summand beschreibt dabei eine gewohnliche skalare (nicht operatorwer-
tige) Dielektrizitatsfunktion.

2.1.4 Komplexifizierung

Spater wird zur Separation der Zeit, ein harmonischer Ansatz in der Zeit gemacht werden. Es
erweist sich als zweckméfig die Maxwellsche Gleichungen zu komplexifizieren, da dies die Rech-
nungen vereinfacht. Dazu werden komplexe Zahlen verwendet, die mit allen Gréflen der verwen-
deten Clifford Algebra kommutieren. Um die imaginédre Einheit dieser komplexen Zahlen von dem
Einheits—Pseudoskalar i der Clifford Algebra unterscheiden zu konnen, bezeichne ich diese mit .
An die Komplexifizierung werden wie iiblich zwei Forderungen gestellt:
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1. Die reelle Theorie ist ein Spezialfall (Einbettung)
2. Die komplexe Theorie soll bzgl. der Reellen méglichst forminvariant sein.

Die reellen physikalischen Grofien sollen wie folgt mit den komplexen Grofien zusammenhéngen
(Einbettung):

D(7,t) = Re D(F 1), E(Ft) = Re&(7 1), J(7 1) = Re J(7 1)
B(7,t) = Re B(7,1), H(7t) = Re#H(F1), o7 t) = Re g (rt) (2:17)
D, E B, H, T, ok € ClE)

Mit diesen Vereinbarungen lauten die komplexen Maxwellsche Gleichungen:

575 = 47r@k 5><7:l—807§ = %j
(2.18)
§-B = 0 dB+IxE = 0
komplexe Maxwellsche Gleichungen
D = ¢ ¢ = e+l
(2.19)
B = H po= w1

komplexe Materialgleichungen

2.1.5 Komplexe Verallgemeinerung der Leitfdhigkeit

Die spezielle Form des Dielektrizitdtsoperators soll einen Zusatz zur Stromdichte liefern — die
Ohmsche Stromdichte! Um diesen Zusatz zu identifizieren wird € in das Ampéresche Durchflu-
tungsgesetz eingesetzt

TV . Ar . .
OxH= 77.7 + 00D = %(;7 + Johm) (2.20)

und den neu hinzugekommenen Term (gegeniiber einer skalaren Dielektrizitadtsfunktion) mit der
Stromdichte zusammengefasst. Tobm = ﬁ@oﬁ ist die zu berechnende Ohmsche Stromdichte. Phy-
sikalisch muf} diese Stromdichte nicht von J zu unterscheiden sein, da die vorgegebene (einge-
préagte) Stromdichte J ebenfalls in Materie mit spezifischer Leitfihigkeit flieBen kann. Z.B. Strom-
zufithrung in Kupferkabel. Meist will man eine komplizierte Stromdichte in einem Gebiet zwischen
den Enden von stromzufithrenden Kabeln berechnen. In den stromzufithrenden Leitungen wird
die Stromdichte einfach als bekannt vorausgesetzt. Setzt man nun die Stromdichte nicht im gan-
zen stromzufithrenden Kabel als bekannt voraus, so mufl die zuvor vorausgesetzte Stromdichte als
Losung (Ohmsche Stromdichte) aus den Maxwellschen Gleichungen resultieren.

t

IxH = 47”&7 + %at / dt' [e(F)3(t —t') + dma (MOt —10)E(F, 1) (2.21)
r . 1 _O‘i . 5L

= 7;’7 + Z[e?@c‘:(r,t) + 4no&(7,1)] (2.22)

= 47” (7+ {i[@té(ﬁt)]é(ﬁ )7 4o pE(7 ) (2.23)
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Der Ausdruck in der geschweiften Klammer kann nun als komplexe Leitfahigkeit definiert wer-
den:

(7 1,8) = —[BEFVIEF ) + o (2.24)

Eine so definierte komplexe Leitfahigkeit ist fiir ein allgemeines elektrisches Feld, fiir welches Ort—
und Zeitabhangigkeit noch nicht ndher sperzifiziert ist, keine Materialkonstante sondern ist noch
vom elektrischen Feld abhéngig. In den folgenden Abschnitten werden spezielle Zeitabhangigkeiten
diskutiert, fiir die die Impedanz vom elektrischen Feld unabhéingig wird. Kritisch ist der erste
Summand in der Definition der komplexen Leitfahigkeit fiir £ = 0. Verschwindet & an isolierten
Punkten bzw. auf Hyperrdumen, so kann der Wert durch einen entsprechenden Grenzwert ersetzt
werden. Verschwindet £ in echten Unterriumen der Dimension 4, so betrachtet man den Grenzwert
einer konstanten Funktion mit infinitesimalem Wert. Fiir solche Funktionen verschwindet dieser
Summand, da die Zeitableitung dort Null ist. In den folgenden Abschnitten werden einige Beispiele
zur konkreten Anwendung dieser Formel gegeben.

2.1.6 Statische Stromdichte

Aus einer statischen komplexen Stromdichte
J(7t) = J(7) (2.25)

folgt durch Integration der Kontinuitatsgleichung die folgende zeitabhingige Ladungsdichte
o (7 t) = = (87 ) t+ go() (2.26)

Da moglichst keine Anteile in der Ladungsdichte auftreten sollen, die nicht zwingend zur Be-
schreibung der vorgegebenen Stromdichte nétig ist, wird go = 0 gesetzt. Als Lésungsansatz fiir die
Maxwellschen Gleichungen mit diesen Quellen werden £ = £(7) und H = H(F) ebenfalls statisch
angesetzt. Die Grofen D und B ergeben sich dann iiber die Materialgleichungen aus & bzw. H. Ob
diese Ansidtze zu Losungen der Maxwellschen Gleichungen fiihren ist hiermit noch nicht geklart.
Die nachfolgenden Schlufifolgerungen gelten auf jeden Fall, falls diese Ansétze zu Losungen fiihren.

t

D = / dt’ [e(F)3(t —t') + dma(MO(t' —10)E(F, 1) (2.27)
= £&(F) + Amo(R)E(F)(t — to) (2.28)
B = uH = pH(F) (2.29)

Die komplexe Leitfahigkeit 2¢ ist fiir diesen Fall
ZBE@EF o =0 (2.30)
4

0

=

In diesem Fall ist die komplexe Leitfahigkeit also rein reell und fallt mit der gewdhnlichen reellen
Leitfadhigkeit o zusammen.

2.1.7 Stationdre Stromdichten mit harmonischer Zeitabhingigkeit

Aus einer stationdren, komplexen Stromdichte mit harmonischer Zeitabhingigkeit der Form

J = J(@)e (2.31)
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folgt durch Integration der Kontinuititsgleichung

¢
G(it) = ~(F-9) [ar (2.32)
to
— 1 3 2
= (3 9)— <e“” - e“”o) . (2.33)
w
Im Limes w — 0 erhalt man wieder den statischen Fall
iék(ﬁt):—(ﬁj)ﬂrqo(ﬂ, 90(7) = (8- T)to (2.34)
Wegen
: 1 iwt ;wto _
iﬁ%ﬁ (e —e¢ ) =1t —tg (2.35)

- - 4 2 2
D =ef + () (e — o) (2.36)
W
B=uH (2.37)

Auch hier resultiert der statische Fall fiir w — 0! Fiir die komplexe Leitfahigkeit erhalt man in
diesem Fall

_ € iwt 1 —jwt
® = = [atg(f»je ]g(f) et 4 g (2.38)
B
- B, (2.30)

Stationire (zeitunabhingige) Maxwellsche Gleichungen

Da die Divergenzgleichung fiir die Dielektrische Verschiebung
J-D = 4ngy (2.40)

fiir alle Zeiten gelten muf, folgen die beiden Gleichungen

= J-(€£())=0 und J-(J +0E) =0. (2.41)
Aus
JxH— 0D = 47”;7 (2.42)
folgt
= 47
0 xH=—(J(7) + =E(7). (2.43)

Aus dieser Gleichung folgt die Divergenzfreiheit des Gesamtstromes:

J-(T+#£)=0 (2.44)

- —

J-B=0 = J-(pH)=0 (2.45)
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OB+dxéE=0 = ﬂEH+5xS:0
(&

Zusammenfassung:

=0 (J+xE) =0

—

J-(E() =0, d-(T+0€)=0 J x H = 2(J(7) + =E(7))

§-(uH)=0 peH +IxE=0

stationire Maxwellgleichungen

2.1.8 Entwicklung nach Potenzen der Frequenz

16

(2.46)

(2.47)

Um eine quasi-stationdre Ndherung der stationdren, komplexen Maxwellschen Gleichungen zu
erhalten, wird eine Entwicklung nach Potenzen der Frequenz w gemacht. Fiir kleine Frequenzen
reicht es dann, je nach gewiinschter Genauigkeit, entsprechende Ordnungen der Maxwellschen

Gleichungen zu 16sen. Setzt man die Potenzreihenansétze fiir die Felder
£ = Y W), HE) =Y U
k=0 k=0

in das Amperesche Durchflutungsgesetz ein

Wwe
o+ —

= 4 4
FxH="2(T +2E) = — <j+
c c 47

‘).

so erhdlt man eine nach w—Potenzen sortierte Gleichung

00 . 4 4
Zwk 6></Hk—_7r(0'€k—|—j(5ko—|—£gk_1) =0.
P c 47

Setzt man nun noch £_; = 0 so gelten folgende Gleichungen:

- 4 y
§ % Hy = — (08 + Toko + —Ex-1) =0 Wk >0

Entsprechend erhilt man aus dem Faradayschen Induktionsgesetz

u%%+5x5:0

mit der Zusatzdefinition H_1 = 0 eine weitere Gleichung fiir die Koeflizientenfunktionen

P e+ TxE =0 VE> 0.
C

Analog erhélt man Divergenzgleichungen fiir die Felder Hy

— —

§-(uH)=0 = |8 (uHy)=0 Vk>0.

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.54)

Dieses System von Gleichungen fiir die Koeflizientenfunktionen erlaubt eine rekursive Berechnung

der Felder & und H,.
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Ordnung k = 0 (statischer Fall)

Fiir die Entwicklungsordnung k& = 0 geht die eingepragte Stromdichte J als Quelle ein. In hoher-
en Ordnungen iibernehmen diese Rolle die bereits berechneten Felder niedrigerer Ordnung. Das
Ampeéresche Durchflutungsgesetz lautet in niedrigster Ordnung

= 4
Jx Ho — 7”(050 +J)=0. (2.55)
Berechnet man hiervon die Divergenz, so entfillt der erste Term und man erhilt
= §-(0&+T)=0=(Jo) -E+0d-E+0d-T =0. (2.56)

Die niedrigste Ordnung des Faradayschen Induktionsgesetzes besagt, dafl die Auflere Ableitung des
Feldes &y verschwindet

Tx&=0 = dAE=0. (2.57)

Mit der Atiyah—K&hler Beziehung an &+ . & = 580 kann man die innere und duflere Ableitung
zur invarianten Ableitung (Clifford Produkt, geometrisches Produkt) zusammenfassen und man
erhélt eine Spinorgleichung fiir das Feld &

= |00+ (Fo) & =—--T (2.58)

Eo—Feldgleichung in Spinorform

Fiir o # 0 kann diese Spinorgleichung in der Form

e, + (aai.so _ 97 (2.59)

o

geschrieben werden. Entsprechend 148t sich eine Spinorgleichung fiir das Magnetfeld #Ho herleiten,
indem man die duale Form des Amperesche Durchflutungsgesetzes

4mip

pd ANHo = ——(0& +7) (2.60)
mit der Divergenzgleichung fiir das Magnetfeld
J-(uHo) = (Op) - Ho + pd -Ho =0 (2.61)
zusammenfaflt
_ Amip

= | pudHo + (Gu) - Ho (c&+ J). (2.62)

Ho—Feldgleichung in Spinorform

Das i in dieser Gleichung ist der Einheitspseudoskalar der Algebra und nicht die imaginére Einheit

der komplexen Zahlen (z)!

Hoéhere Ordnungen in w: k£ > 0

Fiir die hoheren Ordnungen tritt die Stromdichte nicht mehr als Quelle direkt auf. Indirekt geht
diese selbstverstdndlich in die Gleichungen ein, da die Felder niedrigerer Ordnung zukzessive die-
se Abhéngigkeit weiter transportieren. Wie im Fall £ = 0 wird die Divergenz des Ampeéreschen
Durchflutungsgesetzes (hier nun in der Ordnung k)

- 4 f
8 x Hy — — (agk + Egk_l) =0 (2.63)
c 47
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berechnet, wodurch die Rotation des Magnetfeldes beseitigt wird

= (50)-gk+05~gk:—%5~gk_1. (2.64)

Wie vorher, kann man mit der Atiyah-K&hler Beziehung die duale Version des Faradayschen Induk-
tionsgesetzes und das Ampeéresche Durchflutungsgesetz zu einer Spinorgleichung fiir das elektrische
Feld k—ter Ordnung zusammenfassen.

—

5>< & = —ﬂ%k_l = o00AE = —2i%7{k_1 (2.65)
C C

= |0d& + (Jo) & = —%5&_1 - Qi%%k_l (2.66)

&r—Feldgleichung in Spinorform
Analog erhilt man die Spinorgleichung fiir das Magnetfeld k—ter Ordnung.

5 X Hg = 4—7T (O'Sk + Egk_l) (2.67)
c 47
8 - Hy, + (Jp) - Hy = 0 (2.68)
S 5 4 f
= | pdHy + (Op) - Hy = z% (aé‘k + ﬁgk_l) (2.69)

Hi—Feldgleichung in Spinorform

2.1.9 Randbedingungen der &—Feldgleichung

Fiir Leitfahigkeitsfelder o die eine Unstetigkeit auf einer Flache haben, die zwei Raumgebiete
trennt, kann das Problem des Losens der kompletten Feldgleichung auf folgende drei Aufgaben
reduziert werden.
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1. Lésen der Feldgleichung im Raumgebiet a
2. Losen der Feldgleichung im Raumgebiet b

3. Anpassen der Losungen, so dafl sie die Randbedingung erfiillen.

Zum Beschreiben dieser Situation werden #-Distributionen verwendet. Um auch Multiplikationen
von Distributionen zu ermdglichen, verwendet man die Distributionen im Sinne von Colombeau
[8]. Das globale Leitfahigkeitsfeld wird in zwei lokale Teile zerlegt

o(7) = 0(b(7)a(7) + 0(~b(7) o (), (2.70)

wobei b(7) = 0 die Grenzfliche definiert. Der entsprechende Ansatz fiir das elektrische Feld lautet

Eo(7) = 0(b(r)€a(7) + 0(=b(7) & (7). (2.71)

Jo = (8b)S(b)oa(7) + 0(b)(doa) — (Gb)S(b)oy + O(—b)(Io) (2.72)

Da in der Spinor Feldgleichung auch der Gradient von ¢ und die invariante Ableitung von &
enthalten ist, werden diese Gréflen noch berechnet und anschliefend alle Ansétze und Ableitungen
in die Feldgleichgung eingesetzt.

FEy = (Fb)5(b)E4 + 0(b)(IE4) — (Fb)S(b)Es + O(—b)(TEs) (2.73)

Nach dem alle Grofien eingesetzt sind, stellt man fest, dafy auf dem Rand nur noch Terme beitragen,
die §(b) enthalten. Comlombeau hat verallgemeinerte Funktionen und verallgemeinerte Funktions-
werte definiert, so dafi nach Ausklammern der verallgemeinerten Funktionswert d(b) (singular),
alle anderen Funktionswerte (regulér) wegfallen.

(0 + 03)(Tb)3(5)(Ea — Eb) + (Fb)3(b) (0 — 0b) - (Ea+ &) =0 (2.74)

Dieses Ergebnis ist allerdings auf die Annahme gestiitzt, daf die Stromdichte auf dem Rand regular

ist. Mit der Definition der Normalen auf der Randkurve i1 = L

= 5 148t sich diese Gleichung in der

Form

Oqg — Ob

O _0'a n Ubn(n . ((‘:a + Sb)) (2.75)

schreiben. Um diese Gleichung nach &, oder & auflésen zu kénnen, muf das innere Produkt durch
eines der beiden Felder ausgedriickt werden. Dazu addiert man zuerst 2&, zu der Gleichung und
multipliziert dann mit 7 im inneren Produkt. Damit erhalt man dann die gewiinschte Beziehung.

Ogq — Oy
Oq + 0p

- (Ea+ &) =271 -& —

7 (Eat &) (2.76)

0q + 0%
Oq

= ﬁ'(ga—}—gb):ﬁ'cc:b

(2.77)

Nachdem man dieses innere Produkt in obige Gleichung eingesetzt hat, erhalt man die gewiinschte

Randbedingung

Oq — Op

Ea=8— (i - &). (2.78)

Tq

Randbedingung fiir &
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Diese Randbedingung ist weder vom Neumannschen noch vom Dirichletschen Typ. Fiir spezielle
Wahl von Leitfahigkeitswerten in den benachbarten Gebieten kann man diese allgemeinere Rand-
bedingung auf eine Neumannsche oder Dirichletsche spezialisieren. Ist ein Gebiet beispielsweise
isolierend, so ist das elektrische Feld notwendig tangential zur Randkurve. Dies ist eine Neumann-
sche Randbedingung. M&chte man die Verwendung des inneren Produktes vermeiden, so kann die
Randbedingung auch nur durch geometrische (Grafmann—Clifford) Produkte ausdriicken. Verwen-
det man folgende Beziehung fiir das innere Produkt zweier Vektoren (fiir Bivektoren und Multi-
vektoren hoheren Grades sieht diese Formel komplizierter aus!)

U I
a b= 5("b—{—b“’) (2.79)
so erhélt man
Ea = & — T TVR(AE, + Euid) (2.80)
Oq + Jp Oq — O0p -
= — 2.81
Sb 20_(1 20_(1 n&,n ( 8 )
und schliellich
Lo Tq — Op
1 =& — , = . 2.82
(L4+n)€a = & —nii&eit, 7 p——— (2.82)
Randbedingung fiir £ mit geometrischem Produkt ausgedriickt
2.2 Reduktion auf 2 Dimensionen
Die Spinorgleichungen niedrigster Ordnung lauten (vergl. (2.58), (2.62)):
cIE+E (Jo)=—-8-T (2.83)
= = 4mip
p(GH) + - (G = T 05 4 7) (2.84)

2.2.1 Zylindersymmetrie / Translationssymmetrie

In diesem Abschnitt werden Konfigurationen einer spezielle Symmetrie ndher untersucht. Dazu
wird angenommen, dafl die vorgegebenen Felder translationsinvariant lings der Achse 5, 52 = 1
sind.

JA=J(F+as) aeR, §-J=0 (2.85)

W) = p(F+ 08), () = (i + ad) (2.86)

Um auch durch eine spezielle Einschrankung der Richtung des Vektorfeldes J beziiglich der aus-
gezeichneten Achse §, die Symmetrie in dem Vektorcharakter respektieren zu kdnnen, stehen zwei
mogliche Projektionen zur Verfiigung — orthogonal oder parallel zur Achse 7. Da eine Stromdichte
langs § nicht viel interessante Ergebnisse liefert, wird hier nur der Fall §- 7 = 0 diskutiert. Diese
speziellen Ortsabhéngigkeiten haben zur Folge, daf} alle Richtungsableitungen dieser Felder in Rich-
tung § verschwinden. Wendet man also die Richtungsableitung auf die komplette Spinorgleichung
fiir das £-Feld an, so erhélt man sofort:

o8 |5 0)e| + 5+ 9] - (Fo) =0 (2.87)
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Dies ist die Feldgleichung fiir £ ohne Stromquellen. Fiir diese Situation verschwindet das Feld (ohne
Stromeinpragung soll auch kein Ohmscher Strom flieflen). Deshalb gilt

(5-0)E=0 = EF) =EF+ad), ack. (2.88)
Zerlegt man nun das £ Feld in senkrecht und parallel Anteile beziiglich §
5:5||+5J_, 5”:5(5-5), SJ_ZS—SH, (2.89)

so erhdlt man, mit der gleichen Zerlegung fiir die invariante Ableitung, J= 3_i| +d,

UgL(g||+gL)+gL‘(5J_U):—5L'j. (2.90)
= i(0L xE+TL xEL)+ (DL EL)+EL-(Fo)=—8.-T 2.91
(0L x & LHL) (0L -&L) + &1L - (90) 1 (2.91)

1

Vergleicht man nun den Bivektoranteil in Richtung von § und senkrecht dazu getrennt, so erkennt

man, dafl 318“ =0 und

05L5L+8L~(5J_U):—3L~j. (2.92)

Analoge Uberlegungen fiithren zur Translationsinvarianz des H—Feldes.

H(F) =H(F+as), aeR (2.93)
Nach Zerlegung in parallel und senkrecht Anteil erhélt man

- = = 4mip
pOLHL) +HL - (Orp) =0, pOLH) = ———(0€L + J). (2.94)

Mit der Definition || = sh)|, h) € R folgt zunéchst

. = 47

SX(aJ_hH):?(O'SJ_—i—j). (2.95)

Wegen §'x (5 (i_ hy) = 5(5 31 hy)— 31 hy| resultiert schliellich eine Vektorgleichung fiir das Hilffeld
hy)

= 4
Gy = %(a& +J) x5 (2.96)

Man erkennt, dafi die Spinorgleichung fiir das elektrische Feld durch diese spezielle Symmetrie
forminvariant bleibt und lediglich das Feld durch dessen senkrecht—Anteil ersetzt wird. Fir das
Magnetfeld dndert sich die Spinorgleichung total ab!

2.2.2 Infinitesimal diinne Leitfdhigkeitsschicht

O.B.d.A. soll der Ursprung in dieser Schicht, deren Normale 5, 5% = 1 ist, liegen. Nach der
Zerlegung der Ortskoordinate in parallel- und senkrecht—Anteil, seien die Vorgabefelder durch:

pu(7) = 8(7)po(7L) + 1, (2.97)

o(7) = 8(7)olF1) (29%)
und

J(7) = Ji(FL)a() (2.99)



KAPITEL 2. MAXWELLSCHE THEORIE FUR LEITENDEN MEDIEN 22

definiert. Fiir die Richtungsableitungen erhélt damit
(5B = 0 (uol), (- Bo = 5/ (G)eo(in) (2.100)
und
(5-9)T = &' (7)) TL(FL). (2.101)
Mit diesen Definition erhélt man fiir die Spinorgleichung des elektrischen Feldes

§(7))oo(FL)TE + & - ((F) + FL)(F)oo(FL)) = —(F) + L) - 6(F)TL(FL).  (2.102)

= 8([)oo(F1)E + & (8(F)TLoo(FL) + 3 ()oo(FL)) = 6(F)TL - Tu(Fr) (2.103)
Auf der Leitfahigkeitsschicht gilt dann (6 und ¢’ sind linear unabhingig!)
oo(FL)IE + € - (Froo(FL)) = =01 - TL(FL) (2.104)
und
Soo(FL)-£€=0, =& =0 VvV oo(fL)=0. (2.105)
Fiir unseren Fall bedeutet dies (da og = 0 nicht in der ganzen Leitfahigkeitsschicht gelten soll)
=0 = oo(FL)ILEL +EL - (OLoo(FL) = =L - TL(7L). (2.106)

Also fithrt auch diese spezielle, ganz anders geartete Konfiguration, zu der selben Spinorgleichung
fiir das £-Feld! Fiir das H Feld ist das bereits nicht mehr der Fall. Die #-Feld Gleichung wird
fiir die hier betrachtete Situation deutlich komplizierter, als im vorhergehenden Abschnitt. Oder
anders ausgedriickt, die hier vorliegende Symmterie vereinfacht die Feldgleichung fiir das # Feld
kaum.

2.2.3 Liftung vom R?* — C?

In der Clifford Algebra sind sowohl Vektoren, als auch Gréflen mit Quadrat —1 enthalten. Somit
kann ein Isomorphismus zwischen R? und C kanonisch, durch das Clifford Produkt selbst, erzeugt
werden. Durch die explizite Realisierung dieses Isomorphismus ergeben sich wichtige Vorteile ge-

geniiber der sonst tiblichen symbolischen Identifizierung komplexer Gréfien mit Vektoren aus dem
RZ,

Z'3:5"15"2:Z'5"3, Z:I—|—i3y, ZEC(Z:«;) (2108)

100

Wie sich spater als zweckmaflig herausstellen wird, identifiziert man die Feldern im Unterschied zu
den Ortsvektoren durch

E = Eyéy + Eyés = (EBy — i3Ey)d1 = By (2.110)

E =E, — i3E, € Clis) (2.111)

mit komplexen Funktionen. Die komplexe Konjugation hingt mit der Reversion und der Multipli-
kation mit dem Vektor &; durch

2:0_"125:1:$—Z'3y (2112)
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zusammen. Somit kénnen die Koordinaten # und y auf z und Z umgerechnet werden. Diese Lif-
tung des R?in den C? [4] ist schlieBlich der Schliissel zur Konstruktion von Lésungen der Feldglei-
chung. Der Dirac-Operator (invariante Ableitung) kann durch partielle Ableitungen nach z oder
Z (Cauchy-Riemann Operator) ausgedriickt werden.

5: 010z + Ezﬁy = 51(61- + i3ay) = 5:1((92 + 05 + igig(ﬁz — 65)) = 20105 = 20,04 (2113)
Mit diesen Notationen und der speziellen Wahl von Punktelektroden (§-Quellen)

—5~j:7r\0/]_/[5(f"—]5’)—(5(77—q_)], (2.114)
J

erhélt man fiir die Feldgleichung in komplexer Form zunéchst
20610: E(z, )31 + 61 (Ed:0 + E8,0)¢) = o l[§(F — §) — §(7 — §)]. (2.115)

Nach Multiplikation von links und rechts mit & erhilt man

00: E + Y(Bd:0 + Ed.0) = Zol[§(F—§) —6(F— ] = -0 - 7. (2.116)

komplexe Feldgleichung fiir E

Um die Randbedingung fiir die Randkurve b(z,2) =0 <<= f((z) =%

Oqg —0b ,, .,

(7 - &) (2.117)

Ea=E —

Oa

in komplexe Form umzuschreiben, werden alle Vektorgréfien durch die entsprechenden komplexen
Grofen ersetzt.

a - 1 - N
.8 = Byey— 22— Fins (Fin By + Eyn) (2.118)
= B — 22 E, 4+ a2E)5 (2.119)
=~ E,=peto Te-%p (2.120)
a = o, 20, b ‘
Nun folgt aus b(z,%2) =0 und §(z) = 2
0= db( ~)—db( B(z)) = d.b+ B'(2)0:b (2.121)
T dz Z’Z_dz “PE)) = O “)0z '
:b b B.b _
F=Fin=d 2, n= -2 5= 227 =1 2.122
= &n=4a park n Bk n park nmn ( )
= 0=n|9:b|+ 8 ()n|d:b] = a+pfn=0, = a’=-4 (2.123)
Oq + 0p Oq — Ob . 7
= F, = F, + B E, (2.124)
20, 20,
9 — -
2% =g+ 22Ty, (2.125)

Oq+ Op Oq + 0p

n
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14y= 278 (2.126)
1= ot o '
(1+n)Ea = Ey+ 8 Ep (2.127)

komplexe Randbedingung

Um eine entsprechende komplexe Gleichung fiir das Magnetfeld zu erhalten ersetzt man in der

Vektorgleichung (2.96)
Jh=—(cE+J)x 7 (2.128)
c

ebenfalls die Vektorgrofien durch Komplexe. Dabei erweist es sich als zweckméafig den Vektor 77 zu
einer Orthonormalbasis {71, 73, 7i} zu ergénzen. Damit erhdlt man zunéchst

1 1
(c€+J)xii= ——=—==(c&+ I —AJ —ficl) = ——ii(c&€ + T)7. (2.129)
2ninan nins
Dabei wurde verwendet, dafl @ mit ;75 kommutiert. Mit der Definition 7y = iz + fisy =

i1 (x + fi17iay) und folglich J. = 2i,0; erhilt man

47 1 4
271 0:h = — —fi(0€ + J)ii = —iiy7is(0€ + ) (2.130)
C Niny [
und somit auch sofort
2
Osh = ?ﬁﬁz(m‘)—}—j). (2.131)

Mit £ = E7; und J = jniy erhalt man schliefflich

d:h = —27”2'”(057 + 7). (2.132)

komplexe Feldgleichung fiir h

Dabei ist 4,, = 717i5. Interessiert man sich dann fiir das Magnetfeld von so muf} im wesentlichen
die Gleichung d;h = % gelost werden.

2.2.4 Transformationsverhalten von Feld und Potential (H. Kriiger)

Um mit einer Losung der Feldgleichung gleich eine ganze Klasse von Problemen 16sen zu koénnen,
ist es von groflem Wert, das Transformationsverhalten des Feldes und des Potentials zu kennen.
Speziell werden hier monogene, holomorphe Transformationen auf Feld und Potential angewandt.
Ist f(w) = z eine solche Transformation,

z = f(w), f(w) =0alof(w+a)#0 = w=f12)=9(2), 9(f(w)) =w & =cFw (2.133)
so kann man aus einer Losung E der Feldgleichung (2.116) in z

1
0:E + —
+ 20

<E850’ + Eaza) = gl[é(F— ) — 0(F — )] (2.134)

sofort eine Losung Ey = f'(w)E(f(w), &1 f(w)d) konstruieren, welche die entsprechende Feldglei-
chung in w l6st. Da die Transformation monogen (holomorph) ist, gilt fiir die Ableitung
f'(w)
0 = o~ 0. 2.135
OE (2:135)
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Ersetzt man gem&f dieser Formel die Ableitung in der Feldgleichung so erhélt man

L)oo+ o (572 BT )

| (w) 27 20 | f(w)]? |f"(w)[?
_T, [6(16 —d19(d1p))  6(w — 51&7(51@)]
2 |/ (w)|? |/ (w)]?

Wegen 0y f'(w) = 0 erhélt man schliefilich

Oz (Ef'(w)) + % (Ef' (w)dgo + (Ef ()~ uo)
= gI [6(W — &19(51P)) — 6(0 — G1g9(F19))]

Fiir das komplexe Potential 2 definiert durch £ = —9,Q gilt deshalb

—0uQ(f(w)) = =5=-0;(QS) = =" (w) E(f(w)) = Ew,

(2.136)

(2.137)

(2.138)

(2.139)

(2.140)

was bedeutet, dafl das komplexe Potential unter monogenen Transformationen invariant bleibt!



Kapitel 3

Elementare Losungskonzepte

In diesem Kapitel werden Losungen und Lésungsmethoden vorgestellt, welche die Grundideen beim
Losen der komplexen Feldgleichung fiir das elektrische Feld aufzeigen sollen.

3.1 Poissonsche Gleichung / zugehérige Feldgleichung

Die Feldgleichung fiir ein konstantes Leitfdhigkeitsfeld mit beliebiger skalarer Inhomogenitét
(Stromquelle) lautet

0:E(z,7) = w(z,7) < %aﬁm:w(m @ynﬂ(y (3.1)

Wichtig dabei ist, dal w, ¢ € R. In Vektorform schreibt sich die Gleichung also

IE = —g(7). (3.2)

Fiir skalares g ist d A E = 0 und somit existiert nach dem Lemma von Poincaré fiir das Feld

ein Potential ¢: E = qb Driickt man das Feld durch diese Potential aus, so erhdlt man die
Poissonsche Gleichung

56 = A¢ = o). (3.3)

Satz (H. Kriiger, persdnliche Mitteilung vom 15.12.1993): (3.1.1)

Das Feld

E(z,zZ) = h(z) + /dﬁ Zw(z, f7) (3.4)

16st die Gleichung 0; E = w wobei h(z) eine in z holomorphe Funktion ist.

Beweis: Da h holomorph ist, verschwindet die Ableitung dzh = 0. Deshalb ist:

o8 = &s/dﬁ Fu(e, 92) = Byly [ 4 (2 mule 5 + ) (3.5)
- / 4B [2 Oyl w(z, BE +n) + w(z, 47)] (3.6)

26
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dg [55 Oz, )|y + w(z, B2)

df [Z200p5w(z, BZ) + w(z, fZ)]

[l
— . O O

dﬁ [ﬁﬁﬁw(ZJB'g) + LU(Z,BZ)]

/ dB(1 + 505w (z, BZ) = / 4B 95(Bu (=, 57))

= Pu(z D) = w(z,?)
Beispiel 1:

0:E =2z
! z2
=  B(z,%) =h(z) + /dﬁ 2B = h(z) + 2=
2
0

Beispiel 2:

O:E = 0(R* — 2%) 00

Bz 7) = h(s) + / 4B Zo00(R? — 23)

27

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Zur Berechnung des Integrals erweisen sich konvergente Funktionenfolgen als sehr zweckméafig.

(vergleiche Heinz Kriiger Elektrodynamik I SS 1994, Seite 25)

d(z) = lim 776_7”72””2, 0'(z) = ()

7—00
T

0(z) = lim n / dy e ™Y’

7—00
— 00

1 R2_pz3

7—00

1
= /dﬁ Z000(R* — 220) = lim [ df Zoon / dy e=™"Y
0 N~

u! -0

u=Bzgon

R?-pB2% —Bz3

v = / dy em™ Y = / dy e~ (u=R)’

— 00 — 00

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)



KAPITEL 3. ELEMENTARE LOSUNGSKONZEPTE 28

Sei nun F die Stammfunktion zu diesem Integral dann gilt:

v(B) = F(—pz%2) — F(—0) (3.21)
=  Opv=0pF(—Pz3) = —22 62(“) = —zze™ (RI4F23) (3.22)
u u=—Fz23%
Folglich ist:
2 - 1
1 R°—pzZ
/dﬁ Zoo0(R® — B22) = lim BZeon / dy e=™°Y’ (3.23)
7—00
0 —00 0
1
+ lim / dB Bioonzze™ B +6z3)° (3.24)
— 00
! 0
1
= Zgof(R* — 2%) + /dﬁ BZo0z76(—R* — B2%) (3.25)
0
= Zgo0(R? — BzZ) (3.26)
Die Gesamtlésung lautet also:
E(z,%) = h(2) + Zoo0(R? — z7) (3.27)

Beispiel 3:
Ein weiteres fiir diese Arbeit sehr wichtiges Beispiel ist die d—Distribution als Inhomogenitat:
0:F =§(z,%) (3.28)

Verwendet man wieder die konvergente Funktionenfolge aus dem vorhergehenden Beispiel fiir die
d—Distribution, so erhélt man

1

Ey(z,%) = h(z)+772/d6 Femm B2 (3.29)
0

- h(z)—% [e—m%—l}. (3.30)

Auflerhalb von z = 0 konvergiert diese Funktionenfolge gegen

1

E(z,2) = h(z) + — (3.31)
Fiir z = 0 konvergiert diese Folge auch und zwar gegen
E(z,7) = h(2)— hiné [1—mn?2z+...—1] (3.32)
= h(z)+ h;:n [n%Z + O(3%2)] (3.33)
T (3:349)

Wichtig ist hier, daf§ die Funktionenfolge vor der Ausfithrung des Grenzwertes iiberall reguldr und
stetig ist!
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Dieses vielleicht tiberraschende Ergebnis
1 -
9;— =md(z, %) (3.35)
z

kann auch mittels des Funktionalbegriffes der Distributionen verifiziert werden. [11]

1
< 05—, (z,2) >= — < - 3 P(z,2) >= —§/dzdz —0:¢(z, 2) (3.36)

z

Die Transformation auf Polarkoordinaten liefert
. X 1 1 _;
z=re'¥, Z=re'?, —=—e 'Y (3.37)
z r

Fir die Differentiale gilt
dz = %d + g—zdso = "dr + rie'?dy, (3.38)
dz = g—d + g—dgo = e dr — rie”"?dyp. (3.39)

Somit ergibt sich das Differential dzdZ (vergleiche auch [4] Seite 139)

dzdz = —drdp2ri. (3.40)
<O:ty>=- / dr/ dip €= 0:¢(, %) (3.41)
z
Mit ¢(z(r, @), 2(r, ¢)) = ¥(r, ) und
d, = —rie”9; + rie'?d, . s
ri0, = rie "% 05 + rie’¥ 0, } = 0= O = 250 (342)

ri0, — O

s = 7P
= 0= 2ire=i (3.43)
folgt schliefflich
1 1, .
< 35;,1/2 > = —/dr/dcp —,(ma, —0,)¥(r, p) (3.44)
1 17
= —§/d¢/dr6\11r50+2/dr—/dp@\llrp (3.45)
i
0
1 17

- . / dp¥(0,0) + o dr [¥(r, 27) — W(r, 0)] (3.46)

0 0 =0
= w¥(0,0) = 7my(0,0) =< md, ¥ > (3.47)

Also erhalt man in der iblichen Kurznotation
1 -
85; =7d(z, 2). (3.48)

Unterschiedliche Aspekte dieses Problems sind auch in Gel’fand und Shilov Band 1 [11] diskutiert
(5.29, S.378)
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3.2 Konstante Leitfiahigkeitsfelder

Fiir den Fall konstanter, nicht verschwindenter Leitfahigkeit mit zwei —Quellen, reduziert sich die
komplexe Feldgleichung des elektrischen Feldes auf

T

0:E = SI[3(F—p) = 37— D). (3.49)

Mit den Kenntnissen aus dem vorhergehenden Abschnitt kann man nun die Losung fiir dieses
Problem sofort angeben

1 1

i=p zZ—4q

] +h(z), Fp=p, =47 (3.50)

3.3 Zwei Halbebenen mit konstanter Leitfihigkeit

Als néchstes, etwas komplizierteres Beispiel, wird ein Leitfahigkeitsfeld betrachtet, welches in zwei
Halbebenen die konstanten Werte o1 und o2 hat. Die einzige Unstetigkeit liegt also auf einer
Geraden, die die beiden Halbebenen trennt. Diese Gerade sei durch den Geradenpunkt pg und die
Normale n (nf = 1) festgelegt. Die Geradengleichung [&1 (2 — po)] - [F1n] = 0 kann man umformen
in

b(2,2) = (z —po)n + (£ — Po)n = 0, (3.51)

so daf} die Variable z explizit auftritt. Lost man diese Gleichung nach z auf so kann die Randkurve
auch durch

B(z) = Z = po — (+ — po)i* (3.52)

gegeben werden. Speziell fiir die reelle Achse (n = 4, pg = 0) erhilt man hier: 8(z) = 2 < % was
gerade die Bedingung dafiir ist, daf z nur reell sein darf. Ist b(z, ) > 0, so liegt der Punkt z in der
Halbebene, die auf der Seite der Geraden liegt auf die die Normale zeigt. Ist b(z, 2) < 0 so liegt z
in der anderen Halbebene.

Angenommen wir haben einen Stromeinpréigepol im Gebiet mit der Leitfahigkeit oo am Punkt p.
Fiir diese Situation sind zusammenfassend folgende Formeln von Bedeutung:

a1

31

T —

7l
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o(z,2) = 0(b(z,2))o1 + 0(—b(z,2))o2, b(p,p) <O
b(z,2) = (z—po)+ (2= Po)n =0
c0:E+ 3 (Edso + Ed.0) = mLols(7 - p)

0:E, = 0 (3.53)
0:E, = nLé(F— p)
(1+n)By=Ey+npEy, 7= e

Z=p(z) =po— (2 —po)i®, B =-n°

Die Losung fiir das Gebiet zwei, entspricht dem Fall der im vorhergehenden Abschnitt behandelt
wurde. Sie lautet:
71

+ h(2) (3.54)

Wobei h(z) eine im Gebiet 2 holomorphe Funktion ist. Die Funktion A(z) kann aber durchaus im
Gebiet 1 meromorph sein, da nur eine Lésung fiir das Gebiet zwei gesucht wird, die dann mittels
der Randbedingung an die Losung im Gebiet 1 angepafit werden mufl! Mit dieser Lésung wird nun
mit Hilfe der Randbedingung durch geeignete Wahl der frei wihlbaren holomorphen Funktion A
eine Losung fiir das Gebiet 1 berechnet. Die Randbedingung lautet

g1 — 02

(L+m)Er=Es+nf'Ey, 1= , B =0.8=-0" (3.55)
o1+ 02
Durch Einsetzen der Losung fiir das Gebiet 2 erhélt man
11 11 ~
1 Bl = =—— + h—ni?=—— — pii’h. .
(L+n)Es s, thom g 5 (3.56)

Da die Randbedingung nur auf dem Rand erfiillt werden muf}; kann man mit der impliziten Glei-
chung fiir die Randgerade 3(z) = % die Variable Z wieder auf die Variable z zuriickfiihren. Man
erhélt auf diese Weise nach einigen einfachen algebraischen Umformungen die Beziehung

1 9 1

5= 5o (3.57)

wobei die Spiegelungsabbildung S definiert ist durch S(p) = po — n?(p — po). DaB die Abbildung
wirklich eine Spiegelung an der Randgeraden ist erkennt man durch
S(B) = po = —A(F — Fo)ii, = S(p) — po = —nd1(p — po)Fin. (3.58)

Somit ist S(p) auch eine Involution

5%(p) = (S 0 S)(p) = po — n*(S(p) — Fo) = po — n*(Po —n*(p—po) —Po) =p  (3.59)

I 1 I 1 .
l+n)E==—— +h+np=-——— —ni’h. .
= (I+n)k 2= TRt T (3.60)

Da E in Gebiet 1 regulér sein mufi (nach Vssg. sind dort keine Quellen) und S(p) in Gebiet 1 liegt,

ist der Term 75() durch geeignete Wahl von h(z) zu kompensieren
z—wo\p

——— +¥(2). (3.61)
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Dabei kann 9(z) eine willkiirliche Funktion sein die holomorph im Gebiet 2 ist. Damit ist h(z)
auch eine im Gebiet 2 holomorphe Funktion. h(z) ist zwar im Gebiet 1 meromorph, aber im Gebiet
1 sind auch keine Anforderungen an h(z) gestellt.

_ 11 ol .o 1 =27
(I+nE = QZ_p—i—w(z)—i—n 5" 2_%) Ry (3.62)
I 1 9
e e (BT AR B! (3.63)

_I 1 I =
R Pl P RO (3.64)

Bei der Konstruktion der Losung ist automatisch ein Spiegelpol entstanden.

Da das E-Feld linear von der Stromdichte abhéngt, kann man aus dieser Losung sofort die Losung
fiir das Problem mit zwei Einprigepolen (p=Quelle, q=Senke) zusammensetzten.

1 1
by = [Z_p—z_q] A=) +¥—7

[zip—ziq] _gn[z—g(p) _Z—g(q) T

n ~2 7
pn-y
1 (3.65)

FEy =

M|~ RO~

3.4 Kreisscheibe mit konstanter Leitfihigkeit

In diesem Abschnitt wird ein Kreis mit Mittelpunkt m und Radius R betrachtet, der die Kreis-
scheibe (Leitfahigkeit 1) von deren Komplement (Leitfahigkeit o) trennt. Der Kreis sei gegeben
durch b(z, %) = (z —m)(Z —m) — R? = 0. Fiir Punkte auBerhalb des Kreises ist b positiv, fiir solche
die innerhalb des Kreises liegen, ist B negativ. Lost man diese Formel nach Z auf so erhélt man

2 2
B(z) = m+ R , = Bl =- R 5

z—m (z —m)

(3.66)

Im Gegensatz zur Konfiguration zweier Halbebenen mit konstanter Leitfahigkeit ist es hier aus
topologischer Sicht grundsétzlich zu unterscheiden, ob die Pole innerhalb oder auflerhalb der Kreis-
scheibe liegen. Deshalb werden hier nun die beiden topologisch zu unterscheidenten Félle getrennt

behandelt.

3.4.1 Quellen aulerhalb der Kreisscheibe

Als Quelle sei zunéchst nur ein Pol aufierhalb des Kreises am Punkt p gegeben (b(p, ) > 0). Somit
liegt hier insgesamt folgende Situation vor:
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a1

1

S

a2

o(z,2) = 0(b(z,2))o2 + 0(=b(z,2))o1, b(p,p) >0
b(z,2) = (z—m)(Z—m) - R*=0
00;E + $(Edz0 + Ed,0) = naI8(7 - p)

0: B =0 (3.67)
0: By = w16(7 — )
(1+n)Ey=Ey+nfEy, n= e
=) =m+EL P =i

Die lokale Lésung um die Stromeinpragung

11
T 2z—p

B(2) + h(2) (3.68)

wird, wie im Beispiel zuvor, auch hier in die Randbedingung eingesetzt.

I 1 R? I -
1 E=— h(z) - p——m—=— "h 3.
(1+n)Ey P (2) U(Z_m)zw_ﬁJrnﬁ (3.69)
1 1 1

— = = = @3 — 3.70

Z—=p B(z) —p zlfm—I—m—p ( )

_z—m 1 _z—m 1 (371)
z—m 1

= Q7 3.72

m—pz—S(p) (3.72)

Hier ist S definiert durch S(p) = B?/p) =m+ 1%. Diese Abbildung ist eine Kreisspiegelungsab-
bildung was man erkennt, wenn man die Variable in geschickter Form schreibt.

2

aRe—t¥

S (m+aRe¥) =m+ =m+ a"'Re'? (3.73)
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Das heifit fiir a = 1 (auf dem Kreisrand) ist die Abbildung die Identitdt und der Kreismittelpunkt
und der Punkt Unendlich werden aufeinander abgebildet.

R? 1 1 1 R?
(z—m)2Z—p - z—mz—S(p)m—p (3.74)
R? 1 1 1
= w55 (5w o) (1)
- 1 (3.76)

z—m z-—S5(p)

Nachdem diese Hilfsformel mit Partialbruchzerlegung berechnet ist, kann nun das Feld £5 komplett
in die Randbedingung eingesetzt werden.

1 I( 1 1 -
(e = sy (g - ) v (3.77)

Die singuldren Terme im Kreisinneren werden durch geeignete Wahl von h kompensiert

h(z) = _né (z _15(])) - _1m> + (2, (3.78)

1 mufB eine, im Gebiet 2, holomorphe Funktion sein. Mit dem so gewahlten h ergibt sich als Losung

fiir das Feld E;

_ 11 , R T 1 1 L~
4k = §z—p+77 (Z—m)2§(~_57(;)_2_m)+77ﬁ¢+¢ (3.79)
I 1 I 1 1 1 1 e
B §Z—p_n2§[z—p_z—m_z_5(m)+Z_m]+7751/’+1/) (3.80)
I 1 -
1 I 1 1
E2:§z_p_’7§<z_5(p)—z_m)+¢(2) (3.82)

In diesem Beispiel entsteht auflier dem Spiegelpol von der Stromeinpragung noch ein weiterer Pol
im Mittelpunkt des Kreises. Dies ist auch zu verstehen, wenn man erkennt, dafl zu einer einzelnen
Quelle automatisch eine Senke im Unendlichen entsteht. Im vorhergehenden Fall hat dieser Pol
im Unendlichen natiirlich keinen Einfluf}, da auch dessen Spiegelpol wieder im Unendlichen liegt.
In dem hier diskutierten Fall, wird dieser Pol im Unendlichen aber auf den Kreismittelpunkt
abgebildet! Betrachtet man nun eine Stromquelle am Punkt p und eine zugehdrige Senke am
Punkt q (beide im Komplement der Kreisscheibe) so taucht auch dieser Pol im Kreismittelpunkt
nicht mehr auf!

e ] Frerieeer] RRCARR" (3.89)
Ez:é[zip_ziq]_ng [z—g(p)_z—g(q)]+w (384)
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Feldlinien fiir eine isolierende Kreisscheibe

Feldlinien fiir eine leitende Kreisscheibe
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3.4.2 Quellen innerhalb der Kreisscheibe

Bei gleicher geometrischer Gebietsaufteilung, jedoch mit Einpragepolen im Innenraum der Kreis-
scheibe, wird wie im vorhergehenden Abschnitt zuerst nur die Lésung fiir einen Pol konstruiert. Das
Problem mit zwei Einpragepolen im Innenraum kann schliellich durch Superposition von Lésungen
fiir einen Pol gewonnen werden.

S

g2

o(z,2) = 0(b(z,2))o2 + 0(=b(z,2))o1, b(p,p) <O
b(z,Z) = (z —m)(? —m) - R* =0
00:E + L(Ed:0 + E0,0) = nLaIs(F — p)

9:Ey = nis(7 - p) (3.85)
0:E, =0
(14 n)Ey = Ey+nB'Ey, n=252
~_ o~ R? o R?
£ = 6(Z) =m+ z—m’ 6 —  (z—m)?
Die Startlésung fiir das Feld F; lautet
I 1
E == h(z). 3.86
1(2) = g +h(:) (3.86)
Setzt man diese Losung in die Randbedingung ein, so erhdlt man
71 R? T 1 ~
1—mE; = ———+h ————— —f4'h 3.87
(1=n)E, 2 = T T np (3.87)
71 1 1 1 ~
= " 4+ h4n- - —nG'h. 3.
2z—p+ +n2<z—m z—S(p)) s (3.88)

Um den Term zu kompensieren, der die Feldgleichung fiir F5 nicht 16st, wihlt man fiir h(z)

I 1
h(z) =npz ———. 3.89
) =1y (3.89)
Setzt man dieses h(z) in obige Gleichung fiir F5 ein, so folgt
I 1 I 1 I R? 1
1—n)E = = = = — :
(1 —n)Es(z) 57 p T o (3.90)

2(z=m)? z _ 3(p)
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71 71 o1 1 1
N §z—p+n§z—m+n§<z—m_z—p) (3.91)
I 1 I 1
= - -7 1+1n)= : 3.92
QZ—p( )+l +n)g — (3.92)
1
Das Ergebnis kann mit Rkl -2
1—n o9
I 1 1 1
Ei(z) == +n=
1(2) 2z—p 2z-5(p) (3.93)
() = Il+ny [ o 1
22_2z—p 27702z—m
zusammengefafit werden. Fiir zwei Pole innerhalb der Kreisscheibe,
—§-J =nlols(F = §) — 6(F— )], (3.94)
b(g,9) <0, b(p,p) <0, (3.95)
haben die lokalen Losungen des elektrischen Feldes die Form
1 1 1 1 1 1
Ei(z) =< + —[ —
1(7) = 2 Z_Q] "2 z=S(p) =—5(q9) (3.96)
1 1
E == .
() = 2( ) [ |

3.5 Verallgemeinerungsfihigkeit auf 3 Dimensionen

Zunéchst scheint eine Verallgemeinerung dieser Losungsmethode auf 3 Dimensionen iiberhaupt
nicht moéglich zu sein, da es in 3 Dimensionen kein Pendant zu den Komplexen Zahlen gibt. For-
muliert man das Problem direkt mit Vektoren als Elemente der geometrischen Algebra, so wird
schnell klar, wie man im Prinzip diese Methode verallgemeinern kann. Bei einer Verallgemeinerung
von 2 auf 3 Dimensionen spiegeln sich die geometrischen Besonderheiten jeder Dimension auch
sofort in den entsprechenden algebraischen Ausdriicken wieder. Um die Methode in beiden Formu-
lierungen direkt vergleichen zu kénnen, wird die Konfiguration aus dem vorhergehenden Abschnitt
nun noch einmal mit Vektoren behandelt. Die Feldgleichung in Vektorform lautet (vergl. auch
vorhergehendes Kapitel)

cIE+E (Jo)=—-8-T (3.97)

Die Randbedingung wird in der Form

01— 03

1 = — niésn = .
(L+mé = & —niitefi, 0= "= (3.98)
verwendet und der Rand der Kreisscheibe sei gegeben durch
b(F) = (F—m)— R* =0, m=adm, b(F)>0 auBerhalb. (3.99)
gb 7
iz 2 =_—7 (3.100)
|db] |7 — ]
Die lokalen Feldgleichungen lauten nun:
innerhalb des Kreises: 0&; = 0 (3.101)

auflerhalb des Kreises: 582 =7ld(7—p)
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Nach Beispiel 3 in Abschnitt 3.1 ist die Lésung der inhomogenen Gleichung

1 P 1
((;27“ :EQZ,E&’l:I—El:I_, :I_, )
() = Bale, 1 = I -1 = Ty = T

(3.102)

wobei natiirlich auch hier noch eine beliebige Funktion hinzugez&hlt werden kann, die 9 = 0 im
Gebiet 2 16st. Z.B. %q. wobei ¢'im Gebiet 1 liegt. Als Startlésung wird deshalb

7

1 -
Ey(F) =T——+ F(), O0F =0 in Gebiet 2 (3.103)
r—p
verwendet. Setzt man & in die Randbedingung ein, so erhdlt man
1 -
(1+n)é& :Irﬁ,+f—nﬁ52(5(r_'))ﬁ—nﬁfﬁ, (3.104)

wobei fiir §(7") kann jede Funktion eingesetzt werden kann, die auf b(#) = 0 die Identitét ist. D.h.
5(77) = 7 auf dem Rand der durch

(7 — m)(F —m) — R* =0 (3.105)
gegeben ist. Diese Gleichung kann auch auf die Form
R2
F=m+ — (3.106)
¥ —1m

gebracht werden, so dafl man die rechte Seite als §(7_") definieren kann. Per Konstruktion ist dann

g(f’) = 7 auf dem Rand.

- R?
_’: —_— % '1
7= 5(7) mt —— (3.107)
Test: Sei 7 ein Randpunkt = (¥ —m)? = R?
2> =
= S(f’):m—i—]z?(i mg’? =T =7 (3.108)

Bevor diese Abbildung g(f") in die Randbedingung eingesetzt wird, fithren wir zuerst eine Hilfsbe-
rechnung durch.

- 1 -
iM& (S ()i = Il =———7 + nF(S(r))n (3.109)
S(F) —p
Wegen i =1 = A ="' und
1 1 1
7 7= f— _ (3.110)

EUE A CU R R CUEE

- R?
W37 - i = ﬁ[ﬁjt??_m—*]ﬁ (3.111)
- L A[F-m)h-p+ R (3.112)
i
1 R?
_ T L N
=il |7 m+ﬁz—ﬁ](m P (3.113)

A — p)ii (3.114)

] (i — p)i. (3.115)
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Abkiirzend wird

~ . R?

T(7,p) == m+ R — )7 (3.116)
definiert, womit man fiir obigen Bruch
1 1 1
=> — - = - - —————(F—m) (3.117)
a(S(F) — P (7 = p)7i (7 — 1'(7, p)) 7
1 1 1

= _ ( (7 — m)*i (3.118)

erhélt. In zwei Dimensionen hat ein Produkt von zwei Vektoren nur Skalar— und Bivektoranteil.
Deshalb kommutieren in diesem Fall Paare von Vektoren. Mit dieser Eigenschaft lassen sich die
Rechnungen deutlich vereinfachen.

— A R2 2 1 —
m—T=—-—F——=—-R—— i (3.120)
i(p— m)i (p—m)i
1 11 1
== =——(f—m 3.121
(m-T)i 7im-T = ) (@121)
1 —m)i 1 1
_ (o 2”)" S — (3.122)
(7 — T'(7, p)ii(F — )7 R (F—T)a  (F—m)i
Somit erh&lt man schliellich:
1 7 — 1) 1 1
N U ;”) - |7 (3.123)
A(S(7) — p)ii R (F—m)ii (7= T)A
_ ;”) - (3.124)
R r—m 7 — S(f)
1 1
= —=-—= (3.125)
re=m.o 7 —5(p)

Da auf dem Rand gilt (7 — m)? = R%. Somit haben wir folgendes vorlaufige Ergebnis fiir &

+F -yl l# L - ] — it F(S(7)7. (3.126)

14+n)é =1 =
(L+n)é& w30

P~ 7

Der dritte Term hat Pole im Gebiet 1, da die invariante Ableitung dort (Dirac-Operator) ¢ Distribu-
tionen erzeugt. Da im Gebiet 1 die Feldgleichung homogen ist, wiirde dieses Feld die Feldgleichung
nicht erfiillen. Deshalb miissen diese Terme durch geeignet gewidhltes F kompensiert werden.

F:=nl|= ! — — 1_, (3.127)
P 3
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1 1 1 1 1
1 = I —n?I - — — 12
= (1+n)é& 5 T oA 50 Ea (3.128)
2
Ll (3.129)
r—p
1
G=101-nz—: (3.130)
1 1 1
Eoy=lo——nl |—= - ——= (3.131)
r—p r—m - S(p)

Hieraus lassen sich dann auch wieder die Lésungen fiir mehrere Einpragepole zusammensetzen.



Kapitel 4

Mehrfach berandete Gebiete —
Spiegelpolreihen

In diesem Kapitel werden Leitfahigkeitsfelder betrachtet, deren Gebiete konstanter Leitfdhigkeit
durch mehrere Randkurven voneinander getrennt sind. Fiir solche mehrfach zusammenhingen-
de Gebiete werden die Feldgleichungen und Randbedingungen von Spiegelpolreihen geldst. Diese
Lésungen entsprechen vom Typ her Mittag—Leffler Reihen [1]. Zu unterschiedlichen topologischen
Situationen werden Losungen konstruiert und deren Unterschiede in den Spiegelpolreihen aufge-
zeigt.

4.1 Zwel Halbebenen mit einer Zwischenschicht

In diesem Fall sollen zwei parallele Geraden mit dem Abstand o € R und der gemeinsamen Nor-
malen n € C die Randkurven bilden, welche Gebiete konstanter Leitfahigkeit voneinander trennen.
Wie in Abschnitt (3.3) sind die Ebenen implizit gegeben durch

bo(z,2) = (2 — po)n+ (2 — po)n = 0, (4.1)
bi(z,2) =(z—p1)n+ (2—pP1)n=0, p1 =po+an. (4.2)
Die zugehérigen Spiegelungsabbildungen lauten:
Sio(p) = po — n°(p — po),  S21(p) = po + an —n*(p — po — an) (4.3)
02
g1
. 7 %

Die Leitfahigkeiten seien durch

Gebiet Bedingung Leitfahigkeit
0 bo(z, 2) < 0 [oas)
1 (bo(z,i) >0) A (bl(z,f) <0) (o]
2 bl (Z, 2) <0 032

41
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vorgegeben. Die Stromquellen sollen an den Punkten p, ¢ im Gebiet 0 liegen.

-§-J= wé[é(?—ﬁ) — (7= )] (4.4)

Letzten Endes wird per vollstdndige Induktion bewiesen, dal durch die hier konstruierten Losungen
alle Feldgleichungen und Randbedingungen erfiillt werden. Mir ist bewuf$t, dafl ein mathematisches
Vorgehen mit der Induktionsbehauptung beginnt und der Beweis dieser Aussage vollig ausreicht
um zu zeigen, daff die Randbedingungen exakt gelost werden. Durch eine solche Vorgehensweise
wird meist die Idee, die auf eine solche Induktionsbehauptung fiithrte nicht klar. Da hier nicht nur
ein erzieltes Ergebnis bewiesen werden soll, sondern vielmehr an einigen Beispielen das Prinzip
verdeutlicht werden soll, das auch in anderen Féllen angewandt werden kann, méchte ich die
ersten Iterationsschritte explizit auffithren. Diese werden spéter auch benutzt um die Giiltigkeit
der Aussage fiir den Induktionsanfang zu beweisen.

4.1.1 Strukturerkennung
Wie im letzten Kapitel, beginnen wir mit der Losung der Feldgleichung im Gebiet der Einprégepole

1 1

g=p <Z—4q

Foa(z) = % [ ] =Py (4.5)

Dabei gibt der erste Index das Gebiet an, fiir welches das Feld giiltig ist und der Zweite gibt den
Iterationsschritt an.

Um die Formeln kiirzer und ibersichtlicher zu halten, unterdriicke ich die in den entsprechenden
Gebieten holomorphe Zusatzfelder. Wir behalten jedoch im Sinn, daf stets solche Funktionen in
allen drei Gebieten hinzugezéhlt werden kénnen.

Im ersten Schritt wird durch Hinzufiigen von geeigneten Funktionen die Randbedingung 0-1 gelost.
Dabei werden die Ergebnisse aus Abschnitt (3.3) verwendet. Im Unterschied zum Problem zweier
Halbebenen miissen hier Terme, die durch die Anpassung der Randbedingungen entstanden sind,
in hoheren Iterationsstufen nochmals fiir die Anpassung der Felder beriicksichtigt werden. Aus
diesem Grund werden diesen Zusétzen eigene Bezeichnungen gegeben (P, : Zusatz zum Feld im
Gebiet k der Tterationsstufe 1)

I 1 1
FEoo=Ey1— = — Pys=Eyqo— L 4.
0,2 0,1~ 570 [z o) Ao 510(61)] ; 0,2 0,2 0,1 (4.6)
I 1 1
E1,2 = 5(1 — 7710) [ — :| = P172, Pl,l = 0, P271 = 0, P272 =0 (47)
=P Z—4q

Dabei sei fiir die relative Leitfahigkeitsdifferenzen

O — 0]
o + oy

Nkt = (4.8)

definiert. Nun liegt die Situation vor, dafl F; » zwar die Randbedingung 0-1 erfiillt, aber nicht
die Randbedingung 1-2. Darum wird nun zum Feld F,; 5 ein Zusatzterm hinzugefiigt um diese
Randbedingung zu erfiillen.

1 _ 1
z— 521(]9) z— 521(‘])

I
Ei3=FE1»— 5(1 — N10)N21 [

] , Piz=Ei13—Fi» (4.9)

I 1 1
FEozg=—(1-— 1-— — = P Pys= 4.1
2,3 2( 110) (1 = n21) [z . q] 2,35 03=0 (4.10)
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Entsprechend wird nun mit dem Term P; 3 = Fy 3 — F; » verfahren. Nur dieser Zusatz muf} weiter
angepafit werden, da fiir das Feld F; » bereits entsprechende Felder im Gebiet 0 existieren, so dafl
die Randbedingung 0-1 erfiillt ist. Deshalb wird nun nur der Zusatz P; 3 bei der Anpassung 0-1
weiter beriicksichtigt.

I 1 1

Ei4=FE —(1-— — 4.11
1,4 1,3+ 2( 710)M21701 [z ~ 5108 (p) 71— 510521(11)] ( )
Eya=F I(l Jn21(1 ) ! ! (4.12)

0,4 = £0,2 2 N10)7M21 No1 7 _ Sgl(p) Z_ S2l(q) .
Prla=E1a—E13, Poa=FEoa—FEoas, Pa=0 (4.13)

Nun liegt strukturell wieder die Situation des Iterationsschritts 2 vor:

Eis=FE £(1 ) ! ! (4.14)

bem ATy Totonian | S21510521(p) 2 — S21510521(9) .
Fas = Eag+ S(1=nio)painor (1 = nst) ! ! (4.15)

2,5 = 4423 5 T11o)N21701 21 P 510521(]9) s 510521(q) .

Nachdem nun das allgemeine Konstruktionsprinzip klar ist, kann man die Behauptung fiir einen
vollstandigen Induktionsbeweis aufstellen.

4.1.2 Induktionsbehauptung
Im Iterationsschritt n = 2k, &k €N, k > 2 liegen die Felder in der Form

2k
EBin=Y P, t=123 (4.16)

s=1

vor. Der einzige Term, der eine Randbedingung eventuell nicht erfiillt, ist

Py ok (4.17)
Dieser verletzt (falls er nicht verschwindet) die Randbedinung 1-2. Die Py ; haben die Form:
Poog1 = 0 (4.18)
I
Pysp = —5(1 — nio)m21 (no1ma1)* 2 (4.19)
1 1
_ 4.20
z — 521(510521)k_2(P) z— 521(510521)k_2(Q)] ( )
I 1 1
Piog1 = =(1- k-2 [ - ]4.21
b2kt 2( o) (uztjor)" 1121 2 — (S21510)F 72821 (p) 2 — (S21510)*~2521(q) ( )
1 1 1
P = —(1- k-1 - 4.22
bk g (1= mo)(maion) [Z — (S10521)F~1(p) = - (510521)'“_1@)] (4.22)
I 1 1
Pyogy = =(1-— 1 - k—2[ — ] 4.23
2,2k-1 2( 7710)( 7721)(77217701) P (510521)"_2(])) P (510521)k_2(Q) ( )

Poog = 0 (4.24)
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4.1.3 Induktionsanfang
Die notigen Rechnungen sind bereits im Abschnitt (4.1.1) durchgefiihrt worden.

4.1.4 Induktionsschritt & — k + 1
Zuerst werden Zusatzterme addiert, so dafl schliefllich die Randbedingung 1-2 erfiillt ist.

I
Proktr = —=(1—n10)(n21m01)* tnm (4.25)
2
1 1
[ E=1(p) k-1 ] = Pragsn-1 (4.26)
2= 591(S10921)*71(p) 27— S21(S10521)%~1(q) '
I
Pyopy1 = 5(1 — 710) (7217101)* 11 = 7121) (4.27)
1 1
[ E—1(p) E—1 ] = Paak41)-1 (4.28)
zZ— (510521) (P) z— (510521) (Q)

Pookt1=0= Py agkt1)-1 (4.29)

Da nun der Term P; 41 die Randbedingung 0-1 nicht zwingend erfiillt, werden Terme addiert,
welche garantieren, dafl diese Randbedingung erfiillt wird.

1
Piogys = 5(1 — 7710)(7721,701)k—177217701 (4.30)
1 1
z — 510521 (S10521)% = (p) 2z — S10521(S10521)%1(q)

- P1,2(k+1) (431)

Py okt = 0= Py 41 (4.32)
I
Poogya = —5(1 — n10) (n21101)" " 021 (1 — mo1) (4.33)
1 1

B =P 4.34
2 — S521(510521)~1(p) 2 — S21(S10521)%~1(q) 2,2(k+1) (4.34)

Somit ist der Induktionsschritt bewiesen.

4.1.5 Spiegelpolreihen als exakte Lésungen

Geht man von den Partialsummen aus dem Induktionsbeweis zu den kompletten Reihen iiber, so
erhdlt man die exakten Losungen des Problems, denn der einzige Term der eine Randbedingung
nicht zwingend erfiillen koénnte, strebt im Grenzfall gegen Null!

lim P1,2k =0 (435)
k— 00
Dies wird klar, wenn man sich die explizite Form von P »; ansieht.

1 _ 1
z—(S10821)F1(p) 2~ (S10521)""(q)

Die Pole der Polterme in der eckigen Klammer streben beide auf den Punkt Unendlich zu. Des-
halb konvergiert die eckige Klammer fiir & — oo gegen Null. Ferner konvergiert der Vorfaktor
(n21m01)%~1 ebenfalls gegen Null, wenn nicht |ns;1| = |ngo1| = 1 ist. Dies wiire aber nur méglich,
wenn die Zwischenschicht ein Isolator ist, und in diesem Fall hat die Halbebene, in der keine

I
Py oy = 5(1 — n10) (21m01)" 71 (4.36)
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Stromeinpragepole sitzen, sowieso keinen Einflufl. Folglich beschleunigt der Vorfaktor die Konver-
genz fiir physikalisch relevante Situationen zusétzlich. Der explizite Beweis der Konvergenz basiert
auf Untersuchung der Komposition der beiden Spiegelungsabbildung.

(S100S21)(p) = p— 2an (4.37)
Somit ist
(S0 0 SZl)k_l(p) =p—2(k—1)an. (4.38)

Die eckige Klammer kann umgeformt werden zu

1 1 1 P9 4 4an
e T T R P L) R e e - (439)
z 10021 p z 10021 q (;_1‘1 + QQn) (k_‘{ _|_2(m)
Im Grenzwert konvergiert die Klammer also gegen Null
lim K = i ! =0 (4.40)
s X_kinoloan(k—l)_ ' ’
Endergebnis:
Da Differenzen von Poltermen immer wieder vorkommen, definiere ich
D(z, F ) [ L L (4.41)
2, 45,D,9) = - ) .
z=F(p) =z-F(g)
um eine kiirze Schreibweise zu ermdglichen.
1 1
EO(Z) = §D('Za1;pa q) - 57710D(21510;p1 q) (442)
] (o]
—5(1 - 77%0)7721 E(ﬁ01ﬂz1)nD(Z, 521(510521)H,P, Q) (443)
n=0
1
Ei(z) = 5(1 —n0)D(z,1,p,q) (4.44)
I o0
_5(1 — 11o) 2(77217701)n7721[D(2, (S21510)" S21,p,9) (4.45)
n=0
—101D(z, (S10521)" ", p, )] (4.46)
1
Bo(z) = 2(0-mo)(l—m)D(1,p.0) (4.47)
I - n n
+§(1 —n10)(1 = 721) Z(ﬂmﬂm) D(z,(S10521)",p, q) (4.48)
n=1

4.1.6 Relevanz einer diinnen Zwischenschicht

In diesem Abschnitt wird der Grenzfall & — 0 untersucht, d.h. man 148t die Dicke der Zwi-
schenschicht gegen Null streben und vergleicht das Ergebnis mit der Situation bei der diese ganz
fehlt. Mathematisch ausgedriickt, geht es um die Vertauschbarkeit von Grenzprozessen (Reihe <
Schichtdicke). Fiir diese Untersuchung miissen die Grenzwerte

iig})Eo(z) und ilg})Eg(z) (4.49)
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berechnet werden. Es gilt lim Syo = lim So1 = 1lim(S10S521) = 1. Somit hat das Feld Ey die
o—0 a—0 a—0

Form

1 1
EO(Z) = ED(Zalapaq)_57710D(Z7510:p7q)

I
_5(1 - 77%0)77211)(2, Sa1,p, Q) Z(Uoﬂ?zl)n.

n=0

(4.50)

(4.51)

Wenn wir zunéchst die Extremfélle o = 0 und o = oo ausnehmen, gilt —1 < 1791 < 1 und

—1 < m21 < 1. Somit kann man die geometrische Reihe

1

= [nonn| <1 = 2(77017721)” - 1— noinz

n=0

verwenden um

I I 1
Ey= =D(z,1 — —D(z,S - —_
= 0 9 (Zy P, q) 9 (ZJ 10, P, Q) |:7710 + ( 7710)7721 1— No17m21
zu berechnen.
1 _ (o0 +01)(o2 + 1)
1 —no1n21 201(00 + 02)
40’10’0(0’2 —0'1)
1—nf =
(o = e (et o)
1 200(09 — 01)
1—n? =
( 7710)77211_,7017721 (oo + 02)(01 + 00)
no + (1 — n? )772171 = 120
10 1 —no1ma1
Somit erhalt man im Grenzfall
lim FE = ID 1 ! D(z,S
ali}\no O(Z) — 9 ('Z: 2 q) - 27720 (Z; 10, P, q)
Fir das Feld E5 erhalt man zunachst
I
Ex(z) = S(1=mo)(l =n)D(z1,p,q)
(1 =1 p) 3 Lp.a)
—(1— — (2,
9 10 7721 p 77217701 Dy 4
ID( 1 )(1 )(1 i
= =D(z — —
5 L, D g 7710 7721 4 77217701
> 20’0 20’1 1
1—mo)(l— = =1-
( 7710 21 nz::O 77217701 o1+ 0002+ 01 1 — ma1m01 20

I
_(1 - UQO)D(Z: 1inq)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)
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Dies sind aber genau die Ergebnisse die man erhélt, wenn die Zwischenschicht a priori nicht vor-
handen ist! In den ausgeschlossenen Spezialfillen hat die Schichtdicke keinen strukturell wichtigen
Einflul auf das Ergebnis. Anders ausgedriickt heifit dies, dafl in diesen Fillen der EinfluB} der
Schichtdicke auf die Felder nicht mit der Dicke der Zwischenschicht abnimmt! Dies soll am Bei-
spiel einer Isolatorschicht (o7 = 0) zwischen zwei Halbebenen (o, o3 # 0, 00) verdeutlicht werden.
Die Randbedingung 0-1 zeigt, dafl Ey auf dem Rand nur eine Tangentialkomponente hat. (Die
Randbedingung ist in diesem Spezialfall vom Neumannschen Typ)

mo=-1 = Ey+a’Ey=0 = Em+nky=0 (4.64)

Dies bedeutet aber, dafi kein Strom durch den Isolator in das Gebiet 2 fliefit (unabhéngig von der
Schichtdicke!). Dies spiegelt sich auch auch in den expliziten Feldlosungen wieder.

=1 = Ey=0 (4.65)

mo=—-1 = FEjendlich, = k =o1E =0 (4.66)

Dies bedeutet, dafl im Gebiet 1 zwar ein elektrisches Feld vorhanden ist, aber die ohmsche Strom-
dichte k; dort verschwindet! Im entgegengesetzten Extremfall o3 = oo gilt: 919 = 1, 121 = —1.

o 20’0 I
B(e) = o3 [D(z, 1,p,q) (4.67)
+ Z (D(z, (S21510)"S21, P, 4) + D(z, (S10521)" ", p, q)) (4.68)
n=0
Jim Ei(z) =0 (4.69)

Die ohmsche Stromdichte k1 = o1 F7 hingegen verschwindet nicht:

01 —00

lim ki(z) = Iog [D(z, 1,p,9) (4.70)
+ E (D(z, (521510)" S21,p, @) + D(z, (S10521)"*, p, 9)) (4.71)
n=0

Das Verschwinden des elektrischen Feldes im Gebiet 1 bedeutet fiir das Feld im Gebiet 2, dafl dieses
verschwinden muf}. Dies ist sieht man auch direkt an der Losung fiir £y wegen 119 = 1. Dieser
Effekt entspricht dem, des Faradayschen Kifigs. Ferner folgt aus der Randbedingung fiir das Feld
im Gebiet 0

0= Eo—mon’Ey = By — n?Ey, = Eon —aky =0, (4.72)

was bedeutet, dafl das Feld Ey senkrecht auf dem Rand steht.
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4.2 Ausgedehnte Stromeinprigungen

04

a1
my ma

R
1 Ry

Bisher wurden die Stromquellen und Senken durch d—Distributionen vorgegeben. Hier wird nun
eine realistischere Situation diskutiert, in der die §—Pole in ideal leitende Kreisscheiben gesetzt
werden, welche dann als Ganzes die Einprigepole représentieren. Strukturell und topologisch ist
diese Konfiguration unter folgenden Gesichtspunkten von den zuvor betrachteten zu unterscheiden:

1. Die Pole liegen hier in unterschiedlichen Gebieten

2. Das Gebiet aufierhalb der beiden Kreisscheiben (Gebiet A) ist dreifach zusammenhéngend,
wihrend in Abschnitt (4.1) alle Gebiete einfach zusammenhéngen waren.

Wie im letzten Beispiel sollen auch hier die Gesamtfelder als Summe der Zusatzterme jeder Iteration
gebildet werden

Ey(z) =) P, t=12A (4.73)
k=1
Die Quellen sind hier gegeben durch

—3-J=nJ[6(F—p) —6(F— Q)] (4.74)

Dabei soll fiir die Positionen der Pole

gelten, wobeil die Rénder durch
bi(z,2) = (2 —mg)(Z—my) — RE =0, k=12 (4.76)
bzw.
R
= 4.
Belz) = i + (4.77)

wie bereits in Abschnitt (3.4), definiert sind. Fiir dieses Problem lauten die Feldgleichungen

9:E4 =0
O: 5y = m52-8(F - p) (4.78)

0:Ey = —m58(7 — @),
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und die Randbedingungen

2

(L+ma)Er = Ea+maBiEa, ma= 232, fi(z) = i + o

(4.79)
(14 ma)Ba = Ea+maBhBa, moa= 2528, Bo(z) =g + 22
Im ersten Iterationsschritt startet man mit den Elementarlésungen
J 1
E — =P 4.80
1,1 20_1 z—p 1,1, ( )
und
J 1
Eyq = 900 =Py, Pa1=0 (4.81)
o22—q

in Gebieten um die Einpriagepole. Die erste Anpassung der Randbedingungen liefert, wie in Ab-

schnitt (3.4) in den Formeln (3.93) die folgenden Felder:

J 1
Ei2=FE11+ MAS T8 () S () Pro=E1p—E1p (4.82)
Fan=FE S ! Pos=Eys—E (4.83)
2,2 = 21— 1724 Yoy 2 — Sz(q)’ 2,2 = L2232 2,1 .
J J 1

E = —(1 — 4.84
4,2 201( +771,A)Z_p+ A — (4.84)

Pl

J 1 J 1

——(1 - =P 4.85
20’2( + 12a) 2—q 204 AT my A2 ( )

Pl

Dabei sind die Spiegelungsabbildungen wieder durch Si(p) = Bx(p) definiert. P} , ist der Anteil
von P4 », der die Randbedingung 1 erfiillt, also an die Randbedingung 2 angepaﬁt werden musf.
Entsprechendes gilt fiir P% ,. Durch Anpassung von E 4 mittels der Randbedingungen 1-A und 2-A
entstehen im néchsten Iterationsschritt folgende Terme:

1 J 1
Pi3=— 1— — 4.86
1,3 Uz—I-UA( 771A)Z_q Ul_}_UAﬂzAz_m2 ( )
J 1 J 1
Py3= 1— 4.87
23 01+0'A( U2A)z—p+02+UAn1Az—m1 ( )
Jnia < 1 1 ) J < 1 1 )

P = — + — — 4.88
43 oat+0a \z—51(¢g) z—my 204 mamal T Si(ma) 2z —my ( )
Pls

JN2a < 1 1 ) J < 1 1 )
— — - — 4.89
o1+ 04 \z—Sa(p) z—my QO'AmAWA z—Sa(m1) z—my ( )
Pis

Der néchste Iterationsschritt liefert gleichzeitig den Induktionsanfang fiir den im Anschlufl folgen-
den Induktionsbeweis.

124 L Jmpa 1—ma  Jmana 1
o1+0az—my o14+04z2—52(p) o1+04az— Sa(m)

P, =

)

(4.90)
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Py .= Jn1a 1 Jma  1—m24 Jnianza 1
2,4 = — (4.91)
ortoaz—my o2+ 04az—51(9) o2+0a z—Si(m2)
Jnianza 1 1
pPl, = - — 4.92
A4 204 (Z—Sl(m;g) z—m (4.92)
Jn1anza ( 1 1 )
+ _ 4.93
o1+0a \z—515(p) z-—m ( )
JN1aN24714 1 1
— 4.94
+ 204 z—S5152(m1)  z—my ( )
Jnianza 1 1
P2 — _ 49r
44 204 <z—52(m1) z—mg) (4.95)
Jnianza ( 1 1 )
_ _ 4.96
or+oa \z—525(9) z—my ( )
Jn24M14724 1 1
— — 4.97
204 Z—SQSl(mZ) £ — M2 ( )
Die Polterme der Kreismittelpunkte heben sich gegenseitig auf.
1 1 1 1A
S na 4,
z—1m Jinatia ( 204 + o1 +024 + QO'A) (4.98)
1 1 1
= JN1an2a <——(1 —nia) + ) (4.99)
z—m 204 o1+ 04
1 1 1
= J — =0 4.100
z—my hatA ( 01+ 04 * 01+0A) ( )

Fiir die Polterme am Punkt ms geht die Rechnung analog. Somit bleibt nur folgendes Ergebnis
ibrig

plo_ _JImanga 1 JManza 1 JN1AT2AM1 A 1 (4.101)
A4 204 z—0S1(m3)  o1+0a z— 515(p) 204 z—8152(my1)"
p? JManza 1 _ Jmanza 1 _ JInzamansa 1 (4.102)
4.4 204 z— Sa(my) o2+ 04 2 — 5251(q) 204 z—S351(ma)
4.2.1 Induktionsbehauptung
Fiir die Iterationsschritt £ = 2N, N > 2 gilt:

p Jn2a (man2a)V 2 Inaa (1 —ma)(mianza)y =2
1,2N ~N 3 - N2 (4.103)

o1+ 04 z—(5251) (m2) o14+04 z—S52(5152) (p)

N-1
— (’7“"72A)N (4.104)
014+ 04 2z — S2(S152)V~2(my)
N-2 1— N-2

Pyony = — 114 (771A772A]3_2 i Jna 77214)(771,4735,_43 (4.105)

o3+ 04 2—(5152)N"2(m1) o404 z— S1(S251)V"2(q)

J (mam2a)N !
+ 4.106
02+UA2—51(5251)N_2(W2) ( )
J (n1anza)™ 1 J (manaa)V ™!
pl = - + 4.107
42N QU'AZ_Sl(SQSl)N_z(mQ) o1+ 04 2 — (5152)N_1(p) ( )
J N-1

A (771A772A (4.108)

20‘A z — (Sng)N—l(ml)
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d (manaa)¥ 1 J (manza)V =1 (4.109)

P = _
42N QUAz—Sg(5152)N—2(m1) 02+UAZ—(5251)N_1(Q)
)N—l

_Jn2a (m1an24

204 z— (S951)N=1(msy) (4.110)

4.2.2 Induktionsanfang

Die Formeln gelten fiir £ = 4 nach den zuvor gemachten Berechnungen.

4.2.3 Induktionsschritt — ungerade Iterationsschritte

Falls die Formeln fiir £ = 2N gelten, kann man durch Ausfiithren eines einzelnen weiteren Itera-
tionsschrittes die Formeln fiir die ungeraden Iterationsschritte berechnen. Andererseits miissen zwei
Iterationsschritte ausgehend vom k-ten Schritt ausgefiihrt werden um die Induktionsbehauptung
zu beweisen.

A J (manza)V ! __J (mana)™ (1~ pia) (4.111)
1,2N+1 o1+ 04z — 5(S15)N 2 (m1)  ortoa 2 —(S251)N71g) .
_Ima (mama)™ (4.112)
o1+ 04 z— (S251)N 1 (ma) .
J (man2a)V =1 J o (man2a)V 11 = n2a)
b _ 4.113
2,2N+1 7y + 04 2 — S1(S251)V—2(ms) + o1+0a  z—(S152)V"1(p) ( )
Jma_ (manza)V! (4.114)
02 + 04z — (S182)N =1 (my) .
Pl _Ima (mana)¥! Jn14 (manza)™ =1 (4.115)
ANEL T 95,4 2= (S1S2)V " (m1) | oo +oa 2 — S1(S251)V-1(q) .
J (niamza)
. 4.11
+20'Az—51(5251)N_1(m2) ( K
P2 Jnza (mamea)N ! _ Jmaa (mana)™ (4.117)
AN+l T 9 z— (S2S51)N-1(ms2) o1+ 0az—S2(S152)VN"1(p) '
T (mam2a)™ (4.118)

20’A z — SQ(Sng)N—l(ml)

Nun kann man die Induktionsbehauptung beweisen, indem man noch einen Iterationsschritt
ausfiilhrt und das Ergebnis mit dem in der Induktion behaupteten vergleicht. Man erkennt dann
sofort, daf} die Induktionsbehauptung richtig ist.

4.2.4 Summation der Iterationsstufen

J 1 J ma J  l—1a J  moa

B = L = _ - 4.119
1(2) 20’1z—p+20'12—51(p) oo +04 z2—q o1+ 04z—mo ( )
+ Z(P1,2N+P1,2N+1) (4.120)

N=2

Jnaa (n1anaa)™ 2 Jnaa (manza)¥ 21— nia)
P P = — 4.121
Ban v o1+ 04 z—(S5251)V"2(m2) o1+0a z—59(S152)V2(p) ( )

S (= ma)mama)™™  Jma (mama)®T ),

Costoa z—(525)N"1(q) o1+ 04z —(S251)N=1(my)
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> J12a 1 Inaa .. (manza)V 1
NZ::Q( 1oN + Prant) o1+ 04z2—mas 01404 NLOOZ_(SQSl)N_l(mQ) (4.123)
—J(1 = ma) i ( 24 (manza)™* n (manza)™ 1 ) '
! N—o o1+ 04 z— S2(5152)V2(p) oo toa z—(551)Y"q)
J 1 J N1A J 1—ma
E = — — 4.124
1(2) 200z2—p 201z—S51(p) o2+4+04 z—¢q ( )
~JIna (man2a)NV—1 (4.125)
o1+ 04 N—}OOZ—(SQSl)N_l(mQ) '
= N24 (n1an2a)™ 2 (man2a)V 1 1 )
—J(1— + 4.126
( mA)Nz::Z(01+UA2—52(5152)N_2(P) 0y + 04 Z—(stl)N_l(Q) ( )
J 1 J 24 J 1— 24
E = —— - — 4.127
2(2) 2092 — ¢ QUzz—SQ(q)+01+UA z—p ( )
Jma . (man2a)V 1
1 4.12
+0'2—|—0'A NI—I>I(1)OZ_(5152)N_1(m1) ( 8)
- Ma (manza)V 2 (manza)V =1 1 )
4+J(1 = + 4.129
( 772A)Nz::2 (0'2+0'A2—51(5251)N_2(Q) 01+04 Z—(Slsz)N_l(P) ( )
Entsprechend gilt fiir das Feld E 4
1 1
E = J — 4.130
v = o weET (4.130)
A 24
' - 4.131
o= s (4.131)
I an2a [ 1 1 ]
+ — 4.132
204 z—S1(m2) z— Sa(my) ( )
+ Z (Pajan + Paanyi) (4.133)
N=2
Paon+ Paangr = L(UlA’hA)N_l [ ! - ! - (4.134)
’ ’ 204 Z—Sg(Slsz)N_z(ml) Z—Sl(SQSl)N_Q(mQ)_
1 1 T
VT N1 [ _ 4135
U)o T on (e = GBS 1) (02 +oa)(e = (S5 1y ) 1)
+J N-1 [ A _ 24 4.136
Unama)™ ™ o T on e = Si(S50 1)~ (on +on(c = Saisr 1) 1)
J N [ 1 1 '
e — 4.137
QO'A (771A772A) z — Sg(SlSz)N‘l(ml) z— Sl (SQSl)N_l(mQ)_ ( )

Der letzte Term der Iterationsstufe N und der erste Term der darauf folgenden heben sich gegen-
einander auf, so dal man folgende Formel fiir die Summe erhalt:

(Pasn + Pawes) = ~gromama | g oy = g | (4439
S N-1 1 1
+J Nz:;(ﬂmﬂm) [(01 +oa)(z—(S152)N-1(p) - (@24 04) (2 — (519)71(q) (4.139)
A _ oA
+ (024 04)(z — S1(S251)N-"1(q) (o1 +04)(z — 52(5152)N—1(p)] (4.140)
1 N 1 _ 1
a0, Nnmana) [z — 52 (S18)N T (my) 72— 51(5251)N—1(m2)] (4.141)
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Somit erhélt man insgesamt fiir das Feld im Auflenraum

! 1
EA_J[(01+UA)(Z—p) - (0'2-1-0',4)(2:—1])] (4.142)

N1A _ N24
+J [(02 +oa)(z—51(q)) (o1+o0a)(z— S:g(p))] (4.143)

S N-1 1 B 1
+J Nz:;(ﬂmﬂm) [(01 Toa)(z— (515N 1(p) (o2 +0a)(z — (S152)¥1(q) (4.144)
Mna B N2a i
"ot oa)(z — 51 (525N L (g) (01+0A)(z—52(5152)N—1(p)] (4.145)
L lim ( N [ 1 3 1 ] w146)
204 N> Mmanza z— 52(5152)N—1(m1) o 51(5251)N—1(m2) .

Da es physikalisch keinen Sinn macht die Leitfahigkeit eines der 3 Gebiete 0 zu wahlen und der Fall
in dem zwei benachbarte Gebiete gleiche Leitfahigkeit haben auf einfacheren bereits diskutierten
Fillen entspricht, ist hier anzunehmen, dafl folgende Bedingungen erfiillt sind:

04010270 und o4 #0171 und o4 # 03 (4.147)
Zunichst nehmen wir nun noch an, dafl o1 # oo und o2 # co.
= Imameal <1 = lim (manea)™~" =0 (4.148)

Somit erhalt man folgendes Gesamtergebnis. Die Rechnungen fiir das Feld E» gehen véllig anlalog
zu den fiir das Feld F;. Auflerdem kann aus Symmetrieiiberlegungen leicht das Feld E; aus E;
gewonnen werden.

oo %Z i P %z —nz(p) o 4{0,4 1z_—7711;A (4.149)
—J(1—ma) NO;(MAHZA)N_Q (o-lnjAo-A P 52(51152)N_2(p) (4.150)

i ;7;:772 P (stll)N—l(q)> (4.151)

b= _%z : . %z _nfgz(q) + o im 12__";“‘ (4.152)

+J(1 = n24) NO;(ULWZA)N_Q <0277_|1_AUA — Sl(Szgl)N‘z(q) (4.153)

* :ffii, z— (Slst)N—l(p)) (4.154)
EA:J|:(0-1+UJ)(Z_}7) - (U2+Uj)(z_q)] (4.155)

! [(Uz + O'A?)]Ej— Si(@) (o1 a,;)??j— Sg(p)):| (4.156)

+Jszzz(mA?hA)N_1 [(01 +o4)(z _1(5152)N_1(p) EETAE —1(5152)N_1(q) (4.157)
i (024 0a)(z —n;?(sz&)N‘l(q) (o1 +0a)(z _ngz(glgz)zv—1(p)] (4.158)
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4.2.5 Grenzfall ideal leitende Kreisscheiben

Es folgt sofort, dal 1 = Es = 0. Um das Ergebnis im Auflenraum anzugeben, erweist es sich als
zweckmifig, folgende Grenzwerte ndher zu untersuchen:

M2 = hHl 52(5152)N(m1), M1 = hm Sl(SQSl)N(mQ) (4159)
N—=oo N—=o0

Dies 1483t sich leicht umformen und man erkennt, daf§ M; Fixpunkt der Abbildung 5557 ist. Ent-
sprechendes gilt fiir Ms.

My = (5251)(M2), M, = (5152)(M1) = M, = Sl(Mz) (4160)
Mit diesen beiden Fixpunkten reduziert sich die Lésung im Auflenraum auf den kurzen Ausdruck

J 1 1

E = — — .
a(?) 204 |z — My z— My

(4.161)

Man erkennt unschwer, daf} fiir ausgedehnten Einpragequellen mit deren Radius gegen die Losung
fiir 6-Quellen strebt. Dieses Ergebnis rechtfertigt unter anderem die Verwendung von d—Quellen in
vielen fiir die Praxis wichtigen Fallen.

4.3 N kreisformige Anomalien in einer Kreisscheibe

Ooo = ON+1

N \\
)N

0y

02
®
®
[ ]

p

In diesem Abschnitt wird letzten Endes eine nach Auflen isolierte leitende Kreisscheibe mit
kreisférmigen Anomalien in ihrem Inneren diskutiert. Die Einpragepole liegen auf dem Rand der
Kreisscheibe. Da a priori die Pole nicht auf dem Rand liegen diirfen, berechnet man zunéchst die
Felder mit Einpragepolen auflerhalb der Kreisscheibe und bildet dann den Grenzwert fiir den die
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Pole auf den Rand streben. Bei dieser Rechnung wird zunéchst die Leitfahigkeit auflerhalb der
Kreisscheibe ungleich Null angenommen. Die Situation der isolierten Scheibe, kann dann eben-
falls als Grenzfall der nicht isolierten Scheibe berechnet werden. Die hier vorliegende Situation
unterscheidet sich wesentlich von den Situationen die bisher betrachtet wurden. Bisher waren alle
Gebiete maximal durch zwei Rander von anderen Gebieten getrennt. D.h. fiir kompakte Gebiete,
daf} sie hochstens eine Zusammenhangszahl von 3 hatten. In der hier beschriebenen Situation hat
das Komplement aller kreisformigen Anomalien (Gebiet 0) die Zusammenhangszahl N + 1 (auf der
Riemann Sphire hat das Komplement von Gebiet 0 genau N + 1 Zusammenhangskomponenten),
d.h. es ist von N + 1 Réndern begrenzt. Diese Tatsache ist in sofern hier von grofler Bedeutung, als
eine Losung die iiber einen Rand in das betreffende Gebiet hineintransportiert wurde, nicht nur
iiber einen, der verbleibenden N anderen Rander, wieder hinaustransportiert werden kann. Um bei
der Konstruktion der Losung keine Rénder kiinstlich auszuzeichnen, die nicht bereits durch die
Topologie ausgezeichnet sind, muf} ein ,,symmetrisches” Loésungsverfahren entwickelt werden!

Im folgenden wird ein allgemeines, von der speziellen Topologie unabhéngiges, symmetrisches Ver-
fahren vorgestellt. Dieses wird schliefilich auch auf die konkrete Situation der Kreisscheibe mit
Anomalien angewandt. Man startet mit den elementaren Losungen um die Einpragepole. Diese
lokalen Losungen erfiillen zunéchst nicht zwingend die Randbedingungen fiir die direkt angrenzen-
den Gebiete. Um systematisch, sukzessive alle Randbedingungen immer besser erfiillen zu kénnen,
werden fiir alle Gebiete Restfelder definiert und zwar so viele wie das Gebiet Rénder hat. Zunéchst
sind alle Restfelder Null. Beim Start werden die lokalen Lésungen um die Einpragepole zu allen
Restfelder dieses Gebietes hinzugezihlt, da diese lokalen Losungen nicht zwingend diese Randbe-
dingungen erfiillt. Im jedem Iterationsschritt wird nun jedes dieser Restfelder von dem betreffenden
Gebiet iiber den zugehorigen Rand in das, durch diesen Rand davon abgegrenzte Gebiet transpor-
tiert. Danach werden alle Restfelder wieder auf Null gesetzt. Die entstandenen Zusatzterme im
Ausgangs— und im Zielgebiet werden wieder zu den Restfeldern hinzugezdhlt, denen sie der De-
finition der Restfelder nach zuzuordnen sind. Somit ist eine Iteration ausgefithrt und die néchste
kann auf die gleiche Weise wie die erste durchgefiihrt werden.

Um nun dieses Verfahren zur Konstruktion der Losung auf unsere hier vorliegene Situation anwen-
den zu kénnen, ist es wichtig geeignete Bezeichnungen einzufithren. Wie sich spéter zeigen wird
sind die folgenden Bezeichnungen besonders giinstig:
Gebiete:
1...N innerhalb der kreisf6rmigen Anomalien
0 Komplement der Anomalien
N + 1 auflerhalb der Kreisscheibe

Die Leitfahigkeiten oy tragen die gleichen Indizes wie die zugehdrigen Gebiete.

Réander und Kreisspiegelungsabbildungen:

Ri,...Rx Radien der Kreise der Anomalien
Ryy41  Radius der Kreisscheibe

my,...,my Mittelpunkte der Anomalien
myy1  Mittelpunkt der Kreisscheibe
S1,...,S5v Kreisspiegelung zu den Anomalien

Snv41 Kreisspiegelung zur Kreisscheibe

2 —_—

bi(z,2) = (2 — mg) (5 — my) — RE,  Br(z) = iy + o . Sk(z) = B(2) (4.162)

Z—mg
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Er;  E-Feld im Gebiet k, Iterationsstufe 1
B lim Ey; Losungsfeld fiir das Gebiet k

l— o0
kr kg = o Ex ohmscher Strom im Gebiet k

P Zusatzfeld zum Feld im Gebiet k, Iterationsstufe I, gegebenenfalls vom Restterm
m (falls das Gebiet nicht nur einen Rand hat)

R}’ Restfeld zum Feld im Gebiet k, Iterationsstufe 1, gegebenenfalls beziiglich des
Randes m (falls das Gebiet mehr als einen Rand hat)

Die Quellen seien gegeben durch
—9-J= noN411[0(F—p) —d(F— Q)] = nJ[6(F — p) — 6(F — §)] (4.163)

Wobei die Pole auflerhalb der Kreisscheibe liegen sollen, d.h. by41(p,p) > 0 und by 41(q, q) > 0.

4.3.1 Initialisierung der Hilfsfelder — lokale Lésungen um die Quellen

J 1 1
Eo1=...=Ex1=0, E = —~ 4.164
0.1 ¥1=0, Byyia =g [z—p z—q] ( )
Pop=...= Pé,v1+1 =P1=...=Pn1=0, Pyy11=Ent11 (4.165)
Ry, =...=R){'=Ri1=...=Ry1=0, Rnt11=Pyys1. (4.166)

4.3.2 Erster Iterationsschritt

Im ersten Iterationsschritt muf nur ein Term (bestehen aus zwei Polen p und ) behandelt werden.
Das einzige nicht verschwindente Restfeld ist Ry411. Dieses muf} {iber den Rand by4q = 0 ins
Gebiet 0 transportiert werden. Hierzu werden die Formeln (3.83) und (3.84), aus dem Abschnitt
(3.4.1) ,Kreisscheibe mit Polen aufierhalb der Kreisscheibe®, verwandt.

1 1
PNH = J _ (4.167)
' oo+ onNy1 [2—p z—4¢q
J 1 1
P - __ < — 4.168
N+1,2 20N 11 No,N+1 [z — SN+1(p) P 5N+1(Q)] ( )

Ansonsten entstehen keine Zusatzfelder.
Ply=...=Py=Piy=...=Py>=0 (4.169)

Durch die Anpassung iiber den Rand by41 = 0 existieren zu allen Termen im Gebiet N + 1, zu-
gehorige Terme im Gebiet 0, so daf fiir diese die Randbedingung fiir den Rand by 41 = 0 erfiillt ist.
Der neu entstandene Term Pé?f;l im Gebiet Null erfiillt aber nicht zwingend die Randbedingungen
1 bis N, wohl aber die Randbedingung N + 1. Deshalb sind die Restfelder wie folgt zu setzen:

Ryy12=RiI'=Riy=...=Ry>=0 (4.170)

Ry,=...= Ry, = Pt (4.171)
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4.3.3 Zweiter Iterationsschritt

In diesem Iterationsschritt sind lediglich die Restfelder R(l)yz, .. .,Ré\f2 zu behandeln. Diese Restfel-
der haben Pole im Gebiet N + 1 (also aufierhalb der Gebiete 1 bis N)! Deshalb sind zur Anpassung
der Randbedingungen wieder die Formeln (3.83) und (3.84) zu verwenden. Die Anpassungen kénnen
gleich fiir alle Restfelder zugleich durchgefiihrt werden. Fiir £ =1,..., N gilt nun

k& J 1 1

pPr, = — — . 4.172
5= T e ™ TS =5 (4.172)

Pyt =0 (4.173)

Somit ist insgesamt das Zusatzfeld fiir das Gebiet 0 der Iterationsstufe 3 nach dem zweiten Itera-
tionsschritt

J N 1 1
Ppae — - . 4.174
03 0o+ ON41 };nko [Z—Sk(}?) Z—Sk(q)] ( )

Der zugehorige Zusatz im Gebiet k ist

J 1 1
Pia=——-—(1- — . 4.175
k.3 0_0+0_N+1( Nko) [z—p z—q] (4.175)
Pni13=0 (4.176)
Die Restfelder sind nun
Ris=...=Ryy13=0 (4.177)
N
Rhg=> Py t=1,.. N+1 (4.178)
ok
N
J 1 1
RYy=—— [ — , t=1,...,N+1 4.179
37 oo+ ong ;nko z=Sk(p)  z—Sk(9) (179)
k#t

4.3.4 Dritter Iterationsschritt

Zunédchst werden hier die Restfelder 1 bis N zusammen behandelt. Fiir das Restfeld R673,
t=1,..., N liegen die Pole auflerhalb von Kreis .

J al 1 1
ptl,=— [ — ], t=1,...,N 4.180
0% oo+ ON+1 ;ﬂkoﬂto z—StSk(p) 2 — StSk(q) ( )
k#t

J N 1 1
Pg=—-—"- 1— — , t=1,...,N 4.181
t,4 7o+ ON1 ;771:0( Nto) [z " Se(p)  z— Sk(q)] ( )
k#t

Das noch zu behandelnde Restfeld Ré\jgl hat alle Pole innerhalb des Kreises N + 1.

N
J 1 1
pt S [ - ] t=N+1 4.182

0% oo+ onga z:: MO0 |58k (p) 7 — SeSk(q) s

k#t
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1 1

Py= (1- _ Ct=N4+1 (4183

o—o+aN+1Z""° v | =555 - =5 (4.183)
k#t

Somit gelten die gleichen Formeln insgesamt fiir ¢ = 1,..., N 4+ 1. Das gesamte Zusatzfeld fiir das
Gebiet 0 ist somit

N+1 N+1 N 1 1
Pam Y Flam e 2 Yo [ ]
ks
Die Restfelder sind nun

Ria=...=Ry414=0 (4.185)

N+1
Ry, => Pfy t=1,.. ,N+1 (4.186)

k2t

4.3.5 Vierter Iterationsschritt

Mit den gleichen Uberlegungen wie zuvor, erhilt man nun

N+1 N 1 1
Pt = Lo [ - ] 4.187
05 oo+ ong1 2 D oo 2= 8:5,8,(p)  z— 551, 5,(q) ( )

1g=1 1;=1

Ig#t 11 #l3
firt=1,...,N+1und
J N+1 N 1 1
Pg= —"F —— 1- — 4.188
YT gt Nt ,; ,; oo (L= o) [z —SSu(p) 2 - 512511(Q)] (159
[g#t 11#l3
ebenfalls fiir t = 1,..., N + 1. Das Zusatzfeld fiir das Gebiet 0 ergibt somit insgesamt
N+1
Pos= Y Pfs. (4.189)
Die Restfelder ergeben sich zu
Ris=...=Rnt15=0, (4.190)
N+1
os—zpos (4.191)
k#t
4.3.6 Induktionsbehauptung
Fiir £ > 5 erhélt man folgende Zusatz— und Restfelder:
7 N+1 N+1 N
Ply=—" - D(z,5:Sn k-3, P, 4.192
0,k R lkg’::l ; ; N, k—3]7ot ( tO[1,k-3], P Q) ( )
1y _3#t ig#ly 11 #l3
J N+1 N+l N
Pp=——-(1 . 4.1
ks 0'0+0'N+1( Fnor) Y D> muk-3D(z, Spr-a), P, q) (4.193)

1) _5=1 la=1 1;=1
1 _g#t lag#lz 11#lg
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firt=1,..., N+ 1, wobei die Definitionen

S[l,k] =5, 0...08,, Ni,k] = Moly - - - 7ol (4.194)
benutzt werden.
N+1
ok— EPOkﬂ Ripy=...=BRnt1. =0 (4.195)

s#t

Daf} die Induktionsbehauptung fiir & = 5 gilt, ist unmittelbar klar.

4.3.7 Induktionsschritt £ — k + 1

N+1 N+1 N+1 N
Pojpr = Uo+0N+1 Z lkza:l 122:1 ; 1 k—31M0sMot D(z, SeSs S k—37, P, ) (4.196)
SEL §,_a#s la#ly 11712
J N+1 N+1 N
= — N k—2)M0e D(2, S¢Sy k—21, P, ) (4.197)
PP DILD BIP DL :
zk 2¢t lz:ﬂa 11#2
J N+1 N+1 N
P, 1+ (2,8 4.198
tk+1 — 0_0+0_N+1 770t lkz;l ; ; N k— 2 [l,k=2]:P; q) ( )
1 _o#t la#l3 117l
Die Restfelder sind wieder
Rl,k-{-l _-...= RN+17}€+1 = 0 (4199)
N+1
R g1 = E Pg g (4.200)

s#t

Damit ist die Induktionsbehauptung bewiesen.

4.3.8 Summation aller Zusatzfelder

Zunéchst sei an dieser Stelle das Konvergenzverhalten dieser Reihen angesprochen. Die Reihen
erfiillen alle Randbedingungen exakt, wenn alle Restfelder der Iterationsstufe £ mit £ — oo gegen
0 streben. Da die allgemeine Form der Restfelder in der Induktionsbehauptung nur noch Spiegelpole
der Ordnung k —3 aufweist, konvergieren alle Restfelder fiir disjunkt liegende Kreise gegen 0. Damit
erfiillen die konstruierten Felder alle Randbedingungen und alle Feldgleichungen in den Teilgebieten
exakt. Also sind die konstruierten Felder eine Lésung unseres Gesamtproblems.

J J
Ey = ——D(z,1,p,9) + —— D(z, Sk, p, 4.201
0 0o+ ON41 ( p4) 0o+ ONg1 ;%k (2, Sk, 1 q) ( )
k#0
N+1 N
s Ss Sk, 4.202
Uo +UN+1 Z; ;77%770 (2, %D, q) ( )
s#0 k#s
N+1N+1 N
s Z S 5251: 3 4203
Uo+UN+1 Z Z Z noty Mot Nos D 1251, P, q) ( )

s=1 =1 1;=1
s#0 Io#s 1y #lg

+> P, (4.204)
s=6
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N

J J
E = ———(1 D(z,1 — (1 D 4.205
: UO+UN+1( + 10t) D(2, ,p,q)+ao+oN+1( +770t);770k (2, Sk, p,q) (4.205)
k#t
Mi(z,t)
J N+1 N
(1 51,5, 4.206
00+UN+1 + not) ; ; o1, o1, D(2, S1,51,, 1, q) ( )
[a#t 11 #lg
Mj(z,t)
— (1 4+ Mg(z,t), t=1,...,N 4.207
o () M) (4.207)
Wobei die noch nicht festgelegten My definiert sind durch:
Mg(z,t) = Py gya(1 +m0e) " (4.208)
Fiir das Feld aulerhalb der Kreisscheibe erhalt man
£ = J D(z,1 ) — J D(z,S ) (4.209)
t 20’N+1 LD, q 2UN+1 Mo, N+1 y Oty Py q .
— (1 + Mg (z,t), t=N+1. 4.210
() 2 M) (4.210)

Das Feld im Auflenraum divergiert also fiir o1 — 0 falls sich die Pole noch nicht auf dem Rand
befinden. Dies ist auch sinnvoll, da mit sinkender Leitfahigkeit immer groflere Spannung (iiber
ein Wegintegral zwischen den Polen direkt mit dem Feld korreliert) aufgebracht werden muf}, um
den gewiinschten Einpriagestrom zu garantieren. La8t man in einem Grenzprozefl die Pole auf den
Rand streben, so gilt Sy4+1(p) = p und Sy41(¢) = ¢ und die beiden ersten Terme lassen sich
zusammenfassen.

E, = ———D(z,1,p,q) (4.211)
(14 70¢) Z t=N+1 (4.212)

Nun kann auch die Leitfdhigkeit auflerhalb der Kreisscheibe gegen 0 gehen, ohne dafl das Feld im
Auflengebiet singular wird (aufler natiirlich an den Einpragepolen selbst). Fiir die anderen Felder
spielt es keine (strukturelle) Rolle ob sich die Einprigepole auf dem Rand befinden oder echt im
Auflengebiet liegen. Fiir Untersuchungen einer isolierten Kreisscheibe mit kreisférmigen Anomalien
setzt man nun on41 = 0. Richtet man nun sein Interesse auf den ohmschen Strom, so verliert die
konkrete Form des elektrischen Feldes auflerhalb der Kreisscheibe seine Bedeutung. Fiir diesen
wichtigen Spezialfall gehen die Formeln fiir die Felder in den Gebieten 1 bis N und die Formel fiir
das Feld in Gebiet 0 ineinander iiber, da

oNg1= 2 ONg1= 2
(1+7707t) N+1 0 J J N+1 Oi_ J

- v = , = = mit ¢ =0(4.213)
0o+ ON41 oo+ 0y 0o+ ONF1 0o oo+ 0y

Somit erhalten wir die allgemeine Losung fiir die elektrischen Felder in den Gebieten 0 bis N fiir
den Fall der isolierten Kreisscheibe mit Polen auf dem Rand:

k 0 |z > E I\~ 3 ] 3

Feldlésungen fiir N Anomalien in der Kreisscheibe mit Polen auf ihrem Rand
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Spezialfille dieser Formeln sind auch in [16, 17, 19] diskutiert. Aus diesen Formeln lassen sich
auch leicht wieder die Formeln fiir die einzelne Kreisscheibe ableiten, indem man die relativen
Leitfahigkeitsunterschiede der Anomalien 0 setzt (nox = 0, &k = 1,...,N). Es folgt direkt das
Ergebnis:

J
Eng1 — U—OD(Z, L,pq), knt1=FEnti10nN41 =0 (4.215)

Eo — iD( (4.216)
o

0.8
0.6
0.4
0.2

0 H
!

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-1

-1
In diesem Beispiel ist bewuft eine Feldlinie eingezeichnet, die auf einen (zwei) ,,Staupunkt® [25]
lauft. Bei mehrfach zusammenhangenden Gebieten tritt fiir isolierende Anomalien immer eine
solche Situation auf, bei der die Feldlinie weder auf der einen noch auf der anderen Seite der
Anomalie vorbei fiihrt.

4.3.9 Spezialisierung auf eine Anomalie in einer Kreisscheibe

Méchte man das Ergebnis fiir N kreisformige Anomalien in der nach auflen isolierten Kreisscheibe
auf den Fall einer einzigen Anomalie in der Kreisscheibe spezialisieren, so hdlt man am besten die
Zahl der Anomalien bei N fest und setzt fiir N —1 Anomalien die relative Leitfadhigkeitsdifferenz auf
Null. Somit liegt die gleiche Situation vor, als wenn diese N —1 Anomalien a priori nicht vorhanden
wéren. Konkret bedeutet dies also: mp2 = ... = g nv41 = 0. Der Tatsache, daf§ die Kreisscheibe
nach auflen isoliert sein soll, wird durch on4+1 = 0 Rechnung getragen. Fiir das elektrische Feld im
Gebiet das die Anomalie umgibt, erhalt man:

J o0
Ey(z) = . Z 61 [D(z, (Sn+151)%,p, ) + no1D(2, S1(Sn+151)%, p, 4)] (4.217)
k=0

e =3 Lo [os (S8R0 ) + s (S| 020

Das Feld in der Anomalie hat folgende Form:

2] O

El(z) - oo+ o1 ;UélD(27(SN+151)k,p, q) (4219)
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4.3.10 Eine Anomalie in einer Kreisscheibe — Mo6bius—Transformationen

Ein anderer Zugang nutzt die Transformationseigenschaften des Feldes aus. Ausgehend von der
Situation einer kreisféormigen Anomalie in der oberen Halbebene, kann man durch Transformation
der oberen Halbebene auf das Innere einer Kreisscheibe unter Beriicksichtigung des speziellen
Transformationsverhaltens des Feldes eine Losung fiir das Problem einer kreisférmigen Anomalie
in der Kreisscheibe produzieren.

Ahnlich wie in den zuvor beschriebenen Situationen, berechnet man die Lésung fiir die Situation
einer kreisférmigen Anomalie (Gebiet 2) in der oberen Halbebene (Gebiet 1). Die untere Halbebene
sei nicht leitend und die Einpragepole sollen sich auf der Gerade liegen, die die beiden Halbebenen
trennen.

J [, 1 1
B _{" e sl (4:220)

- E+1 1 1
_ kZ:onJ [z — 591(S10591)F(p) 2 — 521(510521)k(q)]} (4.221)

J & X 1 1
Es(z) = U—l};(l + n12) 731 L — S0S ) o (510521)k(q)] (4.222)

Transformiert man nun die obere Halbebene mit einer speziellen konformen Abbildung, ndmlich
einer gebrochen linearen Funktion (M6bius Transformation), auf das innere einer Kreisscheibe, so
wird automatisch die kreisférmige Anomalie mittransformiert, wobei die Kreisform erhalten bleibt.
Selbstverstandlich wird Radius und Mittelpunkt im allgemeinen abgedndert.

Die Abbildung, welche die obere Halbebene auf das Innere der Einheitskreisscheibe im Ursprung
abbildet, lautet:

_z—13 14w

w=f"1(z) = Tt s f(w) =i (4.223)
! _ 22'3
f(w) = -2 (4.224)
= ET('w) - (1 EZ?;U)2E <i3 1 i— Z) (4.225)
Hilfsbetrachtung:
' 1 1
1@ | =) (4.226)
213 1 1
T O-w? | ltw  1tw (4.227)
lsl_w—p ZSl—w_q
2i3 1 1
T ol-w [is(l +w)—p(l—w) iz(1+w)—q(l— w)] (4.228)
243 [iz(14w) —q(l —w) —i3(14+w) + p(l — w)
T l—w [[i3(1 +w) — p(l — w)][is(1 + w) — ¢(1 — w)]:| (4.229)
= T (4.230)

[i3(1 + w) = p(1 — w)]is(1 + w) — ¢(1 — w)]
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— 9% p—q
= [(i3 — p) + w(p +i3)][(is — q) + w(g + i3)] (4.231)
2i3(p — q) 1
(p+i3)(q + is) (p—ig ) <q_i3 ) (4.232)
T — —w
p+13 q—+1is
2i3(p — q) 1
(p+is)(g + i3) (w — P)(w — Q) (4.233)
dabei sind P und ) definiert durch
-1, P 1, q9—13
P=f"w=rm ¢=1w=0 (4.234)
p:i?’i? q:igig (4.235)
Eine Partialbruchzerlegung liefert dann
2iz(p—q) 1
(p+is) (g +i3) (w— P)(w - Q) (4.236)
2i3(p—¢)(P - Q)" [ 11 ]
(p+i3)(q +13) w—P w—-Q]| (4.237)
=1 ((p—i3)(g+ds) — (g — is)(P—l-ig))_l ~(p+is)(q +ia)
(P-Q) = < (p+is)(q + i3) T E— (4.238)
SchlieBlich folgt
14, 1 _ 1 . 1 3 1
e ] e et (4.239)

Somit lauten die transformierten elektrischen Felder:

Ty o~ L . 1 B 1
El() o {,;)7721 [W—f_l(sloszl)kf(]?w) U)—f_l(SloSzl)kf(Qw)] (4.240)

_ .- E+1 1 B 1 ]
[;)7721 [w_f_1521(510521)kf(pw) w = J1551 (S10591)" [ (4w }(4.241)

o0

BT (w) = L 31+ ma)y

o
1 k=0

1 1
[w - f_1(510521)kf(]?w) S w— f_1(510521)kf(%)

] (4.242)

pw und gy sind hier die Einpragepole auf dem Rand der Kreisscheibe (w—Ebene).

4.4 Auflésungsvermogen — Pseudolinearitit bezgl. des Ein-
pragestromes

Bei physikalischen Situationen wie der eben behandelten, wird oft nach einem Auflésungsvermdogen
gefragt. Im Fall einer kleinen, kreisférmigen, konzentrischen Anomalie im Inneren der Kreisscheibe
ist es sinnvoll, die Potentialdifferenz auf dem Kreisrand fiir die Situationen mit und ohne Anomalie
in Abhéngigkeit von der Flache der Anomalie zu untersuchen. Ist die Anomalie hinreichend klein,
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mufl nur ein, von der Anomalie abhéngiger, Zusatzterm der Spiegelpolreihe mit beriicksichtigt
werden. Setzt man den Mittelpunkt der Kreisscheibe in den Ursprung (my4+1 = 0 = my) und wéhlt
speziell eine Einheitskreisscheibe (Ry41 = 1) und bezeichnet den Radius der kleinen Anomalie mit
Ry = ¢, so erhdlt man wegen

Sn4151(2) =722 (4.243)
Q(z) ~ L flog (224 4 501 1o k| (4.244)
0 & z—p o1 108 z—¢e"?p '
Die Potentialdifferenz zwischen Potential mit und ohne Anomalie ergibt
_ -2
AQy = ol — Qplemo = L1 Jog <73 %) (4.245)
og qgz—¢e?p
2z
Jno1 1—e72
= 1 4.24
70 Og(1—52;§ (4.246)
Entwickelt man diese spezielle Logarithmusfunktion nach € um € = 0 so erhélt man
1 _ .
f(z) = log (1 = ;;) ~ (B — )z (4.247)
und somit fiir die Potentialdifferenz
J
AQo & S Z (g — p)e?. (4.248)
oo Pq

Parametrisiert man die Punkte auf dem Kreisrand durch z = €7, p=¢e'®, ¢ = ¢'?, so resultiert
eine Potentialdifferenz in der Form

AQ = I (0= — =21} 2, (4.249)

g0

Fiir das elektrische Potential (Realteil des komplexen Potentials) bedeutet dies:

2
Adg = JHUO;E [cos(y — @) — cos(y — B)] (4.250)
- _QJ(ZﬁSm <y—a;ﬁ> sin (ﬁ;a) (4.251)

0

Bezeichnet man nun mit ' = w2 die Fliche der Anomalie, so erhélt man fiir das Auflésungs-
vermégen A = |A¢g maz/F|?

2,2 _
A= o (ﬁ a) (4.252)

22
miog 2

Das bedeutet, dal man ein maximales Auflésungsvermogen bei diametral angeordneten Einprage-
polen erhilt. Fiir Dipole (o & ) geht das Auflosungsvermogen gegen Nulll Die Formel fiir das
Auflésungsvermogen ist nur fiir dieses hier betrachtete einfache Modell giiltig!

Da das Feld theoretisch linear von der Stromeinpriagung abhéngt, kann man eigentlich eine dia-
metrale Stromeinpriagung durch Superposition von mehreren geeigneten Dipol Stromeinpragungen
bekommen. Dies ist allerdings nur theoretisch moglich. Bei experimentellen Messungen sind die
MefBdaten stets mit Mefifehlern behaftet. In so extremen Situationen wie beim Dipol, fiir den das
Auflésungsvermogen gegen Null geht, iiberwiegen dann die Mefifehler und eine Superposition lie-
fert kein sinnvolles Ergebnis. Ahnlich ist die Situation bei numerischen Berechnungen. Dort ist
der endliche Wertebereich das Problem, das sich dhnlich wie die Meflungenauigkeit im Experiment
auswirkt. Wegen dieser Pseudolinearitit ist von Dipol-dhnlichen Stromeinprigungen abzusehen,
wenn man ein moglichst grofles Signal erhalten mochte, welches von der Anomalie herriihrt.



Kapitel 5

Visualisierung der ebenen
Stromvektorfelder

5.1 Theoretische Eigenschaften

Eine wichtige Eigenschaft von Vektorfelder ist deren Richtung. Eine Feldlinie oder Integralkurve
ist eine Kurve, deren Tangente iiberall parallel zum Feld an dieser Stelle ist. Zeichnet man ein
ganzes Biindel von Feldlinien, so kann unter gewissen Umstédnden aus der , Feldliniendichte® auch
auf den Betrag des Feldes geschlossen werden. Mathematisch ist eine Feldlinie #(s) zu einem Feld
E(f) durch die Differentialgleichung

8,7(s) A E(F(s)) = 0 (5.1)

definiert. Um nun numerisch stabil Feldlinien zeichnen zu kénnen, ohne numerisch Differentialglei-
chungen 18sen zu miissen, habe ich Stromungsfunktionen bzw. Strémungsfelder verwendet, welche
durch Konstantsetzen automatisch die Feldlinien liefern. Wie man solche Strémungsfelder kon-
struieren kann und welche Unterschiede in den Feldtypen zu beachten sind, wird in den folgenden
Abschnitten demonstriert.

5.1.1 Feldlinien eines Rotationsfeldes
Die Feldlinien eines Rotationsfeldes B sind implizit, mit Hilfe des Vektorpotentials fT, B =dx fT,
durch die Gleichungen

A=K ud A -F=a (5.2)

gegeben. Dabei sind K € R3 und a € R Konstanten. Der Beweis dieser Behauptung erfolgt durch
Differenzieren. Angenommen man mochte eine Feldlinie, die durch den Punkt 7y geht bekommen,
so setzt man K = E(Fo) und a = 7 ~f_1’(7_"0). Differenziert man nach dem Kurvenparameter s, so
erhélt man zun&chst

|
0, A(7) = 0= ((8,7)- 9 ) A (7). (5.3)
Mit
ax (bx &) =b@-¢)—aa-b) (5.4)
kann man dies umschreiben in
Lo L |
0 = (8,7) x (A x )+ 0 ((8,7)- A) =08 [(8,7)- A] — (9,7) x B (5.5)
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Aus der skalaren Gleichung erhélt man zusétzlich

Os(A - 7) = (8, A(7(s))) -7+ A- 0,7 = 0. (5.6)

=0

Setzt man A - 8,7 = 0 in obige Beziehung ein, so erhilt man schliefflich

(8,7) x B=0= (0,7) A B (5.7)

D.h., 7(s) ist eine Feldlinie!

5.1.2 Feldlinien eines Divergenzfeldes

In diesem Abschnitt beschranke ich mich auf Divergenzfelder, fiir die die Feldlinien in Gebieten
gezeichnet werden sollen, in denen sie divergenzfrei sind. Ist in solchen Gebieten, auf einer Poten-
tialflache die Feldliniendichte proportional zum Betrag des Feldes, so ist dies auch auf einer anderen
Potentialfliche der Fall, ohne dafl Feldlinien hinzugefiigt oder entfernt werden miifiten. Das heifit,
die Struktur des Feldes ist hier so besonders, dafl alleine das Weiterfithren der Feldlinien von
einer Potentialflaiche zur ndchsten ausreicht, um die gewiinschte Feldliniendichte auf dieser neuen
Potentialflache zu bekommen. Da jede einzelne Feldlinie nicht vom Betrag des Feldes abhéngt (von
den singuléren Féllen E=0und 1/E = 0 einmal abgesehen), kann man auch Feldlinien zu anderen
Feldern berechnen, die sich durch Multiplikation mit einem beliebigen (nicht singuldren) Skalarfeld
aus ersterem ergeben. Dadurch entstehen Aquivalenzklassen von Feldern, fiir die eine Feldlinie
sofort Feldlinie aller Felder dieser Klasse ist. Durch diese Freiheit in der Wahl des Feldes aus der
Aquivalenzklasse, kann man unter Umstinden in manchen Gebieten Divergenzfreiheit erreichen,
wodurch das Problem wieder auf das oben beschriebene zuriickgefiihrt ist.

Mochte man zum Beispiel Feldlinien zu dem Feld
E@ =7 §-E=3 VFeR® (5.8)
zeichnen, so kann man ebenso die Feldlinien des Feldes

Bo(7) = OB, 4() = . 0By = 0w e R~ () (5.9)

zeichnen. Dieses Feld ist aber iiberall aufler am Nullpunkt divergenzfrei. Inwieweit diese Diver-
genzfreiheit wichtig zur Konstruktion von Stromungsfeldern ist, wird in den folgenden Abschnitten
erlautert.

5.1.3 2-dimensionale Divergenzfelder — komplexes Potential

Aus der Stromungsmechanik [25] ist bereits bekannt, daf aus dem monogenen komplexen Potential
Q(z) einer (lokal) holomorphen Funktion £ = —0,Q (9; E = 0 auflerhalb der Quellen), die reelle

skalare Stromungsfunktion ¢, gerade als der Imaginérteil des komplexen Potentials folgt.
Q=¢+ish, 6YER (5.10)
Das heif3t, durch Konstantsetzen der Funktion 4 erhilt man implizit die Feldlinien des Feldes E.
2610:Q =09 = J(¢ +isp) =0, I = izdp (5.11)
Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 2.2 gilt:

Fs x ) = —ids0, = —isd (5.12)

= Jip=—-F3x0, und F3xdid=0, 9 (5.13)
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-9.Q=E = -0,Q=2E (5.14)

—F1 (¢ —isp) = —20, 6 = 2 (5.15)

Fsx B =—d,1 (5.16)

= 0=0,0(7(s)) = (8s7) - Tt = —(8,7) - (73 x E) = &5 - ((0s7) x E) (5.17)

Da 8,7 und E in der Ebene senkrecht zu &5 liegen, ist das Kreuzprodukt parallel zu o'5. Deshalb
folgt:

(8;7) x E =0 (5.18)
Also erhilt man durch Konstantsetzen von ¥ implizit eine Feldlinie.

Das Stromungspotential existiert nicht global, da die Bedingung 0; E nicht global giiltig ist. Be-
trachtet man nun konkret ein E-Feld, welches aus einer punktférmigen Stromeinpragung resultiert

I 1
Ez) =< 5.19
0= (519
(am Punkt p ist E auch von Z abhiéngig!) so erhdlt man als komplexes Potential
1
Qz) = ~3 log(z — p) (5.20)
Das Stromungspotential ¢ = Im(2) hat aber immer einen Schnitt vom Punkt p nach Unend-

lich (ist also nicht global giiltig). Fiir numerische Rechnungen hat diese nur lokale Existenz der
Stromungsfunktion eine grofie Bedeutung. Diese wird spéter ndher untersucht.

Um sich besser vorstellen zu koénnen, wie auf diese Weise die Feldlinien entstehen, betrachten
wir die nachfolgende Grafik, welche eine lokale Stromungsfunktion fiir einer Anomalie zeigt (der
Giiltigkeitsbereich ist auerhalb dieser Anomalie).
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Die Stromungsfunktion ist iiber ihren eigentlichen Giiltigkeitsbereich hinaus in der ganzen Kreis-
scheibe dargestellt. Man erkennt gut eine Singularitdt innerhalb der Anomalie. Die eingezeichnete
Ebene schneidet die Stromungsfunktion langs der Feldlinie. Durch Variation der Hohe der Ebene
erhdlt man dann auch die anderen Feldlinien.

Verallgemeinerung auf 3 Dimensionen

Mé&chte man die Feldlinien eines Divergenzfeldes E € R3 berechnen, so stellt sich zunichst die
Frage, wie man ein Feld konstruieren kann, welches auf E in jedem Punkt senkrecht steht und
welches trotzdem keine Richtung des Raumes auszeichnet. In 2 Dimensionen hatte gerade das Feld
F= 0'3 x E diese Bedingungen erfiillt. Dieses Feld F liegt wieder in der &169—Ebene. Deshalb kann
man F aus E auch berechnen ohne auf Elemente der Algebra des R3 zuriickgreifen zu miissen. F
ist —E* = E23 Vergleiche hierzu auch die Definition von Dualitdt im Anhang oder [13] (i3 = &169
also ein Element der Algebra des R?). Mit dieser Kenntnis kann man sofort die Verallgemeinerung
des Feldes F' in 3 Dimensionen angeben

F=FE = Eil. (5.21)

Hier ist das zu E duale Feld ein Bivektorfeld. Dies ist auch durchaus sinnvoll, da zu einem Vektor
in 3 Dimensionen eine ganze Ebene senkrecht steht. (Die Wahl des Vorzeichens ist irrelevant, da
das Feld —E die gleichen Feldlinien hat wie E) Das so konstruierte Bivektorfeld F steht tatsdchlich
in jedem Punkt senkrecht auf dem Feld E, denn wegen der Dualitdtsformel gilt

E-F=E-(E*)=(EAE) =0. (5.22)
Als Folge der (lokalen) Divergenzfreiheit von E folgt fiir die duflere Ableitung von F
(GAF)* = (IN(E*)* =8 E* =0. (5.23)

Die dufiere Ableitung von F' verschwindet also iiberall wo E divergenzirel ist. Dies bedeutet aber,
dafl man in diesen Gebieten ein Vektorpotential ¢ finden kann, fiir welches Ay = F gilt (vergleiche
Anhang). Angenommen wir haben bereits ein solches Potential gefunden, so kénnen die Feldlinien

von F wieder implizit in der Form
=K und 7-¢y=a (5.24)
gegeben werden. Mit Hilfe der Reduktionsformel
b-(@AA)=(b-DA —an(b-A) (5.25)
folgt zunédchst durch Differenzieren der Vektorgleichung nach einem Kurvenparameter

- -

0= 08,0 = ((8:7) la*) b= (0s7) - (T A D)+ 3 A[(0:7)- ¥ = (8:7) - F+ 5[(357?). . (5.26)
Die Ableitung beider Gleichungen liefert dann noch
b =0 = (8,7)-¢ =0. (5.27)
Somit erhidlt man noch
(057) - F =0 (5.28)
was insgesamt schlieBlich zu dem gewiinschten Ergebnis
= (8:7) E* = (0 )ANE)* =(0:,F) x E=0 (5.29)

fithrt. Damit ist bewiesen, dafi durch 1/; = K und F~1/; = a die Feldlinien von £ gegeben sind. Folglich
reduziert sich das Problem der Berechnung von Feldlinien von Divergenzfeldern im wesentlichen
auf das Finden von Potentialen zu den dualen Feldern.
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5.1.4 Stromlinien in einer Kreisscheibe mit Anomalien

Um Stromlinien in einer leitenden, nach auflen isolierten Kreisscheibe mit N kreisférmigen Anoma-
lien zeichnen zu konnen, wird zuerst die Stromungsfunktion ¢ berechnet. Wie in Abschnitt (5.1.3)
bereits diskutiert, kann man ¢ als Imaginérteil des komplexen Potentials £2 bekommen.

E=-90,9, ¢ =Im(Q) (5.30)

Das E-Feld fiir die oben beschriebene Situation ist eine Reihe deren typische Summanden die Form
C ! ! A, B,CeC(i 5.31

z—A z—-B]|’ B, C € i) (5.:31)

haben. Fiir einen solchen Term ist
C'log(z — B) — log(z — A)] (5.32)

ein komplexes Potential. Damit kann man auch ein komplexes Potential zu den kompletten Spiegel-
polreihen der (lokalen) E-Feld aus Abschnitt (4.3) angeben. Um Stromlinien zeichnen zu kénnen
miissen nur Potentiale zu den lokalen E-Felder innerhalb der Kreisscheibe berechnet werden, da
auflerhalb die Leitfahigkeit und somit auch das ohmsche Stromfeld verschwindet.

2J 1 1 >
FE = — M(z,k k=0,....N 5.33
k(z) oo+o |z2—p 22— +Z l(z’ ) ' ' ' ( )

N+1 N+1 N

MI(Z,k):E~-~E ZU[U (z,S1¢,0, 0, 9) (5.34)

¢ =1 ¢2=1 (¢1=1
i #Ek Ca#C3 ¢1=C2

Mit den zusatzlichen Definitionen

N+1 N+1 N

Nl(zak) = Z Z Z U[C,I]P(Z;S[g,l]:]?: q) (535)

¢=1 ¢a=1 ¢1=1
ISE-L] $2#¢3 C1=¢2

P(z,5,p,q) = log(z = 5(q)) — log(z — S(p)) (5.36)

148t sich das komplexe Potential in der Form

2
Qz) = - -f:]O'k log(z — q) —log(z — p —|—ZN, z, k) =0,...,N (5.37)

darstellen. Da komplexe Potentiale, die sich nur durch eine Konstante unterscheiden, &quivalent
sind, ist auch

N+1 N+1 N

Nl(z,k): Z Z Z Cl Cl z S[Cl D, q ) (538)

=1 ¢a=1 ¢1=1

¢ #k C2#C3 ¢(1=C2
Pz, S,p,9) =log((z — S(¢))Cic yy) — log((z = S(»))Cf; ) (5.39)
7 g ey ey L N
Qi(z) = P log((z — ¢)Cy) — log((= p)C’O)—i—lg;Nl(z,k) (5.40)

ein Potential, wobei C¢, CZ, C[Cz] C'[QCJ] komplexe Konstanten sind. Nun kann man durch geeignete
Wahl der Konstanten und eventuell durch Zusammenfassen von Logarithmen erreichen, daf3 bei
Verwendung des Hauptzweiges des Logarithmus alle Schnitte im Komplement des Definitionsge-
bietes der lokalen Stromungsfunktion liegen.
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Geeignete Wahl der Schnitte

Aus topologischer Sicht sind prinzipiell nur zwei Pollagen relativ zum Definitionsgebiet des lokalen
komplexen Potentials zu unterscheiden:

1. Pole in einem Kreis — Definitionsgebiet auflerhalb

\\‘/

2. Pole auflerhalb eines Kreises — Definitionsgebiet innerhalb

@,

Im ersten Fall kann man das Potential zum Feld

1 1
E:C[ — ] (5.41)
2 Z—4q
in der Form
Q = Clog (Z_q) (5.42)
Z—p

schreiben. Der Schnitt beziiglich der Variblen z liegt auf der Verbindungsstrecke zwischen den
Polen, falls man den Hauptast des Logarithmus verwendet, denn
L z—q

—a = , a>0, aclR (5.43)
z2=p

ap—+q
1+«

= —alz—-p =z—0q, =z(a)= (5.44)

1
14a

z(A)=p+Alg—p), AE(01) (5.45)

Mit einem Parameterwechsel A = erhélt man die iibliche Darstellung
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Im zweiten Fall kann man die Schnitte relativ zum Kreismittelpunkt positionieren:
kg, m) = 0(Re(q = m), Q(2) = C [log(#®™) (z — g)) — log(#"™) (z = p))]  (5.46)

In folgender Abbildung ist eine typische, aus zwei lokalen Teilen bestehende, Strémungsfunktion
fiir eine Kreisscheibe mit einer Anomalie dargestellt.

(/
:,.':.:ozzizé:z;: 7
KRELK l,,' (/]]7/ /

2
902070,
000,‘:‘?0.;,/:,,
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Ist der Schnitt der Strémungsfunktion nicht geeignet gewahlt, so wire ein Wechsel des Zweiges
beim Zeichnen der Feldlinien nétig. Zwei Zweige einer typischen Stromungsfunktion deren Schnitt
durch deren Definitionsgebiet geht ist in folgender Grafik zu sehen.

Im folgenden Diagramm sind die Feldlinien und die Punkte gekennzeichnet fiir die beim Zeichnen
ein Wechsel der Zweige der Stréomungsfunktion nétig ist, falls die Schnitte zuvor nicht so gewéhlt
wurden, daf} sie auflerhalb des Bereiches liegen in dem man Feldlinien zeichnen mdchte.

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

1 L1 X/ L1

-1-0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.20.40.60.8 1
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Konvergenzverhalten

Sowohl fiir die hier berechneten Potentiale, als auch fiir die zugehérigen Felder aus Kapitel (4.3.8)
stellt sich die Frage nach Konvergenzbereich und Konvergenzgeschwindigkeit. Wie man an einigen
Extremfillen leicht erkennt, konvergieren die angegebenen Reihen nicht immer. Bei den nume-
rischen Studien zeigte sich, daff die Konvergenzgeschwindigkeit entsprechend langsam ist, wenn
Konfigurationen gewédhlt werden, die nahe an solchen Extremsituationen liegen. Abgesehen von
diesen wenigen Extremféllen konvergieren die Reihen sehr schnell, was kurze Berechnungszeiten
der numerischen Algorithmen zur Folge hat. Abhéngig von der gewiinschten Genauigkeit reichen
aber in den meisten Fillen 3 bis 5 Iterationsstufen zur numerischen Berechnung véllig aus. Da
die Loésungen aus Kreisspieglungsabbildungen gebildet werden, ist klar, dafl gerade fiir sehr dicht
benachbarte Anomomalien die Konvergenzgeschwindigkeit geringer ist. Die schlechteste Konver-
genz erhdlt man, wenn man nur einen Isolator konzentrisch ins Innere der Kreisscheibe setzt und
diese zusétzlich sehr grofl macht. Im Grenzfall, indem der Isolator die ganze Kreisscheibe komplett
ausfullt liefert dies auch theoretisch bereits Wiederspriiche. In diesem Grenzfall kann ein Strom,
wie er durch J—Quellen beschrieben wird {iberhaupt nicht mehr eingepragt werden. Dies auflert sich
darin, daf} die Reihen nicht mehr konvergieren. Setzt man hingegen keinen absoluten Isolator ins
Innere der Kreisscheibe, so konvergieren die Reihen auch dann noch, wenn sich benachbarte Kreise
bereits beriihren. Die Spiegelpole sind dabei allerdings nicht mehr fiir die Konvergenz entscheident,
sondern die Potenzen der relativen Leitfahigkeitsunterschiede die jeweils vor den Spiegelpoltermen
stehen.

5.2 Numerische Algorithmen

Um aus den gewonnenen impliziten Gleichungen fiir Feld- (Strom-) und Aquipotentiallinien die
explizit Kurven fiir nicht triviale geometrische Konfigurationen zu bekommen werden Algorithmen
verwendet, die sowohl symbolische als auch numerische Ergebnisse liefern. Die wesentlichen der
von mir entwickelten Algorithmen stelle ich in diesem Abschnitt in Form von Ablaufdiagrammen
dar. Ich selbst habe die folgenden Algorithmen zum Teil in Fortran 77 aber hauptséchlich in
C++ (GNU) auf einem PC (486DX2-66) implementiert. Um nicht die wesentlichen Ideen der
Algorithmen durch sprachspezifische Besonderheiten zu verschleiern und da diese Algorithmen
prinzipiell in einer Vielzahl von Hochsprachen implementiert werden kénnen, verzichte ich an dieser
Stelle bewufit auf die Auflistung des Quellcodes. Anstatt dessen stelle ich die Algorithmen durch
Ablaufdiagrammen dar. Auf Details verzichte ich auch hier zu Gunsten der Ubersichtlichkeit.

Bei den numerischen Berechnungen in dieser Arbeit habe ich den Schwerpunkt auf die ndhere
Untersuchung von kreisférmigen Anomalien in einer isolierten Kreisscheibe gelegt.

Die Diagramme die ich bereits im Theorieteil dieser Arbeit, zum besseren Verstdndnis der dis-
kutierten Formeln prasentiert habe, sind ebenfalls mit den im folgenden erklarten Algorithmen
erstellt worden.

5.2.1 Berechnung der lokalen Potentiale und Felder

Die numerische Berechnung der lokalen Potentiale und Felder einer isolierten Kreisscheibe mit
N kreisformigen Anomalien basiert auf den analytischen Lésungen aus den Kapiteln (4.3.8) und

(5.1.4).

Zur Implementierung der Potential- und Feldfunktionen habe ich vorab eine Initialisierungsroutine
definiert, welche nur einmal die Spiegelpole und relativen Leitfahigkeitsfaktoren berechnet und in
einer Liste speichert. Ein Grofiteil dieser Initialiserungsprozedur besteht in der symbolischen Be-
rechnung der Multiindizes, die spéter zur konkreten Ausfithrung der mehrfachen Kreisspiegelungs-
abbildungen benétigt werden. Mochte man beispielsweise 5 Anomalien im Inneren der Kreisscheibe
untersuchen,
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so sehen die Multiindizes der ersten drei Iterationsstufen fiir das elektrische Feld in der Anomalie

mit der Nummer 1 wie folgt aus.
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Dabei bezeichnet 6 den Kreis, der die Kreisscheibe berandet. Zuerst auszufithrende Spiegelungen
werden auch zuerst aufgefithrt. Man erkennt hier deutlich, dafl als letzte Spiegelung nie eine Spie-
gelung am Kreis mit der Nummer 1 auftritt. Dies macht auch Sinn, da dies zu Polen im Kreis 1
fiihren wiirde, was wegen der homogenen Feldgleichung im Gebiet 1 nicht erlaubt ist. Wie letzten
Endes die Spiegelpole positioniert sind, ergibt sich erst nach expliziter Ausfithrung all dieser Kreis-
spiegelungsoperationen. Ergebnisse fiir ein spezielles Beispiel werden im Kapitel (5.3.1) vorgestellt.
Nachdem die Initialisierung durchgefiihrt ist, besteht die eigentliche Berechnung der Potentiale
und Felder im wesentlichen nur aus einigen wenigen elementaren Rechenoperationen (die einzige
aufwendigere Operation ist der komplexe Logarithmus, der mehrfach bei der Berechnung der kom-
plexen Potentiale ausgefiihrt wird). Die Initialisierungsroutine war nur mit sehr viel Zeitaufwand
zu implementieren, da viele Spezialfdlle bedacht werden mufiten, in denen die Berechnungen ohne
weitere Anpassungen analytisch stabil aber numerisch instabil waren. Zum Beispiel streben die
Spiegelpole im Fall einer konzentrisch angeordneten kreisférmigen Anomalie in der Kreisscheibe
zum Punkt unendlich. In diesem Fall sind die Summanden fiir das zugehdrige komplexe Potential

von der Form
C'log (%) . (5.47)

Es ist also sofort klar, dal ein Algorithmus, der das komplexe Potential genau auf diese Art und
Weise berechnet, aus Griinden des endlichen Wertebereiches zwingend instabil werden muf, falls
die Spiegelpole gegen Unendlich streben. Formt man hingegen einen solchen Ausdruck gemif

RIS

C'log <z —50) C |log S0) + log 1 (5.48)
um und macht sich die Eigenschaft des Potentials zunutze, daf} es auf Summanden die nicht von z
abhingig sind nicht ankommt, so kann auch in solchen Féllen das komplexe Potential numerisch
stabil berechnet werden. Solche und dhnliche Probleme sind zwar nicht von all zu groflem physika-
lischem Interesse, haben aber trotzdem viel Zeit gekostet. Ein bereits sehr extremes Beispiel mit
konzentrisch positionierter isolierender Anomalie und ein dezentral angeordneter Isolator zeigen wie
gut trotz der oben genannten Probleme dieses Verfahren funktioniert. Um in Bereiche zu kommen,

bei denen die Konvergenz deutlich langsamer wird, sodafl die Berechnung mit einem gew&hnlichen
PC nicht mehr méglich wire, miifiten noch sehr viel extremere Situationen untersucht werden.
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An dem zweiten Beispiel kann man auflerdem gut erkennen, dafi durch die spezielle geometrische
Anordnung, die einem geraden Draht lokal schon sehr nahe kommt, das Potential auch in etwa in
gleichen Abstdnden gleich viel abfallt.

5.2.2 Globalisierung der lokalen ,,Potentiale*

Mittels der lokalen Potentialfunktionen kann man, zuerst einmal nur lokal, Aquipotential- und
Feldlinien plotten. Verzichtet man auf andere Eigenschaften der Potentiale und beschrénkt sich
darauf, dal die Hohenlinien der Potentiale die gewiinschten Kurven liefern, so kann man eine glo-
bale Funktion aus den Potentialen konstruieren, welche globale Feld— bzw. Potentiallinien liefert.
Ausgehend vom Potential im Komplement der Anomalien wird die Fortsetzung dieser Funktion
in die Anomalien durch stetige Fortsetzung der zugehérigen Linien erreicht. Da die Feld— und
Potentiallinien, Héhenlinien entsprechender Potentiale sind, mufl der Potentialwert im Inneren
einer Anomalie auch mindestens einmal auf dem Rand angenommen werden (vorausgesetzt, die
Hohenlinie ist nicht im Inneren der Anomalie geschlossen). An diesem Randpunkt werden nun
die betreffenden lokalen Potentiale angepafit. Somit ist der Funktionswert in der Anomalie durch
den Wert gegeben, den das lokale Potential auflerhalb der Anomalie auf dem oben beschriebe-
nen Randpunkt annimmt. Diese Anpafilung der lokalen Potentiale ist im allgemeinen nicht durch
Addition einer einzigen Konstanten mdoglich. Typischerweise werden unterschiedliche Konstanten
auf unterschiedlichen Hoéhenlinien zur Anpaflung benétigt. Der Algorithmus zur Berechnung sol-
cher globaler Funktionen deren Hohenlinien dann Potential- oder Feldlinien sind, ist in folgendem
Flufidiagramm dargestellt.

p_glob : globales Potential
p_i :Potential innen
p_a : Potential aulen
z:0rt

zin der Anomalie?

Suche z_0 auf
dem Rand mit
P_iz_0)=p_i(2)

AV
p_g|0b ) p_a(Z_O)

Berechnung globaler Hohenlinienfunktionen
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Wabhle bel. Startwert
z(phi0)=zs
pmin=|p_i(z)-p_i(zs)|
zmin=zs

Initialisierung der
Schleife, N=1,

dphi=180°
v

k=1,phi1=phi0+dphi

ja

ztest=z(phil)

pmin = | p_i(ztest) - p_i(2) |

zmin = ztest

—ija |p_i(ztest) - p_i(z)| < pmin ?

nein

I

—ja k<=N? . k< K+1 . &F-nein
phil <- phil + dphi

nein

:

N <-N+1
dphi <- dphi/2

dphi >= dphimin ?

nein

ztest <- zmin

ztest = z(phitest)
zs= z(phis)
Intervallschachtelung
bis
| phitest - phis | <= dphimin

ztest ist das
Ergebnis

Suche eines Funktionswertes auf dem Kreisrand

7
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Fir das Beispiel von 5 in einer Reihe angeordneten Isolatoren sehen das globale ,Potential“ und
die globale ,,Stromungsfunktion® wie folgt aus. Die Begriffe Potential und Stromungsfunktion sind
streng genommen nicht mehr gerechtfertigt, da die Gradienten dieser globalen Funktionen nicht
mehr iiberall ihren Definitionen entsprechend mit dem Feld zusammenhéngen! Bei der globalen
yotromungsfunktion® sind die Plateaus an den Stellen der Isolatoren gut zu erkennen. Vor der

Anpassung der lokalen Teile der Stromungsfunktion treten Unstetigkeiten, wie etwa in den Grafiken
des Abschnittes (5.1.4) zu sehen ist, auf.
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Fiir ein anderes Beispiel mit drei in einer Reihe angeordneten Anomalien (zwei kleine am Rand
und eine groflere in der Mitte) welche Leitfahigkeiten haben, die weder einen idealen Leiter noch
einen Isolator beschreiben sind in den Potentialen keine Plateaus mehr vorhanden Je nach grofle
der relativen Leitfahigkeitsdifferenz zeichnen sich jedoch die Anomalien mehr oder weniger deutlich

ab.
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5.2.3 Zeichnen von Hohenlinien

Zu einem vorgegebenen Startpunkt sind im allgemeinen zwei Startrichtungen moglich. Das heifit,
die Suche nach Punkten auf einem Kreis (mit Radius ¢ um den Startpunkt als Mittelpunkt), an
welchen die Potentialfunktion den gleichen Wert hat wie am Startpunkt, hat normalerweise zwei
Lésungen. Die Startrichtung kann zum Beispiel durch Vorgabe einer Vorzugsrichtung festgelegt
werden. Mit einer solchen Vorzugsrichtung kann man durch Projektion der moglichen Richtungen
auf die Vorzugsrichtung entscheiden welche Richtung nun ausgewahlt werden soll. Um dieses Ver-
fahren anwenden zu kénnen mufl selbstverstdndlich die Schrittweite € hinreichend klein gewahlt
werden, um nicht eventuell mehr als zwei Losungen auf dem oben genannten e — Kreis zu finden.
Ferner ist die Schrittweite so zu wahlen, dafl die Schritte klein im Vergleich zum Kriimmungsradi-
us der Kurve sind. Diese Forderung kann allerdings in dem vorliegenden Fall von N kreisférmigen
Anolmalien in einer isolierten Kreisscheibe nicht global erfiillt werden, da beim Gebietswechsel die
Hoéhenlinie nicht immer differenzierbar sind. An einer solchen Stelle wire der Kriimmungsradius
unendlich klein. Folglich habe ich einen Algorithmus entwickelt, der gegeniiber diesen Knicken in

den Hohenlinien méglichst unsensibel ist.

Jede einzelne Feldlinie, sowie jede einzelne Aquipotentiallinie ist zwar eine Hohenlinie einer Poten-
tialfunktion, jedoch muf beim Zeichnen von ,Biindeln“ von Feld— oder Aquipotentiallinien zwi-
schen diesen beiden Arten unterschieden werden. Bei der Visualisierung eines Feldes durch Feld—
und Potentiallinienbilder wird meist eine Schar von Linien ausgewahlt, fiir die benachbarte Linien
stets die gleiche Potential-(Stromungsfunktions) Differenz haben. In den folgenden Abschnitten
wird erldutert, wie diese Forderung fiir Potential- und Feldlinien in dem hier vorliegenden zweidi-
mensionalen Fall erfiillt werden kann. In drei Dimensionen gestaltet sich dieses Problem prinzipiell
viel schwieriger. Strukturell entspricht das dreidimensionale Problem der Auswahl einer diskreten
Linienschar aus dem kontinuierlichen Biindel, der Bestimmung einer diskreten Punkteverteilung
auf der Kugeloberfliche, sodafl diese moglichst gleich verteilt sind (im Sinne einer konstanten

Oberflachenpunktedichte).

Alternativ dazu kann auch ein fiir zwei Dimensionen erweitertes Newtonverfahren verwendet wer-
den, wenn man in Kauf nehmen kann, dafl jeder Punkt nur bis auf die lineare Approximation ge-
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nau berechnet wird. Die Genauigkeit kann zwar auch durch Verkleinerung der Schrittweite erhoht
werden, jedoch steigert dies den Rechenaufwand auch enorm und der eigentliche Vorteil dieses
Verfahrens geht verloren. Bei dem zuvor beschriebenen Verfahren, kann die Genauigkeit fiir je-
den Punkt unabhéngig von der Schrittweite beliebig reguliert werden. Das Newton Verfahren wird
im folgenden Abschnitt vorgestellt. Solange keine kritischen Gebietswechsel auftreten, ist dieses
Verfahren deutlich schneller und fiir die meisten Anwendungen hinreichend genau.

5.2.4 Newton Verfahren fiir f(z,y) = ¢ =const.

Wie beim Newton—Verfahren in einer Dimension, basiert auch dieses von mir entwickelte Verfahren
auf einer linearen Approximation der gegebenen Funktion. Hierzu wird die Ableitung bzw. der
Gradient verwendet. Dieser kann numerisch berechnet oder auch analytisch vorgegeben werden.
Die Taylorentwicklung einer Funktion zweier Variablen f(z,y) bis zum linearen Term hat folgende
Gestalt:

—

f(rlayl) Nf(IanO)_i_(ex;Gy) '6f(‘170,y0) (549)

- - - o - - - - - - 2
1=70+€ Th =201+ ypba, €=€;01+€02, €E =c¢ (5.50)

Mit einem beliebigen Startwert (29, yo) und vorgegebener Schrittweite ¢ kann in Newton Naherung
der Punkt (z1,y1) berechnet werden.

'

fle, ) =c (5.51)
Schreibt man € in Polarkoordinaten
E=cdre® (5.52)
so folgt
. ¢ — Lo,
cos(a) Oz f(xo,yo) + sin(a) Oy f(zo, yo) = M (5.53)
Wegen
Asina + Bcosa = Csin(a + ¢) (5.54)
mit
C?*=A*+B* tan¢g = g (5.55)
folgt:
- ) ¢ — f(xo,
13 (z0. 30| sina + ¢) = E=T120:20) (5.56)
sin(a + ¢) = = J(@o,y0) (5.57)

€ll9f (o, wo)ll

_ : C_f('r(hyo) . <8xf(-730;y0)>
o = arcsin <7e||5f(a:0, y0)||) arctan 731/]"(1‘0, ) (5.58)

—

| = 7o + edre’*® (5.59)

Nun kann #; als neuer Startwert verwendet werden.
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Man beachte, dafl beim eindimensionalen Problem die Losung genau ein Punkt ist, dem man
sich in mehreren Schritten sukzessive néhert. In unserem Fall hat der Losungsraum Dimension 1.
Dies duflert sich auch in einem prinzipiellen Unterschied im Verfahren. Um eine hohe Genauigkeit
zu erhalten wird lediglich die Schrittweite ¢ angepafit, aber keine héhere Newton-Naherungen
gerechnet (die eigentliche Tteration ist bei diesem Problem nicht mehr moglich).

Falls die Schrittweite € so gew&hlt ist, dafl der Abstand vom Startwert zur gesuchten HéhenlinieLinie
das € ibersteigt, so findet man in linearer Naherung keine Lésung. Man kann allerdings einen Punkt
finden der moglichst nahe an der gesuchten Kurve liegt. In dem Iterationsverfahren zeigt sich dieses
Problem bei der Berechnung des arcsin — ist namlich € zu klein oder ¢ — f(2o, yo) zu grof}, so kann
der Betrag des Argumentes vom arcsin die 1 iibersteigen und er ist nicht mehr definiert. Vergrossert
man gedanklich € solange bis das Argument des arcsin in dessen Definitionsbereich liegt, so erhilt
man gerade den nédchsten Punkt der in linearer Ndherung auf der gesuchten Kurve liegt. Dieser
Punkt liegt dann in Richtung

(5.60)

o = arcsin(+1) — arctan <M)

ayf($0; yO)

Das Vorzeichen wird durch

+1 =sgn (C:ﬂﬂ) (5.61)
ellof (zo, yo)ll

bestimmt. Somit mufl die Schrittweite nicht verdndert werden und zuweit entfernte Startwerte
laufen schnellstmoéglich auf die gewiinschte Hohenlinie zu. Man muf} lediglich beachten, dafi die
erhaltenen Punkte in diesen Féllen nicht in linearer Approximation auf der Kurve liegen.

Somit ist das Verfahren stabil, denn auch fiir Startwerte, die weit weg von der gesuchten Kurve
sind, strebt das Verfahren auf die Kurve zu!

5.2.5 Berechnung der Feldlinien

In der Klasse von Konfigurationen, die hier betrachtet werden, liegt stets eine Stromquelle und eine
Senke vor. Bei einer vorgegebenen Genauigkeit findet man einen hinreichend kleinen Abstand zur
Quelle, sodafl die Feldlinien auf einem Kreis um den Pol dquidistant bzgl. der Bogenlange sind. Da
in den betrachteten Konfigurationen das E-Feld auflerhalb der Stromquelle und Senke wirbel- und
quellenfrei ist, kann iiberall die Feldliniendichte als Maf fiir die Feldstarke verwendet werden, ohne,
dafl , kiinstlich“ Feldlinien hinzugefiigt oder entfernt werden miissten. Entscheidend beim Zeichnen
der Feldlinien ist also, dafl die Bogenldnge auf dem geeignet gewahlten Kreis um Quelle oder Senke
in guter Naherung direkt mit dem Wert der Strémungsfunktion korreliert ist. Somit kénnen die
Startpunkte der Feldlinien, einfach als dquidistante Punktefolge auf diesem Kreis gew#hlt werden.
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N Startpunkte auf Kreisrand mit Rad. Eps delta: Schrittweite
um Startpol spol aquidistant bestimmen. Suche Pkt z auf Kreis mit Rad
zs: erster Startpunkt delta um zs fir den gilt
psis = psi(zs), Vorzugsrichtung r = zs - spol psi(z)=psis
und Projektion von z-zs auf r
in Richtung r

nachsten Startpunkt zs
wahlen r=z-zs
r=1zs - spol zs=z
psis = psi(zs)

zin delta
Umgebung vom
Endpol epol?

Sind noch weitere
Feldlinien zu
zeichnen?

ia

nein

fertig

Plotten von Feldlinien

5.2.6 Berechnung der Aquipotentiallinien

Bei den Potentialinien ist jedoch eine gednderte Vorgehensweise erforderlich. Das elektrische Poten-
tial fallt von einem Pol zum anderen sukzessive ab. Die Pole teilen den Kreisrand in zwei Segmente
auf. Die Potentiallinien starten auf einem Segment des Kreisrandes und enden auf dem anderen.
Da das Potential an den Polen singular ist, muf} ein kleiner Bereich um die Pole ausgenommen
werden. Auf dem dadurch eingeschréankten Randsegment bleibt das Potential stets endlich und
man kann die Differenz zwischen Maximalwert und Minimalwert in eine gewiinschte Anzahl gleich
grofler Potentialintervalle aufteilen. Die zu diesen Werten gehérenden Randpunkten sind dann die
gewiinschten Startwerte der Potentiallinien.
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Berechnen von N Punkten auf
dem Kreisrand mit
aquidistanten Potentialwerten

z1: Pkt im Abst eps vom Startpol
z2 : Pktim Abst eps vom Endpol

zs: erster dieser Punkte
Vorzugsrichtung r =m - zs
m : Mittelpunkt
delta : Schrittweite

Suche Pkt z mit phi(z)=phi(zs)
auf Kreis mit Rad. delta um zs
mit Projektion (z-zs) auf r
die in Richtung r zeigt

nachsten

Startpunkt r=z-zs
zs wahlen zs=1z
r=m-zs

zin
deltaUmgebung
vom Rand ?

Sind alle N
Startpunkte
abgearbeitet?

ja— fertig

Plotten von Potentiallinien

5.3 Numerische und graphische Ergebnisse

5.3.1 Positionen der Spiegelpole

Um die Lage der Spiegelpole fiir einen konkreten Fall untersuchen zu kénnen, werden in den
folgenden Grafiken die Positionen der Spiegelpole fiir die Situation von 5 gleich grofien Anomalien
mit Kreuzen gekennzeichnet. Hierbei ist zu beachten, dafl absichtlich die Einpragepole nicht véllig
symmetrisch angeordnet sind. Dies wirkt sich dann auch in einer deutlich sichtbaren Unsymmetrie
der Spiegelpolverteilung aus.

Im folgenden werden Spiegelpole fiir ein sechsfach zusammenhangendes Gebiet gezeichnet.
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Zuerst werden die Spiegelpole prasentiert, welche zur Berechnung der elektrischen Feldes aufler-
halb der Anomalien ben&tigt werden. Die Pole im Auflenraum liegen zum Teil sehr weit von der
Kreisscheibe weg. Die Kreisscheibe ist in dieser Grafik nur noch als sehr kleiner Fleck in der Mitte
zu erkennen.

40 ! ! ! ! ! ! ! ! I+

30 - -

+
20 " =
10 | -
0 + +&+ ¥

-10 F -
-20 F -
-30 F -
-40 F -

+

_50 ! ! ! ! ! ! ! ! !
-25-20-15-10 -5 0 5 10 15 20 25

Die vier Kreuze um die Kreisscheibe sind nicht vier einzelne Pole, sondern ganze Anh&ufungen
von Spiegelpolen, an fast der gleichen Position. In einer leichten Vergréflerung ist zu erkennen, daf3
diese Pole sehr wohl noch zu unterscheiden sind.
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1 2 3

In weiteren Vergroflerungen wird auch die Struktur der Polverteilung in den Anomalien immer
besser erkennbar:
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Betrachtet man nun die Polverteilung, die zur Berechnung von Feldern und Potentiale innerhalb
von Anomalien bendtigt werden, so erkennt man, dafl die meisten Pole erhalten bleiben, jedoch
solche in den entsprechenden Anomalien entfallen (wegen der Feldgleichung in diesem Gebiet).
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Fir das Feld in der linken Anomalie erhalt man:
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und fiir die rechte Anomalie
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5.3.2 Variation der Zusammenhangszahl

Im allgemeinen dufert sich die spezielle Form einer Leitfahigkeitsverteilung (Anzahl und Position
der Anomalien, sowie deren relative Leitfahigkeitsdifferenz zur Umgebung) in einem charakteristi-
schen Feld auf dem Rand. Um wirklich die westentlichen Anteile der Anomalien zu erhalten be-
trachtet man nur die Felddifferenz zwischen den Situationen einer homogen leitenden Scheibe und
einer homogen leitenden Scheibe mit Anomalien. Da die Kreisscheibe nach auflen hin isoliert sein
soll, erzwingt die Randbedingung ein zum Kreisrand tangentiales elektrisches Feld. Somit kann man
das UberschuBfeld, das durch die Anomalien entsteht, wie eine skalare Funktion (durch Projektion
auf die Tangente des Kreisrandes) iiber den Winkel der den Kreisrand parametrisiert auftragen. In
den folgenden Diagrammen, entspricht 0 Grad wie iiblich dem Punkt der am weitestens rechts auf
dem Kreisrand liegt. Zuerst mochte ich zwei interessante Anomalie-Konfigurationen présentieren,
deren Uberschufifelder sich sehr stark voneinander unterscheiden.

Feldlinien UberschuBfeld auf dem Rand

0 90 180 270 360

In den UberschuBfeld-Diagrammen kénnen die einzelnen Anomalien sehr gut identifiziert werden.
Zu beachten ist dabei, dafi sowohl Anomalien mit hoherer Leitfdhigkeit (0°,90°,180°) als auch
solche mit niedrigerer Leitfihigkeit im Vergleich zu der Umgebung (270° Mitte) zu erkennen sind.
Man sieht, dafl die Anomalie in der Mitte ihren Einflufl {iber den ganzen Winkelbereich verteilt
hat. Da diese Anomalie von ihrer Position her keine Richtung auszeichnet, ist dies auch sinnvoll.
In den Diagrammen der zweiten Anomalie-Konfiguration wurden 5 gute Leiter dhnlich einer Ket-
te angeordnet. Wiederum sind die zugehérigen Strukturen im Uberschufifeld an den erwarteten
Positionen deutlich zu erkennen.

Aus topologischer Sicht haben Anomalien mit Leitfidhigkeit Null (Isolator) und solche mit relati-
ver Leitfahigkeitsdifferenz Null (entartete Anomalien — sie haben keine Wirkung) eine besonde-
re Bedeutung. Im Falle eines Isolators, spaltet die Anomalie die Feldlinienschar in zwei Klassen
auf, die nicht mehr durch stetige Transformationen (Homotopien) ineinander iibergefiithrt werden
kénnen. Verschwindet hingegen der Leifdhigkeitsunterschied einer Anomalie zur Umgebung, so re-
duziert sich die analytische Struktur der Lésung. Dabei ist zu beachten, dafl der Parameter, der die
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unterschiedliche Situationen bestimmt (die relative Leitfahigkeitsdifferenz n) ein kontinuierlicher
Parameter ist.

Auf Grund dieser Uberlegungen scheint es sinnvoll, Konfigurationen zu untersuchen, bei denen
diese beiden extremen n—Werte eine Rolle spielen. Im folgenden wird eine Folge von Anomalie—
Konfigurationen dargestellt, fiir die, ausgehend von 5 isolierenden Anomalien, die relativen
Leitfahigkeitsdifferenzen sukzessive fiir alle Anomalie eliminiert werden.

Feldlinien UberschuBfeld
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Feldlinien UberschuBfeld

0 90 180 270 360

0 90 180 270 360

5.3.3 Variation der relativen Leitfahigkeitsdifferenz

Anstatt bei mehreren Anomalien einzelne davon unwirksam zu machen, hat man auch die Méglich-
keit wenige Anomalien zu betrachten und dann die relative Leitfahigkeitsdifferenz zu variieren.
Um auch hier die Effekte moglichst deutlich hervor zu heben, wéhle ich die Anomalien moglichst
grofl. Ausgehend von zwei Isolatoren wird die Leitfadhigkeit einer Anomalie schrittweise erhoht.
Als Alternative zur Untersuchung des Uberschufifeldes auf dem Rand, wird hier das elektrische
UberschuBpotential auf dem Rand untersucht. In bezug auf eine MeBung ist die Untersuchung von
Potentialdifferenzen (Spannung) sogar naheliegender. Selbstverstandlich versteht man wieder die
Differenz der Randpotentiale mit und ohne Anomalien als Uberschufipotential. Die Potentiale sind
wie vorher iiber den Winkel von 0 bis 360 Grad aufgetragen.
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Anhang A

Mathematische Grundlagen

A.1 Clifford Algebra

Die Clifford Algebra wird wegen ihrer vielfaltigen Anwendungsmoglichkeiten in der Geometrie oft
auch geometrische Algebra genannt. Mochte man Geometrie in einem Vektorraum V betreiben, so
verwendet man die zugehodrige Algebra, welche durch die Elemente einer Basis dieses Vektorraumes
erzeugt wird. Durch die Auszeichnung dieser Erzeuger, ist eine Graduierung der Algebra mdoglich.
Fiir diese Arbeit ist nur die geometrische Algebra des R3 und des R? wichtig. (Vergleiche Mechanik,
WS 1987/88, Heinz Kriiger)

A.1.1 Geometrische Algebra des R* G(3)

Sei {71, 72,73} eine Basis des R3. Das assoziative Clifford—Produkt fiir diesen euklidischen Vek-
torraum, ist durch die Beziehung

Fry + Gy = 20,4 (A1)

gegeben. Nihere Details zur Definition kénnen in [13] nachgelesen werden. Mit dieser elementaren
Beziehung kénnen sukzessive alle Elemente der Algebra erzeugt werden. Man kann diese elementare
Beziehung in

G0, = —F.0s, r#s, Antisymmetrie (A.2)

und

=2
o, =1,

euklidische Metrik (A.3)

zerlegen. Mittels der Schiefsymmetrie und 72 = 1, kénnen Basiselemente eliminiert werden, die
mehrfach in einem beliebigen Produkt von Basisvektoren vorkommen. Damit kann die Algebra wie
folgt graduiert werden:

Grad | Bezeichnung Basis Anzahl der
Basiselemente

0 | Skalar, Ag=a=oal a,1€R 1=(3)
1 Vektor, Ay = @ = ap &y, ar € R3 &1, &y, &3 € R3 3=(%)
2 Bivektor, As = a10503 + as0301 + azdi0s = id | 0203, 0301, G102 3= (;’)

3 Pseudoskalar A3 = ai, i = ¢1620'3 1 1= (g)

96
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Ein allgemeiner Multivektor A € G(3) hat dann die Form A = Ag + A; + Az + As. Fiir den

Gradprojektor verwendet man meist
< A>p= Ag (A.4)

Grad k eines Multivektors A

Unter der Reversion A' eines Multivektors A versteht man die Umkehrung der Reihenfolge aller
Faktoren in jedem Produkt:

(ABYl = BIAT, (A+ B! =AT+B', A BeG@B3), ol=ack, d=a (A5

AuBeres und inneres Produkt eines q-Vektors By =< By >, mit einem r-Vektor A, =< A, >,
sind definiert durch:

By ANA, =< BgA, >4 aufleres Produkt (A.6)
By - Ar =< B4Ar >,—g, 7,5>0, inneres Produkt (A7)
By A, =0, rs=0 (A.8)

Fir diese Produkte kénnen folgende Formeln bewiesen werden:

(ArANd)-B;=A,-(@d-By), 0<r<s (A.9)
b-(@ANA)=(b-DA —an(b-A) (A.10)
Reduktionsformel

Fiir das Duale eines k—Vektors A, definert durch A} = A, if gilt die Dualitatsformel
(Ar ABs)* = A, - (BY) (A.11)

A.1.2 Geometrische Algebra des R* G(2)

Die Algebra des R? ist eine Subalgebra der G(3). Fiir sie gelten die gleichen Definitionen wie fiir
die G(3). Jedoch andert sich die Tabelle der Basiselemente zu

Grad | Bezeichnung Basis Anzahl der
Basiselemente

0 Skalar, Ag = a = al a,l R 1:(3)

1 Vektor, A} = @ = aydy, ap € R? 01, O 3= (?)

2 Bivektor (Pseudoskalar), As = ad162 = ai | 5162 =1 1= (g)

ab.
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A.2 Lemma von Poincaré fiir Bivektorfelder
Satz: (A.2.1)
Sei T ein differenzierbares Bivektorfeld. Fiir das A F = 0 und
lim e F (7e"*) =0, p#0
§—00
gilt. Dann ist
W(7) = —,u/ds 257 F (Fe?)
0
ein Vektorpotential zu F' fiir das L
F=0Avy
gilt.
Bewels:
QFZO'k/\(U'k F) (Al?)
. L |
INI[F-F(Fet®)] = & NGk - F (7e#*)]+ 0 A[F- F] (A.13)
| |
Lo S
= 2F+(FO)F -7 [OANF (A.14)
:0
= (2 + —85) F (7e"?) (A.15)
SYINE —/ds 85 [e2#5 F (7em*)] = F(7) (A.16)
0

A.3 Mobius Transformationen eines Kreises

A.3.1 Stereographische Projektion
reelle Achse — Einheitskreis

Die stereographische Projektion
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L Y
e
('xl: x?)
R
(2,0) ]
entsteht durch Berechnen der Nullstelle der Geraden
R —: '
y(a) = R— — 22y 2. (A.17)
z

Nach der Nullstelle z aufgeldst, erhdlt man den gewiinschten Zusammenhang zwischen einem Punkt
auf dem Kreis und einem Punkt auf der x—Achse.
RIl 1

x = = x A.18
T TRz, 1-m (A.18)

Die Umkehrabbildung 148t sich wie folgt berechnen:

et =(1- %)2m2:R2—m§:R2 (1— (%)2) = (1-Z)(1+3) (A1)

= (1- %2) =R (14 %) (A.20)
= %(RQ +2?) =22 - R? (A.21)

2 2

x99 x°— R
T2 _ T A.22
TR 2T R (A-22)

2?2 — R? R z\2

= o2 = R = a7 ((E) - 1) (A.23)

Fir die z—Komponente gilt:

r = Sgn(m)\/RQ—RQW (A.24)
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422 R2

|z|2R 9
= Sgn(m)er ek 2R TR (A.26)
R x
= —— QE (A.27)
1+ (%)
Fir den Einheitskreis erhalt man als Abbildungen:
1. Kreis — reelle Achse
1
, = A28
(21,22) > T z; ( )
2. reelle Achse — Kreis
1
z— (21,29) = m(?x, x?—1) (A.29)
In komplexer Schreibweise hat diese Abbildung die Gestalt
1
w(z) = H—xz(zr +i(z?-1)) weC, zek. (A.30)
Nach Drehung des Kreises um —7/2 erhélt man:
x? —1—2ix r—1
— = (2 _ 1—122 = il = A3l
w(z) 1+£L‘2($ i22) (x+i)(x—1) a+1 (A.31)
Die Umkehrabbildung lautet:
d4+w
, Y Sl it A .32
p(w) = i7 T2 (A52)

reelle Achse — beliebiger Kreis

Um aus einem Einheitskreis einen Kreis mit beliebigem Radius und Mittelpunkt zu erhalten, muf3
zuerst eine zentrische Streckung mit dem gewiinschten Radius als Streckungsfaktor ausgefiihrt
werden und anschlieBend mufl der erhaltene Kreis mittels einer Translation zum gewiinschten
Punkt verschoben werden.

w(z) = i ; z v(w) =aw+m (A.33)

wobei a der Radius und m der Kreismittelpunkt ist. Entsprechend kann auch die Verkniipfung der
Umbkehrabbildungen berechnet werden.

w(v) = p z(w) = L — (A.34)
e A e
jv(m):x(a—}—m)—i(a—m) (A.36)

14z
reelle Achse auf Kreis mit Radius ¢ und Mittelpunkt m
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Diese Abbildungen gehoren zu der Klasse der M&bius—Transformationen.
Definition: (A.3.1)

Eine Funktion T': C — C heifit gebrochen-linear oder M&bius—Transformation genau
dann, wenn sie sich schreiben 148t in der Form

az+b
cz+d

T(z) = mit ad—be#0 (A.37)

A.3.2 Erzeugende der Mgibius—Transformationen

Satz: (A.3.2)

Die Translationen T' : z — z + a, die Drehstreckungen D : z — z - a und die Inversionen
I: 2z — 1/z erzeugen die Gruppe der gebrochen linearen Transformationen

Bewels:

a b—da/c
(az—}—b).(cz—{—d)—;—}—m (A.38)
PR czgcz—i—di) 1 (A.39)

cz+d h
p b—da/ec 7 b—da/c a
= i d = P + (A.40)
_ cb—da+ a(cz + d) (A1)
(cz+d)e

az+b
= A.42

cz+d ( )

Folglich kann jede beliebige gebrochen—lineare Transformation durch Translationen, Drehstreck-
ungen und Inversionen hergestellt werden.

A.3.3 Transformation obere Halbebene — Kreisscheibe

Bei der Diskussion dieser Transformation gehen wir von

T z—1

, = A4
z = w(2) P (A.43)
aus. Deren Umkehrabbildung lautet
d4+w
= . A44
() = i Y (A44)

Nun untersucht man die Transformierte, einer implizit durch f(z,%) = 0 gegebenen Kurve in der
oberen Halbebene.

w(z) = w(z(A)) (A.45)
Die Kurve kann (unter hinreichend giinstigen Bedingungen) aufgelést werden in der Form:

B(z) = = (A.46)
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Die allgemeine Kreisgleichung lautet:

(i(1 + w) — m(l — w)) (i(@ + 1) — (@ — 1)) = r*(1 — w) (@ — 1)
< (w(i+m)+i—m)(w(i— )+z+m)—r2u~;—r2—r2wﬁ;—|—r2w

< ww(i +m)(i —m)+w(i+m)(i+m)+ @i —m)(i —m)

—}—(i—m)(i—i—rﬁ)—rzd)—{—rQ—l—rzwd}—rzw = 0
wi ((i +m)(i —m) +7r?) — @ (=(i —m)(i — m) + r?)
(i m) i)+ 1) + (= m) )+ = 0

wd;—ﬁ;rz_(i_m)(i_m) _wrz—(i—i—m)(i—{—rh) N r?2 4+ (i — m)(i + ™)

r2 4+ (i +m)(i —m) r24+(i+m)(i—m)  rZ4+(i+m)(

\_/
=
-
|

o1
=

Im Vergleich mit
(w— M) —M)=wib+MM— M — Mw = R?

kann man den Mittelpunkt M ablesen:
P —(i—m)(i—m)

r2 4 (i +m)(i —m)

Es muf} noch kontrolliert werden, dafl der Term bei —w gleich M ist:

o rio(ci—m)(—i—m) _rt (i m)(if )
R ) R (7 ey

Somit gilt:

r? + (i — m)(i + ™)

N
MM -1t 24 (i +m)(i —m)

g oo Poi=m—m)r? = (i m) i+ )] r® 4 (i m)(i+ )
[r? + (i +m)(i —m)|[r? + (1 + m) (i —m)]  r? + (i +m)(i —m)

rt — (i +m)(i 4+ m) — r?(d

m)(i—m)+ (i —m)(i —m)(i + m)(i + )
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(A.59)

(A.60)

(A.61)

(2 = Ji+ ml?)?

rt+ 12— m)(i+m) + r2(i + m)(i — m) + (i — m)(i + m) (i + m)(i —m

(A.62)

(2 = i mP)?
—2(i+m)(i+m+i—m)—r*(i—m)(i—m+i+m)
(r? = |i + m[?)?

—r22i(i + m) — r?2i(i — )
(r2 —|i4+ m|?)?
4r?

) (A63)
(A.64)
(A.65)

(A.66)
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2r
= R= ——MX— — A.67
i+ P 00
Dies bedeutet, dafl ein Kreis in der oberen Halbebene unter der Transformation obere Halbebene
— Kreisscheibe in einen Kreis in der Kreisscheibe iibergeht, wobei der Radius und der Mittelpunkt
wie oben berechnet mittransformiert werden.



Anhang B

MKSA und CGS System

In dieser Arbeit wurde nur mit dem Gauflschen Einheitensystem gearbeitet, wodurch die Formeln
frei von Zusatzfaktoren &g, po geblieben sind. Beabsichtigt man die theoretischen Ergebnisse mit
experimentellen Messungen zu vergleichen, so ist es am giinstigsten, die Gleichungen in das in
der Technik iibliche MKSA System umzuschreiben. Dies kann mit Hilfe der folgenden, aus [14]
entnommenen, Umrechnungstabelle durchgefiihrt werden:

o GaufBisches
GréBe CGS-System MKSA-System

Lichtgeschwindigkeit im c (po€o) "
Vakuum
Elektrisches Feld E@®, V) Vaneg E(®, V)
(Potential, Spannung)
Dielektrische Verschie- 13 \/E’D
bung €
Ladungsdichte (q,3. L P) —l—p(q,l, LP)
(Ladung, Stromdichte, - Vaze
Stromstdrke, Polarisation)
Magnetische Induktion. B \/%’n ‘
Magnetisches Feld H Vazp, H
Magnetisierun M ™

: : JEm
Leitfehigkeit o _a_

. 47e,
Dielektrizitdtskonstante € £
€

Permeabilitdt M i
Widerstand (Impedanz) R(Z) 41eR(2)
Induktivitdt L 4meL
Kapazitidt c T‘Ec
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