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1. Zusammenfassung

Viele der optischen und elektrischen Eigenschaften eines Festkorpers lassen sich einfach im Einteilchenbild
durch die Bewegung der Elektronen erkldren. Die Propagation eines einzelnen Elektrons im Festkorper ist
jedoch quasi unméglich nachzuverfolgen. Daher werden oft die Systeme mit interessanten Phianomenen in
einem dquivalenten Modellsystem repliziert und untersucht. Dadurch lédsst sich beispielsweise auch der Einfluss
einzelner Modellelemente oder von Grenzflachen und Defekten oder Stérungen auf die Phinomene getrennt
voneinander betrachten.

In dieser Arbeit werden Strukturen aus gekoppelten dielektrischen Wellenleitern als Modellsystem betrach-
tet. Das Licht in einem Wellenleiter wird hauptsidchlich im hochbrechenden Medium gefiihrt, aber da das eva-
neszente Feld nur exponentiell mit dem Abstand abfillt, gibt es auch auBlerhalb vom Kern des Wellenleiters
eine nicht verschwindende Feldstirke. Wie bei der frustrierten Totalreflexion kann das Licht durch das eva-
neszente Feld von einem Wellenleiter in einen nahegelegenen iiberkoppeln bzw. optisch tunneln. Je niher die
Wellenleiter zusammen sind, desto schneller koppelt das Licht vom einen zum andern iiber. Damit koppelt das
Licht in einem Gitter aus Wellenleitern analog zu beispielsweise einem Elektron, welches in einem Gitter aus
Atomen — einem Festkorper — von einem Atom zum néchsten tunnelt. Diese Analogie ist auch mathematisch
durch die Aquivalenz der paraxialen Helmholtz-Gleichung und der zweidimensionalen Schrodingergleichung
gegeben, wie in Kapitel 4 genauer erldutert wird.

Der Fokus in dieser Arbeit liegt auf Strukturen mit nicht-trivialen Kopplungen, also Kopplungen, die sich
nicht durch eine positive Zahl angeben lassen, sondern die negative oder auch komplexe Werte annehmen.
Der Betrag einer Kopplung gibt an, wie schnell die Dynamik stattfindet, also wie schnell von einem zu einem
anderen Gitterpunkt tibergekoppelt wird. Die Phase oder das Vorzeichen der Kopplung bestimmen hingegen,
ob die Eigenzustdnde des Systems wegen dieser Kopplung energetisch angehoben oder abgesenkt werden. In
dieser Arbeit wird gezeigt, dass diese nicht-trivialen Kopplungen teilweise ,,natiirlich* auftreten, wie sie fiir
die Realisierung eines topologischen Systems explizit implementiert wurden und wie sie fiir eine mogliche
Anwendung genutzt werden konnen.

Um die Dynamik des Lichts in den Wellenleiterstrukturen zu beschreiben, wird zu Beginn von Kapitel 4 das
System so weit vereinfacht, dass es durch endlich viele gekoppelte Differenzialgleichungen beschrieben werden
kann. Zudem werden in diesem Kapitel die numerischen Methoden erldutert, die verwendet wurden, um mit
den Parametern des Experiments die Eigenmoden zu bestimmen und die Propagation des Lichts vorherzusagen.
Das direkte Laserschreiben sowie die Schreibstrategien fiir die Herstellung der Wellenleiterstrukturen und der
verwendete Messaufbau werden anschlieend im Kapitel 5 beschrieben.

In Kapitel 6 werden die Kopplungen zu weiter entfernten Wellenleitern in einer einfachen eindimensio-
nalen Kette untersucht. Dabei zeigt sich, dass bei einer geraden Anordnung die Kopplung zum iibernichsten
Wellenleiter negativ ist. Durch eine angewinkelte Anordnung kann der Abstand zum iibernidchsten Nachbarn
verringert und damit die Kopplung auf Null und dariiber hinaus in den positiven Bereich erhoht werden. Dass
diese Kopplung in diesen Anordnungen sowohl positiv als auch negativ bzw. auch Null sein kann, wird einer-
seits experimentell demonstriert, aber auch theoretisch vorhergesagt und intuitiv begriindet.

In Kapitel 7 wird ein zweidimensionales topologisch nicht-triviales Gitter betrachtet. Nach einer Einfiih-

rung in topologische Systeme in der Physik zu Beginn des Kapitels wird der Quadrupol topologische Isolator
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und dessen topologische Invariante erldutert. Die Symmetrien des Quadrupol topologischen Isolators verlan-
gen, dass das Gitter von einem magnetischen 7-Fluss durchstromt wird. Da magnetische Felder das Licht in
den Wellenleiterstrukturen nicht beeinflussen, wird im Experiment der Effekt durch ein kiinstliches Magnet-
feld mithilfe negativer Kopplungen realisiert. Diese negativen Kopplungen werden durch die Anordnung von
Wellenleitern realisiert, die die Kopplung zwischen verschiedenen Moden erméglichen.

In Kapitel 8 wird eine ringférmige Kette von Wellenleitern verwendet, die ebenfalls von einem kiinstlichen
Magnetfeld durchflossen wird. In diesem Fall duf3ert sich das kiinstliche Magnetfeld in komplexen Kopplungen
und darin, dass die Eigenzustinde je nach Ausrichtung ihres Drehimpulses energetisch angehoben oder abge-
senkt werden. Die Tatsache, dass die Drehimpulszustinde energetisch getrennt werden konnen, wird genutzt,
um iiber eine adiabatische Entwicklung die riumlich getrennten Moden von einzelnen Wellenleitern effizient in
konzentrische Moden mit definiertem Drehimpuls zu iiberfiihren. Die Struktur kann auch umgekehrt verwendet
werden, um Drehimpuls-Moden wieder zu separieren. Damit stellt die Struktur eine Alternative zur Erzeugung
oder Dekomposition dieser Drehimpulsstrahlen dar und konnte z.B. zur Erh6hung der Dateniibertragungsrate
von Glasfasern verwendet werden.

Zum Schluss wird ein kurzes Fazit gezogen. Im anschlieBenden Ausblick wird begriindet, warum fiir zu-
kiinftigen Arbeiten insbesondere Gitter aus Wellenleitern, die hohere Moden fiihren, interessant sein kdnnten,
und warum das direkte Laserschreiben eine dafiir gut geeignete Plattform darstellt. Zudem werden AnstoBe

gegeben, welche komplexeren Systeme mit diesen Moden realisiert werden konnten.



2. Abstract

Many of the optical and electrical properties of a solid can be explained simply with the single-particle des-
cription by the movement of the electrons. However, the propagation of a single electron in a solid is almost
impossible to trace. Therefore, systems with interesting phenomena are often replicated and investigated in an
equivalent model system. This allows, for example, to investigate the influence of individual model parameters
or of interfaces and defects or disorder on the phenomena separately.

In this work, structures of coupled dielectric waveguides are considered as a model system. The light in
a waveguide is mainly guided in the highly refractive medium, but since the evanescent field only decreases
exponentially with distance, there is also a non-vanishing field strength outside the core of the waveguide.
As with frustrated total internal reflection, the evanescent field allows light to couple from one waveguide to a
nearby one. The closer the waveguides are together, the faster the light couples from one to another. This means
that the light in a lattice of waveguides couples analogously to, for example, an electron tunneling in a lattice
of atoms — a solid — from one atom to the next. This analogy is also given mathematically by the equivalence
of the paraxial Helmholtz equation and the two-dimensional Schrodinger equation, as explained in more detail
in chapter 4.

This thesis focuses on structures with non-trivial couplings. In other words, couplings that cannot be spe-
cified by purely positive real numbers, but which take on negative or even complex values. The magnitude of
a coupling indicates how quickly the dynamics take place, i.e. how quickly the light is coupled from one site
to another. The phase or the sign of the coupling, on the other hand, determines whether the eigenstates of the
system are raised or lowered in energy due to this coupling. In this thesis, it is shown that these non-trivial coup-
lings occur sometimes ,,naturally*, how they were explicitly implemented for the realization of a topological
system and how they can be used for a possible application.

In order to describe the dynamics of light in the waveguide structures, the system is simplified such that
it can be described by a finite number of coupled differential equations in chapter 4. In addition, this chapter
explains the numerical methods used to determine the eigenmodes and predict the propagation of the light for
the structures with the parameters of the experiment. The direct laser writing as well as the writing strategies for
the fabrication of the waveguide structures and the measurement setup used are then described in the chapter 5.

In chapter 6 the couplings to more distant waveguides are investigated in a simple one-dimensional chain.
This shows that with a straight arrangement, the coupling to the next nearest waveguide is negative. An angled
arrangement can reduce the distance to the next nearest neighbor and thus increase the coupling to zero and
beyond. The fact that this coupling in these arrangements can be both positive and negative or even zero is
demonstrated experimentally but also predicted theoretically and justified intuitively.

In chapter 7 a two-dimensional topological non-trivial lattice is considered. After an introduction to topolo-
gical systems in physics at the beginning of the chapter the quadrupole topological insulator and its topological
invariant are explained. The symmetries of the quadrupole topological insulator require that a magnetic 7 flux
flows through the lattice. Since magnetic fields do not influence the light in the waveguide structures, the effect
is realized in the experiment by an artificial magnetic field using negative couplings. These negative couplings
are implemented by arrangement of waveguides that allow the coupling between different modes.

In chapter 8, a ring-shaped chain of waveguides is used, through which an artificial magnetic field flows. In
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this case, the artificial magnetic field manifests itself in complex couplings and in the fact that the eigenstates are
raised or lowered in energy depending on the orientation of their angular momentum. The fact that the angular
momentum states can be energetically separated is used to efficiently transform the spatially separated modes of
individual waveguides into concentric modes with defined angular momentum via an adiabatic evolution. The
structure can also be used in reverse to separate angular momentum modes again. The structure thus represents
an alternative to the generation or decomposition of these angular momentum beams and could be used, for
example, to increase the data transmission rate of optical fibers.

Finally, a brief conclusion is drawn. In the following outlook is explained why lattices made of waveguides
carrying higher modes could be of particularly interest for future work and why direct laser writing is a particu-
lar suitable platform for thise experiments. In addition, impulses are given as to which more complex systems
could be realized with these modes.



Inhaltsverzeichnis

1 Zusammenfassung
2 Abstract
Inhaltsverzeichnis

3 Einleitung

4 Theorie

4.1 Wellenleiter als Modell fiir Quantensysteme . . . . . . . . . . . .. . i
4.2 Numerische Methoden . . . . . . . . .. .. ...
4.2.1 Strahl-Propagations-Methode (BPM) . . . . . . ... ... .. ... ... ..
4.2.2 Bestimmender Eigenmoden . . . . .. ... ... ... oo
4.3 Gekoppelte Moden-Gleichungen . . . . . . . .. ... ...
43.1 Gekoppeltes Dimer . . . . . . . . ...
43.2 Einatomige Kette . . . . . . . . . ... e
4.4  Skalare Eigenmoden eines Stufenindex Wellenleiters . . . . . . .. ... ... ... .....

Experimentelle Methoden
5.1 Direktes Laserschreiben . . . . . . . . . . . L e
5.2 Herstellungsmethoden von Wellenleiterstrukturen mit DLW . . . . . . . ... ... .. .. ..

5.3 Messaufbau fiir Wellenleiterstrukturen . . . . . . . . . . . ... .

Negative Ubernichste-Nachbar-Kopplung

6.1 Motivation . . . . . . . L e e e e e e
6.2 Eine einatomige Kette mit hoheren Kopplungstermen . . . . . . . .. ... ... ... ....
6.3 Nicht-orthogonale gekoppelte Moden . . . . . . . . . ... ... ...
6.4 Experimentelle Demonstration von negativen cp-Kopplungen . . . . . . ... ... ... ...

6.5 Ubergang zu einem freien Teilchen . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... .....

Realisierung eines Quadrupol-topologischen Isolators

7.1 Topologische Systeme inder Physik . . . . . ... ... .. ... L .
7.1.1 Topologie als Teilgebiet der Mathematik . . . . . . .. ... ... ... ... .....
7.1.2  Der erste topologische Isolator . . . . . . . ... ... ... oo
7.13 BerryPhase . . . . . ..
7.1.4  Wannier-Funktionen, Wannier-Zentren und Polarisation . . . ... ... ... . ...

7.2 Theorie des Quadrupol topologischen Isolators (QTD) . . . . . . ... .. ... ... .....
7.2.1 Tight-Binding-Modell eines QTT . . . . . . ... .. ... ... ... ... ......

7.2.2 Wilson Loop in entarteten Bandern . . . . . .. .. ... Lo

13
13
16
18
20
21
24

27
27
30
33

37
37
38
39
41
46



Inhaltsverzeichnis

7.2.3  Symmetrien fiir die Quadrupol-Polarisation . . . . . .. ... .. ... ... ... .. 63

7.3 Realisierung des QTT in einer Wellenleiterstruktur . . . . . . . . . .. .. ... ... .. ... 67

8 Multiplexen von Moden mit verschiedenem OAM 73
8.1 Motivation . . . . . . . .. e e e e e e e e 73

8.2 Prinzipder Struktur . . . . . ... e e 75
8.2.1 Verdrillen der Struktur . . . . . . . . . . . e 76

8.2.2 Schritte der Struktur . . . . . . ... e 78

8.3 Simulations- und Messergebnisse . . . . . . .. ..o e e e 81

8.4 Einfluss der Polarisation . . . . . . . . . . . . .. 86

9 Fazit und Ausblick 91
10 Anhang 93
10.1 Pauli-und I'-Matrizen . . . . . . . . . . . e e e e e 93
10.2 Peierls Substitution . . . . . . . . . .. e e e e 95
Literatur 101
11 Publikationen 109
12 Curriculum Vitae 111
13 Danksagung 113



3. Einleitung

Festkorper konnen verschiedenste optische, magnetische, mechanische, akustische, elektrische oder thermi-
sche Eigenschaften besitzen. Dabei werden diese Eigenschaften nicht nur durch die Bestandteile der atomaren
Zusammensetzung, sondern auch oft ausschlaggebend von der Struktur, also der Anordnung dieser Bausteine,
bestimmt. Einige der emergenten Eigenschaften eines Festkorpers lassen sich bereits im Einteilchenbild verste-
hen. So hingen die optischen und elektrischen Eigenschaften oft hauptsdchlich davon ab, wie sich die einzelnen
Elektronen in dem Gitterpotenzial des Festkorpers bewegen konnen. Um im Allgemeinen den Ursprung dieser
Eigenschaften nachvollziehen zu konnen, wire es praktisch, die Elektronenbewegung bzw. die Zeitentwicklung
der Wellenfunktion eines Elektrons zu beobachten. In einem Festkorper sind allerdings viele ununterscheidba-
re Elektronen sehr nah beieinander, die miteinander wechselwirken und sich zudem relativ schnell bewegen.
Daher ist es quasi unmdglich zu beobachten, wie sich die Wellenfunktionen einzelner Teilchen in einem Gitter
ausbreiten.

Zum Untersuchen dieser Festkorperphdnomene werden in der Physik oft dquivalente Modellsysteme be-
trachtet. Dafiir werden beispielsweise ultrakalte Gase in optischen Gittern verwendet. Wihrend das optische
Gitter ein periodisches Potenzial fiir die Atomwolke erzeugt, verhilt sich die Wellenfunktion der Atomwolke
wie das Elektron im Festkorper [1]. Unter anderem werden als Modellsysteme auch gekoppelte elektrische
Schwingkreise [2, 3], Mikrowellenresonatoren [4, 5], akustische Resonatoren [6], Ringresonatoren [7, 8] oder
Plasmonen [9], Magnonen [10] oder wie in dieser Arbeit, Photonen in strukturieren Umgebungen verwendet.
Jede dieser Plattformen bietet verschiedene Vor- und Nachteile.

Photonische Systeme besitzen intrinsisch einige robuste und anwendungsfreundliche Eigenschaften. Zum
Beispiel werden Photonen, da sie ungeladen sind, nicht von externen elektrischen oder magnetischen Felder be-
einflusst. Zudem wechselwirken Photonen fast gar nicht miteinander oder mit ihrer Umgebung, was es erlaubt,
viele Experimente unter Normaldruck und bei Raumtemperatur durchzufiihren. Diese intrinsische Robustheit
ermoglicht einen groes Anwendungspotenzial fiir neue Entwicklungen im photonischen Bereich. So kann
zum Beispiel mit photonischen Kristallen mit einer optischen Bandliicke Licht fast ohne Kriimmungsverluste
um spitze Ecken gelenkt werden [11]. Alternativ kann auch mit einem photonischen Kristall die Dispersionsre-
lation in einem Laserresonator so manipuliert werden, dass das aktive Medium in einem Laserresonator einer
homogener Intensititsverteilung ausgesetzt ist. Damit lassen sich hohere Laserleistungen erreichen und gleich-
zeitig das Anschwingen von mehreren Lasermoden vermeiden [12]. Fiir Qantentechnologien, wie Quanten-
Kommunikation, Quanten-Sensorik oder ggf. auch Quanten-Computer kann die Tatsache, dass Photonen sich
nur wenig von der Umwelt beeinflussen lassen, hilfreich sein [13].

Eine Moglichkeit, zweidimensionale Modelle mit Festkorperphdnomenen in der Photonik zu untersuchen,
ist mit Strukturen aus gekoppelten Wellenleitern. Ein Wellenleiter ist ein langgezogener Bereich, der einen ho-
heren Brechungsindex hat, als das umgebende Material. Durch den hoheren Brechungsindex wird das Licht in
diesem Wellenleiter quasi ,,gebunden®. Die Entwicklung der Wellenfunktion eines Elektrons in dem 2D-Gitter
aus Atomen iiber die Zeit iibersetzt sich damit in die Ausbreitung von Licht in dem Gitter aus Wellenleitern
iiber die Propagationsstrecke. Diese Analogie ergibt sich aus der mathematischen Aquivalenz von der paraxia-
len Helmholtzgleichung und der zweidimensionalen zeitabhidngigen Schrodingergleichung. Dadurch, dass die

Zeit auf eine rdumliche Dimension, die Propagationsrichtung der Wellenleiter, iibersetzt wird, kann die Zeit-
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entwicklung eines Wellenpakets auch auf einer so kleinen Zeitskala betrachtet werden, in der das Wellenpaket
nur die Zeit hatte einige (= 10) Gitterplitze weit zu propagieren.

Fiir diese Wellenleiterstrukturen gibt es verschiedene Herstellungsmethoden. Bei einer Herstellungsmetho-
de wird ein femotsekunden-gepulster Laser in einen Glasquader fokussiert. Im Laserfokus wird lokal die Git-
terstruktur des Glases und damit der Brechungsindex geédndert. Durch Verschieben des Glasquaders relativ zum
Fokus konnen damit Wellenleiter ins Glas ,,geschrieben werden. Die Trajektorien und Langen der Wellenleiter
konnen unabhéngig voneinander in allen drei Raumrichtungen vorgegeben werden. Da allerdings das Laser-
licht zum ,,Schreiben* der Wellenleiter senkrecht zur Propagationsrichtung ins Glas fokussiert wird, haben die
Wellenleiter bei dieser Herstellungsmethode stets einen elliptischen Querschnitt. Eine andere Methode ist durch
die Verwendung von nichtlinearen Materialien, wie Lithium-Niobat [14] oder Strontium-Barium-Niobat [15,
16], gegeben. Das nicht-lineare Medium wird einerseits polarisiert und andrerseits mit einem Laserstrahl mit
relativ hoher Leistung an bestimmten Stellen bzw. aus bestimmten Richtungen belichtet. An den belichteten
Stellen wird der Brechungsindex des nicht-linearen Mediums erhoht. Ein zweiter Laserstrahl mit relativ gerin-
ger Leistung kann darauthin verwendet werden, um die Ausbreitung in dem optisch ,,eingebrannten* Gitter zu
untersuchen. Bei dieser Methode konnen die Trajektorien der Wellenleiter nur bedingt individuell vorgegeben
werden. Eine wiederum andere Methode ist das Ziehen von Glasfasern [17]. Dabei konnen allerdings auch
nicht die Trajektorien der Wellenleiter individuell vorgegeben werden.

In dieser Arbeit wird das direkte Laserschreiben verwendet, um mittels Zwei-Photonen-Absorption aus
Polymer die Wellenleiterstrukturen herzustellen. Das direkte Laserschreiben ermoglicht, dhnlich zu einem 3D-
Drucker, die Herstellung von dreidimensionalen Strukturen. Entweder durch stirkere Belichtung wihrend dem
Herstellungsprozess oder durch anschlieBende Infiltration mit einem Medium mit hoherem Brechungsindex,
konnen verschiedene Geometrien an Wellenleiterstrukturen realisiert werden [18]. So wie bei den in Glas ge-
schriebenen Wellenleitern kann auch bei den Wellenleitern, die mittels direktem Laserschreiben hergestellt
werden, die Trajektorie von jedem Wellenleiter individuell gewihlt werden. Aber im Gegensatz zu den in Glas
geschriebenen Wellenleitern kann auch die Querschnittsfliche vorgegeben werden.

Da die Photonen nicht mit elektrischen oder magnetischen Feldern interagieren, sind Experimente mit Wel-
lenleiterstrukturen beziiglich externer Felder robust. Wenn allerdings die Ausbreitung geladener Teilchen in
einem Feld modelliert werden soll, miissen diese Felder kiinstlich in das Modell integriert werden. Ziel die-
ser kiinstlichen Felder ist es daher, dass das Licht sich in den Wellenleiterstrukturen so verhilt, wie es ein
geladenes Teilchen in einem externen Feld tun wiirde. Dafiir werden die Wellenleiterstrukturen zum Beispiel
iber die Propagationsstrecke gekriimmt oder verdrillt. Beim Wechsel vom Laborsystem ins mitbewegten Ko-
ordinatensystem der Struktur ergeben sich Scheinkrifte, welche die gleiche Wirkung wie ein elektrisches oder
ein magnetisches Feld haben. Beispielsweise sorgt eine konstante Kriimmung der Wellenleiterstruktur fiir die
konstante Beschleunigung des mitbewegten Bezugssystems und ist daher analog zu einem Gradientenfeld, wie
der Gravitation oder einem elektrischen Feld [19-21]. Ein anderes Beispiel ist, dass konstantes Verdrillen der
Struktur im mitbewegten Bezugssystem fiir Corioliskrifte sorgt, welche die Teilchenbewegung wie ein magne-
tisches Feld beeinflussen [17, 22-24]. Auch wenn die Wellenleiterplatform intrinsisch nur zweidimensionale
Modelle erlaubt, kénnen durch die Verwendung von synthetischen Dimensionen auch hoherdimensionale Sy-
steme untersucht werden [25].

In dieser Arbeit werden die Kopplungen zwischen den Wellenleitern genauer betrachtet, insbesondere in der
Form, in der die Kopplungen nicht einfach durch positive Zahlen beschrieben werden kénnen. In den Kapiteln
dieser Arbeit werden diese nicht-trivialen Kopplungen auf verschiedene Weisen betrachtet. In Kapitel 6 wird
zum Beispiel gezeigt, wie durch die Anordnung der Wellenleiter die Kopplung zu den iiberndchsten Wellen-
leitern auf Null reduziert werden kann. In Kapitel 7 wird durch die Anordnung und die Form der Wellenleiter
in einer statischen Struktur ein effektiver magnetischer Fluss induziert. Und in Kapitel 8 werden die komple-
xen Kopplungen, die aufgrund eines effektiven Magnetfeld existieren, gezielt fiir eine mogliche Anwendung

genutzt.



4. Theorie

Die Inhalte dieser Arbeit basieren auf der mathematischen Aquivalenz der Gleichungen, welche einerseits die
rdaumliche Ausbreitung von Licht und andererseits die Zeitentwicklung quantenmechanischer Wellenfunktio-
nen beschreiben. Wegen dieser Aquivalenz kann die Lichtausbreitung in strukturierten Materialien als Ana-
logon fiir manche Quantensysteme verwendet werden. So breitet sich Licht in einem Gitter von gekoppelten
Wellenleitern analog zu einem Elektron in einem Gitter von Atomen aus.

Im ersten Abschnitt wird diese Ananlogie zur Schrodingergleichung mit den dafiir nétigen Ndherungen her-
geleitet. Im zweiten Abschnitt werden numerische Methoden vorgestellt, um mit diesen Gleichungen die Licht-
ausbreitung fiir beliebige im Experiment verwendete Strukturen vorhersagen zu konnen. Im dritten Abschnitt
wird das System weiter vereinfacht und durch ein endliches System eindimensionaler gekoppelter Differenzi-
algleichungen beschrieben. Zuletzt werden noch die analytischen Losungen der Eigenmoden eines Grundbau-

steins der Strukturen, einem runden Stufenindex-Wellenleiter, vorgestellt.

4.1 Wellenleiter als Modell fiir Quantensysteme

Bei einem dielektrischen Wellenleiter handelt es sich um eine Struktur, welche Licht hauptsédchlich entlang
einer vorgegebenen Propagationsrichtung z leitet. Dafiir hat der Wellenleiter einen gro3eren Brechungsindex
nwe (engl.: waveguide) als das umgebende Material n. (engl.: cladding fiir Ummantlung), sodass das Licht,
wie in Abb. 4.1 (a) strahlenoptisch dargestellt, durch Totalreflexion im Inneren des Wellenleiters gefiihrt wird.
In dieser Arbeit werden hauptsdchlich runde Stufenindex-Wellenleiter, also solche mit einem stufenartigen
Ubergang zwischen den Bereichen mit nwe und n¢, betrachtet. Die Ausbreitung von Licht in solchen Strukturen
wird nun mathematisch hergeleitet.

Die Wechselwirkung von elektrischen und magnetischen Feldern mit Materie wird dabei im Allgemeinen

durch die Maxwell Gleichungen beschrieben.

V.-D=p (4.1a)
V.B=0 (4.1b)
VxE=—0B (4.1¢)
VxH=j+0D (4.1d)

Dabei stehen E und H fiir die elektrische und die magnetische Feldstdrke und D und B fiir die jeweilige
Flussdichte. Da es sich bei den Wellenleiterstrukturen um Strukturen aus dielektrischem Material handelt, wer-
den im Folgenden die freien Ladungstriger p und die freien Strome fauf Null gesetzt. Die Flussdichten stehen
iiber die elektrische und die magnetische Feldkonstante & und uy und die materialabhingige Permeabilitit &,
und Permittivitét u, in Relation mit den Feldstirken. Zwischen den Feldkonstanten und der Lichtgeschwindig-
keit ¢ besteht dabei der Zusammenhang ¢ = 1/,/g . Bei doppelbrechenden Materialien miissen Permeabilitiit
& und Permittivitit u, als Tensoren betrachtet werden und bei hohen Feldstirken miissen Terme mit hoheren
Potenzen der Feldstirken mit betrachtet werden, um nichtlineares Verhalten zu beschreiben. Beides ist bei den
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(®) n(x)
A
(a)

N — e Y
f;

ne

Abbildung 4.1: (a) Ein Stufenindex-Wellenleiters leitet das Licht entlang z, da der Brechungsindex im Inneren
nyg grofer ist als der des umgebenden Materials 7. (b) Ein Stufenindex-Wellenleiter n(x) mit seinen Eigenmo-
den  ldsst sich analog zu einem endlichen Potenzialtopf aus der Quantenmechanik mit seinen Eigenzustédnden
beschreiben. Die GroBen auf der vertikalen Achse werden bis Gl. (4.16) eingefiihrt und sind in Tab. 4.1 den
GroBen der Quantenmechanik gegeniibergestellt.

hier betrachteten Wellenleiterstrukturen nicht der Fall, sodass €, () und u, (¥) als ortsabhiingige skalare Grofien

betrachtet werden konnen

D = gy¢,E (4.2a)
B = pou,H. (4.2b)

Da das betrachtete Material dielektrisch ist, kann U, () ~ 1 angenommen werden sodass der Brechungsin-

dex n(7) = \/& (¥) - =~ /€ (F) nur von der Permittivitit abhingt. Auf diesen Fall reduziert, lassen sich die
Maxwell Gleichungen nur mit E und H wie folgt schreiben:

&V - (sE) —0 (4.3a)
wV-H=0 (4.3b)

V xE = —pod,H (4.3¢)

V x H = gy€,9/E. (4.3d)

Um nun daraus die Wellengleichung fiir das elektrische Feld herzuleiten kann einerseits die Rotation auf
Gl. (4.3c) angewendet und Gl. (4.3d) eingesetzt werden.

2 (=
VxVxXE=—uydVxH=—gguod’E = ! (;) JPE (4.4)
C

Andererseits kann auch die GraBmann-Identitit (auch bekannt als bac-cab-Formel) angewendet werden.
VX VxE=V(V-E)~VE=-V(Vin(s*(7)-E) - V*E 4.5)

Im letzten Umformungsschritt wurde hierbei fiir V -E ein dquivalenter Term eingesetzt, welcher sich nach

wenigen Umformungsschritten aus Gl. (4.3a) ergibt.

0:V-(s,§):s,(VE")Jr(V-s,)-E (4.6)
- Vgr - —»,u,,zl 2 -
@V-Ez—( - >~E=—V1n(s,)-E = —Vin(n°)-E 4.7

10
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Gleichsetzten von Gl. (4.4) und Gl. (4.5) ergibt damit die Wellengleichung fiir das elektrische Feld [26]:

n* (7)
c2

% (vm (n (7)) E) +v2E =" 52F 4.8)

~0

Der erste Term in GI. (4.8) ist im Vergleich zu den anderen Termen relativ klein und nur ungleich Null,
wenn der Brechungsindex sich an dieser Stelle dndert. Bei den betrachteten Stufen-Index-Wellenleitern ist dies
nur am Rand der Fall. Daher kann dieser Term in den meisten Féllen vernachlidssigt werden. Ohne diesen Term
sind die Gleichungen fiir die vektoriellen Komponenten des Feldes entkoppelt und die Polarisation des Lichtes
hat keinen Einfluss '. Der Einfachheit halber wird in der Regel eine lineare Polarisation angenommen, weshalb
die Moden in dieser Ndherung als LP-Moden bezeichnet werden. Damit lédsst sich das elektrische Feld E zu
einem skalaren Feld E vereinfachen. Da im Folgenden die Ausbreitung von Licht in einer Wellenleiterstruktur
betrachtetet werden soll, kann die paraxiale Niaherung gemacht werden. Dabei wird das propagierende Feld in

zwei Terme, die Einhiillende des Feldes y/(7) und eine ebene Welle, separiert
E(7,1) = w(f)e! Pon, (4.9)

Dabei wird angenommen, dass die Ausbreitung hauptsédchlich in z-Richtung stattfindet und dass sich die
Einhiillende des Feldes y(7) nur langsam mit z dndert. Die sogenannte Propagationskonstante 3 ist dabei eine
andere Bezeichnung fiir den Wellenvektor in Propagationsrichtung k, welcher vom effektiven Brechungsindex
der Mode abhingt = k; = negrkg = neff% Wird dieser Ansatz von Gl. (4.9) in die Wellengleichung (4.8)
eingesetzt, ergibt sich eine Differenzialgleichung fiir die Einhiillende des Feldes

N2
V2w+2iﬁazq/—ﬁ2y/:—n(cr2) 0. (4.10)

Da sich W sich nur langsam mit z dndert, kann 92y < 92y und 02y < 8),2111 genihert und der Laplace-
Operator auf x und y-Komponenten reduziert werden Vi = 83 + 8}?. Durch Umstellen von Gl. (4.10) und
Division durch 2kyf3 ergibt sich Gl. (4.11)

i 1 n(7)?w? B?

—Qy=——-Viy— . 4.11

Y T 2Bk Y T 2Bk VT 28k Y 11
Um die Gleichung noch etwas kompakter zu schreiben, wird die reduzierte Wellenlinge A = 2% = % ein-

gefiihrt [19]. Zudem wird die Nidherung gemacht, dass der effektive Brechungsindex in etwa dem Brechungsin-
dex des umgebenden Materials entspricht neg = ne und damit auch 8 = n¢ko. Diese Nédherung ist gerechtfertigt,
wenn nur ein kleiner Teil des Lichts im Kern des Wellenleiters, bei nyg gefiihrt wird, oder der Brechungsindex-
kontrast zwischen nyg und n. verhiltnisméfig klein ist?
2’ n(7)>?
itdy=——Viy—
Loy v 2.

20

e %w, (4.12)

Da im Gegensatz zum Inneren der Wellenleiterstruktur in dem umgebenden Material ein Kontinuum an

Moden propagieren kann, wird n. als Referenzpunkt verwendet, um die Anderung des Brechungsindex zu

!Einen Fall in dem dieser Term einen relevanten Einfluss hat wird in Kapitel 8 betrachtet.
2Bei den in dieser Arbeit betrachteten Experimenten ist Nwg mit 1.59 maximal 3.3% groBer als n mit 1.54.
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Quantenmechanik \ Wellenleiteranalogie
Zeit t Propagationsdistanz z
Potenzial V(%) (-) Brechungsindex Differenz An(7)
Wellenfunktion v elektrisches Feld E bwz. y
Masse m Brechungsindex e
reduzierte Planck-Konstante 7 = h/2n reduzierte Wellenlinge A=A1/2m
Energie E =ho | (-)effektiver Brechungsindex  neg = Af3
Frequenz o (-) Propagationskonstante B

Tabelle 4.1: Gegeniiberstellung der Groen in der Quantenmechanik und den dquivalenten Grofen in der Wel-
lenleiteranalogie.

beschreiben An (¥) = n (¥) — ne

. 12 ne + An (7))? ne
lzazw:_gviw—%w?w .13)
C C
12 nZ An (7 An? (7 n
:‘znvi""i""%) -y ey 414
C C (9 C
~0
12
~ —ﬁViy/—An (7) w. (4.15)
C

Im zweiten Rechenschritt wurde hierbei der Term mit An? (7) vernachlissigt, da An? (7) < ncAn (7). Nach

diesen Umformungsschritten und Ndherungen ergibt sich die paraxiale Helmholtz-Gleichung in dieser Form [26]

: x’ B
—ABY = —ney =ikoy = ——Viy—An(A)y. (4.16)
C
In dieser Form ist die mathematische Aquivalenz zur zweidimensionalen Schrodingergleichung fiir ein
massives Teilchen deutlich zu erkennen

h2
hww:Ew:ihé),w:—%Viw—&-V(?) V. (4.17)

Anstatt der Zeitentwicklung der Wellenfunktion kann analog die Anderung der Einhiillenden des elek-
trischen Feldes entlang der Propagation einer dquivalenten Wellenleiterstruktur betrachtet werden. Daher wird
aufgrund der mathematischen Aquivalenz im Folgenden die paraxiale Helmholtz-Gleichung in bra-ket-Notation
verwendet. Die Verteilung des Brechungsindex —An (¥) iibernimmt die Rolle eines Potenzials V (7). Und an-
statt Eigenzustinde bei verschiedenen Energien sind die Losungen der paraxialen Helmholtz-Gleichung die
Eigenmoden mit verschiedenen Propagationskonstanten bzw. verschiedenen effektiven Brechungsindizes. Die
Gegeniiberstellung der verschiedenen Grofen aus der Quantenmechanik und der Wellenleiteranalogie sind in
Tabelle 4.1 aufgefiihrt. Bei dieser Analogie ist noch das Vorzeichen der Energie bzw. des Potenzials zu beach-
ten. Ein stirker durch das Potenzial gebundener Zustand kommt einer Mode mit hoherem effektiven Brechungs-
index gleich, wie an dem Beispiel in Abb. 4.1 (b) mit einem Potenzialtopf bzw. einem Stufenindex-Wellenleiter

dargestellt ist.

12



Kapitel 4. Theorie

4.2 Numerische Methoden

Nachdem im vorherigen Abschnitt mit Gl. (4.16) ein mathematischer Ausdruck hergeleitet wurde, wie die
Ausbreitung von Licht in den Wellenleiterstrukturen beschrieben werden kann, sollen in diesem Abschnitt nu-
merische Methoden vorgestellt werden, um diese Ausbreitung fiir explizite Fille berechnen zu kénnen. Damit
konnen vor der Herstellung der Proben Simulationen durchgefiihrt werden, um geeignete Parameter fiir die
Experimente abzuschitzen. Einerseits wird die Strahl-Propagations-Methode (BPM vom engl.: beam propaga-
ting method) vorgestellt, die es ermoglicht die Ausbreitung von Licht in Wellenleiterstrukturen vorherzusagen.

Andererseits wird ein Algorithmus zum Bestimmen der Eigenmoden einer Wellenleiteranordnung beschrieben.

4.2.1 Strahl-Propagations-Methode (BPM)

Bei dieser Methode wird iterativ aus dem Feld in einer Ebene z das Feld der darauf folgenden Ebene bei z+ Az
berechnet, bis das Ende des Simulationsbereichs erreicht ist. Dafiir wird der Simulationsbereich diskretisiert.
Hier wird der einfachste Fall einer dquidistanten Diskretisierung mit Punkten im Abstand Ax, Ay und Az fiir die
jeweiligen Koordinaten-Richtungen betrachtet. Bei einem Simulationsbereich mit Grofle X ergeben sich damit
die diskreten Koordinaten [—%, —% +Ax, ..., —Ax, 0, Ax, ..., —Ax+ %, %] Dadurch, dass die paraxialen
Niherungen Grundlage der Simulationsmethode sind, ist BPM nur fiir Systeme geeignet, in denen das Licht
hauptsichlich in eine Vorzugsrichtung propagiert, wie bei den betrachteten Wellenleiterstrukturen. Grole Win-
kel werden schlechter approximiert und Riickreflexionen werden vernachldssigt. Wird zudem die Polarisation
des Lichts vernachlissigt so kann die iterative Berechnung der Feldverteilung |y) iiber die im letzten Abschnitt

hergeleitete paraxiale Helmholtz-Gleichung beschrieben werden

Yy An(z,7 A A
QW) =15V 1) 12D 1y ) = (1R +iR) (. 7). @.18)
N N
-k —R

Hierbei wurde K als Operator fiir den kinetischen Anteil und R als Operator fiir den potenziellen Anteil
eingefiihrt. Mit K wird dadurch die Propagation im freien Raum und mit R der Einfluss der Brechungsin-
dexverteilung beschrieben. Damit ldsst sich formal die Feldverteilung im néchsten Schritt durch Integration
bestimmen

|W(z+ Az, 7)) = exp (iAzK +iAzR) |y(z, 7)) (4.19)
~ exp (iAzK) exp (iAzR) |y(z, 7)) . (4.20)

Die Niherung, die in der letzten Zeile gemacht wurde, basiert auf der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel®

[26, 27], wobei alle Terme ab der zweiten Ordnung O(Azz) vernachlédssigt wurden:

o p s (A, s (A2 s
exp (1AzK) exp (iAzR) = exp 1AzK+1AzR+T[K,R]+ o [K—R,[K,R]]+... 4.21)
0(A2)~0 O(A3)~0

Diese Niherung bietet den Vorteil, dass die Einfliisse von K und R getrennt voneinander betrachtet werden
konnen. So wie GI. (4.21) beschreibt, wird erst mit R der Einfluss des Brechungsindex iiber die Distanz Az
und anschliefend die Propagation im freien Raum mit K iiber die Distanz Az berechnet. Aus diesem Grund
wird diese Umsetzung der BPM als Split-Step-BPM bzw. als Fourier-Transformations BPM bezeichnet. Der

3Qie Bake}'—CampbelAl—HaAusdorffA—Fhormel befagt; dAass allgen}einAfiiAr zwei lingareAOpAerzAltoren A und B, gilt:
exp () exp (B) = exp (A+ B+ 1 [A4.8] + 5 [A, [4.8]] 1 [8, [4.8]] ~ & [B.[4,[4.8]]] +..)
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o Or ¢
(a) X K/2 K/2 .
An(x) An(x)
T % )
07¢ 071¢ —1
) e
()P ik 85 (et A7)
(b) periodisch metallisch absorbierend B (7)1
Y / v /
) X " X +2Ax " R

' X +2R '

Abbildung 4.2: (a) Schema der Fourier-Transformations BPM. Ein Simulationsschritt iiber Az wird aufgeteilt
in die Propagation im freien Raum mit n, iiber 4z/2 im Impulsraum, den Einfluss vom An(7) iiber ganz Az im
Ortsraum und anschlieBend wieder die Propagation iiber 4z/2 im Impulsraum. Um zwischen dem Orts und dem
Impulsraum zu wechseln wird die diskrete Fourier-Transformation (F bzw. F —1) der Feldverteilung berechnet.
(b) Beispielhafte Darstellung der Amplitudenfunktion B(¥) fiir die Implementierung von periodischen, metalli-
schen und absorbierenden Randbedingungen. Der eigentliche Simulationsbereich hat die Groie X bzw. ¥ und
ist blau markiert.

Fehler dieser Ndherung kann noch weiter reduziert werden, wenn die Propagation iiber Az nicht in zwei sondern
in drei Teilschritte unterteilt wird. Zuerst wird die Propagation iiber den halben Schritt Az/2 mit K bestimmt,
anschlieBend der Einfluss des Brechungsindex mit R iiber den gesamten Schritt beriicksichtigt und zuletzt
nochmals die Propagation tiber den halben Schritt bestimmt. Diese Unterteilung ist schematisch in Abb. 4.2 (a)
dargestellt. Bei dieser Ndherung werden die Terme erst ab der dritten Ordnung O(Az3) der Baker-Campbell-

Hausdorff-Formel, vernachlissigt:

. A Az
|w(z+Az, 7)) ~ exp <iA2ZK> exp (iAzR) exp <i2ZK) lw(z,7)) (4.22)

Zur numerischen Berechnung miissen nun die einzelnen Terme bestimmt werden. Zuerst wird der Einfluss
von R betrachtet. Da |y(z, 7)) die Feldverteilung im Ortsraum ist, sorgt dieser Term fiir eine Phasenentwicklung
die lokal vom Brechungsindex abhingt. Dafiir wird die Brechungsindexverteilung An (z 4 42/2,7) in der Mitte
des Propagationschritts verwendet. Der Einfluss dieses Terms exp (iAzﬁ) lasst sich damit als ein ortsabhingiger

Phasenterm @ implementieren:
A o An(z+ g’;;
@r(z,7) = exp (iAzR) = exp <1Az(2)> (4.23)

Nun wird der Einfluss von K betrachtet. Anstelle Vi iiber Differenzenquotienten zu approximieren, kann
der Term alternativ vergleichsweise einfach im Impulsraum interpretiert und implementiert werden. Da der
Wellenvektor in etwa einen Betrag von kon. hat, ist die Phase, die eine ebene Welle mit transversalen Wel-
lenvektorkomponenten k. und k, iiber die Propagationsstrecke Az/2 aufsammelt, durch /konc — k2 —kg Azfy
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gegeben. Bei der paraxialen Niherung wurde vorhin jedoch die Einhiillende y von dem schnell in z-Richtung
oszillierenden Anteil separiert, sodass auch hier die Phasenentwicklung vom oszillierenden Anteil koncAz/2
abgezogen werden muss. Damit kann der Term exp (iI?AZ/z) im Impulsraum ebenfalls als eine lokale Phasen-

entwicklung @, implementieren werden :

i/ (2,k) = exp <1A2Z < kgn2 — k% — k2 — konc>) (4.24)

Wenn dieser Phasenterm in der paraxialen Néherung, also nur fiir kleine k, und ky, betrachtet wird, ergibt
sich auch explizit der Ausdruck exp (iK42/2). Hierfiir wird das Analogon zum Impulsoperator P = —iAV | und

das Analogon zum Impuls p, , = Ak, , eingesetzt:

o Az Az k2 + k2
@k /2(2,k) = exp (12 ( k%n% —kZ— k% — kork;)) =exp (12 (k()nC 1— )IC( nzy — kone (4.25)
C

2
0
Az kG Ak Az Pyt py Az AV2 Az,
~exp | A EY A2 _ Az - iy e 426
exP( "2 2neko | TP\ T2 e | TP 0 ) TP (4.26)

Um jeweils vom Orts- in den Impulsraum zu wechseln, wird die diskrete 2D Fourier-Transformation
‘ w(z,z)> = F(|y(z,7))) bzw. die inverse diskrete 2D Fourier-Transformation |y/(z,7)) = F ! (‘ v(z,k) >> des
Feldes berechnet. Bei der diskreten Fourier-Transformation ist die Diskretisierung des Impulsraums durch die

Diskretisierung im Ortsraum vorgegeben. Damit ergeben sich die Koordinaten im Impulsraum zu [— £, — £ +
2n _2n 2z
Xt o X Y X o
Transformationen und Multiplikationen mit den lokalen Phasentermen implementieren4 [26]

727” + Alx, ﬂ] Insgesamt ldsst sich damit die Gl. (4.22) als Abfolge von Fourier-

(et 82.8)) = o R F ! (or(A)F (o k) Wiz D)) ). (427

Basierend auf dieser Gleichung lésst sich nun iterativ die Ausbreitung von Licht bis zum Ende der Propa-
gation berechnen. Jedoch wurden bisher noch nicht die Randbedingungen der Simulation betrachtet. Werden
die Gleichungen so wie bisher beschrieben implementiert, liegen bei der Simulation implizit periodische Rand-
bedingungen vor. Licht, welches den Simulationsbereich am oberen (rechten) Rand verlésst, tritt am unteren
(linken) Rand wieder ein und umgekehrt, wie in Abb. 4.2 (b) dargestellt.

Alternativ konnen beispielsweise auch metallische Randbedingungen implementiert werden, sodass das
Licht am Rand des Simulationsbereiches reflektiert wird. Dafiir wird in jedem Schritt im Ortsraum die Feld-
starke am Rand auf Null gesetzt. Da die Welle in diesen Bereich nicht eindringen kann, kommt dies einem
unendlich hohen Potenzial gleich. Fiir die Implementierung kann |y (7)) in jedem Schritt im Ortsraum mit
einer Amplitudenfunktion B multipliziert werden. Fiir metallische Randbedingungen wird B innerhalb des Si-
mulationsbereiches Eins und am Rand auf Null gesetzt.

Fiir den Vergleich mit dem Experiment sind jedoch absorbierende Randbedingungen relevant. Um starke
Reflexionen wie bei den metallischen Randbedingungen zu vermeiden, wird die Amplitudenfunktion lang-
sam iiber eine Strecke auBerhalb des eigentlichen Simulationsbereiches auf Null abgesenkt. Dafiir wird der
Simulationsbereich um den entsprechenden Rand R vergroBert und zum Beispiel B(r) = 1 — cos (r/R)* als
Amplitudenfunktion eingesetzt, wobei r der Abstand zum Rand des Simulationsbereiches ist.

Damit ldsst sich die Fourier-Transformations BPM, wie in dem folgenden Pseudo-Code zusammengefasst,

implementieren und die Propagation von Licht durch die Wellenleiterstrukturen vorhersagen.

4Bei der Implementierung von @y /2 ist darauf zu achten, dass die Diskretisierung vom Impulsraum durch den Ortsraum vorgegeben ist

und dass es ,,unphysikalische* transversale Wellenvektoren geben kann, sodass 4 /k(z)ng — k2 — k% imaginire Werte annimmt. Daher sollte

nur der Realteil beachtet werden PRe (, [k3n2 — k% — k%) .
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Pseudo-Code fiir die Fourietransformations Strahl-Propagations-Methode

|wg) € 2D-C-Array  Anfangszustand im Ortsraum vorgeben
B € 2D-R-Array  Randbedingungen im Ortsraum festlegen

QK — exp (iAz/Z (S)Re ( n2ky — k3 — k%) - ncko>>
lwk) < F(|wgr))

fiir z < Az/2 bis L — Az/2 tue
@r < exp (iAzkoAn(z))  Falls An explizit von z abhingt: in jedem Schritt aktualisieren

|wk) + (p,(/z |wk) um Az weiter propagieren
lwr) < F " (lyk))

|Wr) ‘PR |Wk)

|Wr) < B|yk)

lvk) < F (|vr))

lWk) < @k lWk)

) F 1 ([wi)

4.2.2 Bestimmen der Eigenmoden

Neben der Moglichkeit die Ausbreitung von Licht in willkiirlichen Wellenleiterstrukturen mit BPM vorherzu-
sagen kann es insbesondere in statischen Strukturen, bei denen n(7) = n(x,y) nicht von z abhingt, hilfreich sein
die Eigenmoden sowie deren effektive Brechungsindizes bestimmen zu konnen. Dafiir ist das Eigenwertpro-
blem —Af, |¢,) = H|¢,) zu losen, wobei |¢,) fiir die n-te Eigenmode und S, fiir die n-te Propagationskonstante
steht. Die Eigenwerte seien alle groBer Null und absteigend sortiert, sodass 1 der grofite Eigenwert von H ist.

Auch hier wird das Problem wieder im diskretisierten Fall betrachtet. Das Eigenwertproblem hat dabei ge-
nau so viele Losungen wie Punkte im Simulationsbereich (X /Ax) x (Y /Ay), wobei lediglich die ersten paar
Losungen mit den grofiten Eigenwerten relevant sind, da sie den gebundenen Eigenmoden der Wellenleiter-
struktur entsprechen. Anstatt nun das Eigenwertproblem exakt aufzustellen und zu 16sen wird mit dem Arnoldi-
Verfahren ein Algorithmus vorgestellt, um von einer zufilligen Feldverteilung |y) aus sich den Eigenmoden
iterativ anzunghern [28].

Prinzipiell lésst sich H |y) fiir eine beliebige Feldverteilung |y) in der Basis der Eigenmoden entwickeln
und berechnen H |y) = HY,,, |¢,) (¢n|W) = L, (—AB4) |9n) (00| w). Da By der groBte Eigenwert ist wird nach

wiederholter Anwendung von H auf |y) die resultierende Feldverteilung immer dhnlicher zu |¢;):

H [y) =Y (< 2B,) [6) (9] w) =5 (01 ]w) (~2B1) |91) (4.28)

n

Im Grenzwert wird fiir alle n > 1 das Verhiltnis Jlim (B./B1)” = 0 vernachlissigbar. Wenn nun |¢; ) bekannt
—o0
ist und von |y) der Anteil dieser Eigenmode abgezogen wird, konvergiert die Feldverteilung fiir J — oo aus

dem gleichen Grund gegen die Eigenmode es zweitgroBten Eigenwerts f;:

HY ([w) =190 (011w) = Y (=2B,)" 100) (9uy) == (0l y) (—2B) [62) (4.29)
n#1

Durch wiederholte Anwendung von H konnen auf diese Weise die am stéirksten gebundenen Eigenmoden
des Systems, von einer beliebigen Feldverteilung |y) aus, iterativ angenéhert werden [28].

Im konkreten Fall kann die Anwendung von H auf |y) dhnlich zur BPM im vorherigen Abschnitt nume-
risch berechnet werden, indem der kinetische Anteil im Impulsraum und der potenzielle Anteil im Ortsraum

berechnet werden. Die Eigenwert-Gleichung B |y) = —H/x | y) lisst sich dann auch mit den Operatoren K und
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R schreiben:

Blw(x,y)) = Ky(ke,ky) +R|w(x,y)) (4.30)

" ytr) = 5 (2~ () ) + 2 ) @3n

An dieser Stelle wurde fiir K = /ngk% —kZ— k)z, eingesetzt und nicht noch n.ky abgezogen. Wiirde ncko ab-
gezogen werden, dann wire der Wert von neg nur die Brechungsindex-Differenz von neg zum umgebenden
Material ne.

Damit ldsst sich die Bestimmung von Eigenmoden mit dem Arnoldi-Verfahren, wie in dem folgenden
Pseudo-Code zusammengefasst, implementieren. Mit den Eigenmoden |¢,) und den effektiven Brechungs-
indizes J, ldsst sich bei statischen Wellenleiterstrukturen die Feldverteilung am Ende der Propagationsstrecke
direkt berechnen. Zudem konnen Kopplungskonstanten bestimmt werden und die 3, als Potenzial-Werte inter-

pretiert werden, worauf im folgenden Abschnitt genauer eingegangen wird.

Pseudo-Code fiir die Bestimmung von Eigenmoden mithilfe des Arnoldi Verfahrens

N e N-o Anzahl der zu findenden Eigenvektoren
J €INsg Anzahl an Iterationen
|v,) € 2D- R -Array N zufillige Anfangsvektoren

R« me( n2k2 — k2 fkg)
R+ koAn(x,y)

fiir j < 1 bis J tue
fiir n < 1 bis N tue

W) = F~H(KF ([yn)) + R w)

Bn < ‘<an|‘l/n>‘2
(W) < W) / Bn

fiir m < 1 bis (n—1) tue
L W) < |Wn) — |Wm) (Wim| W)  Orthogonalisieren mit dem Gram-Schmidt-Verfahren
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4.3 Gekoppelte Moden-Gleichungen

In den vorherigen Abschnitten wurde hergeleitet, wie die Ausbreitung von Licht in Wellenleiterstrukturen ana-
log zu einem 2D quantenmechanischen Teilchen beschrieben werden kann und Methoden vorgestellt, um diese
Ausbreitung auch explizit numerisch zu berechnen. In diesem Abschnitt wird mit den gekoppelten Moden-
Gleichungen das zu betrachtende Wellenleitersystem weiter vereinfacht. Im Endergebnis kommt diese Ver-
einfachung der Tight-Binding-Niherung (engl. fiir enge Bindung) gleich. Die zugrundeliegende Annahme ist,
dass das Licht, welches in den Wellenleitern gefiihrt wird, stark an diese gebunden ist. Die Eigenmoden ei-
nes Wellenleitersystems lassen sich mit dieser Ndherung als Superposition der Eigenmoden der individuellen
Wellenleiter beschreiben. Die individuellen Eigenmoden ‘%(70)> des p-ten Wellenleiters sind dabei die Losun-
gen der paraxialen Helmholtz-Gleichung nach Gl. (4.16), wenn nur der Brechungsindex des p-ten Wellenleiters
An,, beachtet wird
2
2B ) = A, [y ) = 2w )~y ) @32)

2n¢

B1(70> ist hierbei die Propagationskonstante dieser individuellen Eigenmode. Die individuellen Eigenmoden
der Wellenleiter sind ohnehin orthogonal und da angenommen wird, dass das Licht stark an den jeweiligen
Wellenleiter gebunden ist, also auch um diesen Wellenleiter lokalisiert ist, ist der Uberlapp von Eigenmoden
verschiedener Wellenleitermoden auch vernachléssigbar gering <l//q(0)‘l//1(,0)> ~ &,,p. Damit bilden, in dieser
Niherung, die individuellen Eigenmoden eine vollstindige orthogonale Basis’. Die Tatsache, dass noch andere
Wellenleiter in der Nihe sind und die Propagation der individuellen Eigenmoden beeinflussen, wird nun als
Storung FIl’, = Afi), betrachtet. Dabei steht Aii, = An—Anj, =Y., ., An, fiir die Brechungsindex-Differenz bei
welcher der p-te Wellenleiter ignoriert wird, wie in Abb. 4.3 beispielhaft dargestellt. Damit lassen sich nun
in der Basis der individuellen Eigenmoden die Matrixelemente des Gesamthamiltonoperaters H), = H b+ H I’,

bestimmen.

(i Hp lwi”) = (wi” | B |l ) = (wi” |, W) (4.33)

== (") 18" - X (v o[ (434
r#p

= _5q7p7£ﬁzgo> —&,p Z <‘/’1(70) ‘ An, ‘/’1(70)> - <1l/:§0) ’ Any “/’1(70)> - Z <‘l/t§0) ’ Any %()0)>
r#p \—l — GFr#P
e =

(4.35)

Im letzten Schritt wurde der Storungsterm in drei Terme fiir drei verschiedene Fille aufgeteilt. Dabei ist

zu beachten, dass ‘l//r(o)> und An, fir alle » um den r-ten Wellenleiter lokalisierte Funktionen sind. Der erste

Term stellt die Energiekorrektur der Stérung erster Ordnung S, = ﬁlﬁ‘)) + ﬁ[(,l) dar. Der zweite Term ist ein
Kopplungsterm. Dadurch, dass ‘1//,(,0)> evaneszenter Anteil iiber den p-ten Wellenleiter hinaus reicht, gibt es
einen kleinen Uberlapp der Mode mit dem g-ten Wellenleiter. Beim dritten Term ist der Uberlapp der drei an
verschiedenen Orten lokalisierten Funktionen so gering, dass dieser Term vernachlassigt werden kann [29].

In der Basis der individuellen Eigenmoden kann nun die Propagation des Lichts durch eine Matrix be-

schrieben werden. Die Matrix ¢ enthilt dabei die Kopplungen auf den Neben-diagonal-Elementen ¢, , und B

5Da < WZSO)

zeigt sich, dass, wenn die Nicht-Orthogonalitit beriicksichtigt wird, sich teilweise negative Kopplungskonstanten ergeben.

‘%(}0)> # &,,p ist die Basis nur annihend orthogonal. In Kapitel 6 wird diese Nicht-Orthogonalitit genauer betrachtet. Dabei
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Abbildung 4.3: Beispiel einer Brechungsindex-Verteilung An zur Veranschaulichung der Terme

Any, Aiiy, Ang, W und i,

die Propagationskonstanten auf der Diagonalen f3,

H H+H
0 W) =~ W) == v) = (B+o) W) (436)

Bp-1 Cp—1p Cp—1,p+1

>z

= e By Cp,p+1 (4.37)

Cp+lp—1 Cptlp ﬁp+1

Mit dieser Gleichung lisst sich wie bei der BPM iterativ die Entwicklung der Feldverteilung in Schritten
von Az berechnen, jedoch mit deutlich weniger Rechenaufwand, da das Feld durch einen Vektor und nicht eine

stetige 2D Funktion beschrieben wird

VAN ZWVED . 3 1y(ey =~ fwta) @38)
(et A2) = [y(a)) — Az [W(2)). 4.39)

Fiir die numerische Iteration hat allerdings diese Gleichung kleinere Fehler:

()G )

W (z+A2) —|y(z))  H(z+Az)|y(z+A2)) +H(z) |[y(2))

—io,

= A ~ = (4.41)

(-m+§;H <z+Az>> (24 A2)) ~ (—m - ZA;H@) (@) (4.42)
il — Az

(et agy~ o BHEHAD o b ) @)

—il+ $£H(2)

Im letzten Schritt wurde hierbei der Propagator Py, um die Distanz Az eingefiihrt. Der Propagator P, iiber
die gesamte Propagationsldnge L ergibt sich dabei als das Produkt der einzelnen Propagatoren.

L—Az

lw(L)) = PL|y(0)) = ( I1 PAZ(Z)> [W(0)) = Pac(L—Az) ... Px:(0) [y(0)) (4.44)
z=0

Die Systeme in dieser Arbeit lassen sich jedoch als statisch d,H = 0 betrachten. Bei diesen Systemen muss
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die Feldverteilung nach der Propagation nicht iterativ wie in Gl. (4.39) oder Gl. (4.44) angenéhert, sondern kann
als Superposition der Eigenmoden des Systems —Z 3, |¢,) = H |¢,) exakt beschrieben werden. Die Besetzung
bzw. Intensitidt der verschiedenen Eigenmoden bleiben iiber die Propagation erhalten, aber jede Eigenmode
sammelt eine vom Eigenwert bzw. von der Propagationskonstante abhiingige Phase auf |@,(z)) = |¢,(0)) e'f<.
Uber die Projektion der Feldverteilung am Anfang |y(0)) auf die Eigenmoden von H ergibt sich die Feldver-

teilung nach der Propagationslinge

W(L) =Y 10a(L)) (9a(0)[w(0)) = Y 19(0)) " (4,(0) |y (0)). (4.45)

4.3.1 Gekoppeltes Dimer

Ein System an dem die Analogie zur Quantenmechanik nochmals deutlich wird, ist das von zwei gekoppelten
Wellenleitern. Die zwei Wellenleiter g und e sollen dabei jeweils die Propagationskonstante B, und 8. haben

und sind iiber ¢; miteinander gekoppelt.

—id; |y) = (ﬁf cl)ll//):ﬁnll//) (4.46)
i B

Dieses Wellenleitersystem verhilt sich analog zu einem Zwei-Niveau-System, bei dem der Grundzustand
g an einen angeregten (engl. excited) Zustand e gekoppelt wird, sodass Rabi-Oszillation auftreten. Die Ei-
genmoden des Wellenleitersystems sind hierbei analog zu den dressed states des Zwei-Niveau-Systems. Fiir
den Fall von unverstimmten Oszillationen, also dass ﬁg = B, sind die Eigenmoden durch die symmetrische
|§s) :% (lg) +|e)) =(1.1)" /2 und die anti-symmetrische |@a) :% (lg) —le)) =(1.=1)"/y2 Superposition der
Zustiande g und e gegeben. Die Differenz der Propagationskonstanten der Eigenmoden wird durch die Kopp-
lungsstirke bestimmt S5 — s = 2¢;. Wenn, wie in Abb. 4.4 (a) dargestellt, zu Beginn Licht in den Wellenleiter
g eingekoppelt wird |y(0)) = |y, ) = (0,1)7 = 165)-1¢a)/v/2, wird nach einer Propagationslinge L. die gesamte
Intensitéit in dem Wellenleiter e iiber gekoppelt sein |y(L;)) o |we) = (1,0)T = I9s)+l6a)/v2. Die Kopplungs-
lange L. ist dabei analog zu der Linge eines w-Pulses und ergibt sich aus der Zeitentwicklung von ’y/g> nach
Gl. (4.45):

We) o [W(Le)) = [ds) PS5 (05| we) + | 9a) ePale (9a | ) (4.47)
1 ) .
= 75 (1) €% — lg) k) (448)
= % <|¢S> _ |¢A> ei(ﬁA*ﬁS)Lc) eiBSLL‘ (4.49)
i(Ba—Bs)Le L _ _ T B=p T
= ellBa=P)le = 1 LC_ﬁA—ﬁS = 2 (4.50)

Nach zwei Kopplungslidngen ist wieder die gesamte Intensitdt im Wellenleiter g, jedoch mit einem 7 Pha-
senversatz, wie an der Phase in Abb. 4.4 (a) zu sehen ist. Bei zwei Wellenleitern mit verschieden Propagati-
onskonstanten B, # f., wie in Abb. 4.4 (b), haben die beiden Eigenmoden nicht mehr die gleiche Intensitit
in den beiden Wellenleitern. Daraus folgt, dass die Intensitit nicht mehr vollstindig von einem in den anderen
Wellenleiter iiberkoppelt und sich die Kopplungslénge verkiirzt. Das System verhilt sich in dem Fall analog zu
verstimmten Rabi-Oszillation [26].

Werden bei festem f3, die Propagationskonstanten fiir verschiedene f. aufgetragen, wie in Abb. 4.4 (c)
dargestellt, ist am Kreuzungspunkt an dem B, = B entartet sind, die Differenz der Propagationskonstanten der
Eigenmoden fs und B4 minimal. An dieser Stelle spalten sich die Propagationskonstanten der Eigenmoden des
gekoppelten Systems auf und es kommt anstatt zu einer Entartung zu einer typischen vermiedenen Kreuzung

(engl.: avoided crossing).
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Abbildung 4.4: Ausbreitung von Licht in einem System aus zwei gekoppelten Wellenleitern g und e. Die Phase
des elektrischen Feldes ist als Farbe und die Amplitude als Helligkeit dargestellt. Die triviale Phasenentwick-
lung mit der dynamischen Phase e(Pa*Ps)2/2 wird nicht dargestellt, da das System im mitbewegten Bezugssy-
stem betrachtet wird. Zu Beginn wird Licht in Wellenleiter g eingekoppelt. (a) Bei zwei gleichen Wellenleitern
(Bg = B.) ist das Licht nach der Propagationsstrecke L. vollstindig in den Wellenleiter e iibergekoppelt. Die
Eigenmoden |@4) und |¢s) haben gleich starke Besetzung auf den beiden Wellenleitern. Es ergibt sich eine
Dynamik analog zu Rabi-Oszillation. (b) Bei verschiedenen Wellenleitern (z.B. 8, > ;) koppelt das Licht
nie vollstindig in den andern Wellenleiter iiber und es zeigt sich ein Verhalten analog zu verstimmten Rabi-
Oszillationen. (c¢) Die Propagationskonstanten der Eigenmoden |@4) und |@s) zeigen ein avoided crossing,
wobei der minimale Abstand durch die Kopplung 2¢; gegeben ist.

4.3.2 Einatomige Kette

In dieser Arbeit werden nicht nur Systeme mit einigen wenigen Wellenleitern untersucht sondern auch Systeme
um Phidnomene aus der Festkorperphysik zu emulieren. Deshalb wird nun noch das Beispiel einer einfachen
periodischen Struktur, das Analogon zu einer einatomigen Kette betrachtet. Die Propagationskonstanten al-
ler Wellenleiter ist hierfiir gleich By. Und die Kopplungskonstanten zum jeweils pi-ten Nachbarn kénnen als
Cp—u,p = cy angegeben werden. Zur weiteren Vereinfachung wird hier angenommen, dass ¢ > ¢, Vi > 2 so-
dass alle Kopplungen aufler ¢; vernachlassigt werden konnen. So wie in dem Kapitel zuvor kann der Zustand
in der Basis der individuellen Eigenmoden y(?) als Vektor geschrieben werden |w) = ii, wobei die Eintréige des
Vektors den Amplituden der Felder in den jeweiligen Wellenleiter entsprechen. Damit ldsst sich das System
nach Gl. (4.36) als Eigenwertproblem schreiben

—id,ii = (B+e)ii = B (ky)ii. (4.51)

Die Losungen dieses Eigenwertproblems sind durch die Blochfunktionen gegeben. Daher kann fiir i ei-

ne ebene Welle eingesetzt werden. Mit diesem Ansatz kann die Eigenwert-Gleichung explizit in Matrixfrom
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Abbildung 4.5: (a) Schematische Darstellung einer Kette gekoppelter Wellenleiter. Alle Wellenleiter haben die
Propagationskonstante 3y und sind zu den jeweils benachbarten mit ¢; gekoppelt. Fiir periodische Randbe-
dingungen wird der erste mit dem letzten Wellenleiter gekoppelt (blau hervorgehoben). Uber den Wellenlei-
tern steht ein Phasenfaktor, der einer ebenen Welle mit Wellenvektor k, entspricht. (b) Dispersionsrelation der
Kette gekoppelter Wellenleiter. (c) Ausbreitung von Licht in einer Kette gekoppelter Wellenleiter, wenn zu
Beginn nur in den 0-ten Wellenleiter eingekoppelt wird. Die Amplitude im n-ten Wellenleiter ist proportional
zur Besselfunktion n-ter Ordnung. Nach einer Propagationsstrecke ergibt sich die Verteilung analog zu einem
kontinuierlichen Quantum Walk[30].

geschrieben werden:

‘
Bo | ke u(ky )e 2k
& B a o u)e R () e
ci Po «a u(ke)e® | =B | u(ky)e® (4.52)
& B oa (k) e u(ky )eikxdx
i Po || ulke)ele u(ky)eiZnds

C1

Das durch GI. (4.52) beschriebene System ist schematisch in Abb. 4.5 (a) dargestellt. Im Grenzfall von
einer unendlich ausgedehnten periodischen Struktur wire diese Matrix unendlich grofl, um jedoch damit nu-
merisch rechnen zu konnen, kann auch ein endliches System mit periodischen Randbedingungen betrachtet
werden. Dafiir wird wie in GI. (4.52) und Abb. 4.5 (a) blau hervorgehoben der erste und der letzte Gitterpunkt
miteinander gekoppelt.

Um nun das Eigenwertproblem zu 16sen, werden nun die einzelnen Zeilen von Gl. (4.52) explizit ausge-
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schrieben:

u(k)e= (cleikxdx 4B+ c’;e*ikxdx) = B (ke )ulky)e= ks (4.53a)
u(ke)e® (cleik"d*' +Bo+ c’{e—“‘xdx) = Bk )ulhei)e® (4.53b)
(k)i (cleikxdx +Bo+ cTe*ikxdx) — B(ke)ulke)etkrds (4.53¢)

In jeder Zeile lésst sich u(k,) mit einem Phasenfaktor ausklammern und es ergibt sich jeweils dieselbe
Gleichung welche den Eigenwert 3 (k,) bestimmt

Bky) = Bo+2 NRe(c1)cos (kydy) . (4.54)

Wie in Abb. 4.5 (b) dargestellt, ergibt sich fiir die Kette gekoppelter Wellenleiter die Kosinus-formige
Dispersionsrelation f3(k,). Das Band ist zentriert um fy und hat eine Breite von 2 93e(c;). Nach dem hier
vorgestellten Prinzip werden auch die Bandstrukturen® in Kapitel 6 und 7 bestimmt.

Neben der Bandstruktur kann auch fiir dieses Beispiel die Amplitude im n-ten Wellenleiter iiber die Propa-
gationsstrecke analytisch bestimmt werden, wenn bei z = 0 nur in einen O-ten Wellenleiter eingekoppelt wird.
Hierfiir wird nun By = 0 gesetzt, da B lediglich eine globale Phasenentwicklung mit eihoz beitrdgt. Damit ldsst
sich die Zeile fiir den n-ten Wellenleiter aus Gl. (4.52) schreiben:

—id,u, = ClU(p—1) T C1U(pt1) (4.55)

Durch Reskalieren der Propagation in Einheiten der Kopplungslinge Z = 2¢,z = nz/L, lésst sich die Diffe-

renzialgleichung wie folgt schreiben:

(it (1) +ite(11)) (4.56)

| =

8Zu,, =

So hat die Differenzialgleichung groBe Ahnlichkeit mit der Rekursionsformel der Besselfunktion (BF):

d 1
=5 (T = Ten) (4.57)

Durch u,(Z) = (1)"J,(Z) konnen die Amplituden im jeweils n-ten Wellenleiter mit der BF n-ter Ordnung
identifiziert werden. Allerdings erfiillen die BF aller Gattungen die Rekursionsformel. Da jedoch nur fiir die
BF erster Gattung Vze R: Y~ jnz(z) = 1 gilt, 16sen nur diese die Entwicklung iiber die Propagation, da die
Gesamtintensitit erhalten bleibt muss [31]. Damit ergibt sich wie in Abb. 4.5 (c) dargestellt eine Entwicklung

tiber die Propagationsstrecke die einem typischen kontinuierlichen Quantum Walk gleich kommt[30].

%Da in diesen Kapiteln periodische Strukturen betrachtet werden, werden die Begriffe ,,Dispersionsrelation* und ,,Bandstruktur* als
Synonyme verwendet. Die Dispersionsrelation gibt ganz allgemein die Beziehung zwischen der Frequenz bzw. der Energie und dem Impuls
eines Teilchens an. Beim Spezialfall einer Bandstruktur kann aufgrund des Gitterpotenzials der Impuls auf einen Quasiimpuls in der ersten
Brillouin-Zone reduziert werden. Daher konnen in einer Bandstruktur einem Quasiimpuls mehrere Frequenzen aus den verschiedenen
Bénder zugeordnet werden.
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4.4 Skalare Eigenmoden eines Stufenindex Wellenleiters

In den vorherigen Abschnitten wurde fiir die Kopplung ein Wert ¢; eingesetzt. Um diesen Wert explizit zu
berechnen, miissen nach der Definition der Kopplung in Gl. (4.35) die Brechungsindex-Verteilung und die

individuellen Eigenmoden bekannt sein.

An, 1 *
cap= (Wi | S| i”) = 5 [ 8 ) 8y (5,9 v (5. 9) vy 458)

Die Brechungsindex-Verteilung wird in der Regel im Experiment bei der Probenherstellung vorgegeben.
Die Eigenmoden konnten numerisch angenédhert werden, allerdings konnen die Eigenmoden der im Experi-
ment oft verwendeten kreisrunden Stufenindex Wellenleiter auch analytisch bestimmt werden. In diesem Ab-
schnitt werden daher die individuellen Eigenmoden eines kreisrunden Wellenleiters am Koordinatenursprung

bestimmt, welcher durch die Bechungsindex-Verteilung no(r) beschrieben wird.

n r<r
no(r)=14 " e (4.59)

ne r 2 Fwg

Um die individuellen Eigenmoden zu bestimmen wird zuriick zu Gl. (4.10) gegangen. Kurz vor Gl. (4.10)
wurde die paraxiale Nidherung gemacht, um das elektrische Feld in eine Einhiillende y und einen mit z und ¢

oszillierenden Anteil zu separieren.

V2y +2iB 39 —B*y = —kgn*(F)y (4.60)
=0

Da sich die Eigenmoden in einem geraden Wellenleiter nicht mit z dndern, ist fiir den hier betrachteten Fall
d, ¥ = 0. Wegen der Rotationssymmetrie kann die Eigenmode weiter in einen Radialteil R(r) und einen Polarteil
®( ) separiert werden y(r, @) = R(r)®(¢). Aus der Rotationssymmetrie folgt zudem, dass der Polarteil durch
®(¢) = €'’?/v2z geben ist, wobei ¢ € Z fiir den Bahndrehimpuls der Mode steht [32]. Durch Einsetzten des
Laplace-Operators in Polarkoordinaten V2 = 9?2 + %8, + %28(,2, lasst sich eine Differenzialgleichung aufstellen,
welche der Radialteil erfiillen muss

1 1
I’RD + —ORD+ r—28£RCI>+ (k§n*(r) — B*) R® =0 (4.61)
030=—1" 1 /2
— IR+ ;R + (k%nz(r) o 2) R=0. (4.62)
r r
ék%

Der Ausdruck in der Klammer von Gl. (4.62) kann als radialer Anteil des Wellenvektors k, interpretiert
werden. Da 8% = k(z)ngff < k(z)n\zyg ist, ist k. im Wellenleiter positiv und wegen k(z)ng < B? ist k, im Bereich
auBerhalb negativ. Fiir diese beiden Fille, den Bereich innerhalb des Wellenleiters mit ny, und auferhalb
mit n¢, wird der Radialteil der Eigenmode getrennt bestimmt und anschlieend Stetigkeit an der Grenzfliche
gefordert.

Fiir die weiteren Umformungen ist es praktisch die radiale Koordinate relativ zu ry, anzugeben, sodass ryg
bei Eins liegt 7 =r/ T'wg. Zudem sollen abkiirzend u = rygk, = ryg /k(z)n‘zVg — 82 fiir den Bereich im Wellenleiter

und w = —ryek, = rygy /B% — k%n% fiir den Bereich im umgebenden Medium verwendet werden. Damit ldsst
sich Gl. (4.62) fiir die beiden Fille kompakt schreiben

innerhalb 7 < 1 ‘ auBlerhalb 1 < 7
PR+ 7R+ (FPu> —?)R=0 | PI?R+7dR— (Pw*+(*)R=0
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In dieser Form entsprechen die Gleichungen den Besselschen Differenzialgleichungen. Diese werden fiir
den Bereich innerhalb des Wellenleiters von den Besselfunktionen (BF) und fiir den Bereich auflerhalb von den
modifizierten Besselfunktionen (mod. BF) gelost [31, 32].

Besselfunktionen ‘ modifizierte Besselfunktionen
dzf df d*f df
2 2 2 2 2 2
x—2+ff+(x —vi)f=0 x—z—i-f —(x*+vH)f=0

Die Ordnung der jeweiligen Funktion wird durch v vorgegeben. Neben der Ordnung gibt es auch noch
zwei Gattungen zwischen denen jeweils unterschieden werden muss. Fiir den Bereich innerhalb sind nur die BF
erster Gattung 7y (x) relevant, da die BF zweiter Gattung fiir x = 0 gegen —eo divergieren. Daher ist innerhalb
V(r) = AwgJi(Fu) wobei Ay, die Amplitude in diesem Bereich ist. Fiir den Bereich auBerhalb hingegen sind
nur die mod. BF zweiter Gattung Ky (x) relevant, da die mod. BF erster Gattung fiir x — oo gegen oo divergieren.
Entsprechend ist auBerhalb y(r) = Ao (7w) mit A, als Amplitude.

Damit ist nun die generelle Form der Eigenmode in den beiden Bereichen bekannt. Jedoch miissen noch die
Amplituden Ay, Ac und die Propagationskonstante 8 bestimmt werden. Diese folgen aus den Stetigkeitsbe-
dingungen. Da die Tangentialkomponenten des elektrischen und der magnetischen Feldes stetig sein miissen,

muss die Eigenmode stetig und stetig differenzierbar sein. Damit ergeben sich die Stetigkeitsbedingungen:
! A !
Ao Tr(u) =Ae(w) und —= —Tp(u) = ——Ki(w) (4.63)

Zusammen ergibt sich aus den beiden Gleichungen eine Bedingung ohne die Amplituden:

() S 0) — ke o0) & ) £ 0 (.64
dr dr

Da u und w von 3 abhiingen kann iiber die Nullstellen des Terms auf der linken Seite von Gl. (4.64) 3 bzw.
nege bestimmt werden. Ein Beispiel hierfiir ist in Abb. 4.6 (a) fiir mehrere ¢ dargestellt. Je groBer ryg ist desto
mehr Moden konnen gefiihrt werden, wie in Abb. 4.6 (b) zu sehen ist. Gibt es fiir ein £ mehrere Nullstellen,
so wie in Abb. 4.6 (a) fiir £ = 0, so haben die dazugehdrigen Eigenmoden verschieden viele Knotenpunkte
im Radialteil Ry ;. Der Index n in R, gibt dabei die Anzahl der radialen Intensititsmaxima der Mode an. Die
Moden v ,,(r, @) = Ry (r)®¢(@) stellen dabei eine Basis der LP,, ,-Moden dar. Einige Beispiele dieser Moden

sind in Abb. 4.6 (c-f) aufgetragen.
Aus der Bedingung, dass die Eigenmode stetig sein muss ergibt sich das Amplituden Verhiltnis Aye/Ac =

Ke(w)/Te(u). Zudem sollte der Radialteil mit N = [§”r| Ry, (r) ]2dr normiert sein. Zusammengefasst ldsst sich
damit der Radialteil der Eigenmode schreiben als [26, 32]:

Ron(F) = —— e (Fu) r<l (4.65)

VN | Ko (7w) 4 7> 1

Da fiir groBe Abstidnde die mod. BF annihernd exponentiell abfallen wird hiufig vereinfachend angenom-

men, dass die Kopplung exponentiell mit dem Abstand d zwischen den Wellenleitern abfillt ¢, , o< e <.
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Abbildung 4.6: (a) Die linke Seite von Gl. (4.64) aufgetragen iiber ncs fiir verschiedene £ bei ryg = 3.5 um. Die
Schnittpunkte mit der x-Achse entsprechen den n¢¢ der Eigenmoden. (b) nesr der Eigenmoden in Abhédngigkeit
des Wellenleiterradius ry,g. (c-f) nicht normierter Radialteil der jeweiligen Eigenmoden, mit den Besselfunk-
tionen und den mod. Besselfunktionen fiir die (c) LP,; (d) LP,; (e) LP,, (f) LP,,, -Mode. Fiir alle Abbildungen
wurde die Wellenldnge A = 0.7 um und die Brechungsindizes n. = 1.54 und ny = 1.548 gewihlt.
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In diesem Kapitel wird zuerst auf die Herstellung und Untersuchung der Proben eingegangen. Dabei wird zu-
erst allgemein der Prozess des direkten Laserschreibens und der dafiir verwendete optische Aufbau erldutert.
Anschlielend wird auf zwei Schreibstrategien eingegangen, um zu beschreiben wie mithilfe des direkten La-
serschreibens explizit Wellenleiterstrukturen hergestellt werden kdnnen. Im letzten Abschnitt wird der optische

Aufbau fiir die Untersuchung der Wellenleiter erklirt.

5.1 Direktes Laserschreiben

Das direkte Laserschreiben (engl. direct laser writing; DLW) oder mitunter auch Zwei-Photonen-Lithographie
genannt, ist ein additives Herstellungsverfahren, welches erlaubt, nahezu beliebige dreidimensionale Strukturen
mit Submikrometerauflosung in einem Prozessschritt herzustellen.

Ahnlich zu einem 3D-Harz-Drucker wird bei diesem Verfahren ein Photolack, ein photosensitives Material,
in einem vordefinierten Bereich belichtet. Fiir einen (Negativ-) Photolack liegt der Photolack vorerst in fliissiger
Form vor und durch die Belichtung wird lokal eine Reaktion in Gang gesetzt, wodurch der Photolack an dieser
Stelle aushirtet. Nach dem Belichten kann der iiberschiissige Photolack mit Losungsmitteln entfernt werden.

Ein typischer polymerbasierter Photolack besteht dabei aus einem Photoinitiator, Monomeren und Losungs-
mittel. Wie der Name suggeriert, beginnt die Reaktion mit dem Photoinitiator. Das Level-Schema eines Pho-
toinitiators ist schematisch in Abb. 5.1 (a) dargestellt. Der Photoinitiator wird durch Absorption von Strahlung
vom Grundzustand Sy in einen angeregten Zustand S} gebracht. Dieser angeregte Zustand zerfillt dann iiber
Interkombination (ISC; engl. Intersystem Crossing) in einen metastabilen Triplettzustand 77. Der Triplettzu-

(a) (b) ()
M
5, ISC ; g
IPA = >’ g‘ Polymerisations-
T R. R—M,- § schwelle
>r R—M- l ’
S M >\ ‘( Ort
0 > <
Voxel

Abbildung 5.1: (a) Vereinfachtes Level-Schema eines typischen Photoinitiators. Durch Ein- oder Zwei-
Photonen-Absorption (1PA bzw. 2PA) werden die Photoinitiatormolekiile von dem Grundzustand Sy in einen
angeregten Zustand S} gebracht. Uber ISC gehen diese in einen Triplettzustand 7} iiber. Von diesem Zustand
kann das Molekiil entweder iiber Phosphoreszenz zuriick in den Grundzustand zerfallen oder das Molekiil zer-
fallt und bildet Radikale (R-). (b) Treffen die Radikale auf Monomere (M) gehen sie mit diesen eine Bindung
ein und bilden iterativ lange Ketten aus den Monomeren. (c) Werden im Fokuspunkt (Voxel) geniigend Polyme-
risationsreaktionen gestartet, verknoten und verbinden sich die Monomerketten und bilden ein festes Polymer.
Bei einer Intensitit knapp oberhalb der Polymerisationsschwelle hat der Voxel die minimale raumliche Ausdeh-
nung (rot dargestellt), welche wegen der Schwellwertbedingung kleiner als die beugungsbegrenzte Strahltaille
des Lasers sein kann. Bei hoheren Intensitiiten ist der Voxel entsprechend grofer (gelb dargestellt).
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stand zerfillt dann entweder tiber Phosphoreszenz wieder in den Grundzustand oder das Photoinitiatormolekiil
zerfillt in Radikale R-, welche anschlieBend eine Polymerisationsreaktion mit den Monomeren starten [33].
Bei einem 3D-Harz-Drucker wird die Reaktion durch die Belichtung mit ultravioletter (UV) Strahlung ein-
geleitet. Durch die hohe Photonenenergie von UV-Strahlung gentigt jeweils Ein-Photonen-Absorption (1PA),
um die Photoinitiatormolekiile in den angeregten Zustand zu bringen. Der gesamte belichtete Bereich wird
somit ausgehirtet. Das direkte Laserschreiben basiert hingegen auf der Zwei-Photonen-Absorption (2PA). Da-
fiir miissen zwei Photonen mit der halben Energie von einem Photoinitiatormolekiil absorbiert werden. Nur
in Bereichen in denen die Lichtintensitdt hoch genug ist, kommt es dann durch die ,,gleichzeitige Absorp-
tion von zwei Photonen zu einem hinreichend gro3en Energieiibertrag an die Photoinitiatormolekiile, um die
Polymerisationsreaktion zu starten. Die Reaktion findet dann hauptsédchlich im Bereich des Fokus statt. Das
minimale Polymerisationsvolumen, das als Voxel bezeichnet wird (Kurzform fiir Volumen-Pixel), definiert das
Volumen, in dem geniigend Polymerisationsreaktionen stattfinden, damit ein festes Polymer entsteht. Da die
Polymerisationsreaktion durch diese Schwellwertbedingung der Intensitét riumlich begrenzt wird, kann die Vo-
xelgroBe auch kleiner als die zum Belichten verwendete Wellenldnge sein. Im Gegensatz zu anderen typischen
Lithographie-Verfahren, die mit UV-Belichtung arbeiten, wie 3D-Harz-Drucker oder Maskenlithographie, bie-
tet das DLW durch die 2PA! intrinsisch eine Begrenzung der Potonenabsorption in Strahlrichtung. Um beim
DLW in axialer Richtung einen moglichst kleinen Voxel zu erreichen, wird das Licht durch ein Objektiv mit
hoher numerischer Apertur in den Photolack fokussiert. Damit sind Voxelgroen von ca. 300 nm in axialer
Richtung (z) und ca. 100 nm in lateraler Richtung (x,y) standardméBig umsetzbar [35].

Wenn die Radikale mit den Monomeren reagieren, werden die Radikale an die Monomere gebunden und
der radikale Anteil wandert an die Spitze der Kette. Trifft diese Kette auf neue Monomere, werden diese wieder
gebunden und der radikale Anteil propagiert weiter. Dadurch bilden sich iterativ lange Ketten von Monomeren
— Polymere. Diese in Abb. 5.1 (b) dargestellt Kettenreaktion endet entweder, wenn Ketten aufeinander treffen,
oder der Prozess durch einen Inhibitor, i.d.R. durch Sauerstoff, abgebrochen wird [36]. Haben sich lokal ge-
niigend Monomere verbunden, verknoten und vernetzen sich diese untereinander und es bildet sich ein festes
Polymer. Die Polymerisationsschwelle bezeichnet dabei die Intensitit ab der iiber 2PA geniigend Polymerisati-
onsreaktionen gestartet werden, sodass eine festes Polymer zuriickbleibt, wie in Abb. 5.1 (c) dargestellt. Wird
eine Intensitit oberhalb der Polymerisationsschwelle verwendet, wird der Voxel entsprechend grofer.

Nach dem DLW-Schreib-Prozess werden die Proben entwickelt, dabei wird der iiberschiissige fliissige Pho-
tolack mit Losungsmitteln entfernt. Beim Entwickeln ziehen sich die Polymerstrukturen etwas zusammen, da
Monomere, unvernetze Polymere und nicht entwickelter Photolack noch aus dem Polymernetz der Struktur
heraus diffundieren. Bereiche, die stirker belichtet wurden, sind stirker vernetzt und ziehen sich entsprechend
nicht so sehr zusammen wie Bereiche, die nahe der Polymerisationsschwelle geschrieben wurden?.

In dieser Arbeit wurde das kommerzielle DLW-System Photonic Professional GT der Firma Nanoscribe
verwendet, dessen Aufbau schematisch in Abb. 5.2 dargestellt ist. Fiir die Belichtung des Photolacks wird das
Licht eines Faserlasers mit einer zentralen Wellenldnge von 780 nm verwendet. Der Laser ist femtosekunden-
gepulst, mit Pulslingen unter 150fs, damit wihrend der Pulse die Feldstiarke im Fokus hoch genug ist, um
via 2PA die Polymerisation auszulosen, wihrend andere Effekte, wie thermische Polymerisation, vermieden
werden. Die Laserintensitit kann iiber einen akusto-optischen Modulator (AOM) variiert werden. Nach dem
AOM wird der Strahl aufgeweitet, um die komplette Eintrittspupille des Objektives auszuleuchten. Anschlie-
Bend wird der Strahl zirkular polarisiert, um eine Asymmetrie des Voxels in x- und y-Richtungen aufgrund der

Polarisation zu vermeiden. Der so priparierte Strahl wird iiber zwei Galvanometerspiegel ins Objektiv geleitet.

! Anstatt auf 2PA, kann die Begrenzung in Strahlrichtung beim DLW auch darauf beruhen, dass zwei kurz aufeinander folgende Ab-
sorptionsschritte von zwei UV-Photonen stattfinden[34]. Fiir diese Zwei-Schritt-Absorption sind, wie bei der 2PA, zwei Photonen notig.
Dadurch ist die Absorption intensitdtsabhingig und findet hauptsiachlich im Bereich des Fokus statt.

’Das Schrumpfen des Photolacks kann durch einen nachfolgenden Prozessschritt, einschlieBlich einer Flutbelichtung mit UV-Licht,
deutlich reduziert werden [37].Dadurch erhoht sich ebenfalls die mechanische Strukturstabilitit. Auf diesen Prozessschritt wurde in dieser
Arbeit verzichtet, weil dieser Schritt ggf. die Wellenleiterkanile beim Infiltrationsverfahren verschiefen konnte.
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Abbildung 5.2: Schematische Darstellung eines optischen Aufbaus zum direkten Laserschreiben. Die relative
Position des Fokuspunkts kann iiber Biihnen, Piezoelektrische Aktuatoren und Galvanometerspiegel variiert
werden. Im Inset sind die Immersions- und die DiLL- (vom engl. Dip-in Laser Lithography) Konfiguration
dargestellt.

Galvanometerspiegel sind schnell rotierbare Spiegel, die es in diesem Aufbau ermdglichen, den Eintrittswinkel
ins Objektiv und damit die Fokusposition in der Brennebene des Objektives zu variieren. Neben den Galvano-
meterspiegeln konnen zudem Biihnen und piezoeletrische Aktuatoren genutzt werden, um die relative Position
vom Substrat mit der Struktur zum Fokuspunkt zu verindern. Wihrend des DLW-Prozesses kann der Fortschritt
im Bildfeld des Objektives iiber eine Kamera beobachtet werden [38].

Das Licht, welches durch das Objektiv in den Photolack fokussiert wird, durchlduft je nach Schreibkonfigu-
ration verschiedenen Medien. Dabei wird oft zwischen Immersions- und der DiLL-Konfiguration unterschie-
den, welche im Inset von Abb. 5.2 dargestellt sind. In der Immersionskonfiguration durchlduft das Licht bis
zum Fokuspunkt ein Immersionsmedium (i.d.R. Immersionsol), das Glassubstrat und ggf. Teile der bereits ge-
schriebenen Struktur. Um Aberrationen des Fokus zu vermeiden, ist der Brechungsindex vom Glassubstrat und
dem Immersionsdl auf das Objektiv angepasst. In dieser Konfiguration ist die maximale Strukturhohe durch
den Arbeitsabstand des Objektives abziiglich der Substratdicke vorgegeben. In der DiLL-Konfiguration (vom
engl. Dip-in Laser Lithography) hingegen durchlauft das Licht bis zum Fokuspunkt lediglich den Photolack.
Sollen in dieser Konfiguration ebenfalls Aberrationen des Fokus minimal sein, muss der Brechungsindex vom
Photolack, wie das Immersionsol bei der Immersions Konfiguration, auf das Objektiv angepasst sein. Ein Vor-
teil der DiLL Konfiguration ist zudem, dass die Aberrationen konstant bleiben, wihrend sie bei der Immersions
Konfiguration von der Fokustiefe abhéngen [38].
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5.2 Herstellungsmethoden von Wellenleiterstrukturen mit DLW

In dieser Arbeit wurden zwei Methoden verwendet, um Wellenleiterstrukturen mithilfe von DLW herzustellen.
Einerseits kann durch die verwendete Laserleistung wihrend des Schreibprozesses der Brechungsindex vom
Photolack beeinflusst werden. Andererseits kann die inverse Wellenleiterstruktur hergestellt und anschlieBend
mit einem Material mit hoherem Brechungsindex infiltriert werden. Vorab werden nun die Gemeinsamkeiten

beider Methoden angesprochen, und anschliefend werden deren Vorteile und Details genauer erldutert.

Gemeinsamkeiten der Herstellungsmethoden

Die Wellenleiterstrukturen sind entlang der Propagationsrichtung ausgedehnt, daher ist in dieser Richtung eine
hohe Auflésung nicht zwingend nétig. In lateraler Richtung, also senkrecht zur Propagationsrichtung, ist eine
hohe Auflosung nétig, um Wellenleiter mit so kleinen Durchmessern herstellen zu kdnnen, dass die Wellen-
leiter nur die Grundmode fiihren. Zudem lassen sich die Wellenleiter bei einer hohen lateralen Auflosung né-
her zusammen positionieren, wodurch sich stirkere Kopplungen realisieren lassen. Da der Voxel in axialer
Richtung groBer als in lateraler Richtung ist, bietet es sich daher an, die Propagationsrichtung der Wellenlei-
terstrukturen entlang der z-Richtung zu wihlen, sodass die geringere Auflésung nicht ins Gewicht fillt. Da
die Wellenleiterstrukturen somit in z-Richtung ausgedehnt sind, wird die DiLLL-Konfiguration beim DLW ver-
wendet. Zusammen mit der DiLL-Konfiguration ergibt sich aus diesen Randbedingungen IP-Dip der Firma
Nanoscribe als geeigneter Photolack. Dieser Photolack ist fiir das Herstellen von hochauflosenden Struktu-
ren in der DiLL-Konfiguration konzipiert worden und hat daher, wie ein Immersionsdl, einen an das Objektiv
angepassten Brechungsindex, um Aberrationen zu minimieren.

Als Substrate werden Deckglidser (Durchmesser 30 mm und Dicke 170 um) der Firma Thermo-Scientific
(Menzel-Gliser) verwendet. Die Substrate werden vorab in einem Ultraschallbad gereinigt und dafiir fiir 10 min
in jeweils Acetone, dann Isopropanol und zuletzt Reinstwasser getaucht. AnschlieBend wird mittels Atomla-
gendeposition (ALD) mit dem Gerét R-200 Standard der Firma Picosun eine einige Nanometer dicke Schicht
Aluminiumoxid (Al,O3) aufgebracht [39]. Diese Schicht ist notwendig, um im DLW-System die Position vom
Substrat iiber die Reflexion an der Grenzfliche von Photolack zu Glassubstrat iiber den Definite Focus® finden
zu konnen. Da der Photolack IP-Dip nahezu den gleichen Brechungsindex wie das Glassubstrat hat, wiirde
ohne diese Schicht keine messbare Reflexion an der Grenzflache auftreten.

Das verwendete DLW-System bietet mit Bithnen, piezoelektrischen Aktuatoren und Galvanometerscannern
drei Moglichkeiten, den Voxel relativ zum Substrat zu bewegen. Die Biithnen haben jedoch eine zu geringe Pri-
zision in lateraler Richtung und die piezoelektrischen Aktuatoren sind einerseits auf eine Distanz von 300 um
begrenzt und andererseits mit maximal 300 ums™~! zu langsam, um in einem vertretbaren Zeitrahmen die Struk-
turen herstellen zu konnen. Daher werden hauptséchlich die Galvanometerscanner mit einer Geschwindigkeit

von 20 mms !

verwendet, um die einzelnen Lagen der Strukturen in der x-y-Ebene zu schreiben, wihrend in
der z-Richtung der Fokusbetrieb des Mikroskops verwendet wird. Um zu Vermeiden, dass durch die Schreib-
richtung eine Vorzugsrichtung fiir die Wellenleiterstrukturen entsteht, wird die Schreibrichtung zwischen zwei
orthogonalen Richtungen bei aufeinanderfolgenden Lagen alterniert. Neben der Schreibrichtung wird auch die
Schreiborientierung aufeinanderfolgender Linien innerhalb einer Lage alterniert. Dadurch miissen die Galvano-
meterscanner eine geringere Strecke zuriicklegen, was den Schreibprozess verkiirzt. Ein kurzer Schreibprozess
hat zudem den Vorteil, dass die einzelnen Linien wegen des Proximity-Effekts miteinander verschmelzen [36].
Wenn an einem Ort eine Polymerisationsreaktion gestartet wird, findet die Reaktion durch chemische Diffu-
sion auch in die Umgebung statt. Der Proximity-Effekt beschreibt hier, dass durch die dadurch lokal erhohte

Vernetzungsdichte der Monomere bereits eine geringere deponierte Laserdosis ausreicht, damit sich ein festes

3Dabei wird ein beleuchtetes Gitter auf die Fokusebene des Objektives abgebildet. Das ggf. an einer Schicht reflektierte Licht wird dann
iiber das Objektiv auf einen schief gestellten Kamerachip abgebildet. Uber die Position auf dem Chip an dem das Gitter scharf abgebildet
wird kann die Position der Grenzfliche relativ zur Fokusebene ermittelt werden [40].
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Polymer bildet. Dadurch verschmelzen nahe nebeneinander belichtete Voxel miteinander. Bei allen Struktu-
ren wurde ein lateraler Linienabstand von 100 nm und ein axialer Lagenabstand von 250 nm gewéhlt, da dies
in etwa den AusmalBen eines Voxels entspricht [35]. Um unerwiinschte Verzerrungen der Strukturen zu ver-
meiden, werden zusitzliche Stiitzstrukturen mit hoherer Leistung um die eigentliche Struktur geschrieben, die
diese stabilisieren und ,,aufspannen®. Diese Strukturen sind jeweils kreisrund, um keine Vorzugsrichtung fiir die

Spannungen im Photolack zu bieten, die durch das Schrumpfen wihrend des Entwicklungsprozesses auftreten.

Herstellung via Infiltration

Beim Herstellungsverfahren durch Infiltration wird mit dem DLW das Inverse der Wellenleiterstruktur her-
gestellt. Das heifit, es wird mit dem DLW ein Polymerzylinder hergestellt, welcher an den Stellen, an denen
spater Wellenleiter sein sollen, Locher hat. Dieser Polymerzylinder ist, wie schematisch in Abb. 5.3 dargestellt,
von diinnen Kanélen der Linge nach durchzogen. Die Strukturen werden fiir 1 h in Propylenglycolmonome-
thyletheracetat (PGMEA, CAS No.: 108-65-6) und 1h in Isopropanol entwickelt. Durch die verhéltnismafig
lange Zeit im Entwickler und im Losungsmittel soll vermieden werden, dass Uberreste von unbelichtetem Pho-
tolack in den langen Kanilen zuriickbleibt. Im anschlieBendem Prozessschritt muss die hergestellte Struktur
mit einem Material gefiillt werden, welches einen hoherem Brechungsindex besitzt. Als Infiltrationsmedium
wird fiir die Strukturen SU8 (MicroChem) verwendet. Der Brechungsindex von SUS liegt mit ca. 1.59 iiber
dem von IP-Dip mit 1.54 [41]. Damit die Strukturen infiltriert werden kdnnen, sind sie auf ein Fundament ge-
druckt, durch welches das Infiltrationsmedium an das untere Ende der Wellenleiterkanile gelangen kann. Das
Infiltrationsmedium wird von dort aus tiber Kapillarkrifte bis ans andere Ende der Wellenleiterkanile trans-
portiert. Es zeigte sich, dass diese direkte Infiltration mit SUS8 tiber Kapillarkrifte nicht immer gelingt. Dies
konnte mitunter an ungewollten Polymerfiden in den diinnen Kanilen liegen, wie in Abb. 5.3 (b) gezeigt. Die
Polymerfidden konnten das SU8 beim Infiltrationsschritt verlangsamen oder stoppen. Um diese Polymerfiden
zu vermeiden, muss die Struktur mit einer Leistung sehr nahe an der Polymerisationsschwelle geschrieben wer-
den. Das Prozessfenster, in dem die Leistung hoch genug ist, dass sich eine feste Struktur bildet und niedrig
genug ist, dass der Infiltrationsschritt gelingt, ist klein. Erschwerend kommt hinzu, dass das verwendete SUS8
an der Luft innerhalb von wenigen Minuten deutlich viskoser wird und damit die diinnen Kanile verstopft [39].

Um diese Probleme zu umgehen wurden die Strukturen zuvor mit y-Butyrolacton (CAS No.: 96-48-0) in-
filtriert. y-Butyrolacton ist ein Losungsmittel fiir SUS, welches nur langsam bei Raumtemperatur verdampft.
Dadurch, dass die Struktur zuerst mit y-Butyrolacton gefiillt werden, ist der erste Infiltrationsschritt weniger
stark zeitlich limitiert und es kann abgewartet werden, bis das y-Butyrolacton an alle Stellen der Struktur
vorgedrungen ist. Uberschiissiges y-Butyrolacton wird dann vom Substrat entfernt und anschlieBend SU8 zu-
gegeben. Das SU8 muss nun nicht mehr alleine iiber die Kapillarkrifte in kurzer Zeit die Struktur durchdringen
sonder muss lediglich durch das y-Butyrolacton diffundieren und sich gleichmifig in der Struktur verteilen.
Durch diese Vorinfiltration mit 'y-Butyrolacton ist die Erfolgsquote des Infiltrationsschritt groer und deutlich
toleranter beziiglich der verwendeten Laserleistung wéihrend des DLW-Prozesses [42].

Insbesondere bei der Infiltration kann es vorkommen, dass sich die Polymerstrukturen von dem Substrat
ablosen. Da der Infiltrationsschritt auf Oberflachenspannung und den Kapilarkriften beruhen, wirken diese
Krifte ,,schlagartig® sobald die Fliissigkeit in Kontakt mit der Struktur kommt. Gleichen sich die Krifte in
lateraler Richtung nicht gegenseitig aus, wirkt die in z-Richtung ausgedehnte Struktur zudem als ,,Hebel* und
16st sich darauf hin vom Substrat. Um dies zu vermeiden, kann eine diinne Schicht Haftvermittler aufgebracht
werden. Dafiir wird die Oberflache der mit Al O3 beschichteten Substrate fiir 10 min in einem Sauerstoffplasma
aktiviert. Anschlieend werden die Substrate fiir mindestens 1 h in eine Losung aus 150 mL Toluol und 50 pL 3-
(Methacryloyloxy)propyltrimethoxysilan (CAS No.: 2530-85-0) gelegt, bevor sie nach 10 min in destilliertem
Wasser mit Stickstoff getrocknet werden.

Nach dem Infiltrationsschritt wird, um das SUS8 auszuhérten, die Struktur ausgebacken. Dafiir wird die
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Abbildung 5.3: (a) Schematischer Querschnitt der Wellenleiterstrukturen wihrend der Herstellung mit Infil-
tration. (b) REM-Aufnahme von Kanélen, die mit unerwiinschten Polymerfiden durchzogen sind. (c-e) Licht-
mikroskopbilder von Strukturen in Transmissionsbeleuchtung, bei denen (c) sich das SU8 beim Ausbacken in
die Wellenleiter zuriickgezogen hat, (d) der Meniskus von iiberschiissigen SU8, welcher die Abbildung der
Eintrittsfacette verzerrt und (e) die Struktur erfolgreich infiltriert wurde.

Probe in 10 Kmin~! Schritten auf eine Temperatur von 150 °C erhitzt und fiir 5 min die Temperatur gehalten,
bevor die Temperatur wieder langsam in 10 Kmin~! Schritten auf Raumtemperatur abgesenkt wird. Durch das
langsame Aufheizen und Abkiihlen wird vermieden, dass das SU8 aufreifit [39]. Beim Ausbacken verdampfen
jedoch die Losungsmittel im SU8, wodurch das Volumen etwas abnimmt. Es kann passieren, dass dadurch
das SUS8 in die Kanile zuriickgezogen wird und die Wellenleiter nicht bis zur anderen Seite der Struktur rei-
chen, wie in Abb. 5.3 (c) an den schwarzen Stellen zu erkennen. Um die Volumenabnahme zu kompensieren,
wird auf die Spitze der Struktur eine Art ,,Vorratsbehilter* gedruckt, wodurch zusitzliches SU8 wihrend dem
Ausbacken von oben nachflieBen kann. Der Meniskus des iiberschiissigen SU8 kann jedoch, wie eine Linse,
die Abbildung der Eintrittsfacette der Wellenleiterstruktur verzerren, wie in Abb. 5.3 (d) zu sehen. Um diesen
Linseneffekt wiederum zu vermeiden, wird der Durchmesser des Behilters so grofl gewihlt, dass der Meniskus
in der Mitte der Struktur so flach ist, dass die Abbildung nicht oder nur kaum verzerrt wird, wie an einem
erfolgreichen Beispiel in Abb. 5.3 (e) zu sehen [42].

Herstellung via direktem Schreiben

Die verwendete Laserleistung beim DLW-Prozess gibt vor, wie stark sich Polymere an dem Ort der Belichtung
vernetzten. Eine stirkere Vernetzung sorgt einerseits fiir hohere mechanische Stabilitédt aber andererseits auch
fiir einen leicht hoheren Brechungsindex [43—45]. Um auf diesem Prinzip basierend Wellenleiterstrukturen
herzustellen, wird beim DLW-Prozess an den Orten der Wellenleiter eine hohe Leistung und in dem umgeben-
den Medium eine niedrige Leistung, nahe der Polymerisationsschwelle, verwendet. Nach dem DLW-Prozess
wird tiberschiissiger Photolack auf der Spitze der Struktur entfernt, da dieser sonst zu einer Verzerrungen der
Abbildung fiihren wiirde. Dafiir wird die Spitze der Struktur fiir ca. 1 min in PGMEA getaucht. Der Bre-
chungsindexkontrast von ca. 6 - 1073 < An < 8-1073, welcher mit diesem Verfahren erreicht werden kann,
ist deutlich geringer als mit der Infiltrationsmethode. Entsprechend sind die Radien der Wellenleiter grofer
und es wird wegen der geringeren Kopplungsstirke fiir dquivalente Strukturen eine lingere Propagationslinge
benotigt. Wihrend bei zunehmender Propagationslidnge die Erfolgschance des Infiltrationsschritts der Infiltrati-
onsmethode sinkt, ist dies beim direkten Schreiben der Wellenleiterstrukturen keine Einschrinkung. So kénnen

Strukturen mit mehreren Millimetern Propagationsldnge hergestellt werden, wie in Ref. [46] oder Kapitel 8.
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5.3 Messaufbau fiir Wellenleiterstrukturen

Fiir die Untersuchung von Wellenleiterstrukturen muss sowohl die Eintrittsfacette, iiber die das Licht in den
Wellenleiter eingekoppelt wird, als auch die Austrittsfacette, iiber die das Licht nach der Propagation durch die
Struktur wieder austritt, abgebildet werden. Der allgemeine Messaufbau ist in Abb. 5.4 schematisch dargestellt.
Durch die Verwendung eines WeiBlichtlasers (SuperK EVO von NKT Photonics) und das anschlieBende Heraus-
filtern einer bestimmten Wellenldnge (SuperK VARIA tunable filter von NKT Photonics) kann die Wellenldnge,
und damit Kopplungsstirke zwischen den Wellenleitern, variiert werden. Der Laserstrahl wird zunichst linear
polarisiert und iiber ein Fernrohr aufgeweitet. Die darauf folgende Irisblende sorgt dafiir, dass ein kreisrunder
Bereich des rdaumlichen Lichtmodulators (engl. spatial light modulator; SLM) homogen ausgeleuchtet wird.
Mithilfe des SLM (LCOS*-SLM Modell: X13267 von Hamamatsu) kann iiber ein Hologramm ¢sy v (%,7) die
Phasenfront des aufgeweiteten Laserstrahls angepasst werden. Uber das SLM-Hologramm lisst sich die Phase
und die Intensitéitsverteilung auf der Eintrittsfacette der Wellenleiterstruktur vorgeben, wie im nichsten Ab-
schnitt zusammen mit dem Algorithmus genauer erldutert wird. Darauf folgt eine 4- f-Abbildung, bei der alles
aufler der ersten Beugungsordnung des am SLM reflektieren Lichts durch eine Irisblende geblockt wird.
Anschliefend wird der Laserstrahl iiber ein 20x Objektiv (LD Achroplan 440844 von Zeiss, NA = 0.4)
auf die Eintrittsfacette der Wellenleiterstruktur fokussiert. Der von der Eintrittsfacette der Struktur reflektierte
Anteil des Lichts durchliduft wieder das Objektiv und kann iiber einen Strahlteiler auf Kamera 1 (DCCI1545M
von Thorlabs) abgebildet werden. Der Rest des Lichts propagiert durch die Wellenleiterstruktur. Das Licht tritt
dann nach der Popagation an der Austrittsfacette aus und wird iiber ein zweites 20x Objektiv auf Kamera 2
abgebildet. Die Position der Struktur kann iiber zwei Translationsbiithnen (Linear Aktuator T-NAOSA25 von

“Die Abkiirzung LCOS steht fiir liquid crystal on silicon. Es handelt sich daher um ein Fliissigkristall-Display, auf einem Silizium-
Substrat, also mit reflektierender Riickseite.

f=1500mm f =400mm f=30mm

i ——

Polarisator

Irisblende

Eintrittsfacette
der Struktur

Irisblende

SLM mit @gy pm(F,¥) Kamera 2

(Transmissions-
f =400mm abbildung)

f=500mm  Strahlteiler

t =

f=250mm
Beleuchtung X \[ Substrat Beleuchtung
fiir Kamera 2 fiir Kamera 1
Kamera 1
(Reflexions-
abbildung)

Abbildung 5.4: Schematische Darstellung des Messaufbaus. Uber den SLM konnen beliebige Intensitiits- und
Phasenverteilung auf die Eintrittsfacette der Struktur abgebildet werden und iiber die beiden Kameras die Ein-
trittsfacette und die Austrittsfacette aufgenommen werden.
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Zaber) in x- und y-Richtung angepasst werden [39].

Wie in Abb. 5.4 erkennbar ist, sind der Strahlteilerwiirfel und die Kamera fiir die Abbildung der Eintritts-
facette explizit nicht im 90° Winkel zum Strahl positioniert. Durch diese Ausrichtung wird vermieden, dass
ein ungewollter Reflex des Laserstrahls die Kamera trifft. Wenn der Laserstrahl zum ersten Mal den Strahltei-
ler durchliuft wird er teilweise reflektiert. Dieser Anteil des Laserstrahls ist fiir diesen Versuchsaufbau nicht
weiter relevant. Es kommt jedoch an der Austrittsfliche des Strahlteilerwiirfels an der Grenzfliche von Glas zu
Luft zur Reflexion. Da diese beiden Grenzflichen des Strahlteilerwiirfels im Winkel von 45° zueinander ste-
hen, wird der einfallende Strahl durch diese beiden Reflexionen stets um 90° abgelenkt. Diese 90°-Ablenkung
ist unabhéngig von der Rotation des Strahlteilers. Dieser ungewollte Reflex ist dabei heller als die eigentlich
interessante Reflexion an der Eintrittsfacette der Struktur. Die Position der Abbildung der Eintrittsfacette hiangt
jedoch von der Rotation des Strahlteilers ab, daher kann durch eine kleine Rotation des Strahlteilers vermieden

werden, dass der ungewollte Reflex auf die Kamera trifft.

Algorithmus zum Berechnen des SLM-Hologramms

Bei dem im Aufbau verwendeten SLM handelt es sich um ein Fliissigkristall-Display, welches eine pixel-
weise einstellbare Phasenverzogerung erméglicht. Durch das auf dem SLM angezeigte Bild, das Hologramm,
kann die Phasenfront des einfallenden Strahls manipuliert werden. Wie alleine durch eine Phasenmodulation
die Phase und die Amplitude des Lichts auf der Eintrittsfacette vorgegeben werden kann, wird im Folgenden
schrittweise erldutert.

Um eine gewiinschte Feldverteilung E(x,y) (mit E € C) fiir das Einkoppeln in die Wellenleiterstruktur zu
erhalten, muss der SLM durch das angezeigte Hologramm die Feldverteilung so verindern, dass nach Propaga-
tion durch die nachfolgenden Optiken die gewiinschte Feldverteilung auf die Eintrittsfacette abgebildet wird.
Wie in Abb. 5.4 zu sehen, liegen zwischen der Eintrittsfacette der Wellenleiterstruktur und dem SLM, mit der
4- f-Abbildung und dem Objektiv, insgesamt drei Linsen. Entsprechend muss der SLM die einfallende ebene
Welle so manipulieren, dass nach der Reflexion am SLM die Feldferteilung dem invers fourietransformierten
der gewiinschten Feldverteilung entspricht E(%,7) = F ! (E(x,y)). Dabei stehen % und ¥ fiir die Koordinaten
in der Ebene des SLM und FE sei so skaliert, dass max (]E" ‘) =1.

Um die Amplitude des Strahls mit dem SLM zu verindern, kann eine Phasenverteilung @pj.e (%), wie in
Abb. 5.5 (a) dargestellt, gewdhlt werden, die einem Sigezahngitter (engl. blazed grating) entspricht, um Licht
effektiv in die erste Beugungsordnung des Gitters abzulenken [47]. Der Versatz der ersten Beugungsordnung
d in der ersten Brennebene nach dem SLM ist von der Wellenlinge des Lichts A, der Breite eines Sdgezahns
g und der Brennweite der ersten Linse abhéngig d ~ 2fA /g. Da durch das Sdgezahngitter gezielt Licht in die
erste Beugungsordnung abgelenkt werden kann, wird der Strahl nach der Reflexion am SLM durch einen 4-f-
Aufbau geleitet und in der ersten Brennebene alles aufler der ersten Beugungsordnung durch eine Irisblende
geblockt. Durch die Modulation der Amplitude des Sdgezahngitters, wie in Abb. 5.5 (b), sodass die Phase nicht
von 0 bis 27 sondern nur von 0 bis M (%,§) - 2 mit 0 < M < 1 durchlaufen wird, kann die rdumliche Verteilung
der Feldamplitude angepasst werden. Die Feldamplitude |E (%9) | ist dabei nicht proportional zu M (%, 7). Durch
eine Zerlegung der Phasenverteilung des modulierten Sdgezahngitters in eine Fourierreihe ergibt sich, dass die
Feldamplitude in der n-ten Beugungsordnung | E (£, 7)| = sinc (7 (n — M (%,7))) entspricht [47, 48]. Umgekehrt
gilt: um in der ersten Beugungsordnung die gewiinschte Amplitudenverteilung zu erhalten, muss daher die
Modulation des Sigezahngitters als M(%,§) = 1 —arcsinc (|E (£,7)|) /7 gewihlt werden, wobei arcsinc die
lokale Umkehrfunktion vom sinc ist [47].

Um die Phase des Strahls lokal zu manipulieren, wird die gewiinschte Phase addiert, wodurch sich, wie in
Abb. 5.5 (c) dargestellt, das Sdgezahnmuster verschiebt. Zusammen ergibt sich somit die Mdoglichkeit durch
die Phasenverteilung auf dem SLM, wie in Abb. 5.5 (d) dargestellt, gleichzeitig die Amplitude und die Pha-
se des abgelenkten Strahls rdaumlich vorzugeben. Fiir die Umsetzung im Experiment ist noch zu beachten,

34



Kapitel 5. Experimentelle Methoden

(a) Phasen-Sigezahngitter Qpjaze (£ Amplitudenmodulation E

‘1‘1‘1‘1‘1‘1‘1 \J\T\\J\\M

- -
0 /] 04444 /] /] /] /] /] A A A
_” 1 _7[ L L 1T T 1T 17T 0 1 T
P?{ 0 1
Phasenmodulation @ Feldmanipulation

VAL LA N A Mﬂﬁﬁ‘i

T TT
0 0 A A4 /] /] /] /] /] A4
- T T 1 |/ T T 1 |/ T T 1 |/ 1 - L !/!/!/ T T T T 11 |V|V|V| T 1

Abbildung 5.5: Uber das Hologramm auf dem SLM kann das elektromagnetische Feld, welches in die erste
Beugungsordnung abgelenkt wird, pixelweise manipuliert werden. (a) Wird die Phase wie mit einem Sidgezahn-
gitter bis 2z moduliert, wird maximal viel Licht in die erste Beugungsordnung abgelenkt. (b) Eine Modulation
der Amplitude des Sdgezahngitters fiihrt zu einer Modulation der Amplitude des Feldes in den Beugungsord-
nungen. Die Amplitude der Feldstirke in der n-ten Beugungsordnung wichst dabei proportional zum sinc der
Modulationsfunktion: |E| = sinc ((n — M)). (c) Ein Phasenversatz des Séigezahngitters wirkt sich proportional
auf die Phase des abgelenkten Feldes aus. (d) Durch Kombination von (b) und (c) lésst sich allgemein das Feld
in der ersten Beugungsordnung vorgeben (nach [47]).

dass die Phase nur in einem etwa 27 groflen Bereich moduliert werden kann, weshalb die Phase mithil-
fe der Modulo-Funktion mod (%,27) € [0,27] auf diesen Bereich beschréinkt wird. Zudem ist der Phasen-
versatz des Fliissigkristall-Displays wellenlingenabhingig. Daher wird fiir das Hologramm gy (£,7) auf
dem SLM die Phasenverteilung um den Faktor o(4)/27 reskaliert, wobei a(A) der Pixelwert ist, welcher
bei einer Wellenldnge A einem 27 Phasenversatz entspricht. Insgesamt ergibt sich damit fiir das Hologramm
osLMm (7,5) € [0,0(A)] auf dem SLM:

Psim (£,5) = (mod(arg(zz()z,y»+<pblaze<f>,zn)—n).(1_afcsin0(lf(f,y*)\)> I 10O B

T

Beugungsgitter und Phasenmodulation €[—7,7]
Amplitudenmodulation €[0,1]
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6. Negative Uberniichste-Nachbar-Kopplung

6.1 Motivation

Die Tight-Binding-Néherung erméglicht es, die Komplexitit eines Systems so weit zu reduzieren, dass das Sy-
stem durch endlich viele gekoppelte Moden-Gleichungen beschrieben werden kann. Damit lassen sich interes-
sante theoretische Modelle, oft von Gitterstrukturen, in verschiedensten experimentellen Plattformen wie kalten
Gasen [1], elektrischen Schwingkreisen [2], evaneszent gekoppelten plasmonischen [9], magnonischen [10],
dielektrischen Wellenleitern und vielen anderen umsetzen.

Grundannahme dieser Niherung ist, dass die Zustdnde des Gittersystems sich linear aus den Zusténden der
individuellen Gitterpunkte zusammensetzen lassen. Die Kopplungen zwischen den Gitterpunkten ergeben sich
dabei aus dem verhiltnismBig kleinen Uberlapp der Zustinde der individuellen Gitterpunkte. Oft werden zur
Vereinfachung in diesen Systemen alle Kopplungen auBler den zu den nichsten Gitterpunkten ¢ vernachlis-
sigt, wie in Kapitel 4.3.2 beschrieben. Diese Vereinfachung ist allerdings nur gerechtfertigt, wenn der Abstand
zwischen den Gitterpunkten deutlich grofler ist als die Ausdehnung der Zustinde. Bei kleinen Abstinden wer-
den die Kopplungsterme zu den anderen Gitterpunkten zunehmend relevant. In diesem Kapitel werden diese
Kopplungen zu weiter entfernten Gitterpunkten und insbesondere die Kopplung zu den jeweils iibernéchsten
Nachbarn ¢, genauer betrachtet. Dabei wird sich zeigen, dass ¢, nicht nur positive, sondern konterintuitiver
Weise auch negative Werte annehmen kann.

Negative c;-Kopplungen wurden bereits realisiert, indem das Potenzial von Gitterpunkten verstimmt [49—
52], das System dynamisch moduliert [53, 54] oder, wie auch in Kapitel 7, die teilweise negativen oder kom-
plexen Amplituden von hoheren Moden ausgenutzt wurden [55]. In dem hier betrachteten System ist dies
alles nicht der Fall, denn es wird eine Kette von statischen, dquivalenten einmodigen Wellenleitern betrachtet.
Bei anderen experimentellen Untersuchungen der c¢;-Kopplungen war entweder die Geometrie stirker einge-
schrinkt [4, 56] oder es wurde nur die Amplitude der Kopplung bestimmt [57, 58] und angenommen, dass die
Kopplung positiv ist. Eine natiirlich auftretende negative c,-Kopplung kann allerdings relevant werden, wenn
die c;-Kopplung der Parameter ist, welcher entscheidend fiir einen Ubergang von einer topologisch trivialen zu
einer nicht-trivialen Phase ist [1, 7, 59, 60].
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6.2 Eine einatomige Kette mit hoheren Kopplungstermen

Um die hoheren Kopplungen zu weiter entfernten Wellenleitern, insbesondere die Kopplung zum iibernéchsten
Nachbarn ¢, zu untersuchen wird, wie in Abb. 6.1 (a) dargestellt, eine angewinkelte Kette dquivalenter Wellen-
leiter betrachtet. Durch den Winkel o kann der Abstand zum tibernichsten Wellenleiter d» und damit auch die
Kopplung c¢; variiert werden, ohne den Abstand zum néchsten Wellenleiter d; und damit auch die Kopplung
c1 zu veridndern. Es wird nur der Bereich o € [0°,60°] betrachtet, da in diesem Bereich die Reihenfolge der
Abstinde di < dy < dj < ... erhalten bleibt. Die Breite der Einheitszelle wird mit d, bezeichnet. Die Struktur
hat zwar nur eine Translationsinvarianz nach 2d,, aber da die zwei Wellenleiter in dieser Einheitszelle gleich
gekoppelt sind, kann die Einheitszelle auf die effektive Breite von d, reduziert werden.

Wie bereits in Kapitel 4.3.2 beschrieben, kann die Entwicklung des Lichts in einer Kette von evaneszent ge-
koppelten Wellenleitern in der Basis der individuellen Eigenmoden %(70) durch gekoppelte Moden-Gleichungen

beschrieben werden:

—id.ii = (B+c)ii 6.1)

Die Elemente ¢, ;, der Kopplungsmatrix ¢ geben dabei die Kopplungen zwischen zwei Wellenleitern p und ¢
an. Diese lassen sich nach Gl. (4.35) iiber das Uberlappintegral mit den in Kapitel 4.4 bestimmten Eigenmoden

¥\ und y*) berechnen [19, 26, 56]:

An 1 ¥
car= (| S| ) = 5 [ W ey g () v () ey ©62)

Damit ergibt sich fiir die Kette an Wellenleitern eine Kopplungsmatrix c. In ¢ steht auf der jeweils p-ten Ne-
bendiagonalen die Kopplung zum jeweils u-nichsten Wellenleiter ¢y = cp+y,p. Fiir die im spéter beschriebenen
Experiment verwendeten Parameter ergeben sich die in Abb. 6.1 (b) gepunktet eingezeichneten Kopplungskon-
stanten. Dadurch, dass die Funktionen y/‘go) (x,¥), Ang (x,y) und %(70) (x,y) im Integral von Gl. (6.2) jeweils nur
positive Werte annehmen, sind alle Kopplungen positiv und hdangen hauptsédchlich vom Abstand zwischen den
Wellenleitern ab.

(a) (b)
: 2
L / Austrittsfacette _
|
£ A A A g | -
dx d2 Cl E ......... zl — gl
— A’\ :0 T 2 —— (2
%a @ 2 € —— &
= C4 C4
Eintrittsfacette \62/1 di E - .
0 .................................................................. )
y //
Z 1L 1L 1L 1L 1L
Lx 0° 20° 40° 60°
Winkel o

Abbildung 6.1: (a) Schematische Darstellung einer angewinkelten Kette von Wellenleitern mit einem Winkel
a, der Kopplung zum néchsten Nachbarn ¢y und der Kopplung zum iibernidchsten Nachbarn c,. Der Abstand
d, ist die Grof3e einer Einheitszelle und d; und d5 sind die Abstdnde zum néchsten bzw. iibernidchsten Nach-
barn. (b) Kopplungskonstanten fiir unterschiedlich angewinkelte Wellenleiterketten. Nach dem herkommlich
verwendeten Uberlappintegral in Gl. (6.2) ergeben sich die Kopplungen ci, ¢2, ¢3 und ¢4 zum jeweils ersten,
zweiten, dritten bzw. vierten Nachbarn (gepunktete Linien). Durch Beriicksichtigung der Nicht-Orthogonalitit
dieser Moden ergeben sich die jeweils korrigierten Kopplungen ¢, ¢,, €3 und é4 (durchgezogene Linien).
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6.3 Nicht-orthogonale gekoppelte Moden

Die Niherungen, die bis hierhin gemacht wurden, beruhen auf der Annahme, dass die individuellen Eigenmo-
den l//(o) eine geeignete Approximation fiir eine orthogonale Basis sind. Zwar fallen die individuellen Eigen-
moden exponentiell mit dem Abstand ab, aber gerade bei kleinen Abstinden, wenn hohere Kopplungsterme ins

Gewicht fallen, haben diese Moden einen nicht mehr zu vernachlissigenden Uberlapp Ky.p:

kar = (Wi ui”) = [l e vl () ey 6.3)

Um die Nicht-Orthogonalitit der individuellen Eigenmoden zu beriicksichtigen, muss bei der Herleitung

der gekoppelten Moden-Gleichungen in Gl. (4.35) anstatt dem Kronecker-delta 9, , jeweils k, , eingesetzt

werden:
<w§°>’ H, ‘%()o>> = 5,48 ~ &, ; < Y0 ‘ An, lI,’<)o)> _ <v/§°) ’ An, ‘w[go)> _ ; <WL§0) ‘ An, W§°)>
r#p ~———————  gFrFP
gy e ~0
(6.4)
R =k (B +B) — Aeqp 6.5)

Damit lisst sich die gekoppelte Moden-Gleichung (6.1) unter Beriicksichtigung der Nicht-Orhogonalitit
wie folgt schreiben [26, 61, 62]:
—ikdui = (kB +c)i. (6.6)

Diese Gleichung beschreibt nun das System zwar akkurater, allerdings mit der zusétzlichen Matrix k und
nach wie vor in der nicht-orthogonalen Basis der individuellen Eigenmoden w(?). Daher wird nun eine Basis-
transformation durchgefiihrt, sodass k in der neuen Basis der Einheitsmatrix entspricht. Nach der Definition
von k, , bilden die neuen Basisvektoren damit eine normierte und orthogonale Basis.

Die Transformationsmatrix T in die neue orthogonale Basis b = Tii ist durch die Wurzel' von k = T'T
gegeben. Durch Einsetzten vom k = T'T in Gl. (6.6) folgt mit einigen Umformungen [63]:

—iT'Toii= (T'TP +c)ii (6.7)
—iT70.Tii = (T'TP+¢) T 'Tii (6.8)
b=Tii - -

— —iT"9.b= (T'TBT ' +cT")b (6.9)

T‘f‘*l . .
_ T T 0h = (T T'TRBT '+ T 'eT )b (6.10)
—ih = (T[iT—1 +T"‘—1cT—1)Z3 6.11)

N—_——
def def..

b= (B +Z') b, (6.12)

Nach GL. (6.11) ergeben sich die korrigieren Kopplungskonstanten ¢ = T~ '¢T ! und Propagationskon-
stanten fi = TBT . Da alle Wellenleiter der Kette dquivalent sind, ist B sowie B proportional zur Einheits-
matrix und bei & sowie bei ¢ sind jeweils die Elemente auf den Nebendiagonalen gleich’. Von den Neben-
diagonalen von ¢ kdnnen die korrigieren Kopplungskonstanten ¢, entnommen werden. Diese Korrektur sorgt

dafiir, dass ¢ negativ ist. Um die korrigierten Werte besser mit andern Arbeiten zu vergleichen, werden im

'Da Kk eine symmetrische positiv definite Matrix ist, ist die Quadratwurzel eindeutig definiert.
2Fiir das explizite Ausrechnen der Kopplungen wurde eine endliche Kette mit periodischen Randbedingungen angenommen.
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Folgenden die Werte von & alle relativ zum Vorzeichen von ¢; betrachtet. Dadurch ist im Einklang zur hiu-
fig verwendeten Konvention die Kopplung zum néchsten Nachbarn positiv ¢} ; 0 [49-52]. Diese korrigierten
Kopplungskonstanten sind in Abb. 6.1 (b) als durchgezogene Linien eingezeichnet.

Durch die Korrektur ergeben sich im Vergleich zu ¢&; teilweise negative Kopplungskonstanten. So folgt
beispielsweise im Gegensatz zu Gl. (6.2), dass @&/¢ fiir den Bereich « é 40° negative Werte annimmt, dies
wird auch im nédchsten Abschnitt mit experimentellen Messungen belegt. Zudem sind die korrigierten Kopp-
lungskonstanten nun nicht mehr ausschlielich vom Abstand zwischen den Wellenleitern abhéngig, da ¢; nicht
konstant ist, obwohl d; konstant gehalten wird.

Es ist zudem erwdhnenswert, dass nach b = Tii aus den Elementen von T zusammen mit den individuellen

Eigenmoden y(?) die Feldverteilung der neuen Basiszustinde w(!) konstruiert werden konnen:

%51) (x,y) =Y Typ WSO) (x,y) (6.13)
q

Die Feldverteilungen von w(©) und w(! sind in Abb. 6.2 gegeniibergestellt. Beide Verteilungen fallen expo-
nentiell mit dem Abstand ab, aber bei q/“) ist zudem ein oszillierendes Verhalten mit Periodenlidngen von ~ 2d;
zu erkennen. Durch diese teilweise negativen Feldverteilungen ist ersichtlich, dass die Kopplungen, die sich aus
dem Uberlappintegral mit den neuen Basiszustinden ergeben, ebenfalls teilweise negative Werte annehmen:

- An, 1 *
ar = (| S| ) = 5 [ i ey g () v (e e (6.14)

Die konstruierten Feldverteilungen l//(l) besitzen drei charakteristische Eigenschaften: Sie sind rdumlich
lokalisiert, sie sind durch Translation ineinander iiberfiihrbar: l//,(,1> (x+2dy,y) = l//](ler)2 (x,y), und sie bilden
eine vollstidndige orthogonale Basis fiir den Raum der Moden, die von der Wellenleiterstruktur gefiihrt wer-
den: [[ l//,gl)*y/l(,l)dxdy = 8, . Diese drei charakteristischen Eigenschaften teilen die v mit den Wannier-
Funktionen, den Fourier-transformierten der Blochzustinde. Dadurch sind die l//(l) eine bessere Nidherung
fiir die Wannier-Funktionen als die y(*) und kénnen daher das System besser beschreiben. Auf die Wannier-
Funktionen und wie sich die Topologie des Systems auf diese auswirkt wird in Kapitel 7 noch genauer einge-

gangen.
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Abbildung 6.2: Normalisierte rdumliche Feldverteilung der Basiszustinde fiir unterschiedlich angewinkelte
Wellenleiterketten. (a) Die urspriinglichen Basiszustinde y(%) sind rein positiv und werden durch nahe gele-
gene Wellenleiter nicht beeinflusst. (b) Im Gegensatz dazu bilden die neuen Zustinde y(!) eine orthogonale
Basis. Die ridumlichen Felddichten w(!) werden durch die Uberlagerungen der urspriinglichen Eigenmoden
l//(()), gewichtet mit den Matrixelementen von T, berechnet.

6.4 Experimentelle Demonstration von negativen c,-Kopplungen

Um experimentell zu demonstrieren, dass ¢, negative Werte annehmen kann, wurde die Probe in Abb. 6.3
mit dem direkten Schreib-Verfahren, welches in Kapitel 5.2 vorgestellt wurde, hergestellt. In dieser Probe
sind verschiedene angewinkelte Wellenleiterketten enthalten, von denen beispielhaft die Ketten mit & = 0°
fiir ¢ < 0, o0 = 40° fiir ¢; =~ 0 und @ = 50° fiir ¢c; > 0 entsprechend der Vorhersage der nicht-orthogonalen
gekoppelten Moden-Gleichungen betrachtet werden.

Wie in Kapitel 4.3.2 gezeigt, ldsst sich die Entwicklung der Feldverteilung analytisch beschrieben, wenn
zu Beginn, bei z = 0, nur in den zentralen Wellenleiter eingekoppelt wird. Dies ldsst sich auch fiir eine Kette
mit Kopplungen bis zum M-ten Nachbarn verallgemeinern [64]. Im vereinfachten Fall, dass M = 2, lasst sich

die Entwicklung der Feldverteilung im n-ten Wellenleiter u, (z) wie folgt angeben:

un(2) =Y, i T am (2012) T (2022).

m—=—oo

(6.15)

Basierend auf dieser Gleichung sind die in Abb. 6.4 (a) dargestellten Intensitéitsverteilungen berechnet wor-
den. Die Verteilungen sehen bei c; = 0.2 gleich aus und laufen nur etwas weiter auseinander als bei ¢; = 0.
Das negative Vorzeichen von ¢, zeigt sich daher nicht unbedingt in der Intensititsverteilung, da es lediglich
die Phasenverteilung beeinflusst. Damit werden zwei Schwierigkeiten beziiglich der experimentellen Demon-
stration einer negativen c;-Kopplung deutlich. Einerseits muss aus den im Experiment zuginglichen Intensi-
titsverteilungen eine Information iiber die Phase extrahiert werden. Andererseits wird der Einfluss, welchen
die c;-Kopplung auf die Entwicklung hat, stets von dem Einfluss der betragsméBig viel groleren c;-Kopplung
iiberlagert.

Nach dem in Kapitel 4.3.2 vorgestellten Prinzip ergibt sich die Dispersionsrelation f (k) fiir eine Kette
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Abbildung 6.3: (a) Foto der hergestellten Wellenleiterstruktur mit einem 1 cm MaBstab. (b) Lichtmikroskopbil-
der der Eintrittsfacette der hergestellten Struktur mit fiinf angewinkelten Ketten von gekoppelten Wellenleitern
mit o = 45°, 30°, 0°, 40°, 50°. Der Radius eines Wellenleiters ist 1.3 um, der Abstand von Mitte zu Mitte zum
nichsten Wellenleiter ist d; = 4 um und die Propagationslidnge ist L = 2mm.

unter Beriicksichtigung aller Kopplungen bis zum M-ten Nachbarn [20, 57, 64]:

M
B (k) =2 cucos(uked,) (6.16)
u=1
M=2
—_— B (ky) = 2cy cos (kydy) 4 2¢2 cos (2kydy ) . (6.17)

Die Dispersionsrelation von Gl. (6.17) ist in Abb. 6.4 (b) fiir ¢; = 1 und verschiedene ¢, dargestellt. Das
negative Vorzeichen von c; ist daher in der Bandstruktur 3 (k) klar erkennbar.

Im vorhandenen Wellenleiter-Experiment gibt es jedoch nicht die Moglichkeit, die Bandstruktur direkt ab-
zubilden. Um trotzdem Informationen tiber die Bandstruktur zu extrahieren, wird die Entwicklung eines Wel-
lenpakets mit einem definierten k, betrachtet. Dafiir wird Licht in mehrere Wellenleiter iiber die Eintrittsfacette
der Struktur eingekoppelt, wobei benachbarte Wellenleiter einem Phasenversatz von AQ = k,d, zueinander ha-
ben [65]. Um ein Wellenpaket einzukoppeln, welches eine anndhernd gauB3formige Intensitéitsverteilung hat,
wird eine normierte Binomialverteilung der Breite » = 7 fiir die Amplitude verwendet. Damit lédsst sich die

einzukoppelnde Feldverteilung a, am Anfang der Propagation vorgeben:

v (n+[% =7 | 1 [n+3 ,
a, = 2(bl)< b exp (inA@) = %\ 7 exp (inA@) (6.18)

Da das System sich linear verhilt, ldsst sich die Entwicklung des Wellenpakets als Superposition bekannter
Losungen berechnen. Dafiir wird das Anfangsfeld a,, mit der Entwicklung nach Gl. (6.15), bei der nur in den

zentralen Wellenleiter eingekoppelt wird, gefaltet:

un(z)zan®< Y {7 T o (2¢12) Tin (202Z)> (6.19)
+14/2] o0
= Y @ Y i g1 (2012) T (2e22). (6.20)

1=Tof2) m=—

Mit Gl. (6.20) ergeben sich die in Abb. 6.4 (c) dargestellten Intensititsverteilungen fiir eine Kette von Wel-
lenleitern mit positiver Kopplung ¢; = 1 und negativer Kopplung ¢, = —0.2. Wird in diese Kette ein Wellenpa-
ket mit Ap = 0 eingekoppelt, werden hauptsidchlich Moden mit k& ~ 0, also Moden in der Mitte der Brillouin-
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Abbildung 6.4: (a) Propagation durch eine Kette von Wellenleitern mit ¢; = 1 wenn zu Beginn, bei z = 0,
nur in den zentralen Wellenleiter Licht eingekoppelt wird. Das Vorzeichen von ¢, hat keinen Einfluss auf die
Intensitétsverteilung. (b) Bandstruktur einer Kette mit Kopplung ¢; = 1 und verschiedenen Werten von c;.
(c) Propagation eines gauB3formigen Wellenpakets in einer Kette mit ¢; = 1 und ¢; = —0.2 nach Gl. (6.20).
Abhingig von dem Phasenunterschied A¢ beim Einkoppeln zwischen benachbarten Wellenleitern wird nur ein
bestimmter Teil der Moden im Impulsraum besetzt. In den unteren Diagrammen sind die Intensititsverteilungen
nach der Propagation sowie deren Mittelwerte und Standardabweichungen aufgetragen.

Zone (BZ), angeregt. Aufgrund der flachen Dispersionsrelation bleibt das Wellenpaket am gleichen Ort und
zerlduft kaum. Bei A@ = 7/2, also einem Wellenpaket mit k = %/24,, verschiebt sich der Schwerpunkt der Ver-
teilung wegen der schriagen Dispersionsrelation mit konstanter Geschwindigkeit iiber die Propagationsstrecke.
Bei Ap = &, einem Wellenpaket am dem Rand der BZ, lauft das Wellenpaket aufgrund der starken Kriimmung
der Dispersionsrelation auseinander.

Qualitativ ausgedriickt gibt der Schwerpunkt der Verteilung, also der Mittelwert 7z, Auskunft iiber die Grup-
pengeschwindigkeit des Wellenpakets und damit die erste Ableitung der Dispersionsrelation. Analog ldsst sich
die Divergenz des Wellenpakets iiber die Standardabweichung o, quantifizieren. Die Standardabweichung
steigt dabei proportional zum Betrag der zweiten Ableitung der Dispersionsrelation iiber die Propagations-
strecke an [19]. Die Standardabweichung o, hat dabei mindestens den Wert der Standardabweichung o, der
Feldverteilung a,, die eingekoppelt wird. Explizit auf die Bandstruktur mit ¢ 7 0 und ¢, # 0 von Gl. (6.17) be-

zogen ergeben sich die folgenden Proportionalitéten fiir 77 und o, fiir Wellenpakete mit k, nach einer gewissen
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Propagationsstrecke:

3B (k
gl(c x) 61D 54 e sin (kedy) — ddycasin (2kedy),  (6.21)
X

1 (ke) = (nlun (k) [*) o<

2
03 ) =/ {n = (k) () ) o ’agzz(ck) to

LV | —2d2¢| cos (ked,) — 8d2cs cos (2kdy) | + 0.

a

(6.22)

Wie in Abb. 6.4 (b) erkennbar ist, gibt es insbesondere am Rand und in der Mitte der BZ deutliche Un-
terschiede in der Kriimmung der Dispersionsrelation fiir ¢ > 0 und ¢, < 0. Wie in Abb. 6.4 (c) zu sehen ist,
zeigt sich die Kriimmung an diesen Stellen in der BZ ebenso deutlich in der Divergenz des Wellenpakets. Die
Differenz der Standardabweichungen dieser beiden Wellenpakete kann daher Aufschluss iiber die Stirke und
das Vorzeichen von ¢, geben:

Gy (0) — Oy (7/a,) o< (2d3\—c1 —der + o;,) - (2d§|c1 —der + o;,) (6.23)

lerlzdeal 5 3o (er+4e:—er+4e:) = 16 diex. (6.24)

Wie Gl. (6.24) zeigt, heben sich bei diesem Vergleich die Einfliisse von ¢; und o, auf. Zudem ist der
Einfluss, den ¢, auf ¢;, hat, um ein Vierfaches gegeniiber dem Einfluss von c; verstirkt, da die zweite Ableitung
der Dispersionsrelation betrachtet wird. Zusammenfassend kann festgehalten werden: Wenn o, (0) < o, (%/d,)
ist c2 < 0 und wenn 6, (0) > 6, (%/d,) ist auch ¢ > 0.

Basierend auf diesen Vergleichen wurden Wellenpakete mit verschiedenen A¢ in die hergestellten Struk-
turen eingekoppelt. Dafiir wurde Laserlicht mit einer Wellenldnge von 600nm verwendet. Das Licht wurde
iiber ein SLM-Hologramm so manipuliert, dass die gewiinschte Feldverteilung iiber mehrere Fokuspunkte mit
einem relativen Phasenversatz von A¢ auf der Eintrittsfacette der Struktur in die Wellenleiter eingekoppelt
wurde. Die Intensititsverteilungen an der Austrittsfacette der Struktur wurden mit einer CMOS-Kamera auf-
genommen und sind fiir die Fille A¢ = 0 und Ag = 7 in Abb. 6.5 (a) dargestellt. Dabei zeigt sich, wie mit den
nicht-orthogonalen Moden vorhergesagt, dass die Kopplung ¢, bei & = 0° negativ sein muss, da das Wellenpa-
ket am Rand der BZ stirker divergiert als das Wellenpaket im Zentrum der BZ. Umgekehrtes Verhalten zeigt
sich bei der Messung mit ¢ = 50°, bei der demnach die Kopplung ¢; positiv sein muss. Die kleinste Differenz
ist, ebenfalls wie vorhergesagt, bei o = 40° zu finden, wobei c¢; hierbei etwas zum Negativen tendiert.

Die Standardabweichungen der Intensitétsverteilungen bei den anderen préparierten Phasendifferenzen sind
in Abb. 6.5 (b) zusammengefasst. Diese Verldufe weichen aus zwei Griinden von GI. (6.22) ab. Erstens gibt
Gl. (6.22) die Divergenz eines Wellenpakets mit einem Wellenvektor an, aber da die eingekoppelte Feldver-
teilung a, eine endliche Ausdehnung hat, werden auch andere Moden mit dhnlichen Wellenvektoren angeregt.
Zweitens gewinnen insbesondere bei o = 40° und o = 50° hohere Kopplungsterme wie ¢3 und ¢4 an Gewicht,
die in GI. (6.22) nicht beriicksichtigt werden. Mit der Beriicksichtigung der Nicht-Orthogonalitit der Moden
ergeben sich fiir oo = 40° Kopplungsverhiltnisse von [&3/¢| < 3% und |é/¢| < 0.3% und bei o = 50° von
|&3/¢] < 8% und |é/é| < 0.6%.

Fiir einen geeigneten Vergleich werden basierend auf den gekoppelten Moden-Gleichungen die Intensitts-
verteilungen vorhergesagt und analog zu den Kameraaufnahmen ausgewertet. Fiir die Vorhersage werden die
diskreten Zustidnde nach der Propagation #(z = L) mit den individuellen Eigenmoden der Wellenleiter yl0)
gefaltet, um die rdaumliche Feldverteilung zu erhalten. Fiir die Berechnungen wurde ein Brechungsindexkon-
trast von An = 6- 1073 zwischen nwe und ne angenommen. Bei der Vorhersage in Abb. 6.5 (c) wurde bei den
gekoppelten Moden-Gleichungen die Nicht-Orthogonalitdt der Moden vernachlissigt und die Kopplungsma-
trix ¢ verwendet. Bei der Vorhersage in Abb. 6.5 (d) hingegen wurde mit der korrigierten Kopplungsmatrix ¢
gearbeitet und damit durch teilweise negative Kopplungen die Nicht-Orthogonalitit beriicksichtigt.

Die gemessenen Intensitétsverteilungen zeigen eine leicht geringere Divergenz der Wellenpakete als die
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(a) Intensitétsverteilung (b) Messung

a=0°c<0,Ap=0, k, =0 ——a=0%c<0

i | o= 40°,¢y ~ 0
300@0000@0@0@;}()3]?00( < b x50 230
£ 4}
S

oa=0° ¢ <0, Ao =7, ky = /d,
D00@0000000B®OOOO®OC

(c) konventionelle gekoppelte Moden

O{:40°ﬂ C'_)%O. A(P:O ]‘\mo
0000 e @ ® ® O O O O

00 0 @ ® ® 0 0 0 007 ¥,

=

2 ™ 1~
o =40° ¢, ~0, AQp =T, ky = 7/d, L

OOO@()O@OOOOO

OT0T®@® ®O OO 00 O0¢d 0L ‘ | .
(d) nicht-orthogonale gekoppelte Moden
8,
a=50°¢c>0, Ap=0, k, =0 50 a
OO0 O0O00®0Oe®©®® OO0 ;
0000 ee®®® 0000 %/\ /\
Rl e A [ —
& \A/
oL ‘ . ) .
- -1/2 0 /2 /4

Phasenversatz AQ

Abbildung 6.5: (a) Gemessene Intensititsprofile an der Austrittsfacette der Wellenleiterstruktur [66]. Die In-
tensititsprofile sind auf ihren jeweiligen Maximalwert normiert. Eine stirkere Dispersion des Wellenpakets am
Rand der Brillouin-Zone bei k, = 7/d, im Vergleich zu einem in der Mitte bei k, = 0 weist auf eine nega-
tive cp-Kopplung hin. Der Brechungsindexkontrast des Wellenleiters zum umgebenden Material ist ungefahr
An = 0.006 und die verwendete Wellenldnge ist 600 nm. (b-d) Ein Wellenpaket wird in eine Kette von Wellen-
leitern mit ¢ < 0, @ =0°; cp = 0, a = 40° bzw. ¢; > 0, a = 50° eingekoppelt. Die Standardabweichung des
Wellenpakets mit dem Phasenversatz A¢ nach einer Propagationslinge von 2 mm ist (b) aus der gemessenen
Intensititsverteilung extrahiert, (c) iiber die konventionellen gekoppelten Moden-Gleichungen mit der Matrix
¢ berechnet und (d) unter Beriicksichtigung der Nichtorthogonalitdt mit der Matrix ¢ berechnet.

gekoppelten Moden-Gleichungen vorhersagen. Dieser Unterschied wurde vermutlich durch einen zu gering
abgeschitzten Brechungsindexkontrast verursacht. Die Messung ist zudem leicht asymmetrisch, was einerseits
durch unterschiedlich gutes Einkoppeln von Licht in die verschiedenen Wellenleiter hervorgerufen werden
konnte. Andererseits konnte dies auch durch Herstellungsfehler beim DLW-Prozess, wie zum Beispiel Vignet-
tierung oder den Proximity-Effekt [36] verursacht worden sein.

Trotz dieser Anomalien ist qualitativ zu erkennen, dass die Messung (b) groBere Ahnlichkeit zu der Vor-
hersage (d) mit teilweise negativen Kopplungen hat als zu (c), in der alle Kopplungen strikt positiv sind. Ins-
besondere bei @ = 0° kann die negative c;-Kopplung, die sich auch in der Messung zeigt, nur mit der Nicht-

Orthogonalitit beschrieben werden.
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6.5 Ubergang zu einem freien Teilchen

Dass die c;-Kopplung in einer gerade Kette negative Werte annimmt, kann auch auf eine intuitive Weise ver-
standen werden. Je niher sich die Wellenleiter kommen, desto grofler werden die Kopplungskonstanten und
desto wichtiger werden auch hohere Kopplungsterme. Gleichzeitig wird das System zunehmend &hnlicher zu
einem freien Teilchen, welches in Richtung der Kette nicht eingeschréinkt ist. Daher muss sich die Dispersions-
relation im Grenzfall fiir kleine Abstinde zwischen den Wellenleitern derjenigen eines freien Teilchens bzw.
von Licht in einem homogenen Medium annihern, wie in Abb. 6.6 dargestellt. In diesem Grenzfall ergibt sich
fiir Licht, welches in einem homogenen Medium mit Brechungsindex ny, gefiihrt wird, nach der paraxialen
Niherung (k, < k;) eine Dispersionsrelation, die quadratisch mit &, ansteigt [19]

2

k
B (ko) =/ Kgnieg — ki ~ kontwg = 5 kO;lwg : (6.25)

Im anderen Grenzfall, in dem das Licht stark an die Wellenleiter gebunden ist, kann die Dispersionsrelation

von Lichts in einer Kette von Wellenleitern allgemein mit den Kopplungen bis zum M-ten Nachbarn angegeben
werden [64]:
M
B (k) =2 Zl ¢y cos (Ukydy). (6.26)
#:
An dieser Stelle wird ausgenutzt, dass +/dx/zcos (Ukyd,) mit 4 € IN5( eine (unvollstindige) orthogonale
Basis fiir den Raum der symmetrischen und dy-periodischen Funktionen darstellt, wobei das Integral iiber die

BZ als Skalarprodukt fungiert:

dy [
;x ) cos (U1 kydy) cos (Uakydy) dky = 8y, i, - (6.27)
—T/dy

Anders ausgedriickt konnen die Kopplungen ¢, als Integrale von f3 (k,) iiber die BZ bestimmen werden.
Wird dabei fiir 8 (k,) die Dispersionsrelation eines freien Teilchens eingesetzt, ergeben sich die Kopplungs-

konstanten, die fiir diesen Grenzfall zu erwarten sind:

dy
Cu= % _:/dx B (ki) cos (ukydy ) dky (6.28)
B(kx)=Gl. (6.25) _dy m/dy L k>
E— =z /_n/dx ( 0Mwg — 2k()nwg> cos (Ukyd,) dk, (6.29)
dx /s dy 1 K
= ﬂkonwg /_n/dx cos (ukyd,) dk, — o7 m /_n/dx ki cos (kydy) dky (6.30)
=0
& dmpeos(um)ues 1 (<1 631
47tkonyg dleﬂ dZkonyg  1? ’
Damit ergibt sich fiir diesen Grenzfall, dass ¢2/c; = —1/4 ist. Solange eine gerade Anordnung dquivalenter

Wellenleiter betrachtet wird, stellt damit —1/4 die untere Grenze fiir das Verhéltnis dieser Kopplungskonstanten
dar [66]. Werden keine dquivalenten Wellenleiter betrachtet, sondern die Propagationskonstanten gegeneinan-
der verstimmt, konnen auch hohere negative Kopplungen realisiert werden, wie in Ref. [49, 51] oder Kapitel 7
diskutiert.

Im Bild eines quasi-freien Teilchens kann auch verstanden werden, warum in Abb. 6.1 (b) bei oo = 60° nach

den nicht-orthogonalen Moden-Gleichungen |c;| < |c2|, obwohl in diesem Fall d; = d5. Die Kopplung ¢, wirkt
stets in x-Richtung entlang der Kette, wihrend c; bei groen o zunehmend in y-Richtung wirkt. Im Grenzfall

kleiner Abstinde wird das Potenzial zunehmend #hnlicher zu einem in x-Richtung unendlich ausgedehnten
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Abbildung 6.6: Schematische Dispersionsrelationen fiir Wellenleiterstrukturen mit den darunter dargestellten
Querschnitten. Im Grenzfall von kleinen Abstinden zwischen den Wellenleitern muss die Dispersionsrelati-
on einer Kette zunehmend &dhnlicher zu derjenigen eines freien Teilchens werden. Im Fall rechts, in dem die
Wellenleiter weit voneinander entfernt sind, ergibt sich eine Bandstruktur, bei welcher der Einfluss der cq-
Kopplung dominiert. Die Bénder haben eine cos (kyd,)-Form. Im Fall links ist das Licht in x-Richtung nicht
mehr eingeschrinkt. Entsprechend verhilt sich das Licht wie ein freies Teilchen und hat eine parabelférmige
Dispersionsrelation. Der Fall dazwischen, in dem hohere Kopplungsterme relevant werden, muss diese beiden
Grenzfille stetig miteinander verbinden (nach [14]).

Kastenpotenzial. Das Licht kann sich daher einfacher in x-Richtung als in y-Richtung ausbreiten, was sich
darin niederschligt, dass |c1| < |ca] ist.

Fazit

In diesem Kapitel wurden die Kopplungen zu weiter entfernten Wellenleitern genauer betrachtet und durch die
nicht-orthogonalen gekoppelten Moden-Gleichungen akkurat beschrieben. Dabei wurde experimentell gezeigt
und erklart, dass die Kopplungen zum iibernichsten Nachbarn ¢, im Vergleich zu ¢ negative Werte annehmen
konnen. Durch die Anordnung in einer angewinkelten Kette kann iiber den Winkel « die c;-Kopplung konti-
nuierlich vom Negativen ins Positive variiert werden. Diese Erkenntnisse konnten einerseits fiir experimentelle
Plattformen interessant sein. Wenn explizit der Winkel verwendet wird, bei dem ¢, ~ 0 ist, konnten die Gitter-
punkte im Experiment ndher zusammen positioniert und damit groere c;-Kopplungen genutzt werden, ohne
ggf. ungewollte Effekte von c,-Kopplungen in Kauf nehmen zu miissen. Andererseits konnte in theoretischen
Modellen explizit der Bereich des Parameterraums, in dem ¢, < O ist, auf interessante Phasen untersucht wer-
den, da dieser Bereich auch in Experimenten durchaus zugénglich ist. Diese Erkenntnisse lassen sich wegen der
breiten Anwendung der Tight-Binding-Niherung fiir diskrete Systeme auf einer Vielzahl von experimentellen
Plattformen anwenden.

Wihrend in diesem Kapitel gezeigt wurde, dass die Kopplung zum iibernichsten Nachbarn negativ sein
kann, wird im nichsten Kapitel explizit eine negative Kopplung zum nichsten Nachbarn konstruiert. Durch
die Kopplung zwischen verschiedenen Moden ldsst sich dadurch ein kiinstlicher magnetischer Fluss erzeu-
gen, welcher, nach den Symmetrie-Bedingungen fiir die Realisierung eines Quadrupol-topologischen Isolators

zwingend notwendig ist.
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7. Realisierung eines Quadrupol-topologischen Isolators

In diesem Kapitel wird ein topologischer Isolator hoherer Ordnung (HOTI engl. higher order topological insu-
lator) betrachtet. Bei den meisten bisher untersuchten topologischen Isolatoren, besitzen die N-dimensionalen
Systeme in der topologisch nicht-trivialen Phase geschiitzte (N-1)-dimensionale Randzustinde. Bei HOTIs sind
die Randzustinde hingegen um mehr als eine Dimension reduziert. In dem hier betrachteten Fall ist das System
ein 2D-Gitter welches in der topologisch nicht-trivialen Phase geschiitzte 0D-Zustéinde besitzt. Die Invariante,
welche hierbei die topologische Phase vorgibt, ist die Quadrupol-Polarisation. Um die aufeinander aufbauenden
Konzepte bis zur Quadrupol-Polarisation zu erldutern ist das Kapitel in drei Abschnitte unterteilt.

Im ersten Abschnitt werden von Grund auf die Konzepte von Topologie und die Eigenschaften von topo-
logischen Isolatoren erldutert. AnschlieBend werden die fiir die Topologie relevanten physikalischen Gréen
eingefiihrt und an Beispielen veranschaulicht. Im zweiten Abschnitt wird dann explizit auf die Theorie und die
Eigenschaften des betrachteten Quadrupol topologischen Isolators eingegangen. Dabei werden die Rechnun-
gen bis zur charakterisierenden topologischen Invariante und die nétigen Symmetrie-Bedingungen gezeigt. Im
letzten Abschnitt geht es um die Umsetzung dieses Systems in einer Struktur aus gekoppelten dielektrischen

Wellenleitern und den experimentellen Nachweis der topologischen Eigenschaften.

7.1 Topologische Systeme in der Physik

7.1.1 Topologie als Teilgebiet der Mathematik

Die Topologie an sich ist ein Teilgebiet der Mathematik, welches sich mit den Eigenschaften, die durch die
Lage und Anordnung von Elementen in mathematischen Strukturen entstehen, beschiftigt. Als topologisch
dquivalent oder homdomorph gelten dabei Strukturen, welche stetig durch Strecken, Stauchen, Verdrehen, etc.
ineinander {iberfiihrbar sind. Bei diesen stetigen Abbildungen bleiben die relativen Beziehungen der Elemen-
te in den Strukturen und damit auch die topologischen Eigenschaften der Struktur erhalten. Bei einer solchen
homdomorphen Abbildung muss daher die Umgebung aller Elemente erhalten bleiben und kann nicht auf meh-
rere separate Bereiche abgebildet werden. Das wohl bekannteste und anschaulichste Beispiel hierfiir sind 2D
Oberflichen im 3D-Raum. Unter homdomorphen Abbildungen konnen diese Flidchen quasi gummiartig aus-
einandergezogen, komprimiert, verbogen verzerrt und verdrillt werden, ohne dass sich die lokale Umgebung
der Punkte auf diesen Fldchen dndert. Nach diesen Regeln kann zum Beispiel die Oberflidche einer Tasse ho-
moomorph in die eines Torus iiberfiithrt werden aber nicht in die einer Kugel oder einer Teekanne, wie in
Abb. 7.1 (a) dargestellt. Fiir eine solche Verformung miisste anschaulich gesprochen die Oberfliche der Tas-
se an einer Stelle ,,aufgeschnitten” und anders ,,zusammengeklebt* werden. Allerdings dndert gerade dieses
Aufschneiden und Zusammenkleben die Umgebung der Punkte an den Schnitt- bzw. Klebe-Kanten. In diesem
geometrischen Beispiel ist die topologische Invariante, welche angibt, welche Oberflachen homéomorph sind,
anschaulich durch die Anzahl der Locher in der Struktur gegeben. Jedoch ist diese Invariante in abstrakteren
Riumen nicht immer so offensichtlich, weshalb im Allgemeinen andere Hilfsmittel verwendet werden um die
topologische Invariante zu ermitteln.

Eine Moglichkeit, Informationen iiber die Topologie der zugrundeliegenden Struktur zu erlangen, ist ge-
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gauBBsche Kriimmung

Abbildung 7.1: (a) 2D-Oberflichen im 3D-Raum. Homdomorphe Oberflichen sind mit der gleichen Farbe dar-
gestellt und nicht-homdomorphe Verformungen sind mit einer Schere gekennzeichnet. (b) Verschiedene nicht-
kontrahierbare Pfade auf einem Torus. Nur der orangene und der rote Pfad sind ineinander iiberfiihrbar. (c) Eine
Kugel und ein Torus. Fiir die drei griin markierten Punkte sind die Kriimmungsradien als Pfeile eingezeichnet.
Die roten (blauen) Pfeile gehoren zu einer positiven (negativen) GauB3sche Kriimmung. (d) Eine Kugel und ein
Torus, auf denen farblich die Gaulsche Kriimmung dargestellt ist.

schlossene Pfade in diesen Strukturen zu betrachten. Um bei dem geometrischen Beispiel zu bleiben, werde
ein beliebiger geschlossener Pfad auf der Oberfldche einer Kugel betrachtet. Dieser Pfad kann nach den Regeln
der Topologie stetig auf der Oberfliche verformt oder verschoben werden. Wenn der Pfad auf einen beliebigen
Punk zusammengezogen werden kann, wird von einem kontrahierbaren Pfad gesprochen. Sind alle geschlos-
senen Pfade kontrahierbar, wie in dem Fall der Oberfldche einer Kugel, dann wird von einem einfach zusam-
menhédngenden Gebiet gesprochen. Die Oberfliche eines Torus hingegen ist nicht einfach zusammenhingend.
Denn es gibt Pfade auf dem Torus, welche zum Beispiel einmal um das Loch in der Mitte verlaufen und daher
nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden koénnen. Auf dem Torus gibt es auch Pfade, die mehrmals
um dieses Loch oder in die entgegengesetzte Richtung verlaufen. Keiner der genannten Pfade ist stetig in die
jeweils anderen iiberfiihrbar, nur Pfade, welche sich gleich oft in die gleiche Richtung um dieses Loch winden,
konnen stetig ineinander iiberfiihrt werden, wie an einigen Beispielen in Abb. 7.1 (b) veranschaulicht wird [67].

Eine andere Moglichkeit, die Topologie der zugrundeliegenden Struktur zu ermitteln, ist es, global die
Kriimmung zu bestimmen. Um auch hier bei dem Beispiel zu bleiben, werden die Oberflichen der geometri-
schen Strukturen betrachtet. An einem Punkt auf der Oberflache S kann senkrecht zur Normalen die Kriimmung
durch die zweite Richtungsableitung bestimmt werden. An jedem Punkt gibt es dabei eine Richtung, in welche
die Kriitmmung maximal ist. Senkrecht dazu ist die Kriimmung minimal. Die (Gauflsche) Kriimmung Ks an
diesem Punkt ist hierbei definiert als das Produkt dieser beiden Kriimmungen. Auf der Oberfliche einer Kugel
mit Radius R entspricht die GauBsche Kriimmung daher auf der gesamten Oberfliche 1/r?, wie in Abb. 7.1 (c)
dargestellt ist. Bei einem Torus hingegen gibt es auch Bereiche mit einer negativen Gauf3schen Kriimmung.
Anschaulich bedeutet das, dass die zwei Kriimmungsradien, wie auf der ,,Innenseite* des Torus, anti-parallel
zueinander ausgerichtet sind. Auf der ,,Aullenseite* des Torus oder auf einer Kugel, also bei einer positiven
Kriimmung, sind die Kriimmungsradien parallel zueinander.

Nun lésst sich hier am Beispiel der Kugeloberfliche S die mittlere GauBische Kriimmung als Integral tiber

die gesamte Oberfliche ermitteln.

. 1 1 >
Bsp. Kugel: Anﬁ-RdA:ﬁAnR _4n 7.1)

Allgemein: // KsdA =2my(S) (7.2)
S
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Im letzten Schritt wurde hier noch die Eulercharakteristik y einer Oberfliche eingefiihrt, die fiir Oberflichen
homdomorph zu einer Kugel den Wert 2 hat. Homdomorphe Verformungen wie eine Delle oder eine Beule
sorgen an einigen Stellen fiir mehr aber gleichermaBen an anderen Stellen fiir weniger Kriimmung sodass sich
die Kriimmungsdichte genau ausgleichen. Das gleiche Integral ergibt bei einem Torus hingegen 0, da sich die
negativ gekriimmte ,,Innenseite des Torus und die positiv gekriimmte ,,Auflenseite” genau ausgleichen. Auch
hier andern homdomorphe Verformungen z.B. zu einer Tasse nicht den Wert des Integrals.

Die Tatsache, dass allgemein iiber die globale Kriimmung dieser glatten Oberflichen nach Gl. (7.2) auf die

Anzahl der Locher zuriickgeschossen werden kann, ist bekannt als der Satz von Gauf3-Bonnet [68].

7.1.2 Der erste topologische Isolator

Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, beschiftigt sich Topologie mit den Eigenschaften, welche durch die
globale Struktur des Systems vorgegeben sind. Lokale Verdnderungen verdndern die Struktur und damit die
topologischen Eigenschaften nicht. Insofern die Storungen nicht die Struktur des Systems dndern konnen sie
als homdomorph betrachtet werden. Physikalische Systeme, deren Eigenschaften auf der zugrundeliegenden
Topologie beruhen, haben daher intrinsisch eine gewisse Robustheit gegen lokale Schwankungen. Fiir physi-
kalische Effekte oder Anwendungen bedeutet das, dass diese nicht oder nur wenig anfillig auf Storungen wie
zum Beispiel thermische Fluktuationen, Fabrikationsungenauigkeiten oder Defekte sind.

Das Feld der topologischen Physik begann 1980 mit der Entdeckung des Quanten Hall Effekts [69]. Beim
klassischen Hall Effekt wird ein Festkorper, welcher senkrecht von einem Magnetfeld B, durchstromt wird
als zweidimensionales Elektronengas in der x-y-Ebene betrachtet. Fliet durch diesen Festkorper ein Strom in
x-Richtung I, werden die Ladungstriger durch die Lorentzkraft abgelenkt. Dadurch kommt es zum Aufbau der
Hall-Spannung U, senkrecht zum Strom /, und zum Magnetfeld B,. Dabei steigt der Hall-Widerstand R, = Uy/I,
proportional mit dem Magnetfeld an. Beim Quanten-Hall-Effekt ist das Magnetfeld deutlich stirker und die
Temperatur deutlich niedriger!. Unter diesen Bedingungen ist der Hall-Widerstand nach wie vor abhiingig vom
Magnetfeld, aber wie in Abb. 7.2 (a) dargestellt, auf Plateaus quantisiert. Bei diesen Plateaus liegt die Leitf-
higkeit (1/r,,) unabhiingig von Material oder der Form jeweils bei ganzzahligen® Vielfachen von ¢*/s. Kurz nach
dieser Entdeckung wurde gezeigt, dass die Elektronen-Zustinde im Festkorper eine topologisch nicht-triviale
Struktur haben. Daraus konnte gefolgert werden, dass die Leitfdhigkeit quantisiert sein muss [70] und ein quan-
tisierter Teilchentransport vorliegt [71]. Vereinfacht gesagt werden die Elektronen in der Mitte des Festkorpers
durch das Magnetfeld lokalisiert, wie in Abb. 7.2 (b) dargestellt. Die Energie der Elektronen ist dabei haupt-
sdchlich von ihrem Drehimpuls ¢ abhiingig. Durch das starke Magnetfeld ist der Drehimpuls der Elektronen
quantisiert, sodass die Energie der Elektronen nur gewisse Energie-Niveaus, sogenannte Landau-Niveaus an-
nehmen kann. Der Energieabstand zwischen den Landau-Niveaus ist dabei proportional zur Zyklotronfrequenz
.. Bei den Magnetfeldstirken, bei denen der Hall-Widerstand auf einem Plateau ist, liegt die Fermi-Energie
EF, wie in Abb. 7.2 (c) dargestellt, zwischen zwei Landau-Niveaus und das Innere des Festkorpers ist effektiv
ein Isolator. Im Gegensatz zu den Béndern in herkdmmlichen Isolatoren haben die Landau-Niveaus eine topo-
logisch nicht-triviale Struktur. Wegen des topologischen Ubergangs am Rand des Festkorpers zur topologisch
trivialen Umgebung, gibt es Zustdnde, die am Rand lokalisiert sind, deren Energien zwischen den Landau-
Niveaus liegen. Diese Zustinde miissen wegen der von Null verschiedenen Gruppengeschwindigkeit am Rand
entlang propagieren. Da es in der Bandliicke keine weiteren Zustinde gibt, in welche ein Defekt die Elektro-
nen streuen konnte, ist der Elektronentransport durch diese Randzustéinde absolut storungsfrei. Die Anzahl der

propagierenden Randzustinde ist dabei durch die topologische Invariante bestimmt.

'Die thermischen Anregungen sind kleiner als die Energie-Aufspaltung der Landau-Niveaus iio. < kgT.
2Wenn die Elektron-Elektron-Wechselwirkung nicht vernachlissigt werden kann, kann es auch zu rationalen Vielfachen kommen. In
diesem Fall spricht man vom fraktionalen Quanten-Hall-Effekt.
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ho,

Hall-Effekt
Quanten Hall-Effekt

Landau-Niveau ¢

B k

Abbildung 7.2: (a) Schematische Darstellung der Abhingigkeit des Hall-Widerstands vom Magnetfeld. (b) Die
Elektronen werden durch das Magnetfeld auf Kreisbahnen gezwungen. In der Mitte des Festkorpers sind die
Elektronen wie in einem Isolator lokalisiert, wihrend sie am Rand an der Grenzfliche entlang propagieren
miissen. (c) Ausschnitt des Level-Schemas des Quanten-Hall-Effekts. Die Energien der Randzustinde liegen
zwischen den Landau-Niveaus.

7.1.3 Berry Phase

Nach der kurzen Einfithrung der Topologie und der historischen Einleitung topologischer Isolatoren kann sich
durchaus die Frage stellen, inwiefern diese beiden Bereiche zusammenhingen. Um hier die Verbindung herzu-
stellen, miissen die mathematischen Konzepte auf Strukturen in der Festkorperphysik iibertragen werden. Der
Raum, welcher in der Regel in der Festkorperphysik betrachtet wird, ist der Impulsraum und die Strukturen
und Elemente darin sind jeweils durch die Bandstruktur und die Blochzustéinde gegeben. Der Impulsraum kann
dabei in der Regel auf die erste Brillioun-Zone (BZ) reduziert werden. Nun ist es aber nicht offensichtlich, wie
bei den Oberflachen in Abschnitt 7.1.1, dass es zum Beispiel Locher in den Béndern gébe. SchlieBlich gibt es
fiir jeden Impuls & in jedem Band n einen Zustand ‘1//,1 (ié)> mit der Energie E, (k). Stattdessen wirkt sich die
Topologie des Bandes auf die relativen Phasen der Zusténde in den Biandern aus.

Jedoch ist die Phase der Blochzusténde nicht eindeutig bestimmt, sondern ein freier Parameter. Daher wird
im Folgenden angenommen, dass eine Eichung gewiéhlt wurde, sodass die Phase der Blochzustinde sich nur ste-
tig mit dem Impuls dndert und keine Phasenspriinge auftreten. Werde nun ein Zustand in einem nicht-entarteten
Band betrachtet, welcher adiabatisch auf einem Pfad P im Impulsraum in einen anderen Zustand iiberfiihrt
wird. Je nachdem wie die zugrundeliegende Topologie ist, kann dieser Zustand auf dem Pfad eine Phase yp
aufsammeln. Allerdings hingt diese Phase nicht nur von dem Pfad, sondern hauptsichlich von der Eichung des
Anfangs- und des Endzustands ab. Diese Willkiir fillt weg, wenn ein geschlossener Pfad betrachtet wird, da
damit Anfangs- und Endzustand auf die gleiche Phase geeicht sein miissen. Somit ist die Phase, welche auf
einem geschlossenen Pfad aufgesammelt wird, eichinvariant [72].

Eine solche geometrische Phase, die beim Durchlaufen eines geschlossenen Pfads nur durch die zugrunde-
liegende Geometrie bzw. Topologie verursacht wird, wird im Allgemeinen als Berry-Phase bezeichnet®. Um

diese nun zu berechnen sei ‘1//(75)> ein Zustand auf dem geschlossenen Pfad P, dann wird ein Zustand in des-

sen unmittelbarer Umgebung )111(75 + d7€)> diesem sehr dhnlich sein und die relative Phase e *4” zwischen den

beiden Zustinden ldsst sich berechnen:

(wik)
(w®)

w(k+ d%)>

—iAy _
wli+ dié)> ‘

(&

(7.3)

Im Grenzfall dk — 0 geht auch die Berry-Phase gegen Null, sodass fiir kleine Ay der Imaginérteil der

3Ein anderes Beispiel, bei dem sich der Effekt einer geometrischen Phase zeigt, wird in Kapitel 8.4 angesprochen. Dabei zeigt sich
eine geometrische Phase direkt als Rotation der Polarisation von Licht, welches in einem helixformigen Wellenleiter propagiert. In diesem
Beispiel ist die Phase nicht durch die periodischen Randbedingungen beschrinkt, sondern kann kontinuierliche Werte annehmen.
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Exponentialfunktion geschrieben werden kann:
~ _iA . dk—0 . - >\ 7 def. 77\ 7
™ (e 7) = sin(Ay) < Ay:1<w(k)‘vkq/(k)>d el A(%)dk (7.4)
Im letzten Umformungsschritt wurde dabei die Berry-Verbindung A(k) = i<l//(7é)‘Vk l//(ic')> eingefiihrt,

welche stetig die Anderung der relativen Phase angibt. Mit dieser Lisst sich kontinuierlich die Phaseniinderung

auf einem Pfad integrieren und damit die Berry-Phase bestimmen [73]:

vo=if (wlh

Als alternative Herangehensweise kann auch mit einem sogenannten Wilson Loop das Produkt der Projek-

Ve (E) ) dk = 753 ARydr (1.5)

tionen aus Gl. (7.3) gebildet werden, wodurch sich die relativen Phasen aufaddieren. Dafiir wird der Pfad P in
N Schritte k ;mit j € [1,N] aufgeteilt.

Wp = Wiy = (W) [wEv-1)) . () |wiko)) (wiko) | wik) ) 7.6)

Die Berry-Phase ist hierbei als Phase des Wilson Loops yp = arg(Wp) gegeben. In dem diskreten Fall mit
endlichem N ist zwar |Wp| < 1 aber im Grenzfall gilt wieder limy_,o [Wp| =1 [72].

Allgemein sollten fiir die Berechnung der Berry-Phase die zu betrachtenden geschlossenen Pfade nicht
kontrahierbar sein, sonst konnten sie stetig auf einen Punkt zusammengezogen werden und wiirden demnach
immer eine Berry-Phase von Null ergeben. Dadurch, dass die Zustinde am Rand der BZ identisch sind, ist
zum Beispiel in 1D die BZ dquivalent zu einem Ring und in 2D zu einem Torus. Entsprechend sind Pfade, die

einmal durch die BZ verlaufen, sowohl geschlossen als auch nicht kontrahierbar.

1D Beispiel: Su-Schrieffer-Heeger Modell

Im Folgenden wird das Su-Schrieffer-Heeger Modell (SSH) als kurzes Beispiel betrachtet, bei dem es zu der
Aufsammlung einer Berry-Phase ungleich Null kommt. Beim SSH-Modell handelt es sich um das einfachste
System eines topologischen Isolators, der aus einem 1D Gitter mit einer zweiatomigen Einheitszelle besteht.
Die zwei Gitterpunkte sind innerhalb der Einheitszelle mit der Kopplungsstidrke v und zwischen den Einheits-
zellen mit w gekoppelt (siehe Abb. 7.3 (a)). Unter periodischen Randbedinungen sind die Losungen des SSH-
Modells die Blochmoden, welche sich als ebene Wellen iiber das gesamte Gitter erstrecken. Im Gegensatz
zur einatomigen Kette aus Kapitel 4.3.2, sind hier wegen der Struktur in der Einheitszelle die Amplituden u;
und u, an den jeweiligen Gitterpunkten verschieden. Diese Amplitudenverteilung in der Einheitszelle kann in
|u(k)) = (u1 (k),uz(k))” zusammengefasst werden. Damit kénnen die Blochmoden |y/(k)) als Produktzustand
bzw. als Faltung von ebenen Wellen iiber das Gitter, mit |u(k)) als Amplitudenfunktion in der Einheitszelle,

geschrieben werden:

|W(k>> = eikx> ® ‘M<k)> € HGitter 02y HEinheitszelle (77)

Mit diesem Ansatz lassen sich analog zu Gl. (4.52) die gekoppelten Moden-Gleichungen fiir das SSH-
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Abbildung 7.3: (a) Skizze des SSH-Modells mit der Kopplung innerhalb der Einheitszelle v und zwischen zwei
Einheitszellen w. (b) Spektrum eines endlichen SSH-Gitters mit v+ w = 2 abhiéngig vom Kopplungsverhilt-
nis v/w. Die Lokalisierung der Zustiinde ist als Farbe dargestellt. (c) Summe der Wahrscheinlichkeitsdichten der
Zustinde (oben) in der Bandliicke und (unten) im unteren Band. (d) Ein SSH-Gitter welches abschnittsweise in
der trivialen und der nicht-trivialen Phase ist. Dargestellt ist die Summe der lokalen Wahrscheinlichkeitsdichten
der Zustédnde in der Bandliicke.

Modell schreiben:

wt 0w up (k)e® up (k)e®

vieoow T uy (k)e® up (k)e®

(7.8)

Wie bei der einatomigen Kette kann in jeder Zeile nun jeweils ein Phasenfaktor ausgeklammert werden und
es ergibt sich jeweils das selbe Eigenwertproblem. Werden hierfiir nur die mittleren zwei Zeilen von Gl. (7.8)
betrachtet, ldsst sich das Eigenwertproblem aufstellen, wobei die Amplituden u; (k) und u, (k) durch die Eigen-

vektoren gegeben sind.

“ u v ek
() o) w2, ) o

Diese Gleichung hat zwei Losungen die aufgrund der Inversionssymmetrie bei den Energien +F (k) liegen.
Diese zwei Losungen bilden die zwei Binder des Isolators im SSH-Modell zwischen denen, insofern v # w, ei-
ne Bandliicke liegt. Fiir ein endliches SSH-Gitter ist das Spektrum in Abhédngigkeit des Kopplungsverhéltnises
in Abb. 7.3 (b) aufgetragen. Nur in dem metallischen Fall v = w ist die Bandliicke geschlossen. Die topologisch
nicht-triviale Phase v < w unterscheidet sich von der topologisch trivialen Phase v > w erkennbar darin, dass es
Zustinde in der Bandliicke bei £ = 0 gibt. Diese Zustéinde sind wie in Abb. 7.3 (c) zu sehen, an den Enden der
Kette lokalisiert. Diese Randzusténde sind, wie beim Quanten-Hall-Effekt in Abschnitt 7.1.2, ein direktes Re-
sultat davon, dass lokal ein topologischer Ubergang von dem nicht-trivialen Struktur der Kette zu der trivialen
Struktur der Umgebung stattfindet. Da die relativen Phasen der Zustinde in den beiden Gebieten topologisch
verschieden sind konnen nicht alle Zustdnde homdomorph von dem nicht-trivialen Gitter in die triviale Um-

gebung iibergehen. Als Folge dieser Unstetigkeit befinden sich, wie in Abb. 7.3 (d) dargestellt, jeweils an den
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Abbildung 7.4: (oben) Bandstruktur in der nicht-trivialen, metallischen und trivialen Phase des SSH-Modells.
Die Phase des Amplitudenverhiltnisses “1/u, ist farbkodiert und bei den Zusténden, bei denen #1/u, = +1, ist
die Paritidt durch das Zeichen + angegeben. Fiir die Zustinden des oberen Bands ist die Farbskala ausblast

—

dargestellt. (unten) Darstellung von allen d(k) in der BZ ebenfalls fiir die drei Fille.

Grenzfliachen topologisch verschiedener Phasen lokalisierte Zustinde.
Eine alternative Schreibweise, die hilfreich ist, um die relative Phase zwischen den Zustinden und damit
den Unterschied zwischen den topologischen Phasen zu visualisieren, ist die Zerlegung des Hamilton-Operators

in die Paulimatrizen o:

H(k) = (v+wcos (k) (O ! + wsin (k) (0 _1>:dx(k)6x+dy(k)6yzj(k)6 (7.10)
—\1 0) ——\i o0
Lan(k) Sy

Die Amplitude des Vektors d ist dabei proportional zur Energie der Blochmode:

E(k) = /v + w2+ 2vweos (k) = oy [d2 (k) + d2 (k) = ﬁ:HJ(k)H (7.11)

Die Richtung von d gibt wihrend dessen die relative Phase zwischen den Amplituden arg (#1/4,) an. Wie in
Abb. 7.4 zu sehen ist, sind die Bandstrukturen vom trivialen und nicht-trivialen Fall energetisch gleich. Jedoch
sind die beiden Fille durch Auftragen der d(k) in ein d,-dy-Diagramm klar unterscheidbar. Im nicht-trivialen
Fall winden sich die Zustinde um den Ursprung, aber im trivialen Fall tun sie dies nicht. Der Ursprung ist
hierbei ein charakteristischer Punkt, denn ein Isolator liegt nur vor, wenn die Bandliicke getffnet ist, also der
d-Vektor nicht durch den Ursprung verlduft. Wird der Ursprung ausgeschlossen, dann liegen die Zustinde
im trivialen Fall im d,-dy-Diagramm auf einem kontrahierbaren Pfad, wihrend sie das im nicht-trivialen Fall
nicht tun. Um von dem einen in den anderen Fall iberzugehen, muss jeweils beim Punkt v = w die Bandliicke
geschlossen werden. Das SchlieBen der Bandliicke kommt damit dem ,,Aufschneiden und Zusammenkleben*
aus Abschnitt 7.1.1 gleich. Aus Abb. 7.4 ist bereits visuell ersichtlich, dass nur im nicht-trivialen Fall die
Berry-Phase ungleich Null sein kann:

0 vsw (uivial
)@z:iﬁZ(u(k)\&ku(k))dk: v>w (mviah (7.12)

T v<w (nicht-trivial)

Ein Wilson Loop iiber die BZ W_;_, ; liefert natiirlich das gleiche Ergebnis. Aber aufgrund der Inversions-
Symmetrie des SSH-Modells /H (k)[" = H(—k) kann der Wilson Loop auch berechnet werden, indem nur die
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Paritit der Zustinde an zwei Punkten betrachtet wird. Bei der Inversionssymmetrie wird ein Zustand entspre-
chend invertiert, was heift, dass sich einerseits der Wellenvektor der ebenen Welle als auch das Amplitudenver-
hiltnis umkehrt. Ein Zustand |€**) @ |u1,u5) wird daher durch / auf den Zustand |e™**) ® |uz, u; ) abgebildet.
Interessant sind dabei die zwei Punkte k = {0, w}, an denen der Zustand bis auf das Vorzeichen auf sich selbst
abgebildet wird. Je nach Paritit By € {1,—1} bzw. Amplitudenverhiltnis bleibt das Vorzeichen des Zustands
durch I gleich oder wird umgekehrt. Ein Wilson-Loop iiber die ganze BZ kann dann in zwei Wilson-Linien je-
weils iiber die halbe BZ aufgeteilt werden. Wegen der Inversionssymmetrie miissen sich die Phasen der beiden

Wilson-Linien ausgleichen, sodass der Wilson-Loop nur von den Parititen an den beiden Punkten k € {0, 7}

abhingt.
W_nsn=W_ 2 s0Wosr (7.13)
= (y(=m)|y(—7m+dk)) ... (w(—=dk)|y(0)) (w(0) |y (dk)) ... (w(m — dk) |y (7)) (7.14)
= (Y(=m)|I'T|y(=m+dk)) ... (y(=dk) | T T [y (0)) (y(0) |y (dk)) ... (w(m —dk)|y(n))  (7.15)
= (y(7)| Bz |y(m — dk)) ... (w(dk)[ Bo [w(0)) (w(0)|y(dk)) ... (w(m — dk) |y ()) (7.16)
= Bz Wr—0BoWo—z = BxBoWr—0Wo—z = BzBo (7.17)

Auch dieses Ergebnis kann in Abb. 7.3 verifiziert werden. Im trivialen Fall haben die beiden Binder an den

Punkten k = {0, 7} jeweils die gleiche und im nicht-trivialen Fall jeweils verschiedene Paritiit [72].

2D: Berry Curvature und Chern-Zahl

Wird anstatt eines eindimensionalen Gitters ein zweidimensionales Gitter betrachtet, konnen dhnliche Her-
angehensweisen verwendet werden, um die topologischen Eigenschaften zu ermitteln. Die Berry-Verbindung
A’(%), die in 1D nur eine skalare Funktion ist, ist in 2D ein Vektorfeld, welches angibt in welche Richtung
sich die relative Phase am schnellsten dndert. Wie zuvor stellt sich fiir die Topologie des Bandes die Frage,
ob beim Durchqueren der BZ die Zustinde eine Phase ungleich Null aufsammeln. Falls im Vektorfeld ./_((7(')
Wirbel sind, wiirde ein Pfad um das Zentrum dieses Wirbels zu einer von Null verschiedenen Berry-Phase
fithren. Anstatt nun alle moglichen Pfade iiber die Berry-Verbindung zu betrachten, wird stattdessen die so-
genannte Berry-Kriimmung B(%) betrachtet, welche als Rotation der Berry-Verbindung die Wirbelstirke des
Vektorfeldes angibt:
B(k) = V; x A(k) (7.18)
Die Berry-Kriimmung ist in 2D ein Skalarfeld und das Vorzeichen gibt an, ob der ,,Phasen-Wirbel* sich
im oder gegen den Uhrzeigersinn dreht. Das Integral der Berry-Kriimmung iiber die BZ ist somit direkt pro-

portional zur Anzahl der ,,Phasen-Wirbel in einem Band und bestimmt damit die topologische Invariante, die

sogenannte Chern Zahl C [72]:
1 r -
C=—— B(k)dk 7.19
21 //BZ (k) ( )

Entsprechend kann die Chern-Zahl auch nur ganzzahlige Werte annehmen. Die Chern-Zahl ist auch die
topologische Invariante, die beim Quanten-Hall-Effekt angibt, auf welches Vielfache von ¢’/ die Leitfihig-
keit quantisiert ist. An dieser Stelle sei zudem noch auf die mathematische Ahnlichkeit zum Satz von GauB-
Bonnet (7.2) hingewiesen. Wihrend fiir die Eulercharakteristik die Gau3sche Kriimmung iiber die gesamte

Oberflache integriert wurde, wird bei der Chern-Zahl die Berry-Kriimmung iiber die gesamte BZ integriert.

7.1.4 Wannier-Funktionen, Wannier-Zentren und Polarisation

In der bisherigen Betrachtung der topologischen Eigenschaften wurden hauptsichlich die Blochmoden be-

trachtet. Dabei zeigt sich in den Amplitudenfunktionen |u(k)), also dem Anteil der Blochmoden aus dem Hil-
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bertraum HEinneitszelle, die topologische Struktur des Bandes. Der Anteil im Hilbertraum Hgjyer Wurde bisher
immer nur als ebene Welle beschrieben. Nun soll die Basis gewechselt werden und anstatt Zustdnde zu betrach-
ten, die sich gleichmiBig iiber das Gitter erstrecken, werden die Wannier-Funktionen betrachtet. Wie bereits in
Kapitel 6.3 angeschnitten, sind die Wannier-Funktionen im Ort maximal lokalisiert. Es wird sich zeigen, dass
sich die Topologie des Bandes auf die Wannier-Funktionen auswirkt.

Hierfiir soll nun ein eindimensionales endliches Gitter mit N Einheitszellen und periodischen Randbedin-
gungen betrachtet werden, was Hgiter Zu €inem N-dimensionalen Hilbertraum macht. Was zuvor schlicht als
ebene Welle eingefiihrt wurde kann nun sauber als ‘eikx > =YV | |x)e**/VN beschrieben werden, wobei |x) ein
Vektor ist, der iiberall Null ist auBer an der Stelle x € [1,N], an der er den Wert Eins hat. Eine Wannier-Funktion
|[w(j)), die an der j-ten Einheitszelle lokalisiert ist, ergibt sich als Fouriertransformierte der Blochmoden:

1 T 1 ™ o
w0 = o= [ e ) k= o [T ) o fu(h) ak (1.20)

Da die Wannier-Funktionen durch die Fourietransformation, also eine unitidre Basistransformation, aus den

Blochmoden folgen, iibernehmen sie von ihnen einige Eigenschaften. So bilden sie eine orthogonale Basis, die
den gleichen Raum aufspannt, wie die Blochmoden aus denen sie gebildet wurden (w(;")|w(j)) = &; y. Aber
im Gegensatz zu den Blochmoden lassen sich die Wannier-Funktionen durch Translation um eine Einheitszelle
ineinander tiberfiihren (m|w(j)) = (m+ 1|w(j+ 1)). Als Demonstration, dass die Wannier-Funktion |w(j)) in

der Tat um j lokalisiert ist, wird der Orts-Operator definiert.
X =) xlx)xlo1 (7.21)
X

Anwendung des Orts-Operators auf die Wannier-Funktion ergibt

. 1 T a
X |w(j xe KO0 1) (x| ) @ dk = / xe* O =D) | x) @ |u(k))dk  (7.22
) = gy [ R 0 () @ ) ok = 5 [ eI olati ak 022
Um in den nichsten Rechenschritten den Ausdruck in Gl. (7.22) weiter umzuschreiben wird im Integral ein
neuer Term (+&) addiert und in ausgeschriebener Form wieder abgezogen (—&). Darauf hin gleichen sich

zwei Terme aus:

i) = o [ ()x:xeik“—” 1) @ Ju(k)) ﬁ;ﬁ) dk (1.23)
1 4 ik(x—j J ik(x—j)
rv- A (Zx:xek( Ny @ fulk)) + ak( lzek ) @ u(k )>>

=+¢&

—er D) | x)&rfu( +Z]e I |x) @ |u(k) —|—1Ze'kx D x) @ |dhu(k )>>dk (7.24)

=t
. T T
' ik(x—j) k ] L/ ielk(x—J) ) dk
o (D o))+ [ e o)
=0 =iw(i)
U "y ik P
— k))dk. 7.25
+amow [ EE ) k) (1.25)

In der letzten Umformung kann der erste Term Null gesetzt werden, da |u(x)) = |u(—mn)). Damit lésst sich das
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Abbildung 7.5: (a) Bei der Polarisation eines dielektrischen Materials durch ein elektrisches Feld richten sich
die Ladungstriger im Material zu Dipolen entlang dieses E-Felds aus. An den Grenzflichen des Materials
senkrecht zum E-Feld kommt es dadurch zu einer nicht-verschwindenden Ladungsdichte. (b) Die Orte von La-
dungsansammlungen lassen sich mit topologischen Randzustinden identifizieren. Jeweils an den Ubergingen
von der trivialen Phase mit P, = 0 zur nicht-trivialen Phase mit P.; # 0 kommt es zu Ladungsansammlungen
bzw. lokalisierten Randzustdnden. (c) In 2D sind fiir den Fall einer Quadrupol-Polarisation lokalisierte Zustén-
de an den Ecken des Gitters zu erwarten.

Zentrum der Wannier-Funktion bestimmen:

IR W) = WL +5- [ EX e e (¢ b duli) k726

=1

/ ’ (u(k)|du(k)) dk (7.27)

-7

=] p

Es zeigt sich, dass die Wannier-Funktion |w(j)) um die j-te Einheitszelle lokalisiert ist, jedoch gibt es noch
einen weiteren Term, der einen Versatz innerhalb der Einheitszelle darstellt. Um die Bedeutung dieses Terms
zu interpretieren, kann die Wannier-Funktion als Elektronenwellenfunktion im Festkorper betrachtet werden.
Wihrend das positiv geladene Ionen-Gitter des Festkorpers starr ist, beschreibt die Elektronenwellenfunktion
die negative Ladungsverteilung. Die Einheitszelle sei der Einfachheit so gewihlt, dass der Ladungsschwerpunkt
der positiven Ladungstrager im Mittelpunkt der Einheitszelle liegt. Bei unpolarisierten Materialien stimmt der
Ladungsschwerpunkt der negativen Ladungstranger mit dem der positiven iiberein und alle externen Felder he-
ben sich gegenseitig auf. Der Ladungsschwerpunkt der negativen Ladungstriger ist jedoch, wie eben gezeigt,
durch das Zentrum der Wannier-Funktionen gegeben, welche ggf. einen Versatz vom Mittelpunkt der Einheits-
zellen haben konnen. Im Inneren der Einheitszelle kommt es also ggf. durch die Trennung der Ladungstriger-
Schwerpunkte zur Bildung eines Dipolmoments. Im klassischen Sinn entspricht diese homogene Verteilung
von Dipolmomenten der elektrischen Polarisation eines Festkorpers. Daher wird der Versatz innerhalb der Ein-
heitszelle, welcher auch als die Berry-Phase dividiert durch 27 identifiziert werden kann, als die elektrische

Polarisation bezeichnet [72].

_ i _ Tz
Pa= o [ () dpu(i)) ak = T2 (7.28)

Im klassischen Sinn bilden sich als Folge dieser Polarisation an den Enden des Materials Bereiche mit
erhohter Ladungstrigerdichte, wie in Abb. 7.5 (a) dargestellt. Zusammen mit den Ergebnissen des vorherigen
Abschnitts tiber das SSH-Modell kann mit Gl. (7.12) direkt gefolgert werden, dass in der trivialen Phase des
SSH-Modells die Wannier-Zentren im Mittelpunkt der Einheitszelle liegen und die Polarisation verschwindet.
In der topologischen Phase sind die Wannier-Zentren um eine halbe Einheitszelle versetzt und es gibt eine
nicht-verschwindende Dipol-Polarisation. Ubertragen auf das klassische Bild konnen, wie in Abb. 7.5 (b), die
durch die Polarisation induzierten Ladungstrigeransammlungen mit den Orten der topologischen Randzustéinde

identifiziert werden.
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7.2 Theorie des Quadrupol topologischen Isolators (QTI)

Im Folgenden soll das Konzept der topologischen Dipol-Polarisation in einer Dimension auf die Quadrupol-
Polarisation in zwei Dimensionen erweitert werden. Dabei ergeben sich jedoch fiir die Quadrupol-Polarisation
gewisse Einschriankungen. Damit die Quadrupol-Polarisation die topologischen Eigenschaften bestimmt, miis-
sen niedrigere Terme der Multipolentwicklung und damit die Dipol-Polarisation verschwinden. Im klassischen
Sinn besteht ein Quadrupol jedoch aus zwei Dipolen, die entgegengesetzt ausgerichtet sind, sodass das Gesamt-
Dipolmoment verschwindet, wie schematisch in Abb. 7.5 (c) dargestellt. Auf topologische Isolatoren iibertra-
gen heilit dass, dass mindestens zwei besetzte (entartete) Biander betrachtet werden miissen, welche entge-
gengesetzte Dipol-Polarisationen besitzen. Zudem werden durch die Symmetrien des Systems die Dipol- und
Quadrupol-Momente quantisiert [74, 75].

Da nun im Gegensatz zu den vorherigen Abschnitten explizit entartete Bénder betrachtet werden, sind die
GroBen, um diese Topologie der Binder zu charakterisieren, auch etwas komplexer. Die Berry-Verbindung,
welche sich fiir ein Band als Vektorfeld ./_((75) schreiben ldsst, ist fiir entartete Binder eine matrixwertige nicht-
kommutierende GroBe. Auch der Wilson-Loop, der fiir ein Band in einem Skalar resultierte, dessen Phase
proportional zur Berry-Phase bzw. der Polarisation Pej = arg(W)/2z = ¥z/2x ist, wird fiir entartete Béinder zu
einem Tensor zweiter Ordnung [75-77].

Als erstes wird nun das Tight-Binding-Modell des spiter betrachteten Quadrupol topologischen Isolators
(QTT) und ein dhnliches Modell ohne Quadrupol-Eigenschaften vorgestellt, um wihrend der Herleitung der
Quadrupol-Polarisation diese Gitter an einigen Stellen als Beispiele zu verwenden. AnschlieBend wird, um
die Quadrupol-Polarisation zu charakterisieren, in zwei Schritten vorgegangen: Im ersten Schritt wird die
BZ in k, Richtung mit einem Wilson-Loop durchquert. Die Eigenwerte des Wilson-Loops geben die Dipol-
Polarisationen in x-Richtung der entarteten Biander an. Unter der Voraussetzung, dass fiir jeden Impuls in der
BZ die hybriden Wannier-Funktionen anhand ihrer x-Polarisation eindeutig in positive und negative Dipol-
Polarisation unterteilt werden konnen, kann zum zweiten Schritt iibergegangen werden. Ist diese Voraussetzung
nicht erfiillt, kann aufgrund der Symmetrie keine Quadrupol-Polarisation vorliegen. In anderen Worten wird
damit gefordert, dass die Zustdnde durch ihre x-Polarisation eindeutig in zwei separate ,,(hybride) Wannier-
Bénder* unterteilt werden konnen und dass sich die Dipol-Polarisationen dieser Bénder gegenseitig ausglei-
chen. Zusammen mit den Eigenvektoren des Wilson-Loops werden aus den Blochzustdnden der entarteten Bén-
der hybride Wannier-Funktionen erstellt. Im zweiten Schritt wird der Wilson-Loop in k,-Richtung iiber diese
hybriden Wannier-Funktionen berechnet. Dieser zweite verschachtelte Wilson-Loop ist skalarwertig und gibt
die y-Polarisation der x-polarisierten Wannier-Binder an. Wenn das betrachtete System, wie im durchgefiihrten

Experiment, zudem C4-symmetrisch ist, entspricht dies bereits der topologischen Quadrupol-Invariante.

7.2.1 Tight-Binding-Modell eines QTI

Das Tight-Binding-Modell des spiter betrachteten QTI ist in Abb. 7.6 (a) schematisch skizziert. Es wird ein
Quadrat-Gitter betrachtet mit vier Gitterpunkten pro Einheitszelle, die innerhalb der Einheitszelle mit ¥ und
auBerhalb mit A gekoppelt sind. Zudem konnen die Gitterpunkte 1 und 2 zu den Gitterpunkten 3 und 4 mit
einem Potenzial +0 zueinander verstimmt werden. Wie in der Skizze durch die gestrichelten Linien angedeutet,
sind einige der Kopplungen negativ. Durch diese negativen Kopplungen ist das System #quivalent zu einem
Gitter mit rein positiven Kopplungen welches jedoch in jeder Plakette von einem magnetischem Fluss der
Stirke 7 durchstromt wird. Eine Plakette ist dabei die Fldche in einem geschlossenen Pfad, der iiber jeden der
vier Gitterpunkte genau einmal geht, wie der Pfad 1 — 3 — 2 — 4 — 1 in der Einheitszelle. Entlang aller Pfade

um Plaketten in diesem Gitter gibt es entweder eine oder drei negative Kopplungen, die einen Phasensprung
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Abbildung 7.6: (a) Skizze des QTI-Modells bzw. des 2D-SSH-Gitters mit der Kopplung innerhalb der Ein-
heitszelle y und auBerhalb A. Beim 2D-SSH-Gitter sind alle Kopplungen positiv beim QTI hingegen sind die
gestrichelt dargestellten Kopplungen negativ. Bandstruktur des (b) QTTund (c) des 2D-SSH-Gitters bei A = 1.5
und y = 0.5. Bei QTI sind die beiden Bénder jeweils zweifach entartet.

von e bzw. e3% = el* verursachen, was einem magnetischen Fluss von 7 entspricht*. Der Hamilton-Operator

Horr (k,8) dieses Systems liisst sich schreiben als:

Hori(k, 8) = [y — A cos(ky)] Tio + A sin(k) T3 + [y — A cos(ky)] Taz + A sin(ky )Ty + 8130

5 0 y—Aek  —y+ e i
ik ik,
o D o e | (7.29)
y—de ke y—eh
—y+ el y— Qe 0 -4

Dabei wurden die Matrizen I';; = 0; ® 0; mit j € {0,1,2,3} als Kronecker-Produkt der Pauli-Matrizen ein-
gefiihrt. Diese Matrix-Schreibweise ist iiblich bei der Beschreibung von Dirac-Halbleitern und wird spéter bei
der Betrachtung der Symmetrien hilfreich [78]. Eine Aufstellung aller I'-Matrizen ist im Anhang 10.1 zu finden.
Dieses System wird mit einem Gitter ohne magnetischen Fluss, also mit rein positiven Kopplungen verglichen.

Dieses System ohne negative Kopplungen Hgsy (75, 0) wird im Folgenden als 2D-SSH-Gitter bezeichnet:

HSSH(%, 5) = [']/—‘r A COS(kx)] 'io— A sin(kx)l"23 + [’)/—l- A COS(ky)] '+ A Sin(ky)rlz =+ 5F30

o 0 y4+ el y4Ae
0 5 PECA P
T y+ek yoaek P 730
yHAe b yrdeh -
y+ ety ek 0 -5

In Abb. 7.6 (b,c) sind die Bandstrukturen der beiden Gitter dargestellt. Fiir den QTI sind in Abb. 7.6 (b)
zwei doppelt entartete Binder mit einer Bandliicke zu sehen, wihrend bei den 2D-SSH-Gitter in Abb. 7.6 (c)
vier Binder zu sehen sind, bei denen sich die zwei bei E = 0 iiberlagern.

Offensichtlich sind die Bandstrukturen der beiden Gitter verschieden, allerdings ist im Experiment die
Bandstruktur nicht einfach zugénglich. Stattdessen werden im Experiment die in den Ecken lokalisierten Zu-
stande nachgewiesen. Dafiir wird wie in Abb. 7.7 ein endliches Gitter betrachtet. Fiir beide Gitter gibt es nur in
der nicht-trivialen Phase y < A lokalisierte Zustinde. Bei beiden Systemen sind allerdings die Intensititsver-
teilungen der lokalisierten Moden und die Energien sehr dhnlich. Um im Experiment nachzuweisen, dass ein

QTT realisiert wurde, muss daher nicht nur die Existenz von in den Ecken lokalisierten Moden gezeigt werden,

“In der ersten Publikation zu QTI von Benalcaza et al. [74] hat der Pfad um jede Plakette nur eine negative Kopplung. Der einzige
Unterschied, der sich dadurch ergibt, ist, dass die Bandstruktur in dieser Publikation diagonal um die halbe BZ versetzt ist.
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Abbildung 7.7: Spektren der beiden Gitter fiir 7 x 7 Einheitszellen mit y+ A = 2. Die Lokalisierung der Zu-
stidnde ist farbkodiert dargestellt. Sowohl fiir den QTT als auch das 2D-SSH-Gitter sind in der trivialen Phase
¥ > A alle Zustiinde iiber das Gitter delokalisiert. In der nicht-trivialen Phase ¥ < A hingegen sind Zustinde bei
E =0 an den Ecken und um E = £2 am Rand lokalisiert. Die lokale Summe der Wahrscheinlichkeitsdichten
der an den Ecken bzw. am Rand lokalisierten Eigenmoden ist dariiber dargestellt (bei A =3/2 und y= 1/2).

sondern auch, dass diese in einer Bandliicke liegen. Im 2D-SSH-Gitter handelt es sich bei den Eck-Moden
um BICs (vom engl. bound states in continuum) [79], also um lokalisierte Moden, die, obwohl sie die gleiche
Energie haben wie ein umgebendes Kontinuum an delokalisierten Zustdnden, nicht mit diesen hybridisieren.
Zwar ist die Existenz dieser BIC-Zustinde durch die Topologie vorgegeben, aber dass die Zustinde an den
Ecken lokalisiert sind, ist durch die Symmetrie des Systems bedingt. Bereits kleine Abweichungen, welche die
chirale oder Rotations-Symmetrie des Systems brechen, sorgen fiir eine Hybridisierung der BICs mit den iiber
das Gitter delokalisierten Moden [80].

Die Eckzustinde des QTI hingegen liegen wegen der Quadrupol-Polarisation in einer Bandliicke [74].
Durch die spektrale Isolation sind die Eckzustinde robuster und bleiben bei den gleichen Storungen des Sy-

stems in den Ecken lokalisiert.

7.2.2 Wilson Loop in entarteten Bindern

Das Konzept eines Wilson Loops von Gl. (7.6) soll nun auf entartete Binder erweitert werden. Dafiir sei Vg die
Anzahl der betrachteten entarteten Bénder. Anstatt einen skalaren Wert fiir die Projektion von einem Zustand
bei % auf einen Zustand bei &’ , muss nun eine Ng x Ng Uberlapp-Matrix betrachtet werden, deren Elemente
[F (k,k")]m jeweils die Projektoren der Ng orthogonalen Blochzustinde ’u(ic')> an den beiden Impulsen aufein-

ander beinhalten.

—

[F(iéa]?)}mn = <Mm(k)

un(/?)> mit n,m € [1,Ng]. (7.31)

Um nun einen Wilson-Loop entlang k. durch die BZ zu berechnen, wird fiir ein festes k, ein Startpunkt k;
gewihlt. Dann werden entlang des Pfads k; — k; + 27 an den Nj, Punkten die Uberlapp-Matrizen bestimmt.
Der Wilson-Loop W, (%) entlang k,, der bei k= (ki 7ky)T beginnt, ergibt sich als Produkt dieser Matrizen.

W, (%) = F(ky k) F (ki oy —1)...F (ks ko) F (ko Ky ) (7.32)
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Abbildung 7.8: Wannier-Zentren der Biander im QTI (links) und dem 2D-SSH-Gitter (rechts) in der nicht-
trivialen und der trivialen Phase. Die energetisch entarteten Bander miissen jeweils gemeinsam betrachtet wer-
den. Farblich ist arg (¥1/w,) dargestellt. Dies entspricht der Phasendifferenz zwischen den Gitterpunkten 1 zu 2
der hybriden Wannier-Zustinde. Fiir den QTI sind die Wannier-Binder getrennt und beim 2D-SSH-Gitter sind
die Wannier-Zentren wegen der kommutierenden Spiegelsymmetrien entweder in der Mitte oder am Rand der
Einheitszelle lokalisiert.

Entsprechend ist der Wilson-Loop W, (75) im entarteten Fall kein Skalar, sondern auch eine Ng x Ng Ma-
trix. Um aus diesem Wilson-Loop die Wannier-Zentren der Ng Binder zu berechnen, muss das Eigenwertpro-
blem von W, (%) gelost werden:

W, ()

Aus den j Eigenwerten Vv, lassen sich dann die Wannier-Zentren bestimmen. Wie im nicht-entarteten Fall er-

Vi () ) = vis () vy (§) ) mit j e [1,N3] (7.33)

geben sich hier die Wannier-Zentren bzw. die Polarisation als die Phasen der Eigenwerte arg (v, ; (k)). Mithilfe
der dazugehorenden Eigenvektoren |vx_, j> werden im nichsten Abschnitt die hybriden Wannier-Funktionen zu
diesen Eigenwerten konstruiert. Obwohl der Wilson-Loop und dessen Eigenvektoren von der Wahl des Start-
punkts abhingen, sind dessen Eigenwerte nur von k, abhingig [72, 76].

Die Wannier-Zentren entlang x der des QTI und des 2D-SSH-Gitters sind in Abb. 7.8 fiir die triviale und
die nicht-triviale Phase dargestellt. Nur fiir die entarteten Binder des QTI sind die Wannier-Zentren in zwei
separate ,,Wannier-Bénder* unterteilbar, wobei diese beiden ,,Wannier-Bédnder* jeweils eine entgegensetzte x-
Polarisation aufzeigen. Dies entspricht anschaulich den zwei entgegengesetzten Dipolen, aus denen sich ein
Quadrupol zusammensetzt, sodass sich insgesamt die Dipolpolarisation aufthebt. Nur fiir den QTI und die tri-

viale Phase des 2D-SSH-Modells ergibt sich damit eine verschwindende Dipolpolarisation [74].

Hybride Wannier-Funktionen

Fiir die weitere Rechnung wird vorausgesetzt, das die ,,Wannier-Biander* entgegensetzte x-Polarisation haben.
Anders ausgedriickt soll das Spektrum des Wilson-Loops sich fiir jeden Impuls eindeutig in zwei Sektoren un-
terteilen lassen, namlich in den Sektor mit positiver arg (vy; (ky)) € (0, 7) und negativer arg (v, (k,)) € (—x,0)
x-Polarisation. Wie bereits in Abb. 7.8 gezeigt, ist dies nur fiir den QTT erfiillt. Dadurch, dass im betrachteten
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Beispiel des QTI Ng = 2 ist und sich das Spektrum in die zwei Sektoren zerlegen lésst, wird im Folgenden
der Index j durch =+ ersetzt, um die Polarisation des zugehdrigen Sektors anzuzeigen. Nun konnen aus den

Elementen der Eigenvektoren {vxﬁi (%)} und den Blochmoden |u, (%)> die hybriden Wannier-Funktionen
n

|y, (ky)) der beiden ,,Wannier-Binder* konstruiert werden

Np

5583) =3 s (9]

n=1

Jun (E) > (7.34)

Im Gegensatz zu den Wannier-Funktionen |w(j)) aus Abschnitt 7.1.4 beschreiben hier die konstruier-

ten Wannier-Funktionen |W\% (ky)> lediglich die Amplitudenverteilung in einer Einheitszelle. Diese hybriden

Wannier-Funktionen sind lokalisiert in x aber delokalisiert in y [72, 74, 75].

‘x> ® )Ciky> & ‘W\_i (ky)> S Hx—Gittcr & Hy—Gitter ® HEinheitszelle (735)

|x) steht hier fiir einen um x lokalisieren Vektor. x kann dabei frei gewéhlt werden, da die Wannier-

Funktionen durch Translation ineinander iiberfiithrbar sind.

Verschachtelter Wilson-Loop

Da nun die energetisch entarteten Binder anhand ihrer x-Polarisation aufgeteilt wurden, kann nun auch iiber
diese ,,Wannier-Bénder* ein Wilson-Loop berechnet werden. Der Wilson-Loop W;.,va entlang ky, iiber die positiv

bzw. negativ x-polarisierten Wannier-Bénder ergibt sich zu

Wi, = [l Fr(F+di,k) mit FfEE) <wi(i£)
’ ky—kyt2m

W (12")> . (7.36)

Fiir den betrachteten QTI mit Mg = 2 sind diese verschachtelten Wilson-Loops skalar und die Polarisation

ist wieder durch die Phase gegeben.

0 > A
PE, =arg(W},,) /2m = 4 (7.37)
o o 1 y<A

Wie bei der Auftragung vom SSH-Modell in Abb. 7.4 ist fiir den QTI in Abb. 7.8 an den relativen Pha-
sen oder auch an den Paritiit erkennbar, dass nur im nicht-trivialen Fall der Wilson-Loop eine Berry-Phase
aufsammelt. Durch Vertauschen von x und y ergibt sich mit der gleichen Rechnung vay und aus den beiden

Polarisationen die Quadrupol-topologische Invariante Q,, [74].

0 y>A (trivial)
Oy = ZP;,ZVXP)?,EV), = (7.38)
1 yY<A (nicht-trivial)

7.2.3 Symmetrien fiir die Quadrupol-Polarisation

Zuerst wird in diesem Abschnitt gezeigt, inwiefern die Spiegel-Symmetrien des Systems einschréinken, welche
Werte die Polarisationen annehmen konnen. Dann wird hergeleitet, welche Kommutator-Eigenschaften die
Spiegel-Symmetrien erfiillen miissen, sodass es eine Quadrupol-Polarisation gibt. Zuletzt werden die beiden
Gitter-Modelle beziiglich ihrer Symmetrie-Eigenschaften der betrachtet.

63



Kapitel 7. Realisierung eines Quadrupol-topologischen Isolators

(@) (b)
Wi(ke,ky) Y M
WZ(_kX’ ky)
r X
Wr kx 7k\)

Abbildung 7.9: (a) Ein Wilson-Loop W, mit Startpunkt (k,k,) in der BZ, sowie dessen Spiegelungen durch
M, und My. (b) Orte in der BZ, an denen die Zustinde durch M, (blau), My (rot) bzw. I (schwarz) auf sich selbst
abgebildet werden (nach [74]).

Quantisierungen der Polarisation aufgrund der Spiegel-Symmetrien

Bei Spiegelsymmetrie entlang x werden die Zustdande jeweils auf die Zustinde mit negierter k, Komponente
abgebildet M, |kx,ky> = |—kx7 ky>. Aus einem Wilson-Loop in k,-Richtung wird durch die Spiegelung, wie in
Abb. 7.9 (a) dargestellt, ein Wilson-Loop entgegen k,-Richtung

MWy (b, kg )M = Wy (ki ky) = Wi (—ky, ky). (7.39)

Da die Eigenwerte nur von k, und nicht vom Startpunkt abhingen, miissen die Spektren von Wi (ky, k)
und W} (—ky,ky) gleich sein. Entsprechend gibt es fiir jeden Eigenwert im Spektrum auch einen komplex
konjugierten Eigenwert {v,(ky)} = {Vv;(ky)}. Damit lassen sich im Allgemeinen zwei Fille unterscheiden:
entweder ist der Eigenwert reell und damit £1. Alternativ ist der Eigenwert komplex, aber dann muss es
auch den komplex konjugierten Eigenwert im Spektrum geben. Insgesamt schrinkt dies das Spektrum auf
vy € {£1,(e'?,e71?)} ein. Ist v, = 1 liegt der triviale Fall vor. Das Wannier-Zentrum liegt in der Mitte der
Einheitszelle und es gibt keine Polarisation. Ist vy = —1 liegt das Wannier-Zentrum am Rand der Einheitszelle
und es gibt eine nicht verschwindende Dipol-Polarisation. Fiir die Quadrupol-Polarisation ist der Fall v, €
{e!? 719} relevant. In dem Fall liegen die Wannier-Zentren in Paaren vor, die symmetrisch um das Zentrum
der Einheitszelle versetzt sind. Nur in diesem Fall sind Wannier-Binder entgegengesetzt polarisiert, um einen
Quadrupol zu bilden und es ist garantiert, dass die Gesamt-Dipol-Polarisation verschwindet. Umgekehrt folgt
daraus, dass fiir eine Quadrupol-Polarisation nur der Fall v, = {e!?,e~'¢} vorliegen kann. Daher miissen die
Wannier-Bénder strikt getrennt sein, da nirgendwo der Fall v, = £1 auftreten darf.

Unter der Annahme, dass die Wannier-Binder getrennt sind, kann der Wilson-Loop auch iiber die Wannier-
Bénder berechnet werden. Die Spiegelsymmetrie entlang y wirkt sich nicht auf die Wilson-Loops entlang x
aus

MW (ke ey )M = W (ke —ky ). (7.40)

Fiir die Spiegelsymmetrie entlang y ergibt sich, dass der verschachtelte Wilson-Loop in k,-Richtung auf einen

Wilson-Loop entgegen k,-Richtung abgebildet wird.

MW, (ke k)M = Wi (ke —ky) (7.41)
Da Wyfvx(kx,k},) in dem betrachteten Fall ein Skalar ist, kann er nur die Werte {—1, 1} annehmen. Die Polari-

sation der Wannier-Binder ist daher auf Py, € {0,1/2} quantisiert [74].
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Kommutator-Bedingung der Spiegel-Symmetrien fiir eine Quadrupol-Polarisation

Wie eben erlédutert, miissen fiir eine Quadrupol-Polarisation die Wannier-Bénder getrennt sein. Dies wurde
bisher immer vorausgesetzt, aber auch diese Voraussetzung lédsst sich durch Symmetrie-Eigenschaften vorge-
ben. Wie beim SSH-Modell in GI. (7.13) ldsst sich der Wilson-Loop iiber die Paritét der Zustinde an Punkten
bestimmen, die unter der Symmetrie auf sich selbst abgebildet werden. Im Fall von entarteten Biandern sind
die Parititen By aber durch Matrizen gegeben, deren Eigenwerte entweder 1 oder -1 sind, je nachdem ob die
Zustinde beziiglich der Symmetrie symmetrisch oder anti-symmetrisch sind. Fiir den Fall von zwei entarteten
Béndern lassen sich die Paritdtsmatrizen in zwei Kategorien unterteilen. Entweder sind die zwei Eigenwerte
gleich, dann ist By bis auf eine unitére Basistransformation proportional zur Einheitsmatrix op, oder sie sind
verschieden, dann ist B% bis auf eine unitdre Basistransformation proportional zu ¢3. Ein Wilson-Loop in k-
Richtung lisst sich hier wieder in zwei Wilson-Linien unterteilen, welche aufgrund der Symmetrie M, die
gleiche Phase aufsammeln miissen:

M,
Wi =W_xx = W_xrWrox = BxWx_rBrWr_x. (7.42)

Wenn Br bis auf eine Basisrotation proportional zu oy ist, kommutiert Br mit den Wilson-Linien und das
Spektrum des Wilson-Loops ist das von £Bx. Analog folgt: Wenn By proportional zu oy ist, ist das Spektrum
des Wilson-Loops das von Br-. In diesen Fillen ist v, € {£1} und es kann keine Qudrupol-Polarisation vorlie-
gen. Fiir den Fall v, = {e'?,e~?} diirfen daher die Parititsmatrizen nicht mit den Wilson-Linien kommutieren,
also sowohl Br als auch Bx miissen bis auf eine Basisrotation proportional zu o3 sein. Anders ausgedriickt
miissen an den Punkten, an denen die Zustinde durch die Symmetrie auf sich selbst abgebildet werden, im-
mer ein symmetrischer und ein anti-symmetrischer Zustand existieren, damit auch an diesen Punkten der Fall
v, = {el?,e71?} vorliegt und die Wannier-Binder getrennt sind [81].

Diese Bedingung muss fiir alle Symmetrien des Systems erfiillt sein, also auch fiir die Spiegelsymmetrie
My und die Inversionssymmetrie /. Daraus folgt, dass fiir den Fall v, = {e?,e "¢} die Spiegelsymmetrien nicht
kommutieren diirfen. Um dies zu zeigen sei nun einmal angenommen, dass die Spiegel-Operatoren kommutie-
ren [Mx,]l?ly] =0, dann ist die Inversionssymmetrie durch / = MXM), gegeben und alle drei Symmetrien kommu-
tieren. Wie in Abb. 7.9 (b) dargestellt, folgt daraus insbesondere, dass die Zusténde an den Punkten {I',X,Y,M}
diese Bedingung fiir alle Symmetrien gleichzeitig erfiillen miissen. An den Punkten k = {I",X,Y, M} miissen
demnach jeweils zwei Zustinde (|k, ),|k_)) existieren, von denen jeweils einer symmetrisch M |k, ) = + |k, )
und einer anti-symmetrisch M |k_) = — |k_) beziiglich M € {M,M,,I} ist. Die Symmetrie beziiglich 7 ist da-
bei durch das Produkt der beiden Spiegelsymmetrien vorgegeben. Werden nun symmetrische Zustinde mit +

abgekiirzt und anti-symmetrische mit — ergibt sich fiir die Symmetrien der Zustinde die folgende Tabelle:

| M, | T=m.M,
+ +

+ —
-] - +

I+ +H D

In dieser Tabelle lassen sich jedoch keine Zustandspaare finden, welche beziiglich aller Symmetrien jeweils
einen symmetrischen Zustand und einen anti-symmetrischen Zustand beinhalten. Daraus kann gefolgert wer-
den, dass die Wannier-Bénder nur getrennt sein kénnen, und damit eine Quadrupol-Polarisation nur vorliegen

kann, wenn die Spiegel-Symmetrien nicht kommutieren [74].

Symmetrien der beiden Gitter-Systeme

Nun werden die beiden Gitter-Systeme unter Beriicksichtigung dieser Symmetrie-Eigenschaften betrachtet.
Intuitiv ergibt sich fiir das 2D-SSH-Gitter, dass die Spiegelsymmetrien durch M, = I'jo und My =11 gegeben
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sind. Was durch die Anwendung von I'| effektiv passiert, ist, dass die Amplituden an den Gitterpunkten 1 <+ 3
und 2 < 4 vertauscht werden und damit das Gitter in Abb. 7.6 (a) entlang der y-Achse gespiegelt wird. Analog
vertauscht I'1; die Amplituden bei 1 <+ 4 und 2 <> 3.

+ 0=0 + 0=0
I_‘IOI'ISSH(kx;ky)l-_‘]() = HSSH(_kmky) und FIIHSSH(kmky)F]] = HSSH(km_ky) (743)

Da die beiden Spiegel-Operatoren kommutieren [M,,M,]| = [['19,I'11] = Lo; — o1 = 0 sind die Wannier-
Biinder nicht getrennt, sondern liegen bei arg(vx)/2z = {0, 1/2} wie schon in Abb. 7.8 zu sehen war. Entsprechend
kann das Gitter nur Dipol- aber keine Quadrupol-Polarisation besitzen.

Bei dem QTT ist I'j; auch noch eine My—Symmetrie, da das Gitter in Abb. 7.6 (a) auch unter Beriicksichti-
gung der negativen Kopplungen beziiglich der x-Achse symmetrisch ist. Solange die Potenzialdifferenz 6 = 0

ist, hat der Hamilton-Operator My-Symmetrie.
~ ~ 6=0
MyHQTI(kkay)M; = h1oT'10 +h23123 + hool'yo — ho oy — 8130 = Hgri(ky, —ky) (7.44)

Hierbei wurden abkiirzend die h;; als Koeffizienten von HQTI(kx,ky) vor den jeweiligen I';; verwendet.
hy1 = Asin(ky) ist der einzige Koeffizient, der antisymmetrisch beziiglich einer Spiegelung in y ist. Fiir die

Spiegelsymmetrie in x-Richtung lisst sich zeigen, dass I'j3 die Bedingungen fiir M, erfiillt.

M Hgri (e, ky )M = 13 (h1oT10 + ho3Ta3 + hoaTap 4+ hai Doy + 8T30) Ty (7.45)
=T"13 (h1oT03 — 12330 + hoal'31 — ho i 3n +101723) (7.46)
5=0
= hioT'10 — h23T23 + hool'o + hoi Ty — 8130 = Hri(—kx, ky) (7.47)
Da die Spiegelsymmetrien im Fall von Hqry nicht kommutieren [M,,My] = —2il'p, = 2/ sind die Wannier-

Bénder getrennt und das Gitter kann eine nicht-verschwindende Quadrupol-Polarisation besitzen. Diese Be-
dingung ist nur notwendig aber nicht hinreichend. Wihrend das 2D-SSH-Gitter in der trivialen Phase keine
Polarisation und in der nicht-trivialen Phase eine Dipol-Polarisation aufweist, hat der QTI immer getrennte
Wannier-Béander und damit immer eine verschwindende Gesamt-Dipol-Polarisation. Aber nur in der nicht-
trivialen Phase sind die beiden Wannier-Bédnder auch in y-Richtung polarisiert und es gibt eine Quadrupol-

Polarisation.
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7.3 Realisierung des QTI in einer Wellenleiterstruktur

Wie in den vorhergehenden Rechnungen gezeigt wurde, ist es fiir die Quadrupol-Polarisation notig, dass die
Spiegelsymmetrien des Systems nicht kommutieren, was sich dadurch erreichen ldsst, dass das Gitter des QTI
von einem effektiven magnetischen 7-Fluss durchstromt wird. Dies wiederum lésst sich durch Einfiigen eini-
ger negativer Kopplungen realisieren. Abgesehen von den negativen Kopplungen ist die Anordnung der Git-
terpunkte in der Einheitszelle des QTI die gleiche wie die in dem 2D-SSH-Gitter. Bei einigen Plattformen wie
Mikrowellenresonatoren [5], Ringresonatoren [8], gekoppelten elektrischen Schwingkreisen [3] oder akusti-
schen [6] oder mechanischen [82] Resonatoren wurde dies bereits demonstriert. Bei diesen makroskopischen
experimentellen Plattformen ergibt sich allerdings im Allgemeinen die Moglichkeit, die Kopplung zu bestimm-
ten Gitterpunkten sowie deren Vorzeichen fast frei zu wihlen. In den meisten mikroskopischen Plattformen, wie
auch im Festkorper, wird die Kopplung jedoch durch den Abstand zum nichsten Gitterpunkt vorgegeben. Auch
die Moglichkeit einfach das Vorzeichen zu wihlen ist nicht immer gegeben. Die Realisierung des QTI in ei-
nem Festkorpersystem konnte es z.B. ermoglichen, die an den Ecken des Festkorpers lokalisierten Zustinde,
als individuelle Quanten-Systeme mit dquivalenten Eigenschaften zu verwenden.

Fiir evaneszent gekoppelte Wellenleiter wurde bereits gezeigt, dass durch Einfiigen eines weiteren Wellen-
leiters die Kopplung effektiv negativ gemacht werden kann [51] und die Auswirkungen eines 7 Fluss durch eine
Plakette wurden damit demonstriert [50]. Hierbei muss jedoch das Potenzial dieses neuen Gitterpunkts exakt
gewihlt werden. Bei der ersten Beschreibung eines QTI von Benalcaza et al. wurde mitunter diese Methode
vorgeschlagen, um den QTI experimentell in Wellenleiterstrukturen zu realisieren [74]. Jedoch ergeben sich
experimentell Schwierigkeiten, da nicht nur negative Kopplungen sondern auch zwei verschiedene Kopplungs-
stirken fiir die topologischen Phasen nétig sind. Daher werden mehrere Gitterpunkte mit prizise gewdhlten
Potenzialen fiir eine starke und eine schwache negative Kopplung benétigt. Durch Einfiigen der neuen Git-
terpunkte gibt es einen Brechungsindexunterschied, der sich durch die evaneszenten Felder indirekt auf die
umgebenden Gitterpunkte auswirkt. Die Potenziale der zusétzlichen Gitterpunkte fiir die verschiedenen ne-
gativen Kopplungen beeinflussen sich gegenseitig so sehr, dass keine geeigneten Parameter gefunden werden
konnten, in denen alle Kopplungen die gewiinschte Stirke und das gewiinschte Vorzeichen haben.

Kopplung von s- und p-Moden

Um dieses Problem zu umgehen wird im hier priasentierten Experiment die Kopplung von verschiedenen ge-
fiihrten Moden verwendet, um den synthetischen magnetischen Fluss zu generieren. Das zum Beispiel durch
gefithrte OAM-Moden ein 7-Fluss generiert werden kann, wurde bereits in [55] demonstriert. Um im hier

() (b) 1.59
1.58
1.57
1.56
1.55
1.54

——elliptisch
rund

<)
Amplitude

N
®
effektiver
Brechungsindex negr

0 02 04 06 08 1 ;
Radius in ym

Abbildung 7.10: (a) Das Vorzeichen der Kopplung zwischen s- und p-Mode hingt davon ab, welche Seite
der p-Mode niher ist. (b) Effektive Brechungsindizes von elliptischen und runden Wellenleitern mit den Bre-
chungsindizes vom Experiment. Fiir die elliptischen Wellenleiter wird ein festes Verhiltnis der Hauptsachen
gewihlt. Die Moden, die im Experiment in der Wellenleiterstruktur propagieren kénnen, sind mit Kreisen mar-
kiert.
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Abbildung 7.11: Schematische Darstellung und entsprechende Eigenwerte und Eigenmoden einer einzelnen
Einheitszelle, die (a) nur aus s-Moden ohne synthetischen 7-Fluss, (b) mit synthetischem 7-Fluss und (c) so-
wohl aus s- als auch aus p-Moden besteht. Die durchgezogenen und gestrichelten Linien im Schema zeigen die
positiven bzw. negativen Kopplungen an. E bezeichnet die Eigenwerte und y die Kopplungskonstante zwischen
den benachbarten Gitterpunkten. Die Flichen und Farben der Kreise geben die Amplituden bzw. Phasen der
entsprechenden Eigenmoden an.

prasentierten Experiment die negativen Kopplungen fiir die Einheitszelle zu realisieren, wird die Kopplung
zwischen der Grundmode eines runden Wellenleiters (s-Mode) und der ersten hoheren Mode eines elliptischen
Wellenleiters (p-Mode) genutzt. Die p-Mode hat dabei eine Knotenebene entlang der kurzen Achse der Ellip-
se. Daher gibt es einen Phasensprung von 7 zwischen dem Feld auf der einen Seite der p-Mode im Vergleich
zur anderen Seite. Das Uberlappintegral und damit die Kopplung von der ,.negativen* Seite der p-Mode mit
einer benachbarten s-Mode ist negativ [83]°, wie in Abb. 7.10 (a) skizziert. Damit die s-Moden der runden
Wellenleiter iiberhaupt effektiv mit den p-Moden der elliptischen Wellenleiter koppeln konnen, miissen deren
Propagationskonstanten, oder dquivalent deren effektive Brechungsindizes, anndhernd gleich sein, was iiber
den Radius und die Ellipsenparameter angepasst werden kann, wie Abb. 7.10 (b) fiir die Parameter im Experi-
ment zeigt.

Um zu zeigen, dass diese Einheitszelle im Experiment effektiv von einem 7-Fluss durchstromt wird, wird
sie wie in Abb. 7.11 zu sehen, mit tight-binding Modellen mit und ohne 7-Fluss verglichen. In den tight-binding
Modellen (a) und (b) werden nur die Grund- bzw. die s-Moden der Gitterpunkte betrachtet, welche jeweils tiber
v miteinander gekoppelt sind. In dem Fall (a) ohne 7-Fluss ergeben sich die Eigenenergien E = {£27,0},
wobei die Mode bei E = 0 zweifach entartet ist. In dem Fall (b) wird die Kopplung zwischen Gitterpunkt 2 und
3 negativ gewihlt, wodurch die Plakette von einem 7-Fluss durchstréomt wird. Die Eigenmoden sind in diesem
Fall jeweils zwei-fach entartet und die Eigenenergien liegen bei E = {4+1/2y}. Wie in (a) und (b) zu sehen ist,
fithrt die Einfiihrung eines 7-Flusses zu einer signifikanten Anderung des Spektrums und der Eigenmoden.

Die runden und elliptischen Wellenleiter werden in der Einheitszelle so angeordnet, dass beim Umlauf einer
Plakette jeweils ein elliptischer Wellenleiter entlang der langen Achse durchquert wird, um mit dem Phasen-
sprung vom p-Orbital eine Phase von 7 aufzusammeln. Eine Einheitszelle besteht dann wie in Abb. 7.11 (c)
dargestellt aus vier Wellenleitern, zwei runde an den Gitterpunkten 1 und 2 und zwei elliptische an den Git-
terpunkten 3 und 4, wobei die Hauptachse der elliptischen Wellenleiter um +45° gegen die y-Achse verdreht
ist. Wenn ein Wellenpaket in (c) das p-Orbital an Ort 3 kreuzt, wird eine m-Phase akkumuliert, da Gitterpunkt

SWihrend der Veroffentlichung der hier dargestellten Ergebnisse iiber den QTI wurde von der gleichen Gruppe ebenfalls ein durch die
Kopplung von s-und p-Moden induzierter magnetischer 7-Fluss in [84] demonstriert.
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(a) nicht-trivial (b) trivial
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Abbildung 7.12: Eigenenergien der 5 x 5-Einheitszellen in der (a) nicht-trivialen Phase und (b) triviale Pha-
se. Die Eigenmoden werden mit Hilfe eines Eigenmode-Solvers berechnet. Die geometrischen Parameter der
Struktur fiir den Eigenmode-Solver sind die gleichen, wie die der fiir das Experiment hergestellten Wellenlei-
terprobe. Die Insets zeigen die Anordnung der Wellenleiter in einer Einheitszelle. Die grauen Punkte stehen fiir
die Eigenmoden des Gitters, die aus den s-Moden der elliptischen Wellenleiter bestehen. Die schwarzen Punkte
zeigen die iiber das Gitter delokalisierten Eigenmoden an, die aus den s-Moden der runden und den p-Moden
des elliptischen Wellenleiters bestehen. Die orangen Punkte in der nicht-trivialen Phase sind die in den Ecken
lokalisierten Eigenmoden.

1 an die ,,positive Seite und Gitterpunkt 2 an die ,,negative” Seite der p-Mode koppelt, wodurch insgesamt
ein 7-Fluss in der Plakette induziert wird. Der elliptische Wellenleiter an Gitterpunkt 4 sorgt dafiir, dass auch
zwischen den Einheitszellen ein 7-Fluss induziert wird. Die in Abb. 7.11 (c) gezeigten Eigenenergien und Ei-
genmoden dieser Wellenleiteranordnung wurden wie in Abschnitt 4.2.2 beschrieben berechnet. Die Form der
Eigenmoden sowie die Eigenenergien stimmen bei der Einheitszelle aus elliptischen und runden Wellenleitern
mit denen des tight-binding Modells mit 7-Fluss qualitativ iiberein.

Durch Koppeln mehrerer Einheitszellen werden aus den wenigen Eigenenergien in Abb. 7.11 zunehmend
kontinuierliche Bénder. Da die Kopplungsstirke zwischen den Wellenleitern exponentiell mit dem Abstand ab-
nimmt, konnen die verschiedenen topologischen Phasen durch die Wahl der Abstinde der Wellenleiter inner-
halb der Einheitszelle zu den Abstéinden auBerhalb der Einheitszelle vorgegeben werden. Bei der nicht-trivialen
Phase sind die Abstéinde fiir Y < A innerhalb der Einheitszelle groBer als auBerhalb und in der trivialen Phase
entsprechend umgekehrt. In Abb. 7.12 sind die Eigenenergie-Spektren endlicher Gitter mit 5 x 5 Einheitszellen
zu sehen. An dem Spektrum ist zu erkennen, dass die Grundmode der elliptischen Wellenleiter so weit ver-
stimmt ist, dass quasi keine Intensitét in diese Mode koppelt und sie daher fiir die Dynamik in den Bindern des

QTI vernachlissigt werden kann.

Wellenleitergitter

Um nun experimentell die lokalisierten Eigenmoden nachzuweisen, wurden Wellenleiterstrukturen mit dieser
Gitteranordnung hergestellt und Licht in die Wellenleiter an der Ecke eingekoppelt. Die gemessene Intensitéts-
verteilung an der Austrittsfacette der Wellenleiterstruktur ist in Abb. 7.13 gezeigt. Wenn das Licht in die Ecke
der trivialen Struktur (Abb. 7.13 (b)) eingekoppelt wird, werden mehrere tiber das Gitter delokalisierte Moden
angeregt und das Licht verteilt sich liber das Gitter. Im Gegensatz dazu gibt es in der nicht-trivialen Struktur
(Abb. 7.13 (c)) die an der Ecke lokalisierte 0D-Mode, welche groBen Uberlapp mit dem eingekoppelten Licht
hat. Der Uberlapp mit den einzelnen 2D-Moden oder den 1D-Randmoden ist vergleichsweise klein. Daher
wird fast nur die in der Ecke lokalisierte Eigenmode angeregt und das Licht bleibt iiber die Propagationsstrecke

lokalisiert. Um noch zu demonstrieren, dass die Lokalisierung nicht durch zu geringe Kopplungsstirke erklir-
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(a) trivial (c) trivial ohne Markierungen

(b) nicht-trivial (d) nicht-trivial (e) nicht-trivial

Intensitit

Abbildung 7.13: (a,b) Querschnittsbild der Ausgangsfacette der Wellenleiterstruktur in der trivialen (a) und
der nicht-trivialen (b) Phase mit einer homogenen Beleuchtung der Eingangsfacette. (c-e) Gemessene Intensi-
tatsprofile an der Ausgangsfacette der Wellenleiterstrukturen. Wellenleiter, in die Licht an der Eingangsfacette
eingekoppelt wird, sind durch dicke cyanblaue Kreise gekennzeichnet. Bei (c,d) wird in einen Wellenleiter an
der Ecke und bei (e) in einen Wellenleiter in der Mitte eingekoppelt. Die Intensitétsprofile sind auf ihren je-
weiligen Maximalwert normiert. Die Aufnahmen sind mit schwarzen (a,b) bzw. griinen Kreisen/Ellipsen (c-e)
iberlagert, um die Positionen der Wellenleiter anzuzeigen.

bar wire, wurde Licht in einen Wellenleiter in der Mitte des Gitters eingekoppelt (Abb. 7.13 (d)). Da in der
Mitte des Gitters keine lokalisierten Moden sind, werden damit, wie in der trivialen Struktur, tiber das Gitter
delokalisierten 2D-Moden angeregt und das Licht verteilt sich iiber die Struktur.

Dies zeigt nun auch experimentell, dass es nur in der nicht-trivialen Phase eine lokalisierte Eigenmode an
den Ecken der Struktur gibt. Jedoch geniigt das nicht um die Quadrupoleigenschaften der Struktur eindeutig zu
belegen. Wie in Abb. 7.7 gezeigt hat ein Gitter ohne 7-Fluss ebenfalls nur in der nicht-trivialen Phase eine in der
Ecke lokalisierte Mode. Um nun experimentell zu zeigen, dass bei der Wellenleiterstruktur ein synthetischer
n-Fluss vorliegt und damit ein QTI realisiert wurde, wurde zusitzlich nachgewiesen, dass die lokalisierten
Eckzustdnde in einer Bandliicke liegen.

Fiir diesen Nachweis wird ein Hilfswellenleiter eingefiigt. Dieser Wellenleiter ist rund und hat den gleichen
Radius und damit das gleiche Potenzial wie die anderen runden Wellenleiter in der Gitterstruktur. Ungekoppelt
liegt die Eigenenergie der Eigenmode dieses Hilfswellenleiters bei £ = 0, also in der Bandliicke bzw. bei der
Energie der Eckzustinde des QTI. Dieser Hilfswellenleiter wird in der Nihe der Ecke der Struktur platziert,
sodass dieser schwach an das Gitter gekoppelt ist. Mit schwach gekoppelt ist dabei gemeint, dass sich das
Spektrum von Hilfswellenleiter und Gitter nicht deutlich durch die Kopplung @ndern. Uber Einkopplung in den
Hilfswellenleiter konnen damit gezielt Zustinde mit einer Energie um E = 0 angeregt werden. Im Abb. 7.14
sind die Messergebnisse fiir diese Strukturen zu sehen. Wihrend in Abb. 7.14 (b), im nicht-trivialen Gitter
das Licht aus dem Hilfswellenleiter in den Eckzustand koppeln kann, bleibt das Licht im trivialen Gitter in
Abb. 7.14 (c) in dem Hilfswellenleiter. Letzteres zeigt, dass es im trivialen Gitter keine Moden bei E = 0 gibt
und somit, dass durch die s- und p-Moden ein 7-Fluss induziert wird, welcher die Bandliicke 6ffnet. Wire dies

nicht der Fall, wie im 2D-SSH-Gitter, wiirde sich das Licht von dem Hilfswellenleiter iiber das Gitter verteilen
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wie es experimentell schon in Ref. [79] gezeigt wurde.

(a) nicht-trivial (b) nicht-trivial (c) trivial

Intensitit

Abbildung 7.14: (a) Querschnittsbild der Ausgangsfacette der Wellenleiterstruktur in der nicht-trivialen Pha-
se mit einem Hilfswellenleiter mit homogener Beleuchtung der Eingangsfacette. (b,c) Licht, gemessen an der
Ausgangsfacette, wenn Licht in den Hilfswellenleiter direkt an der linken Ecke der Wellenleiterstruktur in der
nicht-trivialen Phase (b) bzw. der trivialen Phase (c) eigekoppelt wird. Die Wellenleiter, in die das Licht an der
Eingangsfacette eingekoppelt wird, sind durch dicke cyanblaue Kreise gekennzeichnet. Die Intensitétsprofile
sind auf ihren jeweiligen Maximalwert normiert. Die Aufnahmen sind mit schwarzen (a) bzw. griinen Krei-
sen/Ellipsen (b,c) iiberlagert, um die Positionen der Wellenleiter anzuzeigen.

QTI 2D-SSH

nicht-trivial trivial nicht-trivial trivial

Abbildung 7.15: Simulationsergebnisse einer 1.5 mm langen Wellenleiterstrukturen fiir das QTI-Gitter (links)
und das 2D-SSH-Gitter (rechts), jeweils mit der nicht-trivialen Phase (jeweils links) und der trivialen Phase
(jeweils rechts). Licht wird in den Wellenleiter an der linken Ecke eingekoppelt (obere Spalte) oder iiber den
Hilfswellenleiter (untere Spalte). Die Intensitit ist in jedem Bild auf den jeweiligen Maximalwert normiert.
Die Positionen der Wellenleiter sind mit grilnen Kreisen/Ellipsen markiert und der Wellenleiter in den Licht
eingekoppelt wird ist dick und cyanblau hervorgehoben.
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Kapitel 7. Realisierung eines Quadrupol-topologischen Isolators

Probenherstellung

Die Strukturen fiir diese Experimente wurden mit der Infiltrationsmethode hergestellt, welche in Kapitel 5
beschrieben wurde. Daher haben die Wellenleiter einen Brechungsindex von nye = 1.59 und das umgebende
Material von n, = 1.54. Die Propagationsldnge in den Strukturen betrdgt 1 mm. Bei den Experimenten wurde
jeweils Licht mit einer Wellenldnge von 760 nm verwendet. Die runden Wellenleiter haben einen Radius von
0.5 um und die elliptischen Wellenleiter haben einen Radius entlang der langen Halbachse von 1.3 um und
entlang der kurzen Halbachse von 0.6 um. Die geeigneten geometrischen Parameter wurden mithilfe eines
Eigenmoden-Solvers bestimmt und in den hergestellten Strukturen durch REM-Bilder iiberpriift.

Die Wellenleiter haben ein Abstand (Mittelpunkt zu Mittelpunkt) von 1.6 um fiir starke Kopplungen und
2.1 pym fiir schwache Kopplungen. Die Hilfswellenleiter haben jeweils einen Abstand von 2.1 pm zu dem nich-
sten Gitterpunkt.

Fazit

Sowohl im QTI als auch im 2D-SSH-Gitter sind nur in der nicht-trivialen Phase an den Ecken lokalisierte Zu-
stinde, welche jeweils auch iiber den Hilfswellenleiter angeregt werden konnen. Im trivialen Gitter sind alle
Moden delokalisiert, weshalb sich das Licht iiber das Gitter verteilt. Qualitativ stimmen die Messergebnisse
mit Simulationsergebnissen, die in Abb. 7.15 zusammenfassend dargestellt sind, iiberein. Der markante Un-
terschied ist, dass im trivialen 2D-SSH-Gitter iiber den Hilfswellenleiter Moden im Gitter angeregt werden
konnen aber im QTI-Gitter nicht.

Zusammenfassend wurde in diesem Kapitel demonstriert, wie durch die Kopplung von verschiedenen Mo-
den in einem Gitter ein kiinstlicher 7-Fluss erzeugt und damit auch komplexe Systeme, wie ein QTI, realisiert
werden konnen. Einerseits ermoglicht dies weitere Effekte der topologischen Zustinde hoherer Ordnungen zu
in Wellenleiter-Gittern zu demonstrieren, wie den Transport der Eckzustinde durch Variation der Kopplun-
gen und Potenziale iiber die Propagationsstrecke [85]. Andererseits kann der Ansatz, verschiedene Moden zu
koppeln um einen kiinstlichen 7-Fluss zu generieren, auch auf andere experimentelle Plattformen iibertragen
werden.

Nachdem in diesem Kapitel die Erzeugung eines kiinstlichen magnetischen 7-Flusses durch Kopplung
verschiedener Moden und dessen Einfluss behandelt behandelt wurde, wird im nichsten Kapitel ebenfalls ein
kiinstliches Magnetfeld generiert, jedoch auf eine andere Weise, wodurch der Fluss nicht auf 7 beschrinkt
ist. Die Struktur im nichsten Kapitel stellt ein konkretes Anwendungsbeispiel vor, dessen Funktion auf dem

Vorhandensein eines kiinstlichen Magnetfeldes beruht.
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8. Multiplexen von Moden mit verschiedenem OAM

8.1 Motivation

Der Zustand eines Elektrons in einem Atom kann mitunter iiber zwei Drehimpulsquantenzahlen angegeben
werden. Einerseits der interne Drehimpuls s, der Spin des Elektrons, welcher nur Superpositionen von up und
down annehmen kann, und andererseits der Bahndrehimpuls ¢, welcher die rdaumliche Phasenverteilung der
Wellenfunktion angibt. Gleiches lédsst sich auch fiir einen Lichtstrahl definieren. Hierbei ist die Polarisation
analog zum Spin und kann nur Superpositionen von rechts- und links-zirkular annehmen, und ein Lichtstrahl
kann ebenfalls einen Bahndrehimpuls (OAM, von engl.: orbital angular momentum) tragen. Dabei hat ein
Strahl mit OAM eine spiralformige Phasenfront. Ein Lichtstrahl mit OAM ¢ € Z hat im Querschnitt senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung eine Feldverteilung, bei der beim Umlauf um das Strahlzentrum eine Phase von
2l aufgesammelt wird, wie in Abb. 8.1 (a) fiir ein paar Beispiele dargestellt. Aus diesem Grund wird OAM
manchmal auch als topologische Ladung eines Strahls bezeichnet, da die Phase jeweils nur ein ganzzahliges
Vielfaches von 27 aufsammeln kann. Fiir £ # 0 sorgt die Phasensingularitit in der Mitte des Strahls dafiir, dass
die Intensitédt auf Null abfillt. Dieser Punkt ohne Intensitit ist in diesem Sinne topologisch geschiitzt, da der
Strahl diesen Punkt nur verlieren kann, indem er aus dem Strahlzentrum heraus ins Unendliche verschoben
wird oder sich mit einem anderen Phasen-Vortex mit entgegengesetzter topologischer Ladung annihiliert.

Dieser Punkt ohne Intensitidt wird zum Beispiel bei der Fluoreszenzmikroskopie genutzt, um Abbildun-
gen mit Auflésungen deutlich unterhalb des Abbe-Limits aufnehmen zu konnen [86]. Bei optischen Pinzetten
kann iiber einen Strahl mit OAM ein Drehmoment auf die gefangenen Objekte iibertragen werden [87]. Die
Eigenschaften dieser Strahlen finden in vielen Bereichen Anwendung [88, 89]. Eine andere Eigenschaft ist,
dass Moden mit verschiedenem ¢ jeweils orthogonal zueinander sind. Aus diesem Grund sind diese Moden im
Kommunikations-Bereich interessant geworden, da prinzipiell iiber Moden mit verschiedenem ¢ parallel Infor-
mationen iiber einen Kanal, wie zum Beispiel eine optische Faser, transportiert werden konnten [89, 90]. Durch
unterscheidbare Merkmale mehr Informationen iiber einen Kanal transportieren zu konnen, wird als Multiple-
xen bezeichnet, wobei andere Eigenschaften wie die Wellenldnge oder die Polarisation von Licht bereits so
weit wie technisch sinnvoll eingesetzt werden, um die Dateniibertragungsrate zu erhohen.

Um Strahlen mit OAM zu erzeugen, gibt es mehrere Moglichkeiten, oft wird dabei auf einen aufgeweiteten
Strahl durch lokale Phasenverzdgerungen die spiralférmige Phasenfront quasi aufgeprigt, wie es bei Phasen-
platten, defraktiven Phasenhologrammen oder rdumlichen Lichtmodulatoren (SLM, vom engl. spatial light
modulator) gemacht wird. Zudem konnen Gitter oder Meta-Oberflichen so geformt sein, dass deren gestreu-
tes Licht einen OAM trigt. Eine andere Methode, bei der effektiv mehrere verschiedene OAM-Strahlen nach
der geometrischen Optik iiberlagert werden konnen, ist in Ref. [91] beschrieben und in Abb. 8.1 (b) verein-
facht dargestellt. Dabei wird mit zwei speziell geformten optischen Elementen der Strahl so verformt, dass
die Phasenwindung um die Strahlmitte zu der Phasenfront einer schiefen ebenen Welle wird. Uber eine Linse
wird diese schiefe ebene Welle, je nach Wellenvektor, auf einen anderen Ort fokussiert. In dieser Richtung
kann ein Strahl in seine OAM-Anteile zerlegt werden. In umgekehrter Richtung kénnen damit verschiedene
OAM-Strahlen erzeugt und iiberlagert werden. Bei den genannten Methoden sind die Elemente jeweils fiir eine

bestimmte Wellenlédnge konzipiert, um den gewiinschten Phasenversatz zu erzeugen.

73



Kapitel 8. Multiplexen von Moden mit verschiedenem OAM

(a)
1
8
N 5
RS
0
T
]
ne 2
<
~
-
(b) OAM-Mode schiefe ebene Welle seperate Fokuspunkte
Linse
Entpacker Phasen-Korrektor e - e
+7/2 - l=—1
y 0 - =0
7 / ) - 0= 11
exp (—ily)

Abbildung 8.1: (a) Skalare OAM-Eigenmoden in einem Wellenleiter mit ringférmigen Brechungsindex-
Querschnitt n(7). Wihrend der Radialteil der Moden sehr ihnlich ist, windet sich im Polarteil ®(¢@) o< ¢'‘? die
Phase ¢-mal um die Strahlmitte. Wegen der Phasensingularitit hat nur die £ = 0-Mode eine Intensitit ungleich
Null in der Strahlmitte. (b) Vereinfachte Darstellung der Erzeugung/Zerlegung von OAM-Strahlen beschrieben
in Ref. [91]. Durch zwei speziell geformte optische Elemente wird die Phasenwindung eines OAM-Strahls
exp (i) auf die Phasenfront einer schiefen Ebenen Welle exp (—ify) abgebildet. AnschlieBend wird diese
durch eine Linse auf separate Punkte fokussiert.

Diese Methoden lassen sich jedoch nicht einfach auf optische Fasern iibertragen. Wenn die optischen Ele-
mente herunterskaliert werden, nehmen die Beugungseffekte zu und die Effizienz und die Modenreinheit neh-
men ab. Zudem miissen die generierten Strahlen in eine Faser eingekoppelt werden, wodurch es zu Einkopp-
lungsverlusten [92] oder durch leichten Strahlversatz zu Modeniiberlagerungen kommen kann [93].

Aus diesem Grund wurden verschiedene Methoden entwickelt, OAM-Strahlen direkt in Fasern zu generie-
ren. In Fasern oder Wellenleiterstrukturen gibt es dafiir hauptsidchlich zwei Ansitze: Einerseits konnen zwei
reell-wertige Eigenmoden (LP-Moden) generiert und dann mit einem Phasenversatz von 7/2 iiberlagert werden.
Dieser gezielte Phasenversatz wird entweder direkt iiber die Struktur [94-97] oder externe optische Elemente
[98—100] erzielt.

Andererseits konnen durch Verdrehen der Strukturen die effektiven Brechungsindizes von der Grundmode
und einer OAM-Mode so manipuliert werden, dass sie iibereinstimmen. Dadurch konnen die Moden effektiv
ineinander tiberkoppeln. Nach einer Kopplungsldnge ist dann die Grundmode in die OAM-Mode iiberfiihrt wor-
den [101-104]. Bei anderen Ansétzen werden mehrere Multimode-Wellenleiter gekoppelt, um OAM-Moden
zu kopieren oder zu invertieren [105, 106]. Alle diese Methoden haben zwar eine hohe Effizienz und Mo-
denreinheit, aber beruhen entweder auf einem bestimmten Phasenversatz oder einer prizisen Kopplungslinge,
welche jeweils wellenldngenabhingig sind. Zudem konnen pro Struktur nur eine oder nur wenige OAM-Moden
generiert oder iiberlagert werden [107] .

In dem folgenden Kapitel wird eine Wellenleiterstruktur vorgestellt, die sowohl fiir mehrere Wellenlingen
als auch fiir mehrere OAM-Moden gleichzeitig funktioniert. Diese Eigenschaften folgen direkt daraus, dass
bei der Struktur die Moden adiabatisch von lokalisierten Moden in OAM-Moden iiberfiihrt werden. Um das
Grundprinzip zu zeigen, wird eine Struktur fiir das (De-)Multiplexen von |¢| < 2 betrachtet. Das Prinzip kann

jedoch auch fiir mehr Moden erweitert werden'.

1 Als Beispiel ist die Struktur fiir |¢| > 3 in den ergiinzenden Informationen von Ref. [108] gezeigt.
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8.2 Prinzip der Struktur

Das Grundprinzip der Struktur beruht darauf, dass die lokalisierten Eigenmoden von getrennten einmodigen
Wellenleitern adiabatisch in die OAM-Moden in einem Ringwellenleiter tiberfiihrt werden, wie an einem Mo-
dell der Struktur in Abb. 8.2 (a) dargestellt ist. Bei der adiabatischen Entwicklung eines Systems H (z) bleibt die
Besetzung der Eigenzustinde iiber die Propagation erhalten .|, (z)|* = 0.|(w(2)|¢.(z))|* = O wihrend sich
die Eigenzustinde |¢,(z)) mit dem System #ndern. Die Entwicklung eines beliebigen Zustands |y/(z)) lisst
sich damit als Superposition der Eigenzusténde beschreiben.

lw(z)) = lefn(o) |9n(2)) = Z‘Vn(o) |¢(0)) exp <7l£ /Ozﬁn(zl) dZ/) mit  H(z)|9.(2)) = —ABu(2) [$u(2))
! ! 8.1)
Damit eine Entwicklung adiabatisch ist, muss die Anderung des Systems deutlich langsamer als die relative
Dynamik der Eigenzustinde sein [96, 97, 99, 100, 109, 110]:

/T|<¢n\<9z|¢m>|<!< |Bn — Bl Vn #m (8.2)

Im Fall der Wellenleiterstruktur ist diese Dynamik durch die Differenz der effektiven Brechungsindizes ge-
geben. In anderen Worten diirfen die Eigenenergien wihrend der Entwicklung nie entartet sein, da sonst das
System sich unendlich langsam dndern miisste, um als adiabatisch zu gelten. Um die Eigenenergien stets ge-
trennt zu halten, werden in der Struktur zwei Mechanismen genutzt: einerseits das individuelle Verstimmen der
effektiven Brechungsindizes der Wellenleiter und andererseits das Einfithren von komplexen Kopplungen, um
die Entartung von Moden mit gleichem |¢| aufzuheben.

In den beiden vorherigen Kapiteln 6 und 7 wurden jeweils Wellenleiterstrukturen betrachtet, bei denen sich
die Position der Wellenleiter iiber die Propagationsstrecke nicht verindert. Bei solchen endlichen Strukturen
statischer Systeme ist der Hamilton-Operator zwangsldufig symmetrisch, da alle Kopplungen nur reelle Werte
annehmen konnen. Daraus folgt auch, dass es immer eine Basis gibt, in der alle Eigenvektoren durch reelle
Werte beschrieben werden konnen. Entsprechend kann keine Eigenmode eines solchen Systems einen Gesamt-
drehimpuls ungleich Null haben (aufler sie ist entartet). Im Gegensatz dazu miissen OAM-Moden zwangslaufig
durch komplexe Amplitudenfunktionen beschrieben werden. Um nun Eigenvektoren zu erhalten, die explizit
nur durch komplexe Werte beschrieben werden konnen, muss also ein System betrachtet werden, bei dem der
Hamilton-Operator hermitesch aber nicht symmetrisch ist, also bei dem die Kopplungen komplex sind.

Ein einfaches System, bei dem dies erfiillt ist, ist in Abb 8.2 (b) schematisch dargestellt und wird durch den
Hamilton-Operator H(c1,7,A) beschrieben.

A Cleit cre
cre —2A c1e'’
—M = ce ™ 0 crel? (8.3)
C] e it 2A Cl el?
C1 el? c1 e it —A

Dabei ist ¢; die Kopplungsstirke, 7 die Phase der Kopplung und A eine Potenzialdifferenz. Wenn die Poten-
zialdifferenz und die Phase der Kopplung Null sind, sind die Eigenmoden reell-wertig und zwei Eigenenergien
sind jeweils zweifach entartet. Sobald die Phase der Kopplung jedoch einen Wert 7 # 0 hat, wird, wie in
Abb. 8.2 (c) dargestellt, die Entartung aufgehoben. Die Eigenmoden haben dann an allen Gitterpunkten die
gleiche Amplitude und die relative Phase von benachbarten Gitterpunkten ist jeweils durch 27¢/5 gegeben. Die
Eigenmoden stellen in diesem System den diskreten Fall der OAM-Moden bis |¢| < 2 dar. Die Eigenenergien
sind fiir diese Moden fiir A = 0 durch B(c;, T) = ¢ cos (T +27¢/5) gegeben.
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Abbildung 8.2: (a) 3D-Modell der Wellenleiterstruktur. Abhiingig davon, in welchen Einmoden-Wellenleiter an
der Eingangsfacette Licht eingekoppelt wird, wird das Licht bis zur Ausgangsfacette in eine OAM-Mode mit
einem anderen ¢ umgewandelt. (b) Schematische Darstellung eines Rings von gekoppelten Wellenleitern mit
komplexen Kopplungen und verschiedenen Potenzialen. (c) Bei reellen Kopplungen 7 = 0 sind die Eigenmoden
reell-wertig und entartet, aber bei komplexen Kopplungen 7 # 0 tragen die Eigenmoden einen Drehimpuls ¢
und die Entartung ist aufgehoben. Bei der Darstellung der Eigenmoden steht die GroBe des Kreises fiir die
Amplitude und die Farbe fiir die Phase.

Um das Modell dieses Hamilton-Operators im Experiment anwenden zu konnen, miissen die Systempara-
meter ¢1,7 und A auf Parameter im Experiment iibertragen werden. Die Anderung des Potenzials A entspricht
einer Anderung des effektiven Brechungsindexes der Wellenleitermode. Die Kopplungsstirke c; ergibt sich
aus dem Betrag des Uberlappintegrals der Wellenleitermoden und fillt niherungsweise exponentiell mit dem
Abstand zwischen den Wellenleitern ab. Und um in der Wellenleiterstruktur die komplexen Kopplungen 7 # 0

zu realisieren wird die Struktur verdrillt [23, 24].

8.2.1 Verdrillen der Struktur

Um zu erkldren, warum und wie durch Verdrillen der Struktur die Kopplungen komplex werden und welche
Eigenschaften sich noch dndern, wird als Beispiel die Struktur in Abb. 8.3 betrachtet. Dabei handelt es sich
um neun dquivalente Wellenleiter mit spiralformigen Trajektorien. Alle Wellenleiter umlaufen mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit  genau einmal die z-Achse und liegen damit auf der Oberfliche eines Zylinders mit

einer Hohe von 27/a. Ein Wellenleiter an der Position Fyg = (Xwg, ng)T beschreibt dann eine Helix mit einem

. - . _ 2 2
Radius von |rwg| = Twg = \/Xg T Vg

Xwg = F'wg €08 (Q2) (8.4a)
Ywg = F'wg sin (QZ) (8.4b)
Zwg =<2 (8.4¢)
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-
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Abbildung 8.3: Schematische Darstellung von dquivalenten Wellenleitern mit einer helixférmigen Trajektorie.
In der Mitte ist das 3D-Modell dargestellt, links die Oberflache des Zylinders und rechts Projektionen entlang
der y- bzw. z-Achse. Von einem Wellenleiter (schwarz) sind die Phasenfronten als rote Ebenen dargestellt. Die
Phasenfronten stehen jeweils lokal senkrecht zum Wellenleiter und haben am Ort des Wellenleiters jeweils
einen Abstand von /5. zueinander. Dadurch, dass die Phasenfronten einen Winkel 6 zur x-y-Ebene haben,
resultiert das Uberlappintegral in einer komplexwertigen Kopplungskonstante.

Eine offensichtliche Anderung ist, dass die Weglinge auf der spiralférmigen Trajektorie linger ist als bei
einer unverdrillten Struktur. Da die optische Weglidnge durch Verdrillen groer wird, kommt es zu einer Erho-

hung des effektiven Brechungsindexes. Die Weglidngeninderung ergibt sich geometrisch:

AL \/(2n/gz)2+ (27rwe)’ —27/Q _ 2m/Q (m— 1) 85

2n/Q 2n/Q

Q2r2 Q2r2
z<1+ zwg>1 ve (8.6)

2

Der effektive Brechungsindex dndert sich damit in etwa um den Betrag n.AL.

102

n.AL = 5

(Xog + Vorg) (8.7)

Wichtiger fiir das betrachtete System ist, dass durch Verdrillen die Kopplungen unter den Wellenleitern
komplex werden. Nach wie vor ergibt sich die Kopplung aus dem Uberlappintegral der Wellenleitermoden in
der x-y-Ebene, allerdings haben die Wellenleitermoden durch das Verdrillen in dieser Ebene einen Phasengra-
dienten. Dies wird klarer, wenn die Phasenfronten einer elektromagnetischen Welle betrachtet werden, welche
durch einen solchen Wellenleiter propagiert. Dabei miissen die Phasenfronten stets senkrecht zur Propagati-
onsrichtung bzw. der Trajektorie stehen. Die Phasenfronten in einem spiralformigen Wellenleiter konnen sich,

wie in Abb. 8.3 rot dargestellt, als Ebenen mit einem Winkel 0 zur x-y-Ebene vorgestellt werden. Der Winkel
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0 ldsst sich mit den bereits genannten MafBien fiir Hohe und Radius der Spirale bestimmen:

_ 27rwg
C2m/Q

0 ~tan(0) Qryg (8.8)

Fiir kleine O stellen (quasi-) parallele Ebenen die Phasenfronten dar. Phasenfronten mit der gleichen Phase
(modulo 27) haben jeweils einen Abstand von etwa 4/n. zueinander. Die Phase der Wellenleitermode in der
x-y-Ebene ist dabei die jener Phasenfront, welche an dieser Stelle die x-y-Ebene schneidet. Die Phasen, die
sich in der x-y-Ebene ergeben, haben damit die Form einer ebenen Welle, welche mit einem Wellenvektor 7<)xy
senkrecht zu 7y, verlduft. Die Schnittgeraden von Phasenfronten gleicher Phasen (modulo 277) mit der x-y-
Ebene haben dabei einen Abstand von A/ncsin(6) & A/n.Qrye zueinander. Mit dieser Wellenldnge 274 /n.Qrys und
der Richtung von %xy ergibt sich die ebene Welle zu exp (i%x), . 7) =exp (i"cﬁ/ x (?wg X ?)Z> mit 7 als beliebiger
Ortsvektor in der x-y-Ebene.

Um nun die Kopplung von einer Wellenleitermode v, von einem Wellenleiter bei 7y = 7, zu der Wellenlei-
termode y, von einem anderen Wellenleiter bei 7, zu bestimmen, muss das Uberlappintegral berechnet werden.
Dabei ist nach Gl. (4.35) hauptséchlich das Produkt der Moden an der Stelle des zweiten Wellenleiters (g) re-
levant. Wegen des Verdrillens ist die Phase der Mode v, jedoch durch die ebene Welle exp (ian/)t (rp x ?)Z)
gegeben. An der Stelle des zweiten Wellenleiters hat y, demnach einen Phasenversatz T zu ,, was damit auch
der Phase des Uberlappintegrals bzw. der Kopplung entspricht.

_ ncQ)

T = (% ), (8.9)

Neben dieser geometrischen Herleitung der Phase der Kopplung kann die sogenannte Peierls-Phase auch
mathematisch rigoros mit einer Basistransformation in das mitbewegte Bezugssystem berechnet werden. Kurz
zusammengefasst dulert sich die Transformation in das mitbewegte Bezugssystem in der paraxialen Helmholtz-
Gleichung dadurch, dass kiinstlich ein Vektorpotenzial A= /1 (y, —x,0)7 und ein Zentrifugalpotenzial hin-
zugefiigt werden miissen [22]:

. 752 . -\ 2 — "cQ2 2 w2
llazW—zf’%(le—A) y—mn(R)y— () (8.10)
%’ oo oa .
:—ﬁVil]/—&—gBlzw—An(r)y/ (8.11)

Alternativ kann die Gleichung auch mit einem homogenen Magnetfeld B= —2n:Q/7&, und dem Drehimpuls-
operator L, = —iZ (7 x V), welcher auf den Zustand wirkt, geschrieben werden. Uber dieses kiinstliche Ma-
gnetfeld ldsst sich alternativ die Aufspaltung der Moden in Abhingigkeit des OAM des Zustandes erkldren
oder die Phase der komplexen Kopplung berechnen. Das Zentrifugalpotenzial, welches ebenfalls durch die Ba-
sistransformation hinzukommt, beschreibt analog zu Gl. (8.7) die Anderung des effektiven Brechungsindexes
durch die lingere Wegstrecke. Die Gleichungen fiir die Erhohung des effektiven Brechungsindexes und der
Phase der Kopplung fiihren in beiden Herleitungen auf die gleichen Ergebnisse. Die rigorose Herleitung ist im
Anhang 10.2 zu finden.

8.2.2 Schritte der Struktur

Da sich der Abstand der Wellenleiter von der Rotationsachse ryg, die Winkelgeschwindigkeit  und die Dif-
ferenz der Wellenleiterdurchmesser Adyg jeweils auf die GroBen c1,7 und A iibertragen lassen, kann die adia-
batische Entwicklung von lokalisierten Moden zu OAM-Moden vom Modell auf das Experiment iibersetzt
werden. Die adiabatische Entwicklung beginnt also bei leicht verstimmten lokalisierten Moden mit c; < A~ 0
und 7 = 0 und wird dann in ein System mit OAM Moden also ¢,7 > 0 und A = 0 tiberfiihrt, ohne dass die

78



Kapitel 8. Multiplexen von Moden mit verschiedenem OAM

initial: final:
K< A=0 5.at c1,T>0
=0 1. Adyws T 2. rwg 3.1 4. Adyg |

/AT\L

Py

S Se
O O O 020 o
=21 o ¢ M &%
o o o <o 1|
O O O 080!
(=2 O¥O (o)~ (® OxO, OO
K Lo P Lo &
(o) (o) (@ ®
(=-2 OxO. OxO @)@ SN a
o3IO CIINOSe %

Abbildung 8.4: Schematische Darstellung der Schritte der Struktur wihrend der adiabatischen Entwicklung,
sowie der relevanten Eigenmoden des Systems in jedem Schritt. Bei der Darstellung der Eigenmoden steht die
GroBle des Kreises fiir die Amplitude und die Farbe fiir die Phase.

Zustinde sich energetisch nahe kommen. Die Entartung wird dafiir wihrend 7 ~ 0 zeitweise durch A # 0 auf-
gehoben. Zu Beginn, wenn ry, noch groB ist, kann Q auch nicht grol gewihlt werden, da sonst das Licht aus
der stark verdrillten Struktur heraus gestreut werden wiirde. Damit ergeben sich die iiber die Propagationslinge

folgenden Schritte, die auch mit den jeweiligen Eigenmoden schematisch in Abb. 8.4 dargestellt sind:

1. Die Differenz der Wellenleiterdurchmesser Ady, und damit auch die Potenzialdifferenz A wird erhoht.

Die lokalisierten Eigenmoden werden dadurch energetisch getrennt.

2. Der Abstand der Wellenleiter zur Rotationsachse 7y, wird verringert und damit die Kopplung ¢ erhoht.
Die Eigenmoden sind nicht mehr lokalisiert, sondern verteilen sich iiber mehrere Gitterpunkte.

3. Die Winkelgeschwindigkeit  und damit die Phase 7 der Kopplung wird erhoht. Die Eigenmoden neh-
men komplexe Werte an und verteilen sich weiter iiber die Gitterpunkte. Je nach Vorzeichen des Drehim-
puls der Mode ¢ wird die Eigenenergie erhoht oder abgesenkt.

4. Die Differenz der Wellenleiterdurchmesser Ady,e und damit die Potenzialdifferenz A wird auf Null abge-
senkt. Da die Gitterpunkte nicht mehr gegeneinander verstimmt sind, ist die Intensitit aller Eigenmoden
tiber alle Gitterpunkte gleich verteilt. Die Eigenenergien sind nur noch wegen der komplexen Kopplung

getrennt.

5. Jeder Wellenleiter wird in zwei aufgeteilt. Hierfiir wird der Winkel o von Null soweit erhoht, bis die
Gitterpunkte gleichméBig verteilt sind, wie in der letzten Spalte von Abb. 8.4 skizziert. Durch die zusétz-

lichen Gitterpunkte soll ein Ringwellenleiter approximiert und die Phasenfronten geglittet werden.
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6. Der Durchmesser der Wellenleiter dy, wird verringert, um nur die 5 gewollten Eigenmoden der Struktur

zu leiten und ungewollte Anregungen hoherer OAM-Moden herauszufiltern [98].

Die Struktur ndhert am Ende nicht einen perfekt runden Ringwellenleiter an, da dieser wegen seiner Rotati-
onssymmetrie wieder zur Entartung von +¢ und —¢ Moden fithren wiirde. Da bei einer adiabatischen Entwick-
lung der genaue Pfad im Parameterraum nicht relevant ist, konnen die genannten Schritte sich auch zeitlich
iiberlappen, um die Linge der Struktur fiir das Experiment zu reduzieren. Wihrend der Schritte werden die
Parameter s von einem initialen Wert s; hin zu einem finalen Wert s¢ {iberfiihrt. Damit die Schritte dabei adiaba-
tisch sind, darf jeder Parameter s(z) nur stetig iiber die Propagationslinge L geiindert werden. Dafiir wiirde sich
prinzipiell jede Sigmoidfunktion (S-féormige Funktion) eignen, wie zum Beispiel die GauB3sche Fehlerfunkti-
on, logistischen Funktion oder der Tangens hyperbolicus. Fiir die hier vorgestellten Strukturen wurde eine der
Fermi-Dirac-Statistik #hnliche Funktion verwendet. Uber i, kann der relative Zeitpunkt des Schritts und mit

T; die relative Geschwindigkeit des Schritts beschrieben werden:
s(z) 2 [0,L] = R,z si + —st_ il (8.12)
exp (L TZ”‘T) +1

Die in den folgenden Experimenten und Simulationen verwendeten Parameter sind in Tab. 8.1 aufgelistet
und in Abb. 8.5 (a) als Diagramm tiber die Propagationslinge dargestellt. Aus Abb. 8.5 (b) ist zudem ersichtlich,

dass der effektive Brechungsindex sich fiir diese Parameter niherungsweise linear mit dem Durchmesser dyg

der Wellenleiter dndert.

Tabelle 8.1: Parameter der Struktur, die im Experiment und in den Simulationen verwendet wurden:

Beschreibung S Sf Us T;
1 Ady,, erhdhen Opm 0.1602 pm 0.0541 | 0.0716
2 T'wg VEITingern 10 pm 2.6 um 0.1219 | 0.1604
3 Q erhohen Omm™! 27/(1748.7mm) | 0.6119 | 0.2158
4 Ady, verringern 0.1602 um Opm 0.6683 | 0.0983
5 | Wellenleiter aufteilen o 0 27 /20 0.6794 | 0.0736
6 dyg verringern 2.6 um 1.7812 ym 0.8857 | 0.0858
1
B —— ® 548
f 1.546 | s-Moden
27 1.544
22
s 2
8
= 1.542 | p-M()(17
0 : 0 . :
0 r 2 3 4 1.540 0 1 2 3 4 5
Propagationsldnge z in mm Durchmesser dyg in um

Abbildung 8.5: (a) Anderung der Strukturparameter iiber die Propagationslinge. (b) Der effektive Brechungs-
index kann in einem Bereich als lineare Funktion vom Durchmesser des Wellenleiters genidhert werden. Grau

hinterlegt ist der im Experiment verwendete Parameterbereich.
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8.3 Simulations- und Messergebnisse

Um die generelle Funktion der Struktur zu demonstrieren, wurden, wie in Kap. 5 beschrieben, skalare BPM-
Simulationen durchgefiihrt. Aus den Feldern y; an der Austrittsfacette der Struktur kénnen die relativen In-
tensititen der OAM-Moden berechnet werden. Der Index ¢ steht hierbei fiir das OAM der Mode, in die das
Licht hauptséchlich durch Einkoppeln in den jeweiligen Wellenleiter an der Eintrittsfacette konvertiert wer-
den sollte. Um zu quantifizieren, wie viel des Lichts in die richtige OAM-Mode konvertiert wurde, konnte das
Uberlappintergal mit den in Abb. 8.1 (a) dargestellten Eigenmoden ¢y (r, @) = Ry 1 (r)®y (@) bestimmt werden
[94, 98, 99]. Die OAM-Moden bilden fiir den Unterraum der gefiihrten Moden eine orthogonale Basis. Da das
Licht an der Austrittsfacette von der Struktur gefiihrt wurde, muss die Feldverteilung y; eine Superposition der

Eigenmoden sein, sodass das Uberlappintegral auch wie folgt geschrieben werden kann:

<¢Z’|W(f> = <¢Z’| ; Yin |¢n> = ; Yin <¢Z’|¢n> = ; Yin '/RZ/J (r)Rn,l (r) rdr/qDZ((P)‘bn((P) d(P (8.13)

8y

n ~1 6(,;/_ n

Wie in Gl. (8.13) zeigt, geniigt es den Polarteil zu betrachten, um y; , die Anteile der n-ten OAM-Moden in
der Feldverteilung v, zu bestimmen, solange der Radialteil der Eigenmoden positiv ist Ry | € R>o. Wéhrend
der Radialteil von den geometrischen Parametern der Struktur, dem OAM der Mode und der Wellenlinge,
abhiingt, ist der Polaranteil stets durch ®(¢) o e'‘? gegeben. Daher werden relative Intensititen Iy ¢ mit dem
Uberlapp von y; mit dem Polarteil ¢/‘? berechnet:

2
|II/Z/(’ [CATAR // it
Iy = = 09y, rde dr (8.14)
=T T vl x/—ffllf/ vi rdp ar yeree
Ty J e it
= — exp (—if arg (x+1iy)) - yp dx dy (8.15)
‘ If Y, -y dxdy ( )

Damit ergibt sich die Modenreinheit Iy o bzw. das Ubersprechen (engl. crosstalk) op = 1—1y .

Die experimentellen Parameter wie Abstand der Wellenleiter, Winkelgeschwindigkeit und Wellenleiter-
durchmesser iibertragen sich abhingig von der verwendeten Wellenldnge verschieden auf die Modellparameter
c1,7 und A. Da jedoch bei der adiabatischen Entwicklung der genaue Pfad im Parameterraum nicht relevant
ist, sondern nur, dass er hinreichend langsam durchlaufen wird, funktioniert die Struktur intrinsisch fiir ein
Spektrum von Wellenldngen. Umgekehrt folgt aus diesem adiabatischen Prinzip auch, dass die Effizienz und
die Parametertoleranz bzw. die Breitbandigkeit der Struktur zunehmen, je langsamer die Entwicklung bzw. je
ldnger die Struktur ist. Dies zeigt sich auch in den Simulationsdaten fiir verschiedene Propagationsldngen in
Abb. 8.6 (a).

Abgesehen von diesen Daten kann aus den BPM-Simulationen auch der effektive Brechungsindex der je-
weiligen Moden iiber die Propagationsstrecke extrahiert werden, indem die Phase, die das Feld iiber einen

Propagationsschritt Az aufsammelt, bestimmt wird:

nefe(2) = &argﬂ (2)|y(z+A42))) —arg (//w v (z+ A7) dxdy) (8.16)

Wie in Abb. 8.6 (b) zu sehen ist, sind die effektiven Brechungsindizes der Eigenmoden stets getrennt bis zum
Ende der Propagationsstrecke, an dem ein zunehmend rotationssymmetrisches Potenzial angendhert wird.

Die in den Simulationen verwendete 4 mm lange Struktur wurde zudem mit dem direkten Schreibverfahren
von Kapitel 5 hergestellt, welches einen Brechungsindexkontrast von etwa An ~ 8 - 1073 erlaubt. Aufnahmen
von der Struktur sind in Abb. 8.7 zu sehen.

Fiir die Messung wurde Licht jeweils in die fiinf Wellenleiter auf der Eintrittsfacette eingekoppelt und die
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Abbildung 8.6: Simulationsergebnisse. (a) Effizienz der Struktur fiir verschiedene Lingen. Das Modeniiber-
sprechen o ist das Verhiltnis der Intensitit, die nicht in die gewiinschte Mode umgewandelt wird, zur Gesam-
tintensitiat. Die Linie stellt das durchschnittliche Ubersprechen der fiinf Moden dar, wihrend die Riander der
transparenten Bereiche die beste und die schlechteste Modenkonversion anzeigen. Mit der Strukturldnge steigt
die Adiabatizitit und damit sinkt das Ubersprechen. (b) Effektiver Brechungsindex fiir jede Mode entlang der
Propagationsstrecke.
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Abbildung 8.7: (a) Foto der 4 mm langen Struktur. (b) Mikroskopbilder der Eintrittsfacette an der Spitze der
Struktur. Die einmodigen Eingangswellenleiter sind mit dem OAM an der Austrittsfacette beschriftet. (c) Mi-
kroskopbild der Austrittsfacette, aufgenommen durch das Glassubstrat. Pfeile markieren die Rotationsrichtung
der Struktur und damit die Richtung des Phasengradienten fiir Strahlen mit positiven OAM.

Intensititsverteilung an der Austrittsfacette mit einer CMOS-Kamera aufgenommen. Im direkten Vergleich
zwischen Simulation und Experiment in Abb. 8.8 (a) sind qualitativ viele Ahnlichkeiten erkennbar®. Besonders
auffillig ist, dass die Moden mit |¢| = 2 sowohl in der Simulation als auch im Experiment iiberlagert sind, was
an den vier Punkten in der Intensititsverteilung erkennbar ist. Diese starke Uberlagerung kénnte mitunter daher
kommen, dass die |¢| =2 Moden weniger aufspalten als die |¢| = 1 Moden, was sowohl der Vorhersage des
tight-binding-Modells als auch des effektiven Brechungsindizes in Abb. 8.6 (b) entspricht. Abgesehen davon
stimmen jedoch die topologischen Ladungen der Strahlen sowohl in der Simulation als auch in der Messung
mit den Erwartungen des Modells iiberein. Das Messverfahren der Phasenverteilung ist dabei von Ref. [111]
inspiriert und wird spiter noch genauer erldutert. Bei den Aufnahmen der Phasenverteilung sind weit von
der Strahlmitte entfernt starke Fluktuationen zu sehen, die auf die hohe Messungenauigkeit bei der geringen
Intensitit zuriickzufiihren sind. Die Abweichungen in der Mitte des Strahls werden vermutlich durch Herstel-
lungsungenauigkeiten verursacht. Die Abweichungen der Phasenverteilung sind jedoch nicht stark genug, um

die topologischen Ladungen der Strahlen zu beeinflussen.

2Messungen bei den Wellenlingen 710 nm und 730 nm sind in den ergiinzenden Informationen von Ref. [108] zu finden, zeigen jedoch
qualitativ die gleichen Ergebnisse.
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Abbildung 8.8: Vergleich des Ausgangsfeldes der BPM-Simulationen mit den gemessenen Feldern der Struk-
tur im Experiment fiir Licht, das in verschiedene Eingangswellenleiter mit A = 750 nm eingekoppelt wird. Die
Intensitdtsverteilung wird mit einer CMOS-Kamera erfasst. Die Phasenverteilung ist relativ zur £ = 0 Mode
durch Interferenz gemessen worden, indem Licht in die beiden Wellenleiter mit unterschiedlichen Phasenver-
schiebungen eingekoppelt wurde. Fiir eine Struktur (a) mit und (b) ohne ein effektives Magnetfeld

Fiir eine nicht verdrillte Struktur, also eine Struktur ohne effektives Magnetfeld, sind an der Austrittsfacette
die reellen LP-Moden zu sehen. Bei diesen LP-Moden sind keine Phasenwirbel erkennbar und lokal benach-
barte Bereiche mit nicht verschwindender Intensitiit haben jeweils einen Phasensprung von 7 zueinander. Auch
hier stimmen Simulation und Messung in Abb. 8.8 (b) qualitativ tiberein.

Da in jedem Fall nur bei der £ = 0 Mode in der Intensitdtsmessung als auch bei der Simulation eine nicht
verschwindende Intensitédt im Strahlzentrum zu finden ist, kann berechtigt angenommen werden, dass an der
Austrittsfacette die ¢ = 0 Mode eine flache Phasenverteilung hat. Bei dieser Verteilung kann zwar ein Pha-
sengradient aber kein Phasenwirbel vorliegen. Ausgehend von dieser Annahme wurde fiir die Messung der
Phasenverteilungen der relative Phasenversatz zur £ = 0 Mode in Abb. 8.8 bestimmt. Entsprechend wurde die
Phasenverteilung der £ = 0 Mode als konstant angenommen und nicht untersucht.

Um die relative Phasenverteilung zu bestimmen, wurde das Hologramm auf dem SLM im Versuchaufbau
so angepasst, dass in zwei Wellenleiter gleichzeitig fokussiert wird. Einer dieser Fokuspunkte liegt stets beim
¢ = 0 Wellenleiter um als Referenz zu dienen, wihrend der andere Fokus auf einen der £ = {£1,+2} Wellen-
leiter gerichtet ist. Das Interferenzbild der beiden Moden an der Austrittsfacette wird mit der CMOS-Kamera
aufgenommen. Der Phasenversatz A¢ zwischen den Fokuspunkten kann dabei iiber das Hologramm auf dem
SLM variiert werden. Fiir die Vermessung der relativen Phase werden, wie beispielhaft in Abb. 8.9 (a) fiir die
¢ =2 Mode zu sehen, mehrere Aufnahmen der Intensititsverteilung fiir verschiedene Phasenversitze zwischen
den beiden Fokuspunkten gemacht. Fiir jeden Pixel auf der Kamera kann, wie in Abb. 8.9 (b) beispielhaft
an drei Pixeln gezeigt, die Intensitét in Abhingigkeit des Phasenversatzes aufgetragen und durch eine Sinus-
Kurve beschrieben werden. Die Phase dieser Sinus-Kurve entspricht fiir jeden Pixel der relativen Phase der zu
untersuchenden Mode zur £ = 0 Mode und ergibt die in Abb. 8.9 (c) gezeigte Phasenverteilung [111].

Nun konnte anhand der Messdaten in Abb. 8.8 die experimentelle Moden-Selektivitit als MaB fiir das Uber-
sprechen aus den Phasen und Intensitétsverteilungen ermittelt werden. Allerdings wire diese Auswertung auf-
grund der vielen Parameter sehr fehleranfillig. Stattdessen wird, um die experimentelle Moden-Selekttivitét zu
demonstrieren, der Multiplex-Struktur eine dquivalente Demultiplex-Struktur angehingt MUX/DEMUX) [96,
100]. Da die Struktur auf Prinzipien der adiabatischen Entwicklung und der linearen Optik beruht, sind alle Pro-
zesse linear, informationserhaltend und zeitumkehrbar. Fiir eine dquivalente DEMUX-Struktur wird daher die
adiabatische Entwicklung lediglich riickwirts durchlaufen oder einfacher gesagt, die Struktur wird umgedreht.
Damit wandelt die Struktur OAM-Moden an der Eintrittsfacette der DEMUX-Struktur in lokalisierte Wellen-

83



Kapitel 8. Multiplexen von Moden mit verschiedenem OAM

(b) 0.3

max.

=02
- R
Havi [72]
[}
5 Eo.1 >
=
k=
0
0 _
0 T

Phasenversatz A@

Abbildung 8.9: (a) Gemessene Intensititsverteilung an der Austrittsfacette der Struktur bei Einkopplung von
Licht in die Wellenleiter / = 0 und ¢ = 2 mit einer Phasendifferenz von A¢@. Drei Pixel sind beispielhaft mar-
kiert, an denen weiter erlautert wird, wie die Phasenverteilung aus den Aufnahmen bestimmt wird. (b) Intensitit
an den drei in (a) markierten Pixeln fiir verschiedene Phasenversitze mit ihren jeweiligen Sinus-Fits. (c) Phase
der Sinus-Fits fiir jeden Pixel.

leitermoden an der Austrittsfacette um>. So wie die MUX-Struktur funktioniert die DEMUX-Struktur sowohl
fiir mehrere OAM-Moden als auch bei verschiedenen Wellenldngen gleichzeitig. Damit nicht einfach Licht in
einen Wellenleiter eingekoppelt wird und an der Austrittsfacette wieder aus dem gleichen Wellenleiter austritt,
wird die DEMUX-Struktur gegeniiber der MUX-Struktur um einen Winkel von 27/5 verdreht. Am Ubergang
von MUX zu DEMUX sollte das Licht in einer OAM-Mode vorliegen. Diese Moden sind, bis auf einen Phasen-
versatz, rotationssymmetrisch, sodass die Verdrehung um 27/5 das Ubersprechen der MUX-DEMUX-Struktur
nicht sonderlich beeinflusst. Ohne das effektive Magnetfeld hingegen, also fiir eine unverdrillte Struktur, wird
das Licht in die LP-Moden iiberfiihrt, welche beziiglich einer 27/5-Rotation nicht symmetrisch sind, sodass in
diesem Fall ein deutliches Ubersprechen der Moden zu erwarten ist.

Die MUX/DEMUX-Strukturen, wie in Abb. 8.10 (a,b) skizziert, wurden ebenfalls hergestellt und vermes-
sen. Durch das Drucken der DEMUX- direkt auf die MUX-Struktur kann das Ubersprechen aufgrund von
fehlerhafter Justage der Strahlmitten ausgeschlossen werden [98]. Die Ubersprech-Matrizen in Abb. 8.10 (c-f)
beinhalten die relativen Intensititen in den Wellenleitern an der Austrittsfacette der MUX/DEMUX-Struktur.
Auf der y-Achse steht hierbei der Wellenleiter, in den das Licht an der Eintrittsfacette eingekoppelt wurde, und
auf der x-Achse verschiedene Wellenleiter des DEMUX an der Austrittsfacette. Da jeweils nur die relativen
Intensititen aufgetragen sind, ist die Summe der Elemente in jeder Reihe Eins. Im Idealfall, in dem alle Moden
korrekt in die verschiedenen reinen OAM-Moden und zuriick konvertiert werden, wiirde die Ubersprech-Matrix
der Einheitsmatrix entsprechen. Ahnlich zum Idealfall zeigt die Simulation in Abb. 8.10 (c) groBe Ahnlichkeit
zur Einheitsmatrix und auch bei der Messung in Abb. 8.10 (e) sind zumindest die groften Elemente auf der
Diagonalen zu finden. Ohne das effektive Magnetfeld hingegen gibt es, wie erwartet, in der Simulation in
Abb. 8.10 (d) und den Messungen in Abb. 8.10 (f) abseits der Diagonalen Elemente mit Werten iiber 50%.

Zusammenfassend wurde in diesem Kapitel eine Wellenleiter-Struktur vorgestellt, welche effektiv verschie-
dene OAM-Moden multiplexen und demultiplexen kann. Ahnlich wie die optischen Elemente in Ref. [91] und
Abb. 8.1 (b) kann die Struktur nach der linearen Optik in eine Richtung als Multiplexer und in die andere Rich-
tung als Demultiplexer fiir mehrere OAM-Moden gleichzeitig verwendet werden. Im Gegensatz zu Ref. [91],
ist der Querschnitt der Struktur auf eine Faser reduzierbar, ohne durch Beugungseffekte limitiert zu werden.
Zudem basiert die Wellenleiter-Struktur auf dem adiabatischen Prinzip und funktioniert daher fiir ein Spek-
trum von Wellenldngen. Die durchgefiihrten Experimente stimmen qualitativ mit den Simulationen iiberein

und belegen damit die Umsetzbarkeit und das generelle Funktionsprinzip der Struktur.

3Um die Umwandung der Moden in der MUX/DEMUX-Struktur von lokalisierten Wellenleitermoden zu OAM-Moden und zuriick
zu lokalisierten Wellenleitermoden zu veranschaulichen, ist eine Videodatei in den erginzenden Informationen von Ref. [108] zu finden,
welche die Felder aus den Simulationen iiber die Propagationsstrecke zeigt.
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Abbildung 8.10: Charakterisierung der Modenumwandlung durch eine MUX/DEMUX-Struktur. (a,b) Skizzen
der Strukturen. Der Demultiplexer ist gegeniiber dem Multiplexer um 27/5 gedreht, was ein Ubersprechen fiir
LP-Moden verursacht, wihrend OAM-Moden lediglich einen Phasenversatz erfahren. (c,d) simulierte und (e,f)
gemessene Ubersprechmatrizen der Strukturen fiir den Fall mit und ohne ein effektives Magnetfeld bei A =

710nm.
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8.4 Einfluss der Polarisation

In den anderen Kapiteln wurde der Einfluss der Polarisation nicht betrachtet. Hier wird eine Ausnahme ge-
macht, da die betrachtete Struktur aus Wellenleitern besteht, deren Trajektorien explizit dreidimensional sind.
Es gibt also keine Ebene, in der alle Punkte der Trajektorie eines Wellenleiters liegen. Bei solchen nicht-
planaren Strukturen kann es alleine aufgrund der dreidimensionalen Geometrie zu einer Drehung der Polari-
sation kommen. Die Drehung der Polarisation ist dabei proportional zu der aufgesammelten Berry-Phase. Wie
schon in Kapitel 7.1.3 beschrieben, ist die Berry-Phase eine geometrische Phase yp, die von einem Zustand
y beim Durchlaufen eines geschlossenen Pfades P in einem gekriimmten Parameterraum aufgesammelt wird.

Der hier zu betrachtende Parameterraum ist der Impulsraum.
¥p = ijf <y/(%)‘v%w(%)> -d%:jf A(k) dk (8.17)
P P

Wie auch in Kapitel 7.1.3 wurde hierbei die Berry-Verbindung A(k) = i<l//(7c') Vi l//(ié)> eingefiihrt, welche

als Vektorfeld die relative Phasenidnderung abhéngig von der Impulsédnderung angibt.

Da sich bei der Propagation durch einen Wellenleiter nicht die Wellenlinge des Lichts, sondern nur dessen
Richtung dndert, kann der zu betrachtende Parameterraum auf eine Kugeloberfliche mit Radius ‘%‘ im Impuls-
raum reduziert werden. Offensichtlich ist diese Kugeloberfliche bzw. der Parameterraum gekriimmt und die
Trajektorie des Wellenleiters gibt den Pfad vor, den der Wellenvektor auf der Kugeloberfliche ablauft. Dabei
gibt es an jedem Punkt der Oberfldche zwei zu k orthogonale Richtungen fiir die Polarisation.

Ein einfaches Beispiel wie es durch Anderung der Richtung in 3D zu einer Drehung der Polarisation kom-
men kann, ist in Abb. 8.11 (a) mit einem Wellenleiter dargestellt. Zu Beginn propagiert das Licht in dem
Wellenleiter in z-Richtung und ist vertikal polarisiert. Dann wird durch die Trajektorie des Wellenleiters ste-
tig die Propagationsrichtung geédndert, von der z-Richtung iiber x- dann y- und wieder zuriick zur z-Richtung.
Wihrend der jeweiligen Kurven von einer Koordinatenachse zur anderen bleibt die Polarisation stets entweder
in der Ebene der Kriimmung oder senkrecht dazu. Am Ende ist das Licht horizontal polarisiert. Die Ande-
rung des Wellenvektors bzw. der Propagationsrichtung und die 90°-Drehung der Polarisation ldsst sich wie in
Abb. 8.11 (b) als Pfad auf der Kugeloberfliche im Impulsraum auftragen.

Da der betrachtete Parameterraum einer Kugeloberfliche entspricht, ist die lokale Kriimmung bzw. Berry-
Kriimmung B(k) = Vi x A(K) fiir alle Punkte auf der Kugeloberfléiche identisch. Die Berry-Kriimmung B(k) =
i/ k2 ist in diesem Fall ein Vektorfeld, dessen Richtung, wie der Normalenvektor 7i, senkrecht zur Kugelober-
fliche steht und dessen Betrag 1/2 quadratisch mit dem Abstand abnimmt. Durch Anwendung des Satzes von
Stokes ldsst sich die Berry-Phase als Flidchenintegral iiber die Fliche S, welche von dem Pfad P umschlossen

wird, schreiben:

¥p = fi]((ié) dk = //Sv% x A(k)-dA = //SB(%) -dAé//SB(%) -Asin () k*de do = //Ssin(ﬁ)d(p do
(8.18)
Dementsprechend ist die Berry-Phase gleich dem Raumwinkelelement von S. Fiir den in Abb. 8.11 (a) be-
trachteten Wellenleiter entspricht das Raumwinkelelement dem in Abb. 8.11 (b) gelb hinterlegten Achtel der
Kugeloberfliche. Die Berry-Phase bzw. die Drehung der Polarisation beim Durchlaufen dieses Wellenleiters
ergibt sich damit zu 47/8 = 7/2 = 90°.
Fiir einen spiralformigen Wellenleiter ldsst sich die durch einen Umlauf verursachte Drehung der Polari-
sation iiber das eingekreiste Raumwinkelelement tiber den Neigungswinkel der Spirale 6 berechnen, wie in
Abb. 8.11 (c,d) dargestellt [112].

2n 16 2n
’)/'p:/o /0 sin (%) dd d(p:/o (I—cos(0))de (8.19)
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Abbildung 8.11: (a) Schematische Darstellung eines Wellenleiters (blau), der stetig die Propagationsrichtung
des Lichts @ndert, von der z- iiber die x- dann y- und wieder zuriick zur z-Richtung. Beim Durchlaufen dieses
Wellenleiters wird die Polarisation um 90° gedreht. Die Polarisation ist mit schwarz bis roten Balken iiber die
Propagationsstrecke dargestellt. (b) Ein Wellenleiter mit spiralférmiger Trajektorie verursacht ebenfalls eine
Polarisationsdrehung beim Durchlaufen. (c,d) Auftragung der Anderung des Wellenvektors beim Durchlaufen
der Wellenleiterstruktur von (a) und des Wellenleiters mit spiralformiger Trajektorie in (b) auf der normierten
k-Kugel. Die Polarisationsdrehung, welche das Licht beim Durchlaufen dieser Wellenleiter erfihrt, entspricht
dem Fldcheninhalt des gelb markierten Bereichs, welcher vom Pfad des Wellenvektors eingeschlossen wird. In
allen Abbildungen zeigt der griine Pfeil in die Richtung des Wellenvektors des Anfangs- bzw. Endzustands.

Um mit Gl. (8.19) die Polarisationsdrehung der OAM-Multiplexstruktur abzuschitzen, wird anstatt iiber
o, iiber z iiber die Propagationslinge L integriert. Die Anderung des Polarwinkels ist durch die Winkel-
geschwindigkeit Q = 9¢/9z, und der von z abhingige Neigungswinkel der Spirale ist nach Gl. (8.8) durch
6(z) = arctan (Q(r)rwe(z)) gegeben:

Yp = /OL (1 —cos(G(z))) i—fdz = /OL (1 —cos (arctan (Q(z)rwg(z)))) Q(z) dz (8.20)

Mit den Parametern aus Tabelle 8.1 ergibt sich fiir die 4 mm lange Struktur eine Polarisationsdrehung um 0.6°,
bzw. ist ca. sin (0.6°) = 0.01% der Intensitiit nach der Struktur in der vertikalen Polarisation, wenn in die Struk-
tur horizontal polarisiertes Licht eingekoppelt wird. Die Berry-Phase skaliert bei der OAM-Multipexer-Struktur
linear mit der Propagationslidnge. Da die ldngste Struktur im Experiment 8 mm lang ist, ist die Polarisations-
drehung sehr gering und wurde daher vernachlissigt. Um die Drehung der Polarisation ginzlich zu vermeiden,
kann ohnehin alternativ zirkular polarisiertes Licht verwendet werden. Wihrend bei linear polarisiertem Licht
die Polarisationsachse um yp gedreht wird, erfihrt zirkular polarisiertes Licht lediglich einen Phasenversatz

von yp.
Um den Einfluss von zirkularer Polarisation des eingekoppelten Lichtes auf den OAM-Multiplexer zu un-
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Abbildung 8.12: Simulationsergebnisse von Vollvektor-BPM-Simulationen fiir zirkular polarisiertes Licht mit
einer Wellenldnge von A=700 nm. Das Verhiltnis der Intensitét in dieser Polarisation zur Gesamtintensitt ist
in den grauen Kisten unter jedem Diagramm angegeben. Mehr als 99,95% des Lichts behilt seine Polarisation
bei, mit Ausnahme des rechts zirkular polarisierten Lichts im Zustand ¢ = 1 und des links zirkular polarisierten
Lichts im Zustand ¢ = —1.

tersuchen, wurde die 4 mm lange Struktur mit einer vektoriellen BPM simuliert. Dafiir wurde die Software
OptiBPM der Firma Optiwave verwendet. Die Felder an der Austrittsfacette aus dieser Simulation wurden je-
weils in rechts- und links-zirkulare Polarisation zerlegt und sind in Abb. 8.12 dargestellt. Die Polarisation des
eingekoppelten Lichts bleibt, bis auf zwei Ausnahmen zu iiber 99.95% erhalten. Nur im Fall der rechts zirku-
laren ¢ = 1 und der links zirkularen / = —1 OAM-Mode wird mehr als 1% der Intensitit in die jeweils andere
tiberfiihrt.

Der Grund, weshalb diese beiden Moden ineinander iibergehen, ist kein Effekt, der durch die Struktur
verursacht wird, sondern tritt bereits bei geraden Wellenleitern mit kreisrundem Querschnitt auf. Dass diese
beiden zirkular polarisierten OAM-Moden ineinander iibergehen miissen, wird klar, wenn die Eigenmoden
dieses Systems betrachtet werden.

Dafiir muss noch einmal zuriick zu Gl. (4.8) gegangen werden, bei der eine Ndherung gemacht wurde.

2
V(Vin (1)) - E+V’E = 5 07E 8.21)
S —
#0

Ohne den Term V (V In (nz) E ) konnen die beiden Polarisationen unabhingig voneinander betrachtet
werden und damit lassen sich die Eigenmoden als skalare Verteilungen angeben. Da die Polarisation nach der
Simulation hier einen Einfluss hat, kann dieser Term in diesem Fall nicht vernachlissigt werden. Genauer gesagt
ist gerade der Einfluss dieses Terms ausschlaggebend fiir das Uberkoppeln der Polarisation. Fiir einen geraden
Wellenleiter gilt n (¥) = n (x,y) und die Eigenmode kann in einen Anteil senkrecht zur Propagationsrichtung
E | (x,y) und eine ebene Welle separiert werden:

E(#1)=E (x,y)elBeo) (8.22)

Damit konnen auch die partiellen Ableitung aus Gl. (8.21) in V = V| + d, separiert werden:
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v, (vi In(n2) .El) YV2E, —BPE, = nKRE, (8.23)

A2V, (vL In (n2) .51) VAV2E 42 EL = n2E (8.24)

~Einfluss der Polarisation auf neg

Wie Gl. (8.24) zeigt, wirkt sich der Polarisationszustand auf den effektiven Brechungsindex der Mode aus.
Eine Ubersicht der ersten paar Eigenmoden in einem kreisrunden Wellenleiter ist in Abb. 8.13 dargestellt.
Ganz links sind die skalaren Eigenmoden, die Losungen der skalaren paraxialen Helmholtz-Gleichung, bei
welcher der erste Term in Gl. (8.24) vernachlissigt wird. Aufgrund der Rotationssymmetrie des Wellenleiters
sind einige Moden wie die LP,; und LP,; zweifach entartet. Durch Linearkombination von LP} und £iLP}
lassen sich die bisher betrachteten skalaren OAM-Moden beschreiben.

Wenn der Term V | (V 1 In(n?) -E L) nicht vernachlissigt wird, werden die beiden Polarisationsrichtungen
miteinander in Relation gesetzt und es ergeben sich die vektoriellen Eigenmoden, die in der mittleren Spalte
von Abb. 8.13 dargestellt sind. Diese Moden sind lokal linear polarisiert, was in der Abbildung mit Pfeilen ge-
kennzeichnet ist. Die Aufspaltung des effektiven Brechungsindexes wegen dieses Terms wird am deutlichsten
an der TE; und der TM,;; Mode. Die Aufspaltung ist proportional zu (V 1 In (nz) -E l), was dem Skalarpro-
dukt von der Polarisation zu V| In (n?) entspricht. Der Term V| In (n?) selbst ist ein Vektorfeld, welches nur
am Rand des Wellenleiters ungleich Null ist und radial zur Mitte des Wellenleiters zeigt. Da die Polarisation der
TE,;-Mode immer senkrecht zu diesem Vektorfeld steht, ist der Term (V LIn(n?)-E L) fiir diese Mode Null.
Bei der TM;;-Mode hingegen ist er maximal, da die Polarisation immer parallel zu V| In (n?) steht. Diese zwei
Moden sind jedoch die Ausnahme, denn bei allen anderen HE- und EH-Moden ist der Winkel zwischen Pola-
risation und V| In (nz) positionsabhingig. Bei allen hoheren LP,;-Moden mit n € IN-; findet die Aufspaltung
analog zu LPy; in HE, ., ; und EH, _, , Moden statt. Dabei sind alle HE- und EH-Moden jeweils zweifach
entartet.

Die vektoriellen Eigenmoden lassen sich, wie in der rechten Spalte von Abb. 8.13 dargestellt, durch ei-
ne Basisrotation in die Basis zirkular polarisierter OAM-Moden iiberfiihren. Die zirkular polarisierten OAM-
Moden sind jeweils Linearkombinationen der entarteten HE- bzw. EH-Moden. Die Ausnahme sind OAM -,
und OAMY,, welche sich aus den nicht entarteten TE;; und TM,,; zusammensetzen. Demnach werden diese
beiden Moden selbst in einem kreisrunden Wellenleiter ineinander iibergehen, wobei die dafiir notige Kopp-
lungsldnge nach Gl. (4.50) invers proportional zur Differenz der effektiven Brechungsindizes der TE,- zur
TM,);-Mode ist L. = #/(Bre—PBrm).-

Nach dieser Betrachtung kann der Einfluss der Polarisation auf die Funktion der 4 mm und 8 mm langen
Strukturen Experiment vernachlissigt werden. Bei lingeren Strukturen konnte es jedoch zu einer merklichen
Drehung der linearen Polarisation kommen. Fiir zirkular polarisiertes Licht hingegen bleibt der Polarisations-
zustand, bis auf die zwei Ausnahmen der OAM Y, und OAM ¥, erhalten.
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Abbildung 8.13: Darstellung der ersten Eigenmoden in einem kreisrunden Wellenleiter. Wenn die Polarisation
vernachléssigt werden kann, ergeben sich die skalaren Eigenmoden in der linken Spalte. Ist die Polarisati-
on nicht vernachlissigbar, ergeben sich vektorielle Eigenmoden, die verschiedene effektive Brechungsindizes
besitzen konnen. Die vektoriellen Eigenmoden sind lokal jeweils linear polarisiert, wobei die Polarisationsrich-
tung in der mittleren Spalte durch Pfeile gekennzeichnet ist. Die zirkular polarisierten OAM-Moden, welche
in der rechten Spalte dargestellt sind, sind Superpositionen der vektoriellen Eigenmoden. Dabei sind nur die
OAM}I und OAMfl Superpositionen aus den nicht-entarteten vektoriellen Eigenmoden TE; und TM,,. Die
Farbe in dieser Darstellung der OAM-Moden steht, wie der Drehwinkel der Pfeile, fiir die Phase.
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9. Fazit und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden Wellenleiterstrukturen betrachtet, bei denen die Kopplungen zwischen Wel-
lenleitern nicht nur positive Werte annehmen. Bei der Untersuchung der Kopplung zu weiter entfernten Wel-
lenleitern wurde festgestellt, dass bereits in einer geraden linearen Kette aus dquivalenten Wellenleitern die
Kopplung zu den iibernichsten Nachbarn negative Werte annimmt. Durch eine angewinkelte Anordnung lies
sich zudem zeigen, dass der Einfluss dieser iibernichsten-Nachbar-Kopplung im Prinzip auf Null reduziert
werden kann. AnschlieBend wurde ein zweidimensionales Gitter betrachtet, bei dem durch die Kopplung von
verschiedenen Moden negative Kopplungen implementiert wurden. Diese negativen Kopplungen sorgen dafiir,
dass das Gitter effektiv von einem magnetischen Fluss durchstromt wird, wodurch sich ein Quadrupol topolo-
gischer Isolator experimentell nachweisen lief. Und zuletzt wurden durch Verdrillen einer Struktur komplexe
Kopplungen erzeugt, um die Entartung der Eigenmoden mit gleichem orbitalen Drehimpuls aufzuheben. Da-
durch, dass die Entartung dieser Moden aufgehoben wurde, konnte effektiv mit einer Wellenleiterstruktur Licht
von einmodigen Wellenleitern gezielt in Moden mit verschiedenen orbitalen Drehimpulsen transformiert wer-

den.

Es gibt noch viele andere Systeme, fiir die sich gekoppelte Wellenleiter zur Realisierung eignen. Fiir topologi-
schen Strukturen haben sich Wellenleiter schon oft als geeignete experimentelle Plattform herausgestellt [18,
21]. Durch Hinzufiigen von Absorption konnten auch nicht-hermitesche Systeme untersucht werden [65]. Und
zunehmend werden nicht-lineare Materialen und hohe Laserintensititen verwendet, um iiber den Kerr-Effekt
Wechselwirkungen zwischen den Photonen in die Modelle einflieBen lassen zu konnen [113].

In Anlehnung an diese Arbeit erschlieft sich noch eine andere Richtung, in die sich das Feld in Zukunft
weiter entwickeln konnte. Die meisten Experimente wurden bisher mit Wellenleitern durchgefiihrt, die jeweils
nur die Grundmode (s-Mode) gefiihrt haben. Wenn auch hthere Moden wie p-Moden oder OAM-Moden in Be-
tracht gezogen werden, fiihren die komplexeren Phasenfronten dieser Moden auch zu komplexeren Kopplungen
in den Systemen [18].

Einen groflen Vorteil, den das direkte Laserschreiben gegeniiber anderer Herstellungsmethoden fiir Wellen-
leiterstrukturen hat, ist, dass sowohl die Trajektorie als auch die Querschnittsfliche der Wellenleiter genau vor-
gegeben werden konnen. Beim ,,Schreiben® in Glas mit einem femtosekunden-gepulsten Laser kann zwar die
Trajektorie individuell vorgegeben werden. Aber da beim ,,Schreiben® senkrecht zu Propagationsrichtung fo-
kussiert wird, haben die Wellenleiter einen elliptischen Kern [19]. Daher konnen keine kreisrunden Wellenleiter
hergestellt werden, was fiir das Leiten von OAM-Moden zwingend notwendig ist. Andere Plattformen, wie das
Ziehen von Glasfasern oder Belichten von Lithium-Niobat [14] oder Strontium-Barium-Niobat [15, 16], er-
moglichen zwar kreisrunde Querschnittsflachen, bieten aber nicht die Flexibilitét beliebiger Gittergeometrien
oder die Variation entlang der Propagationsrichtung. Damit bietet nur das direkte Laserschreiben sowohl die
Flexibilitit als auch die Prézision, um Experimente mit Wellenleitern, die héhere Moden leiten, durchzufiihren.

Diese Wellenleiterstrukturen bieten damit eine gute Plattform, um Effekte in dem relativ neuen Forschungs-
bereich Orbitronik zu untersuchen [114]. Bei der Elektronik wird gezielt der Strom von Elektronen manipuliert.
Analog wird bei der Spintronik der Strom von Spins manipuliert. Und ebenso wird in der Orbitronik versucht

den Strom von orbitalen Drehimpulsen zu steuern. Laut Ref. [114] lieBe sich damit auch der Spin-Hall-Effekt
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auf den Orbitalen-Hall-Effekt iiber die Spin-Bahn-Kopplung zuriickfithren. Damit orbitronische Effekte auf-
treten konnen, muss die Spiegelsymmetrie des Festkorpers in eine Richtung gebrochen sein, sodass sich ein
orbitaler Strom entlang dieser Richtung bilden kann. Mit Gitterstrukturen aus dielektrischen Wellenleitern,
welche OAM-Moden fiihren, lieen sich orbitronische Systeme untersuchen. Dabei miisste sich zeigen, dass
der Drehimpuls der OAM-Moden und der Wellenvektor des Wellenpakets in dem Gitter miteinander verkniipft
sind.

Wie in Kapitel 8.4 gezeigt wurde, hat die Polarisation in den betrachteten Strukturen einen vernachlédssig-
baren Einfluss. Daher kann der Effekt, den der orbitalen Drehimpulse auf die Propagation eines Wellenpakets
in einem Gitter hat, unabhiingig vom Spin untersucht werden. In einem Festkorper sind diese beiden Eigen-
schaften der Elektronen durch die Spin-Bahn-Kopplung miteinander fest verkniipft und kénnen daher nur be-
dingt unabhéngig voneinander untersucht werden. Mit OAM-Moden in dielektrischen Wellenleitern lieen
sich daher die Effekte der Orbitronik im Einteilchenbild vollig ungestort von Polarisation, Spin oder Coulomb-
Wechselwirkungen replizieren.

Es konnten zudem Gitter mit OAM-Moden betrachtet werden, die kiinstlichen elektrischen oder magneti-
schen Feldern ausgesetzt sind. Durch helixformige Wellenleiter konnte das Magnetfeld an jedem Gitterplatz
individuell durch die Periodenlénge der Helix vorgegeben werden [103]. Damit lieBen sich auch Effekte von
Grenzflachen oder Defekte in den kiinstlichen Feldern auf die Drehimpulszustinde untersuchen [115]. Diese
Felder und die komplexen Kopplungen kénnten auch iiber die Propagationsstrecke variiert werden, um zeitab-
hingige Stérungen zu simulieren [39].

Fiir zukiinftige Arbeiten steht damit eine groe Auswahl an Designmoglichkeiten zur Verfiigung, um auch

diese komplexeren Modellsysteme in einer photonischen Plattform realisieren zu kdnnen.
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10. Anhang

10.1 Pauli- und I'-Matrizen

Die drei Pauli-Matrizen o1, 0,, 0, bilden zusammen mit der 2 x 2 Einheitsmatrix oy eine Basis des komplexen

Vektorraums aller 2 x 2 Matrizen:

() el el ) )

Die Produkte aller Kombinationen der Pauli-Matrizen sind in Tab. 10.1 aufgefiihrt.

(10.1)

Tabelle 10.1: Multiplikationstabelle fiir die Pauli-Matrizen

6io; || oj=00|0cj=01|0j=0,]|0;=03
O; = O o1y} (o] (o2} O3
o; = 0] o1 (o) 103 —i0oy
O; =0y (o) —i03 Op io]
0, =03 O3 107 —io] 0

Die in Kapitel 7.2 verwendeten I'-Matrizen ergeben sich als Kronecker-Produkte der Pauli-Matrizen. Alle

Kombinationen und damit alle I'-Matrizen sind in Tab. 10.2 aufgelistet.

Tabelle 10.2: I'-Matrizen als Multiplikationstabelle der Pauli-Matrizen

Lij=0i®0; | 0i = 0p | 0i = 01 | 0i =% 9= 9%
oo = o= Iy = I'30 =
1 1 —i
1 1 —1 1
0j=0p 1 i -1
1 1 i —1
I'oy = I'y= I = I3 =
1 1 —1 1
1 1 —i
0 =0 1 1 i -1
1 i —1
I = I'p= I = I3 =
—i —i —1 —i
6, =0 i : !
= 02 —i —i 1 i
i —1 —i
I3 = I'z= I3 = I'33=
1 1 —i
o, =0 - ! i -
J— 93 1 1 i —1
-1 -1 —i 1
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Um zu zeigen, wie sich die Produkte der ['-Matrizen ergeben, wird hier das Beispiel I'j3123I" 13 = —1'53
explizit ausgeschrieben:

I'i3(Tl3) =Ti3((02®03) (01®03)) =TN13 (0201 ® 0303) =3 (—ios®0p) =13 (—il30)  (10.2)

= -3 =—i(01®03) (63 ®0p) = (—i)(—i)o103 @ 0300 = -0, ®03 = -3 (10.3)
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10.2 Peierls Substitution

In diesem Abschnitt wird die Koordinaten-Transformation in das mitrotierende Bezugssystem ausfiihrlich be-
schrieben. Zuerst wird gezeigt, dass aus Sicht des mitrotierenden Bezugssystems ein effektives Magnetfeld
existiert. Anschliefend wird gezeigt, wie sich der Einfluss dieses Feldes auf die Phase der Kopplungen in der
Tight-Binding-Néherung tibertragt. Ausgangspunkt ist die paraxiale Helmholtz-Gleichung (4.16):

2
izazwz—j—viw—m(?)w (10.4)
ne

Um das verdrillte System zu beschreiben ist es hilfreich, von dem unbewegten Bezugssystem x,y, z in das
mitrotierende Bezugssystem x’,y', 7 zu wechseln. Dabei sei Q die Rotationsfrequenz. Die Koordinatentransfor-

mationen ins mitrotierende Bezugssystem ist, wie in Abb. 10.1 (a) skizziert, durch die Rotation um den Winkel

Qz gegeben:
¥ = xcos (Qz) + ysin (Qz) (10.5a)
y = —xsin (Qz) +ycos (Qz) (10.5b)
7=z (10.5¢)

Die Riicktransformation ist entsprechend die Rotation in die entgegengesetzte Richtung:

x = x"cos (Qz) —)'sin (Qz) (10.6a)
y=x'sin(Qz) +) cos (Qz) (10.6b)
z=7 (10.6¢)

Damit ergeben sich die partiellen Ableitungen im mitrotierenden Bezugssystem [116]:

ox’' ady a7 , ) ,
Oy = 58,(/ + an, + 581/ =cos (Qz ) dy — sin (Qz ) dy (10.7)
0y =sin (') dy + cos (Q') dy (10.8)
d; = Q(—xsin (Qz) +ycos (Qz)) dy + Q (—xcos (Qz) — ysin (Qz)) dy + d (10.9)
o) (—x’ sin (Q2) cos (QZ') +'sin (Qz)* +'sin (Qz ) cos () +/ cos (Qz)z) Oy (10.10)

+Q (—x’ cos (Qz)* +'sin (Qz}cos (Q') — ' sin (Qz)* — ' sin (Q2'}cos (Q) ) dy+ds  (10.11)

/ /
Q( Y ><ax’>+azlg< Y >V;+az, (10.12)
—x dy —x

A A v (10.13)

Ne

Im letzten Schritt wurde dabei das Vektorpotenzial A eingefiihrt:

A'(x’,y’):n"zg( Y ) (10.14)

Eine kurze Zwischenrechnung zeigt, dass der Laplace-Operator fiir die transversalen Koordinaten x,y bei
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(a) b A ! AL e ! AL
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Abbildung 10.1: (a) Koordinatenstransformation vom statischen Bezugssystem (x, y) in das mit Q mitrotierende
Bezugssystem (x',y'). (b) Der Einfluss des Vektorpotenzials A (Gl. (10.14)) kann lokal um Fywg durch den
Gradienten des Eichfelds V/J_A?(,,g (GL. (10.47)) ausgeglichen werden.

dieser Transformation ins mitrotierende Bezugssystem x’,y’ erhalten bleibt:

Vi=09}+09; (10.15)
= (cos (Qz) dy — sin (Qxz) ay/)z + (sin (Qz) 9y + cos (Qz) ay,)z (10.16)

— cos (Qz)% 92 — 2sin (Qz) cos (Qz) dydy +sin (Qz)* 3},2/ (10.17)
+sin (Q2)” 93 +2sin (Qz) cos (€z) 9y Ay + cos (Qz)° 93 (10.18)
=0j+d;=V"? (10.19)

Durch Einsetzen von d, = 4/n, XV’l + 0, nach GI. (10.14) auf der rechten Seite und V2 = VE nach
Gl. (10.19) auf der linken Seite ergibt sich schlieBlich die paraxiale Helmholtz-Gleichung im mitrotierenden

Bezugssystem:
7(2
VRV —Z—Viy/—An(?)y/ (10.20)
o (A 2o 2 on
ix n—AvLJrazl W:_TVJ_W An(7 )y (10.21)
C
7(2
imzln,/:_z V’Zly——AV v — An(7 (10.22)
12
= = V2y - —AV \p’+—A2q/ An(? q/——A%,/ (10.23)
il n.Q2
:T’k(ivl—A) v = dn(F )y TS (P42 (10.24)

Durch den Ubergang in das mitbewegte Bezugssystem ist einerseits das Vektorpotenzial A hinzugekommen

und andererseits der Term in der letzten Zeile ganz rechts, welcher eine alternative Schreibweise von 12/2nc A2

2 2 / 2 a7 A2 2
Z A Z (an < Y >> — ang ((7x/)2+y/2) —_ nC;-Z (xIZ +y/2) (1025)

ist:

2n¢ 2nC A —x 2n¢ 32

Dieser Term entspricht einem parabolischen Potenzial, welches auch als Zentrifugalpotenzial bezeichnet
wird [116] und bereits bei der geometrischen Herleitung in GI. (8.7) aufgetaucht ist.
Das zeitlich konstante (aber ortsabhingige) Vektorpotenzial A entspricht nach der klassischen Elektrody-
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namik einem homogenen Magnetfeld B in z-Richtung:

af & Y Q 0 2.0

o o n n n, ~

B:VXAZCT A | x| ¥ |=- Z 0 =— z é, (10.26)
az/ 0 oux + 8y/y’

Mit dem Magnetfeld B und dem Drehimpulsoperator L, = —iZ (7 x V') kann der Term i2? A’V’L auch
anders geschrieben werden:

ix2 il / O
iAV’l _ 14700 ( y/ ) : ( * ) = —ixQ (x'dy —'dy) (10.27)
ne % Z —X ay/
0 y’&z/ - Z/ay/ X 8x’
=-izQ| o 20y —¥d, | =-ix0e, | ¥y | x| o (10.28)
| x'dy —y'dy 4 dy
2n.Q -
— —i1Qe, P XV = —2% (-”;éz) (=R (Fx V) = —2%3.@ (10.29)

Damit lésst sich die dritte Zeile von GI. (10.22) anstatt mit dem Vektorpotenzial A auch mit dem Magnetfeld

B schreiben: 5
A A
izaz/l[// = _TVEV/ +

ne 2n,

B-Lyy' —An(#)y (10.30)

Durch den Term %/2n, B- I:Z/ v/’ ist der effektive Brechungsindex an den Drehimpuls des Zustands W’ gekop-
pelt. Je nach Ausrichtung des Drehimpulses des Zustands zum Magnetfeld B wird der effektive Brechungsindex
dadurch erhoht oder abgesenkt. Eine Erhohung des effektiven Brechungsindexes ist dquivalent zu einer Absen-
kung der Eigenenergie; die Mode ist somit stirker gebunden.

Beim Ubergang in die Tight-Binding-Néherung muss der Einfluss des Vektorfelds A (x',y') beriicksich-
tigt werden. Dafiir wird eine Eichtransformation durchgefiihrt, welche, wie sich zeigen wird, den Einfluss des
Vektorfeldes auf die Phase der Zustiinde iibertriigt. Da das Magnetfeld B = V x A durch die Rotation des Vektor-
felds gegeben ist, ist das Vektorfeld nur bis auf die Addition des Gradienten eines skalaren Feldes A definiert:
B=vx (A’ n VA) =V xA+Vx VA=V xA. Daher ist A(7) ein frei wihlbareres Eichfeld, welches das Ver-
halten des Systems nicht beeinflusst. Bei dieser Eichtransformation zu einem Vektorpotenzial mit Skalarfeld

! a—iA

A = A+ VA miissen auch die Zustinde v, = y'e ' entsprechend angepasst werden:

a2 N2

iy = 2 (iVl—A) v — An(P)y (10.31)

C

. ZZ e - \2 / I\,

& iRdvh = (lvL —AA) Vi — An(7 )W, (10.32)

C
Hier wird nun kurz verifiziert, dass bei der Transformation nach Gl. (10.32) in der Tat eine Aquivalenz

vorliegt. Fiir die Ortsableitungen der Zustinde l//[’\e_iA gilt:

Viyh =V (We ™) = (Viy i (Vi A) y)e (10.33)
vy, = V2 (y/e’i’\> _ (vfy/ —2i (V,A) V) = (V/A)’ 1//) =i (10.34)
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Fiir die Zustidnde ), lisst sich der kinetische Anteil von Gl. (10.32) wie folgt schreiben:

: oo 2\
lzazlq/A:ﬁ(lvl—AA) v, (10.35)
X%y - 2
:T%(lvl—A—v’lA) Vi (10.36)
5 , o }
= 5 ( V24 A4 (VI A)? =214V —2i (V| A) V', +24 (V’lA)) A (10.37)
2
zi( V2L 420 (VL A) VWA + (VoA vl + A%y, + (VA v,
DAV WA —2A (Vi) Y 20 (VLAY Y Wh —2(VoA) W +24 (VIA) W’A) (10.38)
12 2 e 2
1) . ! e
2nc( V72 21AVL+A>V//’\ (10.39)
i -\ 2
:THC(IV'r A) Vi (10.40)

Damit ist gezeigt, dass die Zustinde v, in der Tat die Gl. (10.24) mit dem Vektorfeld A 16sen, falls v’ die
Gl. (10.24) mit A 16st:
QZ

Bl (W24 v (10.41)

. / 752 7/ - \2 / =
0.y = 2 (V) —Ax) A — (@i - 25
C

. i2 N2 . . 02 .
i2.y/e = (iv’L fA) Ve K An(7) e — % (2 +y2) We ™ (10.42)
C

(10.40)
Durch die Wahl von A, sodass V/| A = —A gilt, kann der Einfluss des Vektorfelds vom Eichfeld ausgeglichen
werden. Somit kann die Helmholtz-Gleichung im mitrotierenden Bezugssystem Gl. (10.22) mit den Zustédnden

v/, auch ohne das Vektorpotential geschrieben werden:

. 1. - \2 . 102
ito yh = o <1Vl —AA> Wy —An(7 ) y) — CT (X2 +y?) wa (10.43)
C
2 - 2 Q?
— (iv’L —A- V;A) Wi — An(7 )y, — "CT (2 +2) i (10.44)
C
X2 nQ?
3 Z_V2y) —Mn(7 )y — —CZ (X +y2) wr (10.45)

A(7) kann jedoch nicht global definiert werden, da V/| x A=B+#0= V' x V' A. Allerdings kann A, wie
in Abb. 10.1 (b) gezeigt, jeweils in einer Umgebung um einen Punkt ‘r'(vg = (x(vg,y’wg)T so gewihlt werden,
dass A lokal ausgeglichen wird.

A, (F) = / A(R)dR (10.46)
JFyg
- Lo Lo
~A(Fyy) - (Fug =) = 5 (B x rwg) (g —7) =~ (B X rwg) 7 (10.47)

Dieses skalare Eichfeld ist bereits vorher aufgetaucht. Es entspricht nicht nur der Phase der Zustéinde y, =

—iA sondern auch der Phase der ebenen Welle in der x-y-Ebene mit Wellenvektor %xy in der geometrischen

yle
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Herleitung.

exp (_iAFGvg) =exp (; (E X r\;g) -?) =exp (;Zn;Q (&, x rug) ~?> (10.48)

Q 4
2% (g x ) -éz) —exp (iky - 7) (10.49)

Il
¢
>
o
/:\
o

Aufgrund der diskreten Wellenleiter, welche durch das Potenzial An(7') beschrieben werden, kann nun
fiir die Betrachtung von GI. (10.45) in die Tight-Binding-Néherung iibergegangen werden. Im Vergleich zum
statischen Bezugssystem miissen zwei Dinge beachtet werden. Einerseits sorgt das Zentrifugalpotenzial fiir
einen weiteren Potenzial-Term. Andererseits stehen in Gl. (10.45) die . Das heifit, fiir die Kopplung wird
das Uberlappintegral der y) = y’e' berechnet. Dabei sind y’ die inividuellen Wellenleitermoden. Zwischen
den Zustinden l,l/l/\q und l,l///\p, die vor allem an den Orten 7, = (x,, g)" und 7, = (xp,y )" lokalisiert sind, ergibt
sich damit eine komplex-wertige Kopplungskonstante c;’ o

1 * i i 1 * L(Bx(# —-7)).7
chp =5 (Va,[Bna|vh, ) = 5 / v, eNan, ype trdr = / v Ang e3P a7)) a2 (10.50)

e%(EX(VqJ}))'?@ // V/L,*A”qllf,/,drz = %<1,/;’Anq|V/;7>e%(§x(7r7p))'7q — Cq’peif (10.51)

~
~

> — ¢ —

Damit ergibt sich 7 als Phase der Kopplung cﬁb ,» analog zur geometrischen Herleitung nach Gl. (8.9) zu:

1 /= . 1 R _ L
=3 (Bx(-m) 7 =5 | (Bx7) 7 (Bx7) 7, (1052)
———
-0
— ST (e x ) 7 = T (7 x ) - = S (7 X, (10.53)

Die Approximation, die bei dem Kopplungsintegral gemacht wurde, ist, dass An, effektiv als ein Punkt
genihert werden kann. Dies ist nur bei kleinen Wellenleiterdurchmessern dyg und kleinen Magnetfeldern B
gerechtfertigt, da dann der Phasengradient im Inneren des g-ten Wellenleiters klein ist. Da bei der Integration
iiber den Phasengradienten gemittelt wird, ist der Betrag der Kopplung cfb » in Wirklichkeit kleiner: Hcﬁb pH <
, da das Eichfeld jeweils

nur lokal das Vektorpotential kompensiert. Daher sind die Ndherungen nur gerechtfertigt, wenn 1 > EArde =

l|cq.p||- Zudem gelten diese Niherungen nur in einer kleinen Umgebung Ar = ||7, — 7,

4nn.QArdy, /). Eine Abschitzung nach oben mit den maximalen Werten der Struktur im Experiment nach Tab. 8.1
(mit Ar = ry,) zeigt, dass diese Néherungen fiir die Struktur gerechtfertigt sind:
4N Qrygdy,g Tab. 21

w154 —————~—(10-10"°m) - (2.6 - 10~°m) - LY T

1
> A 1748.7(-)10*3m 700 - 10=°m
Q /A

T'wg dye
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