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Zusammenfassung

Speckle-interferometrische Verfahren wie die Holografie und die Shearografie ermöglichen die
flächenhafte und hochsensitive Erfassung von Oberflächenverformungen und werden in der zer-
störungsfreien Prüfung zur Detektion charakteristischer Defektmechanismen eingesetzt. Die
Defektdetektion erfolgt dabei indirekt über die mechanische Reaktion eines Bauteils auf eine
definierte Belastung. Aus der hohen Sensitivität der Verfahren sowie der Vielzahl an Einflussgrö-
ßen bei der Messkonfiguration ergibt sich eine starke Abhängigkeit der Messergebnisse von der
gewählten Parametrierung und der anschließenden Auswertung. Trotz ihres Potentials ist der in-
dustrielle Einsatz speckle-interferometrischer Verfahren bislang auf spezialisierte Anwendungen
beschränkt. Als wesentliche Ursache wird die fehlende systematische und reproduzierbare Para-
metereinstellung sowie die komplexe Interpretation der hochdimensionalen interferometrischen
Messdaten angesehen.
Die vorliegende Arbeit untersucht diese Problemstellung durch eine Analyse der zugrunde lie-
genden physikalischen Zusammenhänge sowie durch die Betrachtung datenbasierter Auswer-
tungsverfahren. Zunächst wird das Verfahren in seine Prozessschritte zerlegt und hinsichtlich
der Abhängigkeit von Erfahrungswissen analysiert. Darauf aufbauend wird eine Simulationskette
formuliert, die die Abbildung von Bauteil, Belastung und resultierendem Messsignal beschreibt
und zur systematischen Parametrierung genutzt wird.
Für die Untersuchung datenbasierter Auswertungsverfahren wird mit dem Datensatz SADD eine
Datengrundlage geschaffen, die die charakteristischen Eigenschaften speckle-interferometrischer
Messdaten abbildet. Der Datensatz umfasst definierte Prüfkörper, kontrollierte Belastungssi-
tuationen sowie eine strukturierte Annotation der resultierenden Signalstrukturen. Auf dieser
Grundlage werden verschiedene Ansätze zur Merkmalsextraktion und Defektdetektion unter-
sucht, darunter überwachte und unüberwachte Verfahren sowie Zero-Shot-Ansätze. Die Model-
le werden hinsichtlich ihrer Fähigkeit bewertet, charakteristische Signalstrukturen zu erkennen
und unterschiedliche Defekttypen zu differenzieren.
Die Untersuchungen zeigen, dass sowohl modellbasierte Ansätze zur Parametrierung als auch
datengetriebene Verfahren zur Auswertung geeignet sind, zentrale Teilaspekte der bisher erfah-
rungsbasierten Vorgehensweise zu adressieren. Die Parametrierung wird dabei auf eine physika-
lisch begründete Beschreibung der Zusammenhänge zwischen Bauteil, Belastung und Messsi-
gnal zurückgeführt, während die Auswertung durch datengetriebene Methoden hinsichtlich der
Erkennung charakteristischer Signalstrukturen untersucht wird.
Insgesamt wird ein Ansatz aufgezeigt, mit dem sich die Abhängigkeit von domänenspezifischem
Erfahrungswissen in einzelnen Prozessschritten reduzieren lässt und der damit eine Grundlage
für eine weitergehende Automatisierung speckle-interferometrischer Messverfahren bildet.
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Abstract

Speckle interferometric methods such as holography and shearography enable the full-field and
highly sensitive measurement of surface deformations and are used in non-destructive testing
for the detection of characteristic defect mechanisms. Defect detection is performed indirectly
via the mechanical response of a component to a defined load. Due to the high sensitivity of the
methods as well as the large number of influencing factors in the measurement configuration,
the measurement results strongly depend on the chosen parameterization and the subsequent
evaluation. Despite their potential, the industrial application of speckle interferometric methods
remains limited to specialized use cases. A main reason is seen in the lack of systematic and
reproducible parameter selection as well as the complex interpretation of high-dimensional
interferometric measurement data.
This work addresses this problem by analyzing the underlying physical relationships as well
as by considering data-driven evaluation methods. First, the procedure is decomposed into its
process steps and analyzed with respect to its dependence on expert knowledge. Based on this,
a simulation framework is developed that describes the mapping between component, loading,
and resulting measurement signal and is used for systematic parameterization.
For the investigation of data-driven evaluation methods, the dataset SADD is introduced as
a data basis that captures the characteristic properties of speckle interferometric measure-
ment data. The dataset comprises defined test specimens, controlled loading conditions, and a
structured annotation of the resulting signal structures. Based on this, different approaches for
feature extraction and defect detection are investigated, including supervised and unsupervised
methods as well as zero-shot approaches. The models are evaluated with respect to their ability
to detect characteristic signal structures and to differentiate between different defect types.
The investigations show that both model-based approaches for parameterization and data-
driven methods for evaluation are suitable for addressing key aspects of the previously experience-
based procedure. Parameterization is thereby based on a physically motivated description of the
relationships between component, loading, and measurement signal, while evaluation is exami-
ned using data-driven methods with regard to the detection of characteristic signal structures.
Overall, an approach is presented that reduces the dependence on domain-specific expert know-
ledge in individual process steps and thereby provides a basis for further automation of speckle
interferometric measurement methods.
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1
Einleitung

1.1 Motivation und Zielsetzung
Die Sicherstellung der strukturellen Integrität von Bauteilen ist in zahlreichen industriellen An-
wendungsfeldern von zentraler Bedeutung, insbesondere in sicherheitskritischen Bereichen wie
der Luft- und Raumfahrt, dem Automobilbau oder der Energietechnik [1]. Zerstörungsfreie
Prüfverfahren (ZfP) stellen dabei ein zentrales Werkzeug zur Qualitätssicherung sowie zur Be-
wertung der strukturellen Integrität während der Fertigung und im Betrieb dar [2, 3]. Vor dem
Hintergrund steigender Anforderungen an Sicherheit, Qualität und Nachverfolgbarkeit besteht
in vielen Anwendungen ein wachsender Bedarf an möglichst umfassenden Prüfstrategien. Ins-
besondere wird zunehmend eine vollständige oder nahezu vollständige Bauteilüberwachung im
Sinne einer 100,%-Kontrolle angestrebt, die nur durch den Einsatz zerstörungsfreier Prüfver-
fahren realisierbar ist. Durch die frühzeitige Detektion von Schädigungen können potenzielle
Ausfälle vermieden und die Funktionsfähigkeit von Bauteilen über deren Lebensdauer hinweg
bewertet werden [4, 2]. Gleichzeitig führen Entwicklungen wie Leichtbaukonzepte, komplexe
Geometrien sowie der verstärkte Einsatz neuartiger und hybrider Werkstoffe zu einer steigen-
den strukturellen Komplexität der Bauteile. Diese erschwert die zuverlässige Detektion und
Bewertung von Defekten und stellt erhöhte Anforderungen an die eingesetzten Prüfverfahren
[5]. Insbesondere die Charakterisierung und Lebensdauerbewertung moderner Werkstoffsyste-
me erfordern Prüfverfahren, die komplexe und häufig nur indirekt beobachtbare Defektmecha-
nismen zuverlässig erfassen können. Klassische Prüfmethoden stoßen hierbei insbesondere bei
komplexen Geometrien und heterogenen Materialsystemen an ihre Grenzen. Berührungslose op-
tische Messverfahren bieten in diesem Kontext entscheidende Vorteile, da sie eine flächenhafte
und hochauflösende Erfassung von Deformationsfeldern ermöglichen und somit auch kleinste
strukturelle Veränderungen zugänglich machen [6, 4, 7].
Unter den optischen Messverfahren weisen speckle-interferometrische Verfahren, insbesondere
die Holografie und die Shearografie, ein besonderes Potential für die zerstörungsfreie Prüfung
auf. Beide Verfahren basieren auf der interferometrischen Auswertung von Streulicht einer
optisch rauen Oberfläche, wodurch sich ein charakteristisches Specklemuster ergibt, dessen
Intensitätsverteilung empfindlich auf kleinste Änderungen der Oberflächenform reagiert. Die
Detektion von Defekten erfolgt dabei nicht direkt, sondern über den Vergleich zweier Zustände
eines Bauteils, beispielsweise vor und nach einer definierten Belastung. Während die Speckle-
Holografie absolute Verschiebungen zwischen diesen Zuständen erfasst, misst die Shearografie
lokale Verformungsgradienten zwischen benachbarten Objektpunkten. Beide Ansätze erlauben
die hochsensitive Bestimmung von Deformationsfeldern im Submikrometerbereich. Aufgrund
dieser hohen Sensitivität können bereits sehr geringe Belastungen ausreichen, um messbare
Änderungen im Verformungsverhalten zu erzeugen. Bei geeigneter Wahl der Belastung lassen
sich dadurch gezielt Defekte innerhalb eines Bauteils anregen, die sich in charakteristischen
Verformungsmustern äußern und an der Oberfläche detektierbar werden. Da die Messung auf
mechanischen Reaktionen des Bauteils basiert, sind die Verfahren weitgehend unabhängig von
spezifischen Materialeigenschaften oder der konkreten Ausgesstaltung der Belastung und eignen
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sich insbesondere für komplexe und heterogene Werkstoffsysteme. [8, vgl. Kap. 4.2.1, 6]
Dieses breite Anwendungspotential steht jedoch im Kontrast zu einer bislang nur eingeschränk-
ten industriellen Verbreitung der Verfahren. Obwohl die zugrunde liegenden Prinzipien bereits
seit mehreren Jahrzehnten bekannt sind [9–11], wurde ihre praktische Nutzung lange Zeit
auch durch die begrenzte Verfügbarkeit geeigneter optischer Komponenten sowie ausreichen-
der Rechenkapazitäten eingeschränkt. Mit der heutigen technologischen Entwicklung sind diese
Voraussetzungen jedoch weitgehend erfüllt, sodass speckle-interferometrische Verfahren grund-
sätzlich für eine breitere industrielle Anwendung geeignet erscheinen. Dennoch bleibt ihr Einsatz
in der Praxis bislang auf spezialisierte Anwendungen beschränkt [12, 13]. Dies wird unter an-
derem auf die hohe Komplexität der Verfahren zurückgeführt, die sich aus der Vielzahl an zu
wählenden Mess- und Auswerteparametern ergibt. Insbesondere die Auswahl geeigneter Be-
lastungsstrategien sowie die Interpretation der resultierenden Messdaten erfordern häufig um-
fangreiches Erfahrungswissen von Domänenexperten, da die Auswertung interferometrischer
Messdaten aufgrund der komplexen Signalstruktur nicht trivial ist und in vielen Fällen nur
qualitative oder schwer interpretierbare Ergebnisse liefert [14].
Die genannte Komplexität der Verfahren ergibt sich dabei wesentlich aus der zugrunde liegenden
physikalischen Abbildung zwischen Bauteilzustand, Belastung und resultierendem Interferenz-
signal. Die gemessenen Intensitätsverteilungen sind das Ergebnis einer Vielzahl überlagerter
Effekte, die sowohl durch die mechanischen Eigenschaften des Prüfkörpers als auch durch die
optische Konfiguration des Messsystems bestimmt werden. Diese indirekte und hochsensitive
Abbildung führt dazu, dass bereits geringe Änderungen einzelner Einflussgrößen zu signifikanten
Unterschieden im resultierenden Messsignal führen können. Da speckle-interferometrische Ver-
fahren ausschließlich die Oberflächenreaktion eines Bauteils erfassen, können innere Defekte
nur dann detektiert werden, wenn sie durch eine geeignete Belastung ein messbares Verfor-
mungssignal erzeugen. Bei ungeeigneter Parametrierung besteht somit die Möglichkeit, dass
vorhandene Defekte nicht sichtbar werden und daher nicht detektiert werden können. Die Be-
wertung der Messergebnisse erfordert daher ein kontextabhängiges Verständnis der jeweiligen
Prüfaufgabe sowie der zugrunde liegenden physikalischen Zusammenhänge.
Speckle-interferometrische Verfahren werden seit mehreren Jahrzehnten kontinuierlich weiter-
entwickelt [15–18]. Der Schwerpunkt liegt dabei überwiegend auf der Verbesserung der ex-
perimentellen Aufbauten, der Erweiterung der Messkonzepte sowie der Optimierung der zu-
grunde liegenden interferometrischen Verfahren. Demgegenüber werden Fragestellungen der
systematischen Parametereinstellung sowie der automatisierten, reproduzierbaren und objek-
tiven Auswertung der Messdaten bislang vergleichsweise wenig adressiert. Insbesondere fehlt
es an Ansätzen, die die Auswahl geeigneter Belastungs- und Messparameter sowie die Inter-
pretation der resultierenden Signalstrukturen unabhängig von individuellem Erfahrungswissen
ermöglichen.

1.2 Forschungsleitende Hypothese
Während bisherige Arbeiten primär die Messprinzipien und experimentellen Umsetzungen adres-
sieren, bestehen bei der Parametereinstellung und der Datenauswertung Defizite hinsichtlich ei-
ner durchgängigen Prozessautomatisierung. Auf dieser Grundlage wird die folgende forschungs-
leitende Hypothese formuliert:
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Forschungsleitende Hypothese H0
Obwohl speckle-interferometrische Verfahren ein hohes Potential für die zerstörungsfreie
Prüfung komplexer Werkstoffsysteme besitzen, fehlt bislang ein Verständnis für das kom-
plexe Zusammenspiel zwischen Defekten und deren Abbildung im Messprozess. Dieses
bildet die Grundlage für die Entwicklung methodischer Ansätze für eine systematische
und reproduzierbare Parametereinstellung sowie Datenauswertung und ermöglicht erst
die Übertragbarkeit und industrielle Anwendung des Verfahrens. Eine stärkere Formali-
sierung und Automatisierung dieser Prozessschritte können zudem die Reproduzierbarkeit,
Übertragbarkeit und industrielle Nutzbarkeit der Verfahren verbessern.

Aufbauend auf dieser Hypothese werden die Forschungsfragen (F1–F4) formuliert, die Teil-
aspekte der Gesamtproblematik adressieren und in den Arbeitshypothesen (H1–H4) operatio-
nalisiert werden.

Forschungsfrage F1
Welchen Automatisierungsgrad weisen die einzelnen Prozessschritte speckle-interfero-
metrischer Verfahren auf?
Hypothese H1:
Die Prozessschritte Parametereinstellung und Datenauswertung weisen einen geringeren
Automatisierungsgrad auf als die eigentliche Messdurchführung.

Forschungsfrage F2
Wie lassen sich die speckle-interferometrischen Messparameter systematisch bestimmen,
um die Sensitivität der Messung gegenüber kritischen Defekten zu maximieren und die
Signalqualität reproduzierbar zu gewährleisten?
Hypothese H2:
Modell- und simulationsbasierte Ansätze ermöglichen die Vorhersage optimaler Mess-
parameter auf Basis physikalischer Zusammenhänge zwischen Belastung, Materialeigen-
schaften und Interferenzmustern.

Forschungsfrage F3
Wie lassen sich charakteristische Merkmale speckle-interferometrischer Messdaten extra-
hieren und quantitativ bewerten?
Hypothese H3:
Die Struktur und Variabilität der interferometrischen Messsignale erfordert datengetriebe-
ne Auswertungsverfahren, die physikalisch relevante Signalmerkmale erkennen und deren
Ausprägung in Beziehung zu Defektmechanismen setzen können.

1.3 Aufbau und Struktur der Dissertation
Nachdem im vorangegangenen Kapitel 1 die Motivation, die forschungsleitende Hypothese
sowie die Forschungsfragen spezifiziert wurden, gliedert sich der nachfolgende Text in fünf
weitere Kapitel.
Kapitel 2 stellt die für die Arbeit notwendigen physikalischen und methodischen Grundlagen
dar. Zunächst werden optische zerstörungsfreie Prüfverfahren eingeordnet und die für speckle-
interferometrische Messungen relevanten physikalischen Prinzipien, insbesondere Interferenz,
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Speckle und Phasenschieben, erläutert. Darauf aufbauend werden die in dieser Arbeit betrach-
teten speckle-interferometrischen Verfahren eingeführt und hinsichtlich ihrer Messgrößen und
Anwendungsgrenzen beschrieben. Ergänzend werden grundlegende Konzepte der Automatisie-
rung sowie der physikalischen Modellbildung eingeführt, die als methodische Grundlage für die
spätere Analyse und Weiterentwicklung der Verfahren dienen. Abschließend werden datenge-
triebene Auswertungsverfahren aus dem Bereich Computer Vision vorgestellt, wobei der Fokus
auf Methoden liegt, die für die Verarbeitung und Interpretation speckle-interferometrischer
Messdaten relevant sind.
Kapitel 3 analysiert speckle-interferometrische Messverfahren hinsichtlich ihres Ablaufs und
der relevanten Einflussgrößen. Dazu wird das Verfahren abgegrenzt und ein Prozessmodell for-
muliert, das die Schritte von der Definition der Messstrategie über die Messdurchführung bis
zur Datenvorverarbeitung und Auswertung umfasst. Darauf aufbauend wird das Automatisie-
rungspotential der Prozessschritte untersucht, insbesondere im Hinblick auf die Abhängigkeit
von Erfahrungswissen und die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse. Die Analyse identifiziert die
Prozessschritte mit maßgeblichem Einfluss auf die Übertragbarkeit der Verfahren und dient als
Grundlage für die weiteren methodischen Entwicklungen (F1/H1).
Kapitel 4 behandelt die modell- und simulationsbasierte Parametrierung speckle-interferometri-
scher Messungen (F2/H2). Es wird eine Simulationskette formuliert, die von der Definition der
Belastung über die Berechnung der Oberflächenverformungen bis zur Ableitung der resultieren-
den Messsignale reicht. Auf dieser Grundlage werden die Einflüsse zentraler Parameter auf das
Messsignal untersucht und experimentell validiert. Anschließend erfolgt eine Bewertung unter-
schiedlicher Parameterkombinationen im Hinblick auf die Detektion charakteristischer Defekt-
muster.
Kapitel 5 behandelt die datenbasierte Auswertung speckle-interferometrischer Messdaten (F3/
H3). Aufgrund der spezifischen Eigenschaften der Messsignale, insbesondere der indirekten
Defektdetektion über charakteristische Verformungsmuster, wird mit dem Datensatz SADD
eine konsistente Datengrundlage bereitgestellt, die Prüfkörperdesign, Datenerfassung und An-
notation entsprechend diesen Anforderungen abbildet. Darauf aufbauend werden verschiedene
Ansätze zur Merkmalsextraktion und Bewertung untersucht. Hierzu zählen überwachte und un-
überwachte Verfahren sowie Zero-Shot-Ansätze, die hinsichtlich ihrer Fähigkeit zur Detektion
und Differenzierung charakteristischer Signalstrukturen analysiert werden. Ergänzend erfolgt
eine Multiklassenanalyse zur Bewertung der Separierbarkeit unterschiedlicher Defekttypen. Die
Ergebnisse werden abschließend im Hinblick auf die Eigenschaften speckle-interferometrischer
Messdaten und deren Eignung für datengetriebene Auswertungsverfahren diskutiert.
Kapitel 6 fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und stellt diese in Bezug zu den formu-
lierten Forschungsfragen und der forschungsleitenden Hypothese. Abschließend werden aus den
gewonnenen Erkenntnissen weiterführende Fragestellungen und methodische Ansätze abgelei-
tet.
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2
Hintergrund

Im Folgenden werden die für diese Arbeit relevanten theoretischen Grundlagen in den Bereichen
optische zerstörungsfreie Prüfverfahren, Automatisierung und Computer Vision vorgestellt. Es
werden die zugrunde liegenden physikalischen Prinzipien, methodischen Ansätze sowie zentrale
Begriffe eingeführt und in den Kontext der Arbeit eingeordnet.

2.1 Optische zerstörungsfreie Prüfverfahren
ZfP dienen der Bewertung der strukturellen Integrität und Qualität von Bauteilen und Struk-
turen, ohne deren Gebrauchstauglichkeit oder Funktionalität zu beeinträchtigen. Sie stellen ein
zentrales Werkzeug in der Werkstoff- und Bauteilcharakterisierung dar und werden sowohl in der
Fertigung als auch im Betrieb zur Detektion von Defekten, Inhomogenitäten und Schädigungen
eingesetzt. [19]
Optische zerstörungsfreie Prüfverfahren bilden eine wichtige Untergruppe der ZfP und ermögli-
chen die berührungslose, flächenhafte Erfassung von Deformationen mit hoher Empfindlichkeit.
Sie eignen sich für Anwendungen, bei denen kontaktierende oder punktuelle Messverfahren auf-
grund geometrischer Randbedingungen, empfindlicher Oberflächen oder erforderlicher Messauf-
lösung an ihre Grenzen stoßen. [20]

2.1.1 Verfahrensabgrenzung
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Abbildung 2.1 zeigt das elektromagnetische Spektrum von hochfrequenter Gammastrahlung bis
hin zu niederfrequenten elektromagnetischen Feldern und ordnet exemplarisch verschiedene zer-
störungsfreie Prüfverfahren den genutzten Wellenlängenbereichen zu. Die dargestellten Grup-
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pen umfassen radiographische Verfahren, optische Verfahren, thermische Verfahren, Terahertz-
Verfahren (Submilimeterbereich), akustische Verfahren sowie elektromagnetische Prüfmetho-
den. [18, vgl. S. 4]
Optische zerstörungsfreie Prüfverfahren sind dem Bereich des sichtbaren Lichts zuzuordnen und
liegen typischerweise zwischen etwa 380 nm und 780 nm. In angrenzenden Spektralbereichen,
insbesondere im nahen Ultraviolett und im nahen Infrarot, bestehen fließende Übergänge, die je
nach Auslegung des Messsystems ebenfalls genutzt werden können. Verfahren, die auf deutlich
längeren Wellenlängen basieren, wie die Thermografie im mittleren bis fernen Infrarot, oder auf
anderen physikalischen Prinzipien beruhen, etwa Ultraschall-, Röntgen- oder Wirbelstromprü-
fungen, sind in Abbildung 2.1 zur Abgrenzung mit dargestellt.
Innerhalb der optischen zerstörungsfreien Prüfverfahren existieren verschiedene methodische
Ansätze, die sich anhand der zugrunde liegenden Wechselwirkung von Licht mit der Materie
beispielsweise in interferenzbasierte, bildgebende, spektrale oder streubasierte Ansätze unter-
scheiden lassen. Eine vollständige Darstellung und systematische Klassifikation aller optischen
Verfahren würde jedoch den Rahmen dieser Arbeit überschreiten.
Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf speckle-interferometrischen Verfahren, insbesondere der
Speckle-Holografie und der Shearografie, die den interferometrischen optischen Prüfverfahren
zuzuordnen sind. Diese Verfahren ermöglichen die flächenhafte Erfassung kleinster Oberflä-
chenverformungen mit sehr hoher Sensitivität im Submikrometerbereich. Defekte werden dabei
nicht direkt sichtbar gemacht, sondern über ihr charakteristisches Verformungsverhalten unter
Belastung identifiziert, wodurch auch oberflächennahe oder verdeckte Schädigungen zugänglich
werden [21]. Das zugrunde liegende Messprinzip ist weitgehend unabhängig von spezifischen
Materialeigenschaften und kann daher auf unterschiedliche Werkstoffsysteme, einschließlich
komplexer und hybrider Materialien, angewendet werden [22]. Gleichzeitig führt die hohe Sen-
sitivität und die indirekte Messung über Interferenz- und Specklemuster zu einer erhöhten
Komplexität in der Auswertung [22], die eine wesentliche Motivation für die in dieser Arbeit
verfolgten Ansätze zur Automatisierung darstellt. Die nachfolgenden Kapitel befassen sich da-
her mit den zugrunde liegenden interferometrischen Prinzipien sowie deren algorithmischer und
experimenteller Umsetzung.

2.1.2 Grundlagen Interferenz, Speckle und Phasenschieben

2.1.2.1 Interferenz

Interferenz beschreibt das physikalische Phänomen der Überlagerung zweier oder mehrerer
Lichtwellen, wobei die resultierende Intensitätsverteilung durch die relative Phasenlage der Wel-
len bestimmt wird. Eine notwendige Voraussetzung für beobachtbare Interferenzerscheinungen
ist die Kohärenz der beteiligten Wellen, definiert als das Vorliegen einer stabilen zeitlichen
und räumlichen Phasenbeziehung zwischen ihnen. Obwohl Speckle-interferometrische Verfah-
ren die Interferenz mehrerer teilweise kohärenter Wellenfronten umfassen, wird die im folgenden
hergeleitete Zwei-Strahlen-Darstellung der interferometrischen Intensitätsgleichung häufig als
vereinfachte Beschreibung genutzt. [11]
Zur analytischen Beschreibung der interferometrischen Intensitätsgleichung wird Licht im Fol-
genden durch die elektrische Feldkomponente einer elektromagnetischen Welle beschrieben.
Für zwei monochromatische, linear polarisierte Teilwellen gleicher Kreisfrequenz ω können die
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elektrischen Felder am Beobachtungspunkt in komplexer Schreibweise als

E1(t) = A1ei(ωt+φ1) (2.1)
E2(t) = A2ei(ωt+φ2) (2.2)

geschrieben werden. Dabei bezeichnen A1 und A2 die Feldamplituden und φ1 bzw. φ2 die
Phasen der beiden Teilwellen am betrachteten Ort. Das resultierende elektrische Feld ergibt
sich nach dem Superpositionsprinzip der linearen Optik aus der Überlagerung der Teilwellen als

E(t) = E1(t) + E2(t). (2.3)

Die vom Detektor gemessene Intensität entspricht der zeitlich gemittelten Leistung pro Flä-
che, die durch das elektromagnetische Feld transportiert wird. Sie ist damit proportional zum
zeitlichen Mittelwert des Quadrats der elektrischen Feldamplitude [23, vgl. Kap. 1]. Damit gilt

I ∝ 〈E(t)E∗(t)〉 . (2.4)

Einsetzen des Gesamtfeldes in die Intensitätsbeziehung liefert

I ∝ 〈(E1(t) + E2(t)) (E∗
1(t) + E∗

2(t))〉 (2.5)

und damit

I ∝ 〈E1(t)E∗
1(t)〉 + 〈E2(t)E∗

2(t)〉 + 〈E1(t)E∗
2(t)〉 + 〈E∗

1(t)E2(t)〉 . (2.6)

Die Selbstterme 〈E1(t)E∗
1(t)〉 und 〈E2(t)E∗

2(t)〉 entsprechen den Intensitätsanteilen der ein-
zelnen Teilwellen. Für die erste Teilwelle ergibt sich E1(t)E∗

1(t) = A2
1, da sich die zeit- und

phasenabhängigen Anteile gegenseitig aufheben, sodass 〈E1(t)E∗
1(t)〉 ∝ A2

1 gilt. Analog ergibt
sich für die zweite Teilwelle 〈E2(t)E∗

2(t)〉 ∝ A2
2.

Die verbleibenden Kreuzterme beschreiben den Interferenzanteil. Es ergibt sich

E1(t)E∗
2(t) = A1A2ei(ωt+φ1)e−i(ωt+φ2) =A1A2ei(φ1−φ2), (2.7)

E∗
1(t)E2(t) = A1A2e−i(ωt+φ1)ei(ωt+φ2) =A1A2e−i(φ1−φ2). (2.8)

Der Ausdruck ist nur noch von der Phase abhängig, da sich die zeitlichen Anteile gegenseitig
aufheben. Es folgt 〈E1(t)E∗

2(t)〉 = E1(t)E∗
2(t) bzw.〈E∗

1(t)E2(t)〉 = E∗
1(t)E2(t). Für die Sum-

me beiden Terme ergibt sich somit unter Verwendung der Euler-Relation eiθ + e−iθ = 2 cos θ
die reelle Darstellung

〈E1(t)E∗
2(t)〉 + 〈E∗

1(t)E2(t)〉 = 2A1A2 cos(φ1 − φ2). (2.9)

Da die Intensität proportional zum Quadrat der Feldamplitude ist, gilt allgemein I ∝ A2. Der
dabei auftretende Proportionalitätsfaktor ist für alle betrachteten Terme identisch und wird
im Folgenden nicht explizit berücksichtigt. Damit können die Intensitäten der Teilwellen ohne
Einschränkung der Allgemeinheit als

I1 = A2
1 (2.10)

I2 = A2
2 (2.11)
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I k = I 0 (1 + 
 cos (� + �� k)) : �U�k�X�k�y�V

�6�C�` �S�?���b�2�M�p�2�`�b�+�?�B�2�#�m�M�;�2�M �p�Q�M0�- �
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2 �2�`�;�2�#�2�M �b�B�+�? �/�B�2 �A�M�i�2�M�b�B�i� �i�2�M �2�M�i�b�T�`�2�+�?�2�M�/ �x�m�,

I 1 = I 0 (1 + 
 cos �) ; �U�k�X�k�R�V
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���m�b �/�B�2�b�2�M �A�M�i�2�M�b�B�i� �i�b�r�2�`�i�2�M �F���M�M �/�B�2 �S�?���b�2� �#�2�`�2�+�?�M�2�i �r�2�`�/�2�M ���H�b
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� I 4 � I 2

I 1 � I 3
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: �U�k�X�k�8�V
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E1(x; y; t ) = A1(x; y) ei( !t + � 1 (x;y )) ; �U�k�X�k�3�V

E2(x; y; t ) = A2(x; y) ei( !t + � 2 (x;y )+ kx x+ ky y) : �U�k�X�k�N�V
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�/�B�2 �q�2�H�H�2�M�p�2�F�i�Q�`�2�M �/�2�` �#�2�B�/�2�M �h�2�B�H�r�2�H�H�2�M�- �b�Q �2�`�;�B�#�i �b�B�+�? �/�B�2 �E�`�2�B�b�`���m�K�7�`�2�[�m�2�M�x �/�2�` �`� �m�K�H�B�+�?�2�M
�A�M�i�2�M�b�B�i� �i�b�K�Q�/�m�H���i�B�Q�M ���m�b �/�2�` �.�B�z�2�`�2�M�x �/�2�` �q�2�H�H�2�M�p�2�F�i�Q�`�2�M �x�mkc = k2 � k1�X
�.�B�2 �E�Q�K�T�Q�M�2�M�i�2�Mkx �m�M�/ky �2�M�i�b�T�`�2�+�?�2�M �/���#�2�B �/�2�M �F���`�i�2�b�B�b�+�?�2�M �E�Q�K�T�Q�M�2�M�i�2�M �p�Q�Mkc �m�M�/ �H�2�;�2�M
�/�B�2 �P�`�B�2�M�i�B�2�`�m�M�; �/�2�` �S�?���b�2�M�`���K�T�2 �B�K �.�2�i�2�F�i�Q�`�#�B�H�/ �7�2�b�i�X ���H�H�;�2�K�2�B�M �H� �b�b�i �b�B�+�? �/�2�` �S�?���b�2�M�i�2�`�K
�b�Q�K�B�i ���H�b �a�F���H���`�T�`�Q�/�m�F�ikc � r �K�B�i �/�2�K �P�`�i�b�p�2�F�i�Q�`r = ( x; y) �b�+�?�`�2�B�#�2�M�X �.�m�`�+�? �;�2�2�B�;�M�2�i�2
�q���?�H �/�2�b �E�Q�Q�`�/�B�M���i�2�M�b�v�b�i�2�K�b �F���M�M �/�B�2 �h�`� �;�2�`�7�`�2�[�m�2�M�x �2�M�i�H���M�; �/�2�` �_���m�K�`�B�+�?�i�m�M�;x �Q�`�B�2�M�i�B�2�`�i
�r�2�`�/�2�M�X �A�M �/�B�2�b�2�K �6���H�H �p�2�`�2�B�M�7���+�?�i �b�B�+�? �/�2�` ���m�b�/�`�m�+�F �x�mkc � r = kcx�- �r�Q�#�2�Bkc = kx �m�M�/ky = 0
�;�B�H�i�X ���M���H�Q�; �x�m�` �>�2�`�H�2�B�i�m�M�; �/�2�` �B�M�i�2�`�7�2�`�Q�K�2�i�`�B�b�+�?�2�M �A�M�i�2�M�b�B�i� �i �2�`�;�B�#�i �b�B�+�?�,

I (x; y) = I 0(x; y) (1 + 
 (x; y) cos (�( x; y) + kxx + kyy)) ; �U�k�X�j�y�V

�r�Q�#�2�B�( x; y) = � 1(x; y) � � 2(x; y) �/�B�2 �;�2�b�m�+�?�i�2 �B�M�i�2�`�7�2�`�Q�K�2�i�`�B�b�+�?�2 �S�?���b�2 �B�b�i�X �l�M�i�2�` �o�2�`�r�2�M�@
�/�m�M�; �/�2�` �x�m�p�Q�` �2�B�M�;�2�7�C�?�`�i�2�M �.���`�b�i�2�H�H�m�M�; �p�2�`�2�B�M�7���+�?�i �b�B�+�? �/�2�` ���m�b�/�`�m�+�F �7�C�` �2�B�M�2 �2�B�M�/�B�K�2�M�b�B�Q�M���H�2
�h�`� �;�2�`�7�`�2�[�m�2�M�x �x�m

I (x; y) = I 0(x; y) (1 + 
 (x; y) cos (�( x; y) + kcx)) : �U�k�X�j�R�V

�.�B�2 �E�`�2�B�b�`���m�K�7�`�2�[�m�2�M�xkc �?� �M�;�i �m�M�K�B�i�i�2�H�#���` �p�Q�M �/�2�` �:�2�Q�K�2�i�`�B�2 �/�2�` �a�i�`���?�H�C�#�2�`�H���;�2�`�m�M�; ���#�X �6�C�`
�F�H�2�B�M�2 �q�B�M�F�2�H� �x�r�B�b�+�?�2�M �/�2�M ���m�b�#�`�2�B�i�m�M�;�b�`�B�+�?�i�m�M�;�2�M �/�2�` �B�M�i�2�`�7�2�`�B�2�`�2�M�/�2�M �q�2�H�H�2�M �2�`�;�B�#�i �b�B�+�?

�R�R



�k�X�R �P�T�i�B�b�+�?�2 �x�2�`�b�i�º�`�m�M�;�b�7�`�2�B�2 �S�`�C�7�p�2�`�7���?�`�2�M

�M���+�? �(�j�j�- �p�;�H�X �E���T�X �k�X�R�) �M� �?�2�`�m�M�;�b�r�2�B�b�2

kc �
2�
�

sin�: �U�k�X�j�k�V

�1�B�M�2 �b�+�?�2�K���i�B�b�+�?�2 �.���`�b�i�2�H�H�m�M�; �/�B�2�b�2�b �S�`�B�M�x�B�T�b �B�b�i �B�M ���#�#�B�H�/�m�M�;�k�X�j�;�2�x�2�B�;�i�X

���#�#�X �k�X�j�,�a�+�?�2�K���i�B�b�+�?�2 �.���`�b�i�2�H�H�m�M�; �/�2�` �1�M�i�b�i�2�?�m�M�; �2�B�M�2�` �`� �m�K�H�B�+�?�2�M �h�`� �;�2�`�7�`�2�[�m�2�M�x �/�m�`�+�? �o�2�`�F�B�T�T�m�M�; �/�2�`
�q�2�H�H�2�M�p�2�F�i�Q�`�2�M�,
�U���V �S���`���H�H�2�H�2 �q�2�H�H�2�M�p�2�F�i�Q�`�2�M �Uk 1 = k 2 �V �Q�?�M�2 �`� �m�K�H�B�+�?�2 �S�?���b�2�M�K�Q�/�m�H���i�B�Q�M�X
�U�#�V �o�2�`�F�B�T�T�i�2 �q�2�H�H�2�M�p�2�F�i�Q�`�2�M �Uk 1 6= k 2 �V �K�B�i �`�2�b�m�H�i�B�2�`�2�M�/�2�` �h�`� �;�2�`�7�`�2�[�m�2�M�x �Uk c = k 2 � k 1 �V�X

�.�m�`�+�? �/�B�2 �`� �m�K�H�B�+�?�2 �J�Q�/�m�H���i�B�Q�M �r�B�`�/ �/�B�2 �S�?���b�2�M�B�M�7�Q�`�K���i�B�Q�M �B�K �P�`�i�b�`���m�K �B�M �2�B�M�2 �K�Q�/�m�H�B�2�`�@
�i�2 �A�M�i�2�M�b�B�i� �i�b�p�2�`�i�2�B�H�m�M�; �C�#�2�`�7�C�?�`�i�X �.�B�2 �6�Q�m�`�B�2�`�@�h�`���M�b�7�Q�`�K�B�2�`�i�2 �/�2�` �A�M�i�2�M�b�B�i� �i �x�2�B�;�i �/���#�2�B �M�2�#�2�M
�2�B�M�2�K �x�2�M�i�`���H�2�M �:�H�2�B�+�?���M�i�2�B�H �x�r�2�B �b�v�K�K�2�i�`�B�b�+�? �p�2�`�b�+�?�Q�#�2�M�2 �a�2�B�i�2�M�#� �M�/�2�` �#�2�B �/�2�M �E�`�2�B�b�`���m�K�@
�7�`�2�[�m�2�M�x�2�M� kc �(�j�j�- �p�;�H�X �E���T�X �k�X�j�)�X �.�B�2 �;�2�b�m�+�?�i�2 �S�?���b�2�M�B�M�7�Q�`�K���i�B�Q�M �B�b�i �p�Q�H�H�b�i� �M�/�B�; �B�M �/�B�2�b�2�M
�a�2�B�i�2�M�#� �M�/�2�`�M �2�M�i�?���H�i�2�M �(�j�k�)�X
�.�B�2 �#�B�b�?�2�`�B�;�2 �"�2�i�`���+�?�i�m�M�; �#�2�b�+�?�`�2�B�#�i �2�B�M �B�/�2���H�B�b�B�2�`�i�2�b �A�M�i�2�`�7�2�`�2�M�x�b�B�;�M���H �K�B�i �H�Q�F���H�B�b�B�2�`�i�2�M �b�T�2�F�i�`���@
�H�2�M ���M�i�2�B�H�2�M�X �A�M �b�T�2�+�F�H�2�@�B�M�i�2�`�7�2�`�Q�K�2�i�`�B�b�+�?�2�M ���M�r�2�M�/�m�M�;�2�M �H�B�2�;�i �?�B�M�;�2�;�2�M �2�B�M �b�i���i�B�b�i�B�b�+�? �p�2�`�i�2�B�H�@
�i�2�b �A�M�i�2�M�b�B�i� �i�b�K�m�b�i�2�` �p�Q�`�- �/�2�b�b�2�M ���K�T�H�B�i�m�/�2�M�b�T�2�F�i�`�m�K �B�K �6�Q�m�`�B�2�`�@�_���m�K �#�`�2�B�i�#���M�/�B�; �B�b�i �U�p�;�H�X
���#�#�X�k�X�9�-���V�X �.�B�2 �1�B�M�7�C�?�`�m�M�; �2�B�M�2�` �h�`� �;�2�`�7�`�2�[�m�2�M�x �r�B�`�F�i �B�M �/�B�2�b�2�K �6���H�H ���m�7 �2�B�M ���m�b�;�2�/�2�?�M�i�2�b
�a�T�2�F�i�`�m�K�- �b�Q�/���b�b �b�B�+�? �/�B�2 �p�2�`�b�+�?�Q�#�2�M�2�M �a�B�;�M���H���M�i�2�B�H�2 �M�B�+�?�i �2�B�M�/�2�m�i�B�; �p�Q�K �:�H�2�B�+�?���M�i�2�B�H �i�`�2�M�M�2�M
�H���b�b�2�M�X �w�m�` �1�B�M�b�+�?�`� �M�F�m�M�; �/�2�` �b�T�2�F�i�`���H�2�M ���m�b�/�2�?�M�m�M�; �r�B�`�/ �/���?�2�` �2�B�M�2 ���T�2�`�i�m�` �B�M �/�2�M �a�i�`���?�@
�H�2�M�;���M�; �2�B�M�;�2�7�C�?�`�i�X �.�B�2 �`�2�b�m�H�i�B�2�`�2�M�/�2 �"�2�m�;�m�M�; �7�C�?�`�i �x�m �2�B�M�2�` �"�2�;�`�2�M�x�m�M�; �/�2�b ���K�T�H�B�i�m�/�2�M�b�T�2�F�@
�i�`�m�K�b �U�p�;�H�X ���#�#�X�k�X�9�-�#�V�- �r�Q�#�2�B �/�B�2 �6�Q�`�K �/�2�` ���T�2�`�i�m�` �/�B�2 �b�T�2�F�i�`���H�2 �1�B�M�?�C�H�H�2�M�/�2 �#�2�b�i�B�K�K�i�X �1�B�M�2
�a�T���H�i�#�H�2�M�/�2 �7�C�?�`�i �/���#�2�B �x�m �2�B�M�2�` �;�2�`�B�+�?�i�2�i�2�M�- ���M�M� �?�2�`�M�/ �`�2�+�?�i�2�+�F�B�;�2�M �"�2�;�`�2�M�x�m�M�; �/�2�b �a�T�2�F�@
�i�`�m�K�b �(�R�3�- �p�;�H�X �a�X �3�3�)�- �r� �?�`�2�M�/ �#�2�B�b�T�B�2�H�b�r�2�B�b�2 �2�B�M�2 �F�`�2�B�b�7�º�`�K�B�;�2 ���T�2�`�i�m�` �2�B�M�2 �2�M�i�b�T�`�2�+�?�2�M�/
�`�Q�i���i�B�Q�M�b�b�v�K�K�2�i�`�B�b�+�?�2 �b�T�2�F�i�`���H�2 �o�2�`�i�2�B�H�m�M�; �2�`�;�B�#�i �(�j�9�)�X �q�B�`�/ �2�B�M�2 �h�`� �;�2�`�7�`�2�[�m�2�M�x �/�2�` �B�M�i�2�`�7�2�@
�`�B�2�`�2�M�/�2�M �q�2�H�H�2�M �2�B�M�;�2�7�C�?�`�i�- �p�2�`�b�+�?�B�2�#�i �b�B�+�? �/���b �x�m�p�Q�` �#�2�;�`�2�M�x�i�2 �a�T�2�F�i�`�m�K �B�K �6�Q�m�`�B�2�`�@�_���m�K�X
�.�B�2 �b�T�2�F�i�`���H�2�M ���M�i�2�B�H�2 �r�2�`�/�2�M �/���#�2�B �b�v�K�K�2�i�`�B�b�+�? �x�m �/�2�M �E�`�2�B�b�`���m�K�7�`�2�[�m�2�M�x�2�M� kc �p�2�`�H���;�2�`�i�-
�b�Q�/���b�b �2�B�M�2 �h�`�2�M�M�m�M�; �/�2�` �a�2�B�i�2�M�#� �M�/�2�` �p�Q�K �:�H�2�B�+�?���M�i�2�B�H �K�º�;�H�B�+�? �r�B�`�/ �U�p�;�H�X ���#�#�X�k�X�9�-�+�V�X �w�m�`
�_�2�F�Q�M�b�i�`�m�F�i�B�Q�M �/�2�` �S�?���b�2 �r�B�`�/ �2�B�M�2�b �/�2�` �a�2�B�i�2�M�#� �M�/�2�` �B�K �6�`�2�[�m�2�M�x�`���m�K �/�m�`�+�? �2�B�M�2�M �;�2�2�B�;�M�2�@
�i�2�M �6�B�H�i�2�` �B�b�Q�H�B�2�`�i �m�M�/ ���M�b�+�?�H�B�2�=�2�M�/ �B�M �/�2�M �P�`�i�b�`���m�K �x�m�`�C�+�F�i�`���M�b�7�Q�`�K�B�2�`�i�X �.�B�2 �S�?���b�2 �2�`�;�B�#�i �b�B�+�?
�/���M�M ���m�b �/�2�K ���`�;�m�K�2�M�i �/�2�` �F�Q�K�T�H�2�t�2�M �_�C�+�F�i�`���M�b�7�Q�`�K���i�B�Q�M�,

�( x; y) = arg
n
F � 1 [H (k) � Ff I (x; y)g]

o
; �U�k�X�j�j�V

�r�Q�#�2�BH (k) �2�B�M�2 �6�B�H�i�2�`�7�m�M�F�i�B�Q�M �x�m�` �a�2�H�2�F�i�B�Q�M �2�B�M�2�b �a�2�B�i�2�M�#���M�/�2�b �#�2�b�+�?�`�2�B�#�i �(�j�j�- �p�;�H�X �E���T�X �k�X�j�)�X
�.�2�` �1�B�M�b���i�x �p�Q�M ���T�2�`�i�m�`�2�M �B�K �a�i�`���?�H�2�M�;���M�; �7�C�?�`�i �D�2�/�Q�+�? �x�m �2�B�M�2�` �_�2�/�m�F�i�B�Q�M �/�2�` �M�m�i�x�#���`�2�M
�G�B�+�?�i�B�M�i�2�M�b�B�i� �i�- �r���b �#�2�B �/�2�` �T�`���F�i�B�b�+�?�2�M �_�2���H�B�b�B�2�`�m�M�; �/�2�` �h�`� �;�2�`�7�`�2�[�m�2�M�x�2�`�x�2�m�;�m�M�; �x�m �#�2�`�C�+�F�@
�b�B�+�?�i�B�;�2�M �B�b�i�X
�L�2�#�2�M �/�2�` �#�2�b�+�?�`�B�2�#�2�M�2�M �_�2���H�B�b�B�2�`�m�M�; �C�#�2�` �2�B�M�2 �o�2�`�F�B�T�T�m�M�; �/�2�` �B�M�i�2�`�7�2�`�B�2�`�2�M�/�2�M �q�2�H�H�2�M�7�`�Q�M�i�2�M
�F���M�M �/�B�2 �x�m�` �h�`� �;�2�`�7�`�2�[�m�2�M�x�2�`�x�2�m�;�m�M�; �2�`�7�Q�`�/�2�`�H�B�+�?�2 �q�2�H�H�2�M�p�2�F�i�Q�`�/�B�z�2�`�2�M�x ���m�+�? �/�m�`�+�? �/�B�z�`���F�@
�i�B�p�2 �Q�T�i�B�b�+�?�2 �1�H�2�K�2�M�i�2 �2�`�x�2�m�;�i �r�2�`�/�2�M�X �.���#�2�B �r�B�`�/ �/�B�2 �.�B�z�2�`�2�M�x �/�2�` ���m�b�#�`�2�B�i�m�M�;�b�`�B�+�?�i�m�M�;�2�M

�R�k



�k�X�R �P�T�i�B�b�+�?�2 �x�2�`�b�i�º�`�m�M�;�b�7�`�2�B�2 �S�`�C�7�p�2�`�7���?�`�2�M

���#�#�X �k�X�9�,�6�Q�m�`�B�2�`�@���K�T�H�B�i�m�/�2�M�b�T�2�F�i�`�m�KFf I (x; y )g �2�B�M�2�b �b�T�2�+�F�H�2�@�B�M�i�2�`�7�2�`�Q�K�2�i�`�B�b�+�?�2�M �a�B�;�M���H�b �K�B�i �`� �m�K�H�B�+�?�2�`
�h�`� �;�2�`�7�`�2�[�m�2�M�x �U�2�M�i�M�Q�K�K�2�M �m�M�/ �K�Q�/�B�}�x�B�2�`�i �M���+�? �(�R�3�- �p�;�H�X �a�X �3�9�z�X�)�V�,
�U���V �"�`�2�B�i�#���M�/�B�;�2�b �a�T�2�F�i�`�m�K �2�B�M�2�b �a�T�2�+�F�H�2�K�m�b�i�2�`�b �Q�?�M�2 �h�`� �;�2�`�7�`�2�[�m�2�M�x �Q�/�2�` �"�H�2�M�/�2�X
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�1�B�M�~�m�b�b�;�`�º�=�2�M �/�2�`�1�a�S�a�A�@�J�2�b�b�m�M�; ���#�H�2�B�i�2�M�X �.�B�2 �a�i�`�2�B�7�2�M�Q�`�/�M�m�M�;N �?� �M�;�i �H�B�M�2���` �p�Q�K �a�?�2�@
���`�#�2�i�`���;� �m�M�/ �B�M�p�2�`�b �p�Q�M �/�2�` �p�2�`�r�2�M�/�2�i�2�M �q�2�H�H�2�M�H� �M�;�2� ���#�X �6�C�` �2�B�M�2�M �;�2�;�2�#�2�M�2�M �H�Q�F���H�2�M
�o�2�`�7�Q�`�K�m�M�;�b�;�`���/�B�2�M�i�2�M �F���M�M �/�B�2 �a�i�`�2�B�7�2�M�Q�`�/�M�m�M�; �b�Q�K�B�i �C�#�2�` �/�B�2�b�2 �S���`���K�2�i�2�` �2�B�M�;�2�b�i�2�H�H�i �r�2�`�@
�/�2�M�X �J�B�i �x�m�M�2�?�K�2�M�/�2�K �a�?�2���`�#�2�i�`���; �r�B�`�/ �/�B�2 �h���v�H�Q�`�@�L� �?�2�`�m�M�; �2�`�b�i�2�` �P�`�/�M�m�M�; �7�C�` �/�B�2 �.�B�z�2�`�2�M�x
�#�2�M���+�?�#���`�i�2�` �S�m�M�F�i�2 �x�m�M�2�?�K�2�M�/ �r�2�M�B�;�2�` �2�t���F�i�X �w�m�/�2�K �F���M�M �/�B�2 �H���i�2�`���H�2 �o�2�`�b�+�?�B�2�#�m�M�; �/�2�` �B�M�@
�i�2�`�7�2�`�B�2�`�2�M�/�2�M �S�m�M�F�i�2 �/�B�2 �B�#�2�`�H���T�T�m�M�; �/�2�` �`�2�H�2�p���M�i�2�M �P�#�D�2�F�i�#�2�`�2�B�+�?�2 �`�2�/�m�x�B�2�`�2�M�- �b�Q�/���b�b �H�Q�F���H
�#�2�;�`�2�M�x�i�2 �o�2�`�7�Q�`�K�m�M�;�2�M �M�B�+�?�i �p�Q�H�H�b�i� �M�/�B�; �2�`�7���b�b�i �r�2�`�/�2�M�X �.���?�2�` �B�b�i �/�2�` �a�?�2���`�#�2�i�`���; �b�Q �x�m
�r� �?�H�2�M�- �/���b�b �2�B�M�2 ���M�;�2�K�2�b�b�2�M�2 �"���H���M�+�2 �x�r�B�b�+�?�2�M �J�2�b�b�b�2�M�b�B�i�B�p�B�i� �i �m�M�/ �`� �m�K�H�B�+�?�2�` ���m�~�º�b�m�M�;
�;�2�r� �?�`�H�2�B�b�i�2�i �B�b�i�X ���m�7�#���m�2�M�/ ���m�7 �/�2�M �/���`�;�2�b�i�2�H�H�i�2�M �:�H�2�B�+�?�m�M�;�2�M �r�2�`�/�2�M �/�B�2 �J�2�b�b�;�`�º�=�2�M �/�2�`
�1�a�S�a�A���M �/�B�2�b�2�` �a�i�2�H�H�2 �B�M �/�2�` �_�2�7�2�`�2�M�x�;�H�2�B�+�?�m�M�; �p�2�`�Q�`�i�2�i�- �m�K �/�B�2 �/�m�`�+�? �/�B�2�1�a�S�a�A�2�`�7���b�b�#���`�2�M
���M�i�2�B�H�2 �/�2�` �:�2�b���K�i�p�2�`�b�+�?�B�2�#�m�M�; �/���`�x�m�b�i�2�H�H�2�M�,
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C
A : �U�k�X�9�8�V

�.�B�2 �7���`�#�H�B�+�? �K���`�F�B�2�`�i�2�M �h�2�`�K�2 �B�M �:�H�2�B�+�?�m�M�; �U�k�X�9�8�V �F�2�M�M�x�2�B�+�?�M�2�M �/�B�2 �/�m�`�+�? �/�B�2�1�a�S�a�A�2�`�7���b�b�#���`�2�M
���M�i�2�B�H�2 �/�2�` �:�2�b���K�i�p�2�`�b�+�?�B�2�#�m�M�;�, �_�Q�i �x�2�B�;�i �/�B�2 �B�T�@�.�2�?�M�m�M�;�2�M�- �S�2�i�`�Q�H �/�B�2 �B�T�@�:�H�2�B�i�m�M�;�2�M�- �m�M�/
�P�`���M�;�2 �/�B�2 �Q�Q�T�@�:�H�2�B�i�m�M�;�2�M�X ���m�7 �:�`�m�M�/�H���;�2 �/�2�` �:�H�2�B�+�?�m�M�;�2�M �U�k�X�9�j�V �m�M�/ �U�k�X�9�9�V �r�B�`�/ �/�B�2 �Q�Q�T�@
�E�Q�K�T�Q�M�2�M�i�2 �m�M�i�2�` �/�2�` ���M�M���?�K�2 �M���?�2�x�m �Q�`�i�?�Q�;�Q�M���H�2�` �"�2�H�2�m�+�?�i�m�M�; �U� xz � 0� �V �/���`�;�2�b�i�2�H�H�i�-
�D�2�r�2�B�H�b �7�C�` �a�?�2���` �B�Mx�@ �m�M�/y�@�_�B�+�?�i�m�M�;�,

�k�y



�k�X�R �P�T�i�B�b�+�?�2 �x�2�`�b�i�º�`�m�M�;�b�7�`�2�B�2 �S�`�C�7�p�2�`�7���?�`�2�M

NESPSIoop ; x =
2� x

�
@w
@x

; �U�k�X�9�e�V

NESPSIoop ; y =
2� y

�
@w
@y

: �U�k�X�9�d�V

�6�C�` �/�B�2 �J�2�b�b�m�M�; �p�Q�M �B�T�@�E�Q�K�T�Q�M�2�M�i�2�M �r�B�`�/ �/�2�` �J�2�b�b���m�7�#���m �m�M�/ ���#�H���m�7 �;�2�;�2�M�C�#�2�` �/�2�` �Q�Q�T�@
�J�2�b�b�m�M�; �K�Q�/�B�}�x�B�2�`�i�X ���M���H�Q�; �x�m�` �B�T�@�1�a�S�A�U�p�;�H�X ���#�#�X�k�X�8�- �#�V �r�B�`�/ �2�B�M �x�r�2�B�i�2�` �"�2�H�2�m�+�?�i�m�M�;�b���`�K
�2�`�;� �M�x�i�- �/�m�`�+�? �r�2�H�+�?�2�M �/�B�2 �P�#�2�`�~� �+�?�2 �m�M�i�2�` �#�2�i�`���;�b�;�H�2�B�+�?�2�K ���#�2�` �M�2�;�B�2�`�i�2�K �q�B�M�F�2�H �#�2�H�2�m�+�?�@
�i�2�i �r�B�`�/�X �6�C�` �/�B�2 �a�2�T���`�B�2�`�m�M�; �/�2�` �B�T�@�E�Q�K�T�Q�M�2�M�i�2�M �B�b�i �2�b �M�Q�i�r�2�M�/�B�;�- �D�2�/�2�M �"�2�H���b�i�m�M�;�b�x�m�b�i���M�/
�x�r�2�B�K���H ���m�7�x�m�M�2�?�K�2�M�, �2�B�M�K���H �m�M�i�2�` �/�2�K �T�Q�b�B�i�B�p�2�M �m�M�/ �2�B�M�K���H �m�M�i�2�` �/�2�K �M�2�;���i�B�p�2�M �"�2�H�2�m�+�?�@
�i�m�M�;�b�r�B�M�F�2�H� � xz �X �.�m�`�+�? �a�m�#�i�`���F�i�B�Q�M �/�2�` �#�2�B�/�2�M �a�i�`�2�B�7�2�M�Q�`�/�M�m�M�;�2�M �r�B�`�/ �/�2�` �Q�Q�T�@���M�i�2�B�H �K���@
�i�?�2�K���i�B�b�+�? �2�H�B�K�B�M�B�2�`�i�- �b�Q�/���b�b �M�m�` �/�2�` �`�2�B�M�2 �B�T�@���M�i�2�B�H �2�`�?���H�i�2�M �#�H�2�B�#�i�X �l�K�;�2�F�2�?�`�i �F���M�M �/�m�`�+�?
���/�/�B�i�B�Q�M �/�2�` �#�2�B�/�2�M �J�2�b�b�m�M�;�2�M �/�2�` �Q�Q�T�@���M�i�2�B�H �U�p�;�H�X �:�H�M�X �U�k�X�9�e�V�- �U�k�X�9�d�V�V �`�2�F�Q�M�b�i�`�m�B�2�`�i �r�2�`�@
�/�2�M�X �(�R�e�- �p�;�H�X �a�X �9�k�z�X�)
�6�C�` �2�B�M�2�M �a�?�2���` �B�Mx�@�_�B�+�?�i�m�M�; �2�`�;�B�#�i �b�B�+�? �/�B�2 �a�i�`�2�B�7�2�M�Q�`�/�M�m�M�; �M���+�? �:�H�2�B�+�?�m�M�; �U�k�X�9�j�V �#�2�B �T�Q�b�B�@
�i�B�p�2�` �"�2�H�2�m�+�?�i�m�M�; �x�m

N +
ESPSI; x =

� x

�

"
@u
@x

sin(+� xz ) +
@w
@x

�
1 + cos(+� xz )

�
#

; �U�k�X�9�3�V

�m�M�i�2�` �M�2�;���i�B�p�2�` �"�2�H�2�m�+�?�i�m�M�; �2�M�i�b�T�`�2�+�?�2�M�/�,

N �
ESPSI; x =

� x

�

"
@u
@x

sin(� � xz ) +
@w
@x

�
1 + cos(� � xz )

�
#

: �U�k�X�9�N�V

���m�7�;�`�m�M�/ �/�2�` ���+�?�b�2�M�b�v�K�K�2�i�`�B�2 �/�2�` �*�Q�b�B�M�m�b�@ �m�M�/ �S�m�M�F�i�b�v�K�K�2�i�`�B�2 �/�2�` �a�B�M�m�b�7�m�M�F�i�B�Q�M �B�b�i �/�2�`
�Q�Q�T�@���M�i�2�B�H �B�M �#�2�B�/�2�M �J�2�b�b�m�M�;�2�M �B�/�2�M�i�B�b�+�?�X �.�B�2 �.�B�z�2�`�2�M�x �/�2�` �#�2�B�/�2�M �a�i�`�2�B�7�2�M�Q�`�/�M�m�M�;�2�M �B�b�Q�H�B�2�`�i
�/�B�2 �B�T�@�.�2�?�M�m�M�;�2�M�,

NESPSI ip ; x = N +
ESPSI; x � N �

ESPSI; x =
2� x

�
@u
@x

sin(� xz ): �U�k�X�8�y�V

�6�C�` �2�B�M�2�M �a�?�2���` �B�My�@�_�B�+�?�i�m�M�; �;�B�H�i ���M���H�Q�;�,

NESPSI ip ; y =
2� y

�
@v
@y

sin(� xz ): �U�k�X�8�R�V

�"�2�B �/�v�M���K�B�b�+�?�2�M �"�2�H���b�i�m�M�;�2�M �F���M�M �b�B�+�? �/���b �o�2�`�7�Q�`�K�m�M�;�b�7�2�H�/ �D�2�/�Q�+�? �x�r�B�b�+�?�2�M �/�2�M �x�r�2�B �#�2�@
�M�º�i�B�;�i�2�M �b�2�[�m�2�M�i�B�2�H�H�2�M ���m�7�M���?�K�2�M �T�`�Q �w�m�b�i���M�/ � �M�/�2�`�M�- �r�Q�/�m�`�+�? �/�B�2 �A�M�i�2�`�7�2�`�2�M�x�B�M�7�Q�`�K���i�B�Q�M�2�M
�M�B�+�?�i �K�2�?�` �2�B�M�/�2�m�i�B�; �x�m�;�2�Q�`�/�M�2�i �r�2�`�/�2�M �F�º�M�M�2�M�X �.���?�2�` �B�b�i �/�B�2�b�2 �J�2�b�b�F�Q�M�}�;�m�`���i�B�Q�M �2�M�i�r�2�/�2�`
���m�7 �[�m���b�B�b�i���i�B�b�+�?�2 �"�2�H���b�i�m�M�;�2�M �#�2�b�+�?�`� �M�F�i �Q�/�2�` �2�`�7�Q�`�/�2�`�i �2�`�;� �M�x�2�M�/�2 �o�2�`�7���?�`�2�M �r�B�2 �#�2�B�b�T�B�2�H�b�@
�r�2�B�b�2 �G�Q�+�F�@�A�M�@�h�2�+�?�M�B�F�2�M �U�p�;�H�X ���#�b�+�?�M�B�i�i�k�X�R�X�k�V�X �.�B�2�b �#�2�i�`�B�z�i �B�M�b�#�2�b�Q�M�/�2�`�2 �_�B�b�b�2�- �/�2�`�2�M �+�?���`���F�@
�i�2�`�B�b�i�B�b�+�?�2 �o�2�`�7�Q�`�K�m�M�;�2�M �p�Q�`�r�B�2�;�2�M�/ �B�M �/�2�M �B�T�@�E�Q�K�T�Q�M�2�M�i�2�M ���m�7�i�`�2�i�2�M �m�M�/ �m�M�i�2�` �i�?�2�`�K�B�b�+�?�2�`
�"�2�H���b�i�m�M�; �M���+�?�r�2�B�b�#���` �b�B�M�/ �(�9�d�)�X
�w�m�` �B�#�2�`�r�B�M�/�m�M�; �/�B�2�b�2�` �1�B�M�b�+�?�`� �M�F�m�M�; �b�+�?�H�m�;�2�M �s�B�2 �2�i ���H�X �U�k�y�R�8�V �B�M �(�9�3�) �/�B�2 �b�v�K�K�2�i�`�B�b�+�?�2 �"�2�@
�H�2�m�+�?�i�m�M�; �K�B�i �m�M�i�2�`�b�+�?�B�2�/�H�B�+�?�2�M �q�2�H�H�2�M�H� �M�;�2�M �p�Q�`�X �.�B�2 �b�T�2�F�i�`���H�2 �a�2�T���`���i�B�Q�M �B�M �E�Q�K�#�B�M���i�B�Q�M �K�B�i
�/�2�` �S�?���b�2�M�#�2�b�i�B�K�K�m�M�; ���m�b �"���b�B�b �/�2�b �`� �m�K�H�B�+�?�2�M �S�?���b�2�M�b�+�?�B�2�#�2�M�b �2�`�H���m�#�i �/�B�2 ���m�b�r�2�`�i�m�M�; �/�2�`
�B�T�@�.�2�?�M�m�M�; �/�2�` �T���`���H�H�2�H �x�m�` �#�2�i�`���+�?�i�2�i�2�M �"�2�H�2�m�+�?�i�m�M�;�b�2�#�2�M�2 �H�B�2�;�2�M�/�2�M �o�2�`�7�Q�`�K�m�M�;�b�`�B�+�?�i�m�M�;

�k�R



�k�X�R �P�T�i�B�b�+�?�2 �x�2�`�b�i�º�`�m�M�;�b�7�`�2�B�2 �S�`�C�7�p�2�`�7���?�`�2�M

�B�M �2�B�M�2�` ���m�7�M���?�K�2 �T�`�Q �w�m�b�i���M�/�X ���m�7�#���m�2�M�/ ���m�7 �/�B�2�b�2�K �E�Q�M�x�2�T�i �b�i�2�H�H�i�2�M �>�Q�Q�b�?�K���M�/�@�w�B���} �2�i
���H�X �U�k�y�R�N�V �B�M �(�9�N�) �2�B�M�2�M �.�m���H�@�a�2�M�b�B�i�B�p�2�@�a�S�a�@���m�7�#���m �p�Q�`�- �r�2�H�+�?�2�` �/�B�2 �Q�Q�T�@�E�Q�K�T�Q�M�2�M�i�2 �b�B�K�m�H�i���M
�K�B�i �2�B�M�2�` �B�T�@�.�2�?�M�m�M�; �B�M �2�B�M�2�` ���m�7�M���?�K�2 �T�`�Q �w�m�b�i���M�/ �2�`�7���b�b�i�X
�1�B�M�2 �p�Q�H�H�b�i� �M�/�B�;�2 �j�.�@�1�a�S�a�A�@�J�2�b�b�m�M�;�- �#�2�B �/�2�` �#�2�B�/�2 �B�T�@�E�Q�K�T�Q�M�2�M�i�2�M �;�2�K�2�B�M�b���K �K�B�i �/�2�` �Q�Q�T�@
�E�Q�K�T�Q�M�2�M�i�2 ���m�b �2�B�M�2�` ���m�7�M���?�K�2 �;�2�r�Q�M�M�2�M �r�2�`�/�2�M �F�º�M�M�2�M�- �r�m�`�/�2 �k�y�k�R �p�Q�M �S�2�i�`�v �(�R�3�) �p�Q�`�;�2�@
�b�i�2�H�H�i�X �>�B�2�`�x�m �r�2�`�/�2�M �/�`�2�B �G���b�2�`�[�m�2�H�H�2�M �K�B�i �m�M�i�2�`�b�+�?�B�2�/�H�B�+�?�2�M �q�2�H�H�2�M�H� �M�;�2�M �B�K �_���m�K �m�K120�
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