Modellgestiitzte Simulation und
datengetriebene Interpretation zur
Automatisierung speckle-interferometrischer
Messverfahren

Dissertation

Jessica PlaBmann

le Rheinland-Pfalzische
Technische Universitat

P Kaiserslautern
Landau






Modellgestiitzte Simulation und
datengetriebene Interpretation zur
Automatisierung speckle-interferometrischer
Messverfahren

Dissertation

Jessica PlaBmann

Vom Fachbereich Physik der Rheinland-Pfalzischen Technischen Universitat
Kaiserslautern-Landau zur Erlangung des akademischen Grades 0000000 OO0
OO0000N000000000000 genehmigte Dissertation

Betreuer: Prof. Dr. Georg von Freymann
Zweitgutachter: Prof. Dr. Michael Schuth

Datum der wissenschaftlichen Aussprache: 03.07.2026
DE-386






Vorwort

Mein besonderer Dank gilt Prof. Dr. Georg von Freymann fiir die Betreuung dieser Arbeit und
die wissenschaftliche Begleitung wahrend der gesamten Promotionszeit. Durch seine fachlichen
Anregungen, konstruktiven Diskussionen und wertvollen Ratschlage hat er den Fortschritt die-
ser Arbeit maBgeblich unterstiitzt. Ebenso danke ich Prof. Dr.-Ing. Michael Schuth fiir die
Moglichkeit, diese Forschung im Umfeld des OGKB durchfiihren zu kénnen und Teil seines
Teams zu sein. Die Arbeit im Labor, die vielfaltigen fachlichen Einblicke sowie die zahlreichen
Moglichkeiten zur praktischen Umsetzung und Weiterentwicklung der Forschung haben diese
Promotionszeit wesentlich gepragt.

Fir die finanzielle Forderung meiner Promotion danke ich zunachst der Nikolaus Koch Stiftung,
die mir den Beginn dieses Promotionsvorhabens ermoglicht hat. Im weiteren Verlauf bot mir die
Tatigkeit im Rahmen eines ZIM-Forschungsprojekts des Bundesministeriums fiir Wirtschaft und
Klimaschutz die notwendige Sicherheit, meine wissenschaftliche Arbeit langfristig fortzufiihren.
Dariiber hinaus danke ich der Hochschule Trier fiir die Forderung von Konferenzteilnahmen
sowie wissenschaftlichen Veroffentlichungen durch den Nachwuchsfonds.

Ebenso danke ich allen Mitarbeitenden, Kolleginnen und Kollegen sowie den Studierenden, die
mich wahrend meiner Promotionszeit begleitet und unterstiitzt haben. Die Zusammenarbeit
im Labor, viele fachliche Diskussionen und der gemeinsame wissenschaftliche Alltag haben
diese Promotionszeit weit lber die wissenschaftliche Arbeit hinaus gepragt. Ein besonderer
Dank gilt meinen Kolleginnen und Kollegen im Biiro. Der tagliche Austausch, die gegenseitige
Unterstitzung und die vielen Gesprache, fachlich wie personlich, haben diese Promotionszeit
weit Uber die wissenschaftliche Arbeit hinaus gepragt. All die kleinen und groBen Momente
haben gerade in schwierigen Phasen dazu beigetragen, dass sich das Biiro fiir mich nach mehr
als einem Arbeitsplatz angefiihlt hat.

Mein herzlicher Dank gilt auch meinen Freunden und meiner Familie. Sie haben mir besonders
in Phasen von Zweifel, Erschopfung und Unsicherheit immer wieder Kraft gegeben. Die ge-
meinsame Zeit und das Gefiihl, niemals allein zu sein, haben diese Jahre entscheidend gepragt.
Besonders dankbar bin ich fiir die Menschen, die mir Gber die Jahre ein Zuhause und ein Gefiihl
von Zugehorigkeit gegeben haben. lhre Unterstiitzung und ihr Vertrauen bedeuten mir mehr,
als Worte ausdriicken kénnen.

Und schlieBlich danke ich meinem Mann Joscha. Niemand hat diese Promotionszeit so unmit-
telbar miterlebt wie du. In jeder Phase dieser Arbeit warst du an meiner Seite, hast Zweifel,
Riickschlage und schwierige Entscheidungen mitgetragen und mir immer wieder die Kraft ge-
geben weiterzumachen. Mit deiner Geduld, deinem Vertrauen und deinem unerschiitterlichen
Riickhalt warst du fiir mich ein Fels, auf den ich jederzeit bauen konnte. Ohne dich hatte ich
diesen Weg nicht gehen kénnen.

ooooo,o0o0o0boo0,o00d0
—Konfuzius






Eidesstattliche Erklarung zur
Dissertation

Ich, Jessica PlaBmann, versichere hiermit, dass ich die vorliegende Dissertation selbststandig
verfasst und keine anderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel verwendet habe. Alle
Stellen, die wortlich oder sinngemaB aus veroffentlichten oder unveroffentlichten Quellen ent-
nommen sind, sind als solche kenntlich gemacht. Die in dieser Arbeit enthaltenen Zeichnungen,
Abbildungen und Darstellungen wurden von mir selbst erstellt oder mit einem entsprechenden
Quellennachweis versehen. Programme zur Textgenerierung auf Basis Kiinstlicher Intelligenz
wurden ausschlieBlich zur sprachlichen Uberarbeitung und Formulierung einzelner Textbau-
steine verwendet, nicht jedoch zur Generierung wissenschaftlicher Inhalte, Argumentationen,
Analysen oder Ergebnisse. Verwendet wurden hierbei insbesondere OpenAl sowie Perplexity Al.
Fir den Inhalt der vorliegenden Arbeit trage ich die alleinige Verantwortung. Die vorliegende
Dissertation wurde in gleicher oder dhnlicher Form noch bei keiner anderen Priifungsbehorde
eingereicht.

Ort, Datum Unterschrift






Zusammenfassung

Speckle-interferometrische Verfahren wie die Holografie und die Shearografie ermoglichen die
flachenhafte und hochsensitive Erfassung von Oberflachenverformungen und werden in der zer-
storungsfreien Prifung zur Detektion charakteristischer Defektmechanismen eingesetzt. Die
Defektdetektion erfolgt dabei indirekt iiber die mechanische Reaktion eines Bauteils auf eine
definierte Belastung. Aus der hohen Sensitivitat der Verfahren sowie der Vielzahl an Einflussgro-
Ben bei der Messkonfiguration ergibt sich eine starke Abhangigkeit der Messergebnisse von der
gewahlten Parametrierung und der anschlieBenden Auswertung. Trotz ihres Potentials ist der in-
dustrielle Einsatz speckle-interferometrischer Verfahren bislang auf spezialisierte Anwendungen
beschrankt. Als wesentliche Ursache wird die fehlende systematische und reproduzierbare Para-
metereinstellung sowie die komplexe Interpretation der hochdimensionalen interferometrischen
Messdaten angesehen.

Die vorliegende Arbeit untersucht diese Problemstellung durch eine Analyse der zugrunde lie-
genden physikalischen Zusammenhange sowie durch die Betrachtung datenbasierter Auswer-
tungsverfahren. Zunachst wird das Verfahren in seine Prozessschritte zerlegt und hinsichtlich
der Abhangigkeit von Erfahrungswissen analysiert. Darauf aufbauend wird eine Simulationskette
formuliert, die die Abbildung von Bauteil, Belastung und resultierendem Messsignal beschreibt
und zur systematischen Parametrierung genutzt wird.

Fir die Untersuchung datenbasierter Auswertungsverfahren wird mit dem Datensatz SADD eine
Datengrundlage geschaffen, die die charakteristischen Eigenschaften speckle-interferometrischer
Messdaten abbildet. Der Datensatz umfasst definierte Priifkorper, kontrollierte Belastungssi-
tuationen sowie eine strukturierte Annotation der resultierenden Signalstrukturen. Auf dieser
Grundlage werden verschiedene Ansatze zur Merkmalsextraktion und Defektdetektion unter-
sucht, darunter (iberwachte und uniiberwachte Verfahren sowie Zero-Shot-Ansatze. Die Model-
le werden hinsichtlich ihrer Fahigkeit bewertet, charakteristische Signalstrukturen zu erkennen
und unterschiedliche Defekttypen zu differenzieren.

Die Untersuchungen zeigen, dass sowohl modellbasierte Ansatze zur Parametrierung als auch
datengetriebene Verfahren zur Auswertung geeignet sind, zentrale Teilaspekte der bisher erfah-
rungsbasierten Vorgehensweise zu adressieren. Die Parametrierung wird dabei auf eine physika-
lisch begriindete Beschreibung der Zusammenhange zwischen Bauteil, Belastung und Messsi-
gnal zuriickgefiihrt, wahrend die Auswertung durch datengetriebene Methoden hinsichtlich der
Erkennung charakteristischer Signalstrukturen untersucht wird.

Insgesamt wird ein Ansatz aufgezeigt, mit dem sich die Abhangigkeit von domanenspezifischem
Erfahrungswissen in einzelnen Prozessschritten reduzieren lasst und der damit eine Grundlage
fur eine weitergehende Automatisierung speckle-interferometrischer Messverfahren bildet.






Abstract

Speckle interferometric methods such as holography and shearography enable the full-field and
highly sensitive measurement of surface deformations and are used in non-destructive testing
for the detection of characteristic defect mechanisms. Defect detection is performed indirectly
via the mechanical response of a component to a defined load. Due to the high sensitivity of the
methods as well as the large number of influencing factors in the measurement configuration,
the measurement results strongly depend on the chosen parameterization and the subsequent
evaluation. Despite their potential, the industrial application of speckle interferometric methods
remains limited to specialized use cases. A main reason is seen in the lack of systematic and
reproducible parameter selection as well as the complex interpretation of high-dimensional
interferometric measurement data.

This work addresses this problem by analyzing the underlying physical relationships as well
as by considering data-driven evaluation methods. First, the procedure is decomposed into its
process steps and analyzed with respect to its dependence on expert knowledge. Based on this,
a simulation framework is developed that describes the mapping between component, loading,
and resulting measurement signal and is used for systematic parameterization.

For the investigation of data-driven evaluation methods, the dataset SADD is introduced as
a data basis that captures the characteristic properties of speckle interferometric measure-
ment data. The dataset comprises defined test specimens, controlled loading conditions, and a
structured annotation of the resulting signal structures. Based on this, different approaches for
feature extraction and defect detection are investigated, including supervised and unsupervised
methods as well as zero-shot approaches. The models are evaluated with respect to their ability
to detect characteristic signal structures and to differentiate between different defect types.
The investigations show that both model-based approaches for parameterization and data-
driven methods for evaluation are suitable for addressing key aspects of the previously experience-
based procedure. Parameterization is thereby based on a physically motivated description of the
relationships between component, loading, and measurement signal, while evaluation is exami-
ned using data-driven methods with regard to the detection of characteristic signal structures.
Overall, an approach is presented that reduces the dependence on domain-specific expert know-
ledge in individual process steps and thereby provides a basis for further automation of speckle
interferometric measurement methods.
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Einleitung

1.1 Motivation und Zielsetzung

Die Sicherstellung der strukturellen Integritat von Bauteilen ist in zahlreichen industriellen An-
wendungsfeldern von zentraler Bedeutung, insbesondere in sicherheitskritischen Bereichen wie
der Luft- und Raumfahrt, dem Automobilbau oder der Energietechnik [1]. IZerstérungsfreie{
Frﬂfverfahren (ZfP)I stellen dabei ein zentrales Werkzeug zur Qualitatssicherung sowie zur Be-
wertung der strukturellen Integritat wahrend der Fertigung und im Betrieb dar [2, 3]. Vor dem
Hintergrund steigender Anforderungen an Sicherheit, Qualitat und Nachverfolgbarkeit besteht
in vielen Anwendungen ein wachsender Bedarf an moglichst umfassenden Prifstrategien. Ins-
besondere wird zunehmend eine vollstandige oder nahezu vollstandige Bauteiliiberwachung im
Sinne einer 100,%-Kontrolle angestrebt, die nur durch den Einsatz zerstérungsfreier Prifver-
fahren realisierbar ist. Durch die friihzeitige Detektion von Schadigungen konnen potenzielle
Ausfalle vermieden und die Funktionsfahigkeit von Bauteilen (iber deren Lebensdauer hinweg
bewertet werden [4, 2]. Gleichzeitig fihren Entwicklungen wie Leichtbaukonzepte, komplexe
Geometrien sowie der verstarkte Einsatz neuartiger und hybrider Werkstoffe zu einer steigen-
den strukturellen Komplexitat der Bauteile. Diese erschwert die zuverlassige Detektion und
Bewertung von Defekten und stellt erhéhte Anforderungen an die eingesetzten Priifverfahren
[5]. Insbesondere die Charakterisierung und Lebensdauerbewertung moderner Werkstoffsyste-
me erfordern Prifverfahren, die komplexe und haufig nur indirekt beobachtbare Defektmecha-
nismen zuverlassig erfassen konnen. Klassische Priifmethoden stoBen hierbei insbesondere bei
komplexen Geometrien und heterogenen Materialsystemen an ihre Grenzen. Beriihrungslose op-
tische Messverfahren bieten in diesem Kontext entscheidende Vorteile, da sie eine flachenhafte
und hochauflésende Erfassung von Deformationsfeldern erméglichen und somit auch kleinste
strukturelle Veranderungen zugénglich machen [6, 4, [7].

Unter den optischen Messverfahren weisen speckle-interferometrische Verfahren, insbesondere
die Holografie und die Shearografie, ein besonderes Potential fiir die zerstorungsfreie Prifung
auf. Beide Verfahren basieren auf der interferometrischen Auswertung von Streulicht einer
optisch rauen Oberflache, wodurch sich ein charakteristisches Specklemuster ergibt, dessen
Intensitatsverteilung empfindlich auf kleinste Anderungen der Oberflichenform reagiert. Die
Detektion von Defekten erfolgt dabei nicht direkt, sondern tiber den Vergleich zweier Zustande
eines Bauteils, beispielsweise vor und nach einer definierten Belastung. Wahrend die Speckle-
Holografie absolute Verschiebungen zwischen diesen Zustanden erfasst, misst die Shearografie
lokale Verformungsgradienten zwischen benachbarten Objektpunkten. Beide Ansétze erlauben
die hochsensitive Bestimmung von Deformationsfeldern im Submikrometerbereich. Aufgrund
dieser hohen Sensitivitdt konnen bereits sehr geringe Belastungen ausreichen, um messbare
Anderungen im Verformungsverhalten zu erzeugen. Bei geeigneter Wahl der Belastung lassen
sich dadurch gezielt Defekte innerhalb eines Bauteils anregen, die sich in charakteristischen
Verformungsmustern duBern und an der Oberflache detektierbar werden. Da die Messung auf
mechanischen Reaktionen des Bauteils basiert, sind die Verfahren weitgehend unabhangig von
spezifischen Materialeigenschaften oder der konkreten Ausgesstaltung der Belastung und eignen
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sich insbesondere fiir komplexe und heterogene Werkstoffsysteme. [8, vgl. Kap. 4.2.1, 6]
Dieses breite Anwendungspotential steht jedoch im Kontrast zu einer bislang nur eingeschrank-
ten industriellen Verbreitung der Verfahren, Obwohl die zugrunde liegenden Prinzipien bereits
seit mehreren Jahrzehnten bekannt sind [9-11], wurde ihre praktische Nutzung lange Zeit
auch durch die begrenzte Verfliigbarkeit geeigneter optischer Komponenten sowie ausreichen-
der Rechenkapazitaten eingeschrankt. Mit der heutigen technologischen Entwicklung sind diese
Voraussetzungen jedoch weitgehend erfiillt, sodass speckle-interferometrische Verfahren grund-
satzlich fir eine breitere industrielle Anwendung geeignet erscheinen. Dennoch bleibt ihr Einsatz
in der Praxis bislang auf spezialisierte Anwendungen beschrankt [12, 13]. Dies wird unter an-
derem auf die hohe Komplexitat der Verfahren zuriickgefiihrt, die sich aus der Vielzahl an zu
wahlenden Mess- und Auswerteparametern ergibt. Insbesondere die Auswahl geeigneter Be-
lastungsstrategien sowie die Interpretation der resultierenden Messdaten erfordern haufig um-
fangreiches Erfahrungswissen von Domanenexperten, da die Auswertung interferometrischer
Messdaten aufgrund der komplexen Signalstruktur nicht trivial ist und in vielen Féllen nur
qualitative oder schwer interpretierbare Ergebnisse liefert [14].

Die genannte Komplexitat der Verfahren ergibt sich dabei wesentlich aus der zugrunde liegenden
physikalischen Abbildung zwischen Bauteilzustand, Belastung und resultierendem Interferenz-
signal. Die gemessenen Intensitatsverteilungen sind das Ergebnis einer Vielzahl iberlagerter
Effekte, die sowohl durch die mechanischen Eigenschaften des Priifkorpers als auch durch die
optische Konfiguration des Messsystems bestimmt werden. Diese indirekte und hochsensitive
Abbildung fiihrt dazu, dass bereits geringe Anderungen einzelner EinflussgroBen zu signifikanten
Unterschieden im resultierenden Messsignal fiihren konnen. Da speckle-interferometrische Ver-
fahren ausschlieBlich die Oberflachenreaktion eines Bauteils erfassen, kénnen innere Defekte
nur dann detektiert werden, wenn sie durch eine geeignete Belastung ein messbares Verfor-
mungssignal erzeugen. Bei ungeeigneter Parametrierung besteht somit die Moglichkeit, dass
vorhandene Defekte nicht sichtbar werden und daher nicht detektiert werden konnen. Die Be-
wertung der Messergebnisse erfordert daher ein kontextabhangiges Verstandnis der jeweiligen
Prifaufgabe sowie der zugrunde liegenden physikalischen Zusammenhange.
Speckle-interferometrische Verfahren werden seit mehreren Jahrzehnten kontinuierlich weiter-
entwickelt [15-18]. Der Schwerpunkt liegt dabei iiberwiegend auf der Verbesserung der ex-
perimentellen Aufbauten, der Erweiterung der Messkonzepte sowie der Optimierung der zu-
grunde liegenden interferometrischen Verfahren. Demgegeniiber werden Fragestellungen der
systematischen Parametereinstellung sowie der automatisierten, reproduzierbaren und objek-
tiven Auswertung der Messdaten bislang vergleichsweise wenig adressiert. Insbesondere fehlt
es an Ansatzen, die die Auswahl geeigneter Belastungs- und Messparameter sowie die Inter-
pretation der resultierenden Signalstrukturen unabhangig von individuellem Erfahrungswissen
ermoglichen.

1.2 Forschungsleitende Hypothese

Wahrend bisherige Arbeiten priméar die Messprinzipien und experimentellen Umsetzungen adres-
sieren, bestehen bei der Parametereinstellung und der Datenauswertung Defizite hinsichtlich ei-
ner durchgangigen Prozessautomatisierung. Auf dieser Grundlage wird die folgende forschungs-
leitende Hypothese formuliert:
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Forschungsleitende Hypothese H0O

Obwohl speckle-interferometrische Verfahren ein hohes Potential fiir die zerstérungsfreie
Prifung komplexer Werkstoffsysteme besitzen, fehlt bislang ein Verstandnis fiir das kom-
plexe Zusammenspiel zwischen Defekten und deren Abbildung im Messprozess. Dieses
bildet die Grundlage fiir die Entwicklung methodischer Ansatze fiir eine systematische
und reproduzierbare Parametereinstellung sowie Datenauswertung und ermdglicht erst
die Ubertragbarkeit und industrielle Anwendung des Verfahrens. Eine stirkere Formali-
sierung und Automatisierung dieser Prozessschritte konnen zudem die Reproduzierbarkeit,
Ubertragbarkeit und industrielle Nutzbarkeit der Verfahren verbessern.

Aufbauend auf dieser Hypothese werden die Forschungsfragen (F1-F4) formuliert, die Teil-
aspekte der Gesamtproblematik adressieren und in den Arbeitshypothesen (H1-H4) operatio-
nalisiert werden.

Forschungsfrage F1
Welchen Automatisierungsgrad weisen die einzelnen Prozessschritte speckle-interfero-
metrischer Verfahren auf?

Hypothese H1:
Die Prozessschritte Parametereinstellung und Datenauswertung weisen einen geringeren
Automatisierungsgrad auf als die eigentliche Messdurchfiihrung.

Forschungsfrage F2
Wie lassen sich die speckle-interferometrischen Messparameter systematisch bestimmen,
um die Sensitivitat der Messung gegeniiber kritischen Defekten zu maximieren und die
Signalqualitat reproduzierbar zu gewahrleisten?

Hypothese H2:

Modell- und simulationsbasierte Ansatze ermoglichen die Vorhersage optimaler Mess-
parameter auf Basis physikalischer Zusammenhange zwischen Belastung, Materialeigen-
schaften und Interferenzmustern.

Forschungsfrage F3
Wie lassen sich charakteristische Merkmale speckle-interferometrischer Messdaten extra-
hieren und quantitativ bewerten?

Hypothese H3:

Die Struktur und Variabilitat der interferometrischen Messsignale erfordert datengetriebe-
ne Auswertungsverfahren, die physikalisch relevante Signalmerkmale erkennen und deren
Auspragung in Beziehung zu Defektmechanismen setzen kénnen.

1.3 Aufbau und Struktur der Dissertation

Nachdem im vorangegangenen Kapitel m die Motivation, die forschungsleitende Hypothese
sowie die Forschungsfragen spezifiziert wurden, gliedert sich der nachfolgende Text in finf
weitere Kapitel.

Kapitel P stellt die fiir die Arbeit notwendigen physikalischen und methodischen Grundlagen
dar. Zunachst werden optische zerstorungsfreie Priifverfahren eingeordnet und die fiir speckle-
interferometrische Messungen relevanten physikalischen Prinzipien, insbesondere Interferenz,
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Speckle und Phasenschieben, erldutert. Darauf aufbauend werden die in dieser Arbeit betrach-
teten speckle-interferometrischen Verfahren eingefiihrt und hinsichtlich ihrer MessgroBen und
Anwendungsgrenzen beschrieben. Erganzend werden grundlegende Konzepte der Automatisie-
rung sowie der physikalischen Modellbildung eingefiihrt, die als methodische Grundlage fiir die
spatere Analyse und Weiterentwicklung der Verfahren dienen. AbschlieBend werden datenge-
triebene Auswertungsverfahren aus dem Bereich Computer Vision vorgestellt, wobei der Fokus
auf Methoden liegt, die fiir die Verarbeitung und Interpretation speckle-interferometrischer
Messdaten relevant sind.

Kapitel 3 analysiert speckle-interferometrische Messverfahren hinsichtlich ihres Ablaufs und
der relevanten EinflussgroBen. Dazu wird das Verfahren abgegrenzt und ein Prozessmodell for-
muliert, das die Schritte von der Definition der Messstrategie iiber die Messdurchfiihrung bis
zur Datenvorverarbeitung und Auswertung umfasst. Darauf aufbauend wird das Automatisie-
rungspotential der Prozessschritte untersucht, insbesondere im Hinblick auf die Abhangigkeit
von Erfahrungswissen und die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse. Die Analyse identifiziert die
Prozessschritte mit maBgeblichem Einfluss auf die Ubertragbarkeit der Verfahren und dient als
Grundlage fiir die weiteren methodischen Entwicklungen (F1/H1).

Kapitel #§ behandelt die modell- und simulationsbasierte Parametrierung speckle-interferometri-
scher Messungen (F2/H2). Es wird eine Simulationskette formuliert, die von der Definition der
Belastung tber die Berechnung der Oberflachenverformungen bis zur Ableitung der resultieren-
den Messsignale reicht. Auf dieser Grundlage werden die Einfliisse zentraler Parameter auf das
Messsignal untersucht und experimentell validiert. AnschlieBend erfolgt eine Bewertung unter-
schiedlicher Parameterkombinationen im Hinblick auf die Detektion charakteristischer Defekt-
muster.

Kapitel § behandelt die datenbasierte Auswertung speckle-interferometrischer Messdaten (F3/
H3). Aufgrund der spezifischen Eigenschaften der Messsignale, insbesondere der indirekten
Defektdetektion tiber charakteristische Verformungsmuster, wird mit dem Datensatz SADD
eine konsistente Datengrundlage bereitgestellt, die Priifkorperdesign, Datenerfassung und An-
notation entsprechend diesen Anforderungen abbildet. Darauf aufbauend werden verschiedene
Ansatze zur Merkmalsextraktion und Bewertung untersucht. Hierzu zahlen tiberwachte und un-
iberwachte Verfahren sowie Zero-Shot-Ansatze, die hinsichtlich ihrer Fahigkeit zur Detektion
und Differenzierung charakteristischer Signalstrukturen analysiert werden. Erganzend erfolgt
eine Multiklassenanalyse zur Bewertung der Separierbarkeit unterschiedlicher Defekttypen. Die
Ergebnisse werden abschlieBend im Hinblick auf die Eigenschaften speckle-interferometrischer
Messdaten und deren Eignung fiir datengetriebene Auswertungsverfahren diskutiert.

Kapitel § fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und stellt diese in Bezug zu den formu-
lierten Forschungsfragen und der forschungsleitenden Hypothese. AbschlieBend werden aus den
gewonnenen Erkenntnissen weiterfiihrende Fragestellungen und methodische Ansatze abgelei-
tet.



Hintergrund

Im Folgenden werden die fiir diese Arbeit relevanten theoretischen Grundlagen in den Bereichen
optische zerstorungsfreie Prifverfahren, Automatisierung und Computer Vision vorgestellt. Es
werden die zugrunde liegenden physikalischen Prinzipien, methodischen Ansatze sowie zentrale
Begriffe eingefiihrt und in den Kontext der Arbeit eingeordnet.

2.1 Optische zerstorungsfreie Priifverfahren

dienen der Bewertung der strukturellen Integritdt und Qualitdt von Bauteilen und Struk-
turen, ohne deren Gebrauchstauglichkeit oder Funktionalitat zu beeintrachtigen. Sie stellen ein
zentrales Werkzeug in der Werkstoff- und Bauteilcharakterisierung dar und werden sowohl in der
Fertigung als auch im Betrieb zur Detektion von Defekten, Inhomogenitaten und Schadigungen
eingesetzt. [19]

Optische zerstorungsfreie Priifverfahren bilden eine wichtige Untergruppe der und ermogli-
chen die beriihrungslose, flachenhafte Erfassung von Deformationen mit hoher Empfindlichkeit.
Sie eignen sich fiir Anwendungen, bei denen kontaktierende oder punktuelle Messverfahren auf-
grund geometrischer Randbedingungen, empfindlicher Oberflachen oder erforderlicher Messauf-
l6sung an ihre Grenzen stoBen. [20]

2.1.1 Verfahrensabgrenzung
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Abbildung @ zeigt das elektromagnetische Spektrum von hochfrequenter Gammastrahlung bis
hin zu niederfrequenten elektromagnetischen Feldern und ordnet exemplarisch verschiedene zer-
storungsfreie Prifverfahren den genutzten Wellenlangenbereichen zu. Die dargestellten Grup-
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pen umfassen radiographische Verfahren, optische Verfahren, thermische Verfahren, Terahertz-
Verfahren (Submilimeterbereich), akustische Verfahren sowie elektromagnetische Priifmetho-
den. [18, vgl. S. 4]

Optische zerstérungsfreie Priifverfahren sind dem Bereich des sichtbaren Lichts zuzuordnen und
liegen typischerweise zwischen etwa 380 nm und 780 nm. In angrenzenden Spektralbereichen,
insbesondere im nahen Ultraviolett und im nahen Infrarot, bestehen flieBende Ubergange, die je
nach Auslegung des Messsystems ebenfalls genutzt werden kénnen. Verfahren, die auf deutlich
langeren Wellenlangen basieren, wie die Thermografie im mittleren bis fernen Infrarot, oder auf
anderen physikalischen Prinzipien beruhen, etwa Ultraschall-, Rontgen- oder Wirbelstromprii-
fungen, sind in Abbildung zur Abgrenzung mit dargestellt.

Innerhalb der optischen zerstorungsfreien Priifverfahren existieren verschiedene methodische
Ansatze, die sich anhand der zugrunde liegenden Wechselwirkung von Licht mit der Materie
beispielsweise in interferenzbasierte, bildgebende, spektrale oder streubasierte Ansatze unter-
scheiden lassen. Eine vollstandige Darstellung und systematische Klassifikation aller optischen
Verfahren wiirde jedoch den Rahmen dieser Arbeit (iberschreiten.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf speckle-interferometrischen Verfahren, insbesondere der
Speckle-Holografie und der Shearografie, die den interferometrischen optischen Priifverfahren
zuzuordnen sind. Diese Verfahren erméglichen die flachenhafte Erfassung kleinster Oberfla-
chenverformungen mit sehr hoher Sensitivitat im Submikrometerbereich. Defekte werden dabei
nicht direkt sichtbar gemacht, sondern iiber ihr charakteristisches Verformungsverhalten unter
Belastung identifiziert, wodurch auch oberflachennahe oder verdeckte Schadigungen zuganglich
werden [21]. Das zugrunde liegende Messprinzip ist weitgehend unabhangig von spezifischen
Materialeigenschaften und kann daher auf unterschiedliche Werkstoffsysteme, einschlieBlich
komplexer und hybrider Materialien, angewendet werden [22]. Gleichzeitig fiihrt die hohe Sen-
sitivitdt und die indirekte Messung (iber Interferenz- und Specklemuster zu einer erhohten
Komplexitat in der Auswertung [22], die eine wesentliche Motivation fiir die in dieser Arbeit
verfolgten Ansatze zur Automatisierung darstellt. Die nachfolgenden Kapitel befassen sich da-
her mit den zugrunde liegenden interferometrischen Prinzipien sowie deren algorithmischer und
experimenteller Umsetzung.

2.1.2 Grundlagen Interferenz, Speckle und Phasenschieben

2.1.2.1 Interferenz

Interferenz beschreibt das physikalische Phanomen der Uberlagerung zweier oder mehrerer
Lichtwellen, wobei die resultierende Intensitatsverteilung durch die relative Phasenlage der Wel-
len bestimmt wird. Eine notwendige Voraussetzung fiir beobachtbare Interferenzerscheinungen
ist die Koharenz der beteiligten Wellen, definiert als das Vorliegen einer stabilen zeitlichen
und raumlichen Phasenbeziehung zwischen ihnen. Obwohl Speckle-interferometrische Verfah-
ren die Interferenz mehrerer teilweise koharenter Wellenfronten umfassen, wird die im folgenden
hergeleitete Zwei-Strahlen-Darstellung der interferometrischen Intensitatsgleichung haufig als
vereinfachte Beschreibung genutzt. [11]

Zur analytischen Beschreibung der interferometrischen Intensitatsgleichung wird Licht im Fol-
genden durch die elektrische Feldkomponente einer elektromagnetischen Welle beschrieben.
Fir zwei monochromatische, linear polarisierte Teilwellen gleicher Kreisfrequenz w kénnen die
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elektrischen Felder am Beobachtungspunkt in komplexer Schreibweise als

Ei(t) = Ae'©tren) (2.1)
E,(t) = Aye'©@te2) (2.2)
geschrieben werden. Dabei bezeichnen A; und A, die Feldamplituden und @; bzw. @, die

Phasen der beiden Teilwellen am betrachteten Ort. Das resultierende elektrische Feld ergibt
sich nach dem Superpositionsprinzip der linearen Optik aus der Uberlagerung der Teilwellen als

Die vom Detektor gemessene Intensitat entspricht der zeitlich gemittelten Leistung pro Fla-
che, die durch das elektromagnetische Feld transportiert wird. Sie ist damit proportional zum
zeitlichen Mittelwert des Quadrats der elektrischen Feldamplitude [23, vgl. Kap. 1]. Damit gilt

| E@®E (1) . (2.4)
Einsetzen des Gesamtfeldes in die Intensititsbeziehung liefert
I (Ex(t) + Ex(t) (B, (t) + E, (1)) (2.5)
und damit
I Ei(DE,(t) + Ex(E,(t) + Ej(DE,(t) + E,(DEx(t) . (2.6)

Die Selbstterme Ej(t)E;(t) und E,(t)E,(t) entsprechen den Intensitatsanteilen der ein-
zelnen Teilwellen. Fiir die erste Teilwelle ergibt sich E;(t)E,(t) = A2, da sich die zeit- und
phasenabhingigen Anteile gegenseitig aufheben, sodass Ej(t)E;(t)  A?Z gilt. Analog ergibt
sich fiir die zweite Teilwelle E,(t)E,(t) A3

Die verbleibenden Kreuzterme beschreiben den Interferenzanteil. Es ergibt sich

El(t)Ez (t) = AlAzei(wt+(p1)e—i(mt+(p2) :AlAzei((Pl—(Pz)’ (2_7)
E, (DE,(t) = AlAze—i(wt+6p1)ei(cot+(pz) :AlAze—i((pl—(Pz)_

Der Ausdruck ist nur noch von der Phase abhangig, da sich die zeitlichen Anteile gegenseitig
aufheben. Es folgt E;(t)E,(t) = Ei(t)E,(t) bzw. E; (t)Ex(t) = E, (t)Ex(t). Fir die Sum-
me beiden Terme ergibt sich somit unter Verwendung der Euler-Relation € + ¢™® = 2¢o0s6
die reelle Darstellung

Ei(DE, (1) + E (DE2(t) = 2A1A;cos(91 — ¢2). (2.9)

Da die Intensitat proportional zum Quadrat der Feldamplitude ist, gilt allgemein I~ AZ. Der
dabei auftretende Proportionalitatsfaktor ist fiir alle betrachteten Terme identisch und wird
im Folgenden nicht explizit beriicksichtigt. Damit konnen die Intensitdten der Teilwellen ohne
Einschrankung der Allgemeinheit als

I, = A? (2.10)
I, = A3 (2.11)
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| #2B /B2 M7Q /2 mM;2M M /B2 ai #BHBi i /2b avbi2KbX o0Q /B2b2
7 ?°2M 2MirB+F2Hi- /B2 KBi 2BM2" "2/mxB2i2M Mx ?H M m7M ?K:
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KXR PTiBb+?2 x2 bi° mM;b7 2B2 S

. 2B@a+? Bii@ KNR 6BI?K2W KBb+?2 Q/2 T2 BQ/Bb+?2 "2H bimM;
BM@o2 jJy?fRM(2° M/2°2 avM+? QMBb iBQMbK2i?Q/2M 2°7Q /2 F
"2IBM;mM;2M m7 2+Rixmo M ak 21 xX()

"2BK™ mMKHB+?2M S?aii2MbH?BR2H2M 2BV iBM;/BaRpdWi2 72 2MxT? bz
X2BiHB+? p "BB2'i- bQM/2°M /m +? 2BM2 ° mKHB+?2 JQ/mH iBQM
2BM2° 2BMx2HM2M m7M ?K2 FQ/B2 iX .B2 mbr2 imM; bQH+?2" °
Kmbi2® 2°7QH;i iviBb+?22 r2Bb2 KBii2Hb /2 6Qm B2 @hKk)Mb7Q K¢
#2B/2°/B2S? b2MBM7Q K iBQM/m +? 1BM7C? mM; 2BM2" " mKHE
"B2'irB'/X.B2b2h' ;2°7°2[m2Mx 2Mibi2?i/m +? /B2 ;2QK2i'Bb+?2
g2HH2M- #2B /2" /B2 q2HH2M7 QMi2M mMi2 2BM2K FH2BM2M B
.Im +? 2 ;B#i bB+? 2BM2 HBM2 "2 0 B iBQM /2 S? b2 BK _ mK L
.Bz2 '2Mx /2" mb# 2BimM;b B+?imM;2M /2 q2HH2M xm C+Fxm7C?
Hb ™ mKHB+? T2 BQ/Bb+?2 AMi2MbBiHXKQTX KXIBYXM B S27iB(Q /B x
JOQ/mH iBQMrB' / /m +? /B2 mKHB+?2 h" ;2°7 2[m2MX

fe= — UkXkeV

KBi /2" " mMKHB+?2MWM2®»2"BB2%#2MX AK 6QH;2M/2M rB"/ /B2 h™ ;277 Z
E'2Bb™ mK7 2[m2Mx 5

ke=2f .= — UkXkdV
p2 ' r2M/2iXwm T?vbBF HBb+?2M "2b+? 2B#mM; r2 /2M xr2B FQ? °
2H2Fi Bb+?2 62H/2  2BM2 Q'ib #? M;B;2 S? b2 m7r2Bb2M,

Eix;y;t) = Ai(X;y) gt + 1xy)). UkXk3V
Ex(Xyit) = Ag(xiy) et * 20 koxtkon), UkXKNV

27 xmb iXHBHPR+HQy Ki2b+? 2B#i 2BM2 HBM2 2 S? b2M" KT2X .B2
2BM2 .Bz2 2Mx /2 q2HH2Mp2FiQ 2M /2  BMi2 7 XB& MM +2tM g2 HH
/B2 q2HH2MPp2FiQ 2M /2" #2B/2M h2BHr2HH2M- bQ 2 ;B#i bB+? /B
AMi2MDbBi ibKQ/mH iBQM mb /2" .Bz2KMky/2RiF2HH2MPpP2FiQ 2M Xx
B2EQKTQMIMEZBRMibT 2+22M/ #2B/2MF "i2bBbk2aM EQX2QM2 M
/B2 P°B2MiB2 mM; /2" S? b2M" KT2 BK .2i2FiQ #BH/ 72biX HH;2K
bQKBi Hb aF Hk; T ®BWFRK P ibp2F(QYy) b+? 2B#2MX .m +? ;22B;|
q ?H/2b EQQ /BM i2Mbvbi2Kb F MM /B2 h> ;2 7 2[m DME2WiB2 N ; /:
r2°/2MX AM /B2b2K 6 HH p2 2BM7 k¢ ? b+ 7 Q2K Bnky /mnviky E & m

‘BHiX M HQ: xm  >2 H2BimM; /2  BMi2 72 ' QK2i"Bb+?2M AMi2MbB

L(xy) = To(xy) (L +  (x;y)cos(( X y)+ kX + KyY)) ; UkXjyV

rQ#ZB5y) = 1(Xy) 20x;y) IB2 ;2bm+?i2 BMi2°72°QK2i'Bb+?2 S? b2 B¢t
ImM; /2 xmpQ 2BM;27C? i2M. "bi2HHmMM; p2 2BM7 +?2ibB+? /2" |
h™ ;2°7°2[m2Mx xm

LOGy) = To(%y) (1 + (Xy)cos((x;y) + kex)) UkXjRV

.B2 E'2Bb™ mKK{ 2Mi2MMKBIii2H# pQM /2 :2QK2i B2 /2 ai ?HC#
FH2BM2 qgBMB2HP2M /2M mb# 2BimM;b B+?imM;2M /2" BMi2 72 B

RR



kKXR PTiBb+?2 x2 bi°mM;b7 2B2 S ' C7p2'7 ? 2M

M +Pj{p;HX E TX kXR)M ?2 mM;br2Bb2
Ke 2—sin: UkXjkV

1BM2 b+?2K iBb+?2 . "bi2HHMM; /B2bAKXEZBMBXBXI b Bbi BM ##BH/mI

##X kXja+?2K iBb+?2 . "bi2HHmMmM; /2" 1Mibi2?mM; 2BM2" " mKHB+?2M h" ;2°7°2[m2Mx /m +? 02"
g2HH2Mp2FiQ 2M,
UVS HH2H2 q2HHERMpPRFVQQ2M2AU" mKHB+?2 S? b2MKQ/mH iBQMX
U#V 02 FBTTi2 q2HH2MB2ARNQKBWM 2bmHiIB2 2M/2" h™ k@=7K2 [RW) U

.m +? /B2 mKHB+?2 JQ/mH iBQM rB / /B2 S? b2MBM7Q K iBQM B}
i2 AMi2MbBi ibp2 i2BHmMM:; C#2 7C? iX .B2 6Qm B2 @h- Mb7Q KB2
2BM2K x2Mi® H2M :H2B+? Mi2BH xr2B bvKK2i'Bb+? p2 ' b+?Q#2M2 a
7 2[m2Mx - p:HX E TX kXj)X .B2 :2bm+?i2 S? b2MBM7Q K iBQM B
a2Bi2M# M/2 MjxkMi? Hi2M (

B2 #Bb?2'B:2"2i" +?2imM; #2b+? 2B#i 2BM B/2 HBbB2 i2b AMi2 72"
H2M Mi2BH2MX AM bT2+FH2@BMi2 72 QK2i"Bb+?2M Mr2M/mM;2M
i2b AMi2MbBi ibKmbi2  pQ - /2bb2M KTHBim/2MbT2Fi'mK BK 6Qm"
##XKXOVX .B2 1BM7C? mM; 2BM2" h ;2 7 2[m2Mx rB Fi BM /B2b2K
aT2Fi"mK-bQ/ bb bB+? /B2 p2 b+?Q#2M2M aB:M H Mi2BH2 MB+?i 2F
H bb2MX wm® 1BMb+?> MFmM; /2  bT2Fi° H2M mb/2?MmM; rB / / 22
H2M; M; 2BM:27C? iX .B2 2bmHiB2 2M/2 "2m:mM; 7C?2 i xm 2BM2" "
i"MKDb Up: H#&#XrQ#2B /B2 6Q K /2" T2 im /B2 bT2Fi° H2 1BM?CH}
aT Hi#H2M/2 7C?2 i/ #2B xm 2BM2  :2 B+?i2i2M- MM 22 M/ “2+7?i2-
i"MKRE p;HX aX 33)-r ?2°2M/ #2BbTB2Hbr2Bb2 2BM2 F 2Bb7° KB;2
"Qi iIBQMbbVKK2i'Bb+22 bT2Fi j®X qB ii2BBIMMY 2:2B#Hi2(m2Mx /2" B
"B2 2M/2M q2HH2M 2BM;27C? i- p2 b+?B2#i bB+?2 / b xmpQ  #2: 2M
B2 bT2Fi° H2M Mi2BH2 r2 /2M / #2B bvKK2i Bb+R »@ M M2Ei2Bb " m
bQ/ bb 2BM2 h'2MMmM; /2  a2Bi2M# M/2  pQK :H2BXB WX2BH K°;HB
_2FQMbi"mFiBQM /2 S? b2 rB / 2BM2b /2" a2Bi2M# M/2  BK 6 2[m2
i2M 6BHi2  BbQHB2 i mM/ Mb+?HB2=2M/BM /2M P ib> mK xm C+Fi’
/ MM mb /2K ;mK2Mi /2 FQKTH2t2M _C+Fi> Mb7Q K iBQM,

(xy)=arg F LHK) Ff1(ay)d ; UKXjV

rQ#BREK) 2BM2 6BHiI2 " 7TmMFIiBQM xm™ a2H2FiBQWj2BNH2OER i R MjH) XM / 2
.2 1BMb ix pQM T2 im 2M BK ai®™ ?H2M; M; 7C? i D2/Q+? xm 2BM?2
GB+?iBMi2MbBi i-r b #2B /2 T  FiBb+?2M _2 HBbB2 mM; /2  h" ;2"
bB+?iB;2M BbiX

L2#2M /2 #2b+? B2#2M2M 2 HBbB2 mM; C#2 2BM2 02 FBTTmM; /:
FMM/B2xm h ;27 2[m2Mx2 x2m;mM; 2 7Q /2 HB+?2 q2HH2Mp2F
iBp2 QTiBb+?2 1H2K2Mi2 2 x2m;ir2 /2MX . #2B rB°/ /B2 .Bz2 2Mx [/

Rk



KXR PTiBb+?2 x2 bi° mM;b7 2B2 S

##X KXBQM B2 @ KTHBIim/2MbX: g 2BKI2b bT2+FH2@BMi2 72 QK2i'Bb+?2M aB;M Hb KBi > m
h> ;2°7°2[m2Mx U2MiMQKK2M mM/ KRI P}KEX2a XN 922XV,
UV " 2Bi# M/B;2b aT2Fi'mK 2BM2b aT2+FH2Kmbi2 b Q?M2 h* ;2 7 2[m2Mx Q/2° "H2M
U#V aT2Fi° H2 "2;°2MxmM; /m +? 2BM2 T2'im> UaT Hi#H2M/2VX
U+V wmb ixHB+? 2BM;27C?'i2"  mKHB+?2h" :2°7°2[m2Mx KBi "2bmHiB2 2M/2M bvKK?2
12 M #218 X

MB+?i/m +? 2BM2M gBMF2H xrBb+?2M xr2B 2BM7 HH2M/2M g2HH
Q /MmM; K2?°'2°2  FQ? "2Mi2 h2BH[m2HH2M "2 HBbB2 iX 1BM2 b
2BM .QTT2HIRBpIHX ¢ X N3zX)X 6C~ 2 BRIM2N/ 2B M2 M b i B/ ? 2 M

aT Hi@ mM/ .2i2FiQ 2#2M2 2 ;B#i bB+? 7C°  FH2BM2 qBMF2H M ?2

2 d
=

Ke UkXjo9V
.2 mb/ dxzBF2b+7? 2B#i/ #2B 2BM2 2z2FiBp2 B+?imM;b/Bz2 2Mx
/12> qBMF2H #? M;B;F2BiBK 6 HH /2 p2"FBTTi2M q2HH2M7 " QMi2M
bi M/ /B2h™ ;2°7°2[m2Mx #2biBKKi-7C? i/B22M/HB+?2 aT Hi# 2Bi
bT2Fi° H2M "2;"2MxmM; /2bbT2+FH2@BMi2 72 QK2i Bb+?2M aB;N\
BK 6Qm B2 KRB pmXaX RyyzX)
"2B/2 #2b+? " B2#2M2M 02 7 ? 2M /2b S? b2Mb+?B2#2Mb r2Bb2M B
b+?2° Mr2M/mM;2M bT2xB}b+?2 0Q @ mM/ L +?i2BH2 m7X q ? 2M
m7; mM/ /2> 72?H2M/2M T2 im® 2BM2 ?2Q?2 GB+?i mb#2mi2 2 K?°
H2 m7M ?2K2M mM/ Bbi/ KBi 2KT}M/HB+? ;2;2MC#2° YM/2 " mM;2M
MKHB+?2 S? b2Mb+?B2#2M ?BM;2;2M 2 " H m#i /B2 "2biBKKmM;
m7M ?K2-b2ixiD2/Q+?xm h ' 2MMmM; /2 aB;M H Mi2BH2 /2M 1B
Im>+? /B2 Mmix# "2 GB+?iBMi2MbBi i "2/mxB2 i rB /X .m +? /2M 11
imFQMx2Ti2- BMb#2bQM/2°2 ;Bii2 " 7°°KB;2  ai mFim '2M- FQMMi2
M7# mi2M /2miHB+? "2RBYBRXi aX dXMXN)X m7; mM/ /2 J°;HB+?F
mM #? M;B; pQM /2  x2BiHB+?2M ai #BHBi i /2b J2bbQ#D2Fib xm #
S? b2Mb+?B2#2M /B2 IMi2 ' bm+?mM; bQrQ?H bi iBb+?2" Hb m+7?/
mb /B2b2K : " mM/ r2°/2M BK _ ?K2M /B2b2° "#2Bi bT2+FH2@BMi:
m7 " bBb /2b " mKHB+?2M S? b2Mb+?B2#2Mb #2i° +?i2iX

Rj



kKXR PTiBb+?2 x2 bi°mM;b7 2B2 S ' C7p2'7 ? 2M

KXRXT2+FH2@BMi2 72 QK2i Bb+?2 027 ? 2M
KXRXJXR Bzb #;, 2MxmM;

AM /B2b2° “#2Bir2'/2M mbb+?HB2=HB+? bT2+FH2@# bB2 i2 BMi.
i +?i2iX wm® 2BM/2miB;2M 02 r2M/mM; Bbi 2BM2 FH "2 #; 2MxmM
/2’ HB+?X 1BM2 p2'7 ? "' 2Mbi2+?MBb+?2 :2;2MC#2 bi2HHmMM; /2" #2
#b+?MBBK EQMi2ti /2  EQMb2[m2Mx2M 7C" /2 2M BM/mbi B2HH2 M
>SQHQ;  }2 #2x2B+?M2i xmM +2?bi HH:2K2BM /B2 pQHHbi M/B;2 QTi
bi'mFiBQM /2" FQKTH2t2M q2HH2M7 QMi 2BM2b P#D2Fib mM/ 2 K?°;]I
M H2 ##BNXmW; (/ bxm; mM/2HB2;2M/2 S’ BMXxBT xm [m MiBi iBp2N\
M/2 mM;2M 2BM2b P#D2Fib-#2BbTB2Hbr2Bb2 xm ™ "2biBKKmM; pQM
?QHQ;" }b+?22° AMiI2 72" QRIX B HYT PpHP?2MAMI2 72 QK2i'B2 F MM
bT2+FH27 2B2M q2HH2M7 QMi2M QTiBb+? ;H ii2" P#2 ~ +?2M Hb
H2M7 QMi2M QTiBb+? " m2  P#2 ~ +?2M "2 HBbB2 i r2'/2MX .B2 b"
?QHQ; }b+?2M AMIi2 721Q0R2i " BMBB- ATRRBFH2 S ii2 "M ARI@ 72 QK2
X2B+?M2i mM/ rB'/ BM /B2b2" "#2BibvMQMVK KBi /2K "2;'BzaT2+FH
E TKXRXPKR

.B2 a?2 "Q;" }2 Bbi 2BM BMi2 72" QK2i'Bb+?2b 027 ?°2M- #2B /2K
2M- bQM/2°M /Bz2°'2MiB2HH2 02 b+?B2#mM;2M xrBb+?2M H i2° H
D2FiTmMFi2M ;2K2bb2M r2° /2MX EH bbBb+?2 a?2 @AMi2 72 QK2i
MM/ rB°/ pQ" HH2K 7C" ;H ii2 P#38-X+B2Vb IR MEMR2D® B2 i2 0 "B |
a?2 Q; }2iHB2i QMB+ aT2+FH2 S ii2°"M a?2 BMMANIR22BQK2i v
[2M bT2+FH2#2/BM;i2M AMi2 72 2Mx2z2Fi- mK HQF H2 02 b+?B2#)
P#2 ~ +?22M xmj2)X AB2M(GBi2> im r2°/2M /B2 "2; 1BaR@BM@ Q; }2 n
}; byMQMVK p2 R2RMRRBX AM /B2b2° "#2BirB'/ /B2b2 h2'KBMQHQ ;B2
E TKXRXX9

LB+?ibT2+FH2@# bB2'i202'7 ?2°2MbQrB2 "2BM7Q K '2FQMbi mB2"
p2 ;H2B+?r2 /2M BM /B2b2" "#2Bi MB+?i #2i° +?i2iX a KiHB+?2 #2i
i2p2°7 ? 2MmM/ gq2Bi2 2MirB+FHmMmM;2M #2xB2?2MbB+? mbb+?HB2
02°7 ?2°2M mM/ /2 2M Mr2M/mM; BK miQK iBbB2'# "2M J2bbFQMi2t
HB2;2M/2M QTiBb+?2M S BMxBTB2M ;" mM/b ixHB+? m+? 7C° MB+?
M2i b2BM F°MM2MX

KXRXJEBM2K iBb+?2 "2b+? 2B#mM; pQM 02 b+?B2#mM; mM/ 02 x2°

wm® T?vbBF HBb+?2M AMi2 T 2i iBQM bT2+FH2@BMi2 72 QK2i Bb-
"2p+7? 2B#mM; /2 02 b+?B2#mM;: mM/ 02 x2 "mM: 2BM2b BM}MBi2bB
HB+?X WB2H /2" 7QH;2M/2M "2i° +?2imM;: Bbi /B2 6Q ' KmHB2 mM; 2BM
M? M/ /2°2° BM /2M M +?7QH:2M/2M E TBi2HM 2BM;2Q /M2i r2 /2M
20=2M /m +? bT2+FH2@BMi2 72 QK2i'Bb+?2 02 7 ?2°2M /B 2Fi 2°7
i2°7C?2°2M/2 :°°=2M #:2H2Bi2ir2°/2M FOMM2MX :"mM/H ;2 /2" >2 H2
. "Di2HHMM:2M /2" HBMZ2jd-28XLH biQbi iBF (

.B2 G ;2 M/2 mM; 2BM2b J i2°B HTmMFibrB //m +? /2M 02 b+?B2#r
0 1

u
d = Bvk UkXj8V
W

R9



KXR PTiBb+?2 x2 bi° mM;b7 2B2 S

#2b+? B2#2Mv NnQW2/B2 02 b+?B2#mM ;b FXQ@TaQ M8/ i B M?BHRIM ; / ~ @
bi2HH2M X
1BM BM}MBi2bBK H2b ocoQHMK2M2H2K2Mi rB’/ /adx=-ehy? bREM2 mb;
+? " Fi2'BbB2 iX L2#2M /2" bi " "2M 02 KkXM2#Mm®R;i 21BoV: H QBl+72r2 M
HmMK2M2H2K2Mi BM7QH;2 2BM2" .27Q 'K iBQM HQF H2 6Q K M/2'n
d #2b+? ' B2#2M r2 /2MX 6C"  FH2BM2 .27Q K iBQM2M 2 ;B#i bB+?
mb; M;b #K2bbmM;2M /m +? /IB2HQF H2M:" /B2Mi2M/2b 02 b+?B:
BK o2 x2 mM;bi2MbQ"

0 1

dx
d="Gdyk : UkXjeV
dz

.B2 :2b Kip2 b+?B2#mM; 2BM2b SmMFi2b /2b BM}MBi2bBK H2M 1H
bi "2 02 b+?B2#mM; mM/ 2H iBp2 02 b+?B2#mM;,

dges= d + d: UkXjdV

IK2BM2 2BM?2BiHB+?2 _272 2Mx;H2B+?mM; 7C /B2 7QH;2M/2M "
/B2 "2xB2?2mdVMy2 NKX@EBV mM /U :HKKXNeV BM /2" . "bi2HHmM; /2" :2b Kip
#mM; mb :H2BHRmiMh KK2M;27C? imM/ /2" d2BK2 " 2BNB Ki2NIHBXY M H
6 HH 2tTHBxBi mb;2b+? B2#2M,

0 1
0 1 01 @u 1 Qg @ 1 @y @v 0 1
Uges u @x 2 @ @ 2 @z' @x dx
° ] & Qvy @ © Qvy @ K
—_ 1 Vv u \Y 1 \ w . H
%pvgeS = %pv +Bs oxt oy oy 5 @:7 Gy %pdy X UkXj3V
2 @x @z 2 @y @z @z

.B2 .B ;QM H2H2K2Mi2"/22T ibBMIB2 2M /B2 LQ K Hp2 ' x2 " "'mM;2M
QM H2H2K2Mi2 /B2 a+?2 p2 x2 mM;2MX .B2b2 :H2B+?mM; /B2M
M +?27QH;2M/2M #b+?MBii2- BM /2M2M /B2 bT2+FH2@BMi2 72 Q'
[2M mM/ BM /2M2M m7;2x2B;i rB'/-r2H+?2 Mi2BH2 /2 :H2B+?mM
2°7 bbir2°/2M F°MM2MX

kKXRXjXH2+i QMB+ aT2+FH2 S ii2" M AMi2 72 QK2i v

aT2+FH2@BMi2 72 °QK2i"Bb+?2 027 ?2°2M FOMM2M- mM #? M:B; p
biBKKmM: /2" AMi2 7-2BRIMKXEZB B2bbFQM};m" iBQM2M 2 HBbB2 i r2
UQQTV MM/ AMBHHMAXBAY)X wm  FOQMXx2TiBQM2HH2M 1BMQ /M
EQM};m> iBQM2M r2 /2 M>BWH BEBB+MM: m 7 SRBMX2BiHB+?2K S? (
b2Mb+?B2#2M / “;2bi2HHIX P#rQ?H BM /2" pQ HB2;2M/2M “#2Bi «
MKHB+?2K S? b2Mb+?B2#2M 2BM;2b2ixi r2 /2M- 2 H m#2M /B2 x
# Mi2M 2BM2 Mb+? mMHB+?2 h"’2MMmM; pQM P#D2Fi@ mM/ 272"
/B2 T'"BMxBTB2HH2 a2MbBiBpB3 i, HBX% admsL,d2X)J2bbmM; X (
AM /2° QQT@EQM}:m  KKX@W UR HM) #H#X? “2Mi2 G b2 bi> ?2H xmM
P#D2Fi@ mM/ 2BM2 272 2Mxr2HH2 m7;2i2BHiX .B2 P#D2Fir2HH:
PQM /B2b2  bT2+FH2#2? 7i2i "2~2FiB2 iX .B2 272 2Mxr2HH2 rB"
bi2HH# 2M aTB2;2H /B 2Fi xm  E K2 ;27C?2'iX m7 /2K .2i2FiQ  C
P#D2Fir2HH2 mM/ /B2 272 2Mxr2HH2- bQ/ bb 2BM AMi2 72 2MxK

R8



kKXR PTiBb+?2 x2 bi°mM;b7 2B2 S ' C7p2'7 ? 2M

##X KX@+?22K iBb+?22 . "bi2 HHaS®; h27# mi2M 7C° U VQmMi@Q7@TH M2@ mM/ U#V BM@TH M2@J
"2BK Qmi@Q7@TH M2@ m7# m rB / /2> G b2 bi" ?H BM 2BM2M P#D2Fi@ mM/ 2BM2M _2
12i2BHIiX .2° P#D2Fibi’ ?H #2H2m+2i2i /B2 P#2 ~ +22-r1 ?2°2M/ /2" _272 2Mxbi> ?H mMKB
AMi2 72 2MxC#2 H ;2 mM; ;27C? i rB /X "2BK BM@TH M2@ m7# m 2 7QH;i /B2 "2H2m+
i2BHb bi ii/2bb2M /m +? xr2B mMi2  #2i" ;b;H2B+?2K qBMF2H mb 2Mi;2;2M;2b2ixi2M
BM /2" "2H2m+?2imMz @ELME2Y 2BM7 HH2M/2 ai® ?H2MX 1MiIMQKK®2M mM/ KQ/B}xB2'i n
piHX aX 8d37X)X

/[2° S'C| +?22 MQ'K H xm® P#2 ~ +?22 7C?'i xm 2BM2" YM/2 mM; /2"
P#D2Fir2HH2 mM/ / KBi xm 2BM2> S? b2M M/2 mM:;X .B2 J2bbb2MbB
iBQM m7 02 b+?B2#mM:2M b2MF 2+?2i xm > P#2 ~ +?22 mb;2 ' B+?2i2i}
S'C7Q#D2Fib r2'/2M MQK HB2M BK 02 7Q KmM:;bp2 ? Hi2M 2 x2m
+?22 T°QT ;B2'2MX .B2b2 MQK HB2M r2/2M BM /2> J2bbmM; /m +? /|
p2 b+?B2/2M2M "2H bimM;bxmbi M/2M bB+?i# * mM/ Hb P#2 ~ +?22]
iB2'3Xp(HX aX 8dd7X)

.B2bB+? m7 /2K .2i2FiQ 2 ;2#2M/2M AMi2 72 2Mxbi 2B72M r2°/2M
#2b+? B2#2MX aB2 ;B#i M-rB2 pB2H2 pQHHDbDieM/B223N? VR Mr2+?b?2
AK 6QH:2M/2M rB / /B2 "2H2m+?2imM; BMM& 7?2 #2 FH@BIM: 2 ¥#2B H/ m M
M:2MQKK2M- bQ/ bb m7 2tTHBxBi2 AM/Bx2b 7CReB2b2 4% 2082 p2 >
rB>/ /2> wmb KK2M? M; xrBb+?2MmM2BZN M U MTB#mMM bFQKTQM 21
P#D2Fib Hb :'mM/;H2B+?mM; /2" ?QHQ;  }b+?22M AMi2 72 QK2i B2

1 . .
I\IESPI = - [ugessm( xz) + Wges(l + COS( xz))] , Uk XJ NV

rQ#2BB2 G b2 r2HHZMH MREZ2Zm+?2imM;bxB @R 2 NBAJLNRJL /B 2
02 ' b+?B2#mM;bFQKTQM2Mi2M BM /2" P#2 ~ +?22M2#2M2 #xrX MQ'I
6C 2BM2 M ?2xm Q i?Q;QM;HD"2H2mMBMMM?2UbB+? /B2 "2xB2?mM;

2
NESPIo, = —Wges: UkX9yV

rQ/m +?/B202 b+?B2#mM; b2MF 2+?2ixm P#2 ~ +?22 #2B ;2;2#2M2"
/2> Mx ?H /2 AMi2 72 2Mxbi 2B72M #2biBKKir2 /2M F MM,

N ESPloop .

UkX9RV
2

Wges =

Re



KXR PTiBb+?2 x2 bi° mM;b7 2B2 S

laS®J2bbmM;2M 2°7 bb2M /B2 :2b Kip2 b+?B2#mM; /2 P#D2FiQ#
FO'T2 #2r2;mM;2M Hb m+? HQF H2 _2H KkB{M\2Xb mbB/2# m Bix B B? thpV
XrBb+?2M ai 2B72MQ /MmM; mM/ o2 b+?B2#mM; 7QH;i-/ bb 2BM2
2BM2 1B\W22Bi2BM2" 02 b+?B22MMoGTpBM?iX 6C° G b2 r2HH2MH M
# "2M aT2Fi H#238DB80MmJ p;HX EXIRXR ;B#i bB+? / KBi 2BM2 02 b+
PQOM 2190 #B39ONmM T Q ai ' 2B72MQ /MmM;X .B2 ?2Q?2 02 b+?B2#mM;|
/IB2 17 bbmM; b2?° FH2BM2 02 7Q KmM;2M /2"  P#D2FiQ#2 ~ +?2
IK72H/ Bbixm #2 +?i2M-/ bb ;°°=2"2 ;HQ# H2 02 ' b+?B2#mM;2M xm
?BM xm” .2FQ "2H iBQM /2  AMi2 72 2MxKmbi2 7C? 2M F°MM2MX
B2 AM@SH M2@EQM}; laX-&BQM URNH/R | ##XB P#D2Fir2HH2M- /B2 n
H2B+?2M- 2Mi;2;2M;2b2ixiZM mBVMB2HH CBMR22HRMz2MX 1BM2 b2T
72°2Mxr2HH2 Bbi ?B2 #2B MB+?i 2 ' 7Q /2 HB+?X 02 b+?B2#mM;2)
#2B/2 ai° ?H2M M ?2xm ;H2B+? mM/ #22BM~mbb2M /B2 S? b2M M
b+?B2#mM;2M T ° HH2H xm  P#2 ~ +?2 /B2 S? b2M M/2 " mM; /QKB
iBpBi i #2biBKKRM &X 8d37 X)X

B2 BT@QEQKIELQMBNIi2mb /2" ai 2BN2M BMM #ARMM;B;F2Bi pQK "2H2r
imM;brBMB2H2+?M2i rRe/@2ZM X aX 9e),

N espi.
Uges = ——0_: UkX9kV

2 sin ==
gB2 BM #bkXRBW;27C? i-2 K°;HB+?i/ bx2BiHB+?2 S? b2Mb+?B2
F2Bi #2B /2" "2biBKKmM; /2 AMi2 72 2MxT? b2X 6C /vM KBb+?2 |
/IB2b2 o "B Mi2D2/Q+?r2MB;2 k22BBM2ABKME2#BBIOiia@, m KBi ™ mK@
HB+?2K S? b2Mb+?BRRMHKXBR2XRBM ¢#2b+? B2#2M rm /2X .2 m7
bT2xB}b+?2 AKTH2K2MiB2 mM; 7C QQT@J2bbmM;2M/ "-/B2 BM /|
rB /X

##X kXe@a+?2K iBb+?2 . "bi2HMHE®JI/2BWw2?M/2° @ m7# mb KBi® mMKHB+?2K S? b2Mb+?B2#2M /r
pB im2HH2M .QTT2HbT HiX .B2 pQK P#D2Fi "2~2FiB2'i2 q2HH2M7 QMi rB'/ BK m7# 1
mM/ 2BM2 272 °2Mxr2HH2 m7;2i2BHiX .B2 _272 '2Mxr2HH2 rB/ C#2" 2BM .BzmbQ ";H
xmK xr2Bi2M ai® ?Hi2BH2" ;27C?i-r ?2°'2M/ /B2 P#D2Fir2HH2 2#2M7 HHb 2BM2 "H2M/2
/2M H i2° H2M 02°b ix /2" #2B/2M "H2M/2M 2Mibi2?i 2BM pB im2HH2  .QTT2HbT Hi- /2
2BM2° " mKHB+?2M h™ ;2°7°2[m2Mx 7C / b~ mKHB+?2 S? b2Mb+?B2#2M p2°r2M/2i rB
mM/ KQ/B}xB2R3mpHX aX Rye)X

.B2 272 2Mxr2HH2M7 QMi rB'/ MB+?i C#2" 2BM2M b2T " i2M _2°
D2Fi 2 x2m;i- bQM/2 M /m +? /2M 1BMb ix 2BM2b .BzmbQ ;H b2b E

Rd



kKXR PTiBb+?2 x2 bi°mM;b7 2B2 S ' C7p2'7 ? 2M

.B2b2b 2 x2m;i/m +? 2BM2/Bzmb2 02 x2 mM; /2 gq2HH2M7 QMi2BNM
H2M7 QMi- /B2 m7 /2K .2i2FiQ KBi /2 P#D2Fir2HH2 BMi2 72 B2 iX
.QTT2HDbLT Hib 7C" aSa M +? /2 h ;27 2[m2MxK2i?Q/R3 7TQH ;i C#
p;HX a&RR ¥R
AM /2" GBi2 im r2 /2M |/ "C#2 ?BM mb m7# mi2M #2b+? B2#2M- /
POQM BT@ MM/ QQT @02 b+?B2#mESEBAFKKH B M22M XMB2Bh BRKIbHiI M2 "
KmM; /27 /2B Qi?7Q;QM H2M 02 b+QB824mNsVFIBKTBK B H;MN/2M
Hb j1@S#A2x2B+?M2iX 1MibT 2+?2M/2 Mb ix2 #2 m?2M m7 /2" EQK
H2Zm+?imM;b2#2M2M mM/ q2ZHH2MH M;2M-rQ/m +? /B2 2BMx2HM2M
H2B+?x2BiB; #2biBKKir2 ' /2M FOPMM2MX 1BM2 7 C?2 2 HBbB2 mM;
HB+?2K S? b2Mb+?B2#2M/m +?2 h ;2°7°2[m2MxK2i?@N2prgn @2 pQM 6
i 2bi2HHiIX .m +? /2M 1BMb ix pQM 7CM7 P#D2Fibi> 2H2M mM/ /2B m
/’2B AMi2 72" QK2i2M FQMMi2M /B2 02 b+?B2#mM;bFQKTQM2Mi2M
bBKmHi M2 7 bbi mM/ KBii2Hb 6Qm B2 @ M Hvb2 pQM2BM M/2" ;2i
I1BM2M p2'r M/i2M ™ mKHB+?2M J2? F M H Mb ix #©3b+B2B2#2@ amM
+Q/B2Ad32BMb2ix2M- mK /B2 /2B Qi?Q;QM H2M EQKTQM2Mi2M T °
i2°72°Q; KK2r2'/2M C#2 /B26 #F M H22BM2 6 "#@**. @E K2 b~
KBii2Hb g p2H2i@h” Mb7Q K iBQM mb;2r27i2i- rQ/m +? 2BM2 bBKn
MKHB+?2 S? b2MBM7Q K iBQM "2 HBbB2 i rB /X
. M2#2M 2tBbiBa2aSAVM7@& mi2M- #2B /2M2M /B2 S? b2MBM7Q K iBQM
b2Mb+?B2#2M ;2rQMM2M rB /X CB M; 2D RH2B Wkakix\2 K XKoB-i?/" 2B# 2 M #E
AMi2 72 QK2i2°M mM/ /'2B G b2 r2HH2MH M;2M- #2B /2K /B2 S? b:
mM/ bvM+? QM BM HH2ME M H2M mb;27C? irB /X m7 /B2b2 " bE
02 b+?B2#mM;bFQKTQM2Mi2M bBKmHi M2 7 bbiX. "C#2 ?BM mbr
MmM; pQM BT@.2?MmM;2M mb /2M ;2K2bb2M2M 02 b+?B2#mM;b72
1BM r2Bi2 2" x2BiHB+? T? b2M;2b+?Q#2M2° Mb ix9aBpQp@M u M;
i 2bi2HHIX >B2 #2B r2°/2M xr2B bvKK2i ' Bb+?2 "2H2m+?imM;b MQ '/
EQKTQM2Mi2M mM/ 2BM xmb ixHB+?22  AMi2 72 QK2i2 K xm™ "2bi
FQK#BMB2 iX
.2 pQM S2i'v UKkykRV pQ " ;2bi2HHi2 J +?2@w2?M/2 " @ m7# m KBi =~ m
FOQMx2TIiBQM2HH 2#2M7 HHb m7 2BM2 1 1Ir28332 2rh Mm Mm ~ m b2 B HRK i2XV
IMibT 2+?22M/2 "2xB2?mM;2Mxm  a2T ~ iBQM/2 02 b+?B2#mM;bFQ
g2HH2MH M;2Mr2 /2M M;2;2#2MX 1tT2 BK2Mi2HH2 1 ;2#MBbb2 xm
KBi /B2b2K m7# m bBM/ #BbH M; D2/R3P; MR &R RARz2MIiHB+?iX (

KXRXjXBI2+i'QMB+ aT2+FH2 S ii2"M a?2 'BM; AMi2 72 QK2i v

laSatAbB2'i 2#2M7 HHb m7 /2° mbr2 ' imM; BMi2 ' 72°'B2 2M/2  bT2+
M/2 b Hb #2852 /2M D2/Q+? MB+?i /B2 #bQHmi2 o2 dgt?B2#mM; /
bQM/2°M /B2 HQF H2M 02 7Q KmM;b;  /B2Mi2M xrBb+?2M xr2B wmbi
xmrB'//B2pQM /2 S'C| +?2xm C+F;2bi'2mi2 P#D2Fir2HH2 BM xr2B
pQM/2M2M 2BM2H i2° Hp2 b+?Q#2MrB /X .B2b2 02 b ixrB'/ Hb a~
/[2° p2°b?2 "i2M q2HH2M7 ' QMi2M K +?i /B2 YM/2 mM; /2> P#2 ~ +?2
a?2 B+?imM; K2bb# "X m7 /B2b2 gq2Bb2 H bb2M bB+? BK 02 ;H2B+
#2H bi2i2M wmbi M/2M HQF H2 MQK HB2M BK .27Q K iBQMb;" /B2
?BMr2BeRMX (

R3



KXR PTiBb+?2 x2 bi° mM;b7 2B2 S

##X kXA, +?2K iBb+?2 . "bi2HHmMM; /2" FHalsa@b m7ZMmQZM ®@Bi ° mKHB+?2K S? b2Mb+?B2#2M
U2MIiMQKK2M mM/ KQ/B9®®2 i mb (
UVIB+?2HbQM@AMI2 72))QKZiai"MH2r0" +?H m7i xmM +?bi 2BM2 "H2M/2 mM/ rB"/ M
b+?HB2=2M/ K ai® ?Hi2BH2  BM xr2B h2BHbi® ?H2M m7;2i2BHiX 1BM2 /2  aTB2;2H E
bQrQ?H /B2 02°b?2 "mM; Hb m+? /B2 mKHB+?2 h" ;2 °7°2[m2Mx 2 'x2m;ir2°/2MX
U#V J +?2wWw2?M/2  @AMiI2°72°QK2i2° KBi pB'im2RBB2K +QTR2HhTi#B NMm#P; (K
2°bi2M ai® ?HiI2BH2" /m +?H m72M /B2 h2BHr2HH2M D2r2BHb b2T * i2 "H2M/2MX .m"+
b ix/2 "H2M/2M 2Mibi2?i 2BM pB im2HH2  .QTT2HbT Hixm 1 x2m;mM; /2 " mKHB+?2
mM #? M;B; pQM /2 02 'FBTTmM,; /2b aTB2;2Hb xm ™ 1" x2m;mM; /2b a?2 "bX

M HQ; xm > pQ M;2; M;2M2MlaSHB2 HBHKM;,Q/RR;2M/2M xmM +?bi /B
EQM};m iBRaMARI +?i2iX .B2 "2b+? 2B#mM; #2b+?" MFi bB+7? /
KBi " mMKHB+?2K S? b2MMa$&B2HhDMMEZM rm /2M /Bp2 b2 m7# mi2
/IB2 bB+? BMb#2bQM/2'2 ?BMbB+?iHB+? /2" p2'r2M/2i2M AMi2°72
# BM;mM; /2  Hi2 H2M 02 b+?B2#mM; p2 r2M/2i2M QTiBb+?2M 1
Q/2° gQHH biQM@ S BbK2RBXniMEHB2?I2B/@M#(mi2M 7C" b?2 "Q;°
J2bbmM;2M KBi ° mMKHB+?2K S? b2Mb+?B2#2M /m +? h™ ;2 7 2[m2
/12 IJB+?2HDbQM@AMI2 729QBIM@MM2EIMHN @XFR?M/2 @ m7# m KB
.QTT2HDbLT HISM +22B(2 bBM/ b+?2K iBbk>OBMb&ZBHIiMI M ;
AKJB+?2HbQM@ m7AXdWM;BX(B#HXB2 pQM /2  S'C| +?2 xm C+F;:
g2HH2M7 QMi xmM +?bi C#2 2BM2 aT Hi#H2M/2 BM /2M ai ?Hi2l
+?2h” ;2°7°2[m2Mx m7;2# +?2irB /X .B2BKai° ?Hi2BH2 m7;2bT
Im +? aTB2;2H "2~2FiB2 i mM/ m7 /2K .2i2FiQ  C#2 H ;2 iX .B2 H
g2HH2M7 ' QMi2M B/ /m +? /B2 02 FBTTmM; /2b D2r2BHB;2M aTB?2
HBbB2 iX . /B2 h ;2°7°2[m2Mx C#2 2BM2 T2 im 2BM;27C?°i rB
pQM a?2 "c mM/ aT2+FH2FQKTQM2Mi2M BK 6Qm B2 @_ mK 2 °7Q"°
I12M;2QK2i ' B2 pQM2BM M/2" #? M;B;X .B2 T2 im ; °=2 #2; 2Mxi /
H2;i xmb KK2M KBi /2K 2BM;2bi2HHiIi2M a?2 "rBMF2H 72bi- Q# 2B
Ke;HB+? BbiX aQHH 2BM M/2°2" a?2 “#2i  ; p2'r2M/2ir2°/2M- Km]|
M;2T bbir2 /2MX S2i'v UkykRV 2 r2Bi2 i /2 M9 @B RRBiA HHPI 2B12 m 7 #
o2'r2M/mM; 2BM2" :Bii2 #H2M/2-rQ/m +? K2? J2bbHB+?i m7 /2M
AKJ +?2@wW2?2M/2° @ m7kXdtUMIEP Z##FRH;i /B2 m7i2BHmMM; mM/ 02
/2> g2HH2M7 QMi pQ /2K m7# BM;2M /2"~ mKHB+?2M h" ;2 7 2[n
/[2M pB im2HH2M .QTT2HbT HiX . /m +? Bbi /2 a?2 #2i  ; pQM /2"
mM/ F MM p "B #2H 2BM;2bi2HHi r2 /2MX

AKG6QH;2M/2M rB / /B2 K i?2K iBb+?2 "2b+?12B4A& M;b/i2HXRiXb.,, "@= 2
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kKXR PTiBb+?2 x2 bi°mM;b7 2B2 S ' C7p2'7 ? 2M

#2B rB / /B2 BMi2 72 QK2i Bb+? 27 bbi2 S? bRXNRMEMMM,CHh12B2 B
FBM2K iBb+?2 272 2Mx;H2B+?mM; xm C+F;27C? i- mK /B2 "2xB2~
S? b2Mp2 b+?B2#mM;2M mM//2M HQF H2M 02 b+?B2#mM;b@ mM/ o:
iB}xB2 2MX

.B2S? b2M M/2I a9k Aps - "2bmHIB2'i mb /2 .Bz2 2Mx /2 02 b+?B;
2 #2M +?2# 12 SmMMFi2- /B2 2MiH M; /2" a?2#2BBXxX2aMIX 28 MIZOM x#b
#b+? MBR XX/ /12M BM #HpBH[&M2HHI2M m7# mi2MrB / rB '/ BK 6QH
M2 "2H2m+?2imM; KBi /2 B2 KHRMAR2 M2 Xm; mM/2 ;2H2;iX 1MibT 2+7?2
r2°/2M [/ ?22° MB+?i 2tTHBxBi ;27C? iX 6C°  FH2BM2 a?2 #2i ;2 F M
SmMMFi2/m +?2BM2h VvVHQ @1MirB+FHmMM; 2 bi2 " P /MmM; M;2M ?2
T QTQ iBQM H xmK HQF H2M 02 b+?B2#mM;b;” /B2Mi2M BbiX >°?2
im ;2M Mm® 7C° ;7°=2"2 a?2 #2i ;2 r2b2MiHB+? #2B mM/ r2 /2M 7C
p2°'M +?H PédB;,HX @xX 9kzX)

IMi2®> "2°"C+FbB+?iB;mM; /2" a?2 ""B+?2imM; F MM /B2 SNH2M M/2 m
/B2 ai 2B72NQ mNdp2MC+Fi r2 M 2N VX 6C° 2BM2MBM®R
_B+?imM; 2 ;BeiphBX72aK 9kzX),

#
_ Espsl _ x @u. @v _ .
NESPSI;X— 2 - @Xsm( xz)+ @ 1+COS( xz)) . UkX9]V
M HQ; Hbb2M bB+? /B2 2MibT 2+?2M/2MBWM®/ EEHHMNTKIC 7TDBKIRM B2 2
@u. @
NEspsi;y = 2ESPSI = @ysm( xz) * @\3/1*'005( xz)) UkX99V

6C 2BM2 "2H2m+91@NM#BW2/eB°/ M HQ; bi ii /12 @GUITB2ZERBRK@M2Mi?2
TQM2@Wi2 7 bbiX mb /2M :HRBY¥YmMKXW® B bb2M bB+? /B2 r2b2MiH
1BM~mbb; °:28M@d2bbmM; #H2Bi2MX .BR & MB7RBMND2/MpQK a?2@
"#2i0 ;mM/ BMp2 b pQM /2" p2 r2M/2i2M @R HHRM2ZHMM222#2M2M HQ
02 7Q KmM;b; /B2Mi2M F MM /B2 ai 2B72MQ /MmM; bQKBi C#2" /B
[2MX JBi xmM2?K2M/2K a?2 "#2i ;rB //B2h vHQ @L ?2 mM; 2 bi2"
#2M +?# "i2° SmMMFi2 xmM2?2K2M/ r2MB;2" 2t FiXwm/2K F MM /B2 H
i2°72°'B2°2M/2M SmMMFi2 /B2 B#2 H TTmM; /2" "2H2p Mi2M P#D2Fi#=
#2; 2Mxi2 02 7Q KmM;2M MB+?i pQHHDbi M/B; 2 7 bbir2 /2MX . ?2
r 2H2M-/ bb 2BM2 M;2K2bb2M2 " H M+2 xrBb+?2M J2bbb2MbBIiBpE
;2r 2 H2Bbi2i BbiX m7# m2M/ m7 /[2M / ";2bi2HHi2M :H2B+?mM; 2N
laSaM /B2b2 ai2HH2 BM /2" _272 2Mx;H2B+?haSpR7 @LHZi-2MW /B2
Mi2BH2 /2" :2b Kip2 b+?B2#mM;/ "xmbi2HH2M,

0

1
o 1 o0 1 @u 1 @uy 1 @wy @ 0 1
Uges u @x 2 2 ox' @zg _dX
_ 1 av 1 owy @v Byt UkX98V
?@VgesX = Bk + 2 ot @y 2 ay" ez YA -
Wees W 1 @Quy @u 1 @w, @v aw dz
2 @x @z 2 @y @z @z

.B27 #HB+? K "FB2 i2M hZXX®38B2MM:M L2 BB 2\ NIl aBB22AT B B#B2 M
Mi2BH2 /2" :2b Kip2 ' b+?B2#mM;, Qi x2B;i /B2 BT@.2?MmM;2M- S
P" M;2 /B2 QQT@:H2BimM;2MX m7 : kX¥HM;NKK 9 B 2/B/[B2mMQ I @ U
EQKTQM2Mi2 mMi2® /2> MM ?K2 M ?2xm Q j,?Q00W/H22b"2HHm-+?im
D2r2BHb 7Cx @?®NIBRB+?imM;,

Ky



KXR PTiBb+?2 x2 bi° mM;b7 2B2 S

2 ,@w

NESPSIgop;x = X@X UkX9eV
2 ,@w

NESPSIp;y = J@y UkX9dV

6C /B2 J2bbmM; pQM BT@EQKTQM2Mi2M rB'/ /2" J2bb m7# m mMN
J2bbmM; KQ/B}xB2 iX1MSUR;HXKXBX@®rB / 2BM xr2Bi2" "2H2m+?in
27 MXxi-/m +?2 r2H+?22M /B2 P#2 ~ +?22 mMi2 #2i :b:H2B+?2K #2
i2i rB'/X6C /B2 a2T B2 mM; /2" BT@EQKTQM2Mi2M Bbi 2b MQir:
Xr2BK H m7xmM2?K2M, 2BMK H mMi2 /2K TQbBiBp2M mM/ 2BMK
imM;brBMEXHmM +? am#i° FIiBQM /2 #2B/2M ai 2B72MQ /MmM;2M
i?2K iBb+? 2HBKBMB2 'i- bQ/ bb Mm™ /2" "2BM2 BT@ Mi2BH 2 ? H
/IBIiBQM /2" #2B/2M J2bbmM;2M /2" RX®¥e@XNA2 BHF QM IHiXm BIATX 2
I2MRgp;HX aX 9kzX)

6C 2BM2M»@2 BBMmMM; 2 ;B#i bB+? /B2 ai 2B72KQjHMBM;QWB@ :|
iBp2 "2H2m+?imM; xm

#
" @u_. @w
Nespsix = = @Xsm(+ xz) T @X1+COS(+ ) UkX93V
mMi2° M2; iBp2 "2H2m+?2imM; 2MibT 2+?2M/,
" #
@u ., @w
NESPSI;x:l @Xsm( xz) T @X1+COS( xz) - UkX9NYV

m7; mM/ /2 +?b2MbvKK2i B2 /2 *QbBMmb@ mM/ SmMMFibvKK2i
QQT@ Mi2BH BM #2B/2M J2bbmM;2M B/2MiBb+?X .B2 .Bz2 2Mx /2
/IB2 BT@.2?MmM;2M,

. 2 . @u.
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