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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Verifikation von SoC-Entwürfen

Zu den spannendsten Entwicklungen im Bereich EDA (Electronic Design Automati-
on) der letzten Jahre gehören zweifellos die großen Fortschritte durch den industriellen
Einsatz formaler Methoden zur Verifikation mikroelektronischer Systeme. Die weltweit
großen Anstrengungen im Bereich der formalen Verifikation sind durch das sog. veri-
fication gap motiviert: 60 - 80 % der Entwurfskosten für den System-on-Chip-Entwurf
entfallen bereits heute auf die Verifikation. Die International Technology Roadmap for Se-
miconductors [ITR03] stellt fest, dass die Anzahl an Verifikationsingeneuren die Anzahl
der Designer häufig im Verhältnis 3:1 oder 4:1 übersteigt. Nur wenn die Verifikationsme-
thodik drastisch verbessert wird, können die Fortschritte in der Halbleitertechnologie in
einen entsprechenden Produktivitätszuwachs umgesetzt werden. Es besteht breiter Kon-
sens, dass eine Weiterentwicklung der konventionellen Simulationstechnik alleine nicht
in der Lage sein wird, diese Lücke zu schließen. Große Erfolge in der industriellen Praxis
konnten in der jüngeren Vergangenheit mit formalen Methoden erzielt werden. Hierbei
wurden grundlegende wissenschaftliche Ergebnisse der vergangenen Jahre konsequent
umgesetzt.
Formale Verifikationsmethoden werden heute vorwiegend für die beiden folgenden Auf-
gaben eingesetzt:

• formalerÄquivalenzvergleich

• formale Eigenschaftsprüfung

Beide Methoden sollen im Folgenden kurz erläutert werden.

1.1.1 FormalerÄquivalenzvergleich

Aufgabe des formalen̈Aquivalenzvergleichs ist es, die funktionaleÄquivalenz einer Spe-
zifikation zu einer Implementierung zu überprüfen. Die Spezifikation ist in der Praxis
auf Register-Transfer (RT)-Ebene oder auf Gatterebene gegeben. Die Implementierung
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

liegt in der Regel als Gatternetzliste vor. Der formaleÄquivalenzvergleich hat in den
letzten Jahren industriell große Verbreitung gefunden undwird zur Verifikation von Ent-
wurfsverfeinerungen (Synthese) eingesetzt. Er hat die fr¨uher übliche Logiksimulation auf
Gatterebene weitgehend ersetzt.
Der formaleÄquivalenzvergleich verdankt seinen großen industriellen Erfolg der Tatsa-
che, dass in den meisten praktischen Fällen die folgenden Annahmen gemacht werden
können:

a) Implementierung und Spezifikation besitzen die gleiche Zustandskodierung.

b) Es existieren strukturellëAhnlichkeiten zwischen Spezifikation und Implementie-
rung.

Kommerzielle Werkzeuge für den̈Aquivalenzvergleich beschränken sich deshalb in der
Regel auf den rein kombinatorischen Fall, für den ausgefeilte Techniken zur Ausnut-
zung struktureller̈Ahnlichkeiten entwickelt worden sind [JMF95, Kun93, Mat96, KK97].
Die Ausnutzung von Struktureigenschaften war der Schlüssel zum Erfolg des for-
malen Äquivalenzvergleichs, der aus diesem Grund manchmal auch als ”struktureller
Äquivalenzvergleich” bezeichnet wird. Moderne Werkzeugesind in der Lage Entwürfe
mit mehreren Millionen Gattern zu verifizieren.

1.1.2 Formale Eigenschaftsprüfung

Aufgabe der formalen Eigenschaftsprüfung ist es, die Spezifikation eines Entwurfs
auf RT-Ebene zu überprüfen. Der Designer gewinnt Vertrauen in die Korrektheit und
Vollständigkeit seiner Spezifikation, indem er Eigenschaften formuliert, die für seinen
Entwurf gelten müssen. Ein Werkzeug zur formalen Eigenschaftsprüfung beweist oder
widerlegt diese Eigenschaften und liefert dem Designer somit verlässliche Information,
die eine wertvolle Ergänzung zu den Simulationsergebnissen auf höheren Entwurfsebe-
nen darstellt. Mit der Designvalidierung kann bereits begonnen werden, bevor das Design
vollständig implementiert ist und bevor eine Testumgebung aufgebaut ist, was zu einer
wesentlich höheren Qualität der entworfenen Blöcke führt.
Neben der Designvalidierung in frühen Phasen des Hardwareentwurfs wird die Eigen-
schaftsprüfung auch für andere Zwecke eingesetzt. Soll ein Design für einen anderen
Einsatzzweck adaptiert werden, ohne dass der ursprüngliche Designer greifbar ist, könnte
sich herausstellen, dass die Dokumentation an bestimmten Stellen nicht detailliert genug
ist. In einem solchen Fall kann die Eigenschaftsprüfung zum Reverse-Engineering des
Designs eingesetzt werden. Ein Satz von Eigenschaften, derdas Verhalten des Blocks
eindeutig dokumentiert, trägt dann häufig zum Verständnis des Designs bei.
Ein weiteres Szenario ergibt sich, wenn man die Eigenschaftsprüfung zur Validierung
solcher Designkomponenten einsetzt, bei denen die klassische Simulation keine ausrei-
chende Sicherheit garantiert, weil beispielsweise viele wichtige Funktionalitäten von der
korrekten Implementierung eines sehr komplexen Kontrollpfades abhängen.
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Als letzte Anwendungsdomäne sei noch die Verwendung der Eigenschaftsprüfung beim
Debugging erwähnt. Hier geht es darum, einen Fehler im Design zu lokalisieren. Gerade
Fehler, die spät im Entwurfsprozess aufgedeckt werden, sind in der Regel sehr schwer
zu lokalisieren. Hier hilft die Eigenschaftsprüfung, Hypothesen über die Fehlerursache
schnell zu überprüfen, ohne dass riesige Simulationen entwickelt werden müssen. Eine
ausführliche Darstellung industrieller Erfahrung zu allen gerade genannten Anwendungs-
bereichen der Eigenschaftsprüfung wird in [BJW04] gegeben.
Die formale Eigenschaftsprüfung wird in der Regel auf Block-Ebene eingesetzt. Sie ist
bislang nicht so weit verbreitet wie derÄquivalenzvergleich, aber gerade in der forma-
len Eigenschaftsprüfung werden zur Zeit enorme Fortschritte erzielt. Es zeichnet sich
für die kommenden Jahre eine ähnlich erfolgreiche Entwicklung ab, wie sie für den
Äquivalenzvergleich in der jüngsten Vergangenheit stattgefunden hat. Diese praktischen
Erfolge beruhen u. a. auf Fortschritten in den Booleschen Beweistechniken, die den algo-
rithmischen Kern der formalen Verifikationswerkzeuge darstellen.

1.2 Beweismethoden der formalen Eigenschaftsprüfung

Wichtige Meilensteine bei der Entwicklung Boolescher Beweistechniken sind graphenba-
sierte Darstellungen Boolescher Funktionen und Methoden zur Lösung des Booleschen
Erfüllbarkeitsproblems. Leistungsfähige Algorithmenzur Lösung Boolescher Probleme
sind jedoch für den Erfolg der formalen Verifikation nur zumTeil ausschlaggebend. Ge-
nauso wichtig ist die Aufbereitung und richtige Formulierung der Verifikationsaufgabe
unter Ausnutzung spezieller Charakteristika des CAD-gestützten Hardware-Entwurfs bei
modernen Design-Flows. Viele wichtige Eigenschaften eines Hardware-Entwurfs lassen
sich beispielsweise in beschränkten Zeitintervallen formulieren. Damit wird das iterative
Schaltungsmodell zu einem geeigneten Ausgangspunkt für die Eigenschaftsprüfung.

1.2.1 Boolesche Beweistechniken

Darstellung Boolescher Funktionen durch BDDs

Binäre Entscheidungsdiagramme (engl. Binary Decision Diagrams, BDDs) stellen in
heutigen Verifikationswerkzeugen nach wie vor ein wichtiges Werkzeug für viele Be-
rechnungsaufgaben dar [Bry86]. BDDs werden in den meisten Equivalence Checkern
[KK97,Mat96] eingesetzt und sind die Grundlage für das Verfahren des Symbolic Model
Checkings [McM93], einer bekannten Methode für die formale Eigenschaftsprüfung.

Werkzeuge zur Lösung Boolescher Erfüllbarkeitsprobleme (engl. SAT-Solver)

Die Algorithmen des SAT-Solvings sind stark mit den Algorithmen der automatischen
Testmustergenerierung (ATPG) verwandt und stellen neben den BDDs die zweite wichti-
ge Klasse von Booleschen Beweisern dar, die in der formalen Verifikation von Hardwa-
re zum Einsatz gelangen. Sie sind fester Bestandteil in Equivalence Checkern und wer-
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den zunehmend für die Eigenschaftsprüfung eingesetzt. Fortschritte wurden in jüngerer
Zeit vor allem durch Verbesserungen der Datenstrukturen erzielt [MMZ+01]. Ähnlich
wie es bereits seit geraumer Zeit für BDDs der Fall ist, nehmen nun auch bei den SAT-
Algorithmen Implementierungsaspekte einen größeren Raum in der aktuellen Forschung
ein.

1.2.2 Formale Eigenschaftsprüfung basierend auf dem iterativen
Schaltungsmodell (engl. Bounded Model Checking)

Die großen aktuellen Fortschritte im Bereich der formalen Eigenschaftsprüfung beruhen
auf einer Modellierung der Schaltung durch ein iteratives Schaltungsmodell. Die Schal-
tung wird in einem Zeitfenster vonk Taktintervallen (engl. time frames) betrachtet und
die Gültigkeit von Eigenschaften lediglich innerhalb dieses Zeitrahmens bewiesen. Dies
bedeutet zwar eine deutliche Einschränkung gegenüber den prinzipiellen Möglichkeiten
des klassischen Model Checkings, die Praxis zeigt aber, dass sich auch innerhalb eines
begrenzten Zeitfensters viele wichtige Eigenschaften eines Entwurfs erfassen lassen. Mit
Bounded Model Checking [BCC+99] (BMC) können wesentlich größere Blöcke gehand-
habt werden als mit den herkömmlichen Methoden des Model Checkings. Als Beweisma-
schine dient in der Regel ein SAT-Solver.

1.3 Beitrag dieser Arbeit

Formale Verifikationswerkzeuge benötigen ein formales Modell des zu verifizierenden
Objekts. Heutige Werkzeuge generieren dieses Modell aus dem Schaltungsentwurf, der in
der Regel in einer Hardwarebeschreibungssprache (engl. hardware description language
(HDL)) vorliegt. Dazu stellen die Werkzeuge sogenannte Front-Ends für die verschiede-
nen HDLs (Verilog, VHDL, System C, System Verilog) zur Verf¨ugung. Die so erzeugten
Modelle können dann mit unterschiedlichen Back-Ends zur Lösung der Verifikationsauf-
gabe weiterverarbeitet werden.
Bisher werden für die Modellgenerierung in der Eigenschaftsprüfung im Allgemeinen
die gleichen Syntheseverfahren benutzt wie bei der späteren Implementierung. Die-
se Verfahren zielen aber in erster Linie auf eine kosteneffiziente Implementierung ab.
Optimierungskriterien sind dabei z.B. Signallaufzeiten,Chipfläche, etc.. In der Eigen-
schaftsprüfung müssen diese Optimierungskriterien aber keinesfalls zu optimalen Ergeb-
nissen führen. Aus Implementierungssicht kann es z.B. sinnvoll sein, bestimmte Logiktei-
le zu duplizieren und an verschiedenen Stellen des Chips diegleiche Funktion zu berech-
nen, um dadurch die Signallaufzeit zu reduzieren. Der Verifikationsaufwand wird durch
solche redundante Strukturen aber eher erhöht. Das Optimierungskriterium sollte in der
Eigenschaftsprüfung also die Schwierigkeit des zu lösenden Booleschen Problems sein.
Diese Arbeit stellt deshalb Methoden zur Verfügung, um im Front-End eines Eigen-
schaftsprüfers Modelle zu generieren, die zu leichter lösbaren SAT-Instanzen für das
Back-End führen. Es werden exemplarisch zwei Anwendungsfälle der SAT-basierten Ei-
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genschaftsprüfung untersucht, die mit bisherigen Methoden nur unzureichend behandelt
werden können. Dabei handelt es sich zum einen um die Verifikation von sequentiellem
Verhalten auf unbeschränkten Zeitintervallen und zum anderen um die Verifikation kom-
plexer arithmetischer Schaltungsblöcke. In beiden Fällen wird aufgezeigt, wie eine abge-
stimmte Kombination von Modellgenerierung im Front-End und Lösungsalgorithmus im
Back-End des Eigenschaftsprüfers zu enormer Steigerung der Performanz des Verifikati-
onswerkzeugs und damit zur Lösung der Verifikationsaufgabe beiträgt [WSKer].

1.3.1 Sequentielles Verhalten mit langen Zeitfenstern

Eigenschaften, die das Verhalten einer Schaltung über große oder ggf. unbeschränkte Zeit-
fenster spezifizieren, können mit SAT-basierten Methodenbisher nicht behandelt werden.

Wir beschränken uns auf die Untersuchung von Sicherheitseigenschaften als einem Ver-
treter von Eigenschaften, die nicht in einem beschränktenZeitfenster bewiesen werden
können. Eine solche Eigenschaft legt fest, dass ein bestimmtes Fehlverhaltenp der Schal-
tung niemals auftritt.

Im Gegensatz dazu fordern Lebendigkeitseigenschaften, dass ein bestimmtes
gewünschtes Verhalten der Schaltung immer wieder auftritt. Lebendigkeitseigen-
schaften können nach [BAS02] auf Sicherheitseigenschaften abgebildet werden. Damit
ist die o.g. Einschränkung lediglich technischer Natur.

Die bisherigen Verfahren zur Verifikation von Sicherheitseigenschaften lassen sich in
zwei Klassen einteilen. Zunächst einmal gibt es Verfahren[BCL+94,McM93], die auf der
Berechnung der Menge aller erreichbaren Zustände eines Automaten basieren. Aufgrund
der sogenannten Zustandsexplosion sind diese Verfahren allerdings nur für sehr klei-
ne Schaltungen praktisch einsetzbar. Einen vielversprechenden Ansatz zur̈Uberwindung
dieser Schranke stellen die induktionsbasierten Eigenschaftsprüfer [ABE00, SSS00] dar.
Diese Verfahren sind insbesondere dann effizient, wenn die zu verifizierende Eigenschaft
möglichst viel Erreichbarkeitsinformation enthält. Esliegt deshalb nahe, Invarianten zu
generieren und mit der Eigenschaft gemeinsam zu verifizieren.

Die Bestimmung von Erreichbarkeitsinformationen ist bekanntlich ein hoch komplexes
Problem und selbst approximative Verfahren scheitern häufig für Designs von realisti-
schen Größenordnungen. Ein Freiheitsgrad bei der Modellgenerierung, der in diesem
Zusammenhang noch weitgehend ungenutztes Potential bietet, liegt in der Zustandsko-
dierung für die Komponenten eines Hardwaredesigns. Die Zustandskodierung des Desi-
gns kann für die Eigenschaftsprüfung prinzipiell unabh¨angig von der späteren Design-
Implementierung gewählt werden.

Im Kontext der induktionsbasierten Eigenschaftsprüfungwird diese Kodierung nun dar-
auf abzielen, dass sich Erreichbarkeitsinformation für das entstandene Modell leichter
gewinnen lässt. Es zeigt sich, dass eine geeignete Zustandskodierung die Generierung
von Invarianten unterstützt.
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1.3.2 Arithmetische Bl̈ocke

Wie bereits in 1.2.2 erläutert, bildet das iterative Schaltungsmodell die Grundlage für die
SAT-basierte Eigenschaftsprüfung. Moderne SAT-Solver sind aber oftmals nicht in der
Lage, Instanzen zu lösen, die der Verifikation arithmetischer Schaltungen dienen. Typi-
scherweise scheitert die SAT-basierte Eigenschaftsprüfung bei Datenpfaden mit großen
oder vielen arithmetischen Blöcken. Diesem Problem stehen große Erfolge bei der Veri-
fikation der Kontrolllogik gegenüber.
In den Datenpfaden begnügt man sich aus Komplexitätsgründen häufig mit unvoll-
ständigen Beweisen, die mit Hilfe sogenannter Bit-Slicing Techniken gewonnen werden.
Durch die Beschränkung des Beweises auf einzelne Bits eines Datenpfades wird dabei
die Komplexität ausreichend reduziert. Dies genügt in vielen Fällen, um Fehler im De-
sign aufzudecken, kann jedoch nie die Abwesenheit solcher Fehler garantieren. Besonders
Fehler in Spezialfällen werden dabei häufig übersehen. Motiviert durch dieses Vorgehen
wurden deshalb in [Joh01,JD01] automatische Verfahren entwickelt, die die Bitbreite ei-
nes Datenpfades reduzieren. Die dabei entstehenden Modelle sind oftmals immer noch zu
groß und es gibt Fälle, in denen gar keine Reduzierung möglich ist. Schwierig wird dies
insbesondere dann, wenn arithmetische Blöcke aus Performanzgründen auf der Bitebene
entworfen werden.
Die enge Verflechtung von Bitebene und Wortebene stellt auchdie sogenannten
Wortebenen-Solver, welche entweder auf Integer Linear Programming (ILP) [BD02,
FDK01, ZKC01] oder auf Constraint Logic Programming (CLP) [ZCR01] basieren, vor
schwer überwindbare Probleme. Dies liegt darin begründet, dass Wortebenen-Solver im
Booleschen Teil der Probleme nicht wesentlich mehr Informationen zur Beschränkung
des Suchraums deduzieren können, als dies bei SAT-Solvernder Fall ist. Dies führt zu er-
heblichem Mehraufwand, da diese Solver für jeden Entscheidungsschritt wesentlich mehr
Rechenzeit benötigen.
Ein weiteres Problem für Solver der Wortebene besteht darin, dass sich die Zwischener-
gebnisse in den Pipeline-Stufen eines Designs oftmals gar nicht auf der Wortebene mo-
dellieren lassen. In diesen Fällen degeneriert das Wortebenen-Problem zu einem SAT-
Problem mit nur sehr geringem Wortebenenanteil. Bei Verwendung von ILP-Techniken
kommt noch hinzu, dass Multiplikationen hier erst noch linearisiert werden müssen.
Gefolgert wird aus dieser Problematik, dass nur die Entwicklung hybrider Solver einen
Ausweg darstellt. Die Kombination von Bitebenen- und Wortebenen-Solvern stellt sich
allerdings als schwierig heraus. So besitzen die Solver in der Regel unterschiedli-
che Problemdarstellungen, was den Austausch von Informationen über die jeweiligen
Nichtlösungsgebiete erschwert. Erste Ansätze, die diese Probleme angehen, findet man in
[ABC+02] und [CK03]. Dabei verallgemeinert [ABC+02] den Davis-Putnam-Logeman-
Loveland-Algorithmus (DPLL) für pseudo-Boolesche Constraints, die Anstelle von Klau-
seln zur Problemdarstellung verwendet werden. Des Ansatz aus [CK03] verknüpft linea-
re Gleichungen als elementare Aussagen zu einer BooleschenFormel. In beiden Fällen
bleibt unklar, wie man die kritischen BMC-Probleme auf Instanzen der betrachteten Pro-
blemklassen abbilden will.
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Ein weiterer Impuls für die Verifikation arithmetischer Schaltungen wurde von [SK01]
ausgelöst. Darin wurde eine Methode für denÄquivalenzvergleich für Multiplizierer
entwickelt, die auf einer Beschreibung der Schaltungen aufder arithmetischen Bit-
ebene beruht. Diese Beschreibung enthält partielle Produkte und ein Netzwerk aus 1-
Bit-Additionseinheiten (Halbaddierer, Volladdierer, XOR). Um zu beweisen, dass eine
Gatternetzliste einen Multiplizierer implementiert, wird diese Beschreibung aus der Netz-
liste extrahiert. Die Extraktion ist in der Eigenschaftsprüfung allerdings überflüssig, da
man die benötigte Information auch im Front-End generieren kann. Es stellt sich viel-
mehr die Frage, wie man die Beschreibung auf der arithmetischen Bitebene nutzen kann,
um SAT-Instanzen aus der Eigenschaftsprüfung zu lösen. Einen ersten Ansatz dazu lie-
fert [WSK04a], indem die Information über die Additionsnetzwerke in der SAT-Instanz
genutzt wird, um den Suchraum eines SAT-Solvers zu beschneiden. Dies geschieht, in-
dem die Vorwärtspropagierung innerhalb der Additionsnetzwerke verbessert wird. Der
Ansatz hat sich lokal, d.h. für die einzelnen Additionsnetzwerke, als gewinnbringend her-
ausgestellt. Allerdings reichen diese Gewinne nicht aus, um dem exponentiellen Blowup
zu begegnen, der in stark optimierten Datenpfaden mit mehreren arithmetischen Blöcken
beobachtet wird.
In dieser Arbeit wird deshalb eine neue Normalisierungstechnik auf der arithmetischen
Bitebene vorgeschlagen. Als Basis dieser Technik wird eineBeschreibung auf der arith-
metische Bitebene (ABL) für arithmetische Problembestandteile entwickelt, die neben
den partiellen Produkten und den Additionsnetzwerken auchVergleiche aus der Proble-
minstanz berücksichtigt. Letztere dienen als Bezugspunkte für die eigentliche Normali-
sierung.
Im Rahmen dieser Arbeit werden die normalisierten Instanzen an einen SAT-
Solver [ES03] weitergereicht. Es ist allerdings genauso m¨oglich, hybride Solver wie
in [ABC+02, CK03] zu benutzen. Der vorgeschlagene Ansatz sollte auch hier nützlich
sein, indem Abstraktionen auf der Wortebene bereitgestellt werden, welche diese Solver
ausnutzen können.

1.4 Aufbau dieser Arbeit

In Kapitel 2 werden die fundamentalen Notationen und Begriffe aus Schaltungstheorie
und formaler Logik eingeführt, soweit sie für diese Arbeit von Bedeutung sind.
Aufbauend darauf wird in Kapitel 3 der Stand der Technik in der formalen Eigen-
schaftsprüfung für synchrone digitale Schaltungen dargestellt. Hierbei werden die zwei
Problemfelder identifiziert, für die bisher keine geeigneten Verfahren existieren.
Zur Lösung der Probleme bei Eigenschaften in unbeschränkten Zeitfenstern werden
dann in Kapitel 4 Freiheitsgrade bei der Modellgenerierungim Front-End des Eigen-
schaftsprüfers ausgenutzt. Die erzeugten Modelle erlauben die effiziente Generierung von
Invarianten für die induktionsbasierte Eigenschaftspr¨ufung.
Um das Verfahren zur Normalisierung einer Beschreibung aufder arithmetischen Bit-
ebene (ABL) von Schaltung und Eigenschaft anzuwenden, welches im Kapitel 5 vorge-
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stellt wird, muss diese Beschreibung bei der Modellgenerierung erzeugt werden. Durch
die Normalisierung wird die zu lösende SAT-Instanz dramatisch vereinfacht.
Abschließend wird in Kapitel 6 auf die zukünftigen Perspektiven dieser Arbeit eingegan-
gen und geplante Erweiterungen der vorgestellten Verfahren skizziert.



Kapitel 2

Grundlagen

Dieses Kapitel führt in aller Kürze die fundamentalen mathematischen Konzepte und
Notationen ein, die im Rahmen dieser Arbeit von Bedeutung sind. Dem erfahrenen Le-
ser werden diese wohlvertraut sein. Deshalb empfiehlt es sich, dieses Kapitel ggf. zu
überspringen und später bei Bedarf darauf zurückzukommen. Es liegt in der Natur der
Sache, dass eine solche Einführung niemals erschöpfend sein kann. Aus diesem Grund sei
auf die vielen guten Textbücher zur diskreten Mathematik (z.B. [GKP94, GT96, Kal86]),
Schaltungstheorie (z.B. [Kat94]), formalen Logik (z.B. [Sch00]) und zu Verifikationsal-
gorithmen (z.B. [HS96]) verwiesen, sofern der Bedarf zur Vertiefung besteht.

2.1 Relationen

Unter dem kartesischen ProduktA×B zweier MengenA undB versteht man die Menge
aller geordneten Paare(a, b) mit a ∈ A und b ∈ B. Jede TeilmengeR ⊆ A × B des
kartesischen Produkts wird (binäre) Relation zwischenA undB genannt. Für(a, b) ∈ R
schreiben wir auchaRb. Im Fall A = B sprechen wir von einer Relation aufA. Die
folgende Definition benennt einige interessante Eigenschaften von Relationen.

Definition 2.1. (Eigenschaften von Relationen)
SeiR eine Relation aufA.

• Reflexiviẗat: R heißt reflexiv genau dann, wenn∀x ∈ A : xRx gilt.

• Symmetrie:R heißt symmetrisch genau dann, wenn∀x, y ∈ A : (xRy ⇒ yRx)
gilt.

• Antisymmetrie:R heißt antisymmetrisch genau dann, wenn
∀x, y ∈ A : ((xRy ∧ yRx) ⇒ x = y) gilt.

• Transitivität: R heißt transitiv genau dann, wenn
∀x, y, z ∈ A : ((xRy ∧ yRz) ⇒ xRz) gilt.

• Totale Relation:R heißt (links) total genau dann, wenn∀x ∈ A ∃y ∈ A : xRy gilt.

9
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• Eindeutigkeit: R heißt (rechts) eindeutig genau dann, wenn∀x, y, z ∈ A : xRy ∧
xRz ⇒ y = z gilt.

Auf Basis dieser Eigenschaften können die wichtigen Relationstypen derÄquivalenz-,
Ordnungsrelation und Funktion definiert werden.
Eine links totale, rechts eindeutige RelationF wird Funktion genannt. StattxFy schreibt
man bei FunktionenF (x) = y.
Unter einerÄquivalenzrelationversteht man eine reflexive, symmetrische und transitive
Relation. Eine solchëAquivalenzrelation aufA induziert eine Zerlegung der Grundmenge
A in Äquivalenzklassen. Diese sind aufgrund der Transitivität paarweise disjunkt. Umge-
kehrt definiert jede Zerlegung der Grundmenge in paarweise disjunkte Teilmengen eine
Äquivalenzrelation.
Ist eine Relation reflexiv, antisymmetrisch und transitiv,wird sie eineHalbordnungoder
Ordnungsrelationgenannt. Gilt darüber hinaus für je zwei Elementea, b ∈ A: aRb oder
bRa, so heißt die Relationtotale Ordnung. Unter einer (total) geordneten MengeA verste-
hen wir eine Menge, die durch eine (totale) Ordnungsrelation R geordnet wird. Entfernt
man aus einer (totalen) Ordnung die Diagonale{(x, x)|x ∈ A} so spricht man von einer
strikten Ordnung. Strikte Ordnungen werden in dieser Arbeit durch Hinzufügen der Dia-
gonale mit der entsprechenden Ordnung identifiziert. In einer geordneten Menge lassen
sich bestimmte Elemente identifizieren.

Definition 2.2. (Besondere Elemente einer Halbordnung)
Sei≤ Halbordnung aufA undB ⊆ A.

• Obere Schranke vonB: Eine obere Schranke vonB ist ein Elementa ∈ A mit
∀b ∈ B : b ≤ a. Gilt fernera ≤ a′ für alle anderen oberen Schrankena′ von B, so
heißta kleinste obere Schranke von B.

• Untere Schranke vonB: Eine untere Schranke vonB ist ein Elementa ∈ A mit
∀b ∈ B : a ≤ b. Gilt fernera′ ≤ a für alle anderen unteren Schrankena′ von B, so
heißta größte untere Schranke von B.

• Maximum: Ist die kleinste obere Schrankex von B in B enthalten, so heißtx
Maximum.

• Minimum: Ist die gr̈oßte untere Schrankex vonB in B enthalten, so heißtx Mini-
mum.

Eine geordnete MengeA heißtVerband, wenn jede Menge{a, b} ⊆ A eine kleinste obere
Schrankesup({a, b})und eine größte untere Schrankeinf ({a, b}) besitzt. Die Operationen
sup und inf eines Verbandes werden häufig auch mit+ und · bezeichnet. Wir schließen
uns im Folgenden dieser Notation an. Aus der Definition des Verbands folgt unmittelbar,
dass ein Verband jeweils ein eindeutiges Maximum und eindeutiges Minimum enthält.
Das Maximum bezeichnen wir mit1, das Minimum mit0. Mit Hilfe des Verbands wird
in Abschnitt 2.3 die Boolesche Algebra definiert. An dieser Stelle seien bereits einige
Rechenregeln für den Verband angegeben.
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Satz 2.1.In einem Verband gelten die folgenden Rechenregeln:

• Idempotenz:a · a = a + a = a

• Kommutativiẗat: a · b = b · a unda + b = b + a

• Absorption:a + (a · b) = a = a · (a + b)

• Assoziativiẗat: a · (b · c) = (a · b) · c unda + (b + c) = (a + b) + c

• 0-1-Gesetze:a + 0 = a, a · 0 = 0, a · 1 = a, a + 1 = 1

2.2 Graphen

Ein (gerichteter) GraphG = (V, E) besteht aus einer Menge von KnotenV und ei-
ner Menge von Kanten in Form einer binären RelationE auf V . E wird dabei auch
Adjazenz- oder Nachbarschaftsrelation genannt. Die Eigenschaften eines Graphen sind im
wesentlichen durch seine Adjazenzrelation bestimmt. Sämtliche Eigenschaften für Rela-
tionen aus Abschnitt 2.1 gelten analog für Graphen. So ist ein Graph beispielsweise sym-
metrisch genau dann, wenn seine Adjazenzrelation symmetrisch ist. Im Rahmen dieser
Arbeit betrachten wir stets gerichtete Graphen. Ungerichtete Graphen lassen sich leicht
durch symmetrische Graphen modellieren. Durch Hinzunahmeder invertierten Kanten
E ′ := {(v, w)|(w, v) ∈ E} geht man von einem gerichteten Graphen zu dem entspre-
chenden ungerichteten Graphen über. Die Teilmengenrelation⊆ induziert eine Untergra-
phenrelation≪ wie folgt:

G′ = (V ′, E ′) ≪ G = (V, E) :⇔ (V ′ ⊆ V ) ∧ (E ′ ⊆ E).

Der Eingangsgrad eines Knotenv ∈ V ist die Anzahl der eingehenden Kanten(v′, v) ∈
E, der Ausgangsgrad die Anzahl der wegführenden Kanten(v, v′) ∈ E. Die Summe aus
Eingangsgrad und Ausgangsgrad heißt Grad des Knotenv.
Ein Knoten mit Eingangsgrad 0 wirdQuelle, ein Knoten mit Ausgangsgrad 0Senkege-
nannt. Unter einerSchlingeverstehen wir eine Kante(v, v) ∈ E mit identischem Anfangs-
und Endknoten.
Eine endliche Folge adjazenter Kanten((v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn−2, vn−1), (vn−1, vn)) ist
eineKantenfolge. Gilt v1 = vn so heißt die Kantenfolgegeschlossen, andernfalls heißt
sieoffen. Sind die Kanten einer Kantenfolge paarweise verschieden,so nennen wir diese
KantenfolgeKantenzug. Sind die Knoten, mit Ausnahme des Anfangsknotensv1 und des
Endknotensvn, paarweise verschieden, so heißt eine KantenfolgePfad. Ein Pfad mitv1 =
vn heißt geschlossen und wird auchZyklusgenannt. Ist dies nicht der Fall, heißt der Pfad
offen. Ein Graph ohne Zyklen wird azyklischer Graph genannt. Für jede Kante(v, w) ∈
E heißtv direkter Vorgänger vonw und umgekehrtw direkter Nachfolger vonv. Sind
beide Knoten durch einen Pfad verbunden, so spricht man vom transitiven Vorgänger bzw.
transitiven Nachfolger. Die Menge der (transitiven) Vorg¨anger bzw. Nachfolger wird auch
als(transitiver) Fanin bzw. Fanoutbezeichnet.
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Ein Graph, dessen Knoten paarweise durch Pfade verbunden sind, heißt stark zusam-
menhängend. Ist für einen gerichteten Graphen lediglichder entsprechende ungerichtete
Graph zusammenhängend, so spricht man von schwachem Zusammenhang.
Ein Baum ist ein ungerichteter, azyklischer und zusammenhängender Graph. Oftmals
wird in einem Baum ein Knoten als Wurzel markiert. Knoten, die nur einen benachbarten
Knoten haben, heißenBlätter des Baums.

2.3 Boolesche Algebra

Die Boolesche Algebra ist das fundamentale mathematische Werkzeug zur Synthese, Ve-
rifikation und zum Test digitaler Schaltungen. Bereits in den 1930er Jahren hat Shannon
in [Sha38] gezeigt, dass das Verhalten solcher Schaltungendurch die zweiwertige Boole-
sche Algebra beschrieben werden kann. Boolesche Algebren lassen sich sehr elegant als
komplementärer, distributiver Verband definieren.

Definition 2.3. (Boolesche Algebra)
Ein Verband auf der MengeB heißt Boolesche Algebra, wenn für a, b, c ∈ B gilt:

• Distributivität: a · (b + c) = (a · b) + (a · c) unda + (b · c) = (a + b) · (a + c)

• Komplement: F̈ur jedes Elementa ∈ B existiert eine eindeutiges Elementa ∈ B
mit a · a = 0 unda + a = 1.

Die hier vorgestellte Definition der Booleschen Algebra istnatürlich nur eine mögliche
Variante unter vielen. Eine äquivalente Definition erhält man, wenn man die so genann-
ten Huntington-Axiome zugrunde legt. Dabei wird die MengeB mit zwei Operationen
+ und · betrachtet, für die eine Reihe von Gesetzen gelten. Diese sind Kommutativität,
Distributivität, Komplement und 0-1-Gesetze. Es ist sogar möglich, die Boolesche Alge-
bra mit einer einzigen Gleichung zu definieren. Dies wurde in[MVF+02] gezeigt.
Die folgenden Verbände sind Boolesche Algebren:

Beispiel 2.1.(Schaltalgebra)
IB = {0, 1} mit 0 ≤ 1. Diese Algebra wird auch Schaltalgebra genannt. Die Operationen
+ und· und das Komplement werden dabei oftmals auch durch∨, ∧ und¬ bezeichnet.

Beispiel 2.2.(Bitvektoralgebra)
IBn mit (a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn) :⇔ ∀iai ≤ bi. Diese Algebra wird auch Bitvektoral-
gebra genannt.

Beispiel 2.3.(Boolesche Funktionen) Die Menge der Booleschen Funktionen f : IBn →
IB mit f ≤ g :⇔ ∀xf(x) ≤ g(x).

Beispiel 2.4.(Bitvektorfunktionen)
Die Menge der Bitvektorfunktionenf : IBn → IBn mit f ≤ g :⇔ ∀xf(x) ≤ g(x).
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Beispiel 2.5.(Potenzmenge)
Die PotenzmengeP (M) mit der Teilmengenrelation⊆.

Im Folgenden verstehen wir unter einer Booleschen Algebra stets die Schaltalgebra. Zur
Verbesserung der Lesbarkeit führen wir noch folgende Symbole ein:

• XOR: a ⊕ b := ab + ab

• Äquivalenz:a ≡ b := a ⊕ b

• Implikation:a ⇒ b := b ⇐ a := a + b

• If-Then-Else:ite(a, b, c) := (ab) + (ac).

2.4 Darstellungen Boolescher Funktionen

Zur Beschreibung des Verhaltens kombinatorischer digitaler Schaltungen eignen sich
Boolesche Funktionen, wie sie in Abschnitt 2.3 in Beispiel 2.3 erwähnt wurden. Typi-
scherweise werden digitale Schaltungen aus Gattern aufgebaut, die logische Grundfunk-
tionen (+, ·,⊕,¬, . . . ) implementieren. Gatter sind elektronische Bausteine, dieeinen
oder mehrere Eingänge und einen Ausgang besitzen. Die Spannung am Ausgang eines
Gatters hängt von den Eingangsspannungen ab. Man unterscheidet jeweils zwei Span-
nungspegel ”high” und ”low” und weist diesen die logischen Werte1 und0 zu. In Tabel-
le 2.1 sind einige Standard-Logikgatter dargestellt.
Eine Menge von Logikgattern heißtfunktionellvollständig oder auch eineBasisfür den
Raum der Booleschen Funktionen, wenn sich jede Boolesche Funktion als Komposition
der Schaltfunktionen der Gatter darstellen lässt. So ist z.B. {UND, ODER, INVERTER}
funktionell vollständig, wobei man sogar entweder UND oder ODER noch aus dieser
Menge entfernen kann. Damit sind auch{NAND} und{NOR} funktionell vollständig. Im
Rahmen dieser Arbeit wird das funktionale Verhalten von Schaltungen betrachtet. Des-
halb können Gatter mit ihrer Schaltfunktion identifiziertwerden.
Im Folgenden werden wir nun einige Darstellungen für Boolesche Funktionen einführen,
die für die formale Hardware-Verifikation von Bedeutung sind.

2.4.1 Wahrheitstafel

Die Wahrheitstafel einer Booleschen Funktionf : IBn → IB enthält für jede der2n Ein-
gabekombinationen(x1, . . . , xn) den Funktionswertf(x1, . . . , xn). Da die Funktion ein-
deutig durch die Menge ihrer Funktionswerte definiert ist, handelt es sich bei der Wahr-
heitstafel um eine bis auf Permutation der Zeilen eindeutige Darstellung. Eine solche
Darstellung wird auch kanonisch genannt. Allerdings ist die Wahrheitstafel nicht kom-
pakt. Es werden2n Einträge zur Darstellung benötigt. Daher ist die Wahrheitstafel nur
für sehr kleine Funktionen praktikabel. Tabelle 2.2 ist ein Beispiel für eine Wahrheitstafel
einer Funktionf : IB3 → IB.
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Gattersymbol Name Schaltfunktion

a

b
o

AND o = a · b

a

b
o

OR o = a + b

a

b
o

NAND o = a · b

a

b
o

NOR o = a + b

a

b
o

XOR o = a ⊕ b

oa

INVERTER o = a

Tabelle 2.1: Beispiele für Grundgatter

x1 x2 x3 f(x1, x2, x3)

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

Tabelle 2.2: Wahrheitstafel der Funktionf(x1, x2, x3) = x1 · x2 + x1 · x3
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2.4.2 Normalformen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass sich jede Boolesche Funktion in eine äquivalente
zweistufige Darstellung überführen lässt. Dies Darstellung setzt sich aus Variablen bzw.
negierten Variablen zusammen. EinLiteral ist eine Variablex oder seine Negationx. Ein
Produkttermist die Konstante1 oder ein Produkt von Literalenl1 · l2 · · · · · lk−1 · lk, wobei
keine Variable mehrfach vorkommt. Ein Produktterm heißtMintermfür IBn, wenn er alle
Variablenx1, . . . , xn enthält. EinSummentermist die Konstante0 oder eine Summe von
Literalenl1 + l2 + · · ·+ lk, wobei keine Variable mehrfach vorkommt. Ein Summenterm
heißtMaxtermfür IBn, wenn er alle Variablenx1, . . . , xn enthält.
Eine Summe von Produkttermen heißtdisjunktive Normalform (DNF). Ein Produkt von
Summentermen heißtkonjunktive Normalform (KNF). Die Summenterme einer KNF wer-
den auch Klauseln genannt. Enthält eine DNF nur Minterme, so ist siekanonisch. Eine
KNF, die nur Maxterme enthält, ist ebenfallskanonisch. Die beiden letzten Aussagen
sieht man leicht ein, wenn man sich verdeutlicht, dass jederMin- bzw. Maxterm genau
einer Zeile der Wahrheitstabelle entspricht. Die kanonische DNF enthält alle Minterme,
für welche die Funktion den Wert1 annimmt. Analog enthält die kanonische KNF alle
Maxterme, für welche die Funktion verschwindet.
Die Funktion aus unserem Beispiel in Tabelle 2.2 ist bereitsals DNF gegeben. Allerdings
ist diese noch nicht kanonisch. Die kanonische DNF lautet:

f(x1, x2, x3) = x1 · x2 · x3 + x1 · x2 · x3 + x1 · x2 · x3 + x1 · x2 · x3.

Aus der Wahrheitstabelle liest man ferner die kanonische KNF ab:

f(x1, x2, x3) = (x1 + x2 + x3) · (x1 + x2 + x3) · (x1 + x2 + x3) · (x1 + x2 + x3).

Eine weitere KNF fürf ist

f(x1, x2, x3) = (x1 + x3) · (x2 + x3) · (x1 + x2).

Im Allgemeinen kann eine Boolesche Funktion mit Hilfe des Shannon’schen Entwick-
lungssatzes in eine der beiden Normalformen überführt werden. Um diesen Satz aufstellen
zu können, soll zunächst der Begriff des Kofaktors einer Booleschen Funktion eingeführt
werden.

Definition 2.4. (Kofaktoren Boolescher Funktionen)
Sei f : IBn → IB eine Boolesche Funktion und seivi ∈ IB. Die Funktionf |xi=vi

:
IBn−1 → IB mit f |xi=vi

(x1, . . . , xn−1) := f(x1, . . . , xi−1, vi, xi, . . . , xn−1) heißt Kofaktor
vonf zum Wertvi für xi.

Man erhält einen Kofaktor der Funktion also durch Einsetzen eines Wertes fürxi. Damit
kann nun der Shannon’sche Entwicklungssatz formuliert werden.
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Satz 2.2.(Shannon’scher Entwicklungssatz)
Für jede Boolesche Funktionf : IBn → IB und jede Variablexi gilt:

a) f = xi · f |xi=1 + xi · f |xi=0 und

b) f = (xi + f |xi=0) · (xi + f |xi=1).

Das Beispiel in diesem Abschnitt zeigt schon, dass die Eigenschaft der Kanonizität zu
Lasten der Kompaktheit der Darstellung einer Booleschen Funktion gehen kann. Die ka-
nonische DNF und KNF einer Funktion wachsen im Allgemeinen exponentiell mit der
Variablenanzahl, was ja schon bei der Wahrheitstafel als Nachteil angeführt wurde.
Neben der Shannon’schen Dekomposition sind eine ganze Reihe weiterer Dekomposi-
tionen untersucht worden. Beispielhaft sei hier noch die positive Davio-Dekomposition
genannt.

Satz 2.3. (Positive Davio-Dekomposition)Für jede Boolesche Funktionf : IBn → IB
und jede Variablexi gilt:

f = f |xi=0 ⊕ xif |xi=1 ⊕ xif |xi=0

Iterierte Anwendung dieser Dekomposition liefert eine zweistufige Darstellung der Funk-
tion aus XOR-und UND-Gattern. Für eine detailliertere Einführung in die Theorie der
Dekompositionen sei der Leser auf die vielfältige Literatur (z.B. [DB98]) verwiesen.

2.4.3 Bin̈are Entscheidungsdiagramme

Binäre Entscheidungsdiagramme sind ursprünglich von Lee [Lee59] und Akers [Ake78]
vorgeschlagen worden, um Boolesche Funktionen zu repräsentieren. Die weitverbreitete
Anwendung ist allerdings hauptsächlich durch Bryant’s [Bry86] Idee, auf den Variablen
einer Funktion eine totale Ordnung einzuführen, ausgelöst worden. Dazu wird mit jeder
Variablen ein Index assoziiert. Die so eingeschränkten Diagramme werdenOrdered Bi-
nary Decision Diagram (OBDD)genannt.

Definition 2.5. (OBDD )
Ein OBDD ist ein gerichteter, azyklischer GraphF = (V, E) mit genau einer Quelle
(Wurzel), wobei jeder Knotenv ∈ V , der keine Senke (Blatt) ist, mit einem Index index(v)
markiert wird, der auf eine Variable der Menge{x1, . . . xn} verweist. Jeder Knotenv ∈
V , der kein Blatt ist, hat genau zwei Nachfolger high(v) und low(v). Jedes Blattv ist mit
einem Wert value(v) ∈ IB markiert. F̈ur jede Kante(v, w) ∈ E, bei derw kein Blatt ist,
gilt: index(v) < index(w).

Mit dieser Definition ist allerdings nur die Struktur eines OBDDs festgelegt. Es bleibt, die
Semantik eines OBDDs festzulegen. Dazu ist für jeden OBDD eine Boolesche Funktion
anzugeben, die von diesem OBDD repräsentiert wird. Dies geschieht in Definition 2.6.
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Definition 2.6. (Semantik von OBDDs)
Jeder Knotenv eines OBDD definiert eine Boolesche Funktion
f v : IBn → IB mit:

• f v(x1, . . . , xn) = value(v), falls v ein Blatt ist und

• f v(x1, . . . , xn) = xi · f low(v) + xi · fhigh(v), falls v kein Blatt und index(v) = i.

Ein OBDD mit Wurzelv stellt also die Funktionf v dar. Die Funktionenfhigh(v) bzw.
f low(v) entsprechen den Kofaktoren bezüglichxindex(v).
Ein OBDD kann isomorphe Untergraphen enthalten. Fordert man für OBDDs, dass al-
le isomorphen Untergraphen durch einen festgelegten Vertreter ihrer Isomorphieklasse
substituiert werden, so erhält man die sogenannten reduzierten OBDDs (ROBDDs). Ein
ROBDD ist insbesondere eine kanonische Darstellung für eine Boolesche Funktion. Die
Basisoperationen der Booleschen Algebra können auf ROBDDs in polynomieller Zeit in
der Anzahl der Knoten durchgeführt werden. ROBDDs sind natürlich kein Allheilmittel
zur Behandlung unlösbarer Probleme. Einige Boolesche Funktionen benötigen nämlich
ROBDDs von exponentieller Größe. Exemplarisch sei hier die Schaltfunktion einer Mul-
tiplikation genannt. Die ROBDDs für diese Funktion wachsen unter jeder Variablenord-
nung exponentiell mit der Anzahl der Variablen. Häufig hängt die Größe des ROBDDs
jedoch sehr stark von der vorgegebenen Variablenordnung abund kann zwischen expo-
nentieller Größe im schlimmsten Fall und linearer Größe im besten Fall variieren.
Da das Problem, die optimale Variablenordnung zu finden, NP-vollständig ist, wurde
an dieser Stelle sehr viel Forschungsaufwand betrieben, umgute Heuristiken zu ent-
wickeln. Allerdings konnte für einige Funktionen, wie diearithmetische Multiplikati-
on, nachgewiesen werden, dass der ROBDD bei jeder Variablenordnung exponentiell
wächst [Bry86].

x1

x

x

3

2

0 1

Abbildung 2.1: BDD vonf(x1, x2, x3) = x1 · x2 + x1 · x3 zur Variablenordnungx1 <
x2 < x3

In Abbildung 2.1 ist abschließend noch ein ROBDD für die Beispielfunktion aus den vor-
herigen Abschnitten dargestellt. Im Folgenden benutzen wir den Begriff BDD als Syn-
onym für den Begriff ROBDD.
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2.4.4 Boolesche Netzwerke

Ein Boolesches Netzwerk ist eine technologieunabhängigeBeschreibung einer kom-
binatorischen Schaltung. Die Implementierung einer Schaltung auf Basis der in Ab-
schnitt 2.4.2 eingeführten Normalformen Boolescher Funktionen erzeugt zweistufige
Schaltungen, d.h. jeder Pfad von einem Eingang zu einem Ausgang der Schaltung enthält
maximal zwei Gatter, wobei die Inverter nicht mitgezählt werden. Häufig erhält man we-
sentlich kleinere Schaltungen mit der gleichen Funktion, wenn man mehrstufige Darstel-
lungen Boolescher Funktionen zulässt. Der Aufbau einer solchen Darstellung wird durch
den Begriff des Booleschen Netzwerks präzisiert.

Definition 2.7. (Boolesches Netzwerk)
Ein Boolesches Netzwerk ist ein Tripel(V, E, F ), wobeiG := (V, E) ein gerichteter
azyklischer Graph und F eine Menge Boolescher Funktionen ist, so dass gilt:

a) Die Menge der Knoten ist wie folgt partitioniert:I ist die Menge der Quellen und
wird als Menge der Eing̈ange bezeichnet.O ist die Menge der Senken und wird als
Menge der Ausg̈ange bezeichnet.S = V \ (I ∪ O) wird als Menge der internen
Signale bezeichnet. Die Knoten ausO haben genau einen Vorgänger.

b) Jedem Knotenv ∈ S mit direkten Vorg̈angernv1, . . . , vn ∈ V wird einen-stellige
Funktionfv : IBn → IB ∈ F zugeordnet.

Bemerkungen:
Wir betrachten ein Boolesches Netzwerk(V, E, F ) mit einer Menge von EingängenI =
{i1, . . . , ik}. Jedem Knotenv ∈ V kann eine Boolesche Funktiongv : IBk → IB, wie
folgt, zugeordnet werden:

• Für jeden Eingangil (l = 1 . . . k) seigil(x1, . . . , xk) := xl.

• Für jeden internen Knotenv mit direkten Vorgängernv1, . . . , vn ∈ V
seigv := fv(gv1

, . . . , gvn
).

• Für jeden Ausgango mit direktem Vorgängervo seigo := gvo
.

Ein Boolesches Netzwerk mit der EingangsmengeI = {i1, . . . , ik} und Ausgangsmenge
O = {o1, ..., om} ist also eine Darstellung der Booleschen Funktionengo1

, . . . , gom
oder

der Bitvektorfunktiong : IBk → IBm mit
g(x1, . . . , xk) = (go1

(x1, . . . , xk), . . . , gom
(x1, . . . , xk)).

Beschränkt man sich bei der MengeF auf die Schaltfunktionen von Gattern, so spricht
man auch von einer Gatternetzliste. In Abbildung 2.2 ist einBeispiel für eine Gatternetz-
liste dargestellt.
Desweiteren lässt sich die Definition des Booleschen Netzwerks leicht auf die sogenann-
te Wortebene übertragen, indem man die Knotenv ∈ V des Graphen mit Gewichten
w(v) ∈ IN versieht, die der Bitbreite eines internen Signals entsprechen. Die Knoten wer-
den dann mit Bitvektorfunktionen markiert, die zu den Bitbreiten des jeweiligen Knotens
und seiner Vorgänger passen.
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a

b

c

d

o

Abbildung 2.2: Gatternetzliste fürf(a, b, c, d) = ((a + b) · b) ⊕ (a + b + d)

Definition 2.8. (Bitvektornetzliste)
Eine Netzliste aus Bitvektorfunktionen (Bitvektornetzliste) ist ein Tripel(V, E, F ), wobei
G := (V, E) ein gerichteter azyklischer Graph und F eine Menge von Bitvektorfunktionen
ist, so dass gilt:

a) Jedem Knotenv ∈ V ist eine Bitbreitew(v) zugeordnet.

b) Die Menge der Knoten ist wie folgt partitioniert:I ist die Menge der Quellen und
wird als Menge der Eing̈ange bezeichnet.O ist die Menge der Senken und wird als
Menge der Ausg̈ange bezeichnet.S = V \ (I ∪ O) wird als Menge der internen
Signale bezeichnet. Die Knoten ausO haben genau einen Vorgänger.

c) Jedem Knotenv ∈ S mit direkten Vorg̈angernv1, . . . , vn ∈ V wird eine Bitvektor-
funktion

fv : IBk → IBw(v) ∈ F, k =
∑

i=1...n

w(vi)

zugeordnet.

Bemerkung: Die Globalfunktiongv eines Knotens einer Bitvektornetzliste erhält man
völlig analog zur Globalfunktion eines booleschen Netzwerks.
Abschließend wollen wir ohne Anspruch auf Vollständigkeit eine Liste typischer in Bit-
vektornetzlisten verwendeter Funktionen angeben. Eine exakte Semantik dieser Funktio-
nen findet man in [Bri03].
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Bitvektorfunktion Typ Beschreibung

not unär bitweise Negation
minus unär Berechnung von−x
uand unär Konjunktion aller Bits des Vektors

uor unär Disjunktion aller Bits des Vektors
uxor unär Parität der Bits des Vektors

zeroextend unär Anhängen von führenden Nullen
signextend unär Vorzeichen-Erweiterung

and binär bitweise Konjunktion
or binär bitweise Disjunktion

xor binär bitweise Antivalenz
add binär Addition

mult binär Multiplikation
div binär Division (mit Rest)

mod binär Rest bei Division
ror binär Rechtsrotation
rol binär Linksrotation
shr binär logisches Rechtsschieben
shl binär logisches Linksschieben
eq binär Test auf Gleichheit
lt binär Vergleich bzgl. ”kleiner”Relation

concat binär Konkatenation zweier Bitvektoren
slice binär Ausschneiden eines Teilvektors ab einer bestimmten Position

ite tertiar If-Then-Else-Operator

Tabelle 2.3: Typische Bitvektorfunktionen
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2.5 Erfüllbarkeitsprüfung (SAT)

Viele Probleme in der Entwurfsautomatisierung lassen sichauf das Erfüllbarkeitsproblem
zurückführen, welches wie folgt definiert ist:

Definition 2.9. (Erf üllbarkeitsproblem)
Seif : IBn → IB eine Boolesche Funktion. Gibt es eine Belegungx ∈ IBn mit f(x) = 1?

Ist die Funktion in KNF-Darstellung gegeben handelt es sichhierbei um eines der klas-
sischen NP-vollständigen Probleme. Alle bekannten exakten Lösungsverfahren für diese
Probleme haben exponentielles Worst-Case-Laufzeitverhalten. Allerdings hat es in den
letzten Jahren enorme Performanzsteigerung bei SAT-Solvern gegeben [MMZ+01,GN02,
ES03]. Während die wesentlichen algorithmischen Ideen, wie nicht-chronologisches
Backtracking durch intensive Konfliktanalyse, bereits in [MSS99] zu finden sind, hat
sich gezeigt, dass die effiziente Implementierung dieser Algorithmen ebenfalls ein For-
schungsgebiet ist, welches intensiv bearbeitet wurde und zu dramatischen Performanz-
steigerungen geführt hat.
Für die Lösung des Erfüllbarkeitsproblems bietet sich die KNF-Darstellung der Boole-
schen Funktion an. Eine Belegung erfüllt eine Funktion in KNF genau dann, wenn sie
jede ihrer Klauseln erfüllt. Damit kann lokal entschiedenwerden, ob eine unvollständige
Belegung der Variablen der Funktion bereits im Widerspruchzu einer dieser Klauseln
steht und damit nicht mehr zu einer Lösung vervollständigt werden kann. Moderne SAT-
Solver arbeiten deshalb fast alle auf einer Funktionsdarstellung in konjunktiver Normal-
form. Aus einer Gatternetzliste kann eine solche KNF effizient erzeugt werden, wenn
man die Einführung zusätzlicher Variablen für die internen Signale der Gatternetzliste er-
laubt. Die KNF der gesamten Netzliste ergibt sich dann aus dem Produkt der KNFs für
die einzelnen Gatter. Als Beispiel betrachten wir ein UND-Gatter mit der Schaltfunktion
o = a ·b. Die KNF dieses Gatters besteht aus den Klauseln(o+a+b), (o+a) und(o+b).
Andere Gatter können analog umgewandelt werden.
Um eine erfüllende Belegung der Variablen mit Booleschen Werten zu finden, führen mo-
derne SAT-Solver eine Tiefensuche nach dem Davis-Putnam-Logeman-Loveland (DPLL)
Algorithmus [DLL60] durch, wie er in Tabelle 2.4 dargestellt wird. Der SAT-Solver trifft
dabei sukzessive Entscheidungen (decide next branch() ) zur Belegung von Variablen
und ermittelt nach jeder dieser Entscheidungen durchBoolean Constraint Propagation
(BCP), also durch Implikationen, ob diese in Konflikt zu einer der vorhandenen Klau-
seln steht (status= deduce()). Entstehende Konflikte werden in einer Konfliktanalyse
(analyze conflict()) ausgewertet und es wird eine sogenannte Konfliktklausel berechnet.
Dabei wird auch festgestellt, ob der gerade aufgetretene Konflikt tatsächlich von den zu-
letzt getroffenen Entscheidungen abhängt. Häufig ist dies nicht der Fall, und es können
alle Entscheidungen bis zu einer bestimmten Ebene (blevel) des Entscheidungsbaums
zurückgenommen werden. Diese Vorgehensweise wird auchnicht-chronologisches Back-
tracking genannt. Die generierte Konfliktklausel verhindert dann, dass dieser Teil des
Suchraums erneut betreten werden kann.
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dpll() {
preprocess();
while (true) {

decide next branch();
status= deduce();
if (status== conflict){

blevel= analyze conflict();
if (blevel== 0)

return UNSAT;
elsebacktrack (blevel);

}elseif(status== SAT)
return SAT;

else break;
}

}

Tabelle 2.4: Pseudocode des DPLL Algorithmus

Entscheidend für die Performanz heutiger Solver sind Datenstrukturen und Algorithmen,
die eine sehr schnelle Konstantenpropagierung erlauben. Hier haben sich so genannte
Lazy-Datastructuresals gewinnbringend herausgestellt. Moderne Solver verwenden aus-
nahmslos dastwo-literals-watchingSchema. Dahinter steht diëUberlegung, dass eine
Klausel erst dann eine Konstantenpropagierung auslösen kann, wenn nur noch eine Va-
riable der Klausel unbelegt ist. Deshalb genügt es, sich auf zwei unbelegte Literale pro
Klausel zu konzentrieren und auf Wertezuweisungen für diese Literale zu reagieren. Wird
eines dieser beiden Literalel im Verlauf der Suche erfüllt, so ist die ganze Klausel erfüllt
und braucht damit für das aktuell untersuchte Teilproblemnicht mehr betrachtet werden.
Nimmt l dagegen den Wert0 an, so muss ein neues Literal zur Beobachtung ausgewählt
werden. Sollte dies nicht mehr möglich sein, weil alle anderen Literale der Klausel bereits
den Wert0 haben, so kann daraus für das andere beobachtete Literall′ die Propagierung
l′ = 1 gefolgert werden.
Darüber hinaus sind sehr leistungsstarke Heuristiken zurWahl der Entscheidungsvaria-
blen und zur Berechnung einer guten Konfliktklausel entwickelt worden. Einen̈Uberblick
über diese Heuristiken, die in modernen SAT-Solvern verwendet werden, findet der inter-
essierte Leser in [HS02].
Um sich nicht in einem schwierigen Teilproblem zu verlieren, hat sich der periodische
Neustart des Solvers bewährt. Startet man die Suche von Zeit zu Zeit von neuem, ergibt
sich die Möglichkeit, in ein völlig anderes Gebiet des Suchraums einzutauchen und da-
durch das Problem eher zu lösen. Dabei profitiert man von dengelernten Konfliktklauseln
der früheren Suchdurchgänge. Um Vollständigkeit zu garantieren, wird die Neustartperi-
ode mit jedem Neustart vergrößert.
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Als letzte Maßnahme zur Performanzsteigerung sei an dieserStelle das Löschen gelernter
Klauseln genannt. Empirische Untersuchungen zeigen, dassgelernte Klauseln in der Re-
gel nur sehr lokal zur Steuerung der Suche nützlich sind. Die Performanz der Konstanten-
propagierung nimmt aber mit der Anzahl der zu bearbeitendenKlauseln ab. Um hier eine
Entlastung zu schaffen, werden, heuristisch gesteuert, periodisch einige Konfliktklauseln
gelöscht, von denen man sich erhofft, dass sie für die weitere Suche irrelevant sind. Dies
birgt natürlich das Risiko, das ein bestimmter Teil des Suchraums mehrfach besucht wird.
Vollständigkeit wird wie bei den Neustarts durch Inkrementierung der Periode erreicht.

2.6 Wortebenen-Entscheidungsverfahren

In der Eigenschaftsprüfung liegen die Erfüllbarkeitsprobleme häufig in Form einer Bit-
vektornetzliste vor, für welche die Konstanz bestimmter Ausgänge bewiesen werden soll.
Diese Darstellung ist in der Regel wesentlich kompakter alsdie entsprechende KNF. Es
liegt also nahe, die Information auf der Wortebene einer solchen Darstellung auch für das
Entscheidungsverfahren zu verwenden. So wurden z.B. eine Reihe von Entscheidungs-
diagrammen auf der Wort-Ebene, wieBinary Moment Diagrams (BMDs)oderTaylor Ex-
pansion Diagrams (TEDs)vorgeschlagen [SBW98, HD99, CZKR02]. Man stößt jedoch
bei der Generierung dieser Diagramme auf ähnliche Probleme wie bei ROBDDs. Insbe-
sondere ist es trotz intensiver Forschung nicht gelungen, ein zuverlässiges und robustes
Verfahren zur Synthese solcher Diagramme aus industriellen Schaltungsbeschreibungen
zu entwickeln [SKKK04]. Aus diesem Grund haben sich diese Entscheidungsdiagramme
in der Praxis nicht durchsetzen können.
Als Alternative wurde weiterhin vorgeschlagen, das Erfüllbarkeitsproblem mit Techniken
des Integer Linear Programming (ILP) [BD02,FDK01,ZKC01] oder des Constraint Logic
Programming (CLP) [ZCR01] zu bearbeiten. Eine angemesseneDarstellung aller in die-
sem Zusammenhang wichtigen Techniken füllt ganze Bücher[BR85, Sch90, AMTW99,
FA97, MTP94]. Diese Arbeit beschränkt sich deshalb auf dieDarstellung der Modellie-
rung eines SAT-Problems als ILP bzw. CLP.

2.6.1 Integer Linear Programming (ILP)

DasInteger Linear ProgrammingProblem ist wie folgt definiert:

Definition 2.10. (ILP-Problem)
Für eine rationale MatrixA und rationale Vektorenb undc
ist max{cx|Ax ≤ b; x ∈ ZZ

n} zu bestimmen.

Zur Lösung solcher Probleme gibt es kommerzielle Werkzeuge wie z.B. CPLEX [CPL].
Aktuelle ILP-Solver führen im Kern eine LP-Relaxation durch. Dabei wird die Ganz-
zahligkeitsbedingung für die Variablen des IP vernachlässigt. Allerdings kann die LP-
Relaxation durch sogenanntecutting planesverstärkt werden, die diese Bedingungen aus-
nutzen. Häufig reicht die LP-Relaxation aus, um ein Problemals unlösbar auszuweisen.
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Bei der Modellierung eines Erfüllbarkeitsproblems auf der Wortebene als ILP reicht es
aus, die Bitvektorfunktionen aus Tabelle 2.3 einzeln zu betrachten und durch eine Menge
von lineare Constraints zu modellieren. Das Modell für dasgesamte SAT-Problem er-
gibt sich dann als Konjunktion der Constraints für die einzelnen Bitvektorfunktionen.
Allerdings hat man keine natürliche Zielfunktion, da alleLösungen zum Beweis der
Erfüllbarkeit gleichermaßen geeignet sind. Die Zielfunktion kann also beliebig gewählt
werden.
In der folgenden Tabelle ist exemplarisch für einige Bitvektorfunktionen die Linearisie-
rung angegeben, wie sie in [BD02,FDK01,ZKC01] vorgeschlagen wurde:

Bitvektorfunktion Linearisierung

r = add(a, b) r + 2no = a + b
r = ite(s, a, b) r − a − l ∗ (1 − s) ≤ 0

a − r − l ∗ (1 − s) ≤ 0
r − b − l ∗ s ≤ 0
b − r − l ∗ s ≤ 0
l ≥ a
l ≥ b

r = lt(a, b) a − b − l ∗ (1 − r) ≤ −1
a − b + l ∗ r ≥ 0
l ≥ a
l ≥ b

r = and(a, b) ri − ai ≤ 0
ri − bi ≤ 0
ri − bi − ai + 1 ≥ 0

Tabelle 2.5: Linearisierung von Bitvektorfunktionen

Eine solche einfache Linearisierung reicht in der Praxis jedoch nicht aus. Moderne ILP-
Solver wie CPLEX [CPL] arbeiten intern mit einer 32-Bit Datenrepräsentation. Nu-
merische Eigenschaften der verwendeten Lösungsverfahren schränken allerdings den
tatsächlich nutzbaren Bereich weiter ein. In [ZKC01] wurden 24 Bit als obere Schranke
für den nutzbaren Wertebereich angegeben. Daher müssen Worte größerer Bitbreite zer-
legt werden. Dies geschieht für eine Variable der Bitbreitem + n durch einen Constraint
der Form:

a = 2na1 + a2

mit den Randbedingungen

0 ≤ a1 < 2m, 0 ≤ a2 < 2n.

Die gerade beschriebene Modellierung von Bitvektorfunktionen im ILP muss dann auf
die Teilworte der Variablen angewendet werden. Schwierig wird dies, wenn, wie z.B. bei
der Addition, ein Teilwort des Ergebnisses von allen Teilworten der Operanden abhängt.
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In diesem Fall müssen dann̈Uberträge zwischen den Teilwortadditionen betrachtet und
durch zusätzliche Variablen abgebildet werden.
Ein weiteres Problem stellt die Multiplikation dar, da diese keine lineare Operation ist.
Die Multiplikation von Wortebenenvariablen ist deshalb imILP nicht erlaubt. Bei der
ILP-Modellierung muss daher eine Linearisierung durchgeführt werden, indem ein Ope-
rand in einzelne Bits zerlegt und die Multiplikation durch eine Folge von Additionen
implementiert wird. Derite-Operator wird dabei benutzt, um die einzelnen Summanden
dieser Addition zu bestimmen. Für die Bitvektorfunktionr = mult(a, b) entstehen dann
die folgenden ILP-Constraints, wobei für die Variablenr, a, b jeweils Bitbreiten ange-
nommen wird:

• a =
∑

i=0...n−1 2iai

• 0 ≤ ai ≤ 1∀i=0...n−1

• pi = ite(ai, 2
ib, 0)∀i=0...n−1

• r =
∑

i=0...n−1 pi + 2ns

Damit ergeben sich für die Linearisierung einer Multiplikation2+7n ILP-Constraints und
2n+1 zusätzliche Variablen, die zur Hälfte nur Boolesche Werte annehmen dürfen. Haben
beide Operanden die gleiche Bitbreite, so ist a priori auch nicht festgelegt, welcher der
Operanden in seine Bits zerlegt werden soll. Damit ist klar,dass mit reinem ILP das Ziel
nicht erreicht wird, das Verifikationsproblem für Arithmetik auf der reinen Wortebene zu
lösen.

2.6.2 Constraint Logic Programming

Bei Constraint Logic Programming (CLP) handelt es sich um ein Lösungsverfahren ba-
sierend auf Methoden der logischen Programmierung.
Das wichtigste Arbeitspferd dieser Techniken ist die Propagierung von Wertebereichen
für die beteiligten Variablen eines Problems. Lässt sichder Wertebereich einer Variablen
explizit darstellen, so kann diese Propagierung exakt durchgeführt und damit der Such-
raum effektiv beschnitten werden.
In der jüngeren Vergangenheit wurde viel Aufwand investiert, um CLP für praktische
Probleme anwendbar zu machen [JM94]. Als Ergebnis stehen nun eine ganze Reihe CLP-
Solver zur Verfügung, wobei GNU Prolog [DC00] zu den leistungsfähigsten zählt. Dieser
Solver unterstützt eine ganze Palette von eingebetteten Prädikaten für das Schließen in
endlichen Domänen. Die folgende Tabelle zeigt die Modellierung einiger Bitvektorfunk-
tionen mit GNU-Prolog-Prädikaten.
Im Gegensatz zum ILP erlaubt CLP die direkte Modellierung der Multiplikation. Aller-
dings ist auch hier die nutzbare Bitbreite beschränkt, für GNU Prolog sind beispielsweise
28 Bit als maximale Bitbreite angegeben. Es müssen also wiebeim ILP große Constraints
zerlegt werden.
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Bitvektorfunktion Prädikat

r = and(a, b) a# ∧ b# <=> r
r = ite(s, a, b) r# = s ∗ a + (1 − s) ∗ b
r = lt(a, b) r# <=> a# < b
r = add(a, b) r# = a + b
r = mult(a, b) r# = a ∗ b

Tabelle 2.6: CLP-Prädikate für Bitvektorfunktionen

Darüber hinaus werden in der Regel nur kleine Domänen mit bis zu 256 Elementen ex-
plizit dargestellt. Für solche Domänen greifen die Methoden von CLP, um den Such-
raum eines Problems zu beschneiden. Für größere Domänenarbeiten die Solver mit
Abschätzungen durch obere und untere Schranken. Dies führt in der Praxis dazu, dass
der Solver große Teile der Wertebereiche enumerieren muss,um die Unerfüllbarkeit ei-
ner Instanz nachzuweisen. Auf einigen SAT-Instanzen [ZCR01] schneiden CLP-Solver
dennoch erheblich besser ab als klassische SAT-Solver. Dieses positive Verhalten skaliert
jedoch nicht bezüglich der Bitbreite der betrachteten arithmetischen Operationen. Tabel-
le 2.7 gibt die Laufzeiten von GNU-Prolog V.1.2.16 zum Beweis der folgenden Gleichun-
gen an.

a) xy = yx

b) x(y + z) = xy + yz

c) x ∗ y = xl ∗ yl + 2n/2xl ∗ yu + 2n/2xu ∗ yl + 2nxu ∗ yu

Hierbei bezeichnenxl undyl das untere undxu sowieyu das obere Halbwort der jeweili-
gen Variable.

CPU-Zeit(ms)
Bit Breite a) b) c)

8 38 16423 87
9 148 131551

10 592 1052842 1554
11 2361 >3500000
12 9435 >3500000 28988
13 37699 >3500000
14 150221 463808

Tabelle 2.7: CLP-Laufzeiten für einige Wortebenen-Probleme

Es zeigt sich deutlich das exponentielles Wachstum der Laufzeiten, was auf die Enume-
ration aller Eingabewerte schließen lässt. Dieses Verhalten schließt eine Verwendung von
reinem CLP zur Datenpfadverifikation von realistischen Designs mit Bitbreiten von bis
zu 64 Bit aus.
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2.7 Hybride Solver

Um sowohl von den Stärken von SAT auf der Bitebene, als auch von der Mächtigkeit
der gerade beschriebenen Verfahren der Wortebene profitieren zu können, wurden in den
letzten Jahren verstärkt Ansätze zur Integration von Konzepten aus SAT, ILP und CLP in
sogenannte hybride Solver entwickelt. Einige dieser Ansätze sollen im Folgenden kurz
betrachtet werden.

2.7.1 Pseudo-Boolesche Constraint Solver

Ein Ansatz, um Konzepte aus SAT und ILP zu kombinieren besteht, darin, das zu lösende
Entscheidungsproblem durch Pseudo-Boolesche Constraints (PBC) zu kodieren. Effizi-
ente Pseudo-Boolesche Constraint Solver wurden in [CK03, CK05, SS05] vorgestellt.
Darüber hinaus wurde im Rahmen der SAT 2005-Konferenz eineerste Evaluierung für
Pseudo-Boolesche Constraint Solver durchgeführt [MR].

Definition 2.11. (Pseudo-Boolesche-Constraints)
Ein (linearer) Pseudo-Boolescher-Constraint ist eine Ungleichung der Form:

∑

aili ≥ k, ai, k ∈ ZZ
+, li ∈ {0, 1}.

Das Beispiel vonMinisat+, einer PB-Erweiterung vonMinisat [ES03], zeigt die enge
Verwandtschaft von SAT- und PB-Solvern. Dies liegt daran, dass Klauseln spezielle PB-
Constraints mitai = 1 undk = 1 sind. Andererseits kann man auch PB-Constraints durch
Klauseln darstellen. Dazu wird allerdings im schlimmsten Fall eine exponentielle Anzahl
Klauseln benötigt, wie in [ARMS02] gezeigt wurde. Durch die Einführung zusätzlicher
Variablen in der SAT-Instanz lässt sich dieses Verhalten allerdings vermeiden.
Bei der Implementierung von PB-Solvern werden verschiedene Strategien verfolgt. So
gibt es Solver wieMinisat+, die das PBC-Problem durch Einführung zusätzlicher Varia-
blen auf SAT abbilden. Auf der anderen Seite haben Solver wieGalenaoderPueblospezi-
elle Implementierungen der DPLL-Basisfunktionen zur Handhabung von PB-Constraints.
Entscheidend für die Performanz dieser Solver ist die Strategie zur Steuerung des Lernens
zusätzlicher Constraints.
Während allgemeine PB-Constraints die größte Ausdruckskraft haben und damit für die
Beschneidung des Suchraums zunächst am effektivsten erscheinen, geht dieser Gewinn
durch die erhöhten Verwaltungskosten für diese Constraints wieder verloren. Würde man
sich beim Lernen hingegen auf Klauseln beschränken, so liegt der Gewinn lediglich in der
kompakteren Darstellung der Probleminstanz. Als guter Kompromiss zwischen beiden
Extremen wurden in [CK05] Kardinalitäts-Constraints, das sind Constraints der Form
∑

li ≥ k, identifiziert.
Eine andere Strategie wird in [SS05] verfolgt. Hier werden Klauseln und sogenannte star-
ke PB-Constraints gelernt. Letztere sind dadurch charakterisiert, dass sie keiner Klausel
entsprechen, zu der aktuellen Wertebelegung in Konflikt stehen und eine begrenzte An-
zahl von Literalen mit Koeffizientenai > 2 haben.
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Im Rahmen dieser Arbeit ist natürlich die Performanz dieser Solver auf nicht erfüllbaren
Instanzen von besonderem Interesse. Bei der oben genanntenEvaluierung [MR] waren
die meisten nicht erfüllbaren Instanzen aus reinen Klauseln aufgebaut. Damit ist es auch
nicht verwunderlich, dassMinisat+ auf diesen Benchmarks am besten abgeschnitten hat.
Es bleibt also abzuwarten, wie sich PB-Solver mit speziellen PB-Mechanismen gegenüber
erweiterten SAT-Solvern entwickeln.
Ein weiteres ungeklärtes Problem für den Einsatz von PB-Solvern in der Eigen-
schaftsprüfung liegt in der Modellgenerierung. Es gibt derzeit keinen Ansatz, wie man
Probleme der Eigenschaftsprüfung so auf PB-Constraints abbildet, dass das Potential der
kompakteren Darstellung des Problems wirklich ausgenutztwird.

2.7.2 Hybride Wortebenen-Solver

Abschließend werden in diesem Abschnitt einige in der Literatur vorgeschlagene Strategi-
en zur Integration der in diesem Kapitel beschriebenen Entscheidungsverfahren diskutiert.
Zunächst wären an dieser Stelle die Ansätze [HC01,ABC+02] zu nennen, die verschiede-
ne Entscheidungsverfahren sehr lose kombinieren. In [ABC+02] ergeben sich ILPs in den
Blättern einer DPLL-Suche, die dann mit einer Reihe verschieden mächtiger Solver bear-
beitet werden. Dahinter steht die Hoffnung, die Unlösbarkeit eines Teilproblems bereits
auf der Booleschen Ebene oder durch einen Solver niedriger Komplexität zu erkennen. In
der Konfliktanalyse werden außer der Unlösbarkeit des Teilproblems und der beteiligten
Constraints keine Informationen des ILPs verarbeitet.
Die Autoren von [HC01] kombinieren mit SAT verwandte Testgenerierungsmethoden
(ATPG) mit CLP-Techniken. Dabei wird das ATPG-Werkzeug benutzt, um konsistente
Belegungen für die Kontrolllogik eines Designs zu generieren. Dies führt zu Bedingun-
gen an den Datenpfad, die dann mit Hilfe des Constraint-Solvers aufgelöst werden. Ist dies
für ein Teilproblem nicht möglich, wird mit der nächstenBelegung des ATPG-Werkzeugs
fortgefahren. Hier findet demnach ebenfalls kein detaillierter Informationsaustausch über
Nichtlösungsgebiete beider Solver statt. Bei gültigen Eigenschaften führt dies zur Enume-
ration aller möglichen Belegungen für den Kontrollpfad des Designs und zur Lösung sehr
vieler ähnlicher CLP-Probleme. Schwierig ist außerdem die geforderte klare Aufteilung
des Hardwaredesigns in Datenpfad und Kontrollpfad, die in praktischen Designs häufig
nicht ganz scharf vorzunehmen ist.
Die Erfahrung mit den gerade geschilderten Ansätzen zeigtdie Notwendigkeit einer
stärkeren Integration der Solver, die einen besseren Austausch von Information über
Nichtlösungsgebiete zwischen den beteiligten Solvern gewährleisten. Vorschläge dazu
findet man in [Ach05,PICW04].
Beide Ansätze integrieren sowohl SAT- und ILP- als auch CLP-Techniken zu einer ein-
heitlichen Entscheidungsprozedur. Die Konstantenpropagierung wird in beiden Ansätzen
durch spezialisierte Algorithmen zur Propagierung von Einschränkungen der Werteberei-
che von Variablen verallgemeinert. Allerdings verfügt nur [Ach05] über Algorithmen zur
Konfliktanalyse für diese verallgemeinerte Propagierung. In [PICW04] wird deshalb der
Schnitt im Implikationsgraphen so gewählt, dass nur binäre Variablen darin vorkommen
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und deshalb eine Konfliktklausel generiert werden kann.
In [PICW04] wird eine Fourier-Motzkin-Elimination als letztes Mittel eingesetzt, um in-
konsistente Belegungen im Datenpfad zu erkennen, nachdem alle binären Variablen fi-
xiert sind. Im Gegensatz dazu wird in [Ach05] die Auswertungeiner LP-Relaxierung des
Problems nach jedem Entscheidungsschritt des Algorithmusvorgenommen. Dazu wird
der duale Simplex-Algorithmus verwendet, der eine effiziente erneute Lösung der LP-
Relaxierung nach weiteren Wertebereichseinschränkungen unterstützt. Die globale Sicht
der LP Relaxierung erlaubt es dem Solver, unlösbare Teilprobleme wesentlich früher zu
erkennen, als dies mit CLP- und SAT-Techniken alleine möglich wäre. Darüber hinaus
werden gelöste LPs zur Steuerung der weiteren Suche verwendet.
Alle in diesem Kapitel vorgestellten Ansätze zur Integration verschiedener Entschei-
dungsverfahren reduzieren gegenüber SAT die Anzahl der n¨otigen Entscheidungen zum
Beweis oder der Widerlegung der Erfüllbarkeit einer Instanz. Dies wird allerdings mit ei-
nem erhöhten Aufwand bei jeder Entscheidung erkauft. Besonders in den Problemteilen
der Bitebene zahlt sich dieser Aufwand häufig nicht aus, da nur unwesentlich mehr dedu-
ziert werden kann, als dies bei SAT-Solvern der Fall ist. Da Probleme aus der industriellen
Eigenschaftsprüfung stets einen nicht unwesentlichen Anteil von Bitebenen-Constraints
beinhalten, sind hybride Solver momentan als Alternative zu SAT noch nicht attraktiv.
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Kapitel 3

Eigenschaftsprüfung

Ziel der Eigenschaftsprüfung für digitale Schaltungen ist es, das Vertrauen des Designers
in seinen Entwurf zu stärken. Ein CAD-Werkzeug zur formalen Eigenschaftsprüfung
muss es deshalb ermöglichen, bestimmte Aspekte des Verhaltens einer Schaltung
übersichtlich und leicht verständlich zu beschreiben und automatisch gegen einen vor-
handenen Schaltungsentwurf zu prüfen.
In diesem Kapitel führen wir deshalb die notwendigen Modelle ein, um das zeitliche
Verhalten einer digitalen Schaltung beschreiben zu können. Während ein Hardwaredesign
alle seine möglichen Verhaltensweisen implizit beschreibt, können sich Eigenschaften
auf bestimmte Aspekte dieses Verhaltens konzentrieren unddiese wesentlich kompakter
darstellen. Eine ausreichend große Menge solcher Eigenschaften, welche das Verhalten
des Designs komplett überdeckt, bildet damit eine orthogonale Sicht auf das Design.
Der zweite Teil dieses Kapitels ab Abschnitt 3.3 führt gängige Methoden zu automa-
tischen Verifikation von Eigenschaften ein. Es wird deutlich, dass die Mächtigkeit der
Eigenschaftssprache einen entscheidenden Einfluss auf dieBerechnungskomplexität der
entstehenden Verifikationsprobleme hat. Beide Faktoren korrelieren miteinander und be-
einflussen die praktische Anwendbarkeit der Verfahren. Es gilt also, einen ausgewoge-
nen Kompromiss zwischen maximaler Mächtigkeit der Sprache und niedriger Komple-
xität der Verifikationsprobleme zu finden. In der Praxis hatsich hier das so genannte
Bounded Interval Model Checking durchgesetzt. Bei diesem Verfahren wird das Design
ausschließlich in einem beschränkten Zeitintervall untersucht. Dies erlaubt sowohl die
präzise Formulierung als auch die effiziente Verifikation vieler wichtiger Eigenschaften
heutiger Entwürfe.

3.1 Modellierung sequentieller Systeme

Die mathematischen Modelle aus Kapitel 2 zur Beschreibung digitaler Schaltungen eig-
nen sich nur zur Beschreibung rein kombinatorischer Schaltungen. Solche Schaltungen
sind dadurch gekennzeichnet, dass die Ausgabe der Schaltung unmittelbar von den Ein-
gaben abhängt. Bei sequentiellen Schaltungen ist dies in der Regel nicht der Fall. Diese
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Schaltungen verfügen über Speicherelemente (z.B. Flipflops) und können darin Zustands-
information ablegen. Im Allgemeinen hängt hier die Ausgabe sowohl von der aktuellen
Eingabe als auch vom gespeicherten Zustand ab. Sequentielle Schaltungen werden des-
halb üblicherweise als endliche Automaten modelliert. Indieser Arbeit verwenden wir
dazu sogenannte Mealy-Automaten.

Definition 3.1. (Endlicher Automat)
Ein endlicher (Mealy-) AutomatM ist ein 6-TupelM = (I, S, δ, S0, O, λ) bestehend
aus einem EingabealphabetI, einer ZustandsmengeS, einer Zustands̈ubergangsfunktion
δ : S × I −→ S, einer Menge von AnfangszuständenS0, einem AusgabealphabetO und
einer Ausgabefunktionλ : S × I −→ O.

Ein Automat wird oftmals durch seinen Zustandsübergangsgraphen beschrieben. Dabei
entsprechen die Knoten den Zuständen und die Kanten den Zustandsübergängen. Die
Kanten werden mit den zugehörigen Ein- und Ausgaben markiert. Abbildung 3.1 zeigt
ein Beispiel für einen Zustandsübergangsgraphen eines Automaten.

x
1

x
1

1 2

3

Anfangszustand

0  

/ 3

 / 3

−/ 2

0
  x   / 1

x   / 1

Abbildung 3.1: Beispiel eines Zustandsübergangsgraphen

Eine sequentielle Schaltung mitn Eingängen,m Ausgängen undk Flipflops kann durch
einen AutomatenM = (IBn, IBk, fS, S0 ⊆ IBk, IBm, fO) mit fS : IBk × IBn → IBk

undfO : IBk × IBn → IBm modelliert werden. Im Folgenden verstehen wir unter einem
Hardwaredesignstets einen solchen Automaten.
Wir gehen dabei davon aus, dassS0 durch die charakteristische FunktionχS0

: IBk → IB
spezifiziert wird. Diese Funktion nimmt genau dann den WertχS0

(x) = 1 an, wenn
x ∈ S0 gilt. Unter denRegisterneines Designs verstehen wir im Folgenden die Kom-
ponentenfunktionenfSi der ZustandsübergangsfunktionfS, d.h., wir identifizieren die
Flipflops jeweils mit ihrer Ansteuerfunktion.
Sind die FunktionenfS und fO durch Bitvektornetzlisten beschrieben, so sprechen wir
von einem Design aufRegister-Transfer (RT) Ebene. Liegt dagegen jeweils nur eine Gat-
ternetzliste vor, so sprechen wir von der Booleschen Ebene oder auch einem Bitebenen-
Design.
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Kodiert man die Zustände des Beispielautomaten aus Abbildung 3.1 durch ihre
Binärwertes1, s0, erhält man das HardwaredesignD = (IB2, IB2, fS, {(0, 1)}, IB2, f0)
mit f0(s1, s0, x1, x0, ) = (s1, s0) undfS(s1, s0, x1, x0) = (s1s0 + s1x1 + s1x0, s1 + x0).
Natürlich sind auch andere Kodierungen für diesen Automaten möglich. Neben der
binären Kodierung wird beispielsweise die One-hot-Kodierung oft benutzt. Dabei wird
jeder Zustand durch genau ein Flipflop implementiert. Ist das Flipflop auf den Wert1
gesetzt, so befindet sich der Automat in dem entsprechenden Zustand. Dies impliziert
natürlich, dass stets nur eines dieser Flipflops den Wert1 annehmen kann.
In der formalen Verifikation interessiert uns nun das Ein-/Ausgabeverhalten eines Hard-
waredesigns. Dieses wird durch die Menge aller möglichen Ein-/Ausgabesequenzen cha-
rakterisiert. Die Zustandsübergangsfunktion eines Automaten bildet jeweils einen Zu-
stand und eine Eingabe auf einen Nachfolgezustand ab. Dieser Modellierung liegt also
eine diskrete Zeitvorstellung zu Grunde. Der Automat bildet somit eine Folge von Einga-
ben auf eine Folge von Ausgaben ab. Eine solche Abbildung wird Berechnunggenannt.
Dies wird durch die folgende Definition 3.2 formalisiert:

Definition 3.2. (Berechnungen)
SeiM = (I, S, δ, S0, O, λ) ein endlicher Automat. Eine Folge(it, ot, st)t∈IN0

mit it ∈
I, ot ∈ O, st ∈ S heißt genau dann eine Berechnung vonM , wenn gilt:

a) ∀t ∈ IN0 : ot = λ(it, st)

b) ∀t ∈ IN0 : st+1 = δ(it, st)

Die Folge (it)t∈IN0
wird dabei Eingabefolge, die Folge(ot)t∈IN0

Ausgabefolge und die
Folge(st)t∈IN0

Zustandsfolge der Berechnung genannt. Ein konkretes Gliedit, ot bzw.st

dieser Folgen wird Eingabe, Ausgabe bzw. Zustand zum Zeitpunkt t genannt.

Wir unterscheiden zwischen gültigen und ungültigen Berechnungen. Eine Berechnung
(it, ot, st)t∈IN0

ist gültig, wenn sie in einem Anfangszustand beginnt, d.h.s0 ∈ S0. Die Zu-
standsfolge einer gültigen Berechnung unseres BeispielautomatenM aus Abbildung 3.1
könnte wie folgt beginnen:s = (1, 2, 3, 1, 1, 2, 3, 3 . . . ). Hingegen wäre eine Berechnung
(2, 3, 1 . . . ) nicht gültig, da2 kein Anfangszustand ist. Die Zustandsfolge(1, 2, 1 . . . )
kommt in keiner Berechnung vor, da der Zustand1 kein Nachfolger des Zustands2 ist.
Berechnungen erlauben es, Zusammenhänge zwischen Zustandsmengen eines Designs
herzustellen. Beispielsweise lässt sich die Frage stellen, ob ein Zustand des Automaten,
von einer bestimmten Zustandsmenge ausgehend, erreicht werden kann. Wir definieren
deshalb die Menge der erreichbaren Zustände wie folgt:

Definition 3.3. (Erreichbarkeit)
SeiM = (I, S, δ, S0, O, λ) ein endlicher Automat. Ein Zustands ∈ S ist aus einer Zu-
standsmengeX ⊆ S erreichbar, wenn es eine Berechnung(it, ot, st)t∈IN0

und einen Zeit-
punktt ∈ IN0 gibt, so dasss0 ∈ X undst = s gilt.
Die MengeReachM (X) sei die Menge aller Zuständes ∈ S, die ausX erreichbar sind.
ReachM := ReachM (S0) heißt Menge der erreichbaren Zustände des Automaten.



34 KAPITEL 3. EIGENSCHAFTSPR̈UFUNG

Bemerkungen:ReachM enthält also alle Zustände, die in gültigen Berechnungen vor-
kommen. Es gilt offensichtlichReachM(ReachM (X)) = ReachM (X). Eine Menge von
ZuständenY mit ReachM (Y ) = Y nennt man bezüglich Erreichbarkeit abgeschlossen.
Für den AutomatenM aus Abbildung 3.1 gilt beispielsweise:ReachM = {1, 2, 3}.
Das Erreichbarkeitsproblem für Graphen und damit auch dasfür Automaten liegt in der
Komplexitätsklasse NLOGSPACE⊆ P. Dabei wird die Größe des Problems in der An-
zahl der Knoten des Graphen bzw. Zustände des Automaten gemessen. Jedoch wächst die
Anzahl der möglichen Zustände eines Designs exponentiell mit der Anzahl der Flipflops.
Beim Erreichbarkeitsproblem für Schaltungen wird nun gerade diese Anzahl als Maß für
die Problemgröße herangezogen. Man kann zeigen, dass das Problem, die Menge der er-
reichbaren Zustände eines Hardwaredesigns zu berechnen,PSPACE-vollständig [ASB93,
DLMM02] ist. Es gibt trotz dieser hohen Berechnungskomplexität eine Flut von Arbei-
ten [JPHS91,CCQ96,CCL+96,QCC+96,CCLQ97,CHM+94,RS95,SWWK04], die ver-
schiedene exakte und approximative Verfahren vorstellen,um die Erreichbarkeitsanalyse
für den industriellen Einsatz zu ertüchtigen. Trotzdem ist eine Erreichbarkeitsanalyse bis
heute nur für relative kleine Schaltungen praktikabel.
Nicht nur für die Erreichbarkeitsanalyse von Interesse sind die Begriffe der sequentiellen
Tiefe und des Diameters eines Automaten. Für jeden erreichbaren Zustands gibt es einen
kürzesten Pfads0, . . . , sn−1 = s im Zustandsübergangsgraphen, der in einem Anfangszu-
stands0 ∈ S0 beginnt. Die Längen dieses Pfades wird sequentielle Tiefedepth(s) des
Zustandss genannt. Die sequentielle Tiefe des Automaten ist die maximale sequentiel-
le Tiefe aller erreichbaren Zuständem = max{depth(s)|s ∈ ReachM}. Der Diameter
eines Automaten ist die maximale Längen eines zyklusfreien Pfadess0, . . . , sn−1 im Zu-
standsübergangsgraphen, wobeis0 nicht notwendig ein Anfangszustand ist.
Die Frage nach der Erreichbarkeit von Zuständen des Systems ist allerdings nicht die
einzige für die Eigenschaftsprüfung relevante Problemstellung. Häufig ist man vielmehr
an temporalen Beziehungen zwischen Zustandsmengen eines sequentiellen Systems in-
teressiert. Als Grundlage zur Spezifikation solcher Zusammenhänge eignet sich das so-
genannte Kripke-Modell, welches eng mit dem vorgestelltenAutomatenmodell verwandt
ist. Das Kripke-Modell erlaubt die Markierung von Zuständen mit atomaren Formeln zur
Auszeichnung von Zustandsmengen mit bestimmten Eigenschaften.

Definition 3.4. (Kripke-Modell)
Ein Kripke-Modell ist ein QuintupelK = (S, S0, R, A, l). Dabei ist:

• S eine endliche Menge von Zuständen,

• S0 ⊆ S eine Menge von Anfangszuständen,

• R ⊆ S × S Übergangsrelation des Modells,

• A eine Menge atomarer Formeln,

• l eine Abbildungl : A → P (S).

Eine atomare Formelp ∈ A gilt in einem Zustands ∈ S genau dann, wenns ∈ l(a) gilt.
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Ein HardwaredesignM = (IBn, IBk, fS, S ′0 ⊆ IBk, IBm, fO) kann in ein Kripke-Modell
umgewandelt werden. Die Zustandsmenge dieses Kripke-Modells besteht aus Eingaben,
Ausgaben und Zuständen des Designs. Außerdem ist dieÜbergangsrelation verträglich
mit der Zustandsübergangsfunktion und der Ausgabefunktion des Design.
Formal definiert manKM = (S, S0, R, A, l) mit:

• S := IBn+k+m

• S0 := {(i, s, o)|i ∈ IBn, s ∈ S ′0, o = fO(i, s)}

• R := {(s, s′) ∈ S × S|fS(s0, . . . , sn+k−1) = (s′n, . . . , s
′

n+k−1)
· fO(s′0, . . . , s

′

n+k−1) = (s′n+k, . . . , s
′

n+k+m−1)}

• A := {S → IB}

• l(f) := f−1(1) := {s ∈ S : f(s) = 1}.

Da aus dem Kontext stets klar ist, ob ein HardwaredesignM oder sein zugehöriges
Kripke-ModellKM gemeint ist, benutzen wir beide Begriffe synonym.

3.2 Eigenschaftssprachen

Ein Hardwaredesign spezifiziert implizit alle seine möglichen Berechnungen. Um zu
überprüfen, ob das Design genau das gewünschte Verhalten zeigt, müsste man für jede
dieser Berechnungen einzeln überprüfen, ob diese auch gewünscht ist. Dies ist die Idee
der erschöpfenden Simulation.
Natürlich ist eine solche erschöpfende Simulation praktisch undurchführbar. In der Ei-
genschaftsprüfung werden deshalb die gewünschten Berechnungen eines Designs durch
eine Menge temporaler Formeln beschrieben. Jede dieser Formeln wird dann eine Ei-
genschaft genannt. Die Eigenschaften können mit einem sogenannten Eigenschaftsprüfer
auf Gültigkeit für ein Design getestet werden. Der Eigenschaftsprüfer erzeugt als Ausga-
be entweder eine Widerlegungssequenz oder einen Beweis für die Gültigkeit der Eigen-
schaft. Unter einer Widerlegungssequenz verstehen wir dabei eine gültige Berechnung,
die in einem Zustand endet, in dem die Eigenschaft nicht gilt. Eine ausreichende Men-
ge von Eigenschaften legt das Verhalten eines Automaten explizit fest, wohingegen der
Automat nur eine implizite Beschreibung seines eigenen Verhaltens ist. Bei den zu spezi-
fizierenden Eigenschaften unterscheidet man im Wesentlichen zwischen Sicherheits- und
Lebendigkeitseigenschaften. Während Eigenschaften derersten Kategorie fordern, dass
ein bestimmtes (Fehler-)Verhalten niemals auftritt, fordern Lebendigkeitseigenschaften,
dass ein bestimmtes (Wunsch-)Verhalten immer wieder, unendlich oft, eintritt.
Biere et al. haben in [BAS02] gezeigt, dass sich Lebendigkeitseigenschaften auf Sicher-
heitseigenschaften abbilden lassen. Damit ist gerechtfertigt, dass sich diese Arbeit auf
Sicherheitseigenschaften konzentriert.
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3.2.1 Temporale Logik

Im einfachsten Fall lässt sich eine Eigenschaft des Designs als Boolescher Ausdruck über
Signalen der Zustandsübergangsfunktion beschreiben.

Beispiel 3.1.Ein AutomatM mit drei Zusẗanden soll durch ein Design mit drei Flipflops
implementiert werden. Die Zustände sollen one-hot kodiert sein, d.h. es hat stets genau
eines dieser Flipflops den Wert 1. Wir haben also eine ZustandsübergangsfunktionfS :
IB3 × I → IB3. Die one-hot Kodierung kann durch die Boolesche Formel

(s′1 ⊕ s′2 ⊕ s′3) · s
′

1 · s
′

2 · s
′

3

für die Nachfolgezustände des Automaten spezifiziert werden.Überprüft werden muss,
ob die Anfangszustände und die Bildzustände der ZustandsübergangsfunktionfS dieser
Formel gen̈ugen. Wir erhalten die Formel:

∀(s′1, s
′

2, s
′

3) ∈ {fS(x)|x ∈ IB3 × I} ∪ S0 : (s′1 ⊕ s′2 ⊕ s′3) · s
′

1 · s
′

2 · s
′

3.

Bei genauerer Betrachtung dieses Beispiels stellt sich allerdings heraus, dass die Spezifi-
kation der Eigenschaft etwas zu eng ist. Es genügt bereits zu fordern, dass die folgende
Formel erfüllt ist:

∀(s′1, s
′

2, s
′

3) ∈ {fS(x)|x ∈ {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}×I}∪S0 : (s′1⊕s′2⊕s′3)·s
′

1 · s
′

2 · s
′

3.

Wir haben also die uns bekannte Erreichbarkeitsinformation für den Automaten genutzt,
um die Eigenschaft zu präzisieren. Viele wichtige Eigenschaften eines Designs lassen sich
leider nicht auf die gerade geschilderte Weise modellieren. Auch hierzu sei ein Beispiel
angeführt:

Beispiel 3.2.Für eine Implementierung eines AutomatenM mit 2n möglichen Ausgaben
soll überpr̈uft werden, dass eine bestimmte Ausgabe(o1, . . . , on) niemals erfolgt.

Um diese Eigenschaft nachzuweisen, muss überprüft werden, ob (o1, . . . , on) in einer
gültigen Berechnung vorkommt. Um dies formal notieren zu können, wird die Aus-
sagenlogik um temporale Operatoren erweitert. Die Semantik dieser Operatoren wird
gewöhnlich über ein Kripke-Modells definiert.
Bei den Operatoren einer temporalen Logik unterscheidet man zwischen Zustandsopera-
toren, die Zustandsformeln erzeugen, und Pfadoperatoren,welche Pfadformeln erzeugen.
Für eine Zustandsformel kann man in jedem Zustand entscheiden, ob sie gilt oder nicht.
Die Gültigkeit einer Pfadformel kann nur durch Betrachtung von Berechnungen unter-
sucht werden. Formeln der Eigenschaftssprache CTL∗ werden rekursiv aus den atomaren
Formeln eines Kripke-Modell aufgebaut. Dabei können die Operationen der Booleschen
Algebra, die PfadoperatorenF, G, X, U und die ZustandsoperatorenA undE verwendet
werden. Zunächst wird nun die syntaktische Struktur von CTL∗-Formeln formal definiert.
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Definition 3.5. (Syntax von CTL∗-Formeln)
Jede atomare Formel ist eine Zustandsformel. Sindp undq Formeln, so sind auchp + q,
p und p · q Formeln. Zustandsformeln sind auch Pfadformeln. Für Pfadformelnp und
q sind Fp, Gp, Xp und p Uq Pfadformeln. F̈ur Pfadformelnp und q sind Ap und Ep
Zustandsformeln.

Als zweiter Schritt folgt nun die Festlegung der Bedeutung diese Formeln.

Definition 3.6. (Semantik von CTL∗-Formeln)
SeiK = (S, S0, R, A, l) ein Kripke-Modell,s ∈ S ein Zustand undπ = s0, s1, ... ein
(unendlicher) Pfad inK. Ferner seip eine atomare Formel,g1, g2 Pfadformeln undf1, f2

Zustandsformeln. F̈ur Zustandsformeln bedeutet die NotationK, s |= p, dass die Formel
p im Zustands des Kripke-ModellsK gilt. Die NotationK, π |= p, bedeutet, dass die
Pfadformelp entlang dem Pfadπ im Kripke-ModellK gültig ist. Zuletzt seiπi der Suffix
(si, si+1, ....) ab Positioni vonπ.

• K, s |= p :⇔ p ∈ l(s).

• K, s |= f1 :⇔ K, s |= f1

• K, s |= f1 · f2 :⇔ (K, s |= f1) · (K, s |= f2)

• K, s |= f1 + f2 :⇔ (K, s |= f1) + (K, s |= f2)

• K, s |= Eg1 :⇔ es gibt einen Pfadπ mit Anfangszustands undK, π |= g1.

• K, s |= Ag1 :⇔ für jeden Pfadπ mit Anfangszustands gilt: K, π |= g1.

• K, π |= f1 :⇔ K, s |= f1 wobeis der erste Zustand vonπ ist.

• K, π |= g1 :⇔ K, π |= g1

• K, π |= g1 · g2 :⇔ (K, π |= g1) · (K, π |= g2)

• K, π |= g1 + g2 :⇔ (K, π |= g1) + (K, π |= g2)

• K, π |= Xg1 :⇔ K, π1 |= g1

• K, π |= Fg1 :⇔ es existiert eink ≥ 0 mit K, πk |= g1

• K, π |= Gg1 :⇔ für alle k ≥ 0 gilt: K, πk |= g1

• K, π |= g1Ug2 :⇔ es existiert eink ≥ 0 mit K, πk |= g2 und K, πj |= g1 für
0 ≤ j < k.

Eine Formelf gilt für K genau dann, wenn für alle Anfangszuständes0 ∈ S0 gilt:

K, s0 |= f.
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Mit anderen Worten:Fp gilt, wenn die Eigenschaftp irgendwann in der Zukunft gilt.Gp
gilt, wenn die Eigenschaftp ab jetzt bis in alle Zukunft gilt.Xp gilt, wenn die Eigenschaft
p im nächsten Schritt gilt undp Uq gilt, falls p solange gilt, bisq gilt. Die Pfadquantifizie-
rungenA undE besagen, dass eine Formel für alle Pfade bzw. für mindestens einen Pfad
in die Zukunft gilt.
Die Eigenschaft aus Beispiel 3.2 lässt sich nun in CTL∗ durch die Formel

AG(o 6= (o1, . . . , on))

notieren.
Interessante Teilmengen von CTL∗ erhält man durch folgende Einschränkungen:

a) CTL (Computation Tree Logic) erlaubt Pfadoperatoren nurin direkter Verbindung
mit PfadquantorenA oderE.

b) LTL (Linear Temporal Logic) erlaubt nur Formeln der FormAf , wobei in der Pfad-
formelf nur atomare Formeln als Zustandsformeln erlaubt sind.

c) ACTL ist CTL in positiver Normalform, d.h. der OperatorE ist nicht erlaubt.

d) Man kann temporale Logiken angeben, bei denen die Länge der betrachteten Pfade
beschränkt ist. Man spricht dann von einerBounded Temporal Logic (BTL).

e) Anstatt die Gültigkeit einer BTL-Formel ausgehend vom Anfangszustand zu for-
dern, fordert man die Gültigkeit ausgehend von einem beliebigen Zustand. Solche
Eigenschaften werden wir im Abschnitt 3.3.3Intervall-Eigenschaftnennen. Spra-
chen dieser Klasse nennen wir im FolgendenInterval Temporal Logic (ITL).

Für eine detaillierte Einführung in temporale Logik sei der interessierte Leser auf
[CGP99] verwiesen.

3.3 Verifikationsmethoden

Um zu überprüfen, ob eine Formel in temporaler Logik für ein gegebenes Kripke-Modell
gültig ist, existieren vollautomatische Werkzeuge [CCGR99, Hol97, McM]. Dabei hat
die Wahl der temporalen Logik entscheidenden Einfluss auf die Berechnungskomplexität
der zu verwendenden Prüfalgorithmen. In [ASB93, DLMM02] wurde gezeigt, dass die
Überprüfung von CTL- bzw. LTL-Formeln zur Klasse der PSPACE-vollständigen Proble-
me gehört. Dagegen können BTL- und ITL-Formeln auf Erfüllbarkeitsprobleme (SAT)
abgebildet werden, und SAT ist ein klassisches NP-vollständiges Problem. Es wird ver-
mutet, dass sich diese beiden Klassen unterscheiden. In derPraxis spiegelt sich der Kom-
plexitätsunterschied unmittelbar in der Größe der handhabbaren Systeme wieder. Dieser
Abschnitt befasst sich zunächst mit der Reduktion des CTL-Model-Checking-Problems
auf das Erreichbarkeitsproblem. Dabei wird insbesondere auf die mögliche Effizienz-
steigerung durch symbolische BDD-basierte Repräsentation von Zustandsmengen hinge-
wiesen. Anschließend wird die Konstruktion von Bounded-(Interval)-Model-Checking-
Problemen erläutert und deren Reduktion auf Erfüllbarkeitsprobleme aufgezeigt.
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3.3.1 Bildberechnung

Beim klassischen CTL- bzw. LTL-Model Checking muss nach Definition 3.6 festgestellt
werden, ob die Menge der Anfangszustände eines Kripke-Modells in der Menge der
Zustände enthalten ist, für die eine CTL∗-Formelf gilt. In diesem Abschnitt wird deshalb
dargestellt, wie diese zweite Menge effizient berechnet werden kann. Eine CTL-Formel
wird dazu von innen nach außen ausgewertet. Man geht von den Zustandsmengen aus,
die im Kripke-Modell den atomaren Formeln ausA zugeordnet sind. Es genügt, sich auf
Formeln der Formf1, f1 + f2, EXf1, E[f1Uf2] undEGf1 zu beschränken. Alle anderen
Formeln lassen sich auf diese Formeln zurückführen.
Die Formelnf1 undf1 + f2 lassen sich leicht durch die Komplementbildung bzw. Ver-
einigung von Zustandsmengen berechnen. Entscheidend fürdie Auswertung der Formeln
E[f1Uf2] bzw. EGf1 ist, dass sich die Zustandsmengen, in denen die Formel gilt,in
beiden Fällen durch eine Fixpunktiteration berechnen lassen. In beiden Iterationen wird
dabei die Auswertung einer Formel der FormEXf benutzt. Dazu muss das Urbild der
Menge aller Zustände berechnet werden, in denenf gilt. Die Bild- bzw. Urbildberech-
nung erweist sich als Kernoperation zur Auswertung von CTL-Formeln. Unter Bild und
Urbild versteht man die Menge aller Zustände, die von einerZustandsmengeZ durch
einmalige Anwendung der̈UbergangsrelationR erreicht werden, d.h.:

Bild(Z, R) := {s′ : ∃s ∈ Z : (s, s′) ∈ R}

Urbild(Z, R) := Bild−1(Z, R) := {s : ∃s′ ∈ Z : (s, s′) ∈ R}.

Es stellt sich die Frage, wie diese Mengen effizient berechnet und dargestellt werden
können. Eine bahnbrechende Idee in diesem Zusammenhang hatte McMillan [BCMD90,
BCL+94], als er vorschlug, Mengen von Zuständen durch ihre charakteristische Funktion,
und diese wiederum als BDD darzustellen. Die Bildberechnung kann dann durch BDD-
Operationen (UND-Verknüpfung und existenzielle Quantifizierung) ausgeführt werden.
Gleichzeitig sind BDDs nützlich für die Fixpunkterkennung, da die Vergleichsoperation
für BDDs extrem effizient ist. Da BDDs symbolische Darstellungen für Zustandsmengen
sind, wird dieses Verfahren allgemein als symbolische Eigenschaftsprüfung (engl. Sym-
bolic Model Checking (SMC)) bezeichnet.
Die symbolische Eigenschaftsprüfung leidet allerdings an der sogenanntenZustandsex-
plosion. Die Anzahl der Zustände wächst exponentiell mit der Anzahl der Variablen eines
Systems. Dies führt in der Praxis häufig zu exponentiell großen BDDs. Selbst wenn der
BDD am Ende der Fixpunktiteration sehr klein ist, zum Beispiel wenn alle2n Zustände
des Systems erreichbar sind, kann jede mögliche BoolescheFunktion als Zwischener-
gebnis auftreten. Es muss also fast immer mit dem worst-caseeines exponentiell großen
BDDs gerechnet werden. Damit ist das Verfahren nur für sehrkleine Designs anwend-
bar. Eine ausführliche Darstellung der symbolischen Eigenschaftsprüfung findet der Leser
in [McM93].
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3.3.2 Bounded Model Checking (BMC)

Um unvorhersehbare Laufzeiten des SMC zu vermeiden und um die Nutzung anderer
Funktionsdarstellungen als BDDs zu ermöglichen, liegt esnahe, die Anzahl der Itera-
tionenl in der Fixpunktiteration zu beschränken. Dies ist die Kernidee des von Biere et
al. [BCC+99] vorgeschlagenen Bounded Model Checking Verfahrens (BMC). Mit diesem
Verfahren können BTL-Formeln auf Gültigkeit für ein Modell überprüft werden. Wird in-
nerhalb vonl Iterationen ein Gegenbeispiel bzw. ein Zeuge (für Lebendigkeit) gefunden,
oder der Fixpunkt erreicht, so ist damit auch die entsprechende unbeschränkte Formel
widerlegt bzw. bewiesen. Lediglich in dem Fall, dass weder ein Gegenbeispiel noch ein
Fixpunkt erreicht wird, macht das Verfahren keine Aussage.Die Erhöhung der Schranke
ist dann allerdings noch eine Option. Ist die Schranke größer als die sequentielle Tiefe des
Designs, ist BMC vollständig.
Ein wichtige Eigenschaft des BMC-Ansatzes, die dazu führte, dass erstmals Verifikations-
probleme von realistischer industrieller Größe behandelt werden konnten, besteht darin,
dass das zu lösende Verifikationsproblem auf ein Erfüllbarkeitsproblem (SAT) für Boole-
sche Funktionen abgebildet werden kann.
Wir rekapitulieren hier exemplarisch die Konstruktion dieses SAT-Problems für Sicher-
heitseigenschaften der FormAGp. Lebendigkeitseigenschaften können ähnlich übersetzt
werden. Zunächst führen wir Boolesche Variablens0, s1, · · · , sl ein, die den Zuständen
zum Zeitpunkt t = 0, . . . , l entsprechen. Die charakteristische FunktionχR der
ÜbergangsrelationR wird nun wie folgt abgerollt:

fR,l(s0, . . . sl) := χS0
(s0) · χR(s0, s1) · . . . · χR(sl−1, sl).

Hier bezeichnetχS0
die charakteristische Funktion der Menge der Anfangszust¨ande des

Designs. Die FunktionfR,l nimmt genau dann den Wert1 an, wenn die Zuständes0, . . . , sl

in einer gültigen Berechnung auftreten.
Analog zur Schaltung kann auch die Eigenschaft abgerollt werden. Wir erhalten:

pl = p(s0) · . . . · p(sl).

Eine Widerlegungssequenz der Längel für die EigenschaftAG(p) muss die Funktion
bmc(AGp) := fR,l · pl erfüllen. DieseÜbersetzung in ein SAT-Problem lässt neben den
bereits erwähnten BDDs natürlich auch SAT-Techniken alsBeweistechnik für BMC zu.
Abschließend sei noch erwähnt, dass ein HardwaredesignM = (IBn, IBk, fS, S ′0 ⊆
IBk, IBm, fO) für BMC nicht unbedingt vorher in sein Kripke-Modell überführt werden
muss. Es genügt, die ZustandsübergangsfunktionfS sowie die AusgabefunktionfO ab-
zurollen und um die Eigenschaft zu ergänzen, um ein äquivalentes SAT-Problem zu er-
zeugen. Die abgerollte Zustandsübergangsfunktion wird iteratives Schaltungsmodell ge-
nannt. Dies ist leicht einzusehen, wenn man sich verdeutlicht, dass die Konstruktion des
Kripke-Modells für ein Design keinerlei Einschränkungen für die Eingaben des Design
enthält. In Abbildung 3.2 ist ein solches iteratives Schaltungsmodell für vier Takte darge-
stellt, wobei auch die AusgabefunktionfO in jedem Takt dargestellt ist.
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Abbildung 3.2: Iteratives Schaltungsmodell über vier Takte

3.3.3 Bounded Interval Model Checking (BIMC)

Bei allen bisherigen Verfahren zur Eigenschaftsprüfung wurde die Gültigkeit einer Ei-
genschaft stets für gültige Berechnungen eines Designs ¨uberprüft. Beim Bounded Model
Checking führt dies dazu, dass das Verfahren prinzipiell nur Aussagen über die erstenl
Takte der Schaltung macht. Bei Schaltungen mit großer sequentieller Tiefe müssten daher
sehr lange Zeitfenster untersucht werden, um zumindest einen Großteil des möglichen
Verhaltens der Schaltung innerhalb des beschränkten Zeitfensters beobachten zu können.
Fordert man nun zusätzlich, dass die Eigenschaft auch in allen ungültigen Berechnun-
gen gilt, gelangt man zum sogenannten Bounded Intervall Model Checking (BIMC). Die
abgerollteÜbergangsrelation lautet in diesem Fall:

f ′R,l(s0, . . . sl) := χR(s0, s1) · . . . · χR(sl−1, sl),

und das zu lösende Erfüllbarkeitsproblem lautet:

bimc(AGp) := f ′R,l · pl.

Ein iteratives Schaltungsmodell, wie es bei BIMC verwendetwird, ist in Abbildung 3.3
dargestellt. Im Folgenden bezeichnen wir mit dem iterativen Schaltungsmodell stets die
BIMC-Variante.
Die Erfüllbarkeit vonbimc(AGp) ist nun ein hinreichendes aber nicht mehr unbedingt
notwendiges Kriterium für die Gültigkeit der CTL-FormelAGp. Bei einem Gegenbei-
spiel muss überprüft werden, ob der Zustands0, mit dem dieses Gegenbeispiel beginnt,
tatsächlich erreichbar ist. Ist dies nicht der Fall, so kann dieses Gegenbeispiel im laufen-
den System nicht auftreten. Man bezeichnet solche ungültigen Gegenbeispiele auch als
False-Negative. Insofern ist BIMC ein orthogonaler Ansatz zum BMC. Es sei daran er-
innert, dass ein BMC-Gegenbeispiel die CTL-Formel widerlegt, ein BMC-Beweis aber
noch nicht hinreichend für die Allgemeingültigkeit der Formel ist.
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Abbildung 3.3: Iteratives Schaltungsmodell für BIMC über vier Takte

Es hat sich als praktikabel erwiesen, die Funktionpl aus der BIMC-Instanz nicht durch
Abrollen einer CTL-Formel zu ermitteln, sondern vom Anwender direkt als sogenann-
te beschränkte Intervall-Eigenschaft (engl. Bounded-Interval-Property) spezifizieren zu
lassen. In Definition 3.7 wird dies festgehalten.

Definition 3.7. (Intervall-Eigenschaft)
SeiD = (I, S, fS, F0, O, fO) ein Hardwaredesign. Eine Intervall-Eigenschaft der Länge
l ∈ IN ist eine Boolesche Funktion

p : I l+1 × Sl+2 × Ol+1 → IB.

Konvention: Oftmals wird eine Intervall-Eigenschaftp durch einen Term
für den Funktionswert p(i0, . . . , il, s0, . . . , sl+1, o0, . . . , ol) in den Variablen
i0, . . . , il, s0, . . . , sl+1, o0, . . . , ol spezifiziert. Um in der Notation anzudeuten, dass
eine gültige Intervall-Eigenschaft zu jedem Zeitpunktt jeder Berechnung des Designs
gilt, sagen wir fürj = 1, . . . , l:
ij , sj und oj sind Eingang, Zustand und Ausgang zum Zeitpunktt + j und schreiben
i@(t + j), s@(t + j) undo@(t + j).
Eine Intervall-Eigenschaftp der Längel ist genau dann gültig, wennp, durch das iterative
SchaltungsmodellfR,l beschränkt, stets den Wert1 annimmt, d.h.p(fR,l) = 1 gilt. Das
vollständige Entscheidungsproblem für eine Intervall-Eigenschaft ist in Abbildung 3.4
dargestellt. Eine Belegungx der Eingänges0, i0, i1, . . . , il−1 des iterativen Schaltungs-
modells, für diep(fR,l(x)) = 0 gilt, genügt deshalb zur Widerlegung der Eigenschaft.
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Abbildung 3.4: BIMC Problem über vier Takte

Beispiel 3.3.Für unser BeispielM aus Abbildung 3.1 wollen wir spezifizieren, dass man
zum Zeitpunktt + 3 im Zustand(1, 1) ist, falls zu keinem Zeitpunktt + k mit k = 0 . . . 2
eine Eingabex1 = 1 anliegt und zus̈atzlich im Intervall[t + 0, t + 1] einmal die Eingabe
x0 = 1 erfolgt ist.
Eine entsprechende Intervall-Eigenschaft lautet:

p = x1@(t + 0) + x1@(t + 1) + x1@(t + 2) · (x0@(t + 0) + x0@(t + 1))

⇒ (s1@(t + 3) · s0@(t + 3))

Dieses einfache Beispiel hat bereits eine typische Struktur für Eigenschaften, die bei der
Verifikation eines Designs überprüft werden. Es sollen die Verpflichtungen (engl. com-
mitments) rechts vom Implikationspfeil unter der Voraussetzung überprüft werden, dass
die Umgebung des Designs bestimmte Annahmen (engl. assumptions) links vom Implika-
tionspfeil erfüllt. Häufig werden dabei auch Einschränkungen bezüglich der Zustände des
Designs gemacht, in denen die Eigenschaft gelten soll. Durch diese Maßnahme können
False-Negatives vermieden werden. Benutzt man als Voraussetzungs0 ∈ S0, so kann man
mit BIMC das entsprechende BMC-Problem lösen. Auf diese Weise haben wir damit das
BMC-Problem als spezielles BIMC-Problem dargestellt.
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3.3.4 Temporale Induktion

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass BMC und BIMC zwei orthogonale Ver-
fahren zur Eigenschaftsprüfung in beschränkten Zeitintervallen sind. Indem man beide
Verfahren kombiniert, gelangt man zu den induktionsbasierten Verfahren. Solche Verfah-
ren sind BIMC überlegen, wenn es darum geht, Eigenschaftennachzuweisen, die nur für
erreichbare Zustände gelten. Die Induktion übernimmt hier in gewisser Weise die Analyse
der möglichen False-Negatives des BIMC-Verfahrens.
Dieser Abschnitt gibt deshalb einen̈Uberblick auf induktionsbasierte Verfahren zur Ei-
genschaftsprüfung, wie sie in [SSS00, ABE00] vorgeschlagen werden. Wir betrachten
dabei, ohne Beschränkung der Allgemeinheit, nur Eigenschaften, die sich über Zustands-
mengen charakterisieren lassen. Eine beliebige Intervall-Eigenschaftp der Längen kann
mit der MengeP ⊆ S aller Zustände identifiziert werden, für die es keine Widerlegungs-
sequenz((il, sl, ol) : l = 0 . . . n − 1) mit s0 ∈ P gibt.
Für ein DesignD = (I, S, δ, S0, O, λ) möchte man nun überprüfen, ob eine Eigenschaft
P in allen erreichbaren Zuständen gilt, d.h. obReachD ⊆ P gilt. In diesem Fall wird
das Design alsP -sicher bezeichnet. Die EigenschaftP wird im Folgenden mit der Menge
aller Zuständes ∈ S identifiziert, in denenP gilt. Die Zustände ausP werden ebenfalls
P -sicher genannt. Ein Pfad ist P-sicher, wenn jeder Zustand des Pfades inP liegt. Ist
aus dem Kontext klar, um welche Eigenschaft es sich handelt,werden Automaten und
Zustände sicher genannt. Das folgende Lemma nennt eine hinreichende Bedingung, unter
der ein AutomatP -sicher ist.

Lemma 3.1.Ein endlicher Automat istP -sicher, wenn die folgenden Bedingungen gelten:

• Alle Anfangszustände sindP -sicher, alsoS0 ⊆ P .

• Die Nachfolger einesP -sicheren Zustands ∈ S sind auchP -sicher, d.h.
s ∈ P ⇒ ∀i ∈ I : δ(s, i) ∈ P .

Eine EigenschaftP wird Invariante genannt, wenn die zweite Bedingung des Lemmas zu-
trifft. Eine Invariante, die alle Anfangszustände enthält, ist damit eine gültige Eigenschaft.
Umgekehrt ist aber nicht jede gültige Eigenschaft eine Invariante.
Das Zustandsdiagramm aus Abbildung 3.5 veranschaulicht dieses Problem und zeigt
damit die Unzulänglichkeit dieses Lemmas für die Eigenschaftsprüfung. Die gefärbten
Zustände stellen dabei die sicheren Zustände dar. Da der Nachfolger des sicheren Zu-
stands 011 nicht sicher ist, ist die zweite Bedingung von Lemma 3.1 verletzt. Trotzdem
ist der Automat offensichtlich sicher.
Dieses Problem kann behoben werden, indem ein längerer Induktionsanfang gewählt
wird. Dies wird im nächsten Lemma formuliert.
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Anfangszustand
010 001

101

100

110 011

111

000

Abbildung 3.5: Zustandsdiagramm eines 3 Bit Ringzählers

Lemma 3.2. Ein endlicher AutomatM ist P -sicher, wenn eine Induktionstiefek ≥ 0
existiert, so dass die folgenden Bedingungen gelten:

1.) Für alle Pfades0, s1, ..., sk von einem Anfangszustands0 ∈ S0 im Zustands-
übergangsgraphen vonM gilt P in allen Zusẗandensi.

2.) Gilt P für alle Zusẗande eines beliebigen Pfadess0, ..., sk im Zustands-
übergangsgraphen, dann sind auch alle Nachfolger vonsk P -sicher, d.h.
∀i ∈ I : δ(sk, i) ∈ P .

Beweis der Lemmata 3.1 und 3.2:
Lemma 3.1 folgt aus Lemma 3.2. Wir nehmen deshalb an, dass dieBedingungen aus Lem-
ma 3.2 gelten und der Automat unsicher ist. Da es sich um einenendlichen Automaten
handelt, gibt es deshalb eine endliche Widerlegungssequenz w für P mit den Zuständen
s0, . . . , sn. Nach Bedingung 1 mussn > k gelten, wobei die Zuständes0, . . . , sk alle si-
cher sind.n − k-malige Anwendung von Bedingung 2 liefert die Sicherheit der Zustände
sk+1, . . . , sn. Also istw keine Widerlegungssequenz und unsere ursprüngliche Annahme
ad absurdum geführt. Damit gilt das Lemma 3.2.2

Mit der Induktionstiefek = 2 lässt sich die Eigenschaft aus Abbildung 3.5 nun zeigen.
Allerdings ist dieses Kriterium immer noch nicht ausreichend, wie das Beispiel aus Ab-
bildung 3.6 zeigt.
Wieder ist der Automat eindeutig sicher. Durch die Selbstkante in Zustand 110 schei-
tert der Induktionsschluss allerdings für jede Induktionstiefek > 0. Um dieses Problem
zu lösen, muss das Kriterium weiter verschärft werden. Dadas Problem offensichtlich
durch Zyklen ausgelöst wird, liegt es nahe, diese im Induktionsschluss von Lemma 3.2 zu
verbieten.
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Abbildung 3.6: Zustandsdiagramm mit nicht erreichbarem P-sicherem Zyklus

Lemma 3.3. Ein endlicher AutomatM ist P -sicher, wenn eine Induktionstiefek ≥ 0
existiert, so dass die folgenden Bedingungen gelten:

1.) Für alle Pfade s0, s1, ..., sk von einem Anfangszustands0 ∈ S0 im Zu-
stands̈ubergangsgraphen vonM gilt P in allen Zusẗandensi.

2.) Gilt P für alle Zusẗande eines Pfadess0, ..., sk im Zustands̈ubergangsgraphen mit
paarweise verschiedenen Zuständensi, dann sind alle Nachfolger vonsk P -sicher,
d.h.∀i ∈ I : δ(sk, i) ∈ P .

Beweis für Lemma 3.3:
Da man aus einer Widerlegungssequenz stets alle Zyklen entfernen kann, um eine kürzere
und zyklenfreie Widerlegungssequenz zu erhalten, könnenwir im Beweis zu Lemma 3.2
auch eine azyklische Widerlegungssequenz fordern. Der Rest der Argumentation erfolgt
dann analog Lemma 3.2.2

Mit diesem Kriterium kann man jetzt die Sicherheit eines Automaten in jedem Fall zeigen.
Dazu mussk nur groß genug gewählt werden. Dies ist die Aussage von Lemma 3.4.

Lemma 3.4. Für jedenP -sicheren AutomatenM gibt es eine Induktionstiefek ≥ 0, so
dass die Bedingungen aus Lemma 3.3 gelten.

Beweis Lemma 3.4:
Wählek = |S|. Bedingung 1 ist erfüllt, daM nach Voraussetzung sicher ist. Bedingung 2
ist trivialerweise erfüllt, weil ein Pfad der Länge|S|+1 mindestens einen Zustand doppelt
enthält.2
Natürlich ist eine Induktionstiefek = |S| viel zu groß, um den Beweis einer Sicherheits-
eigenschaft effizient durchführen zu können.
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Zur Verifikation einer Sicherheitseigenschaft wird deshalb in der Regel eine Suche nach
einer Induktionstiefek durchgeführt, für die entweder beide Bedingungen aus Lemma 3.3
gelten oder die erste Bedingung verletzt ist. Im ersten Fallist die Eigenschaft bewiesen,
im zweiten widerlegt. Ein Algorithmus dazu ist in Tabelle 3.1 angegeben. Die Funktionen
induction base und induction step testen dabei die erste bzw. die zweite Bedingung des
Lemmas. Der Algorithmus lässt sich durch die Wahl der Startwertesstart k für k und die
Strategie zur Erhöhung vonk in der Funktionincrease parametrisieren.
Der Algorithmus terminiert bei gültigen Eigenschaften auf Grund von Lemma 3.4 und bei
ungültigen Eigenschaften, sobaldk die Länge des kürzesten Gegegenbeispiels erreicht.
Liefert der Algorithmus den Wert true, so sind beide Bedingungen von Lemma 3.3 erfüllt
und die Eigenschaft gilt. Andernfalls ist die erste Bedingung dieses Lemmas nicht erfüllt
und damit die Eigenschaft widerlegt. Also ist der Algorithmus korrekt.

induction(P)
{

k := start k;
while (induction base(P, k))
{

if (induction step(P, k))
return true;

else
increase(k);

}
return false;

}

Tabelle 3.1: Algorithmus zur induktionsbasierten Eigenschaftsprüfung

In der Praxis ist solch ein Algorithmus allerdings nur für kleine Induktionstiefen effizient.
Dies liegt in erster Linie am Wachstum der zu lösenden SAT-Instanzen. Für die Indukti-
onstiefek enthält die SAT-Instanzk + 2 Kopien der Zustandsübergangsfunktion und eine
quadratische Anzahl von Vergleichern. Dieses Wachstum istkritisch, da heutige SAT-
Solver eine Laufzeit haben, die exponentiell mit der Größeder Instanzen wächst. Darüber
hinaus erzeugen die Vergleiche zwischen den Zustandsvariablen global rekonvergente Si-
gnale, die sich ebenfalls negativ auf die Performanz des SAT-Solvers auswirken.
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Kapitel 4

Induktionsbasierte
Eigenschaftsprüfung

Induktionsbasierte Verfahren zur Eigenschaftsprüfung [ABE00,SSS00] sind nur dann ef-
fizient, wenn die benötigte Induktionstiefe klein bleibt.Hier ist es Stand der Technik,
dass der Anwender seine Eigenschaften mit zusätzlichen Bedingungen ausstattet, deren
Gültigkeit er für das Design annimmt. Im günstigsten Fall enthalten die Zusatzbedin-
gungen genug Erreichbarkeitsinformation, dass die neue Eigenschaft ausschließlich in
erreichbaren Zuständen gilt, und mit Induktionstiefek = 0 bewiesen werden kann. Zu-
mindest erhofft man sich, dass einzelne nicht erreichbare Zustände aus langen P-sicheren
Pfaden die zusätzlichen Bedingungen nicht erfüllen. Dadurch wird dann die Induktions-
tiefe wenigstens reduziert.
Die manuelle Bestimmung dieser Erreichbarkeitsinformation ist im Allgemeinen ein sehr
mühsamer Prozess. Bisher gibt es keine Verfahren, die diesen Schritt automatisieren. Le-
diglich für den Fall des induktionsbasiertenÄquivalenzvergleichs wurden in [BC00] In-
varianten generiert, die die Induktionstiefe klein halten. Jedoch lässt sich diese Methode
nicht direkt auf die Eigenschaftsprüfung übertragen.
Im Rahmen dieses Kapitels wird untersucht, welche Maßnahmen bei der Modellgenerie-
rung im Front-End des Eigenschaftsprüfers getroffen werden können, um die automati-
sche Generierung von Invarianten zu unterstützen und damit die manuelle Interaktion des
Benutzers mit dem Werkzeug zu vermeiden.
Die Zustandskodierung von Design-Komponenten wird dabei als Freiheitsgrad identifi-
ziert um geeignete Modelle für den Induktionsansatz zu erzeugen. Es ist festzustellen,
dass diese Kodierung unabhängig von der späteren Implementierung gewählt werden
kann, da Eigenschaften des Entwurfs verifiziert werden.
Die korrekte Implementierung durch ein Synthese-Werkzeugwird später mittels
Äquivalenzvergleich sichergestellt. Ziel muss es daher sein, die Zustandskodierung für die
Eigenschaftsprüfung so zu wählen, dass die Generierung von Invarianten unterstützt wird.
Hierbei kann unter anderem auf RT-Informationen zurückgegriffen werden. Des Weiteren
kann die Information über die Zustandskodierung unmittelbar als Invariante verwendet
werden.

49



50 KAPITEL 4. INDUKTIONSBASIERTE EIGENSCHAFTSPR̈UFUNG

Die hier gewählte Zustandskodierung erlaubt es, mit Hilfeder strukturellen Automaten-
traversierung [SK97, van98, WSK02, SWWK04], einëUberapproximation, d.h. eine
Obermenge, der Menge der erreichbaren Zustände zu berechnen und als Invariante für
den Induktionbeweis zu benutzen.

4.1 Zustandskodierung für Automatentraversierung

Die Zustandkodierung eines Designs kann die Performanz eines Verfahrens zur Erreich-
barkeitsanalyse beeinflussen. So wurde im Kontext dersymbolischen Automatentraversie-
rung in [KB01] gezeigt, dass Retiming einen großen Einfluss auf die Größe der entstehen-
den BDDs zur Repräsentation der Menge der erreichten Zust¨ande hat. Durch Verschieben
interner Register des Designs kann deren Anzahl und damit die erwartete Größe der BDDs
reduziert werden. Es ist klar, dass diese Form des Retiming die Zustandskodierung massiv
verändert.
In dieser Arbeit wird nun die Zustandskodierung so gewählt, dass die Induktionstiefek
des Induktionsbeweises reduziert wird. Dazu verwenden wirInformationen aus der RT-
Beschreibung und zusätzliche Erreichbarkeitsinformation, die wir mit einerstrukturel-
len Automatentraversierung[SK97, van98, WSK02, SWWK04] berechnen. Letztere lie-
fert nur dann befriedigende Ergebnisse, wenn die Zustandskodierung geeignet gewählt
wird.
Als erstes soll der Zusammenhang zwischen Erreichbarkeit und Induktionstiefe analy-
siert werden. Interessanterweise hängt die minimale Induktionstiefe zum Beweis einer
EigenschaftP bei einemP -sicheren AutomatenM nicht von der sequentiellen Tiefe des
Designs ab. Es sind vielmehr die nicht erreichbaren Zustände, die die Induktionstiefe be-
einflussen. So lässt sich z.B. der ExtremfallP = ReachM stets mit Induktionstiefek = 0
beweisen. Eine genaue Charakterisierung dieser Induktionstiefe liefert das folgende Theo-
rem.

Satz 4.1.Für jedenP -sicheren AutomatenM entspricht die minimale Induktionstiefek
der Länge des l̈angsten Pfadesp1, ..., pk mit folgenden Eigenschaften:

• pi 6= pj , für i 6= j

• pi ∈ P , für i ∈ {1...k}

• pk hat einen Nachfolgerpk+1 = δ(i, pk) mit pk+1 /∈ P .

Beweis zu Theorem 4.1:
Für die angegebene Induktionstiefe sind beide Kriterien des Lemma 3.3 erfüllt. Das erste
Kriterium folgt aus der Sicherheit des Automaten. Die zweite Bedingung ist erfüllt, da
sonst der o.g. Pfad nicht die maximale Länge hätte. Also ist k tatsächlich eine Induktions-
tiefe, für welche die Bedingungen aus Lemma 3.3 gelten. Für k′ < k ist nunpk−k′, ..., pk

ein Gegenbeispiel für die zweite Bedingung aus Lemma 3.3. Also istk minimal.2
Nach Theorem 4.1 hängt die Induktionstiefek also nur vonP -sicheren Zuständen ab,
die nicht erreichbar sind. Gibt es wenige unerreichbare Zustände, die der Eigenschaft
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genügen, kann man eine kleine Induktionstiefe erwarten. Daher macht es Sinn, eine Ei-
genschaft durch Erreichbarkeitsinformation zu verstärken. Dies wird bisher dem Benutzer
überlassen. Wir werden nun für die beiden häufigsten Zustandskodierungen angeben, wie
diese Information automatisch generiert werden kann.

4.1.1 Bin̈are Kodierung

Bei der binären Kodierung eines Automaten mitn Zuständen wird ein RegisterR[0, ..., m]
mit m = ⌈log2(n)⌉ angelegt und die Zustände durch die Binärdarstellung von0, ..., n− 1
repräsentiert. Die Anzahl der Zustände ist auf RT-Ebene in der Regel bekannt. Die damit
verstärkte Eigenschaft lautet deshalb:

P ′ = P ∧ (n >
m

∑

i=0

2iR[i]). (4.1)

Besteht das Design nur aus einem einzigen Automaten, so wirdP ′ nur in erreichbaren
Zuständen gelten, es sei denn, der Designer hat explizit nicht erreichbare Zustände dekla-
riert. Auf jeden Fall gilt die EigenschaftP ′ nicht mehr in Zuständen, die entstehen, weil
die Anzahl der Zustände keine Zweierpotenz ist und daher das Register nicht voll genutzt
wird. In vielen praktisch relevanten Fällen wird diese Verstärkung also die Induktionstiefe
aufk = 0 reduzieren. Hat der Designer doch einzelne unerreichbare Zustände deklariert,
so kann man trotzdem eine Reduktion der Induktionstiefe erwarten.
Wir wenden uns nun dem wichtigeren Fall zu, dass das Design mehrere Automaten
enthält, die von einander abhängen. Die einfachste Form der Automatenkopplung erhält
man durch Verwendung gemeinsamer Eingänge. Abbildung 4.1zeigt zwei solche Auto-
maten. Diese Automaten haben unabhängige Eingängex1 und x2 und eine Menge ge-
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Abbildung 4.1: Gekoppelte Automaten mit unabhängigen Eingängen

meinsamer Eingängex. Formal definieren wir gekoppelte Automaten wie folgt:
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Definition 4.1. SeienA, B endliche Automaten mit:

• A = (X2 × X, SA, δA, SA0
, OA, λA) und

• B = (X1 × X, SB, δB, SB0
, OB, λB).

Ferner seiM = (I, S, δ, S0, O, λ) ein Automat mit:

• I = X1 × X2 × X,

• S = SA × SB,

• δ((sA, sB), (x1, x2, x))
= (δA(sA, (x2, x)), δB(sB, (x1, x)))

• S0 = SA0
× SB0

• O = OA × OB

• λ((sA, sB), (x1, x2, x))
= (λA(sA, (x2, x)), λB(sB, (x1, x))).

Dann heißt M partiell gekoppelter Automat ausA undB.

Diese Definition erlaubt zwei Extremfälle. IstX = ∅, so sind die Automaten unabhängig
und alle Zustände des Produktraums erreichbar. Genauer gilt: ReachM = ReachA ×
ReachB. In diesem Fall zahlt sich die Verstärkung einer Eigenschaft mit den Schranken
aus Gleichung (4.1) aus.
Im anderen Extremfall gibt es keine unabhängigen Eingänge, d.h.,X1 = X2 = ∅. Dann
ist M eine Produktmaschine wie beim̈Aquivalenzvergleich. Allerdings können wir bei
der Eigenschaftsprüfung nicht davon ausgehen, dass die beteiligten Automaten irgend-
welche strukturellen̈Ahnlichkeiten aufweisen, wie dies beim̈Aquivalenzvergleich ausge-
nutzt wird.
An dieser Stelle können wir also lediglich festhalten, dassReachM ⊆ ReachA×ReachB

gilt. Gleichung (4.1) reicht also im Allgemeinen nicht zur vollständigen Charakterisie-
rung vonReachM aus. Damit können die Induktionstiefen beliebig groß werden. Weitere
Möglichkeiten der Automatenkopplung entstehen, wenn manAusgänge eines Automaten
als Eingänge eines anderen Automaten verwendet. Hierbei muss beachtet werden, dass
durch diese Verschaltung keine rein kombinatorischen Rückkopplungen entstehen dürfen.
Eine detaillierte Einführung in kommunizierende Automaten findet sich in [Kur94].

4.1.2 One-hot-Kodierung

Um die Komplexität moderner Anwendungen, z.B. in der Telekommunikation,
bewältigen zu können, enthalten Designs häufig eine große Anzahl miteinander kom-
munizierender Automaten. Dabei sind die einzelnen Automaten relativ klein, damit der
Designer ihre Funktion gut überblicken kann. In diesem Fall kann man sich eine One-
hot-Kodierung für die Komponenten des Designs leisten. Der Vorteil dieser Kodierung
besteht darhin, dass jeder Zustand durch ein explizites Register dargestellt wird.
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Definition 4.2. (One-hot-Kodierung)
Ein DesignM = (IBn, IBk, fS, S0 ⊆ IBk, IBm, fO) ist one-hot kodiert genau dann, wenn

ReachM ⊆ {(δi,j|i = 1 . . . k)|j = 1 . . . k} mit δi,j =

{

1, i = j

0, i 6= j
gilt.

Bemerkungen:
Das Symbolδi,j aus dieser Definition wird Kronecker-Symbol genannt. Ist ein Design
one-hot kodiert, sagen wir, der Zustandsi = (δi,j|j = 1 . . . k) ∈ ReachM wird durch das
RegisterfSi kodiert.
Die Attraktivität dieser Kodierung im Hinblick auf unser Ziel, Erreichbarkeitsinformation
zu berechnen, soll nun kurz motiviert werden. Dazu betrachten wir die Zustandsdiagram-
me aus Abbildung 4.2.
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Abbildung 4.2: Beispiel gekoppelter Automaten

Wir nehmen an, dassx gemeinsamer Eingang der beiden Automaten ist undx1 undx2 un-
abhängig sind. Man sieht leicht, dass der Zustand(2, 2) des gekoppelten Automaten nie-
mals erreicht wird. Bei einer binären Kodierung wird dieseInformation über alle Register
des Designs verteilt. In diesem Fall würde man die Automaten durch Registerri[1 : 0] rea-
lisieren, und die gerade genannte Abhängigkeit ließe sichdurch folgende Implikationen
beschreiben:

r1[1] ∧ r1[0] ⇒ r2[0] ∨ r2[1] undr2[1] ∧ r2[0] ⇒ r1[0] ∨ r1[1].

In diesen Implikationen besteht die Voraussetzung aus einer Konjunktion mehrerer Lite-
rale. Die Berechnung solcher Multiliteralimplikationen ist sehr aufwendig. Kodiert man
die Automaten one-hot, so erhält man zwei Registerr1[2], r2[2], die jeweils den Zustand
2 repräsentieren. Die o.g. Abhängigkeiten lassen sich damit durch die einfachen Implika-
tionenr1[2] ⇒ r2[2] undr2[2] ⇒ r1[2] darstellen. Implikationen dieses Typs lassen sich
mit Hilfe der strukturellen Automatentraversierung effizient berechnen.
Bei paarweiser Abhängigkeit der beteiligten Automaten kann die Menge der erreichba-
ren Zustände sogar exakt durch solche Implikationen beschrieben werden. Damit ist eine
Reduktion der Induktionstiefe aufk = 0 möglich.
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Satz 4.2. Ein DesignM ist genau dann one-hot kodiert, wenn für alle erreichbaren
Zusẗande(s1, . . . , sk) ∈ ReachM ⊆ IBk die Implikationensj ⇒ si für alle i 6= j gelten
und stets einsl = 1 existiert.

Beweis von Theorem 4.2:
Wir nehmen zunächst an,M sei one-hot kodiert. Für(s1, . . . , sk) ∈ ReachM ⊆ IBk

gilt dann aufgrund der One-hot-Kodierung:si = δi,l und sj = δj,l für ein l ∈ 1 . . . k.
Damit gilt si + sj für i 6= j, also die Implikation. Außerdem existiert für alle erreichbaren
Zustände einl mit sl = δl,l = 1. Setzen wir für(s1, . . . , sk) ∈ ReachM ⊆ IBk umgekehrt
die Implikationsj ⇒ si für alle i 6= j sowiesl = 1 voraus, so gilt stetssj = δj,l. Also ist
das Design one-hot kodiert.2

Theorem 4.2 besagt, dass sich die one-hot Eigenschaft einesDesigns mitk Registern
durch Implikationen und eine zusätzliche Klausels1 + · · · + sk repräsentieren lässt.

Satz 4.3.SeienM1, M2 one-hot kodierte Designs mit den Registernri[1 . . . ki](i = 1, 2)
undM der gekoppelte Automat ausM1 undM2. Die Menge der erreichbaren Zustände
vonM lässt sich durch eine Menge von ImplikationenI zwischen den Registernr1 undr2

und eine Menge konstanter RegisterC0 (mit Wert 0) exakt darstellen.

Beweis von Theorem 4.3:
Für alle Zustände(s1, s2) ∈ (ReachM1

×ReachM2
)\ReachM , enthalteI die Implikation

r1 ⇒ r2 und r2 ⇒ r1 der entsprechenden Register. Ferner seiπk die Projektion von
ReachM auf ReachMk

. Für alle Zustände aussk ∈ ReachMk
\ πk(ReachM) enthalteC0

das entsprechende Registerrk.
Wir zeigen nun, dass die MengenI undC0 zusammen mit der one-hot Eigenschaft der
KomponentenMi die ZustandsmengeReachM exakt beschreiben, d.h. es gilt für alle
Zustände(s1, s2) ∈ ReachM1

× ReachM2
:

(s1, s2) ∈ ReachM ⇔ r1, r2 /∈ C0 · (r1 ⇒ r2) /∈ I · (r2 ⇒ r1) /∈ I

wobeis1 durchr1 unds2 durchr2 kodiert sei.
⇒: Sei(s1, s2) ∈ ReachM . Also ists1 ∈ π1(ReachM ) unds2 ∈ π2(ReachM) und somit
r1, r2 /∈ C0. (r1 ⇒ r2) /∈ I und(r2 ⇒ r1) /∈ I folgt unmittelbar aus der Definition vonI.
⇐: Wir nehmen an, dassr1, r2 /∈ C0, (r1 ⇒ r2) /∈ I und(r2 ⇒ r1) /∈ I gilt. Ist (s1, s2) /∈
ReachM folgt sofort(r1 ⇒ r2) ∈ I und(r2 ⇒ r1) ∈ I. Dies ist ein Widerspruch, womit
(s1, s2) ∈ ReachM folgt. 2

Theorem 4.3 besagt in Verbindung mit Theorem 4.2, dass Implikationen, Konstanten und
zwei Klauseln eine exakte Darstellung des Zustandsraums zweier gekoppelter Automaten
zulassen. Damit eignet sich die hier vorgeschlagene Vorgehensweise insbesondere für die
Überprüfung paarweiser Abhängigkeiten, wie Bus-Konflikten, Acknowledge-Requests
etc..
Bei komplexeren Abhängigkeiten zwischen mehr als zwei Automaten ist die exakte Dar-
stellung des Zustandsraumes durch einfache Implikationenim Allgemeinen nicht mehr
möglich, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 4.1.Wir betrachten einen AutomatenM mit KomponentenA,B undC. Ferner
existiere ein Zustand(sA, sB, sC) ∈ ReachA × ReachB × ReachC , so dassReachM =
ReachA × ReachB × ReachC \ {(sA, sB, sC)} gilt.

Mit anderen Worten, in der UmgebungM erreichtC den ZustandsC nur dann, wennA
undB nicht gleichzeitig in den ZuständensA bzw.sB sind. Es gelten also die Multiliteral-
implikationenrA ·rB ⇒ rC , rA ·rC ⇒ rB undrB ·rC ⇒ rA. Durch einfache Implikationen
kann dieser Sachverhalt nicht dargestellt werden.
Es zeigt sich jedoch in den Experimenten, dass Implikationen auch im Fall komplexe-
rer Abhängigkeiten zumindest eineÜberapproximation des Zustandsraumes erlauben, die
ausreicht, um die Induktionstiefe drastisch zu reduzieren.

4.2 Strukturelle Automatentraversierung

Ein Verfahren zur effizienten Berechnung einer solchenÜberapproximation ist diestruk-
turelle Automatentraversierung. Eine detaillierte Beschreibung dieses Verfahrens findet
der Leser in [SWWK04]. Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Variante dieses Verfah-
rens implementiert, mit der sich insbesondere Implikationsbeziehungen zwischen Regis-
tern eines Designs berechnen lassen.

4.2.1 Automatentraversierung mit dem iterativen Schaltungsmodell

Zur Erreichbarkeitsanalyse für einen endlichen Automaten, wird in der Regel der Zu-
standsübergangsgraph durchlaufen und die dabei auftretenden Zustände in einer geeigne-
ten Datenstruktur festgehalten. Dies nennt man dann eine Traversierung des Automaten.
Verfahren zur Traversierung eines endlichen Automaten benötigen somit eine Datenstruk-
tur zur Darstellung von Zustandsmengen des Automaten. Liegt der Automat als Schaltung
vor, stellt sich die Frage, wie die Struktur dieser Schaltung ausgenutzt werden kann, um
solche Zustandsmengen darzustellen. Dass dies in der Tat m¨oglich ist, kann man sich an
Hand des iterativen Schaltungsmodells aus Abschnitt 3.3.2leicht überlegen.
Die Schaltfunktion des iterativen Schaltungsmodells eines bounded model checkers bildet
danach Eingabefolgeni0, . . . , it auf Zuständest und Ausgabefolgeno0, . . . , ot ab. In Ab-
bildung 4.3 ist noch einmal ein solches Modell für vier Takte dargestellt. Beschränkt man
sich auf die Abbildung deri0, . . . , it auf die Zuständest und betrachtet das Bild dieser
Abbildung, dann sind darin genau die Zustände der Schaltung enthalten, die nach genau
t Takten in der Schaltung erreichbar sind. Das iterative Schaltungsmodell der Länget ist
damit eine Darstellung der MengeR(t) aller Zustände, die nach exaktt Takten erreicht
werden.
Wir halten dies in der folgenden Definition fest:

Definition 4.3. (Menge erreichbarer Zustände)
Die Menge RM(t) bezeichnet die Menge aller Zustände, die nach genaut Zu-
stands̈uberg̈angen von einem Anfangszustand eines endlichen AutomatenM erreichbar
sind.
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Abbildung 4.3: Iteratives Schaltungsmodell über vier Takte

Bemerkung:
Ist aus dem Kontext klar, auf welchen AutomatenM sich die betrachteten Zustandsmen-
gen beziehen, wird die SchreibweiseR(t) := RM (t) verwendet.
Da wir von einem endlichen AutomatenM ausgehen, gibt es für jeden Zustands ∈
ReachM einen Zeitpunktts mit s ∈ R(ts). Die FolgeR(t) durchläuft den Zustandsgra-
phen vonM und besucht dabei jeden erreichbaren Zustand. Damit lässtsich in natürlicher
Weise der Algorithmus aus Tabelle 4.1 zur Traversierung desAutomaten formulieren.

FSM traversal(δ, S0)
{

t := 0;
R(t) := S0; /* initial state set */
repeat

t := t + 1;
R(t) := new states(δ, R(t−1));

until finished({R(0), R(1), . . ., R(t)}, t);
}

Tabelle 4.1: (Vorwärts-)traverierung eines Automaten

Dieser Algorithmus unterscheidet sich von den üblichen (BDD-basierten) Traversie-
rungsalgorithmen für endliche Automaten in der Art und Weise, wie die Funktionen
new states() und finished() implementiert sind. In jeder Iteration des Algorithmus wird
in new states() eine neue Kopie der Zustandsübergangsfunktion an das iterative Schal-
tungsmodell angefügt. Die Funktion berechnet also das Bild der MengeRM(t − 1) unter
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dieser Funktion:
new states(δ, S) := img(δ, S).

Hier unterscheidet sich die Vorgehensweise von der klassischen Implementierung, die
eine Vereinigung der MengeS mit ihrem Bild img(δ, S) durchführt.
Natürlich ist dieses einfache Abrollen des Automaten nur sehr begrenzt praktikabel. Zum
einen wächst das iterative Schaltungsmodell linear mit der Anzahl der Iterationen, was
zu einem konstanten Wachstum der Repräsentation der Zustandsmenge führt. Dies ist für
große Designs nicht sehr lange handhabbar. Zum anderen ist ad hoc nicht klar, wann alle
Zustände besucht wurden und die Iteration abgebrochen werden kann.

4.2.2 Existenzielle Quantifizierung

Die Frage nach dem Abbruchkriterium für die Iteration steht in enger Beziehung zum
Konvergenzverhalten der ZustandsmengenR(t). In [SK00, SWWK04] findet man eine
Analyse dieses Konvergenzverhaltens. Dort wird gezeigt, dass für jeden Automaten ein
Zeitpunkttfix und eine OszilationsperiodeT mit

R(t) = R(t − T ) für t ≥ tfix

existiert. Zu diesem Zeitpunkt sind alle erreichbaren Zustände besucht worden. Das Ab-
bruchkriterium für die Iteration lautet damit:

finished() := (existsT such thatR(t) = R(t − T )).
Interessanterweise kann man für die meisten praktischen Schaltungen eine kleine Oszila-
tionsperiodeT erwarten. Für viele Schaltungen wird diese sogar den Wert 1annehmen.
Hierzu genügt es zum Beispiel, dass die Schaltung einen Reset-Eingang hat oder im Zu-
standsübergangsgraphen ein anderer Zyklus der Länge1 vorhanden ist.
Als nächstes soll kurz der Frage nachgegangen werden, wie die oben genannte Abbruch-
bedingung ausgewertet werden kann. Dies ist anhand der nicht kanonischen Darstellung
durch das iterative Schaltungsmodell natürlich schwieriger als für eine kanonische Dar-
stellung wie beispielsweise BDDs. Zur Fixpunkterkennung muss untersucht werden, ob
die iterativen Schaltungsmodelle der Länget undt + T das gleiche Bild besitzen.
Um dies zu erkennen, führt man eine strukturelle Art der existenziellen Quantifizierung
ein. Dabei wird eine funktionale Dekomposition des iterativen Schaltungsmodells mit
einem Schnitt durch die Schaltung kombiniert, wie dies in Abbildung 4.4 dargestellt ist.
Der obere Teil der Abbildung 4.4 stellt ein iteratives Schaltungsmodell dar. Dieses wird
nun zerlegt in eine bildäquivalente Schaltung (engl. stubcircuit) und eine Restschal-
tungR. Durch Entfernen der Restschaltung verliert man dann die Abhängigkeiten der Zu-
standsvariablen von den Originaleingängen des Schaltungsmodells. Das Bild der Schal-
tung, auf dem momentan unser Fokus liegt, bleibt allerdingserhalten. Der Schnitt durch
die dekomponierte Schaltung führt also eine Art existentielle Quantifizierung durch und
vereinfacht die Darstellung der Zustandsmenge. Diestub-Schaltung kann im weiteren
Verfahren anstatt des iterativen Schaltungsmodells verwendet werden.
Neben dieser Vereinfachung erleichtert diese Dekomposition auch die Erkennung des Fix-
punktes. Gelingt es, für die Darstellungen vonR(t) undR(t + T ) die gleichen Dekom-
positionsschritte durchzuführen, so ist der Fixpunkt erreicht.
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Abbildung 4.4: Strukturelle Form der existenziellen Quantifizierung

Bleibt die Frage offen, wie die bildäquivalente Schaltungberechnet werden kann. Dies
ist ein sehr schwieriges Problem, welchem in [Sto99] nachgegangen wurde. Das dort vor-
gestellte exakte Verfahren ist allerdings für eine praktische Anwendung nicht einsetzbar.
Jedoch sind inzwischen eine Reihe anwendungsspezifischer Approximationen entwickelt
worden.
Eine Möglichkeit zur Approximation besteht darin,Äquivalenzen, Konstanten und Im-
plikationen zwischen internen Signalen des iterativen Schaltungsmodells zu bestim-
men und als zusätzliche Constraints in der Schaltungsdarstellung abzuspeichern. Jeder
Schnitt durch die Schaltung führt dann zu einerÜberapproximation der Zustandsmen-
ge, da die Abhängigkeiten zwischen den Signalen entlang des Schnitts verloren geht
und deshalb mehr Werte an diestub-Schaltung angelegt werden können. Die gespeicher-
ten Äquivalenz- bzw. Implikationsbeziehungen zwischen einzelnen Signalen derstub-
Schaltung bleiben allerdings als zusätzliche Randbedingungen erhalten. Es sind also
nur solche Eingangswerte erlaubt, die diese Abhängigkeiten respektieren. Gelingt es
nun im nächsten Schritt der Iteration, die gleichen Beziehungen für die Signale der
nächstenÜbergangsfunktion erneut zu beweisen und den Schnitt an derselben Stelle
durchzuführen, so ist ein Fixpunkt erreicht und derstub bildet zusammen mit den dar-
in gespeicherten Abhängigkeiten eineÜberapproximation für die Menge der erreichba-
ren Zustände. In der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Variante der strukturellen
Automatentraversierung für die Eigenschaftsprüfung wird nun der Schnitt immer entlang
der ursprünglichen Registerpositionen vorgenommen, so dass sich die Fixpunkterkennung
darauf reduziert, die gleichen Implikationen erneut zu beweisen.
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4.3 Implementierung des Eigenschaftsprüfers

An dieser Stelle soll auf die Implementierung des induktionsbasierten Eigenschaftsprüfers
eingegangen werden, mit dem die vorgeschlagene Vorgehensweise experimentell evalu-
iert wurde [WSK03, WSK04b]. Der Flussplan aus Abbildung 4.5visualisiert den Ablauf
dieses Werkzeugs.

Für alle binär kodierten Automaten: 
    verstärke Eigenschaft mit Schranke

 Strukturelle Automatentraversierung

 Verstärke Eigenschaft mit Implikationen

Beweise Eigenschaft mit Induktion

Füge Eigenschaft in RTL−Code ein

− binärer Kodierung für große Automaten
Synthese für Verifikation mit:

− one−hot −Kodierung für kleine Automaten

Abbildung 4.5: Flussdiagramm für Eigenschaftsprüfung

Zunächst wird eine Monitorschaltung zur Auswertung der Eigenschaft zur RT-
Beschreibung des Designs hinzugefügt. Das Front-End eines industriellen Eigen-
schaftsprüfers wird anschließend genutzt, um das Design in eine Gatternetzliste zu
übersetzen. Dabei wird für Komponenten des Designs die one-hot Zustandskodierung
verwendet, sofern die Anzahl der Zustände dies zulässt. Andernfalls wird die binäre Ko-
dierung verwendet. An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass die Zustands-
kodierung während der Eigenschaftsprüfung unabhängigvon der späteren Implementie-
rung gewählt werden darf.



60 KAPITEL 4. INDUKTIONSBASIERTE EIGENSCHAFTSPR̈UFUNG

Für binär kodierte Designkomponenten wird die obere Schranke des genutzten Wer-
tebereichs der Zustandsvariablen aus Gleichung (4.1) zur Verstärkung der Eigenschaft
herangezogen. Zuletzt wird eine strukturelle Automatentraversierung durchgeführt, und
die dabei ermittelten Konstanten und Implikationen werdenzur Eigenschaft hinzugefügt.
Natürlich wird auch die one-hot-Eigenschaft der entsprechenden Register zur Verstärkung
der Eigenschaft herangezogen.
Zuletzt wird ein Induktionsbeweis auf dem so entstandenen sequentiellen Modell von
Design und Eigenschaft durchgeführt. Dabei starten wir mit Induktionstiefe 0 und erhöhen
diese sukzessiv, bis ein Beweis oder ein Gegenbeispiel gefunden wurde. Gelingt dies bis
zu einer benutzerdefinierten maximalen Induktionstiefe nicht, so wird der Beweis ohne
Ergebnis abgebrochen.
Die Erfüllbarkeitsbeweise in jeder Iteration des Induktionsbeweises werden mit Hilfe des
SAT-Solvers ZCHAFF [MMZ+01] durchgeführt. Dieser Solver ist nach wie vor einer der
performantesten verfügbaren und quelloffenen Solver. Zur Berechnung der Implikatio-
nen während der strukturellen Automatentraversierung wird Recursive Learning[KP94]
verwendet.

4.4 Experimentelle Ergebnisse

Das vorgeschlagene Verfahren wurde mit einer Reihe von Benchmark-Schaltungen und
dazugehörigen Eigenschaften evaluiert. Bei diesen Schaltungen stoßen sowohl die ein-
fache induktionsbasierte Eigenschaftsprüfung, als auchdie symbolische Modellprüfung
an ihre Grenzen. Dies ist zum Beispiel bei großen Modulo-(2k + 2k−1)-Zählern der Fall.
Da die Anzahl der Zustände exponentiell mitk wächst, scheidet die One-hot-Kodierung
schon für kleinek aus. Für die binäre Kodierung werdenk + 1 Register benötigt. Es
entstehen also2k+1 Zustände. Will man nun beweisen, dass der Zustand2k+1 − 1 nicht
erreichbar ist, so benötigt die reine Induktionsmethode eine Induktionstiefe von2k − 1.
Die Verstärkung der Eigenschaft durch die obere Schranke reduziert diese Induktionstie-
fe aufk = 0. Die folgende Tabelle 4.6 zeigt Laufzeiten und Induktionstiefen für einige
Werte vonk. Dabei bezeichnetP die ursprüngliche Eigenschaft undP ′ die verstärkte
Eigenschaft.
Das zweite untersuchte Design enthält nun zwei Zähler, wobei der erste vorwärts von
0 bis 2k − 1 zählt und der zweite rückwärts von2k − 1 bis 0 zählt. Dadurch ist für
k > 1 gesichert, dass der Zustand(0, 1) des kombinierten Automaten niemals erreicht
wird. Tabelle 4.7 zeigt die Induktionstiefen und Laufzeiten für dieses Problem, wobeiP
und P ′ wieder die ursprüngliche bzw. verstärkte Eigenschaft referenzieren. Die Tabelle
zeigt recht anschaulich die Grenzen induktionsbasierter Eigenschaftsprüfung, wenn nur
die Beschränkung des Wertebereichs für einzelne Zustandsvariablen zur Eigenschafts-
verstärkung herangezogen wird.
Das nun anschließende Beispiel ist durch ein industriellesDesign aus einer Telekom-
munikationsanwendung motiviert. In diesem Design gibt es sehr viele Instanzen eines
Automaten mit relativ wenigen Zuständen. Um dies nachzuahmen, wurde ein Design ent-



4.4. EXPERIMENTELLE ERGEBNISSE 61

k Induktionstiefe CPU-Zeit (hh:mm:ss)
P P’ P P’

5 15 0 00:01 <00:01
6 31 0 00:07 <00:01
7 63 0 01:53 <00:01
8 127 0 11:58:33 <00:01

15 >1000 0 abgebrochen <00:01
23 >1000 0 abgebrochen 00:01
30 >1000 0 abgebrochen 00:03

Abbildung 4.6: Ergebnisse für Modulo-2
k + 2

k−1-Zähler

k Induktionstiefe CPU-Zeit (hh:mm:ss)
P P’ P P’

5 63 33 0:04:06 0:00:33
6 127 65 1:32:31 0:10:36
7 255 129 abgebrochen 3:33:24

15 >1000 >1000 abgebrochen abgebrochen

Abbildung 4.7: Ergebnisse bei gekoppelten Modulo-2
k + 1-Zählern

worfen, in dem der Automat aus Abbildung 4.8 mehrfach instantiiert wurde.
Jede Instanz des Automaten hat einen unabhängigen Eingang. Wenn dieser Eingang ge-
setzt ist, sendet der Automat ein Request, um eine Ressourcezu belegen. Diese wird von
einem Arbiter entgegengenommen, der bei freier Ressource ein grant-Signal setzt. Au-
ßerdem setzt der Arbiter ein finish-Signal, wenn ein zweiterRequest für die Ressource
ansteht. Nach einem Bearbeitungs- und Ausgabetakt überprüft jede Automateninstanz,
ob dies der Fall ist und gibt gegebenenfalls die Ressource anden Arbiter zurück.
Im Folgenden bezeichnetk stets die Anzahl der Instanzen des Automaten. Wir überprüfen
den gegenseitigen Ausschluss der Instanzen im Zustandrun. Damit überprüfen wir nicht
nur, dass der Arbiter korrekt arbeitet, sondern auch, dass die Instanzen des Automaten die
Arbiter-Signale richtig verarbeiten.
Zum Abschluss der Evaluierung wurde der Arbiter durch einen2-Ressourcen-Arbiter er-
setzt. Dieser verwaltet zwei identische Ressourcen. Damitlautet die zu verifizierende Ei-
genschaft, dass niemals mehr als zwei Automaten im Zustandrun sind. Diese Eigenschaft
ist nicht binär, weshalb die Menge der erreichbaren Zustände im Design durch Implikatio-
nen zwischen Registern nicht exakt dargestellt werden kann. Trotzdem zeigen die Ergeb-
nisse, dass diestrukturelle Automatentraversierungeine guteÜberapproximation dieses
Zustandsraums liefert und die Induktionstiefe signifikantreduziert.
In den Tabellen 4.9 und 4.10 ist zunächst die Anzahl der Register der Modelle für dieses
Beispiel festgehalten. Die Modelle, die vom Front-End generiert wurden, enthalten bis zu
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output

input

grant

finish

grantinput

finish

idle request

runready

Abbildung 4.8: Zustandsübergangsdiagramm einer Automateninstanz

170 Register. Damit sind die größeren Beispiele auch mit symbolischen Methoden nicht
zu behandeln.

k Kod. # Reg. Kod. # Reg.
2 B 19 O 23
4 B 41 O 49
8 B 78 O 94

16 B 138 O 170

Abbildung 4.9: Größe des gekoppelten Automaten mit binären Abhängigkeiten

k Kod. # Reg. Kod. # Reg.
4 B 47 O 63
5 B 52 O 74
6 B 63 O 92
7 B 72 O 109

Abbildung 4.10: Größe des gekoppelten Automaten mit nicht-binären Abhängigkeiten
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Die Ergebnistabellen 4.11 und 4.13 sind wie folgt aufgebaut:

• Die erste Spalte gibt die Anzahl der Automaten an.

• Die Spalten zwei und fünf geben die Kodierung der einzelnenAutomaten an
((B)inär/(O)ne-hot).

• Die Spalten drei und sechs enthalten die Induktionstiefe f¨ur den Beweis der Origi-
naleigenschaft.

• Die Spalten vier und sieben enthalten die gleiche Information für die Eigenschaft
nach Verstärkung mit den Implikationen aus der strukturellen Automatentraversie-
rung.

Die Tabellen 4.12 und 4.14 sind ähnlich strukturiert. Allerdings wird hier die CPU-Zeit
angegeben.
Anhand der Ergebnisse dieses Kapitels wird deutlich, dass sich die strukturelle Auto-
matentraversierung zur Generierung kraftvoller Invarianten eignet. Optimale Invarianten
werden generiert, wenn die Komponenten des Designs eine Kodierung aufweisen, die
eine exakte Darstellung oder zumindest eine Approximationdes Zustandsraums durch
Implikationen erlaubt. Dies ist bei der One-hot-Kodierungder Fall.
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k Induktionstiefe
enc P P∧Impl enc P P∧Impl

2 B 14 14 O 14 0
4 B 28 20 O 28 0
8 B >40 >40 O >40 0

16 B >40 >40 O >40 0

Abbildung 4.11: Induktionstiefe bei binären Abhängigkeiten

k CPU-Zeit (mm:ss)
enc P P∧Impl enc P P∧Impl

2 B 00:09 0:00:11 O 00:13 00:01
4 B 40:05 0:04:53 O 41:57 00:08
8 B abgebrochen abgebrochen O abgebrochen 01:25

16 B abgebrochen abgebrochen O abgebrochen 06:56

Abbildung 4.12: CPU-Zeiten bei binären Abhängigkeiten
k Induktionstiefe

enc P P∧Impl enc P P∧Impl
4 B >32 24 O >32 3
5 B >32 26 O >32 3
6 B >32 21 O >32 3
7 B >32 >27 O >32 3

Abbildung 4.13: Induktionstiefe bei nicht binären Eigenschaften

k CPU-Zeit (hh:mm:ss)
enc P P∧Impl enc P P∧Impl

4 B abgebrochen 0:56:02 O abgebrochen 0:00:57
5 B abgebrochen 2:49:22 O abgebrochen 0:01:16
6 B abgebrochen 10:09:31 O abgebrochen 0:02:15
7 B abgebrochen abgebrochen O abgebrochen 0:05:59

Abbildung 4.14: CPU-Zeiten bei nicht binären Abhängigkeiten



Kapitel 5

Arithmetische Schaltungen

Obwohl sich Eigenschaften arithmetischer Schaltungen sehr gut in beschränkten
Zeitintervallen formulieren lassen, stößt der BIMC-Ansatz auch hier auf Komple-
xitätsprobleme. Grund dafür sind die bekannten Schwierigkeiten, die SAT-Solver beim
Umgang mit Arithmetik haben. In der Regel scheitern diese Solver deshalb beim Beweis
von Eigenschaften für arithmetische Schaltungen. Um dieser Problematik zu begegnen
können bereits bei der Modellgenerierung im Frondend des Eigenschaftsprüfers Maßnah-
men getroffen werden. Es wird in diesem Kapitel eine Normalisierungstechnik vorge-
stellt. Dieses Verfahren arbeitet auf einerarithmetischen Bitebenen-Beschreibung (engl.
arithmetic bit level description, ABL)für die entsprechenden Teile von Eigenschaft und
Schaltung. Eine solche Beschreibung erlaubt eine einheitliche Modellierung arithmeti-
scher Einheiten sowohl der Bitebene als auch der Wortebene.Damit wird der Notwen-
digkeit Rechnung getragen, dass Designs für arithmetische Schaltungen aus Performanz-
gründen häufig auf der Bitebene entworfen werden. Es wird ausgenutzt, dass die Arith-
metik in solchen Entwürfen in der Regel aus elementaren arithmetischen Funktionen der
Bitebene zusammengesetzt wird. Ist dies der Fall, kann die ABL leicht im Front-End des
Eigenschaftsprüfers generiert werden. Die vorgeschlagene Normalisierung [WSK05] ver-
einfacht die zu lösenden SAT-Instanzen dramatisch. Dadurch ist es erstmals möglich, die
Integer-Pipeline eines komplexen industriellen Mikroprozessors mit zusätzlicher Funk-
tionalität für die digitale Signalverarbeitung (DSP) vollständig formal zu verifizieren.

5.1 Eigenschaften arithmetischer Schaltungen

An dieser Stelle werden zunächst Eigenschaften analysiert, wie sie bei der Verifikation
arithmetischer Schaltungen typischerweise auftreten. Zur Spezifikation solcher Intervall-
Eigenschaften verwenden wir die Eigenschaftssprache ITL des Eigenschaftsprüfers
Gateprop der Firma OneSpin Solutions GmbH. Diese Eigenschaftssprache wurde bei-
spielsweise in [WSFT04] verwendet. Diese Sprache erlaubt es dem Designer oder Verifi-
kationsingenieur, die gewünschten Eigenschaften der Schaltung in einer an Verilog bzw.
VHDL angelehnten Syntax zu spezifizieren. Da die Semantik dieser Sprache sehr intuitiv
ist, soll hier auf eine vollständige formale Einführung verzichtet werden.

65
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Anhand einer Beispieleigenschaft sollen die wesentlichenSprachmerkmale veranschau-
licht werden. Diese Eigenschaft in Tabelle 5.1 stellt einenPrototyp für eine ganze Reihe
von Eigenschaften dar, die in der praktischen Anwendung spezifiziert werden. Hier wird
zum Beispiel festgelegt, dass das Ergebnis eines Multiplikationsbefehls nach vier Takten
am Ausgang der Integer Pipelineip res vorliegt, wenn bestimmte Annahmen über die
Umgebung des Designs erfüllt sind.
Eine Eigenschaft wird durch ein Theorem beschrieben und besteht im Wesentlichen aus
zwei Teilen:

• Annahmen (engl. assumptions), eingeleitet durch das Schl¨usselwortassume

• Beweisziele (engl. commitments), eingeleitet durch das Schlüsselwortprove.

Annahmen und Beweisziele bestehen jeweils aus Booleschen Ausdrücken über den Signa-
len der Schaltung und einer relativen Zeitangabe. Um Signale aus verschiedenen Taktzy-
klen in Beziehung setzen zu können, gibt es darüber hinausdie Möglichkeit, diese mit
Aliassen zu benennen, die in jedem Zeitfenster des iterativen Schaltungsmodells sicht-
bar sind. Dazu wird das Schlüsselwortfreezeverwendet. Um die Lesbarkeit von Eigen-
schaften zu erhöhen und die Wiederverwendbarkeit von Annahmen und Beweiszielen zu
ermöglichen, können Makros definiert werden. Beispielsweise könnte das Makrono reset
durch die Formelreset==0 definiert werden.Ändert sich die Phase des reset-Signals,
muss dies später nur einmal für alle Eigenschaften geändert werden.

theorem mulXXX;
freeze: op1 at t=op1@t, op2 at t=op2@t;
assume:

during [t,t+4]:no reset;
during [t,t+4]:environment assumptions;
at t:command(mulXXX,op1,op2);

prove:
at t+4:ip res=command res(mulXXX,op1 at t,op2 at t);

end theorem;

Tabelle 5.1: Skizze einer arithmetischen Eigenschaft

Eigenschaften der in Tabelle 5.1 skizzierten Art treten häufig auf, wenn die korrekte Im-
plementierung des Befehlssatzes eines Prozessors nachgewiesen werden soll. Handelt es
sich bei dem zu verifizierenden Befehl um eine arithmetischeOperation des Prozessors,
so kann das gewünschte Operationsergebnis durch einen arithmetischen Ausdruck spe-
zifiziert werden. Damit ergibt sich für die zu lösende SAT-Instanz die in Abbildung 5.1
dargestellte Grobstruktur. Dort wird das iterative Schaltungsmodells um eine Schaltung
ergänzt, deren Ausgang genau dann den Wert1 annimmt, wenn die Annahmen der Ei-
genschaft zutreffen. Zusätzlich wird eine Schaltung fürden arithmetischen Ausdruck aus
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dem Beweisziel der Eigenschaft aufgebaut und mit dem Ergebnissignal aus dem iterativen
Schaltungsmodell verglichen. Vereinfacht wurden alle internen Signale als 1-Bit-Signale
dargestellt, obwohl in der Realität natürlich ganze Bitvektoren aus dem Schaltungsmodell
abgegriffen werden. Gesucht ist eine Belegung für die Eingänge des iterativen Schaltungs-
modells, die einerseits die Annahmen erfüllt und andererseits das Beweisziel widerlegt.
Herkömmliche SAT-Techniken sind zwar in der Lage, ungültige Eigenschaften dieser Art
sehr schnell zu widerlegen, scheitern aber am Beweis einer gültigen Eigenschaft. In die-
sem Kapitel wird deshalb ein neues Verfahren entwickelt, welches gültige Eigenschaften
effizient beweisen kann.

arithmetischer
Ausdruck

Annahmen
der Eigenschaft 1

0=

iteratives
Schaltungsmodell

Abbildung 5.1: Grobstruktur der unterliegenden SAT-Instanz

Die Schwierigkeit der nicht erfüllbaren SAT-Instanzen hat im Wesentlichen zwei Gründe.
Zunächst kann im Allgemeinen natürlich keinerlei strukturelleÄhnlichkeit zwischen ab-
gerollter Schaltung und dem synthetisierten Ausdruck erwartet werden. Damit kann das
Problem nicht ohne weiteres in kleinere Teilprobleme zerlegt werden, wie dies beim
Äquivalenzvergleich üblich ist. Darüber hinaus wird dieabgerollte Schaltung immer noch
einen signifikanten Anteil an Kontrolllogik enthalten. Deshalb muss eine generelle Me-
thodik zur Lösung dieser Probleme zwei Aspekte berücksichtigen.
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a) Es ist zu vermeiden, dass der SAT-Solver über das gesamterekonvergente Netzwerk
aus Schaltung und Ausdruck schließen muss. Dieser Aspekt wird in den nun fol-
genden Abschnitten 5.2 und 5.3 dieses Kapitels behandelt. Für den arithmetischen
Teil des Problems wird hier eine Beschreibung auf der Bitebene (ABL) eingeführt.
Diese kann mit dem vorgeschlagenen Normalisierungsansatzstark vereinfacht wer-
den.

b) Die eingebettete Kontrolllogik muss verarbeitet werdenkönnen. Auf diese Proble-
matik geht Abschnitt 5.4 ein. Dabei stellt sich heraus, dassman SAT-Techniken
nutzen kann, um die Kontrolllogik zu behandeln.

5.2 Arithmetische Bitebenen-Beschreibung (ABL)

In diesem Abschnitt wird eine Beschreibung einer arithmetischen Schaltung auf der Bit-
ebene (ABL) eingeführt. Diese Beschreibung setzt sich ausdrei Klassen von Objekten
zusammen:Additionsnetzwerken, partiellen Produkten und Vergleichern. Im Folgenden
werden nun zunächst diese Basisobjekte definiert und anschließend die ABL als Graph
definiert, der diese drei Typen als Knoten verwendet.
Mit Additionsnetzwerken wollen wir Hardwarestrukturen beschreiben, die ausschließlich
aus 1-Bit-Additionseinheiten, wie Halbaddierern, Volladdierern und XOR-Gattern, zu-
sammengesetzt werden. Daher berechnet ein Additionsnetzwerk eine gewichtete Summe
einer Menge Boolescher Variablen, wobei die Gewichte ganzeZahlen sind. Formal wird
das Additionsnetzwerk wie folgt definiert:

Definition 5.1. Ein AdditionsnetzwerkN ist ein 4-Tupel(A, r, w, c), wobei die Kompo-
nenten wie folgt definiert sind:

• A ist eine Menge Boolescher Variablen mitA = A0 ∪ · · · ∪ An,

• r = (r0, . . . , rn) ist ein Vektor Boolescher Variablen,

• w = (w0, . . . , wn) ist eine Vektorfunktion mit:
wi : Ai → ZZ,

• c = (c0, . . . , cn) ist ein Vektor mitci ∈ ZZ.

Wir nennenA die Menge der Summandena ∈ A undn + 1 die Anzahl der Spalten des
AdditionsnetzwerksN . Ein Summandai ∈ Ai geḧort zur Spaltei. Für jeden Summanden
a nennen wirwi(a) das Gewicht vona in Spaltei. ri heißt Ergebnis undci konstanter
Offset der Spaltei.
Der Ergebnisvektorr vonN wird durch folgende Gleichung definiert:

ZZ(r) = (
∑

i=0...n

2i(ci +
∑

a∈Ai

wi(a)a)) mod2n+1. (5.1)
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Bemerkung:
Ein Summand kann in mehreren Spalten eines Additionsnetzwerks aufsummiert werden,
d.h.Ai ∩ Ak = ∅ gilt im Allgemeinen nicht. Darüber hinaus kann jedes Additionsnetz-
werk mit einer Booleschen Funktion identifiziert werden, die eine Komposition von Halb-
addierern ist. Für Additionsnetzwerke ohne negative Gewichte ist dies unmittelbar klar.
Glücklicherweise kann man negative Gewichte wie folgt eliminieren:
Angenommen, es giltwi(a) < 0 für einen Summandena mit i < n. Wir gehen davon
aus, dassa auch in der nächsten Spalte als Summand vorkommt, d.h. es gilt a ∈ Ai+1.
Andernfalls setzen wirAi+1 = Ai+1 ∪ {a} mit Gewichtwi+1(a) = 0 und erhalten ein
äquivalentes Netzwerk. Wir verschieben das negative Gewicht in die nächste Spalte, in-
dem wir die Gewichtsfunktionw′ mit w′i(a) = −wi(a) undw′i+1(a) = wi+1(a) + wi(a)
definieren. Auf diese Weise können alle negativen Gewichtein die oberste Spalte des
Additionsnetzwerks verschoben werden.
In der obersten Spalte eines Additionsnetzwerks können wir das Gewicht einfach inver-
tieren, d.h.w′n(a) = −wn(a), um ein äquivalentes Netzwerk zu erhalten. Um die gerade
gemachten Aussagen zu verifizieren, genügt es, Gleichung 5.1 heranzuziehen. Aus

x + 2nwn(a) − (x − 2nwn(a)) = 2n+1wn(a)

folgt
(x − 2nwn(a)) mod2n+1 = (x + 2nwn(a)) mod2n+1,

d.h., beiÄnderung des Vorzeichens des Summanden2nwn(a)a bleibt die rechte Seite der
Gleichung 5.1 unverändert. Damit sind beide Netzwerke äquivalent.
Obwohl negative Gewichte prinzipiell nicht notwendig sind, wurden sie in die Definition
des Additionsnetzwerks aufgenommen, um die Modellierung vorzeichenbehafteter arith-
metischer Operationen zu erleichtern. Da wir gerade gezeigt haben, wie diese negativen
Gewichte eliminiert werden können, wird im Folgenden davon ausgegangen, dass alle
Gewichte positiv sind.
Manchmal ist es sinnvoll, alle Gewichte eines Additionsnetzwerks auf 1 zu normieren.
Dass dies möglich ist, formuliert das folgende Lemma:

Lemma 5.1. Zu jedem AdditionsnetzwerkN existiert einäquivalentes Additionsnetzwerk
N ′, so dass inN ′ für alle Gewichtewi(a) = 1 gilt.

Beweis: Wir können, wie oben gezeigt,wi(a) > 0 voraussetzen. Giltwi(a) > 1 für
einen Summandena in Spaltei, so setzen wirw′i(a) = wi(a) mod2 und w′i+1(a) =
wi+1(a) + wi(a)/2, falls i nicht bereits die oberste Spalte ist. Anhand von Gleichung 5.1
überzeugt man sich leicht, dass dies eineÄquivalenztransformation ist. Durch iteriertes
Anwenden dieser Transformation normiert man ausgehend vonSpalte0 in jeder Spalte
alle Gewichte auf1. 2

Bemerkung:
Völlig analog kann man auch die konstanten Offsets auf0 bzw.1 normieren.
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Beispiel 5.1. In Abbildung 5.2 ist eine Schaltung zur Addition der partiellen Produkte
eines 2-Bit Multiplizierer dargestellt. Diese Schaltung kann durch ein Additionsnetzwerk
modelliert werden, mit:

• A0 = {x0}, A1 = {x1, x2}, A2 = {x3}, A3 = ∅,

• r = (y0, y1, y2, y3),

• wi(x) = 1 für alle x ∈ Ai und allei,

• c = (0, 0, 0, 0).
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Abbildung 5.2: Additionsnetzwerk eines 2-Bit Multiplizierer

Gleichung 5.1 besagt, dass alleÜberträge, die in einer Spalte eines Additionsnetzwerks
entstehen können, als Summanden in die nächste Spalte eingehen. So entstehen im Addi-
tionsnetzwerk aus Abbildung 5.2 in den Spalten1 und2 Überträge, welche in die Spalten
2 bzw. 3 eingehen. Formal definieren wir diëUberträge eines Additionsnetzwerks wie
folgt:

Definition 5.2. Ein Additionsnetzwerk erzeugt in Spaltek einenÜbertrag, wenn eine
Belegung der Summanden existiert, so dass die folgende Bedingung erf̈ullt ist:

sk := (
∑

i=0..k

2i(ci +
∑

a∈Ai

wi(a)a)) ≥ 2k+1 odersk ≤ −2k+1 + 1.

Mit Additionsnetzwerken sind wir in der Lage, elementare 1-Bit Additionen und Sub-
traktionen sowien-Bit Additionen bzw. Subtraktionen in einem durchgängigen Modell
zu modellieren. Dies soll nun durch die Repräsentation von1-Bit Multiplikationsergeb-
nissen vervollständigt werden. Zwar ist mit Additionsnetzwerken prinzipiell auch die Dar-
stellung von partiellen Produkten alsÜbertrag einer 1-Bit Addition möglich, doch würde
durch diese Darstellung die Erkennung dieser Produkte in einer ABL sehr schwierig.
Die Unterscheidung von partiellen Produkten und Additionsnetzwerken ist jedoch eine
wichtige Voraussetzung für das im nächsten Abschnitt beschriebene Verfahren zur Nor-
malisierung der ABL. Als nächstes sollen deshalb partielle Produkte modelliert werden.
Dazu definieren wir einen Partialproduktgenerator wie folgt:
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Definition 5.3. Ein PartialproduktgeneratorP ist ein Tripel (o1, o2, p), wobei o1 =
(o1,0, . . . , o1,n), o2 = (o2,0, . . . , o2,m) und p = (p0, . . . , pn∗m) Vektoren Boolescher Va-
riablen sind. Dabei heißen dieoi,k Bitebenen-Operanden und diepi partielle Produkte.
Ferner nennen wiro1 undo2 Operanden der Wortebene. Die partiellen Produkte hängen
von den Operanden wie folgt ab:

pi+nk = o1,i · o2,k.

Abbildung 5.3 zeigt exemplarisch die Modellierung des Partialproduktgenerators eines
2x2-Multipliziers. Alternativ können wir die partiellenProdukte auch als Menge angeben.

• o1 = (a[0], a[1]),

• o2 = (b[0], b[1]),

• p = (e, f, g, h).

e
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h
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b
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Abbildung 5.3: Beispiel: Partialproduktgenerator eines 2x2-Multiplizierers

Dies ist Gegenstand des folgenden Lemmas.

Lemma 5.2. Zu jeder endlichen Menge von partiellen ProduktenP ′ existiert ein Partial-
produktgeneratorP , der alle Produkte ausP ′ erzeugt.

Beweis: SeiP ′ = {pi = o1,io2,i|i = 0 . . . n}. Der PartialproduktgeneratorP mit den
Operandeno1 = (o1,i|i = 0 . . . n) undo2 = (o2,i|i = 0 . . . n) erzeugt diese Produkte.2.

Definition 5.4. SeienP ′ undP wie in Lemma 5.2 definiert. Dann heißt〈P ′〉 := P der
vonP ′ erzeugte Partialproduktgenerator.

Durch Kombination von Additionsnetzwerken und Partialproduktgeneratoren können nun
die arithmetischen Bitvektorfunktionen+ und ∗ realisiert werden. Nutzt man die nega-
tiven Gewichte aus, so können auch Subtraktion und vorzeichenbehaftete Multiplika-
tion modelliert werden. Die Subtraktion der Bitvektoren(ak, . . . , a0) und (bk, . . . , b0)
wird durch ein Additionsnetzwerk mitAi = {ai, bi}, wi(ai) = 1, wi(bi) = −1 und
ci = 0 modelliert. Die vorzeichenbehaftete Multiplikation der Bitvektoren(ak, . . . , a0)
und (bl, . . . , b0) wird realisiert, indem die partiellen Produkteakbi(i < l) und ajbl(j <
k) aus den entsprechenden Spalten des Additionsnetzwerks subtrahiert werden, d.h.,
wk+i(akbi) = −1(i < l) undwj+l(ajbl) = −1(i < l).
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Als letzter Baustein für ABLs wird nun der Vergleicher eingeführt. Dadurch sollen Bit-
vektorfunktionen wie= und 6= beschrieben werden. Wichtig ist dabei die Eigenschaft
des Vergleichers, dass sein Ergebnis invariant gegenüberder Addition eines Wertesx zu
beiden Operanden des Vergleichers ist. Diese Invariante wird durch den Normalisierung-
prozess ausgenutzt.
An dieser Stelle sei bemerkt, dass diese Invariante für dieVergleiche<, >,≤ und ≥
nicht gilt. Es zeigt sich jedoch, dass bestimmte Restriktionen für die Additionsnetzwer-
ke im Fanin eines solchen Vergleichers ausreichen, um auch hier eine Normalisierung
durchführen zu können, wie sie im Folgenden für= und 6= beschrieben wird.

Definition 5.5. Ein VergleicherC ist ein 4-Tupel(c1, c2, o, f) bestehend aus zwei Vektoren
Boolescher Variablenc1 = (c1,0, . . . , c1,n) und c2 = (c2,0, . . . , c2,n), einer Booleschen
Variableo und einer Abbildungf : Bn ×Bn → B mit f(x, y) = f(x + z, y + z) für alle
z ∈ Bn. Hierbei bezeichnet+ die übliche Bitvektor-Addition.
Die ci werden Operanden,o Ergebnis undf Vergleichsfunktion genannt. Das Ergebniso
ist durch die Boolesche Funktion

o = f(c1, c2)

definiert.

Als Beispiel zeigt Abbildung 5.4 die Modellierung eines 4-Bit ( 6=)-Vergleichers.

• c1 = (e, f, g, h),

• c2 = (i, j, k, l).

• o = 1?

• f(x, y) =

{

1, x 6= y

0, x = y
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Abbildung 5.4: Beispiel: 4-Bit Vergleicher

Aus den nun vorhandenen Basiskomponenten wird die arithmetische Bitebenen-
Beschreibung in Definition 5.7 zusammengesetzt. Wir wollendarin Komponenten, die
gleiche Variablen benutzen, durch Kanten zu einem Graphen verbinden. Dazu führen wir
nun zunächst für jeden Komponententyp den Begriff einer Fanin- bzw. Fanout-Variable
ein.
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Definition 5.6. Seiv eine Boolesche Variable.

a) v heißtFanin-Variable eines AdditionsnetzwerksN genau dann, wennv ein Sum-
mand vonN ist.

b) v heißtFanin-Variable eines PartialproduktgeneratorsP genau dann, wennv ein
Operand vonP ist.

c) v heißtFanin-Variable eines VergleichersC genau dann, wennv ein Operand von
C ist.

d) v ist heißtFanout-Variable eines AdditionsnetzwerksN , genau dann, wennv ein
Ergebnis vonN ist.

e) v heißtFanout-Variable eines PartialproduktgeneratorsP genau dann, wennv ein
partielles Produkt vonP ist.

Bemerkung: Man beachte, dass Vergleicher keine Fanout-Variablen haben.
Mit Hilfe des Fanin- und des Fanout-Begriffs können wir nundie Kantenmenge einer
ABL festlegen. Dies geschieht in der folgenden Definition.

Definition 5.7. SeiN eine Menge von Additionsnetzwerken,P eine Menge von Partial-
produktgeneratoren undC eine Menge von Vergleichern. Eine arithmetische Bitebenen-
Beschreibung (ABL) ist ein gerichteter azyklischer GraphG = (V, E) mitV = N∪P∪C.
Für die Kanten(x, y) ∈ E existiere dabei stets eine Boolesche Variablel, so dassl Fanin-
Variable vony und Fanout-Variable vonx ist.

Bemerkung: Da Vergleicher keine Fanout-Variablen haben, sind diese stets Senken in der
ABL. Nach ihrer Definition repräsentieren die Knoten jederABL Boolesche Vektorfunk-
tionen. Damit entspricht die ABL der Komposition dieser Funktionen. Analog zur Bitvek-
tornetzliste können wir eine Globalfunktion für jede Fanout-Variable der ABL angeben.
Somit lässt sich der BoolescheÄquivalenzbegriff auf ABLs wie folgt übertragen.

Definition 5.8. Zwei ABLsA, B heißen genau dann̈aquivalent, wenn sie für gemeinsame
Fanout-Variablen die gleiche Funktion repräsentieren.

Für unsere Zwecke ist dieserÄquivalenzbegriff jedoch etwas zu restriktiv, wie das fol-
gende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.2.Wir betrachten ABLsA undB für die folgenden Vergleiche:

a) r = ((a + c) = (b + c))

b) r = ((a + d) = (b + d)).

Dabei seien die Ausdrückea + c undb + c bzw.a + d undb + d jeweils durch Additions-
netzwerke mit den Ergebnissenra undrb modelliert.
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Da die Globalfunktionen vonra in A undB nicht äquivalent sind, sind die ABLs eben-
falls nicht äquivalent, obwohl die Globalfunktionen vonr in beiden ABLs identisch sind.
Dies motiviert die Einführung eines etwas schwächerenÄquivalenzbegriffs, der lediglich
die Äquivalenz der Globalfunktionen für eine bestimmte Mengegemeinsamer Variablen
fordert.

Definition 5.9. Zwei ABLsA, B heißen genau dann̈aquivalent bez̈uglich einer Teilmenge
M der gemeinsamen Fanout-Variablen, wenn sie für jede Variable ausM die gleiche
Funktion repr̈asentieren.

Die ABLs aus Beispiel 5.2 sind äquivalent bezüglich{r}. Häufig ist man, wie in diesem
Beispiel, besonders am Ergebnis der Vergleicher einer ABL interessiert. Sind zwei ABLs
bezüglich der Fanout-Variablen der Vergleicher äquivalent, so nennen wir die ABLs auch
äquivalent bezüglich der Vergleicher.
Damit sind wir nun in der Lage den arithmetischen Kern von Problemen der Eigen-
schaftsprüfung zu modellieren. Im nächsten Abschnitt widmen wir uns nun dem Problem,
aus einer gegebenen ABL eine möglichst einfache bezüglich der Vergleicher äquivalente
ABL zu berechnen.

5.3 Normalisierung

Dieser Abschnitt widmet sich der Definition einer Normalform für die arithmetische
Bitebenen-Beschreibung (ABL) und beschreibt ein Verfahren, mit dem eine ABL effi-
zient normalisiert werden kann. Zunächst soll die zugrunde liegende Idee an einem klei-
nen Beispiel motiviert werden. Angenommen, es soll eine Schaltung verifiziert werden,
die das Polynomp = ax2 + bx + c auswertet. Diese Schaltung verwende eine kombi-
natorische Multiply-/Accumulate-Einheit mit der Ausgabefunktion o = xy + z, um das
Ergebnis in zwei Taktzyklen zu ermitteln. Rollt man das Design zwei Takte ab, so ergibt
sich der Ausdruckp = (ax + b)x + c. Dieser Ausdruck führt zu einer strukturell völlig
anders aufgebauten Schaltung als der Ausdruckp = ax2 + bx + c aus der Spezifikation.
Auf der Wortebene lässt sich das Verifikationsproblem in diesem Fall leicht durch Re-
writing [Bri03] lösen. Dabei wird das Distributivgesetz verwendet, um beide Ausdrücke
auf die Formp = ax2 + bx + c zu bringen. Diese Verfahren kann man allerdings nur
dann effizient einsetzen, wenn das Problem ausschließlich auf Wortebene vorliegt. Bei
heutigen industriellen Hochleistungsprozessoren ist dies meist nicht der Fall. Aus Perfor-
manzgründen sind hier Designer in der Regel gezwungen, spezielle Arithmetikblöcke zu
entwerfen. Diese werden in der Regel auf der Bitebene hart kodiert, d.h., der Designer
instantiiert Halbaddierer, Volladdierer und Zusatzlogik, um arithmetische Funktionen zu
berechnen. So können beim Tricore 2 von Infineon über 600 verschiedene Varianten von
Multiply-/Accumulate-Instruktionen auf der gleichen Hardware ausgeführt werden. Für
die formale Verifikation solcher Designs gab es bisher keinebefriedigende Technik.
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Eine ähnliche Normalisierung wie auf der Wortebene kann allerdings auch auf der Bit-
ebene erreicht werden. Nehmen wir dazu an, dass alle beteiligten Variablena, b, c und
x, aus dem obigen Beispiel, 2-Bit Zahlen sind. Dann erhält man für die Spezifikation
p = ax2 + bx + c die folgende pseudo-Boolesche Formel:

p = (2a1 + a0)(2x1 + x0)
2 + (2b1 + b0)(2x1 + x0) + (2c1 + c0).

Diese wird mit Hilfe des Distributivgesetzes und des Kommutativgesetzes wie folgt nor-
malisiert:

p = 8a1x1+8a1x0x1+4a0x1+4a0x0x1+4b1x1+2a1x0+2b0x1+b0x0+2b1x0+2c1+a0x0+c0.

Diese Termrepräsentation erweist sich jedoch in der Praxis als untauglich, da selbst für
relativ kleine arithmetische Schaltungen sehr große Termeentstehen. Allerdings lässt sich
der gerade intuitiv beschriebene Ansatz auf die im vorigen Abschnitt eingeführte ABL
übertragen.

Definition 5.10. Eine ABL(N ∪P∪C, E) ist in Normalform genau dann, wennE keine
Kante(N, P ) mit N ∈ N undP ∈ P entḧalt.

Eine ABL in Normalform benutzt also keine Ergebnisse von Additionsnetzwerken, um
neue partielle Produkte zu berechnen.

Definition 5.11. Eine ABL(N ∪ P ∪ C, E) in Normalform istreduziert genau dann,
wenn folgende Bedingungen gelten:

a) Alle AdditionsnetzwerkeN1, N2 ∈ N , für die ein VergleicherC ∈ C mit (N1, C) ∈
E und(N2, C) ∈ E existiert, haben keine gemeinsamen Summanden.

b) Es gibt keine Kante(N1, N2) ∈ E zwischen AdditionsnetzwerkenN1, N2 ∈ N .

ABLs in reduzierter Normalform kaskadieren also keine Additionsnetzwerke und verein-
fachen Vergleiche durch Subtraktion gemeinsamer Summanden von beiden Additions-
netzwerken. Hier sei bemerkt, dass eine reduzierte Normalform keine kanonische Dar-
stellung der Schaltung ist. So kann z.B. das konstante Offset für die oberste Spalte eines
Additionsnetzwerks um 2 erhöht werden, um ein äquivalentes Netzwerk zu erhalten. Des
Weiteren ist zu klären, ob eine Normalform für jede ABL existiert. Dies ist Inhalt der
folgenden Sätze 5.1 und 5.2 .

Satz 5.1.Für jede Boolesche Funktionf : IBn → IB existiert eineäquivalente ABL in
reduzierter Normalform.

Beweis:
Durch Entwicklung nach der positiven Davio-Dekompositionerhalten wir eine Darstel-
lung vonf der Formf(x1, . . . , xn) = p1 ⊕ · · · ⊕ pk, wobei diepi Produktterme sind,
in denen nur positive Variablen vorkommen. Jeder dieser Produktterme kann durch kas-
kadierte Partialproduktgeneratoren repräsentiert werden. Unsere ABL besteht dann aus
diesen Partialproduktgeneratoren und einem Additionsnetzwerk mit einer Spalte und den
pi als Summanden. Diese ABL liegt in reduzierter Normalform vor. 2
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Satz 5.2.Für jede ABL existiert einëaquivalente ABL in reduzierter Normalform.

Beweis: Da eine ABL eine Boolesche Funktion darstellt, folgt Satz 5.2 unmittelbar aus
Satz 5.1.2
Aus dem Beweis dieses Satzes lässt sich prinzipiell direktein Algorithmus zur Nor-
malisierung einer ABL ableiten. Allerdings ist der Umweg über die positive Davio-
Normalform im Allgemeinen viel zu komplex. Während die ABLs, die sich aus der
Davio-Normalform ergeben, nur Additionsnetzwerke mit einer Spalte enthalten, lässt sich
die Schaltung oftmals wesentlich kompakter mit mehrspaltigen Additionsnetzwerken dar-
stellen. Das folgende Beispiel veranschaulicht dies.

Beispiel 5.3.Wir betrachten einen vorzeichenlosen 2-Bit Addierer(r2, r1, r0) = (a1, a0)+
(b1, b0). Dieser l̈asst sich durch ein Additionsnetzwerk mit drei Spalten darstellen, d.h.
A0 = {a0, b0}, A1 = {a1, b1} und A2 = ∅. Alle Gewichte sind1 und die konstanten
Offsets sind0. Zuletzt sind dieri die Spaltenergebnisse. Eine ABL, die nur aus diesem
Additionsnetzwerk besteht, ist trivialerweise in reduzierter Normalform.
Als n̈achstes betrachten wir die positiven Davio-Normalformen der Spaltensummen. Die-
se lauten:

r0 = a0 ⊕ b0,

r1 = a0b0 ⊕ a1 ⊕ b1

r2 = b1a1 ⊕ a1a0b0 ⊕ a0b1b0.

Damit erhalten wir eine ABL in reduzierter Normalform mit den Partialproduktgenera-
toren p1 = a0b0, p2 = b1a1, p3 = p1a1, p4 = p1b1 und einspaltigen Additionsnetz-
werkenN i für die Ergebnisseri mit den SummandenA0

0 = {a0, b0}, A1
0 = {a1, b1, p1}

A2
0 = {p2, p3, p4}. Beide ABLs sind in Abbildung 5.5 visualisiert.

ABLs, die durch die Anwendung der Davio-Dekomposition erzeugt werden, enthalten nur
einspaltige Additionsnetzwerke. Diese Beschränkung führt dazu, dass̈Uberträge in eine
höhere Spalte als partielle Produkte berechnet werden. Die Struktur der ursprünglichen
ABL wird dabei vollständig zerstört. Darüber hinaus ergibt sich bei großen Additions-
netzwerken eine unüberschaubar große Anzahl partieller Produkte.
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Abbildung 5.5: Zwei ABLs in reduzierter Normalform für einen 2-Bit-Addierer

Ziel muss es deshalb sein, die Struktur einer gegebenen ABL weitestgehend zu erhalten,
um daraus die ABL in reduzierter Normalform zu gewinnen. Wirwenden uns deshalb
nun einer heuristischen Methode zu, die aus einer gegebenenABL durch lokale Transfor-
mationen schrittweise eine normalisierte ABL erzeugt. Wirführen dazu zunächst einige
lokale Operationen ein.

Definition 5.12. Zwei AdditionsnetzwerkeN1 und N2 können zusammengefasst wer-
den genau dann, wenn ein AdditionsnetzwerkN3 existiert, so dass die ABLs(V, E) =
({N3}, ∅) und(V ′, E ′) = ({N1, N2}, {(N1, N2)}) äquivalent sind.

N1 undN2 können also durchN3 ersetzt werden, ohne dass sich die Funktion ändert, die
durch die ABL dargestellt wird.

Lemma 5.3. Gegeben seien zwei AdditionsnetzwerkeN1, N2 einer ABL mit(N1, N2) ∈
E. Ferner erzeugtN1 keineÜberträge in der obersten Spalte.N1,N2 können zusammen-
gefasst werden, wenn eine der beiden folgenden Bedingungenerfüllt ist:

1. Es existiert eine Spaltek ≥ 0 des NetzwerksN1, so dass das Ergebnisrj jeder
Spaltej ≥ k als Summand in Spaltej − k des NetzwerksN2 eingeht.

2. Es existiert eine Spaltek ≥ 0 des NetzwerksN2, so dass das Ergebnisri jeder
Spaltei des NetzwerksN1 ein Summand der Spaltei + k des NetzwerksN2 ist.

Die Spalteni des NetzwerksN1 undj des NetzwerksN2 können zusammengefasst werden,
falls das Ergebnis voni ein Summand vonj ist.
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Beweis:
Wir behandeln den Fall 1, der zweite Fall kann analog bewiesen werden. Füri = 1, 2, 3
seienAi =

⋂

k=0,...,ni

Ai,k die Summanden,wi,k(k = 0, . . . , ni) die Gewichtsfunktionen,

ci,k(k = 0, . . . , ni) die konstanten Offsets,ri = (ri,k|k = 0, . . . , ni) die Ergebnisvektoren
der NetzwerkeN1, N2 undN3.
Wir definierenN3 wie folgt:

• A3,i =











A1,i , i < k

A1,i ∪ A2,i−k , k ≤ i ≤ n1

A2,i−k , n1 < i ≤ n2 + k

• c3,i =











c1,i , i < k

c1,i + c2,i−k , k ≤ i ≤ n1

c2,i−k , n1 < i ≤ n2 + k

• w3,i =











w1,i , i < k

w1,i + w2,i−k , k ≤ i ≤ n1

w2,i−k , n1 < i ≤ n2 + k,
wobei im zweiten Fall die Gewichtsfunktionen um den Wert0 für nicht gemeinsame
Summanden ausgedehnt werden.

• r3,i =

{

r1,i , i < k

r2,i−k k ≤ i ≤ n2 + k

Durch diese Konstruktion ist unmittelbar sichergestellt,dass dier1,i und dier3,i für i < k
äquivalent sind. Bleibt zu zeigen, dass auch dier3,i und dier2,i−k für k ≤ i ≤ n2 + k
äquivalent sind. Füri ≤ n1 ist auch dies unmittelbar klar. Für größerei nutzt man aus,
dassN1 keineÜberträge in diese Spalten produziert.2

Zwei Additionsnetzwerke können also in linearer Zeit bez¨uglich der Anzahl der Sum-
manden zusammengefasst werden. Dazu werden alle SummandenvonN1 in die entspre-
chenden Summandenmengen vonN2 eingefügt und die Gewichtsfunktion und konstanten
Offsets entsprechend angepasst. Abbildung 5.6 visualisiert das Ergebnis dieses Prozesses.

Definition 5.13. SeienP1, P2 undP3 Partialproduktgeneratoren.P1 undP2 können genau
dann zuP3 zusammengefasst werden, wenn für alle partiellen Produkte vonP1 undP2 ein
äquivalentes partielles Produkt vonP3 existiert.

Lemma 5.4. Zwei PartialproduktgeneratorenP1 undP2 können zusammengefasst wer-
den, wenn sie einen gemeinsamen Operanden haben.

Beweis: Seieno, o1 die Operanden vonP1 undo, o2 die Operanden vonP2. Der Partial-
produktgeneratorP3 mit den Operandeno undo3 = (o1, o2) erzeugt alle partiellen Pro-
dukte vonP1 undP2. 2
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Abbildung 5.6: Zusammenfassen von Additionsnetzwerken

Beim Zusammenfassen von Partialproduktgeneratoren werden die nicht gemeinsamen
Operanden konkateniert. Diese Operation kann in linearer Zeit bezüglich der Anzahl der
Operanden durchgeführt werden. Der Vergleich der Operanden kann ebenfalls in linearer
Zeit durchgeführt werden, wenn die Operanden sortiert sind. Letzteres kann bezüglich der
Komplexität mitO(n log n) abgeschätzt werden. Damit kann die gesamte Zusammenfas-
sung inO(n log n) Zeit durchgeführt werden.

Definition 5.14. Sei P ein Partialproduktgenerator undN ein Additionsnetzwerk mit
(N, P ) ∈ E. P kann genau dann durch ein AdditionsnetzwerkN verschoben werden,
wenn ein PartialproduktgeneratorP ′ und AdditionsnetzwerkeN ′1 . . . N ′k existieren, so
dass die Substitution vonN undP durchN ′1 . . . N ′k undP ′ eineäquivalente ABL erzeugt.

Lemma 5.5. Sei P ein Partialproduktgenerator undN ein Additionsnetzwerk mit
(N, P ) ∈ E und(N, X) ∈ E ⇒ X = P . P kann durchN verschoben werden, wenn eine
der Operandenmengen vonP die Menge der Ergebnisse des Additionsnetzwerks enthält.

Beweis:
Seieno1, o2 die Operanden der Wortebene vonP . Ferner seiA die Menge der Summan-
den vonN . Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dasso2 die Ergebnisse
des Additionsnetzwerks enthält. Seio1 = (o1,0, . . . , o1,n) undo2 = (o2,0, . . . , o2,m). Die
MengeO enthalte alleo2,k, die kein Ergebnis vonN sind.P ′ sei nun der Partialprodukt-
generatorP ′ =< {o1,ka|k = 0 . . . n, a ∈ A} ∪ {o1,ko

′|k = 0 . . . n, o′ ∈ O} >.
Für i = 0 . . . n sei Ni das Additionsnetzwerk mit Summandeno1,ia. Die Gewichte der
Summandeno1,ia in Ni entsprechen den Gewichten vona in der entsprechenden Spalte
von N . Die konstanten Offsets vonNi undN seien ebenfalls identisch. Die Ergebnisse
derNi sind dann offensichtlich die partiellen Produkte vonP , die von Ergebnissen von
N abhängen. Alle anderen partiellen Produkte werden bereits inP ′ generiert.2
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Bemerkung: Die Bedingung aus Lemma 5.5 kann durch Duplikation von Additionsnetz-
werks (im Fanout- Fall) und Erweiterung der Partialproduktgenerators um fehlende Ope-
randen immer erfüllt werden.
Abbildung 5.7 zeigt das Verschieben eines2 × 1-Partialproduktgenerators durch einen
Halbaddierer. Wennn die Größe des unabhängigen Operanden ist, entstehen beimVer-
schieben eines Partialproduktgenerators durch ein Additionsnetzwerkn Duplikate des
Additionsnetzwerks. Es zeigt sich, dass die entstehenden Additionsnetzwerke gewöhnlich
sofort mit dem Additionsnetzwerk im Fanout des Partialproduktgenerators zusammenge-
fasst werden können. Somit führt dieses temporäre Wachstum in der Regel nicht zu einem
übermäßigem Speicherplatzbedarf.
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c
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HAdistribute
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Abbildung 5.7: Verschieben von Partialproduktgeneratoren durch Additionsnetzwerke

Durch diese vier Operationen sind wir nun in der Lage, alle partiellen Produktgeneratoren
vor die Additionsnetzwerke in ihrem Fanin zu verschieben und die dabei entstehenden
neuen Additionsnetzwerke zusammenzufassen. Durch Entfernen äquivalenter partieller
Produkte lässt sich daraus leicht eine reduzierte Normalform erzeugen.
Damit wird die reduzierte Normalform durch folgenden Prozess erzeugt:

1. Zusammenfassen von Additionsnetzwerken

2. Zusammenfassen von Partialproduktgeneratoren

3. Verschieben der Partialproduktgeneratoren

4. Zusammenfassen von Additionnetzwerken

5. Ermittlung äquivalenter partieller Produkte

6. Entfernen äquivalenter partieller Produkte aus verglichenen Additionsnetzwerken.

Dabei dient alleine Schritt 3 der Normalisierung. Die übrigen Schritte werden benötigt,
um die ABL zu reduzieren. Aufgrund des Entfernens äquivalenter partieller Produkte
aus Additionsnetzwerken ist die entstehende ABL lediglichbezüglich der Vergleicher
äquivalent zur Ausgangs-ABL.
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Das Verfahren wird nun anhand eines kleinen Beispiels illustriert. Dazu betrachten wir
den Ausdruck(a·b)·c und nehmen an, dass dieser auf der Bitebene spezifiziert ist.Alle Va-
riablen seien zwei Bit breit. Abbildung 5.8 zeigt eine Implementierung auf der Bitebene,
wobei dunkelgrau unterlegt bereits einige partielle Produkte zu Partialproduktgeneratoren
und hellgrau unterlegt einige Addierer zu Additionsnetzwerken zusammengefasst sind.

a
[0]


a
[1]


b
[0]


b
[1]


HA


HA


c
[0]


c
[1]


HA


  VA


  VA


HA


r
[0]


r
[1]


r
[2]


r
[3]


r
[4]


r
[5]


Abbildung 5.8: ABL nach Schritt 2

Das Ergebnis nach Verschieben des rechten Partialproduktgenerators ist in Abbildung 5.9
visualisiert.
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Abbildung 5.9: ABL nach Schritt 4

Man sieht leicht ein, dass eine andere Implementierung dieses Ausdrucks ebenfalls auf
diese ABL führt.
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5.3.1 Booth-Encoding: ein Anwendungsbeispiel für ABL Normali-
sierung

Eine in der Praxis häufig genutzte Architektur für Multiplizierer verwendet für die par-
tiellen Produkte eine spezielle Kodierung, die so genannteRadix-4-Booth-Kodierung.
Dabei werden partielle Produkte gebildet, die von mehrerenBits der beiden Operanden
abhängen, wodurch die Anzahl dieser Produkte reduziert wird. In diesem Abschnitt wer-
den wir zeigen, dass auch in diesem Fall durch eine geeignetearithmetische Modellierung
der partiellen Produkte nach Booth-Encoding die Normalisierung angewendet werden
kann. Gleichzeitig illustrieren wir damit das Verfahren anhand eines etwas komplexeren
Beispiels. Dazu sei ein kombinatorisches Design zur Berechnung des Ausdrucksa ∗ b+ c
angenommen. Der Multiplizierer in diesem Design verwendetRadix-4-Booth-Encoding
zur Berechnung der partiellen Produkte.
Für dieses Design soll die Eigenschaftth mac aus Tabelle 5.2 nachgewiesen werden.

theorem th mac;
prove:

at t: o==a*b+c;
end theorem;

Tabelle 5.2: Eigenschaft für eine Multiply-/Accumulate-Einheit

Um das Beispiel überschaubar zu halten, nehmen wir nun eineOperandenbreite von vier
Bit an. Die ABL zu diesem Problem wird nun in Abbildung 5.10 dargestellt.
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Abbildung 5.10: ABL einer 4-Bit-Instanz von der MAC-Eigenschaft

Hierbei wird der Multiplizierera∗b aus dem Beweisziel der Eigenschaft durch den Partial-
produktgeneratorP3 und das AdditionsnetzwerkN3 modelliert. Das Additionsnetzwerk
N6 implementiert die Addition vonc zu diesem Multiplikationsergebnis.
Schwieriger gestaltet sich die Modellierung der partiellen Produkte aus der Implementie-
rung. Es ist wohlbekannt [Kor98, Par00], dass die partiellen Produktepi, die nach dem
Booth-Verfahren kodiert sind, für gerade Bitbreiten der folgenden Gleichung genügen:

pi = (−2a[i] + a[i − 1] + a[i − 2]) ∗ b für i = 2k + 1 ≤ n.
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In der ABL aus Abbildung 5.10 wird der Ausdruck

p1 = (−2a[1] + a[0]) ∗ b

durch die AdditionsnetzwerkeN1 und N4 sowie den PartialproduktgeneratorP1 imple-
mentiert. Analog implementierenN2, P2 undN5 den Ausdruck

p3 = (−2a[3] + a[2] + a[1]) ∗ b.

Man beachte, dass Boolesche Methoden auch für größere Bitbreiten sehr leicht die
Äquivalenz dieser Ausdrücke mit einer Booleschen Implementierung nachweisen können,
da der linke Operand stets die Bitbreite 2 hat.
Die Addition der beiden Produktvektorenp1 undp3 wird schließlich mitN7 modelliert.
Um das Beispiel überschaubar zu halten, gehen wir hier davon aus, dass diese Addi-
tion auf der Wortebene kodiert wurde und deshalb auf diese Weise modelliert werden
kann. Bei einer Implementierung auf der Bitebene würdeN7 lediglich in eine Reihe von
Halbaddierern und Volladdierern zerlegt. Diese Zerlegungwürde dann im ersten Schritt
des Normalisierungsverfahren rückgängig gemacht. Damit erhielten wir für den zweiten
Schritt des Verfahrens die gleiche ABL.

Generator o1 o2 Ergebnisse

P1 b r1 pp1[0..11]
P2 b r2 pp2[0..11]
P3 a b pp3[0..15]

Tabelle 5.3: Paritialproduktgeneratoren aus Abbildung 5.10

Abschließend müssen noch die Ergebnisse der AdditionsnetzwerkeN6 undN8 verglichen
werden. Dazu enthält die ABL den VergleicherC,
In den Tabellen 5.3 und 5.4 findet man die exakte Spezifikationaller Additionsnetzwerke
bzw. Partialproduktgeneratoren der ABL.
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Netzwerk Summanden Ergebnisse

N1 A0 = {a[0]}, A1 = {−a[1]}, A2 = ∅ r1[0..2]
N2 A0 = {a[1], a[2]}, A1 = {−a[3]}, A2 = ∅ r2[0..2]
N3 A0 = {a[0]b[0]}, A1 = {a[0]b[1], a[1]b[0]}

A2 = {a[0]b[2], a[1]b[1], a[2]b[0]}
A3 = {−a[0]b[3], a[1]b[2], a[2]b[1],−a[3]b[0]}
A4 = {−a[1]b[3], a[2]b[2],−a[3]b[1]}
A5 = {−a[2]b[3],−a[3]b[2]},
A6 = {a[3]b[3]}, A7 = ∅ r3[0..7]

N4 A0 = {pp1}, A1 = {pp1[1], pp1[4]},
A2 = {pp1[2], pp1[5],−pp1[8]}
A3 = {−pp1[3], pp1[6],−pp1[9]}
A4 = {−pp1[7],−pp1[10]}
A5 = {pp1[11]}, A6 = ∅ r4[0..6]

N5 A0 = {pp2[0]}, A1 = {pp2[1], pp2[4]}
A2 = {pp2[2], pp2[5],−pp2[8]}
A3 = {−pp2[3], pp2[6],−pp2[9]}
A4 = {−pp2[7],−pp2[10]}
A5 = {pp2[11]}, A6 = ∅ r5[0..6]

N6 A0 = {r3[0], c[0]}, A1 = {r3[1], c[1]},
A2 = {r3[2], c[2]}, A3 = {r3[3], c[3]},
A4 = {r3[4], c[4]}, A5 = {r3[5], c[5]},
A6 = {r3[6], c[6]}, A7 = {r3[7], c[7]}, r6[0..7]

N7 A0 = {r4[0]}, A1 = {r4[1]},
A2 = {r4[2], r5[0]}, A3 = {r4[3], r5[1]},
A4 = {r4[4], r5[2]}, A5 = {r4[5], r5[3]},
A6 = {r4[6], r5[4]}, A7 = {r5[5]}, r7[0..7]

N8 A0 = {r7[0], c[0]}, A1 = {r7[1], c[1]},
A2 = {r7[2], c[2]}, A3 = {r7[3], c[3]},
A4 = {r7[4], c[4]}, A5 = {r7[5], c[5]},
A6 = {r7[6], c[6]}, A7 = {r7[7], c[7]}, r8[0..7]

Tabelle 5.4: Additionsnetzwerke aus Abbildung 5.10
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Im ersten Schritt der Normalisierung werden nun die AdditionsnetzwerkeN4, N5, N7 mit
N8 sowie das NetzwerkN3 mit N6 zusammengefasst. Als Ergebnis erhalten wir die ABL
aus Abbildung 5.11.
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Abbildung 5.11: ABL nach Zusammenführung von Additionsnetzwerken

Die Summanden vonN ′6 undN ′8 sind in Tabelle 5.5 angegeben.

Netzwerk Summanden

N ′6 A0 = {c[0], pp3[0]},
A1 = {c[1], pp3[1], pp3[4]}
A2 = {c[2], pp3[2], pp3[5], pp3[8]}
A3 = {c[3],−pp3[3], pp3[6], pp3[9],−pp3[12]}
A4 = {c[4],−pp3[7], pp3[10],−pp3[13]}
A5 = {c[5],−pp3[11],−pp3[14]},
A6 = {c[6], pp3[15]}, A7 = {c[7]},

N ′8 A0 = {c[0], pp1[0]},
A1 = {c[1], pp1[1], pp1[4]},
A2 = {c[2], pp1[2], pp1[5],−pp1[8], pp2[0]},
A3 = {c[3],−pp1[3], pp1[6],−pp1[9], pp2[1], pp2[4]},
A4 = {c[4],−pp1[7],−pp1[10], pp2[2], pp2[5],−pp2[8]},
A5 = {c[5], pp1[11],−pp2[3], pp2[6],−pp2[9]},
A6 = {c[6],−pp2[7],−pp2[10]},
A7 = {c[7], pp2[11]},

Tabelle 5.5: Additionsnetzwerke aus Abbildung 5.11

Da in der hier vorliegenden ABL keine Partialproduktgeneratoren zusammengefasst wer-
den können, wird das Verfahren nun mit Schritt drei fortgesetzt. In diesem Schritt des
Verfahrens werden nun die PartialproduktgeneratorenP1 undP2 durch die NetzwerkeN1

bzw.N2 verschoben. Damit erhält man die ABL aus Abbildung 5.12.
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Abbildung 5.12: ABL nach dem Verschieben von Partialproduktgeneratoren

Die Struktur der neuen PartialproduktgeneratorenP ′1, P
′

2 geht aus Tabelle 5.6 hervor. Die
neu entstandenen Additionsnetzwerke werden in Tabelle 5.7angegeben.

Generator o1 o2 Ergebnisse

P ′1 b a[0 : 1] pp′1[0..7]
P ′2 b a[1 : 3] pp′2[0..11]

Tabelle 5.6: Partialproduktgeneratoren aus Abbildung 5.12

Netzwerk Summanden Ergebnisse

N ′1,0 A0 = {pp′1[0]}, A1 = {−pp′1[4]}, A2 = ∅ pp1[0, 4, 8]

N ′1,1 A0 = {pp′1[1]}, A1 = {−pp′1[5]}, A2 = ∅ pp1[1, 5, 9]

N ′1,2 A0 = {pp′1[2]}, A1 = {−pp′1[6]}, A2 = ∅ pp1[2, 6, 10

N ′1,3 A0 = {pp′1[3]}, A1 = {−pp′1[7]}, A2 = ∅ pp1[3, 7, 11

N ′2,0 A0 = {pp′2[0], pp′2[4]}, A1 = {−pp′2[8]}, A2 = ∅ pp2[0, 4, 8]

N ′2,1 A0 = {pp′2[1], pp′2[5]}, A1 = {−pp′2[9]}, A2 = ∅ pp2[1, 5, 9]

N ′2,2 A0 = {pp′2[2], pp′2[6]}, A1 = {−pp′2[10]}, A2 = ∅ pp2[2, 6, 10]

N ′2,3 A0 = {pp′2[3], pp′2[7]}, A1 = {−pp′2[11]}, A2 = ∅ pp2[3, 7, 11]

Tabelle 5.7: Additionsnetzwerke aus Abbildung 5.12
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Die neuen AdditionsnetzwerkeN ′i,k können nun im vierten Schritt mit dem Additions-
netzwerkN ′8 zusammengefasst werden. Danach erhält man die in Abbildung 5.13 dar-
gestellte ABL. Als Ergebnis dieser Zusammenfassung entsteht das NetzwerkN ′′8 , dessen
Summanden aus Tabelle 5.8 hervorgehen.
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Abbildung 5.13: ABL nach dem Zusammenfassen von Additionsnetzwerken

Netzwerk Summanden

N ′′8 A0 = {c[0], pp′1[0]},
A1 = {c[1], pp′1[1],−pp′1[4]},
A2 = {c[2], pp′1[2],−pp′1[5], pp′2[0], pp′2[4]},
A3 = {c[3],−pp′1[3],−pp′1[6], pp′2[1], pp′2[5],−pp′2[8]},
A4 = {c[4], pp′1[7], pp′2[2], pp′2[6],−pp′2[9], },
A5 = {c[5],−pp′2[3],−pp′2[7],−pp′2[10]},
A6 = {c[6], pp′2[11]},
A7 = {c[7]},

Tabelle 5.8: Additionsnetzwerke zu Abbildung 5.13

Der folgende Schritt fünf ermittelt nun äquivalente partielle Produkte. Als Ergebnis erhält
man die folgenden̈Aquivalenzen:

pp′1[0..7] ≡ pp3[0, 4, 8, 12, 1, 5, 9, 13]

und
pp′2[0..11] ≡ pp3[1, 5, 9, 13, 2, 6, 10, 14, 3, 7, 11, 15].

Damit reduziert sich die ABL wie in Abbildung 5.14 dargestellt.
Die Summanden der modifizierten Netzwerke findet man in Tabelle 5.9.
Anschließend wird im letzten Schritt des Verfahrens festgestellt, dass beide Netzwerke
paarweise identische Summanden haben. Damit ist die Eigenschaft bewiesen.
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Abbildung 5.14: ABL nach Identifikation äquivalenter partieller Produkte

Netzwerk Summanden

N ′6 A0 = {c[0], pp3[0]},
A1 = {c[1], pp3[4],−pp3[1]},
A2 = {c[2], pp3[8],−pp3[5], pp3[1], pp3[2]},
A3 = {c[3],−pp3[12],−pp3[9], pp3[5], pp3[6],−pp3[3]},
A4 = {c[4], pp3[13], pp3[9], pp3[10],−pp3[7]},
A5 = {c[5],−pp3[13],−pp3[14],−pp3[11]},
A6 = {c[6], pp3[15]},
A7 = {c[7]},

N ′′8 A0 = {c[0], pp3[0]},
A1 = {c[1], pp3[4], pp3[1]},
A2 = {c[2], pp3[8], pp3[5], pp3[2]},
A3 = {c[3],−pp3[12], pp3[9], pp3[6],−pp3[3]},
A4 = {c[4],−pp3[13], pp3[10],−pp3[7]},
A5 = {c[5],−pp3[14],−pp3[11]},
A6 = {c[6], pp3[15]},
A7 = {c[7]},

Tabelle 5.9: Additionsnetzwerke aus Abbildung 5.14
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5.3.2 Anwendungsbereich der ABL-Normalisierung

Wie bei jedem heuristischen Verfahren stellt sich natürlich auch bei der hier vorgestellten
ABL-Normalisierung die Frage, in welchem Anwendungsbereich das Verfahren effizient
eingesetzt werden kann.
Zunächst stellen wir fest, dass ABL Beschreibungen zu Booleschen Netzwer-
ken degenerieren können, indem UND-Gatter durch Partialproduktgeneratoren oder
Übertragsausgänge von Halbaddierern implementiert werden. Der Summenausgang des
Halbaddierers liefert das XOR-Gatter, aus dem durch Einsetzen der Konstante 1 ein Inver-
ter gebildet werden kann. Also bilden die Konstrukte der ABLeine Basis der Booleschen
Algebra, auf die jede Gatternetzliste abgebildet werden kann.
Es ist sofort klar, dass man von der Normalisierung keine Effizienz für eine ABL erwar-
ten kann, die auf diese Weise aus einer Gatternetzliste gewonnen wurde. Die Stärke des
Verfahrens liegt genau darin, dass die arithmetischen Informationen, die in der Regel auf
der RT-Ebene noch vorhanden sind, ausgenutzt werden. In derfolgenden Analyse wird
deshalb untersucht, in wie weit sich die ABL-Normalisierung auf industriell relevante
Probleme anwenden lässt.
Als ersten Schritt in diese Richtung wollen wir uns zunächst dem Speziallfall von Satz 5.1
zuwenden, dass eine ABL aus einem arithmetischen Ausdruck erzeugt wurde, der die
Operationen der Wortebene{+,−, ∗} benutzt. Für diesen Spezialfall geben wir einen
konstruktiven Beweis an. Dabei wird eine ABL erzeugt, die ein Additionsnetzwerk für
das gesamte Ergebnis des arithmetischen Ausdrucks enthält. Es sei daran erinnert, dass
im Beweis von Satz 5.1 für jedes Bit des Ergebnisses ein einspaltiges Additionsnetzwerk
erzeugt wurde.

Satz 5.3. Für jeden arithmetischen Ausdruck der Wortebene, der aus denOperanden
{+,−, ∗} gebildet werden kann, existiert eine ABL in reduzierter Normalform mit genau
einem Additionsnetzwerk.

Beweis: Jeder arithmetische Ausdrucke kann als Summe von Produktene =
∑

i λi

∏

k vi,k mit λi ∈ {−1, 1} dargestellt werden. Die einzelnen Variablenvi,k können
wiederum als gewichtete Summe ihrer Bitsvi,k[l] dargestellt werden:

vi,k = −2bi,kvi,k[bi,k] +
∑

l=0...bi,k−1

2lvi,k[l]

wobeibi,k der Bitbreite der Variablevi,k entspricht. Damit erhalten wir

e =
∑

i

λi

∏

k

(−2bi,kvi,k[bi,k] +
∑

l=0...bi,k−1

2lvi,k[l]).

Durch Anwendung des Distributivgesetzes erhalten wir einegewichtete Summe von Pro-
dukten der Bits der Variablen mit ganzzahligen Gewichtenδj:

e =
∑

j

δj

∏

vij ,kj
[lj ].
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Jedes dieser Produkte
∏

vij ,kj
[lj] kann durch Kaskadierung von Partialproduktgenera-

toren erzeugt werden. Die gewichtete Summe kann durch ein AdditionsnetzwerkA be-
rechnet werden, wobei zunächst alle Partialproduktgeneratoren Summanden der untersten
Spalte sind und mitδj gewichtet werden.2
Bemerkung:
Die Gewichte in der untersten Spalte des AdditionsnetzwerkA aus diesem Beweis
können natürlich wieder auf−1, 1 und0 normiert werden. Summanden mit betragsmäßig
größeren Gewichten gehen dann zusätzlich in höhere Spalten ein.
Die Struktur der im Beweis zu Satz 5.3 erzeugten ABL unterscheidet sich erheblich von
der Struktur der in Satz 5.1 erzeugten ABL. Statt ein Additionsnetzwerk pro Spalte des
Ergebnisses zu erzeugen, wird hier lediglich ein Additionsnetzwerk für das gesamte Er-
gebnis erzeugt. Die dabei verwendeten Operationen entsprechen dabei dem Verschieben
von Partialproduktgeneratoren bzw. dem Zusammenfassen von Additionsnetzwerken. Da-
mit garantiert dieser Satz, dass die ABL Normalisierung für solche Instanzen erfolgreich
durchgeführt werden kann.
Sind die Instanzen jedoch auf der arithmetischen Bitebene gegeben, ist diese Aussage
nicht mehr allgemein gültig. Es ist im Gegenteil möglich,eine ABL für einen Addierer
zu konstruieren, die sich durch paarweises Zusammenfassender Additionnetzwerke nicht
in ein einziges äquivalentes Additionsnetzwerk überführen lässt.
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Abbildung 5.15: Halbaddierer-Netzwerk eines 2-Bit Addierers

Abbildung 5.15 zeigt eine Netzliste aus Halbaddierern, dieeinen 2-Bit Addierer imple-
mentiert. Jeder Halbaddierer ist also ein Additionsnetzwerk mit zwei Spalten und zwei
Summanden in der unteren Spalte. Wie man sieht, haben die Halbaddierer 2 und 3 iden-
tische Eingänge. Allerdings wird jeweils nur ein Ausgang für weitere Berechnungen ge-
nutzt.
In dieser Situation können die Halbaddierer 4 und 5 zu einemneuen Additionsnetzwerk
N zusammengefasst werden. Anschließend kann aber weder der Halbaddierer 2 noch
der Halbaddierer 3 mitN zusammengefasst werden. In einem Fall fehlt die Summe, im
anderen den̈Ubertrag als Summand inN .
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Tatsächlich wird durch die Duplikation des Halbaddierersseine arithmetische Natur
zerstört. Der Halbaddierer 2 degeneriert zu einem XOR-Gatter, Halbaddierer 3 entspricht
einem UND-Gatter. Dies läuft auf die gleiche Problematik hinaus wie das weiter oben be-
schriebene Problem, eine ABL-Beschreibung aus einer Gatternetzliste zu gewinnen. Ein
Verfahren zur Extraktion der ABL aus einer Gatternetzlistewurde in [SK01] vorgeschla-
gen.
Ist das zu verifizierende Design durch eine Gatternetzlistebeschrieben, kann dieses Ver-
fahren eingesetzt werden, um zunächst eine ABL-Beschreibung zu erzeugen, wie sie für
das hier vorgeschlagene Verfahren zur Eigenschaftsprüfung erforderlich ist.
In der Eigenschaftsprüfung konzentrieren wir uns deshalbauf RT-Designs, in denen die
arithmetischen Blöcke mindestens auf der arithmetischenBitebene beschrieben sind. Da
die Eigenschaftsprüfung in der Regel zu einem sehr frühenZeitpunkt im Designflow ein-
gesetzt wird, ist davon auszugehen, dass Optimierungen, die den Einsatz einer Beschrei-
bung durch Gatter erfordern, erst später vorgenommen und dann mit einem Equivalence
Checker überprüft werden.
Die explizite Implementierung der arithmetischer Funktionen auf der arithmetischen Bit-
ebene ermöglicht es dem Designer, die volle Kontrolle über die Topologie der Additions-
netzwerke zu behalten. Um optimale Performanz zu erreichen, wird der Designer weiter-
hin stets bemüht sein, keine Redundanz in diese Netzwerke einzubauen.
Die folgende Definition charakterisiert nun eine Klasse vonImplementierungen von Ad-
ditionsnetzwerken, die insofern ohne Redundanz sind, dassalle Zwischenergebnisse auch
weiterverwendet werden.

Definition 5.15. Ein Menge von Additionsnetzwerken{N1, . . . , Nk} implementiert ein
AdditionsnetzwerkN genau dann, wenn die ABL bestehend ausN zu der ABL bestehend
aus{N1, . . . , Nk} äquivalent ist.
Eine Implementierung heißt redundanzfrei, wenn alle Ergebnisseri eines der Netzwerke
Nj , die kein Ergebnis vonN und nicht konstant0 sind, in mindestens einem anderen
Netzwerk als Summand benutzt werden.

Bemerkung: Für jede redundanzfreie Implementierung{N1, . . . , Nk} eines Additions-
netzwerksN können wir annehmen, dass genau ein AdditionsnetzwerkNj die Ergebnisse
von N als Ergebnisse hat. Andernfalls fügen wir einen PufferNk+1 für diese Ergebnisse
hinzu. Wir gehen im Folgenden stets von einer solchen Implementierung aus.
Problematisch für die Theorie stellen sich die Zwischensummen in einer solchen Im-
plementierung heraus, die konstant den Wert 0 annehmen. DieAddition einer solchen
Konstante mit einem beliebigen anderen Signal ändert offensichtlich nichts an der Funk-
tion der ABL. Dadurch können Implementierungen erzeugt werden, die sich durch paar-
weises Zusammenführen der Additionsnetzwerke nicht mehrin ein Additionsnetzwerk
zurückführen lassen.

Beispiel 5.4.Wir betrachten das AdditionsnetzwerkN mit drei Spalten, den Ergebnissen
r0, r1, r2 und einem Summandena in Spalte1. N kann durch die ABL aus Abbildung 5.16
implementiert werden. Da das Summenbit des Halbaddierers stets den Wert 0 annimmt,
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Abbildung 5.16: Ausnutzung von Konstanten in einer ABL

wird dies ebenfalls benutzt, um das Ergebnisr2 zu berechnen. Dies führt dazu, dass man
die beiden Additionsnetzwerke mit unserer Heuristik nichtmehr zusammenfassen kann.

Ziel der folgenden Analyse ist es nun, ein möglichst einfaches Kriterium für die Ver-
wendung von konstanten Signalen (mit Wert 0) festzulegen, das die Anwendbarkeit der
ABL-Normalisierung sicherstellt. Für die Praxis sind dabei zwei Fälle von Bedeutung.

a) Der Designer überblickt, dass eine Zwischensumme stetsden Wert Null hat. Des-
halb wird er dieses Signal bei der weiteren Addition nicht mehr berücksichtigen.

b) Ist dies nicht der Fall, wird der Designer die Zwischensumme in die entsprechende
Spalte des Ergebnisses aufaddieren.

Bei diesen Entscheidungen des Designers können natürlich Fehler auftreten. Diese führen
dann in der Regel zu einem Fehlverhalten der Schaltung und k¨onnen, wie bereits in Ab-
schnitt 5.1 erläutert, leicht mit SAT-Techniken gefundenwerden.
Für die Normalisierung können sich zwei verschiedene Konsequenzen ergeben. Im einen
Fall, z.B. wenn ein primärer Summand in eine falsche Spalteaddiert wird, werden die
Additionsnetzwerke zu einem Additionsnetzwerk zusammengefasst. Allerdings werden
hier Summanden den falschen Spalten zugeordnet sein und damit bei der abschließenden
Vereinfachung nicht vollständig eliminiert. Dadurch wird natürlich die Generierung des
Gegenbeispiels vereinfacht.
Schwerwiegender ist der Fall, dass durch den Fehler die vollständige Zusammenführung
der Additionsnetzwerke verhindert wird. Dadurch wird der abschließende Vereinfa-
chungsschritt des Normalisierungsverfahrens in Mitleidenschaft gezogen. Man ist wieder
gezwungen, auf SAT-Techniken zurückzugreifen, um das Gegenbeispiel zu generieren.
Im Folgenden steht nun der Fall der gültigen Eigenschaft, in dem der Designer die oben
genannten Schritte korrekt durchgeführt hat, im Fokus.
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In einer redundanzfreien Implementierung{N1, . . . , Nk} eines AdditionsnetzwerksN
kann man jedem internen Signal, d.h., den Ausgängenrj der AdditionsnetzwerkeNi die
kleinste Ergebnisspaltel(rj) vonNk im transitiven Fanout zuordnen, also

• FürNk gilt rj 7→ l(rj) := j für alle j.

• Für Ni, i < k seienr′1, . . . , r
′

m die Spalten der Additionsnetzwerke, in dierj als
Summand eingeht. Dann gelte:

rj 7→ l(rj) := min{l(r1), . . . , l(rm), +∞}

Der Wert+∞ zeigt dabei an, dass ein solches Signal nicht mehr verwendetwird. Nach
Definition 5.15 muss dieses Signal dann konstant den Wert 0 annehmen.
Für den Spezialfall einer Implementierung vonN durch Halbaddierer können wir nun be-
weisen, dass durch iteriertes paarweises Zusammenführenvon Additionsnetzwerken das
OriginalnetzwerkN erzeugt wird. Einen Halbaddierer modellieren wir dabei miteinem
Additionsnetzwerk mit zwei Spalten und maximal zwei Summanden, die beide in die un-
tere Spalte0 eingehen. Einer oder beide Summanden können dabei auch durch konstante
Offsets (0 oder 1) ersetzt werden.

Satz 5.4.SeiN ein Additionsnetzwerk. Ferner sei{N1, . . . , Nk+1} eine redundanzfreie
Implementierung vonN durch eine Halbaddierer-Netzliste{N1, . . . , Nk} und einen Puf-
fer Nk+1. Für die Ergebnisseri,0, ri,1 derNi, i = 1 . . . k gelte stets

l(ri,0) = l(ri,1) − 1 oderl(ri,0) = ∞ oderl(ri,1) = ∞. (5.2)

Dann gilt: Durch iteriertes paarweises Zusammenführen derNi oder äquivalenterN ′i
erhält man ein zuN äquivalentes Netzwerk.

Beweis: Es genügt zu zeigen, dass man durch iteriertes paarweises Zusammenführen
zu einem einzigen AdditionsnetzwerkN ′ gelangt. Da das Zusammenführen eine
Äquivalenztransformation ist, istN ′ zu N äquivalent. Aufgrund von Lemma 5.1 können
wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass alle Gewichte vonN auf
1 normiert sind.
Darüber hinaus gehen wir davon aus, dass die Halbaddierer der Implementierung durch
AdditionsnetzwerkeN1, . . . , Nk in topologischer Ordnung modelliert sind. Der Puffer für
die Ergebnisse vonN sei durch ein AdditionsnetzwerkNk+1 modelliert, welches dieri

sowohl als Summand als auch als Ergebnis der Spaltei hat.
Damit ist sofort klar, dassN1, . . . , Nk ebenfalls eine Implementierung vonN ist. Wir
beweisen den Satz nun durch Induktion überk. Im Fall k = 1 haben wirN = N1.
Deshalb kannN1 mit dem PufferN2 zusammengefasst werden, und wir erhalten erneut
N . Für den Induktionsschritt nehmen wir die Gültigkeit desSatzes fürk > 0 an.
Sei nunN durch HalbaddiererN1, . . . , Nk+1 und einen PufferNk+2 implementiert. Wir
können topologische Sortierung derNj annehmen. Deshalb müssen die Summanden
a1, a2 vonN1 primäre Summanden vonN sein.
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Im Fall 1: a := a1 = a2 nimmt der Summeneingangr0 von N1 konstant den Wert Null
an. Wir streichen dieses Signal aus allen Additionsnetzwerken N2, . . . , Nk+1, in denen
es als Summand verwendet wird. Ferner ersetzen wirr1 überall durcha. Damit ist klar,
dass die so konstruierten NetzwerkeN ′2, . . . , N

′

k+1 ebenfalls eine Implementierung von
N darstellen. Es ist ferner klar, dass auchN ′2, . . . , N

′

k Halbaddierer sind. Damit können
diese Netzwerke nach Induktionshypothese zu einem AdditionsnetzwerkN ′, das zuN
äquivalent ist, zusammengefasst werden.
Im Fall 2:a := a1 = a2 gilt r0 = 1 undr1 = 0 für die beiden Ausgänge vonN1. Analog
zum ersten Fall kannN1 eliminiert werden.
Ähnlich verläuft die Argumentation, wenn einer oder beideSummanden konstant sind.
Bleibt also nur noch der Fall, dass beide Summanden unabhängig und nicht konstant
sind. Damit sind auch die Ergebnisser0, r1 von N1 nicht konstant. Nach Definition 5.15
werden die Ergebnisser0, r1 von N1 als Summanden in anderen NetzwerkenNj , Nj′

(j, j′ ∈ {2 . . . k + 2}) verwendet. Nun seii die unterste Spalte vonNk+2, die im tran-
sitiven Fanout vonr0 liegt. Also implementierenN2, . . . , Nk+2 das Additionsnetzwerk
N ′, das sich durch Subtraktion vona1, a2 aus Spaltei von N und Hinzufügen vonr0 zu
Spaltei undr1 zu Spaltei +1 vonN ergibt. Gegebenenfalls müssen beiN ′ die Gewichte
auf1 normalisiert werden.
Nach InduktionshypotheseN2, . . . , Nk+1 erhalten wir durch iteriertes paarweises Zusam-
menführen ein zuN ′ äquivalentes NetzwerkN ′′. Dieses können wir aufgrund der Kon-
struktion vonN ′ mit N1 zusammenführen und erhalten ein zuN äquivalentes Netzwerk.
2

Bemerkungen:

• Die Einführung des Puffers in Satz 5.4 wird eigentlich nur benötigt, um den Sonder-
fall zu behandeln, dass eine Spalte vonN keinenÜbertrag generiert. In diesem Fall
können durch das paarweise Zusammenführen voneinander unabhängige Netzwer-
ke entstehen, die nicht mehr zusammengeführt werden können. Die experimentelle
Erfahrung zeigt, dass es in der Praxis reicht, einen Puffer für die Eingänge der Ver-
gleicher zur ABL hinzuzufügen.

• Die Bedingung 5.2 fordert, dass konstante Signale mit Wert 0entweder gar nicht
oder in die ”richtige” Spalte aufsummiert werden. Außerdemwird gefordert, dass
Summe und̈Ubertrag eines Halbaddierers stets in aufeinanderfolgende Spalten des
Netzwerks eingehen.

Damit ist nun gezeigt, dass das Normalisierungsverfahren unter den weiter oben genann-
ten Randbedingungen korrekte Implementierungen eines Additionsnetzwerks zusammen-
fassen kann.
Abschließend bleibt anzumerken, dass die Sätze 5.3 und 5.4sowohl die Intuition als auch
die experimentellen Ergebnisse stützen, dass die Normalisierung für praktische Designs
effektiv anwendbar ist, die sinnvolle arithmetische Funktionen berechnen.
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5.4 Behandlung der Kontrolllogik

In Abschnitt 5.1 wurde für die Eigenschaftsprüfung von arithmetischen Schaltungen die
Behandlung von Kontrolllogik als zweiter wesentlicher Aspekt identifiziert. Dieser Ab-
schnitt beschreibt deshalb, wie die Kontrolllogik, welchedie arithmetischen Bestandteile
eines Problems der Eigenschaftsprüfung separiert, eliminiert werden kann. Ziel ist es da-
bei, das Problem auf ein arithmetisches Kernproblem zu reduzieren.

5.4.1 Konstantenpropagierung

Wie bereits in Kapitel 3 Abschnitt 3.3.3 beschrieben wurde,haben BIMC-Probleme in
der Regel die Form:

p = (a ⇒ c) · f ′R,k.

Dabei ista eine Boolesche Funktion, die die Voraussetzungen (engl. assumptions) be-
schreibt, unter denen ein bestimmtes Beweiszielc (engl. commitment) Gültigkeit besitzt.
f ′R,k ist bekanntlich das iterative Schaltungsmodell der Längek. Sowohl Voraussetzung
als auch Beweisziel sind in der Regel Konjunktionen aus Teilvoraussetzungen bzw. Teil-
zielen von der Form

a = a0 · . . . · an bzw.c = c0 · . . . · cm.

Damitp erfüllt ist, muss alsoai = 1 für alle i undci = 0 für ein i gelten. Dies ist der erste
Schritt der Konstantenpropagierung. Die Konstantenai = 1 propagieren nun in der Regel
weiter, z.T. sogar sehr tief in das iterierte Schaltungsmodell hinein.
Die Eigenschaft in Tabelle 5.1 auf Seite 66 macht beispielsweise die Annahme, dass zu
Beginn des betrachteten Zeitfensters ein bestimmter Multiplikationsbefehl zur Bearbei-
tung durch die Integer-Pipeline eines Prozessors ansteht.Nach der Konstantenpropagie-
rung sind dann eine ganze Reihe interner Kontrollsignale spezifiziert.

5.4.2 Logiksubstitution

Bekanntlich ist die Konstantenpropagierung unvollständig. Auch nach der Propagierung
bleibt deshalb bei industriellen Problemen stets ein signifikanter Logikanteil zwischen
den einzelnen arithmetischen Blöcken des Problems erhalten. Allerdings kann man mit
einem SAT-Solver in der Regel leicht zeigen, dass diese Logik unter den Voraussetzun-
gen der Eigenschaft transparent wird, d.h., die Eingänge eines arithmetischen Blocks sind
äquivalent zu den Ausgängen eines anderen. Darüber hinaus kann ebenfalls leicht gezeigt
werden, dass bestimmte Kontrollsignale unter denselben Voraussetzungen konstante Wer-
te annehmen.
Diese Äquivalenzen und Konstanten können dann genutzt werden, um Substitutionen
durchzuführen, die die verbliebene Kontrolllogik eliminieren. Es gilt der folgende Satz:
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Satz 5.5.Seienf1, f2, a, b : IBn → IB Boolesche Funktionen, wobeia, b interne Signale
von f1 und f2 seien, d.h., es existieren Boolesche Funktionenf ′1, f

′

2 : IBn+2 → IB mit
fi(x1 . . . xn) = f ′i(x1 . . . xn, a(x1 . . . xn)b(x1 . . . xn)). Zuletzt seif b←a

2 : IBn → IB mit
f b←a

2 (x1 . . . xn) = f ′2(x1 . . . xn, a(x1 . . . xn)a(x1 . . . xn)) die Funktion, die durch Substi-
tution vonb durcha entsteht. Dann gilt:

(f1 ⇒ (a = b)) ⇒ (f1 ⇒ (f2 = f b←a
2 ))

Beweis:
(f1 ⇒ (a = b)) ⇒ (f1 ⇒ (f2 = f b←a

2 ))

⇔ (f1 + (a = b)) + (f1 + (f2 = f b←a
2 ))

⇔ f1(a = b) + f1 + (f2 = f b←a
2 )

⇔ f1 + (a = b) + (f2 = f b←a
2 )

⇔ f1 + ((a = b) ⇒ (f2 = f b←a
2 ))

⇔ 1

2

Dieser Satz besagt, dass man interne Signale in Beweiszielen substituieren darf, wenn de-
renÄquivalenz aus den Voraussetzungen folgt. In der Voraussetzung ist diese Substitution
im Allgemeinen nicht erlaubt.

Beispiel 5.5.Wir betrachten die arithmetischen Ausdrücke:c = ab, d = a + b, e = c + d
Dann gilt (d = a) ⇒ (e = a). Nach Satz 5.5 genügt es,(d = a) ⇒ (e = d) zu zeigen.
Dagegen gilt weder(a = a) ⇒ (e = a) noch(d = d) ⇒ (e = d).

5.4.3 Abstraktion bei gemischten Problemen

Das Beweisziel einer Eigenschaft lässt sich in der Praxis jedoch nicht immer durch
einen reinen arithmetischen Ausdruck charakterisieren. Also enthalten diese Eigenschaf-
ten einen kleinen Kontrollanteil. Beispielhaft sei hier die Multiplikation mit Saturie-
rung genannt. Wenn das Ergebnis einer Multiplikation den darstellbaren Zahlenbereich
verlässt, möchte man bei einigen DSP-Anwendungen, dass das Ergebnis einen bestimm-
ten Wert, z.B. den größten bzw. den kleinsten darstellbaren Wert, annimmt. In solchen
Fällen erweist sich die Normalisierung als taugliches Werkzeug, um Wortebenenabstrak-
tionen für die arithmetischen Bestandteile des Problems zu erhalten. Eine solche Situation
wird in den Abbildungen 5.17 und 5.18 illustriert.
Wir betrachten ein Design bestehend aus einem hart kodierten arithmetischen Block
und einerÜberlauferkennung für die Saturierung. Aus Performanzgründen schätzt man
möglicheÜberläufe gerne bereits aufgrund der Operanden (Eingänge des arithmetischen
Blocks) ab. Damit sind nicht mehr alle Ausgänge des Arithmetikblocks notwendig, um
die korrekte Saturierungsbedingung zu berechnen. Dadurchverkürzt sich der kritische
Pfad für die Timing-Analyse der Schaltung.
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Abbildung 5.17: SAT-Instanz vor Abstraktion

Natürlich wird man in der Eigenschaft die Saturierungsbedingung allein aufgrund des
unsaturierten exakten Ergebnisses berechnen. Also muss der SAT-Solver in dieser Situa-
tion implizit dieÄquivalenz des Arithmetikblocks und des Ausdrucks aus der Eigenschaft
nachweisen. Dies führt natürlich zu untragbaren Rechenzeiten.
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Abbildung 5.18: SAT-Instanz nach Abstraktion

Durch Normalisierung verifiziert man nun leicht, dass der arithmetische Block den arith-
metischen Ausdruck aus der Eigenschaft implementiert. Diese Information kann dann
genutzt werden, um das Problem zu vereinfachen, indem der Ausdruck auf der Wortebe-
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ne, wie er in der Eigenschaft vorliegt, als Treiber für beide Signale verwendet wird. Der
Arithmetikblock wird also durch den Ausdruckabstrahiert. Diese abstrahierte Instanz
kann dann einem SAT-Solver zur Lösung übergeben werden.
Experimentell hat sich gezeigt, dass für vorzeichenlose Multiplikation nach der Ab-
straktion sogar 32-Bit-Instanzen dieser Problemklasse noch effizient mit einem SAT-
Solver gelöst werden können. Natürlich können an dieser Stelle auch hybride Solver
[ABC+02, CK03] eingesetzt werden. Bei vorzeichenbehafteter Arithmetik kann man
ähnlich vorgehen. Allerdings kann das Ergebnis des Ausdrucks hier an beiden Enden
aus dem darstellbaren Zahlenbereich herausfallen. Experimentell hat sich gezeigt, dass
der SAT-Solver dabei in Komplexitätsprobleme gerät, falls negative Operanden auftreten.
Lösen lässt sich dieses Problem durch eine Fallunterscheidung anhand der Vorzeichen
der Operanden und geeignete Abstraktionen für jeden Fall.Dieses Vorgehen soll exem-
plarisch für vorzeichenbehaftete Multiplikation mit Saturierung diskutiert werden.
Wir betrachten die Operandena und b dieser Multiplikation. Ferner seii = a · b das
unsaturierte Zwischenergebnis. Wir verwenden die Abstraktionen

i =



















a · b, falls a ≥ 0, b ≥ 0

(−a) · (−b), falls a < 0, b < 0

−(a · (−b)), falls a ≥ 0, b < 0

−((−a) · b), falls a < 0, b ≥ 0

.

Man beachte, dass hier zur Darstellung von−a bzw.−b jeweils eine Vorzeichenerwei-
terung durchgeführt werden muss. In jedem der vier Fälle sind die Operanden des Mul-
tiplizierers stets positiv und damit auch das Ergebnis der Multiplikation. In den ersten
beiden Fällen kann es aufgrund einesÜberlaufs und in den anderen Fällen aufgrund eines
Unterlaufs zur Saturierung kommen.
Im Folgenden wird füri eine Bitbreite von2n + 1 und für a und b eine Bitbreite von
n angenommen. Ferner wird angenommen, dass das Ergebnis aufn Bit saturiert werden
soll. In den ersten beiden Fällen lässt sich derÜberlauf durchi[2n, . . . , n−1] 6= 0 charak-
terisieren. Der Unterlauf in den anderen Fällen wird analog durchi[2n, . . . , n − 1] 6= 0
charakterisiert.
Liegt das Ergebnis innerhalb des darstellbaren Zahlenbereichs, führt diese Charakterisie-
rung in allen Fällen dazu, dass durch Propagierung die Bits2n, . . . , n des Multiplizierers
den Wert0 erhalten. Damit müssen alle partiellen Produkte dieser Spalten verschwinden.
Nach dieser Propagierung sind sehr viele Bits vona undb bereits stark eingeschränkt, so
dass dem SAT-Solver die Lösung gelingt.
Bei der Verwendung der einfachen Abstraktioni = a · b ist dies nicht immer der Fall.
Füra < 0, b ≥ 0 z.B. können diese Bits entweder alle verschwinden oder alle den Wert1
annehmen. Damit ist durch Propagierung keines der partiellen Produkte und damit auch
kein zusätzliches Bit der Eingänge festgelegt.
Zusammenfassend lässt sich damit festhalten, dass durch die geeignete Wahl der Abstrak-
tionen auch im vorzeichenbehafteten Fall die korrekte Saturierung mit einem SAT-Solver
nachgewiesen werden kann.
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5.5 Experimente

Das vorgeschlagen Normalisierungsverfahren wurde in einem Prototypen (ABLProp) im-
plementiert und über eine Dateischnittstelle mit dem industriellen Eigenschaftsprüfer
Gateprop der Firma OneSpin Solutions GmbH gekoppelt.
Bei der experimentellen Evaluierung des Verfahrens wurdenzwei Schritte durchgeführt.

a) Die Skalierbarkeit des Verfahrens bezüglich der Operandengrößen wurde unter-
sucht. Dazu wurde die ABL einiger Ausdrücke generiert und anschließend nor-
malisiert.

b) Ein skalierbarer Multiplizierer mit Booth-Encoding wurde als weiteres Beispiel im-
plementiert. Dieser ist vollständig auf der Bitebene implementiert. Die partiellen
Produkte werden dabei mit den arithmetischen Operationen von Verilog berechnet,
um deren arithmetische Spezifikation in die Normalisierungeinbeziehen zu können.

c) Das Verfahren wurde genutzt, um die Integer-Pipeline desProzessors Tricore 2 der
Firma Infineon zu verifizieren. Erstmals ist es gelungen, dieAbarbeitung von Be-
fehlen mit Multiplikation vollständig zu verifizieren.

5.5.1 Skalierbarkeit

Die Skalierbarkeit des Verfahrens wird untersucht, indem die folgenden Gleichungen in
eine ABL überführt und anschließend normalisiert werden:

ab + ac = a(b + c) (5.3)

a(bc) = (ab)c (5.4)

a ∗ b = a[0 : n − 1] ∗ b[0 : n − 1] (5.5)

+2na[n : 2n − 1] ∗ b[0 : n − 1]

+2na[0 : n − 1] ∗ b[n : 2n − 1]

+22na[n : 2n − 1] ∗ b[n : 2n − 1]

Dabei wird angenommen, dass alle Operationen auf der Wortebene spezifiziert werden.
Es sei angemerkt, dass Gleichung (5.5) entsteht, wenn einn-Bit Multiplizierer verwen-
det wird, um in vier Takten das Ergebnis einer2n-Bit Multiplikation zu berechnen. Die
CPU-Zeiten für den Beweis dieser Gleichungen werden in Tabelle 5.10 für verschiedene
Bitbreiten angegeben. Dabei wird in der ersten Spalte stetsdie Bitbreite eines einzelnen
Operanden angegeben. Für Gleichung (5.5) entspricht die angegebene Bitbreite dem Wert
für n.
Eine genauere Analyse dieser Zahlen bestätigt die Skalierbarkeit der Methode bezüglich
der Operandenbitbreite. Besonders wichtig ist allerdings, dass der Ansatz geeignet ist,
sehr große arithmetische Blöcke zu verifizieren. So wurdenz.B. alle 192 Ausgabe-Bits
der größten Instanz von Gleichung 5.4 in ca. 40 Minuten CPU-Zeit verifiziert. Dies zeigt,
dass auch sehr große Operandenbreiten noch zu akzeptablen Rechenzeiten führen.



100 KAPITEL 5. ARITHMETISCHE SCHALTUNGEN

Bitbreite CPU-Zeit [s] für Gleichung
(5.3) (5.4) (5.5)

4 0.01 <0.01 <0.01
8 0.03 0.02 0.02

16 0.43 0.57 0.09
24 3.21 5.59 0.23
32 15.92 30.06 0.46
48 193.46 386.41 1.37
64 1151.86 2303.47 3.16

Tabelle 5.10: Experimentelle Ergebnisse zur Skalierbarkeit

5.5.2 Booth Encoding

In Abschnitt 5.3.1 wurde das Normalisierungsverfahren exemplarisch für eine MAC-Unit
mit einem Multiplizierer, dessen partiellen Produkte durch Booth-Encoding berechnet
werden, durchgeführt. Dort wurde das Additionsnetzwerk des Multiplizierers allerdings
bereits als vollständig zusammengefasst modelliert, wasim ersten Schritt des Verfahrens
ohnehin erreicht wird. Das dies tatsächlich auch für große realistische Beispiele funktio-
niert, soll in diesem Abschnitt gezeigt werden.
Dazu wurden auf der Bitebene eine Reihe von Verilog-Designsfür Multiplizierer mit
Radix-4-Booth-Encoding für verschiedene Bitbreiten generiert und anschließend mit dem
Normalisierungsverfahren verifiziert. In Abbildung 5.19 ist exemplarisch der Code für
den 4x4 Multiplizierer wiedergegeben.

Die Tabelle 5.11 zeigt die Laufzeiten der ABL-Normalisierung für einige Instanzen bis
zu 56 Bit Operandenbreite. Außer der 4-Bit-Instanz ist keine dieser Instanzen mit SAT-
Techniken zu lösen. Um die Instanzen nicht nur über die Bitbreite der Operanden zu
charakterisieren, sind in den Spalten 2 und 3 der Tabelle außerdem die Anzahl der Ad-
ditionsnetzwerke und partiellen Produktgeneratoren in der ABL angegeben, mit der das
Normalisierungsverfahren startet.
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// generated by: ./gen_mult_adder
-a 4 -b 4 -e 2 -o mult_ub_4x4.v -v 1

// unsigned 4x4 Booth-encoded multiplier with primary inputs: a, b
// primary output: p

module mult_ub_4x4(p, a, b);

// The input-vectors of the circuit #0:
input [3:0] a;
input [3:0] b;

// The only output-vector:
output [7:0] p;

// The partial products of the circuit #0:
wire [7:0] pp_0_0;
wire [5:0] pp_0_1;
wire [3:0] pp_0_2;

// The adders of the circuit #0:
wire [1:0] ha_0_0;
wire [1:0] ha_0_1;
wire [1:0] fa_0_0;
wire [1:0] fa_0_1;
wire [1:0] fa_0_2;
wire [1:0] fa_0_3;
wire [1:0] fa_0_4;
wire [1:0] fa_0_5;
wire [1:0] fa_0_6;
wire [1:0] fa_0_7;

// ***** Partial products *****
assign pp_0_0 = (-({b[1],1’b0}) + b[0])*a[3:0];
assign pp_0_1 = (-({b[3],1’b0}) + b[2] + b[1])*a[3:0];
assign pp_0_2 = b[3]*a[3:0];

// ***** Partial products *****

// ***** Adders *****
assign ha_0_0 = ({1’b0,pp_0_1[0]} + {1’b0,pp_0_0[2]});
assign fa_0_0 = ({1’b0,ha_0_0[1]} + {1’b0,pp_0_0[3]} + {1’b0,pp_0_1[1]});
assign fa_0_1 = ({1’b0,fa_0_0[1]} + {1’b0,pp_0_0[4]} + {1’b0,pp_0_1[2]});
assign ha_0_1 = ({1’b0,pp_0_2[0]} + {1’b0,fa_0_1[0]});
assign fa_0_2 = ({1’b0,fa_0_1[1]} + {1’b0,ha_0_1[1]} + {1’b0,pp_0_0[5]});
assign fa_0_3 = ({1’b0,fa_0_2[0]} + {1’b0,pp_0_1[3]} + {1’b0,pp_0_2[1]});
assign fa_0_4 = ({1’b0,fa_0_2[1]} + {1’b0,fa_0_3[1]} + {1’b0,pp_0_0[6]});
assign fa_0_5 = ({1’b0,fa_0_4[0]} + {1’b0,pp_0_1[4]} + {1’b0,pp_0_2[2]});
assign fa_0_6 = ({1’b0,fa_0_4[1]} + {1’b0,fa_0_5[1]} + {1’b0,pp_0_0[7]});
assign fa_0_7 = ({1’b0,fa_0_6[0]} + {1’b0,pp_0_1[5]} + {1’b0,pp_0_2[3]});

// ***** Adders *****

// *** outputs ***
assign p[0] = pp_0_0[0];
assign p[1] = pp_0_0[1];
assign p[2] = ha_0_0[0];
assign p[3] = fa_0_0[0];
assign p[4] = ha_0_1[0];
assign p[5] = fa_0_3[0];
assign p[6] = fa_0_5[0];
assign p[7] = fa_0_7[0];

endmodule

Abbildung 5.19: Sourcecode eines 4x4 Multiplizierers auf der arithmetischen Bitebene
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Instanz # ANW #PPG CPU-Zeit(s)

mult ub 4x4 29 4 0,008
mult ub 8x8 103 6 0,064
mult ub 12x12 225 8 0,396
mult ub 16x16 395 10 1,564
mult ub 20x20 613 12 5,164
mult ub 24x24 879 14 13,116
mult ub 28x28 1193 16 29,941
mult ub 32x32 1555 18 61,787
mult ub 40x40 2423 22 214,897
mult ub 48x48 3483 26 587,612
mult ub 56x56 4735 30 1485,790

Tabelle 5.11: Ergebnisse für Multiplizierer mit Booth-Encoding

5.5.3 Industrielle Anwendung

Die industrielle Verwendbarkeit des Verfahrens wurde anhand der Integer-Pipeline des
Infineon Tricore 2 Prozessors [Tri] evaluiert. Dabei handelt es sich um einen superska-
laren 32-Bit-Prozessor der nächsten Generation mit zusätzlichen DSP-Funktionalitäten.
Da dieser Prozessor in Zukunft auch für sehr kritische Anwendungen, z.B. Steuergeräte
im Auto, eingesetzt werden soll, wurde bereits im Entwurf auf die bestmögliche Qualität
geachtet. Aus diesem Grund wurde der gesamte Entwurf formalmit dem industriellen
Eigenschaftsprüfer Gateprop verifiziert.
Unter anderem waren dabei die Befehle zur Integer-Arithmetik auf korrekte Abar-
beitung zu überprüfen. Dabei hat sich gezeigt, dass ein Eigenschaftsprüfer, der dem
Stand der Technik entspricht, lediglich bei den Befehlen mit Multiplikation in Komple-
xitätsprobleme gerät. Nun kann die o.g. Pipeline allerdings über 600 verschiedene Varian-
ten von Multiply-/Accumulate-Befehlen ausführen. Bis auf einige Spezialfälle, bei denen
ein Operand der Multiplikation einen festen Wert hat, konnte keine dieser Varianten mit
dem SAT-basierten Ansatz verifiziert werden. Auch Wortebenen-Solver sind an dieser
Stelle nicht einsetzbar, da fast die gesamte Arithmetik aufder Bit-Ebene hart kodiert ist.
Die Vielfalt an Befehlsvarianten entsteht durch die Kombination verschiedener Bitbrei-
ten mit verschiedenen Adressierungsarten und verschiedenen Verfahren zur Nachbearbei-
tung des Ergebnisses. So können gleichermaßen vorzeichenbehaftete und vorzeichenlose
Multiplikationen auf 32- sowie 16-Bit-Operanden durchgeführt werden. Das Ergebnis
kann wahlweise abgeschnitten, saturiert oder gerundet werden. Zwei 16-Bit-Operationen
können zudem parallel abgearbeitet werden.
Alle diese Varianten werden für alle Befehle auf der gleichen Hardware ausgeführt. Aus
diesem Grund ist die Arithmetik von einer komplexen Kontrolllogik durchzogen. Zuletzt
sind die Zwischenergebnisse an den Pipeline-Grenzen nichtauf der Wortebene zu model-
lieren, wodurch die Instanzen für ILP- und CLP-Ansätze nicht zugänglich sind.
Das Normalisierungswerkzeug ABLProp, welches im Rahmen dieser Forschungsarbeit



5.5. EXPERIMENTE 103

entwickelt wurde, ist mit dem state-of-the-art Eigenschaftsprüfer Gateprop der Firma
OneSpin Solutions GmbH integriert worden. Letzterer wurdeals Front-End verwendet,
um Design und Eigenschaft in eine Netzliste von Bitvektorfunktionen zu übersetzen. Die-
se Netzliste enthält dedizierte Signalep unda, mit denen Assumptions und Commitments
referenziert werden. Es ist also die Implikationa ⇒ p nachzuweisen.
Dazu weisen wir zunächst dem Signala den Wert1 zu und propagieren diesen in die Netz-
liste. Die arithmetischen Bitvektorfunktionen der so modifizierten Netzliste werden nun in
eine ABL übersetzt und diese dann normalisiert. Zum Abschluss der Modellgenerierung
wird die normalisierte ABL zusammen mit den nicht arithmetischen Bitvektorfunktionen
in eine KNF übersetzt und dem SAT-Solver Minisat [ES03] übergeben. Dieser Ablauf
wird in Abbildung 5.20 visualisiert.
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Abbildung 5.20: Ablauf der Eigenschaftsprüfung mit Normalisierung
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Mit Hilfe von ABLProp ist es gelungen, für alle Arithmetikbefehle mit Multiplikation
des Tricore 2 Prozessors das arithmetische Ergebnis vollständig zu verifizieren. Im An-
hang A findet der interessierte Leser die Laufzeittabellen für die Beweise sämtlicher In-
struktionsvarianten. Dabei werden die CPU-Zeiten für diegrau hinterlegten Schritte des
Algorithmus präsentiert.
Tabelle 5.12 gibt einen repräsentativen Ausschnitt dieser Tabellen wieder. Als Erklärung
wird für einige Instruktionsvarianten das Beweisziel angegeben. Die erste Spalte der Ta-
belle gibt den Namen des Theorems an. Das Beweisziel wird in der zweiten Spalte ge-
zeigt. Die Variableres bezeichnet dabei das Ergebnisregister der Integer-Pipeline. Die
Operandenregister im Dekoder des Prozessors werden mit op1, op2 und op3 bezeich-
net. Zuletzt wird durch<< die Linksverschiebung und mit+ und ∗ die Addition bzw.
Multiplikation bezeichnet, wobei jeweils angegeben ist, ob die Bitvektoren als vorzei-
chenbehaftet zu interpretieren sind.

Instanz Beweisziel CPU-Zeit(s)
madd1 res[31:0]=op3[31:0]+(op1[31:0]*op2[31:0]);signed 26,28
maddh2n1 res[31:0]=op3[31:0]+(op1[15:0]*op2[31:16]<<1);signed 10,78

res[63:32]=op3[63:32]+(op1[31:16]*op2[15:0]<<1);signed
maddq4n1 res[31:0]=op3[31:0]+(op1[31:16]*op2[31:16]<<1);signed 11,13
maddr res[15:0]=rnd16(op3[31:0]+(7FFFFFFF));signed 5,87
h2n1x8000lo res[31:16]=rnd16(op3[63:32]+(op1[31:16]*op2[15:0]<<1));

signed
madds5 Beweise Abstraktion für: 28,21

res[31:0]=sat(op3[31:0]+(op1[31:0]*op2[31:0]));signed
maddsumh4 res[63:0]=op3[63:0]+(op1[31:16]*op2[15:0]<<16) 14,76

-(op1[31:16]*op2[31:16]<<16)
msub3 res[63:0]=op3[31:0]-(op1[31:0]*op2[31:0]);signed 30,25
msubmh3 res[63:0]=op3[63:0]-(op1[31:16]*op2[15:0]<<16) 14,90

-(op1[15:0]*op2[15:0]<<16)
mul u3 res[63:0]=op1[31:0]*op2[31:0];unsigned 30,62
mulr q1 res[31:16]=rnd16(op1[31:16]*op2[31:16]);signed 5,34

Tabelle 5.12: Ausschnitt der experimentellen Ergebnisse auf industriellen Beispielen

Zur Verifikation von Instruktionen mit Saturierung wurde die Normalisierung genutzt, um
eine Abstraktion auf die Wortebene zu verifizieren, wie sie in Abschnitt 5.4 beschrieben
wurde. Die angegebene CPU-Zeit bezieht sich dabei auf genaudiesen Beweis.
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Auf dem abstrahierten Modell konnte die Korrektheit des Ergebnissesip res allein mit
Gateprop bewiesen werden. Tabelle 5.13 zeigt die CPU-Zeiten von Gateprop zum Beweis
der korrekten Saturierung für einen Multiplikationsbefehl für vorzeichenlose Operanden.
Hierbei wurden zwei Eigenschaften bewiesen. Entsteht einÜberlauf, muss saturiert wer-
den, andernfalls wird das korrekte Multiplikationsergebnis geliefert. Der Beweis dieser
Eigenschaften wurde für die nicht abstrahierten Instanzen nach 2500 Sekunden erfolglos
abgebrochen.

Eigenschaft CPU Zeit [s]
abstrahiertes Modell ursprüngliches Modell

no overflow 152.32 >2500
overflow 56.61 >2500

Tabelle 5.13: CPU-Zeiten für Saturierungseigenschaften

Für Instruktionen mit vorzeichenbehafteten Operanden k¨onnen ähnliche Ergebnisse
erzielt werden, wenn man eine Fallunterscheidung nach Vorzeichen der Operanden
durchführt.
Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass das Normalisierungsverfahren, welches in
diesem Kapitel beschrieben wurde, ein attraktive Methode zur Verifikation hochoptimier-
ter arithmetischer Schaltungen darstellt.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

Mit zunehmender Integration von immer mehr Funktionalität in zukünftigen SoC-Designs
erhöht sich die Bedeutung der funktionalen Verifikation auf der Blockebene. Nur Block-
Entwürfe mit extrem niedriger Fehlerrate erlauben eine schnelle Integration in einen SoC-
Entwurf. Diese hohen Qualitätsansprüche können durch simulationsbasierte Verifikation
nicht erreicht werden. Aus diesem Grund rücken Methoden zur formalen Entwurfsveri-
fikation in den Fokus. Auf der Blockebene hat sich die Eigenschaftsprüfung basierend
auf dem iterativen Schaltungsmodell (BIMC) als erfolgreiche Technologie herausgestellt.
Trotzdem gibt es immer noch einige Design-Klassen, die fürBIMC schwer zu handha-
ben sind. Hierzu gehören Schaltungen mit hoher sequentieller Tiefe sowie arithmetische
Blöcke.
Die fortlaufende Verbesserung der verwendeten Beweismethoden, z.B. der verwendeten
SAT-Solver, wird der zunehmenden Komplexität immer größer werdender Blöcke alleine
nicht gewachsen sein. Aus diesem Grund zeigt diese Arbeit auf, wie bereits in der Pro-
blemaufbereitung des Front-Ends eines Werkzeugs zur formalen Verifikation Maßnahmen
zur Vereinfachung der entstehenden Beweisprobleme ergriffen werden können.
In den beiden gerade angesprochenen Problemfeldern wurdendazu exemplarisch geeig-
nete Freiheitsgrade bei der Modellgenerierung im Front-End identifiziert und zur Verein-
fachung der Beweisaufgaben für das Back-End ausgenutzt.

Eigenschaften auf unbeschr̈ankten Zeitintervallen

Zunächst wurde in Kapitel 4 dargestellt, wie eine geeignete Zustandskodierung für Kom-
ponenten eines Designs gewählt werden kann, um Invarianten zu generieren, die die Tie-
fe eines SAT-basierten Induktionsbeweises reduzieren. Eshat sich gezeigt, dass die so-
genannte One-hot-Kodierung für kleine Komponenten einesDesigns eine attraktive Al-
ternative zur üblichen binären Kodierung darstellt. Diese Kodierung unterstützt in be-
sonderem Maße die Generierung von Invarianten, da sich paarweise Abhängigkeiten
zwischen one-hot kodierten Komponenten durch Implikationen zwischen einzelnen Zu-
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standsvariablen ausdrücken lassen. Darüber hinaus steht mit der strukturellen Automa-
tentraversierung[SWWK04] ein leistungsfähiger Algorithmus zur Verfügung, um diese
Abhängigkeiten zu berechnen. Auf diese Weise erlangt man kraftvolle Invarianten zur
Unterstützung der Induktionsbeweise für die zu verifizierenden Eigenschaften.
Bei dem hier vorgestellten Verfahren handelt es sich lediglich um einen ersten Schritt zur
konsequenten Ausnutzung von Strukturinformation bei der Problemaufbereitung für die
Eigenschaftsprüfung. Die Erkenntnis, dass sich Wissen über Struktur und Komponenten
eines Designs zur Invariantengenerierung für die Eigenschaftprüfung ausnutzen lässt, hat
sich dabei zu einem eigenständigen Thema entwickelt, welches momentan in weiteren
Arbeiten erforscht wird. Erste Publikationen [NSK05,NSWK05] nutzen zum Beispiel die
Existenz eines überschaubaren zentralen Steuerwerkes aus, wie man es in vielen Proto-
kollimplementierungen findet.
Der Zustandsübergangsgraph dieses Automaten wird genutzt, um eine Dekomposition
sowohl der Zustandsübergangsfunktion des kompletten Designs, als auch der Menge der
erreichbaren Zustände durchzuführen. Dadurch gelingt es, wertvolle Invarianten für die
Eigenschaftprüfung solcher Designs zu ermitteln. Insbesondere ist der Aufwand für Code-
inspektion zur manuellen Elimination von False-Negativesdrastisch reduziert worden.

Eigenschaftsprüfung für arithmetische Schaltungen

In der RT-Beschreibung eines Datenpfades findet sich Arithmetik auf unterschiedlichen
Abstraktionsebenen wieder. Um hoch optimierte Implementierungen für spezielle arith-
metische Funktionen zu erhalten, werden diese häufig direkt auf der Bitebene implemen-
tiert. Die Designer instantiieren dabei manuell elementare arithmetische Komponenten
wie Halbaddierer, Volladdierer oder partielle Produkte. Diese Vorgehensweise ist not-
wendig, um einen hohen Grad an Ressourcenteilung zu erzielen, ohne die Performanz des
Gesamtsystems zu gefährden. Die so entstandenen hart kodierten arithmetischen Blöcke
sind für konventionelle Verifikationsmethoden nicht handhabbar. Diese Problematik wird
im wesentlichen durch zwei Faktoren ausgelöst.

• Boolesche Methoden der Bitebene versagen bei der Behandlung arithmetischer
Schaltungen.

• Eine Wortebenenabstraktion für das gesamte Problem ist inder Regel nicht
möglich.

In Kapitel 5 wurden deshalb Probleme aus der Eigenschaftsprüfung für arithmetische
Schaltungen auf der arithmetischen Bitebene (ABL) beschrieben. Eine ABL ist aus Addi-
tionsnetzwerken, Generatoren für partielle Produkte undVergleichern zusammengesetzt.
Es erweist sich als einfach, diese ABL im Front-End des Verifikationswerkzeugs zu ge-
nerieren.
Mit der ABL steht dann eine Beschreibung zur Verfügung, diees erlaubt, Arithmetik auf
den verschiedenen Abstraktionsebenen der Wort- und der Bitebene in einem einheitlichen
Modell zu erfassen und mit einem einheitlichen Kalkül zu behandeln.
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Ebenfalls in Kapitel 5 wurde deshalb ein Verfahren zur Normalisierung einer ABL vor-
gestellt. Kern dieses Verfahrens sind Operationen zur lokalen Transformation der ABL,
die zur schrittweisen Reduzierung des Problems führen. Diese Transformationen nutzen
dabei im wesentlichen das Kommutativgesetz sowie das Distributivgesetz aus. Die aus-
geführten Transformationen steigern schrittweise die Abstraktion innerhalb der ABL und
bringen so die Beschreibung der Arithmetik aus Design und Eigenschaft zur Deckung.
Schlussendlich führt dies zur drastischen Vereinfachungder unterliegenden SAT-Instanz
und damit zur Reduktion des Beweisaufwands.
Nach dem Wissen des Autors ist dies die erste Verifikationsmethode, die in der Lage ist,
hart kodierte arithmetische Datenpfade vollständig zu verifizieren. Der Ansatz kann naht-
los in bestehende SAT-basierte Eigenschaftsprüfer integriert werden, wie die Experimente
mit einem industriellen Werkzeug gezeigt haben. Darüber hinaus können natürlich auch
hybride Solver von den Abstraktionen, die die Normalisierung liefert, profitieren.

6.2 Ausblick

Die Methoden dieser Arbeit stellen einen ersten Schritt zurVerbesserung der Perfor-
manz der Eigenschaftsprüfung dar. Weitere Forschung ist notwendig, um mit der im-
mer weiter ansteigenden Größe der Designs Schritt zu halten. Darüberhinaus wird nach
Möglichkeiten gesucht, die Anwendbarkeit der Eigenschaftsprüfung auf neue Anwen-
dungsfelder auszudehnen.
Im Folgenden werden einige Felder für mögliche zukünftige Entwicklungen skizziert.

6.2.1 Dynamische Normalisierung

In Abschnitt 5.4 aus Kapitel 5 wurde dargelegt, wie man das Verifikationsproblem durch
Ausnutzung interner̈Aquivalenzen auf einen arithmetischen Kern reduzieren kann, der
dann mit Hilfe der ABL-Normalisierung gelöst werden kann.
Dabei wurde zunächst gezeigt, dass die Kontrolllogik zwischen arithmetischen Blöcken
unter den Annahmen der aktuell untersuchten Eigenschaft transparent wird, d.h. einen
bestimmten Datenfluss zwischen den arithmetischen Einheiten einstellt. Die daraus re-
sultierendenÄquivalenzen lassen sich mit SAT-Techniken leicht ermitteln und dann zur
Logikersetzung ausnutzen.
Obwohl in unserem Fall eine industrielle MAC-Einheit vollständig verifiziert werden
konnte, sind auch Fälle denkbar, in denen dies nicht der Fall ist. Es ist möglich, dass
ein Zwischenergebnis auf der arithmetischen Bitebene wahlweise auf verschiedenen Ein-
heiten berechnet wird. In vielen Fällen wird dann der Ansatz der Abstraktion durch lokale
Normalisierung aus Abschnitt 5.4.3 aus Kapitel 5 greifen.
Schwierig wird dies allerdings, wenn die Ressourcenänderung auch mit der Anwendung
unterschiedlicher Algorithmen einhergeht, und die verwendeten Komponenten jeweils un-
terschiedliche Zwischenergebnisse liefern. Im Zuge der Einführung rekonfigurierbarer
Datenpfade, wäre ein Szenario ähnlich dem folgenden Beispiel vorstellbar.
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Beispiel 6.1.Stehen in einer Pipeline mehrere Addierer und mehrere Multiplizierer zur
Verfügung, kann es, je nach Situation der Pipeline, sinnvoll sein, statt des Ausdrucks
(a+b)c denäquivalenten Ausdruckab+bc zu berechnen. Die dazu notwendige Kontrolllo-
gik hängt allerdings nicht von der auszuführenden Operation, sondern von dem aktuellen
Zustand der Pipeline ab. Dieser wird in einer Eigenschaft typischerweise nicht festgelegt,
um die Eigenschaft so allgemein wie möglich zu halten. Damit ist es nicht möglich, die
Kontrolllogik unter den Annahmen der Eigenschaft zu eliminieren. Abbildung 6.1 visuali-
siert den Ausschnitt aus dem iterativen Schaltungsmodell dieser Pipeline, der f̈ur die hier
betrachtete Operation relevant ist.

Mult
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Mult


Stufe 1
 Stufe 2
 Stufe 3


Pipeline Control
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b


c


Instr
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Abbildung 6.1: Struktur einer Pipeline

In einer Situation wie dem gerade beschriebenen Beispiel kann die Normalisierung erst
dann sinnvoll eingesetzt werden, wenn der Datenfluss durch vorangehende Entscheidun-
gen und Wertezuweisungen für Kontrollvariablen fest eingestellt ist.
Eine erste naheliegende Lösung könnte also sein, durch Enumerierung aller möglichen
Datenflüsse das Problem in Teile zu zerlegen, die durch Normalisierung gelöst werden
können.
Die reine Enumerierung der Kontrollvariablen wird im Allgemeinen allerdings eine Viel-
zahl ähnlicher Probleme für die Normalisierung erzeugen. Es bedarf also der Entwicklung
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neuer Konzepte, die es erlauben, eine solche Enumerierung effizient zu gestalten und Wis-
sen aus bereits erfolgreichen Normalisierungen wieder zu verwenden.

6.2.2 Gröbner-Basen

Die Methoden dieser Arbeit nutzen bestimmte Charakteristika moderner Entwurfspro-
zesse aus, um mit sehr spezialisierten Verfahren eine bestimmte Klasse praktisch relevan-
ter Probleme zu lösen. Dem gegenüber stehen die generischen Methoden, wie z.B. die
Erfüllbarkeitsprüfung, die eine sehr große Klasse von Problemen lösen, wobei auf Grund
ihrer Allgemeingültigkeit nicht immer die optimale Performanz erzielt wird.
Bei der Suche nach alternativen generischen Methoden für die Eigenschaftsprüfung, die
Potential zur Behandlung von Hardware mit Ganzzahlarithmetik aufweisen, erweist sich
die Computeralgebra als Fundgrube. Erste Ansätze zur Verwendung algebraischer Metho-
den in der formalen Verifikation findet man in [SKEG05]. Dabeiwird der Datenpfad eines
Designs durch ein multivariates Polynom über dem RingZZ/2n modelliert. In der oben
genannten Arbeit wird diëAquivalenz einer RT-Implementierung mit einer MATHLAB-
Simulink-Spezifikation in Festpunktarithmetik sichergestellt, indem die jeweiligen Poly-
nome mit algebraischen Methoden bearbeitet werden. Dazu wird ein Algorithmus zur
Reduktion eines multivariaten Polynoms überZZ/2n in eine kanonische Darstellung an-
gegeben. Der̈Aquivalenzvergleich ist dann durch einfachen Koeffizientenvergleich leicht
möglich.
Für die Eigenschaftsprüfung von RT-Designs greift dieser Ansatz allerding noch zu kurz,
da weder eingebettete Kontrolllogik noch Variablen verschiedener Bitbreiten behandelt
werden können. Darüber hinaus gelten dieÄquivalenzen, die im Beweisziel einer Eigen-
schaft gefordert werden, in der Regel nicht global, sondernlediglich unter bestimmten
Annahmen, die ebenfalls in der Eigenschaft spezifiziert werden.
Es stellt sich also die Frage, wie sich das Problem der Eigenschaftsprüfung als algebrai-
sche Fragestellung formulieren lässt. Ein Ansatz zur Modellierung von Bitvektorfunktio-
nen mit Variablen verschiedener Bitbreiten könnte die Verwendung des RingsZZ/2max

sein, wobeimax die maximale Bitbreite aller vorkommenden Variablen ist. Damit ist es
möglich, das iterative Schaltungsmodell und die Eigenschaft auf eine Menge von Polyno-
men über diesem Ring abzubilden.

Modellierung der Eigenschaftsprüfung inZZ/2max

In diesem Abschnitt soll in aller Kürze eine Modellierung der Probleme der Eigen-
schaftsprüfung als Polynomsystem überZZ/2max skizziert werden.
Zunächst muss sichergestellt werden, dass Variablen der Bitbreite n < max auch nur
Werte aus Bereich0, . . . , 2n − 1 annehmen können. Für den Spezialfalln = 1 kann
dies durch das Polynomx ∗ (x − 1) = x2 − x erreicht werden. Diese Vorgehensweise
kann allerdings nicht problemlos fürn > 1 verallgemeinert werden. So hat das Polynom
x(x − 1)(x− 2)(x− 3) in ZZ/8 die Nullstelle7. Durch das Polynomx−

∑n−1
i=0 2ixi und
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die Nebenbedingungenx2
i − xi gelingt zwar, die Beschreibung dieser Teilmenge, wird

allerdings durch die Anwesenheit vieler Nullteiler in den Koeffizienten erkauft.
Nun wenden wir uns der Modellierung von Bitvektorfunktionen durch Polynome zu. Bei-
spielhaft sei hier die Modellierung der Multiplikationr = a∗b von 5-Bit Zahlen inZZ/220

genannt, diese kann durch das Polynomab − r + 25s erfolgen. Aufgrund der Bitbreiten-
beschränkung fürr benötigen wir die zusätzliche sogenannte Schlupfvariable s, um die
oberen Bits des Multiplikationsergebnisses aufzunehmen.Analog zur Multiplikation las-
sen sich die anderen Operationen+ und− umsetzen.
Schwieriger gestaltet sich die Modellierung nicht arithmetischer Bitvektorfunktionen.
Hier bleibt in einigen Fällen nur der Umweg über die oben bereits erwähnte Zerlegung
einer Variablen in die einzelnen Bits und die Bitweise Implementierung vonx = 1 − x
undx ∧ y = xy. Die anderen Funktionen können dann aus dieser Basis der Booleschen
Algebra abgeleitet werden.
Einige Operationen, wie z.B.ite(s, a, b) = sa + (1 − s)b, lassen sich auch direkt auf
der Wortebene modellieren. Hierzu gehört auch die Konkatenation von Vektorena undb
der Bitbreiten bzw.m: concat(a, b) = 2ma + b + 2m+ns, wobei hier im Fallm + n <
max erneut eine Schlupfvariables eingeführt werden muss. Hat man nun eine Menge
von Polynomen, die alle Bitvektorfunktionen des iterativen Schaltungsmodells und der
Eigenschaft repräsentiert, so stellt sich die Frage, wie man anhand dieser Menge ermitteln
kann, ob die Eigenschaft gültig ist.
Sei dazuS diese Polynommenge undp die 1-Bit Variable, die die Eigenschaft kodiert,
alsop = 1 genau dann, wenn die Eigenschaft gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
Varietät der MengeS ∪ {1− p}, d. h. die MengeV (S ∪ {1− p}) der gemeinsamen Null-
stellen aller dieser Polynome leer ist. Um eine handhabbareDarstellung für eine Varietät
V (S) zu erlangen, betrachtet man nun das Ideal< S > der vonS erzeugten Polynome
im Polynomring. Enthält dieses Ideal ein von Null verschiedenes konstantes Polynom, so
ist die VarietätV (S) leer und umgekehrt.
Damit ist das Problem der Eigenschaftsprüfung in ein algebraisches Problem überführt,
welches den Methoden der Computeralgebra zugänglich ist.Ein Ansatz, der hier
zielführend erscheint, liegt darin, spezielle Gröbner-Basen-Algorithmen für Ringe zu im-
plementieren. Auf Grund einer Gröbner-Basis kann dann leichter entschieden werden, ob
im Ideal< S > ein von Null verschiedenes konstantes Polynom enthalten ist.

Normalisierung zur Modellgenerierung

Der gerade beschriebene Ansatz der Verwendung von Gröbner-Basen in der Eigen-
schaftsprüfung hat insbesondere dann Potential, wenn dieArithmetik im vorliegenden
Problem überwiegend auf der Wortebene spezifiziert ist. Die vorliegende Arbeit hat ge-
zeigt, dass die ABL-Normalisierung eingesetzt werden kann, um für Problemteile, deren
Arithmetik auf der Bitebene spezifiziert ist, geeignete Abstraktionen zu beweisen. Die-
se Abstraktionen bilden dann die Grundlage für die im letzten Abschnitt beschriebene
Modellierung des übergreifenden Problems als Polynomsystem.
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6.2.3 Neue Anwendungsdom̈anen

Fortschritte bei der Eigenschaftsprüfung für digitale arithmetische Schaltungen können
in Zukunft genutzt werden, um neue Anwendungsdomänen fürdie Eigenschaftsprüfung
zu erschließen. Exemplarisch soll an dieser Stelle auf die formale Verifikation analoger
Schaltungen eingegangen werden. Die Möglichkeit, digitale und analoge Schaltungen mit
ähnlichen Techniken zu verifizieren, ist eine Grundvoraussetzung, um die formale Verifi-
kation von mixed-signal-Schaltungen in Angriff zu nehmen,die heute schon in fast jedem
SoC-Entwurf enthalten sind.
Ein Ansatz zur formalen Verifikation von analogen oder mixed-signal Schaltungen sieht
die Digitalisierung des analogen Schaltungsteils vor. Dazu müssen natürlich die Parameter
der analogen Schaltung zunächst diskretisiert werden.
In [HHB02b, HHB02a] wird dazu ein Ansatz vorgestellt, der den kontinuierlichen Zu-
standsraum einer analogen Schaltung in eine endliche Anzahl von Gebieten aufteilt und
eine abstraktëUbergangsrelation zwischen diesen Gebieten berechnet. Das so entstande-
ne Modell der analogen Schaltung wird mit klassischen CTL-Model-Checking-Methoden
verifiziert.
Andere Methoden benutzen abstrahierte Modelle der analogen Schaltung, die dann als di-
gitale Schaltung realisiert werden. Bartsch und Schubert [Sch97, BS97] haben beispiels-
weise eine Methode zur Simulation kleiner analoger Schaltungsteile in einer VHDL’93
Umgebung entwickelt.
In [FSS05] schlagen Freibothe et. al eine Methode zur Verifikation des quasistatischen
Verhaltens von mixed-signal Schaltungen vor. Hier werden die analogen Teile der Schal-
tung durch algebraische Gleichungen beschrieben. Aufgrund der Verwendung von SVC
als Beweiser kann dieser Ansatz allerdings nur lineare analoge Schaltungsteile bearbeiten.
Eine alternative Möglichkeit, das Verhalten der analogenSchaltung durch eine digita-
le Hardware zu modellieren, besteht darin, ein iteratives Näherungsverfahren, z.B das
Backward-Euler-Verfahren, für die Differentialgleichungen der Analogschaltung zu im-
plementieren. Das so entstehende digitale Modell enthältdann fast ausschließlich Arith-
metik, womit das Potential der neuen Methoden zur Arithmetikverifikation genutzt wer-
den kann.
Die wissenschaftliche Herausforderung besteht nun darin,die Generierung des Modells
für die analoge Schaltung weitestgehend zu automatisieren.
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116 ANHANG A. ERGEBNISSTABELLEN FÜR TRICORE 2 EIGENSCHAFTEN

Instanz CPU-Zeit(s) Instanz CPU-Zeit(s) Instanz CPU-Zeit(s)
madd1 26,28 maddmh3n1x8000lo 5,98 maddrsh7n1 10,32
madd2 24,86 maddmh4 8,09 maddrsh7n1x8000hi 4,72
madd3 29,51 maddmh4n1 14,85 maddrsh7n1x8000lo 5,96
madd4 29,74 maddmh4n1x8000hi 5,86 maddrsh8 9,55

maddh1 9,84 maddmh4n1x8000lo 5,99 maddrsh8n1 9,86
maddh1n1 10,15 maddmsh5 8,33 maddrsh8n1x8000hi 4,57

maddh1n1x8000hi 4,74 maddmsh5n1 14,95 maddrsh8n1x8000lo 5,81
maddh1n1x8000lo 6,02 maddmsh5n1x8000hi 9,98 maddrsh9 9,66

maddh2 9,04 maddmsh5n1x8000lo 6,31 maddrsh9n1 10,23
maddh2n1 10,78 maddmsh6 7,86 maddrsh9n1x8000hi 4,55

maddh2n1x8000hi 4,64 maddmsh6n1 14,30 maddrsh9n1x8000lo 5,80
maddh2n1x8000lo 5,88 maddmsh6n1x8000hi 9,96 maddrsq3 6,03

maddh3 9,29 maddmsh6n1x8000lo 6,18 maddrsq3n1 10,33
maddh3n1 10,16 maddmsh7 8,18 maddrsq3n1x8000lo 6,54

maddh3n1x8000hi 4,57 maddmsh7n1 15,53 maddrsq4 4,59
maddh3n1x8000lo 5,91 maddmsh7n1x8000hi 5,83 maddrsq4n1 8,47

maddh4 9,82 maddmsh7n1x8000lo 6,10 madds5 28,21
maddh4n1 10,64 maddmsh8 8,10 madds6 23,13

maddh4n1x8000hi 4,56 maddmsh8n1 14,34 madds7 28,51
maddh4n1x8000lo 5,66 maddmsh8n1x8000hi 5,80 madds8 27,87

maddq1 31,32 maddmsh8n1x8000lo 6,04 maddsh5 9,06
maddq10 5,02 maddrh1 9,26 maddsh5n1 9,90

maddq10n1 10,74 maddrh1n1 9,95 maddsh5n1x8000hi 4,56
maddq1n1 39,83 maddrh1n1x8000hi 4,56 maddsh5n1x8000lo 5,78

maddq2 8,01 maddrh1n1x8000lo 5,76 maddsh6 9,05
maddq2n1 12,34 maddrh2 9,35 maddsh6n1 9,81

maddq3 8,12 maddrh2n1 10,18 maddsh6n1x8000hi 4,61
maddq3n1 11,55 maddrh2n1x8000hi 4,62 maddsh6n1x8000lo 5,81

maddq4 5,79 maddrh2n1x8000lo 5,87 maddsh7 9,13
maddq4n1 11,13 maddrh3 9,67 maddsh7n1 9,96

maddq4n1x8000lo 7,53 maddrh3n1 9,92 maddsh7n1x8000hi 4,44
maddq5 4,61 maddrh3n1x8000hi 4,52 maddsh7n1x8000lo 5,69

maddq5n1 8,32 maddrh3n1x8000lo 5,86 maddsh8 9,02
maddq6 27,96 maddrh4 9,72 maddsh8n1 11,09

maddq6n1 37,47 maddrh4n1 9,71 maddsh8n1x8000hi 4,49
maddq7 19,90 maddrh4n1x8000hi 4,69 maddsh8n1x8000lo 5,79

maddq7n1 8,48 maddrh4n1x8000lo 5,72 maddsq11 30,69
maddq8 20,00 maddrh5 5,23 maddsq11n1 36,27

maddq8n1 8,77 maddrh5n1 10,62 maddsq12 8,72
maddq9 6,45 maddrh5n1x8000hi 4,70 maddsq12n1 12,20

maddq9n1 11,37 maddrh5n1x8000lo 6,00 maddsq13 8,06
maddq9n1x8000lo 6,52 maddrq1 7,14 maddsq13n1 11,59

maddu3 26,45 maddrq1n1 11,06 maddsq14 5,76
maddu4 25,85 maddrq1n1x8000lo 7,95 maddsq14n1 11,39

maddmh1 8,19 maddrq2 5,82 maddsq14n1x8000lo 6,33
maddmh1n1 14,14 maddrq2n1 11,02 maddsq15 4,57

maddmh1n1x8000hi 10,46 maddrsh10 9,95 maddsq15n1 9,01
maddmh1n1x8000lo 6,10 maddrsh10n1 11,06 maddsq16 29,47

maddmh2 8,14 maddrsh10n1x8000hi 4,79 maddsq16n1 39,55
maddmh2n1 14,78 maddrsh10n1x8000lo 6,26 maddsq17 7,79

maddmh2n1x8000hi 10,98 maddrsh6 9,46 maddsq17n1 8,36
maddmh2n1x8000lo 6,03 maddrsh6n1 10,27 maddsq18 20,06

maddmh3 7,99 maddrsh6n1x8000hi 4,55 maddsq18n1 8,30
maddmh3n1 15,10 maddrsh6n1x8000lo 5,73 maddsq19 6,31

maddmh3n1x8000hi 5,79 maddrsh7 9,62 maddsq19n1 11,18

Tabelle A.1: Experimentelle Ergebnisse auf industriellenBeispielen Teil 1
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Instanz CPU-Zeit(s) Instanz CPU-Zeit(s) Instanz CPU-Zeit(s)
maddsq19n1x8000lo 6,30 maddsurh1 9,52 msubh1n1x8000lo 5,92

maddsq20 4,96 maddsurh1n1 14,31 msubh2 9,52
maddsq20n1 11,71 maddsurh1n1x8000hi 4,52 msubh2n1 16,06

maddsu5 25,23 maddsurh1n1x8000lo 5,90 msubh2n1x8000hi 4,81
maddsu6 25,13 maddsurh2 9,53 msubh2n1x8000lo 5,99
maddsu7 24,91 maddsurh2n1 13,60 msubh3 9,45
maddsu8 24,50 maddsurh2n1x8000hi 4,63 msubh3n1 17,02

maddsuh1 9,19 maddsurh2n1x8000lo 5,90 msubh3n1x8000hi 4,64
maddsuh1n1 17,41 maddsurh3 9,31 msubh3n1x8000lo 5,85

maddsuh1n1x8000hi 4,64 maddsurh3n1 14,33 msubh4 9,52
maddsuh1n1x8000lo 5,92 maddsurh3n1x8000hi 4,54 msubh4n1 17,24

maddsuh2 9,22 maddsurh3n1x8000lo 5,97 msubh4n1x8000hi 4,66
maddsuh2n1 16,49 maddsurh4 9,00 msubh4n1x8000lo 5,83

maddsuh2n1x8000hi 4,62 maddsurh4n1 13,95 msubq1 34,44
maddsuh2n1x8000lo 5,96 maddsurh4n1x8000hi 4,43 msubq10 6,60

maddsuh3 9,24 maddsurh4n1x8000lo 5,78 msubq10n1 11,64
maddsuh3n1 17,19 maddsursh5 9,44 msubq1n1 54,03

maddsuh3n1x8000hi 4,65 maddsursh5n1 13,90 msubq2 17,14
maddsuh3n1x8000lo 5,86 maddsursh5n1x8000hi 4,58 msubq2n1 33,10

maddsuh4 9,72 maddsursh5n1x8000lo 6,09 msubq2n1tru32 12,73
maddsuh4n1 17,61 maddsursh6 9,59 msubq2tru32 17,32

maddsuh4n1x8000hi 5,26 maddsursh6n1 14,49 msubq3 15,80
maddsuh4n1x8000lo 5,81 maddsursh6n1x8000hi 4,57 msubq3n1 19,31

maddsumh1 14,65 maddsursh6n1x8000lo 5,94 msubq3n1tru32 14,07
maddsumh1n1 21,67 maddsursh7 9,33 msubq3tru32 19,12

maddsumh1n1x8000hi 12,79 maddsursh7n1 15,46 msubq4 9,96
maddsumh1n1x8000lo 7,62 maddsursh7n1x8000hi 4,52 msubq4n1 17,49

maddsumh2 14,94 maddsursh7n1x8000lo 5,85 msubq4n1x8000lo 10,00
maddsumh2n1 20,67 maddsursh8 9,52 msubq5 6,88

maddsumh2n1x8000hi 12,12 maddsursh8n1 15,08 msubq5n1 12,50
maddsumh2n1x8000lo 7,68 maddsursh8n1x8000hi 4,58 msubq6 39,14

maddsumh3 14,64 maddsursh8n1x8000lo 5,96 msubq6n1 53,72
maddsumh3n1 22,17 maddsush5 9,21 msubq7 9,72

maddsumh3n1x8000hi 7,00 maddsush5n1 16,56 msubq7n1 24,36
maddsumh3n1x8000lo 6,78 maddsush5n1x8000hi 4,66 msubq8 10,53

maddsumh4 14,76 maddsush5n1x8000lo 5,90 msubq8n1 20,85
maddsumh4n1 21,45 maddsush6 9,28 msubq9 11,11

maddsumh4n1x8000hi 6,90 maddsush6n1 16,52 msubq9n1 20,99
maddsumh4n1x8000lo 6,84 maddsush6n1x8000hi 4,75 msubq9n1x8000lo 9,68

maddsumsh5 14,93 maddsush6n1x8000lo 5,95 msubu3 26,90
maddsumsh5n1 20,44 maddsush7 9,39 msubu4 26,85

maddsumsh5n1x8000hi 12,48 maddsush7n1 16,91 msubadh1 10,06
maddsumsh5n1x8000lo 7,50 maddsush7n1x8000hi 4,70 msubadh1n1 10,50

maddsumsh6 14,49 maddsush7n1x8000lo 6,02 msubadh1n1x8000hi 4,79
maddsumsh6n1 21,78 maddsush8 9,42 msubadh1n1x8000lo 5,96

maddsumsh6n1x8000hi 12,45 maddsush8n1 19,38 msubadh2 10,07
maddsumsh6n1x8000lo 7,56 maddsush8n1x8000hi 4,73 msubadh2n1 10,46

maddsumsh7 14,63 maddsush8n1x8000lo 5,94 msubadh2n1x8000hi 4,79
maddsumsh7n1 24,33 msub1 25,87 msubadh2n1x8000lo 5,99

maddsumsh7n1x8000hi 6,98 msub2 24,65 msubadh3 10,03
maddsumsh7n1x8000lo 6,95 msub3 30,25 msubadh3n1 10,53

maddsumsh8 14,68 msub4 29,45 msubadh3n1x8000hi 4,65
maddsumsh8n1 22,60 msubh1 9,36 msubadh3n1x8000lo 5,89

maddsumsh8n1x8000hi 7,14 msubh1n1 15,99 msubadh4 9,96
maddsumsh8n1x8000lo 7,01 msubh1n1x8000hi 4,86 msubadh4n1 10,49

Tabelle A.2: Experimentelle Ergebnisse auf industriellenBeispielen Teil 2
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Instanz CPU-Zeit(s) Instanz CPU-Zeit(s) Instanz CPU-Zeit(s)
msubadh4n1x8000hi 4,71 msubadrsh6n1 10,44 msubmsh8 15,75
msubadh4n1x8000lo 5,96 msubadrsh6n1x8000hi 4,76 msubmsh8n1 27,40

msubadmh1 8,24 msubadrsh6n1x8000lo 5,98 msubmsh8n1x8000hi 7,68
msubadmh1n1 13,83 msubadrsh7 9,56 msubmsh8n1x8000lo 7,42

msubadmh1n1x8000hi 10,70 msubadrsh7n1 10,59 msubrh1 12,30
msubadmh1n1x8000lo 6,46 msubadrsh7n1x8000hi 4,68 msubrh1n1 18,42

msubadmh2 8,28 msubadrsh7n1x8000lo 5,92 msubrh1n1x8000hi 6,11
msubadmh2n1 14,06 msubadrsh8 9,97 msubrh1n1x8000lo 7,53

msubadmh2n1x8000hi 10,53 msubadrsh8n1 10,36 msubrh2 12,41
msubadmh2n1x8000lo 6,57 msubadrsh8n1x8000hi 4,67 msubrh2n1 18,53

msubadmh3 8,33 msubadrsh8n1x8000lo 5,80 msubrh2n1x8000hi 5,48
msubadmh3n1 14,63 msubadsh5 9,38 msubrh2n1x8000lo 6,76

msubadmh3n1x8000hi 6,14 msubadsh5n1 9,88 msubrh3 10,99
msubadmh3n1x8000lo 6,35 msubadsh5n1x8000hi 4,70 msubrh3n1 16,82

msubadmh4 8,23 msubadsh5n1x8000lo 5,82 msubrh3n1x8000hi 5,19
msubadmh4n1 15,14 msubadsh6 9,41 msubrh3n1x8000lo 7,23

msubadmh4n1x8000hi 6,16 msubadsh6n1 9,70 msubrh4 11,55
msubadmh4n1x8000lo 6,24 msubadsh6n1x8000hi 4,70 msubrh4n1 17,53

msubadmsh5 8,14 msubadsh6n1x8000lo 5,89 msubrh4n1x8000hi 5,38
msubadmsh5n1 14,08 msubadsh7 9,40 msubrh4n1x8000lo 7,46

msubadmsh5n1x8000hi 10,71 msubadsh7n1 9,88 msubrh5 11,92
msubadmsh5n1x8000lo 6,34 msubadsh7n1x8000hi 4,68 msubrh5n1 21,00

msubadmsh6 8,07 msubadsh7n1x8000lo 5,87 msubrh5n1x8000hi 14,66
msubadmsh6n1 14,20 msubadsh8 9,93 msubrh5n1x8000lo 13,70

msubadmsh6n1x8000hi 10,40 msubadsh8n1 10,41 msubrq1 9,11
msubadmsh6n1x8000lo 6,42 msubadsh8n1x8000hi 4,69 msubrq1n1 16,04

msubadmsh7 8,30 msubadsh8n1x8000lo 5,76 msubrq1n1x8000lo 11,72
msubadmsh7n1 15,06 msubmh1 14,81 msubrq2 6,88

msubadmsh7n1x8000hi 6,09 msubmh1n1 21,34 msubrq2n1 13,47
msubadmsh7n1x8000lo 6,38 msubmh1n1x8000hi 12,18 msubrsh10 14,18

msubadmsh8 8,11 msubmh1n1x8000lo 7,58 msubrsh10n1 24,97
msubadmsh8n1 14,12 msubmh2 15,05 msubrsh10n1x8000hi 14,02

msubadmsh8n1x8000hi 6,00 msubmh2n1 21,30 msubrsh10n1x8000lo 14,26
msubadmsh8n1x8000lo 6,25 msubmh2n1x8000hi 12,11 msubrsh6 11,83

msubadrh1 9,70 msubmh2n1x8000lo 7,52 msubrsh6n1 18,56
msubadrh1n1 10,22 msubmh3 14,90 msubrsh6n1x8000hi 6,04

msubadrh1n1x8000hi 4,68 msubmh3n1 22,29 msubrsh6n1x8000lo 7,89
msubadrh1n1x8000lo 5,92 msubmh3n1x8000hi 7,36 msubrsh7 11,50

msubadrh2 9,94 msubmh3n1x8000lo 7,11 msubrsh7n1 21,35
msubadrh2n1 10,44 msubmh4 15,69 msubrsh7n1x8000hi 9,54

msubadrh2n1x8000hi 4,78 msubmh4n1 23,87 msubrsh7n1x8000lo 7,37
msubadrh2n1x8000lo 5,98 msubmh4n1x8000hi 7,57 msubrsh8 11,79

msubadrh3 9,64 msubmh4n1x8000lo 7,48 msubrsh8n1 21,55
msubadrh3n1 10,25 msubmsh5 16,08 msubrsh8n1x8000hi 5,64

msubadrh3n1x8000hi 4,65 msubmsh5n1 22,10 msubrsh8n1x8000lo 7,03
msubadrh3n1x8000lo 5,90 msubmsh5n1x8000hi 12,75 msubrsh9 11,39

msubadrh4 9,53 msubmsh5n1x8000lo 8,01 msubrsh9n1 20,77
msubadrh4n1 10,00 msubmsh6 15,95 msubrsh9n1x8000hi 6,30

msubadrh4n1x8000hi 4,58 msubmsh6n1 24,69 msubrsh9n1x8000lo 6,88
msubadrh4n1x8000lo 5,97 msubmsh6n1x8000hi 12,58 msubrsq3 9,31

msubadrsh5 9,65 msubmsh6n1x8000lo 7,82 msubrsq3n1 15,18
msubadrsh5n1 10,24 msubmsh7 15,53 msubrsq3n1x8000lo 9,93

msubadrsh5n1x8000hi 4,68 msubmsh7n1 23,79 msubrsq4 8,85
msubadrsh5n1x8000lo 5,90 msubmsh7n1x8000hi 8,53 msubrsq4n1 19,60

msubadrsh6 9,90 msubmsh7n1x8000lo 7,54 msubs5 67,72

Tabelle A.3: Experimentelle Ergebnisse auf industriellenBeispielen Teil 3
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Instanz CPU-Zeit(s) Instanz CPU-Zeit(s) Instanz CPU-Zeit(s)
msubs6 53,00 mul h1n1x8000hi 4,49 mulmsh6n1x8000hi 4,39
msubs7 40,57 mul h1n1x8000lo 5,53 mulmsh6n1x8000lo 5,63
msubs8 49,95 mul h2 18,85 mulmsh7 11,11

msubsh5 12,67 mul h2n1 10,40 mulms h7n1 11,25
msubsh5n1 18,34 mul h2n1x8000hi 4,40 mulmsh7n1x8000hi 3,91

msubsh5n1x8000hi 4,88 mul h2n1x8000lo 5,50 mulmsh7n1x8000lo 4,42
msubsh5n1x8000lo 6,11 mul h3 18,81 mulmsh8 11,21

msubsh6 9,40 mul h3n1 10,50 mulms h8n1 11,12
msubsh6n1 16,52 mul h3n1x8000hi 3,90 mulmsh8n1x8000hi 3,86

msubsh6n1x8000hi 4,72 mul h3n1x8000lo 5,06 mulmsh8n1x8000lo 4,98
msubsh6n1x8000lo 5,94 mul h4 18,89 mulr h1 9,52

msubsh7 9,82 mul h4n1 9,42 mulr h1n1 10,64
msubsh7n1 17,39 mul h4n1x8000hi 3,92 mulr h1n1x8000hi 4,61

msubsh7n1x8000hi 4,83 mul h4n1x8000lo 5,06 mulr h1n1x8000lo 5,82
msubsh7n1x8000lo 5,94 mul q1 5,01 mulr h2 9,93

msubsh8 10,05 mul q1n1 6,23 mulr h2n1 11,00
msubsh8n1 16,96 mul q1n1x8000lo 6,02 mulr h2n1x8000hi 4,51

msubsh8n1x8000hi 4,78 mul q2 3,27 mulr h2n1x8000lo 5,76
msubsh8n1x8000lo 5,98 mul q2n1 4,14 mulr h3 9,93

msubsq11 30,51 mul q3 6,15 mulr h3n1 11,10
msubsq11n1 38,49 mul q3n1 6,52 mulr h3n1x8000hi 4,04

msubsq12 15,10 mul q4 6,26 mulr h3n1x8000lo 5,31
msubsq12n1 16,07 mul q4n1 6,15 mulr h4 10,27

msubsq12n1tru32 16,36 mul q5 70,16 mulr h4n1 10,66
msubsq12tru32 15,28 mul q5n1 67,32 mulr h4n1x8000hi 3,97

msubsq13 15,66 mul q6 7,56 mulr h4n1x8000lo 5,23
msubsq13n1 20,50 mul q6n1 7,70 mulr q1 5,34

msubsq13n1tru32 12,34 mul q7 6,56 mulr q1n1 7,41
msubsq13tru32 12,26 mul q7n1 6,66 mulr q1n1x8000lo 7,21

msubsq14 7,55 mul q8 70,17 mulr q2 5,54
msubsq14n1 12,07 mul q8n1 67,46 mulr q2n1 5,76

msubsq14n1x8000lo 8,29 mul u3 30,62 muls 5 27,73
msubsq15 6,20 mul u4 30,03 muls 6 27,87

msubsq15n1 10,47 mulm h1 6,44 muls u5 25,04
msubsq16 31,09 mulm h1n1 6,54 muls u6 23,73

msubsq16n1 42,79 mulm h1n1x8000hi 4,36
msubsq17 8,30 mulm h1n1x8000lo 5,58

msubsq17n1 15,10 mulm h2 6,40
msubsq18 8,40 mulm h2n1 6,53

msubsq18n1 17,88 mulm h2n1x8000hi 3,85
msubsq19 7,85 mulm h2n1x8000lo 4,93

msubsq19n1 13,38 mulm h3 6,46
msubsq19n1x8000lo 7,90 mulm h3n1 6,54

msubsq20 6,51 mulm h3n1x8000hi 4,18
msubsq20n1 13,42 mulm h3n1x8000lo 5,47

msubsu5 26,47 mulm h4 7,23
msubsu6 26,99 mulm h4n1 7,17
msubsu7 27,09 mulm h4n1x8000hi 4,18
msubsu8 26,84 mulm h4n1x8000lo 5,54

mul 1 33,62 mulms h5 11,04
mul 2 23,92 mulmsh5n1 10,89
mul 3 29,23 mulms h5n1x8000hi 3,92
mul 4 29,01 mulms h5n1x8000lo 5,02

mul h1 19,07 mulms h6 11,08
mul h1n1 10,52 mulmsh6n1 11,02

Tabelle A.4: Experimentelle Ergebnisse auf industriellenBeispielen Teil 4
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4.14 CPU-Zeiten bei nicht binären Abhängigkeiten . . . . . .. . . . . . . . . 64

5.1 Grobstruktur der unterliegenden SAT-Instanz . . . . . . . .. . . . . . . 67
5.2 Additionsnetzwerk eines 2-Bit Multiplizierer . . . . . . .. . . . . . . . 70
5.3 Beispiel: Partialproduktgenerator eines 2x2-Multiplizierers . . . . . . . . 71
5.4 Beispiel: 4-Bit Vergleicher . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 72
5.5 Zwei ABLs in reduzierter Normalform für einen 2-Bit-Addierer . . . . . 77
5.6 Zusammenfassen von Additionsnetzwerken . . . . . . . . . . . .. . . . 79
5.7 Verschieben von Partialproduktgeneratoren durch Additionsnetzwerke . . 80
5.8 ABL nach Schritt 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.9 ABL nach Schritt 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

121



122 ABBILDUNGSVERZEICHNIS

5.10 ABL einer 4-Bit-Instanz von der MAC-Eigenschaft . . . . .. . . . . . . 82
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