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Kein Ziel ist es wert erreicht zu werden,
ohne es mit jemanden teilen zu kénnen.

unbekannter Autor






Einleitung

Im Jahre 1970 wurde erstmals von Esaki' und Tsu [Esa70] vorgeschlagen, mittels epi-
taktischer Verfahren, d. h. durch das periodische Aufwachsen von verschiedenen Halblei-
termaterialien, wie z. B. GaAds, GalnAs, etc., Ubergitterstrukturen (engl. superlattices)
herzustellen. Diese Schichtenfolge fiihrt dazu, dass die Elektronen in dieser Struktur ei-
nem periodischen Potential ausgesetzt sind. Dies gilt fiir einen kristallinen Festkorper
aufgrund seiner regelméfligen Anordnung der Konstituentenatome natiirlich auch, jedoch
ist die Periode des Ubergitterpotentials wesentlich gréfer (Ubergitter ~ 10 nm, Halbleiter
~ 0.1 nm) und deren Grofie insbesondere kontrollierbar. Wie wir im Laufe der Arbeit se-
hen werden, definiert die Periode des Gitters eine charakteristische Zeitskala (Ubergitter
~ 400 fs, Halbleiter ~ 40 ps fiir die Feldstirke F = 10kV/cm) des Systems, die Bloch-
zeit. Je nach Grofle der Blochzeit dndert sich die Moglichkeit der Beobachtung der hiermit
verbundenen Effekte. Analog zu natiirlichen Halbleitern, bilden sich in Halbleiter-Uber-
gittern ebenfalls eine Bandstrukturen aus, deren Form durch das kiinstliche Wachstum
kontrolliert werden kann.

Legt man die beiden Enden des Ubergitters bzgl. der Schichtwachstumsrichtung auf
ein unterschiedliches Potential so bildet sich im Inneren der periodischen Struktur ein
Gleichfeld aus. Die Elektronen in dieser Anordnung kénnen ndherungsweise durch den
eindimensionalen Hamiltonoperator

H = %2 +V(2) + eEx mit V(z) = V(z+d) (1)
beschrieben werden, wobei d die Periodenlinge des Ubergitterpotentials ist. Systeme, die
man durch einen solchen Hamiltonoperator beschreiben kann, werden Wannier—Stark-
Systeme (WS-Systeme) genannt. Diese stellen das Bindeglied zwischen Systemen mit
reinem periodischen Potential H = p?/2m + V(z) und reinen Streusystemen dar. Man
spricht hier von Streusystemen, da der Hamiltonoperator H = p?/2m + eEx keine gebun-
denen Zustéinde besitzt, denn alle betrachten Zusténde (je nach Vorzeichen der Ladung
e) zerfallen in Richtung x — —oc.

Betrachtet man hoherdimensionale Systeme, so ist der Massenterm m in (1) eine
tensorielle Grofle, die vom Quasiimpuls abhéingt. In dieser Arbeit soll diese Eigenschaft
durch eine konstante effektive Masse gendhert werden.

lgeb. 1925, hat 1973 den Nobelpreis als Anerkennung fiir seine Pionierarbeiten im Bereich
der Tunnelphénomene in Festkorpern bekommen (Tunneldiode) und war bei der Entwicklung der
Ubergitterstrukturen ausschlaggebend beteiligt
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Um die Zahl der freien Parameter zu reduzieren und um die verschiedenen experi-
mentellen Realisierungen des obigen Hamiltonoperators in einem gemeinsamen Rahmen
beschreiben zu kénnen, werden im weiteren skalierte Einheiten benutzt. Der Ubergang
von natiirlichen zu skalierten Einheiten wird in Anhang B beschrieben und fiihrt auf den
Hamiltonoperator

H= 7; +V(2) + Fr mit V() = V(z+ 27). (2)

Der betrachtete Hamiltonoperator (2) konnte experimentell nicht nur in Halbleiter-Uber-
gittern, sondern noch in weiteren Bereichen realisiert werden. In Wellenleiterstrukturen
konnte dies durch eine periodische Variation des Brechungsindexes erreicht werden. Der
lineare Term des Hamiltonoperators wurde ebenfalls durch die Anpassung des Brechungs-
indexes gegeben. Eine weitere experimentelle Realisierung findet man bei der Untersu-
chung kalter Atome in optischen Gittern. Dieses System wurde ausfiihrlich in fritheren
Arbeiten unserer Gruppe [Glii00a, Han00] untersucht.

Der Hamiltonoperator (2) steht schon seit den zwanziger Jahren des letzten Jahrhun-
derts im Blickpunkt wissenschaftlicher Untersuchungen und ist mit Begriffen wie Bloch—
Osrzillation [Blo28], Landau-Zener-Tunneln [Zen34] und Wannier—Stark-Leitern [Wan60]
verbunden. Das duflere Feld F' von (2) zerstort die Translationssymmetrie des feldfreien
Hamiltonoperators

p2
dennoch erhilt man durch eine kombinierte Symmetrieoperation bzgl. Translation eines
beliebigen Eigenzustandes HVY = EV {iber n Perioden 27 und eine Energieverschiebung
um n27 F eine Leiter von Eigenzustédnden (vgl. Abb. 1) mit Energien

E, = E + n2nF, (4)

die sogenannten Wannier—Stark—Leiter (WS-Leiter).

Jede Superpostion von solchen Eigenzustinden zu unterschiedlichen WS-Leitern hat
eine periodische Zeitentwicklung mit der Frequenz wp = 2w F/h. Dies ist die sogenannte
Bloch-Oszillation. Uber mehrere Jahrzehnte wurde iiber die Existenz und Natur der
WS—Leitern und Bloch—Oszillation gestritten [Kri86, Nen91, Bou95, Ros98|. Erst in den
letzten Jahren kam man zu dem im Folgenden dargestellten abschlieBenden Ergebnis.

Aus heutiger Sicht wurde diese Diskussion hauptséchlich iiber die Single Band Ap-
prozimation gefithrt. Das Landau-Zener-Tunneln koppelt aber die Binder und wird in
der Single Band Approximation vernachlissigt. Bei glatten Potentialen V' (z) nimmt die
Bandliicke schnell mit wachsendem Bandindex ab. Da die Tunnelwahrscheinlichkeit mit
kleiner werdender Bandliicke zunimmt, tunneln die Blochzustinde in hohere Binder. Die
Grundzustandspopulation zerfillt also mit der Zeit. Dies zeigt, dass das diskrete Spek-
trum F, nur eine eine Ndherung sein kann.

Zak und Avron [Avr77] konnten zeigen, dass das reelle Spektrum von (2) kontinu-
ierlich ist, und auflerdem wurde bewiesen, dass WS—Leitern aus Resonanzen existieren,
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Abbildung 1: Wannier-Stark-Leitern des Grund— und ersten angeregten Zustandes in
einem periodischen Rechteckpotential.

d. h. instabile Zustédnde, mit den komplexen Eigenwerten
s
Eam = Eapn +21Fn — 17 (5)

bilden. Hierbei gibt o die Abhéngigkeit vom Bandindex an. Die analytische Berechnung
dieser Eigenwerte fiihrt auf uniiberwindbare Schwierigkeiten. Numerische Methoden, die
es auch erlauben die Imaginérteile der Resonanzenergien zu berechnen, gab es ebenfalls
nicht. Vor kurzem wurde in unserer Gruppe ein Verfahren entwickelt, um die Resonanz-
energien des betrachtete Systems numerisch zu bestimmen. Dieses Verfahren soll in dieser
Arbeit angewendet werden, um insbesondere die Phiinomene in Halbleiter-Ubergittern zu
simulieren

Zu dieser Arbeit

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

e Das erste, einfithrende Kapitel erlautert die zum spéiteren Verstéindnis notwendigen
Begriffe. Insbesondere erklért es die im Rahmen der Arbeit benutzte Streutheorie
in Starksystemen.

e Das zweite Kapitel wendet diese Streutheorie auf ein Kastenpotential im konstanten
elektrischen Feld an. Die erhaltenen Resonanzstrukturen, d. h. die Resonanzenergien
als Funktion der Feldstirke, werden mit den Béndern des Blochspektrums verglichen
und Gemeinsamkeiten aufgezeigt.
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e Das dritte Kapitel gibt eine Einfiihrung in ein Matrixmodell zur Beschreibung der
betrachteten Wannier—Stark—Leitern. Dieses Modell wird dazu benutzt, Effekte,
die im zweiten Abschnitt bei der numerischen Untersuchung aufgetreten sind, zu
erldutern. Es wird auflerdem ein Algorithmus vorgestellt, der es erlaubt, das Ma-
trixmodell an die numerischen Ergebnisse des letzten Kapitels zu fitten.

e Das letzte Kapitel befasst sich mit Absorptionsspektren von Halbleiter-Ubergittern.
Es wird eine Herleitung einer Formel zur Berechnung von Absorptionsspektren ge-
geben und diese im Rahmen von Halbleiter-Ubergittern angewandt. Die Ergebnisse
werden mit experimentellen Werten verglichen.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Periodische Strukturen im feldfreien Fall

In diesem Kapitel werden zunéchst Begriffe eingefiihrt, die in dieser Arbeit gebraucht
werden. Als erstes wird der feldfreie Fall betrachtet und die dazu gehdérenden Begriffe,
wie Bloch—Zustand und Wannier—Zustand geklart werden. Als néchstes wird die Streu-
theorie in Stark-Systemen erldutert und die im Feld-Fall benutzt Begriffe der Blochzeit
und des Floquet—Bloch—Operators definiert. Die Streutheorie wird dann spéter benutzt,
um die Resonanzenergie des Systems zu berechnen. Der letzte Abschnitt gibt kurz eine
Einfiihrung in die Landau-Zener-Theorie.

1.1.1 Bloch—Zusténde
Bloch—Zusténde sind Eigenzustéinde des feldfreien Hamiltonoperators

Hy== +V(x) mit V(z+27m)="V(r) (1.1)
d. h. fiir sie gilt die Eigenwertgleichung

Hooui = (k)b (1.2)

Hierbei gibt [ € IN das betrachtete Bloch-Band und k£ den Quasiimpuls des betrachte-
ten Bloch—Zustandes an. Nach dem Blochschen Theorem [Kit70, Blo28] lassen sich die
Eigenfunktionen darstellen durch

G () = exp(ikz)u (), (1.3)
wobei die u; x(x) die Periodizitéit des periodischen Potentials wiedergeben, d. h. es gilt

Ul’k(l“) = Ul’k(l“ + 271') (14)
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Glg. (1.3) stellt eine Eichtransformation des Hamiltonoperators Hy dar und fiihrt diesen
iiber in

(p + hk)®

k) _
0 2

+ V(z). (1.5)
Die sich ebenfalls daraus ergebende Eigenwertgleichung
Hy () = en(k)ur () (1.6)

und die Entwicklung der periodischen Ortsanteils in der Basis ebener Wellen (x|n)

1
V2T

stellen die Basis fiir die numerische Losung des Eigenwertproblems (1.2) dar. Dieser
Zugang wird spéter genutzt, um das Bloch-Spektrum ¢, (k) in Abhéngigkeit vom Quasi-
impuls £ zu bestimmen. Die Bloch-Funktionen ¢, (z) sind periodische Funktionen in &
und miissen daher nur im Intervall —1/2 < k < 1/2 (Brillouinzone) betrachtet werden.
Zusétzlich zu dieser Eigenschaft sind die Bloch—Funktionen auch noch Eigenzustinde des
unitdren Translationsoperators Ty, = exp(i27wp/h)

exp(inx) (1.7)

wr(e) =Y M zln), (zfn) =

¢l,k(x + 271') == T27r¢l’k(x) = exp(i27rk)¢l,k(:1:), (18)

denn es gilt [Ty, Hy] = 0.

1.1.2 Wannier—Zustande

Aufgrund der Periodizitéit der Bloch-Funktionen als Funktion des Quasiimpulses kénnen
diese als Fourierreihe in k£ geschrieben werden

bri(r) = Zexp(i?wkn)@bl,n(x). (1.9)

ne7Z

Die Wannier-Funktionen sind nun die Entwicklungskoeffizienten 1, (z) in (1.9) und
konnen aus den Bloch—Zustidnden mittels inverser Fouriertransformation bestimmt werden

wz,n(flf) = /_

Damit sind die Wannier—Funktionen Linearkombinationen der Bloch—Funktionen eines
Bandes. Die Wannier-Funktionen haben die folgenden Eigenschaften: a) sie sind reell, b)
entweder symmetrisch oder antisymmetrisch bzgl. x = 0 und ¢) exponentiell lokalisiert
[Koh59, Koh72]. Die Eigenschaften gelten nur dann, wenn man die Phasen der korrespon-
dierenden Bloch—Funktionen auf eine bestimmte Art wahlt. Durch diese Wahl der Phase
(Eichung) werden die Observablen, d. h. z. B. die Energieeigenwerte, nicht verindert,

dk exp(—i2mkn) i (z). (1.10)

I
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weshalb dies erlaubt ist [Boh93, Coh97]. Dies fillt unter den Begriff der Eichinvarianz
der Quantenmechanik.

Sowohl Bloch—Funktionen als auch Wannier-Funktionen stellen vollstédndige Ortho-
normalsysteme in den Indizes k£ bzw. n dar, d. h. durch (1.9) und (1.10) kénnen Bloch—
und Wannier-Funktionen durch die jeweils anderen dargestellt werden. Im Gegensatz zu
den Bloch—Funktionen erfiillen die Wannier-Funktionen die Schrédinger—Gleichung nicht.

1.2 Der Feld—Fall

1.2.1 Floquet—Bloch—Operator

Nun soll der Hamiltonopertor

2

H:%’ +V(2) + Fo mit V(z+2r) = V(2) (1.11)
mit dulerem Feld—Anteil untersucht werden. Im Gegensatz zum feldfreien Fall kommutiert
der Hamiltonoperator H nicht mehr mit dem Translationsoperator. Hier gilt fiir den

Kommutator
[TQW,H] = 27TFT27|-. (112)

Betrachtet man nun den Zeitentwicklungsoperator des Systems (2) U(t,0) = exp(—iHt/h),
so wirkt 15, wie folgt darauf:

To,U(t,0) = e~ 27U (t,0) T, (1.13)

Die beiden Operatoren kommutieren also genau dann, wenn gilt

2n F't

P
Den Zeitpunkt 75 mit ¢ = 1 bezeichnet man als Blochperiode oder Blochzeit. Die
Blochzeit kann noch iiber einen weiteren Zugang hergeleitet werden. Dazu betrachtet
man einen Bloch—Zustand im dufleren Stark—Feld. Ein Bloch—Zustand ist nicht in einem
System mit duflerem Stark—Feld definiert, aber man kann die Dynamik eines solchen in
einem Stark-Feld betrachteten. Fiir den Bloch-Zustand im zeitunabhéngigen Stark—Feld
gilt aufgrund der Bewegungsgleichung

2mq = q€Z. (1.14)

hk(t) = —F (1.15)

des Quasiimpulses fik(t) = hky — F't. Die Bewegungsgleichung wurde bereits von Bloch
[Blo28] hergeleitet. Die Blochzeit ist nun die Zeitspanne, wihrend der der Quasiim-
puls eines propagierten Bloch—Zustandes im Gleichfeld wieder seinen anfinglichen Wert
modulo 1 annimmt. Diese periodische Bewegung und ihr Analogon im Ortsraum bezeich-
net man als Bloch—Oszillation. Den Zeitentwicklungsoperator iiber eine Blochperiode
nennt man Floquet-Bloch-Operator.
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Im Feld-Fall kénnen mit diesen Begriffen nun ebenfalls Wannier-Funktionen

TB

W t) = - /U dt’ exp (%) Ut + 1) gu(x, 0) (1.16)

definiert werden. Diese erfiillen im Gegensatz zu ihrem feldfreien Analogon die zeitabhéing-
ige Schrodingergleichung, denn es gilt i50,U(t) = HU(t) und damit iho, ¥ (z,t) = HV(x,t).

1.2.2 Streutheorie in Stark—Systemen

In diesem Abschnitt soll kurz die in den kommenden Kapiteln benutzte Streutheorie fiir
Stark-Systeme erldutert werden. Eine ausfiihrliche Einfithrung findet man in den Arbeiten
[Han00, Glii00a] und in der Veréffentlichung [Gli0O0b).

Man kann auf zwei grundsétzlich unterschiedlichen Wegen an das Problem der Be-
rechnung der Resonanzenergien des von uns betrachteten Systems herangehen. Zum einen
kann man den Feldterm als ,,Storung* des feldfreien Hamiltonoperators Hp = p?/2+V (x)
auffassen. Dies ist der urspriinglich benutzte Zugang und fiihrt auf gréflere mathematische
Probleme bei der Untersuchung der spektralen Eigenschaften des Hamiltonoperators (2).
Der zweite Weg kehrt die Sichtweise um. Man betrachtet den kinetischen Anteil und den
Feldterm als ,ungestortes System, denn der Feldterm dominiert fiir groe z-Werte (un-
beschriankter Operator) das periodische Potential. Diesem ,ungestoérten“ Operator wird
nun das periodische Potential iiberlagert. Man spricht in diesem Fall von freien Lésungen,
wenn man die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators !

2
ngg + Fomit F > 0 (1.17)

betrachtet. Wie wir schon wissen, besitzt das Potential V(z) + Fx keine gebunde-
nen Zustidnde, da jeder Zustand durch eine endliche Anzahl von Potentialbarrieren tun-
neln und dann in negativer x-Richtung zerfallen kann. Da es sich bei den betrachteten
Zustéinden um Resonanzen handelt, kann man sie im Rahmen einer Streutheorie untersu-
chen. Die Pole der zu definierenden S(treu)-Matrix stellen dann die gesuchten Resonan-
zenergien dar.

Es ist vorteilhafter, die Berechnung der Streumatrix in der Impulsdarstellung herzulei-
ten. Die Aquivalenz dieses Zugangs zur Ortsraumdarstellung wurde in [Glii00b] gezeigt.
In der Impulsraumdarstellung haben die Eigenfunktionen von (1.17) die folgende Form

Uo(E, k) = exp [i <h2’“3 - @ﬂ | (1.18)

6F F

Diese sollen nun mit den Streueigenzustinden der Schrédingergleichung

HsVUs(E) = (Ho + V() Us(E) = EVs (1.19)

'Die Einschriankung F > 0 ist nicht notwendig.
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verglichen werden. Der Vergleich wird mittels der S—-Matrix durchgefiihrt, die definiert
ist durch

. \IIS(Ea_k)\IIO(Ea k)

S(E)=1 .

(B) = lim 3 B k) Us (B b

Die Berechnung der S—Matrix mittels der Eigenzustéinde des Hamiltonoperators H wird

nun ersetzt durch den Ubergang zu Floquet-Bloch-Zustéinden. Diese sind Eigenzustinde
des Floquet—-Bloch—Operators, d.h. sie erfiillen

exp (—iH;B> Bs(F, k) = exp <—i%> Bs(B, k). (1.21)

(1.20)

Der Ubergang wird dadurch gerechtfertig, dass es einen eineindeutigen Zusammenhang
zwischen den Losungen von (1.19) und (1.21) gibt:

1

Us(E) = /j Ak g (E, 1), (1.22)

Damit zeigt man, dass die Funktionen (k|¥g(F)) und (n + x|®g(E)) fiir k = n + &
iibereinstimmen, und die S—Matrix damit die Gestalt:

S(E) = lim (—n + K| ®g)(n + K|Dg)

% o+ R [Bo) (n + H] D) (1.23)

hat. Die Pole der S-Matrix sind die gesuchten Resonanzen, d. h. Streuzusténde mit rein
auslaufendem Anteil der Wellenfunktion (Siegert—-Randbedingungen). Sie entsprechen
den Nullstellen von Ug(F,k)/¥y(FE, k). Deshalb werden die Entwicklungskoeffizienten
C, = (n|®s(FE)) der dquivalenten Floquet-Bloch-Zustéinde in der Basis ebener Wellen
betrachtet. Dies soll nun detailliert durchgefiihrt werden. Dazu betrachtet man den Zeit-
entwicklungsoperator. Durch Ubergang zur Impulseichung mittels S(t) = exp(—iFat/h)
kann der Zeitentwicklungsoperator in ein Produkt von zwei Operatoren zerlegt werden
[G1ii99¢]

U(t) = exp (—iFt/B) T () mit T() :e/x5<—ih/0tﬁ(t)dt>. (1.24)

Hierbei ist H = (p— Ft)?/24V (z) und das Dach iiber der Exponential-Funktion bedeutet
Zeitordnung. Der Floquet-Bloch-Operator wird damit zu U(7g) = €*U(7p). Glg. (1.21)
erhéilt mittels dieser Uberlegung in der Basis ebener Wellen die Gestalt

> Uni1nCr = exp(—iE75/h)Cpy = ACpy. (1.25)

Fiir n — +o0o kann man den Anteil des periodischen Potentials von H vernachléssigen.
Die Matrix U geht fiir diesen Grenzfall in Diagonalform iiber. Angenommen dies sei fiir
|n| > N ausreichend erfiillt, dann hat U die Form

~ 1 To
U &2 UmOpm,p Mit Uy, = exp <_2Lh/ (hm — Ft)dt> . (1.26)
0
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Damit kénnen wir den Vektor C', der mit steigenden Indizes von unten nach oben sortiert
sei, in natiirlicher Weise in drei Teile zerlegen

c=1 cO [. (1.27)

Hierbei enthilt CH) die Koeffizienten mit n > N, C=) die mit n < —N —1 und C® den
Rest. Aufgrund von (1.25) und (1.26) hiingen die Koeffizienten von C*) rekursiv iiber

Ot = (tms1/N)Cnm (1.28)

von Cy ab. Eine dhnliche Rekursion gilt auch fiir C) und C_y_1. Sei nun W die Matrix,
die man erhélt, wenn man von U nur den Anteil der Gréfie (2N + 1) x (2N + 1) nimmt.
Mit der Matrix B, definiert als

0' 0
BN:(W 0), (1.29)

lisst sich die endlichdimensionale Version von (1.25) so umformen, dass man die Matrix-
gleichung

(BN — A )C(O) = —uN_|_1C’N+1eN (130)

mit el = (1,0,...,0) € R?*"*? erhilt. Fiir gegebenes A stellt (1.30) das Bindeglied
zwischen den Koeffizienten der einlaufenden C*) und der auslaufenden Asymptotik C(-)
dar. Man kann also mit dieser Gleichung und den Rekursionsbeziehungen (1.28) alle
Matrixelemente der S—-Matrix bestimmen. Um die Pole der S-Matrix zu finden mufl man
nun die Nullstellen von

(k[Us(E))/(k[To(E))

suchen. Wie man anhand von (1.18) sieht, geht (k|¥((E)) fiir komplexes & = E — i['/2
mit k& — oo exponentiell gegen null. Fiir jedes endliche k gilt aber (k|Uy(E)) # 0. Dies
gilt auch fiir die Streulgsungen, da diese sich von Wy (F, k) nur durch einen Phasenterm im
Exponenten unterscheiden. Gilt also C*) # 0, hat die S—Matrix keine Pole. Umgekehrt
impliziert C*) = 0, dass die S-Matrix einen Pol besitzt. Um die Pole der S—Matrix zu
bestimmen, miissen also die Eigenwerte der Gleichung

(By — A1)C© =0, (1.31)

bestimmt werden.
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Numerischer Zugang
Nach Glg. (1.31) muss zunéchst die Floquet—-Bloch-Matrix des Hamiltonoperators

j‘j(t) _ (p _2Ft)2

+ V(x)

berechnet werden. Dazu bestimmt man die Matrix U (73) in der Basis ebener Wellen (xz|n)
mit M = 2N + 1 Basisfunktionen. Das in der Definition des Floquet—Bloch—Operators
auftretende Integral wird dann durch eine endliche Summe genéhert

U(p) ~ exp (-% i: f[(tj)m) = lm"[ exp <—ihﬁ(tj)m> : (1.32)

wobei t; = (j—1/2)At, j € 1,2,..., jmez Und At = 75/ jmas gilt. Mit Glg. (1.29) wird die
Matrix By konstruiert und die Eigenwerte A von By berechnet. Die Resonanzenergien
& = E —il'/2 ergeben sich, da gilt A = exp(—i€/F), zu

£=iFlnA. (1.33)

1.2.3 Landau—Zener—Theorie

In diesem Abschnitt soll die Herleitung der Landau-Zener-Formel kurz erlautert werden.
Hierbei wird analog zu der Herleitung in der Originalarbeit von Zener [Zen34] vorgegan-
gen.

In einem Festkorper, Halbleiter-Ubergitter oder allg. in der Theorie quasifreier Teil-
chen (z.B. Elektronen) in periodischen Potentialen sind nicht alle Energieniveaus erlaubt.
Die moglichen Energieniveaus sind in Bindern gruppiert und durch Bandliicken o der
Breite Ej' voneinander getrennt. Setzt man nun diese Anordnung einem &ufleren Stark-
Feld aus, im Falle eines Ubergitters also einem #ufleren konstanten elektrischen Feld, so
verlieren die obigen Blochbénder ihre Bedeutung. Das duflere Feld fiihrt dazu, dass die
Béinder des feldfreien Falles degenerieren und damit ihre Anordnung (Numerierung) be-
deutungslos wird (vgl. auch Abb. 1.1). Ein Teilchen kann nun durch Tunneln auch in ein
anderes Band gelangen, das im feldfreien Fall energetisch iiber diesem liegen wiirde.

Ziel ist es nun, die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit v zu bestimmen, mit der das
Teilchen durch die Bandliicke (klassisch verbotener Bereich) tunnelt. Dazu muss die
Tunnelwahrscheinlichkeit p mit der Zahl der Tunnelversuche pro Zeiteinheit multipliziert
werden. Diese Zahl entspricht der zur Bloch—Oszillation gehdrenden Frequenz v, = 1/7p.
Es gilt also

Y = UD- (1.34)
Die Tunnelwahrscheinlichkeit ist nun gegeben durch

_ p(x + Azx)

o plz) = [¥(2)*, (1.35)



Kapitel 1.2 Der Feld—Fall 12

eE =F
—
Feldrichtung

E= - Bander

Abbildung 1.1: Bdnder,die durch starkes elektrisches Gleichfeld energetisch entartet sind

wobei die ¥(z) Losung der stationdren Schrodingergleichung ist
h? o2
(——— + V(z)) U(zx) = EV(x). (1.36)

Diese Differentialgleichung besitzt fiir jede Energie Losungen, auch wenn V(x) ein
periodisches Potential ist. Es gilt nicht fiir jede Losung, dass sie die Bloch—Bedingung
erfiillt und damit ist sie auch keine Eigenl6sung mit periodischen Randbedingungen. Mit
dem Ld&sungsansatz

V() = Z Cp_ge kD7 (1.37)
g
erhilt man aus der Schrodingergleichung die Determinantengleichung (vgl. auch (2.22))
o) (Le—ap - ) = favior (139
2m 2m 1 -\ ' '

Mit E als beliebigem Parameter kann daraus k berechnet werden. Fiihrt man die Sub-
stitution ¥k = 1/2¢ + kK und E = E° + ¢ durch, wobei E° = h?(k — ¢q)*/2m gilt, und
nimmt an, dass £ und € klein sind (N&herung quasifreier Elektronen), so erhilt man als
Néherungslosung

ﬁ:&ztﬂ—mwwj_ (1.39)

h? 4F°

Fiir |e|] < |[{(g|V]0)| wird x rein imaginir, weshalb die Wellenfunktion in der Bandliicke
einen Exponentialfaktor exp(—3(z)) mit

@VO)g [, 4a? \?
f(x) =Imk = Vo0 <1 — (A:}:)2> (1.40)
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enthélt. Hierbei wurde fiir die Energie des Elektrons in der Bandliicke angenommen, dass
sie proportional zum Abstand vom Mittelpunkt dieser ist. Die Breite der Bandliicke sei
Az. Damit gilt aufgrund der WKB-Methode

P = exp —2/B(x)dx : (1.41)

wobei x1 und x5 dabei die Grenzen der Bandliicke sind. Der Faktor 2 kommt vom Qua-
drieren der Wellenfunktion bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte. Fiihrt man
die Integration von (1.40) durch und benutzt (1.34), so erhélt man

F w2 qu2
~ —exp [~ . 1.42
TE R P ( 4 27rFEU> (1.42)

Tragt man In(y/2F) gegen 1/F auf, so erhilt man aufgrund der Laundau—Zener—Formel
(1.42) eine Gerade. Die hier gegebene Herleitung der Tunnelwahrscheinlichkeit ist nur
eine semiklassische Niherung, in der u. a. das Ubergangsmatrixelement vernachlissigt
wurde. Macht man fiir die Energie des Elektrons in der Bandliicke einen anderen Ansatz,
so unterscheidet sich das Resultat natiirlich. In der Literatur [Hau64] findet man weitere
Landau—Zener—Formeln. Die Unterschiede liegen vor allem in der Abhéngigkeit von der
Bandliickenenergie ([Hau64] erhélt z. B. die Abhéngigkeit ES/Q). In dieser Arbeit soll von

b

- w4

als Landau-Zener-Formel ausgegangen werden. Die Gréflen a, b konnen mittels semi-
klassischer Rechnungen bestimmt werden, dies soll hier aber nicht geschehen. Die Wer-
te werden im Rahmen der Modellbetrachtungen des Kapitels 3 so eingestellt, dass die
Landau-Zener—Formel die Ergebnisse der numerischen Untersuchungen im Durchschnitt
wiedergibt.

Die Betrachtung zur Landau—Zener—Theorie werden im Rahmen dieser Arbeit an zwei
Stellen aufgegriffen und zwar im Bereich der numerischen Untersuchung als Modellvor-
stellung und im Rahmen der Modellbetrachtung des vierten Kapitels als Ansatz.
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Kapitel 2

Resonanzstrukturen in
Stark—Systemen

Bei der Untersuchung von Halbleiter-Ubergittern wird in der Literatur [Esa70] zumeist
von einem Rechteck—Potential ausgegangen. Dieses Potential soll in diesem Kapitel mit
der in der Einfiihrung vorgestellten Streutheorie untersucht und die dabei auftretenden
Phéanomene, wie z.B. das Auftreten von Paaren der Lebensdauern, qualitativ erldautert
werden. Als Zugang zum Kastenpotential wird die Fourierentwicklung genommen. Wei-
terhin wird ein geglittetes Rechteckpotential untersucht, wodurch die unphysikalischen
Sprungstellen des Rechteck—Potentials vermieden werden. Das Kapitel beginnt zunéchst
mit der Betrachtung der Eigenwerte fiir eine feste Feldstdrke und geht im Spéteren auf
die Eigenschaften der Resonanzenergien als Funktion der Feldstérke ein.

2.1 Resonanzenergie fiir konstante Feldstirke

2.1.1 Das Rechteck—Potential

Einfiihrung Das Rechteckpotential soll im Folgenden als periodisches Potential des
Hamiltonoperators Glg. (2) untersucht werden. Es sei wie folgt definiert:

V(z) =

{—v fiir x mod 27 € (b/2,2m — b/2) mit a+b=21 (2.1)

V sonst.

Das Potential hat also die in Abb. 2.1 zu sehende Form. Um die Streutheorie zu nutzen,
ist es am einfachsten, das periodische Potential V' (z) in der Basis ebener Wellen (x|n) =
1/V/2mexp(—inx), n € Z, darzustellen. Im Falle des Rechteck—Potentials (2.1) (M — o)

15
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Abbildung 2.1: Rechteckpotential Glg. (2.1) ohne duferes Stark-Feld

ergibt sich die Fourierreihe bis zum M-ten Term zu:

- 2[b — m] fiir n = n/ -

nfVim) = ﬂ(ﬁn,) sin <(”_2"')b> t=non’ % sin (%) sonst (2:2)
M M

Var(z) =Y (1[V]0) (exp(ilz) + exp(—ilz)) = 2Y (I[V'|0) cos(lz). (2.3)
1=0 =0

Im Rahmen der numerischen Untersuchungen ist nur eine endliche Basis, d.h. n €
{=N,...,N} mit N € N, verfiighar. Dadurch ist die maximale Zahl der betrachteten
Fourierkomponenten beschrinkt auf M < N. Die Exponentialdarstellung in Glg. (2.3)
wurde hingeschrieben, da man an ihr den Aufbau der Matrizen zur Beschreibung des
Potentials besser erkennt. Die Fourierterme (/|V'|0) werden auf die —I-te und I-te Ne-
bendiagonale der Potentialmatrizen geschrieben. Der Diagonalterm verursacht nur eine
Energieverschiebung und ist deshalb im allgemeinen gleich Null gesetzt worden. Ist dies
nicht der Fall, so wird es explizit erwidhnt. Aufgrund der eingefiihrten skalierten Einheiten
bleiben als freie Potential-Parameter nur noch die Anzahl der betrachteten Fourierkom-
ponenten M und die Barrierenbreite b iibrig. Die Variation dieser beiden Parameter und
h soll in den nichsten Abschnitten getrennt voneinander betrachtet werden.

2.1.2 Variation der Anzahl der Fourierkomponenten

Zunichst soll die Konvergenz der Energieeigenwerte bei steigender Anzahl der betrachte-
ten Fourierkomponenten des Rechteck—Potentials untersucht werden. Die Fourierreihe des
Rechteck-Potentials konvergiert besonders schlecht (O(M~!)). Die Sprungstellen spielen
hier die ausschlaggebende Rolle (Gibbs’sches Phdnomen). Da es numerisch nicht moglich
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M E, —il'y/2 E, —ily/2

49 | 0.0323972 — 0.00023791 | —0.0081830 — 0.0054474i
51 | 0.0323944 — 0.00024031 | —0.0077587 — 0.00583791
53 | 0.0323956 — 0.00023711 | —0.0080584 — 0.00535881
995 | 0.0323926 — 0.00023581 | —0.0084197 — 0.00509701
57 | 0.0323947 — 0.00023371 | —0.0079952 — 0.00518401
59 | 0.0323970 — 0.00023191 | —0.0076104 — 0.00557061

Tabelle 2.1: Die zwei langlebigsten Resonanzenergien in Abhdngigkeit von der Zahl der
Fourierterme M des Potentials. Als numerischen Parameter wurde N = 70 und jnae =
120 benutzt.

ist, das Rechteck—Potential durch seine Fourierreihe exakt darzustellen, muss die Kon-
vergenz der Resonanzenergien in Abhéngigkeit von der Fourierdarstellung des Potentials,
d. h. von M, iiberpriift werden. Die zur Berechnung der Resonanzenergien herangezogenen
Potentiale Vj/(x) sind also nur Nidherungen des Rechteck—Potentials (2.1). Im Folgenden
soll das symmetrische Rechteck—Potential (¢« = b = 7) betrachtet werden. Die geraden
Terme der Fourierreihe sind aufgrund dieser Wahl identisch Null. Aus (2.3) ergibt sich
damit:

Vi (z) =2 ; Sin (((22;_:_11)):/2) cos((20 + 1)x). (2.4)

wobei M = (M —1)/2], d. h. die Gau-Klammer von (M —1)/2 ist. Die weiteren physika-
lischen Parameter seien durch 7 =1 und F' = 0.1 gegeben. In diesem Abschnitt sollen die
Resonanzenergien, die mittels zweier in unserer Gruppe entwickelter Methoden berechnet
wurden, verglichen werden. Die standardméflig in dieser Arbeit benutzte Streutheorie in
Stark-Systemen bietet den einen Zugang. Der andere ergibt sich durch die schon seit
langem benutzte Transfer-Matrix-Methode, die in unserer Gruppe [Mofl01] so erweitert
wurde, dass mit ihrer Hilfe die Resonanzenergien fiir ein unendliches Rechteck—Potential
berechnet werden kénnen. In den Tabellen 2.1 und 2.2 sind die Ergebnisse der numerischen
Untersuchungen mittels der Streutheorie zu finden. Das Rechteck—Potential wurde durch
M Fourierterme beschrieben. Die beiden Tabellen unterscheiden sich durch die zu ihrer
Berechnung verwendeten numerischen Parameter N und M. Zunéchst betrachten wir
Tabelle 2.1. Dort sind die Resonanzenergien fiir M = 49, ...,59 angegeben. Die Realteile
der Eigenenergien F, sind auf das fundamentale Energieintervall [0, 27| F eingeschrinkt
(in den Abbildungen des néichsten Abschnittes z. B. Abb. 2.3 ist das fundamentale Ener-
gieintervall [0,2]). Die Hinzunahme weiterer Fourierterme veriindert das Potential so
stark, dass die Realteile und Imaginérteile der Resonanzenergien sich noch ziemlich deut-
lich mit M verédndern. Dies liegt an der oben schon erwédhnten schlechten Konvergenz
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o M = 250 M = 251

1 | 0.0323997802 — 0.00021836591 0.0324000253 — 0.00021876011
2 | 0.0968415331 — 0.0019035434i 0.0968783549 — 0.00189881661
3 | —0.2159043357 — 0.00194762571 | —0.2158734037 — 0.00192507821
4 1 0.0616772463 — 0.00194987271 | —0.2132975843 — 0.00193152251
5 | —0.2133166160 — 0.00197123891 | 0.0617060283 — 0.00198620181i
6 | —0.2518300045 — 0.00204843831 | —0.4775854971 — 0.00206603751
7 | 0.0589728574 — 0.00205523261 | —0.2517885886 — 0.00208196311
8 | —0.2834221795 — 0.00211423341 | 0.0997156493 — 0.0020894224i
9 | —0.4164073037 — 0.00212312901 | —0.4164712898 — 0.00210405241
10 | —0.4775698736 — 0.00212354401 | 0.0589709411 — 0.00210567371

Tabelle 2.2: Die zehn stabilsten Resonanzenergien E, — I'y/2 in Abhdngigkeit von der
Zahl der Fourierterme des Potentials (N = 500 und jga, = 120).

der Fourierreihe. Die Resonanzenergien oszillieren bei Variation des Parameters M es ist
kein eindeutiges Verhalten erkennbar. Untersuchungen zur Konvergenzordnung sind nicht
sinnvoll, da man sehr grofle Matrizen diagonalisieren miisste, was sehr fehlerbehaftet ist.

In Tabelle 2.2 ist fiir die selben physikalischen Parameter, aber mit M = 250 und
M = 251 die Rechnung wiederholt worden. Es sind dort die zehn stabilsten Resonanz-
energien angegeben. Vergleicht man beide Tabellen, so erkennt man, dass die Dezimalen
des Grundzustandes sich nur auf den hinteren Nachkommastellen verdndert haben, aber
der erste angeregte Zustand von Tab. 2.1 nicht mehr in Tab. 2.2 zu finden ist. Der erste
angeregte Zustand von Tabelle 2.2 ist stabiler als der in Tabelle 2.1. Da die Linienbreiten
der héher angeregten Zusténde sich teilweise nur auf der fiinften Nachkommastelle unter-
scheiden, ist zu vermuten, dass die durch Variation von M bedingte Potentialverdnderung
ein Tausch der Zustandsidentiiten verursacht. Diesen Effekt findet man tatséchlich in Ta-
belle 2.2, wenn man die Zustidnde vier und fiinf betrachtet. Deshalb ist die Berechnung
der angeregten WS-Leitern nur bedingt sinnvoll.

Betrachtung eines geglitteten Rechteck—Potentials

Das in Glg. (2.5) definierte Potential vermeidet die Unstetigkeitsstellen des Rechteck—
Potentials und entspricht damit eher den in der Natur vorliegenden Verhiltnissen. Die-
ses geglittete Rechteck—Potential wird in Kapitel 4 benutzt und liefert im Rahmen der
Berechnung der Absorbtionsdichte sehr gute Ubereinstimmungen mit den experimentel-
len Daten und soll deshalb hier kurz vorgestellt werden. Im Folgenden sollen zum letz-
ten Abschnitt analoge Untersuchungen mit diesem Potential durchgefiihrt werden. Das
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Abbildung 2.2: Vergleich des Potential Glg. (2.5) (blaw 0 = 2, rot 0 = 5) ohne Stark-Feld
mit dem Rechteck—Potential der Barrierenbreite b = .

geglittete Potential sei durch die periodische Fortsetzung von

vior = (o (o (o 5)) o o (5 ) i v

(2.5)

gegeben!. Damit dasselbe Potential wie im letzten Abschnitt beschrieben wird, muss
von (2.5) noch 1/2 abgezogen werden. Der Vorteil des tanh—Potentials gegeniiber dem
Rechteck—Potential ist, dass seine seine Fourierreihe sehr schnell konvergiert. Die Periode
dieses Potentials ist, wie schon im letzten Abschnitt, durch a + b gegeben. o gibt die
inverse Breite des Ubergangsbereichs und b/(a + b) den Wendepunkt der tanh-Funktion
an. Der Wendepunkt befindet sich also an der Sprungstelle des Rechteck-Potentials (2.1).
In Abb. 2.2 ist das Rechteck—Potentials sowie das Potential (2.5) fiir verschiedene Werte
fiir o dargestellt. Zur Berechnung der Resonanzenergien wurden groflere Werte fiir o
benutzt als dargestellt, da die Approximation des Rechteck—Potentials so (Abb. 2.2) noch
nicht ausreichend ist.

In Tabelle 2.3 sind die Resonanzenergien der fiinf stabilsten WS-Leitern fiir A = 1
und F' = 0.1 angegeben. Die Resonanzenergie des Grundzustandes ist nahezu unabhéngig
von der Zahl M der zur Beschreibung der periodischen Fortsetzung von (2.5) benutzten
Fourierkomponenten. Aber der erste angeregte Zustand reagiert wesentlich sensibler auf
die Variation von M. Wie schon im letzten Abschnitt fallt auf, dass die Linienbreiten
der angeregten Zusténde sich teilweise erst ab der fiinften Nachkommastelle unterschei-
den, weshalb es hier ebenfalls zu dem oben beschriebenen Effekt des Identitétstauschs
bei Variation von M kommt. Dies ist nicht verwunderlich, da die Resonanzenergien des
Rechteck—Potentials lediglich durch eine andere Approximation des Potentials berechnet

Formel ist in skalierten Einheiten.
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M = 240 M = 245
0.0324157503 — 0.00022242631 0.0324157260 — 0.00022252011
0.0617849460 — 0.00252081211 0.0968337767 — 0.00246371531

—0.1591906027 — 0.00256168021 | —0.2132299800 — 0.00248031961
0.0967852203 — 0.00256481231 0.0617106378 — 0.00250853111
0.1507617494 — 0.00257680831 | —0.2158139745 — 0.00250914401

Ot |lWw|N =2

Tabelle 2.3: Die fiinf stabilsten Resonanzenergien in Abhdngigkeit von der Zahl der Fou-
rierterme des geglditteten Potentials. FEs wurde fiir den Ubergangsparameter der Wert
o = 120 gewdhlt.

wurden. Vergleicht man Tabelle 2.3 mit 2.2 so sind die Unterschiede ziemlich grof3, ledig-
lich die Quasienergien des Grundzustandes stimmen fiir beide Herangehensweisen {iberein.
Die Resonanzenergien reagieren also sehr empfindlich auf etwaige Verdnderungen des Po-
tentials. Selbst dieser Glattungsprozess verursacht schon merklich Abweichungen.

Die Resonanzenergie, die mittels der Streutheorie bestimmt wurden, sollen nun mit
den Ergebnissen der Transfer-Matrix-Methode noch verglichen werden. Diese liefert fiir
die obigen physikalischen Parameter die folgende Tabelle: Auch hier ist wieder nur die

E, —ila/2
0.0323985266 — 0.0002187008i

—0.006198119 — 0.00304888961
—0.017224155 — 0.00335825941

Wi | =2

Tabelle 2.4: Mittels Transfer—Matriz—Methode berechnete Resonanzenergien der drei sta-
bilsten Zustdnde fiir die physikalischen Parameter F = 0.1 und h =1

Resonanzenergie des Grundzustandes fast die selbe, wie in Tab. 2.2. Alle anderen Reso-
nanzenergien sind unterschiedlich. Dies liegt daran, dass fiir die angeregten WS-Leitern
eine der beiden Methoden noch nicht konvergiert ist.

Abschlieflend kann also gesagt werden, dass die Berechnung der Resonanzenergien der
angeregten WS-Leiter sehr schwierig erscheint.

2.2 Resonanzenergie als Funktion der Feldstarke

Die Barrierenbreite wird in diesem Abschnitt fiir zwei charakteristische Werte betrachtet
und die Zahl der Fourierkomponenten M der zur Beschreibung des Rechteck—Potentials
benutzten Fourierreihe wird variiert. Aber im Gegensatz zum letzten Abschnitt wird
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hier die Feldstirke des Systems kontinuierlich durchgefahren. Die Untersuchungen dieses
Abschnittes sind qualitativer Natur.

2.2.1 Das Kosinus—Potential

Zunichst soll das Kosinus-Potential als periodisches Potential des WS—-Hamiltonoperators
betrachtet werden. Das Kosinus—Potential tritt bei der Untersuchung kalter Atome in
optischen Gittern auf [And96, Fri98, Dut99, MS97]. Die Atome in diesem System werden
als zwei Niveau-Systeme approximiert. Diese werden einer vom Ubergang zwischen den
beiden Niveaus stark verstimmten (far detuned) stehenden Laserwelle ausgesetzt. Die
auf die Atome wirkenden optischen Kréfte konnen ndherungsweise durch das Potential
[Wal95, CT92]
2
Ulx) = <% cos?(kpx) (2.6)
46

beschrieben werden. Hierbei ist (2 die Rabi-Frequenz des zwei Niveaus—Systems, § =
w; — wy die Verstimmung der Laserfrequenz w; gegeniiber der Ubergangsfrequenz wy und
k; die Wellenzahl des Lasers. Mit der Beziehung cos?(k,x) = 1/2(1 + cos(2kzz)), folgt,
dass dieses Potential dquivalent zum Kosinus—Potential ist, bei dem der Energienullpunkt
verschoben ist. Um diese Potentiale und damit verbundenen Experimente zu beschreiben,
wurde die in der Einfiihrung beschriebene Streutheorie entwickelt [Glii99a]. Durch die
Einfiihrung der skalierten Einheiten (siche Anhang B) bleiben als variable Grofien nur
noch die skalierte Planck’sche Konstante A und die skalierte Feldstérke F' iibrig. In den
Abb. 2.3 (a)-(d) wird die Resonanzenergie £(F) = E(F) — il'(F)/2 als Funktion der
inversen Feldstdrke 1/F fiir unterschiedliche % dargestellt. Aus experimenteller Sicht
ldsst sich die Variation von 7 erreichen, wenn man unterschiedliche Elemente und damit
unterschiedliche Atommassen in den Experimenten mit kalten Atomen benutzt [Wil96,
Bha97, Mad99, And98, Dah96], beziehungsweise die Eigenschaften wie Gitterperiode oder
Potentialtiefe des optischen Gitters &ndert. Dies und die Umskalierungsvorschrift kann
Anhang A von [Glii00a] entnommen werden (die Umskalierungsformeln fiir 7 und F' sind
aber auch Anhang B zu entnehmen). Das skalierte Planck’sche Wirkungsquantum liegt
fiir bisherige Experimente zwischen eins und sechs.

Die Energien
E,(F)=E,;—o(F)+2nFl mit [ € Z, (2.7)

bilden die sogenannten Wannier—Stark (WS)-Leitern. Fiir F' — 0 gehen die Energien
E, o gegen die Mittelwerte der Bandenergien des feldfreien Hamitonoperators Hy:

Ep=o(F) P (Enj=0) = / E, (k)dk. (2.8)

SIS

Dies ergibt sich aus folgender Uberlegung. Betrachtet man zunichst die Dynamik eines
Blochteilchens, also eines Eigenzustandes des Hamiltonoperators Hy unter dem Einflufl
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Abbildung 2.3: Darstellung der Energie und Linienbreite fir das Kosinus-Potential fir
(a)-(d) h=1,2,3,4 (numerische Parameter N = 10, jnae = 120 (vgl. Kap. 1.2.2))

des dufleren Feldes und vernachléssigt die Interbandiibergéinge fiir kleine Feldstérken,
so erhélt man die single-band-approximation. Man hat also den Eigenzustand ¢, ; mit
Eigenenergie E, (k). Betrachtet man nun die zeitliche Entwicklung des Anfangszustands
®n ko, SO bleibt man — unter obiger Vernachldssigung — im n-ten Band des feldfreien
Hamiltonoperators und der Zustand entwickelt sich zu ¢, ;). Die Wellenfunktion folgt
dem Houston—Ansatz [Hou40]

i

t
Pnk(t) = €XP <_ﬁ/0 En(k(t’))dt’> P ko - (2.9)
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Die Zeitentwicklung iiber eine Blochperiode ergibt also

S(TB)nkmko = U(TB) b ko (0) = 7/, 1. (0) (2.10)
mit
TB 1
_ 1 2
P g/E(kU — Ft/R)dt = /_% E(k) dk. (2.11)

0

Deshalb erwartet man aufgrund von (2.7), dass die Energien fiir kleine Feldstéirken, also
grofle inverse Feldstéirken, Scharen von Geraden der Form

En(F) _ En,l:O

o =~ 2ml it [ € Z (2.12)

bilden. Jede Gerade bildet einen Reprisentanten der dazugehorigen Wannier—Stark—
Leiter. Fiir grofie Feldstéirken gilt dieses Verhalten nicht mehr, wie man z.B. Abb. 2.3 (b)
durch Betrachtung der stabilsten WS-Leiter (blau) fiir F' > 0.1 entnehmen kann.

Nun sollen die Linienbreiten I'/2F betrachtet werden. Man erkennt z. B. in Abb. 2.3
(b), dass das grobe Verhalten in der halblogarithmischen Darstellung einer Geraden
entspricht. Dieses wurde bereits in Kap. 1.2.3 zur Landau—Zener—Theorie vorherge-
sagt. Folglich lasst sich die Grobstruktur der Linienbreite einer Wannier—Stark—Leiter
durch die Landau—Zener—Formel (1.42) beschreiben. Aus der ,Landau-Zener—Geraden*
ragen Peakstrukturen heraus, die sich zum Teil bei den Linienbreiten iiber mehrere
GroBenordnungen erstrecken. Die Peaks sind fiir 7 = 1 (vgl. Abb. 2.3 (a)) sehr ausge-
priagt, d. h. die Lebensdauer des Resonanzzustandes ist sehr sensitiv gegeniiber kleinen
Verénderungen der Feldstérke.

Betrachtet man sowohl Energien als auch die Linienbreiten, so sieht man, dass die
Peaks in den Breiten genau an den Kreuzungen der Energien verschiedener WS-Leitern
auftreten. Fiir A = 1 erkennt man noch eine Hierachie der Peaks, d. h. die Struktu-
ren sind verschieden stark ausgeprigt. Die steilsten Peaks des Grundzustandes treten
bei Kreuzungen der stabilsten WS-Leiter mit der néichst instabileren auf. Die nicht so
ausgeprigten Peaks treten bei Kreuzungen der Grundzustandsenergie mit der zweiten
angeregten WS-Leiter auf. Die Peakstrukturen, die durch Kreuzungen der Energie des
Grundzustandes mit den Energien instabilerer WS-Leitern entstehen, kénnen scheinbar
vernachlissigt werden. Die starken Oszillationen des Grundzustandes fiir 1/F > 23 sind
auf numerische Fehler zuriickzufiihren.

Die Peakstrukturen konnen durch den Effekt des resonanten Tunnelns erklirt wer-
den. Betrachtet man zwei Resonanzzustinde, so gehort zu jedem eine WS-Leiter, wobei
sich die Zustdnde einer WS-Leiter durch 27 F[ energetisch unterscheiden. Haben nun
zwei Resonanzzustéinde unterschiedlicher WS-Leitern fast dieselbe Energie, d. h. gilt
E, +21Fk = Ey + 2w Fl (k,l € Z), so wird das Tunneln durch die Barrieren verstirkt
(vgl. Abb. 1). Durch diesen Prozess des resonanten Tunnelns wird der stabilere Zustand
instabiler und umgekehrt (vgl. Abb. 2.3 (a)).
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In Abb. 2.3 (b) erkennt man ein weiteres Kreuzungsszenario. Fiir 1/F =~ 4 findet
man eine Kreuzung der Linienbreiten des ersten angeregten mit dem zweiten angeregten
Zustand. Dies ist mit einer vermiedenen Kreuzung der Energien verbunden. Einen Punkt,
in dem sowohl Energien als auch Linienbreiten sich kreuzen, nennt man aufergewdéhnlichen
Punkt. Die Existenz eines solchen Punktes in Wannier—Stark—Systemen ist jedoch nicht
gesichert.

Fiir wachsendes h werden alle Resonanzen instabiler und die Realteile der Energie
werden gréfler als die Potentialtopftiefe, d.h. die Zustdnde miissen nicht mehr durch den
Potentialwall tunneln. Das die Zustdnde im Potentialtopf nach oben wandern erkennt
man anhand der Steigungen der Quasienergien als Funktion der Feldstirken. Die Steigung
werden fiir grofle A positiv.

Fiir groere Werte von £ findet man nur noch die Peaks, die durch das resonante
Tunneln zwischen Grundzustand und erstem angeregten Zustand verursacht werden.

Man erkennt auflerdem, dass mit groflerem A immer mehr Kreuzungen der Realteile
auftreten, d. h. auch die Zahl der Tunnelprozesse in einem beschriankten Feldstirkebereich
nimmt zu. Durch Abzahlen der Oszillationen der stabilsten WS—Leiter fiir jedes h erhélt
man Tabelle 2.5.

B | No.i | Nowi/h
1 4 4

2 7 3.5

3 12

4 20 5

Tabelle 2.5: Zahl der Oszillationen Nos,; des Grundzustandes fir die Abb. 2.3 (a)-(d)

Die Zahl der Oszillationen nimmt also linear mit A zu, was fiir den Abstand der
Oszillationen bedeutet, dass er wie h~! gegen Null geht.

Dieses Verhalten kann man mit folgender Uberlegung begriinden. resonantes Tunneln
tritt dann auf, wenn sich zwei verschiedene WS—Leitern kreuzen, d. h. wenn ihre Energien
fiir eine bestimmte Feldstérke gleich sind. Betrachtet man z. B. die durch

EO(F) = Ey+2rFm und EW(F) = E, +27Fn mit m,n € Z (2.13)

m

gegebenen WS-Leitern des Grund— und ersten angeregten Zustandes, so gilt fiir den
Kreuzungspunkt E,(,?(F) = E,(ZI)(F) und damit
Ey— FE4
F

Der Abstand zwischen zwei Maxima oder Minima der Linienbreite des Grundzustandes
ergibt sich damit zu

=2n(n—m)=:27L mit L € Z. (2.14)

A (%) - ﬁ[(“ 1)—1]= z—; (2.15)
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Abbildung 2.4: Linienbreite des Grundzustandes fir h = 4. Das Gitter wurde mit dem

Abstand eingefiihrt, den Glg. (2.15) liefert. Die absolute Position muss iber Hand ange-
passt werden.

Die Werte fiir Ey und FE; ergeben sich fiir kleines F', wie oben beschrieben, aus den Mit-
telwerten der Bandenergien des feldfreien Hamiltonoperators Hy. Diese Werte erhiilt man
durch Diagonalisierung von (1.6). Fiir i = 4 ergab sich Ey = 0.5524, E; = 4.7333. Den
Vergleich zwischen diesen theoretischen Uberlegungen und den numerischen Berechnun-
gen kann Abb. 2.4 entnommen werden.

Damit konnte fiir den Fall kleiner Feldstédrke die Zunahme der Oszillationen des Grund-
zustandes auf die Betrachtung des feldfreien Hamiltonoperators zuriickgefithrt werden. Da
AFE nidherungsweise proportional zu A ist, folgt

A (1) NN (2.16)

Das Auftreten der hoheren Zahl der Oszillationen in der Linienbreite der stabilsten WS~
Leiter kann so verstanden werden. Das selbe Phinomen in den angeregten WS-Leitern
kann auf eine analoge Betrachtung zwischen den angeregten WS-Leitern zuriickgefiihrt
werden. Die Energien E, angeregter WS-Leitern liegen ndher zusammen, weshalb deren
Differenz kleiner und damit die Zahl der Oszillationen gréfier ist.

2.2.2 Das Rechteck—Potential
Variation der Anzahl der Fourierkomponenten

Nun soll eine Fallunterscheidung durchgefiihrt werden, deren Bedeutung sich in Kap. 2.2.3
klart. In den Abbildungen (2.5) und (2.6) sind, wie fiir das Kosinus—Potential, die Re-
sonanzenergien £(F) = E(F) —il'(F')/2 als Funktion der Feldstérke dargestellt. Obwohl

wir im letzten Abschnitt gelernt haben, dass die Resonanzenergien nur sehr langsam mit
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wachsender Anzahl M der Fourierterme konvergieren, werden in diesem Abschnitt die
Resonanzenergien nur fiir die kleine Werte M = 3,5,7,9, 19 betrachtet, da lediglich quali-
tative Betrachtungen durchgefiihrt werden. Die Rechenzeit fiir die im weiteren betrachten
Darstellungen wiére fiir die Matrizengréfien von M = 100 immens. Es werden hier nur die
sechs (oder vier) stabilsten Zusténde dargestellt, da bei Hinzunahme weiterer Zustéinde
die Abbildungen schnell uniibersichtlich werden. Durch die Beschreibung des periodischen
Potentials als Fourierreihe mit den wie oben gewéahlten M erfihrt dieses noch erheblich
Formverdnderungen. Trotzdem wird der durch die Landau—Zener—Formel vorgegebene,
grobe Verlauf durch Hinzunahme weiterer Fourierterme nicht stark beeinflufit. Ebenso
verdndert sich der Verlauf der Energien E(F) nur schwach, insbesondere die Steigung
dndert sich nur schwach.

Fall b = m: Bei diesem Fall sind Barrierenbreite und Topfbreite gleich, das Potential ist
also eine symmetrische Funktion. Deshalb enthélt die dazugehorige Fourierreihe nur die
ungeraden Terme und hat damit die folgende Gestalt (2.4)

Vi (z) =2 Z Sin (((22;:—11));/2) cos((20 + 1)x),

wobei M = (M —1)/2], d. h. die GauB-Klammer von (M — 1)/2 ist. Die numerische
Untersuchung fiir dieses Beispielpotential ergibt fiir tiefe Potentiale, d.h. fiir kleines #,
die Abbildungen 2.5 und 2.6.

Exemplarisch sollen an den Abbildungen 2.5 (a) und (b) die auftretenden Phéinomene
erldutert und die Gemeinsamkeiten und Unterschiede diskutiert werden. Die weiteren
Abbildungen sollen verdeutlichen, dass die Resonanzenergien als Funktion der Feldstéirke
durch Hinzunahme weiterer Fourierterme unter Beteiligung der beschriebenen Phinomene
komplexer werden.

Genauso wie im Fall des Kosinus—Potentials tritt hier der Effekt des Resonanten Tun-
nelns auf, der mit Kreuzungen der Realteile der Resonanzenergien und einer vermiedenen
Kreuzung der Imaginérteile verbunden ist. Zum anderen tritt auch der umgekehrte Fall
ein, d. h. die Realteile als Funktion der Feldstédrke vermeiden sich und die Imaginérteile
schneiden (vgl. z. B. 1/F ~ 2.5 in Abb. 2.5 (b)). Die betrachteten WS-Zusténde tau-
schen bei diesem Typ von Kreuzung ihre Identitét, denn der zunéchst stabilere Zustand
wird instabiler als der anfinglich instabilere.

An den angeregten WS-Leitern erkennt man, dass fiir steigende Zahl der Fourierterme
der letzte Kreuzungstyp haufiger auftritt. Auflerdem werden die Oszillationen der Linien-
breiten durch resonantes Tunneln, ausgeprégter. Hierzu vergleiche man das Verhalten der
Grundzustandslinienbreiten fiir 1/F ~ 6 in Abb. 2.5 (a) und (b). Die stérkste Schwan-
kung wird durch die Kreuzung des Grundzustandes (blau) mit dem dritten angeregten
Zustand (cyan) verursacht. Links davon erkennt man nur schwach die Osrzillation, die
durch die Kreuzung des Grundzustandes mit dem vierten angeregten Zustand (magenta)
bewirkt wird. Betrachtet man dieselbe Stelle fiir M = 3, fallt zundchst auf, dass mehr
Ostzillationen zu beobachten sind. Die Hauptoszillation ist ferner ausgeprigter, d. h. sie
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Abbildung 2.5: Darstellung der Energie und Linienbreite fiir h =1, b = m, Variiert wird
in diesem Fall der Parameter M = Mazimalzahl der beteiligten Fourierkomponenten (a)
M=1, (b) M =2.

geht hoher und féllt an ihren Flanken steiler ab. Die fiir M =1 links davon nur schwach
zu erkennende Osrzillation tritt jetzt deutlicher hervor. Auflerdem erkennt man an den
Schwankungen der Linienbreiten eine hierarchische Ordnung, d. h. die starksten Oszillatio-
nen werden durch Kreuzungen des Grundzustandes mit der ersten angeregten WS-Leiter
(griin) verursacht, die néchst schwicheren durch Kreuzungen mit der zweiten angeregten
WS-Leiter (rot) usw.
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Abbildung 2.6: Darstellung der Energie und Linienbreite fiir h =1, b = m, Variiert wird
in diesem Fall der Parameter M = Mazimalzahl der beteiligten Fourierkomponenten, (a)-

(¢c) M =3,4,9

Fall b # n: Fiir diesen Fall wurden als Potential-Parameter die folgenden Werte gewéhlt:
h = 2.5, M = 3. Die Barrierenbreite wurde fiir Abb. 2.7 (a) auf b = 7 und fiir (b) auf
b = 2 eingestellt. Hier soll das Ergebnis dieser beiden Fille verglichen werden. Die Fou-
rierreihen dieser beiden Potentiale unterscheiden sich grundsitzlich, denn durch die Wahl
von b = m wird das Rechteck—Potential eine symmetrische Funktion des Ortes, weshalb
alle geraden Fourierterme verschwinden. Im Gegensatz dazu fiihrt die Wahl b = 2 nicht
zum Verschwinden dieser Terme. In Abb. 2.7 (a) erkennt man, dass die erste und zweite
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Abbildung 2.7: Darstellung der Quasienergien und Linienbreiten der wvier stabilsten
Wannier—Stark-Leitern fir die Parameter (a) h =25, b=n, M =3, (b)) h=25,b=2
und M =3

angeregte WS-Leiter sich deutlich in den Linienbreiten von den anderen WS-Leitern ab-
setzen. Dieses Phianomen wird im Folgenden Linienbreiten—(Lebensdauer—)Paarung (da
7 = h/T) genannt. Fiir die Wahl b = 2 tritt dieses Phdnomen nicht auf, es hingt also ein-
deutig von der Wahl der Barrierenbreite ab. Der Klirung des Phinomens sind Kap. 2.2.3
und Kap. 3.1 gewidmet. In Kap. 2.2.3 wird erldutert, weshalb das Verschwinden der Fou-
rierterme wichtig ist, und Kap. 3.1 gibt eine Beschreibung des Phinomens im Rahmen
eines Matrixmodells fiir WS-Leitern.

Variation der Barrierenbreite

Dieser Abschnitt befasst sich mit dem Einfluss der Barrierenbreite auf die Stirke der Os-
zillationen in den Linienbreiten der Resonanzstrukturen. Wie man folgender Uberlegung
entnehmen kann, lisst sich durch Verringerung des Uberlapps der Wellenfunktionen zwei-
er benachbarter Topfe eine Kreuzung der Linienbreiten in eine vermiedene Kreuzung
iiberfithren. Diese Verringerung des Uberlapps lisst sich durch VergroBerung der Barrie-
renbreite erreichen [Wag93].

Das Tunneln in hohere WS—Leitern, insbesondere des Grundzustandes in den ersten
angeregten Zustand wird durch die Landau—Zener—Formel

E
v =aFexp <—a2Fg>
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beschrieben. Die Bandliicke ist im Falle quasifreier Teilchen gegeben durch [Kit70]
Ey =2|(n|V]0)],

d. h. durch das Doppelte des n—ten Fourierterms. Fiir das Rechteckpotential haben wir
fiir diesen Fourierkoeffizienten

2 b
(nV]0) = =~ sin (;) mit n € N

™

erhalten. Dabei ist v die Potentialtiefe und b die Barrierenbreite des Rechteckpotenti-
als. Das Tunneln vom Grundzustand in den ersten angeregten Zustand wird durch den
Fourierkoeffizienten

(Vo) = 27r—vsin (g)

bestimmt. Dieser Koeffizient ist fiir 0 < b < 27 positiv und fiir 0 < b < 7 monoton wach-
send. Also wird das Tunneln durch grofler werdende Barrierenbreite zwischen b = 0 und
b = 7 immer unwahrscheinlicher. In den Abb. 2.8 und 2.9 ist fiir das Potential Vj,(z)
mit M = 5 und h = 1 die Barrierenbreite variiert worden. Es sind die drei stabilsten WS~
Leitern dort dargestellt. Bei der sehr schmalen Barrierenbreite von b = 7/10 (Abb. 2.8
(a)) ist die Tunnelwahrscheinlichkeit durch die Barriere sehr grofi; weshalb die Zusténde
sehr instabil sind. Die Linienbreiten der betrachteten WS—Leitern haben alle dieselbe
Groflenordnung und es kommt vermehrt zu Kreuzungen der Linienbreiten. Die WS-
Leitern wechselwirken also sehr stark miteinander. Fiir b = 7/2 (Abb. 2.8 (b)) wird die
Resonanzstruktur iibersichtlicher, denn die Zahl der Kreuzungen der Linienbreiten nimmt
ab. Es treten aber sowohl Kreuzungen als auch vermiedene Kreuzungen der Linienbrei-
ten auf. Die betrachteten WS-Leitern werden im Ganzen um mehrere Gréflenordnungen
stabiler. In Abb. 2.8 (c¢) sind die Resonanzstrukturen fiir b = 7 dargestellt, d. h. fiir den
Fall des symmetrischen Potentials (Barrieren— und Topfbreite sind gleich). Kreuzungen
der Linienbreiten liegen nur noch bei den angeregten WS-Leitern vor. Der Grundzustand
besitzt nur noch vermiedene Kreuzungen, wobei die stiarksten Oszillationen durch reso-
nantes Tunneln in den ersten angeregten Zustand verursacht werden. Die Linienbreiten
der angeregten WS-Leitern unterscheiden sich noch deutlich voneinander.

Vergroflert man die Barrierenbreite weiter, so nimmt die Oszillationstéirke der Linien-
breiten aller dargestellten WS—Leitern ab (Abb. 2.9 (a)). Insbesondere die Linienbreite des
Grundzustandes entspricht nahezu dem durch die Landau-Zener—Theorie vorhergesagtem
Verlauf. Betrachtet man zuletzt Abb. 2.9 (b), so erkennt man, dass der Grundzustand
wieder instabiler wird. Auflerdem bildet die Quasienergie E/7F des Grundzustandes im
Gegensatz zu den vorherigen Abbildungen eine Gerade mit positiver Steigung, d. h. der
Zustand ist im Potentialtopf nach oben gewandert. Die Stérke der Oszillationen der Li-
nienbreite haben wieder zugenommen. Dies ist auch anhand der obigen Uberlegungen
verstandlich, da die Tunnelwahrscheinlichkeit fiir 7 < b < 27 wieder gréfler wird. Auch
die Linienbreiten der angeregten WS—Leitern oszillieren wieder stérker.
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Abbildung 2.8: Darstellung der Energien und Linienbreiten fiir h = 1 und M = 5 mit
den Barrierenbreiten (a) b= 0.17 (b) b =0.57m und (¢) b=

2.2.3 Betrachtung spezieller Potentiale

In diesem Abschnitt soll folgendes Modellpotential als periodisches Potential betrachtet
werden:

V(z) = accos(mx) + f cos(nz), (2.17)

wobei m,n € IN und 0 < m < n sowie o, 8 € IR sind. Bei diesen Potentialen ist darauf
zu achten, dass die kleinste Periode nicht notwendigerweise 27 ist. Die Floquet—Bloch—
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Abbildung 2.9: Darstellung der Energien und Linienbreiten fir h = 1 und M = 5 mit
den Barrierenbreiten (a) b =157 (b) b= 1.7x

Periode muss aber an diese Periode angepasst werden. Die kleinste Periode ergibt sich zu
27 durch den groiten gemeinsamen Teiler (ggT) von m und n.

Zunichst soll der feldfreie Fall betrachtet werden. Dies soll an reduzierten Bandsche-
mata geschehen. Diese Potentiale haben z. B. die in Abb. 2.10 zu sehende Bandstruktur
im feldfreien Fall. Die Symmetrie der Dispersionsbeziehung bzgl. & = 0 ergibt sich aus
der Symmetrie V(z) = V(—xz) des periodischen Potentials [Kit70]. Quasifreie und qua-
sigebundene Zustédnde lassen sich in dieser Darstellung gut unterscheiden. Quasigebunde
Zustdnde zeichnen sich dadurch aus, dass die Energieeigenwerte nahezu unabhéngig vom
Quasiimpuls sind. Im Tight-Binding-Limit stimmen diese Energien an den Ré#ndern
der Brillouin—Zone mit den Eigenenergien im Potentialtopf iiberein (siehe Anhang in
[Koh59]). Im Gegensatz dazu erhélt man einen quadratischen Verlauf der Dispersions-
relation im Modell quasifreier Zustidnde. Zusétzlich zu den erlaubten Energiebéndern
treten auch Bandliicken auf, d. h. Energiebereiche fiir die das Eigenwertproblem kei-
ne Losungen besitzt. Fiir quasigebundene Zustidnde ist das Auftreten der Bandliicken
unmittelbar klar, da sie aus den Energieabstéinden der Niveaus des Potentialtopfes ent-
springen. Eine weitere Ursache fiir das Auftreten von Bandliicken kann im Rahmen der
Theorie quasifreier Zusténde gefunden werden (sieche z. B. [Ash76] Kapitel 9). Fiir ver-
schwindendes Potential hat die Schrédingergleichung ebene Wellen als Losungen. Deshalb
entwickelt man fiir schwache Potentiale die Wellenfunktionen in der Basis ebener Wellen

(z]q) = exp(—igz)/V2m:

Tp(z) =Y cpge 0", (2.18)
q
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35 0 0.5

Abbildung 2.10: Bandstruktur des feldfreien Hamiltonoperators fiir das Potential V (z) =
0.6 cos(3z) + 0.4 cos(4x) mit h = 1.

Einsetzen in die zeitunabhéngige Schrédingergleichung und elementare Umformungen lie-
fern das Gleichungssystem

0=[30(k—q)° = E] ckq+ Y _(¢'|V]g)cr—q mit ¢,¢ € Z (2.19)
q/
wobei gilt
1 f i(g2—q1)z
(@1|Vigz) = o | V(z)e"=""%da. (2.20)

—T

Betrachtet man nun zwei Zustédnde, deren Energienniveaus sich in der Gréflenordnung
von V' voneinander unterscheiden, jedoch von allen anderen Niveaus weiter separiert sind,
ergibt sich aus Glg. (2.19):

E — E](C)—ql _<q2|V‘q1> Cqul _ 0, (221)
—(lVig) FE - E;?_q2 Ck—g»
wobei EY_, = 1/2h*(k — ¢;)* die Dispersionsrelationen der quasifreien Zusténde sind.
Dieses Gleichungssystem hat genau dann nichttriviale Losungen, wenn gilt:

E— Elg—ql _<q1‘V‘QQ>*
_<Q1|V|QQ> E - E}

k—q2

= 0. (2.22)

Dies fiihrt zu einer quadratischen Gleichung, deren Lésungen sich zu

0 2

EU* 1 o E —q2
Ey(k) = 5(EQ_y + Bp_g,) \/(%) + [@11V|ga)[? (2.23)
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ergeben. Insbesondere fiir den Rand der Brillouin—Zone, also k£ = 1/2, lésst sich dies noch

weiter vereinfachen, denn es gilt E?/%ql = Ef/%q?, und damit

E4(1/2) = EYjp_g, £ @1V g2)]- (2.24)
Die Energieliicke am Rand ist also gegeben durch

Ey =2[(a|V]g)], (2.25)

d. h. sie entspricht der Grofle des Fourierkoeffizienten des periodischen Potentials zum
Quasiimpuls ¢; — ¢g2. Nun soll diese Betrachtung auf den Fall mit Feld ausgedehnt wer-
den. Dies ist natiirlich nur eine Ndherung, da nicht klar ist, inwieweit die Begriffe dieses
Abschnittes erhalten bleiben.

Durch das Anlegen eines dufleren Feldes kommt es zu Interbandiibergéingen, wie wir
in Kap. 1.2.3 gelernt haben. Fiir die Tunnelwahrscheinlichkeit ergab sich ein Ausdruck
der Form

. bE?2
v =aF exp 7 |

Die Bandliicke E, ist, wie wir gesehen haben, im Fall quasifreier Zusténde gegeben durch
die Fourierkomponente zum Quasiimpuls ¢ = ¢; — ¢2. Ist diese Fourierkomponente iden-
tisch Null, so geht die Tunnelwahrscheinlichkeit fiir den Ubergang zwischen Band ¢ und
(¢ + 1) fiir wachsende inverse Feldstéirke polynomial wie 1/F gegen Null, d. h. der Zu-
stand wird immer stabiler, je grofier die inverse Feldstédrke wird. Ist die Bandliicke nicht
identisch Null, so nimmt die Tunnelwahrscheinlichkeit mit wachsender inverser Feldstirke
exponentiell ab.

Die Bildung von Lebensdauer-Paaren oder allgemeiner Zustands—Clustern lasst sich
mit diesem Modell qualitativ erkldren. Unter einem Zustands—Cluster verstehen wir Gra-
phen der Linienbreiten, die in Darstellungen T'/2F gegen 1/F nahezu parallel verlaufen
(vgl. Abb. 2.7 (a)). Hierauf soll anhand der anfinglich erwéhnten Beispielpotentiale
ndher eingegangen werden. Deshalb betrachten wir zunéichst die Fourierzerlegung dieser
Potentiale

p

(8%
<Q|V|0> = _(6q,m + 6q,—m) + 5

- (Bgun + Bg.—n). (2.26)

Diese Potentiale haben also eine Bandliicke der Grole o zwischen dem m—ten und (m +
1)~ten und eine der GroBle 8 zwischen dem n-ten und (n + 1)-ten Band. Dies kann
numerisch ebenfalls bestétigt werden. Mit dem in Kap. 1.1.1 beschriebenen Algorithmus
erhélt man fiir die Fourierkomponenten des im n#chsten Absatz beschriebenen Beispiel-
Potentials V(xz) = 0.6 cos(3z) + 0.4 cos(4x) mit A = 1 die Werte: a ~ 0.59 und § =~
0.38. Die Tunnelwahrscheinlichkeit zwischen den unteren m-Béndern ist grof3, weil die
Bandliicke Null ist. Das Tunneln ins (m+1)-Band ist aufgrund der Landau—Zener—Formel
aber wesentlich unwahrscheinlicher, da fiir den Exponentialfaktor gilt exp(—bE?/F) < 1.
Deshalb sind die Zusténde der ersten m—Bénder wesentlich stabiler als die Zustédnde der
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Abbildung 2.11: Energien und Linienbreite der Resonanzenergien des Operators (2) fir
das Potential V (x) = 0.6 cos(3z) + 0.4 cos(4z) mit h = 1; das Auftreten der Cluster ist zu
erkennen, wie im Haupttext erldutert.

hoheren Bénder. Fiir diese Potentiale wird deshalb ein Cluster der Grofle m erwartet.
Die néchst instabilere WS—Leiter hat einen Linienbreiten—Graphen, der sich deutlich von
diesen absetzt.

Nach der selben Argumentation tritt als néchstes ein Cluster von (m —n)-WS-Leitern
auf, welcher sich wiederum deutlich von den instabileren WS-Leitern absetzt. Als Beispiel
sei das Potential V' (z) = 0.6 cos(3x)+0.4 cos(4x) mit i = 1 betrachtet. Die Clusterbildung
in Abb. 2.11 l&sst sich im Rahmen quasifreier Zusténde erkléren, d. h. durch das Auftreten
von Fourierkomponenten ungleich Null.

Als zweites Beispiel sei V(z,d) = 2¢(cos(d) cos(2x) + sin(d) cos(z)) mit h = 0.2, § =
57/6 und ¢ = 1/2 betrachtet. Dieses Potential ist [Nun91] entnommen, gehort aber zu
der anfiinglich eingefiihrten Klasse (2.17) von Potentialen. Die Besonderheit dieses Po-
tentials liegt in seiner Asymmetrie, weshalb keine fast entarteten Eigenenergien auftreten.
Diese Entartungen verursachen Schwierigkeiten bei den Betrachtungen des Abschnittes.
Die Bandliicken, die durch nicht verschwindende Fourierkomponenten verursacht wer-
den, treten erst zwischen erstem und zweiten sowie zweitem und dritten Band auf. Das
Planck’sche Wirkungsquantum A wird so klein gewéhlt, damit moglichst viele quasige-
bundene Zustidnde existieren. Ein kleines i kann durch Vergréflerung der Potentialtiefe
erreicht werden. Die Bandliicken, die man im Bandschema der Abbildung 2.12 zwischen
allen hoheren Bindern erkennt (siche auch Tabelle 2.6) sind durch die Bandliicken zwi-
schen quasigebundenen Zustidnden zu erkldren. Die Binder mit Bandindex eins bis vier
sind durch grofie Bandliicken voneinander getrennt. Danach kommen drei Paare von
Béandern, die ebenfalls durch gréfiere Bandliicken getrennt sind. Diese sind aber kleiner
als die vorherigen.
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1
Bandindex n | E,
05 1 -1.172
2 -0.792
3 -0.433
- 0 4 -0.200
2 5 -0.097
w
-05 6 0.120
7 0.215
-1 8 0.412
9 0.496
- ‘ 10 0.667
1-'8.5 0 05
k Tabelle 2.6: Mittlere Bandenergie des
_ n-ten Bandes des feldfreien Hamilton-
Abbildung 2.12: Bandstruktur des feld- operators mit V(x) = cos(8) cos(2z) +
freien Hamiltonoperators mit dem peri- sin(6) cos(z) und i = 0.2 und 6 = 57/6.

odischen Potential V (z,0) fir h = 0.2.
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Abbildung 2.13: Dargestellt sind die Energien und Linienbreiten der zehn stabilsten WS-
Leitern des Potentials V(x,0) mit h = 0.2; Bildung von Lebensdauer—Paaren durch Be-
trachtung quasigebundener Zustinde im feldfreien Fall.
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Abbildung 2.14: Quasienergien und Linienbreiten der vier stabilsten Wannier—Stark-
Leitern fiir das Potential V(z) = 0.3 cos(z) + 0.7 cos(2x) mit h = 1.5,

Die hier beschriebene Ordnung der Bénder ist auch in den Linienbreiten der Abbildung
2.13 7zu finden. Beginnt man bei seiner Betrachtung zunéchst mit der Linienbreite des
stabilsten Zustandes, so tritt zunédchst ein Cluster mit drei Linienbreiten auf. Dieses setzt
sich ab von einem Linienbreiten—Paar, das wiederum vom Néchsten getrennt verlduft.

Das nun folgende letzte Beispiel liefert noch einige interessante Eigenschaften, die im
Folgenden Kapitel ebenfalls diskutiert werden. Auflerdem wird das Beispiel noch zwei
Mal im Rahmen der Matrixmodellbeschreibung als Tllustration und Untersuchungsobjekt
herangezogen. Das Beispiel sei gegeben durch das Potential

V(z) = 0.3 cos(z) + 0.7 cos(2x) (2.27)

mit = 1.5. Aus den obigen Uberlegungen kann mittels (2.27) direkt abgeleitet werden,
dass ein Linienbreiten—Paar zu erwarten ist, welches sich deutlich von den instabileren
Zustdnden absetzt. Dies liegt an dem groflen Fourierterm g = 0.7. Eine Bestétigung
dieser Erwartung findet man in Abb. 2.14. Zusétzlich zum Auftreten des Linienbreiten—
Paares fillt an Abb. 2.14 auf, dass die Quasienergien des Grund— und ersten angeregten
Zustandes keine Geraden mehr bilden sondern oszillieren. Die Linienbreiten dieser beiden
Zusténde verlaufen nahezu parallel und haben lediglich eine vermiedene Kreuzung bei
1/F ~ 8. Sie fiihren auBerdem eine Hauptoszillation durch, welche von kleineren Oszil-
lationen, die durch resonantes Tunneln mit den héher angeregten Zustdnden verursacht
wird, iiberlagert ist.

Diese Phinomene werden im néchsten Kapitel im Rahmen eines Matrixmodells fiir
Wannier—Stark—Leitern geklért.
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2.2.4 Zusammenfassung

Das Kapitel lieferte zundchst Aussagen {iber das Verhalten der Resonanzenergien bei
kleinen Anderungen des betrachteten periodischen Potentials. Es stellte sich heraus, dass
die Resonanzenergien der angeregten WS-Leitern sehr sensibel gegeniiber Verénderungen
der benutzten Parameter sind. Im weiteren wurden die Resonanzstrukturen untersucht
und eine qualitative Erklarung des Phdnomens der Linienbreiten—Paarung gegeben.



Kapitel 3

Matrixmodell von
Wannier—Stark—Leitern

Im folgenden Kapitel wird das Matrixmodell, das in [Glii99b, Gli00b] eingefiihrt wur-
de, fiir verschiedene Kopplungsstirken zwischen den beteiligten WS—Leitern untersucht.
Zunichst wird der Fall zweier koppelnder Leitern ausfiihrlich betrachtet. Im weiteren
wird die kritische Kopplung zweier WS-Leitern bestimmt und die Erweiterung auf eine
hohere Zahl von WS—Leitern kurz diskutiert. Der letzte Abschnitt befasst sich damit,
die Erkenntnisse, die man bis dato gewonnen hat, auf die numerischen Ergebnisse des
vorherigen Kapitels anzuwenden und im Rahmen des Matrixmodells zu kléren und zu
reproduzieren.

3.1 System zweier koppelnder Wannier—Stark—Leitern

Wir betrachten hier ein System aus zwei WS-Leitern, welches man erhilt, wenn die Eigen-
energien der anderen Leitern sich stark von diesen unterscheiden. Auch hier wird wieder,
wie schon in der Streutheorie des Einfiihrungskapitels, der Floquet—Bloch—Operator un-
tersucht. Von diesem weiss man, dass seine Eigenwerte im Fall ungekoppelter Niveaus die
Form

Ao = exp(—ifl) = exp(=i (Ea(F) — To(F)/2) /F)

haben. Der Realteil des Eigenwertes ist nicht eindeutig bestimmt, da A\, mit exp(—i2xl)
(I € Z) multipliziert werden kann, ohne die Eigenwerte der Matrix zu &ndern. Dies
entspricht den WS-Leitern des urspriinglichen Systems. Hierbei wird in diesem Abschnitt
zundchst angenommen, dass beide Leitern eine endliche Lebensdauer I', haben. Eine
Kopplung in diesem Zustandsraum wird durch eine unitire Kopplungsmatrix der Form:

— oxp | —i 0 w/F _ cos(w/F) —isin(w/F)
W = p( (w/F 0 )) (—isin(w/F) cos(w/F) ) (3.1)

39
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vermittelt. Damit ergibt sich fiir den Evolutionsoperator U(7) eines Systems unterein-
ander koppelnder Zustéinde zu

Ulrp) = ( Aol AOO ) w. (3.2)

Die Eigenwerte von (7(73) sind die gesuchten Energieeigenwerte. Fiir dieses Eigenwert-
problem wird das charakteristische Polynom bestimmt und die Realteile der Resonanz-
energien F, und Linienbreiten I', fiir die folgenden Félle ndher untersucht:

1. kleine Kopplung der Niveaus (w/F < 1),

2. fast maximale Kopplung der Niveaus (w/F = 7/2 — € mit € < 1).

Das charakteristische Polynom fiir Glg. (3.2) ist
0= — (A + o) cos(w/F)X + A Ao. (3.3)

Der Fall ungekoppelter Niveaus liefert keine zusétzlichen Aussagen, die Eigenenergien und
Linienbreiten sind die des anfanglichen Systems. Sind die Niveaus schwach gekoppelt, so
liefert Glg. (3.3) mit e = w/F

0=A— (A1 4+ o) (1 — €2/2)A + A\ Aq. (3.4)

Mit dem Ansatz A\ ~ Ao(1 + dp), der annimmt, dass die Eigenwerte des gekoppelten
Systems sich nicht stark von den urspriinglichen unterscheiden, ergibt sich der Korrektur-
term

6O_§A1+/\0

_ , 3.5
2 A — Ao (3.5)

Hierbei wurden Terme der Ordnung O(d7) vernachlassigt. Mit der Beziehung —i0, =
In Ao =1In(Ag) +1In(1 + d) &= In Ay + g (]do] < 1) folgt fiir den Quasiwinkel Oy

Eo(F) To(F) = 2+ X

o )—i o ):@0:@0+i6_ 11 Ao

F 2F 2N — Ao’ (3.6)

Die Zerlegung in Real und Imaginérteil liefert also die Energie und Linienbreite des Grund-
zustandes. Der letzte Teil der rechten Seite von Glg. (3.6) kann wie folgt umgeformt
werden

AL
,)\1‘1‘)\0 _i(ko

N @)%_(%)% sin (25
1 o
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und mit den komplexen Additionstheoremen fiir Sinus und Cosinus erhilt man daraus

A1+ Ao isinh ¢y coshy — sinx cos x (3.8)
i = .
A — g sin?zcosh? y 4 sinh? y cos?

mit x = (E; — Ey)/2F und y = —(I'y — T'y)/4F. Somit erhdlt man fiir den Realteil

A1+ Ao sin z cos x sin 2%
Re |i = —— 5 — = (3.9)
A — Ao sin?z cosh®y + sinh®y cos2 2 cos 2z — cosh 2y
und fiir den Imaginérteil
. )\1 + )\0 sinh 2y
I = . 3.10
m {1)\1 - )\g:| cosh 2y — cos 2x ( )
Mit Glg. (3.6) erhélt man fiir die Korrektur der Energie
o (o)
Eg - EO - (311)
2 cos <7E1(F)I;E°(F)> — cosh (—F°2_FF1)
und fiir die der Linienbreite
Ty Tp & sinh (o=l
o _ o0& r) . (3.12)
22 2 ¢ogh (Tasmh) — cos <E1<F);EO<F)>

Die Resonanzenergien der angeregten WS-Leiter erhilt man mittels des Ansatzes )Tl =
A1(1—=41). Aus einer analogen Rechnung wie oben folgt, dass fiir die Korrekturen §y = §;
gilt und damit ergibt sich die Energie und Linienbreite der angeregten WS-Leiter zu:

-~ €2 sin (W)

El - El + E E{(F)—Eo(F y
cos (w) _ cosh (%)

Ty e sinh (221

22 2 ¢osh (Tl — cog (£ﬁ££2%£3i52>-

Die schon in (3.6) angedeutete F—Abhéngigkeit der Energien und Linienbreiten soll fiir
die Energien nun konkretisiert werden. Naherungsweise kann man fiir die Energien an-
setzten, dass F,(F) = E, + D,F gilt. Der Einfluss des Stark-Feldes wird durch diesen
Ansatz beriicksichtigt. Zum einen verursacht das Stark—Feld eine Verschiebung des Po-
tentialminimums (dies wirkt sich aber auf alle Energien gleichermaflen aus) und zum
anderen wird das periodische Potential durch dessen Einflufl deformiert. Die Deformati-
on des Potentials ist grofler fiir groflere Feldstéirken, was mit diesem Ansatz beschrieben
wird. Dieser Ansatz bedeutet, dass die Deformation des Potentials und damit die Lage
der Energieniveaus sich linear mit der Feldstérke erhoht.
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hbar =1.671
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Abbildung 3.1: Linienbreite der drei stabilsten Resonanzen als Funktion der inversen
Feldstirke F fir h = 1.6171 (durchgezogene Linie). Betrachtet wurde hier das Potential
V(z) = cos(x), das im Rahmen atomoptischer Untersuchungen bearbeitet wurde. Eben-
falls mit durchgezogener Linie ist der Fit eines Zwei-Zustands-Modells (aus [Gli00a)])
dargestellt.

Die Modellbeschreibung dieses Falles wurde im Rahmen der theoretischen Untersu-
chungen [Glii00b] kalter Atome in stehenden Laserfeldern unter dem Einfluss des Gravi-
tationsfeldes als Stark—Feld benutzt [Rai97]. Hierbei wurde der Hamiltonoperator H =
p?/2+ cos(x) + Fx untersucht. Bei dem betrachteten System trat ein schwach koppelnder
Grundzustand auf, dessen Verhalten mit Hilfe dieses Modells gut reproduziert werden
konnte (siche Abb. 3.1).

Im weiteren sollen die Félle der maximalen und vor allem der fast maximalen Kopp-
lung von WS-Leitern betrachtet werden. Die allgemeine Losung des charakteristischen
Polynoms (3.3) lautet

2
Ay = 20 ! AL cos(w/F) + \/ M cos? (1) F) — Ao (3.13)

und fiihrt im Fall maximaler Kopplung, d. h. w/F = /2, zu
)\i — :l: _)\U)\l- (314)

Hieraus kann man ebenfalls die Energien und die Linienbreiten fiir diesen Fall berechnen.
Ausgehend von Aoy = exp(—i&,/F) mit &, = E, —il',/2 ergibt sich

_ .gg + 81 LT\ i .
A+ = +exp <—1 o ) exp <1§> = exp <_ﬁ (o + & — 7rF)> exp (imm) .
(3.15)
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Mit m € {0,1} und

Ai = exp <—# (Eo+ & —nF + 2m7rF)> = exp (—i64) (3.16)
folgt
Ey T4 1
= =—-i=)=— 2m — 1) F). 1
Schliefilich erhilt man die Energien und die Linienbreite zu
Eo(F)+ E\(F) = Lo+ T4
Ey = —F ry = 1
+ oF T3 ETT (3.18)
Eyv+FE, Do+ D
= “; Ly 0"; 1F:|:%F. (3.19)

Die Energien zweier maximal koppelnder Leitern sind in den Darstellungen E /7 F vs. 1/F
parallele Geraden mit der Steigung (Eo+ E1)/2 und einem Abstand der Achsenabschnitte
von 7 (vgl. Abb. 2.7). Ist nun die Wechselwirkung der beiden Wannier-Stark—Leitern fast
maximal, d.h. w/F = 7/2—¢, so erhélt man aus dem Matrix-Modell die charakteristische
Gleichung

0= )\2+€()\0 +)\1))\+)\0)\1 (320)

Bei maximaler Kopplung der Niveaus ergaben sich die Losungen (3.14), von denen bei

fast maximaler Kopplung eine kleine Abweichung zu erwarten ist, weshalb der Ansatz
Ao = iv A (1 + dg) in Glg. (3.20) eingesetzt wird. Terme der Ordnung O(42) werden
wieder vernachlassigt. Dies fiihrt auf den Korrekturterm

8o = —%6 <\/;Il’+ \/;i;) . (3.21)

Fithrt man Ay = exp(—i&/F) ein, so ldsst sich dies in die Form

: E— €
do = —iecos ( 02F 1) (3.22)

bringen. Als néchstes soll der Einfluss auf die Energie und die Linienbreite des Grund-
zustandes berechnet werden. Dazu muss der Quasiwinkel 6y = (Eo(F) — il'y/2)/F des
gestorten Eigenwertes berechnet werden. Mit

Xo = vV =XoM (1 +8o) = exp(—ify) (3.23)
ergibt sich
50 = iln(\/ —)\0)\1) + 160 (324)

_50+51 ™ 50—51
=57 2+ecos< ¥ > (3.25)
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und mit Re cos(z) = cos z coshy fiir z = x + iy € C folgt fiir die Energie

Ey EyF)+E(F) = Eo(F) — E\(F) Iy — Iy

Ey T h _ 2

ia Ya 5 Tecos 5F cos Va (3.26)

Fiir die Linienbreite folgt mit Imcos(z) = —sinzsinhy fiir z =2z +iy € C

I, T — —

S0 fof L + esin Eo(F) — B\(F) sinh b=l

2F 4F 2F 4F (3.27)
—FU+F1+esin EU_E1+DU_D1 sinh L= To |
- 4F 2F 2 AF )"

Man sieht, dass die Differenz der Realteile die Frequenz einer Oszillation darstellt und
die Differenz der Deformationskonstanten D, eine Phasenverschiebung verursacht. Die
Schwingung mit der Amplitude esinh ((I'y — I'1)/4F) wird um die im Teil mit maximaler
Kopplung berechnete Gerade durchgefiihrt. Der erste angeregte Zustand ergibt sich aus
einer analogen Rechnung mittels des Ansatzes A\; = —v/— XA (1 — &) zu

Ei _E(F)+E(F) « oo <EU(F) - El(F)> ot (@)

F 2F 2 2F AF
- (3.28)
Lo _TotDi o (Bo(F) = Eu(F)\ . (Ti—Ty

2F ~ 4F 2F iF )

Auch die Energien und Linienbreiten des ersten angeregten Zustandes fast maximal kop-
pelnder Systeme fiihren eine Oszillation um die Wert maximaler Kopplung durch.

Diese Formeln sollen nun mit den exakten, quantenmechanischen Berechnungen ver-
glichen werden. Dazu wird das Potential V' (z) = 0.3 cos(z) 4+ 0.7 cos(2z) mit i = 1.5
gewihlt. Dieses Potential wurde schon in Kap. 2.2.3 vorgestellt, wobei wir dort gesehen
haben (siehe Abb. 2.14 oder Abb. 3.2), dass sich die Lebensdauern der stabilsten und der
zweit stabilsten WS—Leiter paaren. Dieses Paar setzt sich deutlich von den instabileren
WS-Leitern ab. Damit ist ein ideales Untersuchungsobjekt gefunden. Auflerdem fallt auf,
dass die Realteile der Resonanzenergien als Funktion der Feldstérke oszillieren (griiner und
blauer Graph in Abb. 3.2). Deshalb liegt hier der Fall fast maximaler Kopplung vor.

Benutzt man (3.27) und (3.28), um das Verhalten der Resonanzenergien zu modellie-
ren, so erhélt man Abbildung 3.2. Dieser entnimmt man, dass das Matrixmodell mit zwei
beteiligten WS-Leitern nicht ausreicht. Dieses Modell beschreibt nur die Hauptoszillation
der Linienbreite. Die Oszillationen héherer Frequenz werden durch die Wechselwirkung
der betrachteten WS-Leitern mit instabileren WS-Leitern verursacht. Die Beschreibung
der Realteile der Resonanzenergien ist im Rahmen dieser Modellvorstellung schon recht
gut.

3.2 Kopplung von mehr als zwei WS—Leitern

Das Matrixmodell kann auf mehr als zwei WS—Leitern erweitert werden. Der Aufbau ist
analog dem Fall zweier Leitern. Zunéchst wird die ungestorte Floquet—-Bloch—Matrix mit
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Abbildung 3.2: Modellierung der numerischen Daten des Potentials V(x) = 0.3 cos(z) +
0.7 cos(2x) mit h = 1.5 mittels eines 2 x 2-Matrizmodells.

den Energie £, = E, — i[,/2 aufgestellt. Betrachtet man den Fall von drei WS-Leitern,
so ist die Floquet—Bloch—Matrix wie folgt aufgebaut

At 00
0 0 As

mit A\, = exp(—i&,/F). Die Wechselwirkung der WS-Leitern wird wiederum durch die
Multiplikation mittels unitarer Matrizen (hier € SU(3)) eingefiihrt. Hierbei nimmt man
an, dass die Wechselwirkung der hoheren WS-Leitern untereinander wesentlich schneller
ablduft als mit dem Grundzustand. Die Wechselwirkung wird durch zwei aufeinanderfol-
gende Rotationen

U(F) = Up(F)e Wiz/F oMo /T (3.30)
bewirkt. Hierbei beschreibt
0 w1 0
Wi=1w 0 0 (3.31)
0O 0 O

die Kopplung zwischen A\, und \; und ein analog aufgebautes Wy, die zwischen A; und
Ao- Wie schon im Fall zweier kopplender Leitern kann man folgende Identitit ausnutzen

. cos(wy/F) —isin(wy/F) 0
e WP =1 _isin(uy/F)  cos(wy/F) 0 |. (3.32)
0 0 1
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Dies fithrt mit ¢, = cos(w,/F) auf das charakteristische Polynom
)\2)\1)\0 - X(AQ)\1CU + )\2)\0C1CU + )\1)\0C1) + X2()\2C1 + )\1C1C0)\UCO) — XS =0 (333)
und bei fast maximaler Kopplung, d. h. w, = ¢,/F — 7/2, auf

)\2)\1)\0 — X()\Q)qEO + )\2)\06160 + )\1)\061) + XQ(A2€1 + )\16160 + )\060) - 5\’3 = 0.
(3.34)

Mit den drei Ansétzen, fiir die verschiedenen Losungszweige

Ao = VoA A (14 8), A = exp(i27/3) Y AoA1 Aa(1 + 61), (3.35)
Ao = exp(i47/3) Y AoA Ao (1 + 65) (3.36)

oder dem allgemeinen Ansatz
~ 21k
M = K/ MoMAa(1 + 8) mit & = exp <I%> , ke {0,1,2) (3.37)

erhilt man fiir die Korrekturterme mit einer Rechnung, wie im zwei WS-Leiter—Fall

. 261i . 252 — 50 — 51 260i . 250 — 51 — 52
O = — 3 sm( o —i—a>— 3 sm< o +a>, (3.38)

wobei k = exp(ia) benutzt wurde. Den Fall maximaler Kopplung erhilt man, indem
man €; = €3 = €3 = 0 setzt. Der Term fiir §; wird also dadurch Null, d. h. es liegen
keine Ostzillationen vor. Im Falle fast maximaler Kopplung ergeben sich die Energie und
Linienbreite des Grundzustandes mit (3.38) zu:

EO E0+E1—|—E2 260 . <2EU—E1—E2 > <F1+F2—2FU>
= sin +a | cosh | —————

F 3F 3 3F 6F
2 2Fy — Ey — F r ry —2ar
—l—isin 2 0 ! + « ] cosh ot i -«
3 3F 6F (3.39)
fg FU + Fl + FQ 260 ZEU - El - E2 4 inh Fl + FQ - QFU .
e _ -1 -2 =29 mh| ——
oF 6F 3 ¢ 3F “)s 6F
2 2y — Ey— FE r ry —-2ar
+ %cos ( 2 SFO ! + a) sinh (—0 + 6;7 2)

Der Fall n fast maximal koppelnder Leitern ist schwierig zu berechnen. Man kann aber aus
Glg. (3.39) sehen, dass die Struktur analog der von zwei koppelnden Leitern sein sollte.
Wie erwartet steigt die Zahl der Oszillationen mit der Zahl der koppelnden Leitern. Die
Amplitude der Oszillationen nimmt ab, je mehr die WS-Leitern koppeln.
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3.3 Kritische Kopplung zweier WS—Leitern

Nun soll noch einmal die allgemeine Losung (3.13) des Eigenwertproblems (3.2) betrachtet
werden. In diesem Abschnitt soll die Abhéngigkeit der Losungen Ay, vom Kopplungspa-
rameter € = w/F untersucht werden. Die Betrachtung findet bei festgehaltener Feldstérke
statt. Der Kopplungsparameter kann im Rahmen der Streutheorie z.B. durch Variation
der Bandliicke (vgl. Kap. 2.2.3) erreicht werden. Glg. (3.13) wird nun wie folgt umge-
formt:

Ao + A Xo+ A
)\i:< 0; 1)Cosei\/< 0; 1) cos” € — (cos” € + sin” €) Aoy (3.40)

Ao + A Xo— M)’
:( 0;— 1>cosei\/< 02 1) cos? € — AgAy sin® e (3.41)

Mit der Darstellung A\, = ry exp(igy) = exp(—i(Ey —il'x/2)/F); ¢x € [0,27), 7 € IR und
unter Betrachtung von Kreuzungen der Energien des ungekoppelten Systems (d.h. fiir die
Realteile der Quasienergien gilt ¢ = ¢ = ¢5) folgt

2
Ay = <TO —; Tl) cose + \/<TO 2 Tl) cos? e — rorysine | exp(io). (3.42)

Fiir ¢ = 0 sind die Phasen von A\, und A_ identisch, d. h. es gilt immer noch ¢ = ¢; = ¢.
Erhéht man die Kopplung zwischen den Leitern, d. h. vergroBert man € (0 < € < 7/2),
so dndert sich zunéchst nur der Betrag von AL. Wird die Kopplung nun so grof}, dass
die Diskriminante negativ wird, so &ndern sich auch die Phasen von A.. Die Phasen der
beiden Leitern stimmen nicht mehr iiberein (siehe Abb. 3.3). Mit den Energien Ej und
Linienbreiten 'y argumentiert bedeutet dies, dass durch Variation der Kopplungsstirke
der betrachteten WS-Leitern fiir konstante Feldstérke so eine Kreuzung der Energien in
eine vermiedene Kreuzung der Energien i{ibergehen kann und die Linienbreiten gerade den
umgekehrten Prozess durchlaufen.

Man kann nun die Kopplung zwischen den Leitern bestimmen, ab der die Kreuzungen
der Energien in vermiedene Kreuzungen iibergehen. Setzt man die Diskriminante also
Null und 16st nach e auf, so erhélt man
(Aol = Ai])?

4|)\0)\1| '
€xrit SOll kritische Kopplung genannt werden. Abbildung 3.3 entnimmt man, dass fiir
diesen Wert das oben beschriebene Szenario eintritt.

(3.43)

tan? €prit =

3.4 Vergleich des Matrixmodelles mit den numeri-
schen Berechnungen

Das im letzten Abschnitt eingefiithrte Matrixmodell soll dazu benutzt werden, die in
Kap. 2.2 durch die Streutheorie bestimmten Resonanzstrukturen zu fitten. Das Matrixmo-
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~.

 Arg(x)
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Abbildung 3.3: Phase und Absolutwert der Lisungen Ay in Abhdngigkeit vom Kopplungs-
parameter €. Die Kritische Kopplung ist an der Bifurkationsstelle der Ldsungen (hier
€krit — 06435)

dell und damit die dazugehorigen freien Parameter werden so angepasst, dass Modell und
quantenmechanische Berechnung zur Deckung kommen. Dies fiihrt auf ein hochdimen-
sionales Optimierungsproblem, wie wir im Folgenden sehen werden. Ein zukiinftiges Ziel
ist es, diese hier anzupassenden Parameter aus unabhéngigen Rechnungen semiklassisch
oder auch quantenmechanisch zu bestimmten. Die hier benutzte Optimierung verlauft
je nach Kopplungsart unterschiedlich. Fiir schwache Kopplung zwischen den beteiligten
Niveaus lisst sich dies anhand der Beschreibung, die in [Glii00b] gegeben ist, durchfiihren.
Um das Modell mit den numerischen Ergebnissen vergleichen zu kénnen, miissen wir An-
nahmen {iber das allgemeine Verhalten der benutzten Parameter in Abhingigkeit von der
Feldstiarke machen. Die Feldstédrke verursacht eine Energieverschiebung des Potentialmi-
nimums der beiden Nachbartopfe um 7 F und eine Deformation des feldfreien periodischen
Potentials. Die Verschiebung beeinflusst alle Energien gleichermaflen, weshalb sie durch
eine Verschiebung des Energienullpunktes kompensiert werden kann. Die Deformation
wirkt sich jedoch stirker auf die hoher liegenden Energieniveaus aus. Deshalb benutzen
wir fiir diese den Ansatz E,(F) = E,+ D, F, den wir schon im letzten Kapitel eingesetzt
haben. Der Ansatz fiir die Linienbreiten stammt aus der Zener—Theorie [Zen34]. Hierbei
nehmen wir an, dass die hochste noch betrachtete WS—Leiter mit

['/2 =aF exp(—b/F) (3.44)

an das Kontinuum koppelt, also eine endliche Lebensdauer hat. Die Linienbreiten der
niedrigeren WS-Leitern werden dann durch die Kopplung dieser Leitern untereinander
beschrieben. Diese Kopplung soll durch den selben Zener—Ansatz wie bei (3.44) gegeben
sein, also

w = cFexp(—d/F). (3.45)



Kapitel 3 Matrixmodell von Wannier—Stark—Leitern 49

Die unteren WS-Leitern werden also als stabil vorausgesetzt (I', = 0). Die instabile
Natur der Resonanzen wird durch die Kopplung der Leitern erreicht. Zunéchst werden
die Parameter a und b so angepasst, dass das mittlere Verhalten der numerischen Daten
beschrieben wird. Der Parameter a ist dabei der Schnittpunkt mit der '-Achse und b die
Steigung in der halblogarithmischen Darstellung (vgl. z.B. Abb. 3.4). Dieselbe Anpassung
wird fiir die Kopplung durchgefiihrt, so dass dann das Verhalten der Linienbreiten im
Mittel beschrieben wird. Damit ist gemeint, dass die Gerade, die durch den Zeneransatz
in der halblogarithmischen Darstellung gegeben ist, die richtige Steigung hat. Im néchsten
Schritt werden die E, bestimmt. Diese erhilt man ndherungsweise als mittlere Energie
des a-ten Bandes des feldfreien Hamiltonoperators, also durch (vgl. Kap. 2.2.1)

E.(r)dk. (3.46)

Die Differenz dieser Energien bestimmt die Frequenz der Oszillationen der Linienbreiten,
wie man an (3.27) und der Uberlegung in Abschnitt Kap. 3.1 erkennt. Zuletzt werden die
Deformationskonstanten D, angepasst, die, wie wir im letzten Abschnitt gelernt haben,
eine Phasenverschiebung verursachen, d.h. durch Variation dieser Parameter kann man
die Maxima der numerischen Ergebnisse und diese Modellbetrachtung zur Deckung brin-
gen. Ist die Kopplung zwischen zwei benachbarten Niveaus grof}, d.h. gilt w/F ~ 7/2, so
muss man mehr Niveaus beriicksichtigen. Zunéchst muss man beachten, dass nach (3.27)
und (3.28) die Linienbreiten der beiden Zustdnde nahezu entartet sind.

Exemplarisch soll eine Optimierung anhand des Potentials
V(z) = 0.3cos(z) + 0.7 cos(2z) mit i = 1.5,

welches schon aus dem letzten Abschnitt bekannt ist, durchgefiihrt werden. Dieses Po-
tential wurde schon in Kap. 2.2.3 und Kap. 3.1 betrachtet und zeichnete sich durch zwei
fast maximal koppelnde WS-Leitern aus. Auflerdem erkennt man zwei stark—koppelnde,
angeregte Niveaus (siehe Abb. 3.4). Deshalb beschreibt man dieses System — unter
Vernachléssigung der Wechselwirkung mit héheren Leitern — durch ein Modell mit vier
WS-Leitern. Die Kopplung zwischen den beiden Leiter-Paaren wird als schwach an-
genommen. Die Anpassung der fast maximal koppelnden WS-Leitern erfolgt zunéchst
analog der schwach koppelnden Leitern. Der entscheidende Unterschied dieser Kopp-
lungsarten liegt nun darin, dass man fiir im letzten Fall die Gleichungen (3.27) und
(3.28) beachten muss. Dort liest man ab, dass bei konstanter Summe E;(F) + Ey(F)
die Differenz E,(F') — E5(F) richtig eingestellt werden muss, d. h. sowohl die Schwin-
gungsfrequenz als auch die Phasenlage der Schwingung miissen passend gewéhlt werden.
Die Modellanpassung bei fast maximaler Kopplung ist also ein Optimierungsproblem mit
Nebenbedingungen. Dieses Beispiel benétigt also sowohl die Anpassung fiir schwach als
auch fiir fast maximal koppelnde Leitern.

Das zunéchst grob angepasste Modell kann mittels eines Simulated Annealing—Algo-
rithmus optimiert werden. Die Methode des Simulated Annealing ist ein Vertreter aus
einer Klasse von Algorithmen, die erstmals 1953 von Metropolis et al. [Met53] benutzt
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Abbildung 3.4: Modellierung der Numerischen Daten des Potentials V (x) = 0.3 cos(x) +
0.7 cos(2x) mit h = 1.5 mittels eines 4 x 4-Matrizmodells.

worden. Man verwendet sie fiir hochdimensionale Optimierungsprobleme, wobei ihre Im-
plementierung vergleichsweise einfach ist (siehe Anhang A).

Will man diesen Algorithmus benutzen, so muss man folgendes beachten [Pre95]:

e man muss eine Beschreibung der moglichen Zustéinde des Systems haben,
e man muss die Méglichkeit haben, zufillige Konfigurationen des Systems zu erzeugen,

e man muss eine Bewertungsfunktion definieren kénnen, deren Minimierung das Ziel
des Algorithmus ist

e und man muss einen Kontrollparameter 7' einfiihren, der die Abkiihlung kontrol-
liert, d. h. welchen Prozentsatz der Schritte der Algorithmus in die falsche Richtung
akzeptiert.

In diesem Fall ist die Bewertungsfunktion durch ein Abstandsmafi (Norm) zweier Funk-
tionen der folgenden Form gegeben (vgl. auch Anhang A):

1/F1 1
1€qm — Emol] :Z (/1 |Equk(F) — Emoar(F)|d (f) +

k /Fo
1/F r F 1
/ In <M> d <—> , (3.47)
1/ Fo Toni(F) F
wobei sich die Summe {iber die betrachteten WS-Leitern erstreckt. Hierbei sind Egas,
I'gm die quantenmechanischen Werte der Streutheorie und FE,pq, 'nog die Werte, die

man mittels der Modellbeschreibung erhélt. Nun soll noch gezeigt werden, dass die so
definierte Bewertungsfunktion die WS-Leitern nicht unterschiedlich wichtet. Hierbei wird
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angenommen, dass die Modellparameter sich nur noch durch eine kleine absolute Abwei-
chung von den quantenmechanischen Werten unterscheiden.

Betrachtet man die Energien, so ist sofort mit dem Ansatz Ej(F) = Ey + Dy F klar,
dass sich die Unterschiede zwischen den verschiedenen WS—Leitern nur linear auswirken.
Deshalb ist eine unausgeglichene Gewichtung der unterschiedlichen Energien nicht zu
erwarten.

Bei den Linienbreiten ist dies nicht unmittelbar klar. Wiirde man den natiirlichen
Logarithmus in Glg. (3.47) durch eine Differenz der beiden Linienbreiten ersetzen und
die Annahmen (3.44) und (3.45) machen, so wiirden die instabileren WS—Leitern stirker
gewichtet werden. Dies erkennt man an folgender Uberlegung. Definiert man die Beitriige
der Linienbreite durch:

1/Fy
Ti= [ ToualF) = Taus(P)|d(1/ ), (3.48)

/Fo

so folgt mit dem Landau-Zener Ansatz (['y ~ Fexp(—pu/F)), der den mittleren Verlauf
der Linienbreiten approximiert, dass gilt .J,, < J,, fiir m < n. Bei einem Fit gleichzeitig
mehrerer WS-Leitern wiirde dies nicht zum erwiinschten Ziel fithren. Der Fit wiirde nur
fiir die instabilste betrachtete WS-Leiter ein verniinftiges Ergebnis liefern. Die anderen
WS-Leitern wiirden nicht richtig beriicksichtigt werden.

Jetzt soll noch der Anteil der Linienbreiten in obiger Bewertungsfunktion betrachtet
werden.

1/Fy
Jo = /
1/Fo

1/Fy
1/F>0
s // \onk — parel /FA(L/F) = g, — parkl 3 (L/F7 = 1/F7)  (3.50)
1/Fy

Lo i (F) . _
i (24000 ) a0/ ~ [, s/ = s/ FlaE) a0

Die Wichtungen sind also fiir verschiedenen WS-Leitern nicht wesentlich unterschiedlich,
da die puy sich nicht stark (nicht in Zehnerpotenzen) unterscheiden.

Zur Auswertung der Bewertungsfunktion muss garantiert werden, dass die Resonanz-
energien der beiden Berechnungsmethoden identisch sortiert sind. Diese Sortierung wird
fiir Linienbreiten und Energien getrennt durchgefiihrt. Sowohl die Linienbreiten als auch
die Energien werden in steigender Reihenfolge geordnet. Diese Ordnung wurde eingefiihrt,
damit die Quasienergie eine stetige Funktionen wird. Wiirde man die Energie nach der
Ordnung der Lebensdauern sortieren hétte man Spriinge in der Funktion E(F') an Kreu-
zungen der Linienbreiten und vermiedenen Kreuzungen der Energien.

Abbildung 3.4 stellt das Ergebnis nach einer endlichen Anzahl von Annealing—Schritten
dar. Dargestellt sind in gelb die stabilste und in magenta die zweit stabilste WS-Leiter,
die mittels des Matrixmodells bestimmt wurden. Die Ubereinstimmung der beiden Metho-
den ist schon recht gut. Die Linienbreiten werden durch dieses Modell wesentlich besser
reproduziert als durch das zwei Leiter—Modell. Damit wurde auch eine Erkldrung fiir
das Linienbreiten-Paarungs-Phinomen im Rahmen des Matrixmodells fiir WS-Leitern
geliefert.
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3.5 Zusammenfassung

Das 2 x 2-Matrixmodell gibt im Falle maximal oder fast maximaler Kopplung der be-
trachteten WS-Leitern eine Beschreibung des Ph&nomens der Linienbreiten—Paarung.
Das hoherdimensionale Matrixmodell konnte als Ausgangspunkt genommen werden, die
durch die Streutheorie erhaltenen Werte zu fitten. Das Fitproblem wurde durch einen
Optimierungs—Algorithmus fiir die Modell-Parameter gelst.



Kapitel 4

Absorbtionsspektren in
Halbleiter—Ubergittern

4.1 Einfiihrung

Das letzte Kapitel befasst sich mit der Absorptionsspektroskopie von Halbleiter-Ubergit-
tern. Das Thema soll zunéchst geschichtlich eingeordnet werden. Im Jahre 1960 schlug
Wannier [Wan60] vor, dass das Spektrum eines Blochteilchens unter dem Einfluss ei-
nes dufleren elektrischen Feldes aus dquidistanten Eigenwerten besteht, den sogenannten
Wannier—Stark—Leitern. Spéter wurde von Avron [Avr77] jedoch bewiesen, dass das Spek-
trum kontinuierlicher Natur ist. WS-Leitern und Bloch—Oszillationen wurden schon fiir
natiirliche Kristalle vorhergesagt, die Beobachtung ist jedoch unwahrscheinlich, da unter
realistischen Bedingungen die Lebensdauer der WS-Zustédnde wesentlich kiirzer ist als die
Periode der Bloch-Oszillationen. In kiinstlichen Halbleiter-Ubergittern [Esa70] ist die
Situation jedoch geeigneter, da die Gitterkonstanten wesentlich gréfler und die Breiten
der Minibénder kleiner sind. 1988 wurde die WS—Quantisierung erstmals experimentell
durch Spektroskopie an Ubergittern nachgewiesen [Men88, Voi88]. Es ist deshalb von
Interesse die im Experiment gemessenen Absorptionsspektren mit theoretischen Werten
zu vergleichen.

4.2 Herleitung der Absorptionsdichte

Bei der Spektroskopie von Halbleiter-Ubergittern setzt man die Probe einem schwachen
Wechselfeld F,,x cos(wt) mit variabler Frequenz w aus. Hier wirkt das Wechselfeld auf
ein System verschiedener WS-Leitern resonanter Zustinde. FEin passend eingestelltes
Wechselfeld induziert Ubergénge zwischen den verschiedenen WS-Leitern. Fihrt man
die Frequenz w des Probelasers kontinuierlich durch, so werden nacheinander Ubergiinge
aktiviert und damit unterschiedliche, angeregte WS-Leitern besetzt. In den betrachte-
ten Materialien ist die Lebensdauer der angeregten Zustinde wesentlich kiirzer als die

23
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Blochperiode des Systems, so dass die Zusténde zerfallen, bevor es zur Bloch—Oszillation
kommt.

Die Zerfallsrate des Grundzustandes wird damit durch die Ubergangsrate D(w) in eine

angeregte WS—Leiter bestimmt. Die Linienbreite des Grundzustandes ist also gegeben
durch

[o(w) = Ty + D(w),

wobei I'y die Linienbreite ohne dufleres Wechselfeld ist. In Wannier—Stark—Systemen ist
das Zerfallsspektrum des Grundzustandes durch

To(w) =T +F3221 Vo (1) (4.1)
o) =roT " (Bss+ 2nFL — Fyy — hw) — iT5/2 '

gegeben [Glii00a] wobei

Vig(L) = (Woulw|Ws 1 0)(Pgsr|z|Wo,)

das Dipolmatrixelement zwischen einem beliebigen Wannier—Stark—Zustand Wy ;(z) der
stabilsten Leiter und einem angeregten und um L Gitterperiode verschobenen Zustand
Wg,41(7) ist. Formel (4.1) kann auf die Betrachtung von Halbleiter-Ubergittern angepasst
werden [Glii01], so dass das Absorptionsspektrum D(w) eines undotierten Halbleiter—
Ubergitters bestimmt werden kann:

I55(L)

D(w) ~ Im - |
az,;‘ Z (Es, — Bay+ edFL+ By — hw) —i(Tg +T%) /2

(4.2)

Die oberen Indizes e und h geben an, dass hier ein Elektronen— respektive Loch—WS—
Zustand betrachtet wird. Die Bandliicke zwischen Valenz— und Leitungsband im Halb-
leiter-Ubergitter wird durch E, angegeben. Das Uberlappintegral [2”3 (¢ C) zwischen
Loch— und Elektronenwellenfunktion:

[2,,3 = <\Ijg,l|‘II,Z’,I+L><\IJ§,1+L|‘IIZ,I>

ist natiirlich von der Feldstirke F' abhéngig, da die Lage und Form der Wellenfunktionen
dies auch ist. Formel (4.2) kann wie folgt hergeleitet werden: die Absorption von Photonen
wird durch die Ubergangsrate in eine angeregte WS-Leiter, d. h. durch die Erzeugungs-
wahrscheinlichkeit eine Elektronen-Loch-Paares (Exziton), und durch die Zerfallswahr-
scheinlichkeit der angeregten Zustdnde bestimmt. Wenn die Coulomb—Wechselwirkung
vernachléssigt wird, ist die Wellenfunktion des Exzitons gegeben durch das Produkt der
Elektronen— und Loch—Wellenfunktionen

1) = [P5,0)1%0,). (4.3)

Als Index des Exzitons sei der nur durchschnittliche Abstand L von Elektronen— und
Loch—Zustand angegeben. Die Indizes a, § und [, die die beteiligten WS-Leitern angeben
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sind fiir die folgenden Betrachtungen iiberfliissig und werden erst wieder zum Schluss
eingefiihrt.

Ein Hamiltonoperator, der Exzitonen in Halbleiter-Ubergittern unter dem Einfluss
eines monochromatischen Lasers beschreibt, ist durch

H=> Ealar +ecos(wt) Y (<qff+L|qff>a} + <xpf|xp7+L>aL) (4.4)
L

L

gegeben. Hierbei ist a} (ar) der Erzeugungs— (Vernichtungs—) Operator des L-ten Exci-

tonen—Zustandes mit der Energie £;, = E°— E"+E,+edFL—i(T°+T")/2 = E;,—il'/2 und
¢ proportional zur Amplitude des Lasers. Nimmt man nun an, dass die Exzitonendichte
klein ist (was durch die in den Experimenten benutzten niedrigen Laserintensititen ge-
geben ist), so kann man mittels zeitabhéingiger Storungstheorie die Korrekturen des Va-
kuumzustandes berechnen [Lan84]. Nach der Stérungstheorie erster Ordnung ergibt sich
der Quasienergiezustand zu

e (VY
U) = - = ——=——e "“11). 4.
%) =100 - § 30 g e ) (4.5)

Analog kann man die Korrektur zweiter Ordnung der Quasienergie berechnen und erhélt

€2 5~ (U7 L ) (WE [ 97)
AgL = - Z gL — hw .

; (4.6)

Die Absorbtionsdichte D(w) ist proportional zur Zerfallsrate des Quasienergiezustandes
(4.5), die durch den Imaginérteil von Gleichung (4.6) gegeben ist. Summiert man ab-
schliefend noch {iber alle beteiligten WS—Leitern, so erhélt man (4.2).

4.3 Numerische Untersuchung

Mittels (4.2) wurde die Absorbtionsdichte D(w) fiir ein aus experimentellen Daten vor-
gegebenes Feldstérkeintervall [F,in, Finaz] berechnet. An diese Werte D(w, F') wurde fiir
jede Feldstirke F' eine Gaufi-Verteilung f(w) = exp(—w?/d?)/2\/7d gefittet und von die-
ser die Breite d bestimmt. Dieser Fit entspricht dem Vorgehen der Experimentatoren. Die
Breite d(F') wurde abschlieBend gegen die Feldstirke F' aufgetragen (vgl. z. B. Abbildung
4.1). Um die Absorbtionsdichte zu berechnenen mussten die Resonanzenergien bekannt
sein. Diese werden in diesem Kapitel mittels der periodischen Fortsetzung des Potentials

(vgl. Kap. 2.1.2)
7)) -k (o (o 5)))

Vi(z) = % (tanh <a (:z: +

bestimmt. Dabei wird von den Potential-Parametern Topfbreite a = 7.6 nm, Barrieren-
breite b = 3.9 nm und Topftiefe Vj = 62 meV ausgegangen [Glu98]. Der Ubergangs-
parameter o wird frei gewihlt und liegt hier im Intervall [1, 4].
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Abbildung 4.1: Vergleich der gemessenen (blau) mit den numerisch bestimmten Linien-
breiten (reine numerische Daten = griin, geglittete numerische Daten = rot); als Potential
wurde die periodische Fortsetzung von (4.7) mit den Parametern o = 2.5, a = 7.6 nm,
b =3.9nm und eine Topftiefe aVy mit o = 0.95 sowie Vo = 62meV benutzt [Glu98].

Zusitzlich wurde die Funktion D(w, F') fiir jede Feldstérke mit einer GauB—Verteilung
der Form

o) = 5= (- (2)) (4.7)

durch die Beziehung

D(w, F) = F~" | Flg(w) « Dlw, )| (1) = 7~ (Flgl ) FID(E)](1)) (48)

gefaltet. Dadurch wurden die numerischen Daten geglittet und eine inhomogene Linien-
verbreiterung o (F = 0) &~ 1.5 meV aufgepriigt (diese héingt von der untersuchten Probe ab
und wird durch Oberflichenrauhigkeit und Schwankungen der Ubergitterperiode bewirkt
[Ros]). Die inhomogene Linienverbreiterung wird durch Glg. (4.2) nicht beriicksichtigt,
weshalb sie nachtrédglich in die numerischen Daten eingerechnet werden muss. Anhand
der experimentellen Daten erkennt man den Wert der inhomogenen Linienverbreiterung,
wenn man den Mefiwert fiir F' = 0 kV/em bestimmt. Die Faltung fiihrt zusétzlich zu einer
Gliattung der numerischen Werte, was fiir das spéitere Anfitten einer Gaufi—Verteilung von
Vorteil ist. Analog zu den reinen numerischen Daten wurde an diese ebenfalls fiir jede
Feldstirke F' eine Gaufl—Verteilung gefittet.

In Abbildung 4.1 werden die experimentellen Daten mit den berechneten verglichen.
Es wurde sowohl das Resultat der reinen numerischen Berechnung als auch die durch
die Glattung erhaltenen Daten eingezeichnet. Die berechneten Linienbreiten geben das
Verhalten der gemessenen sehr gut wieder. Dies ist insbesondere fiir kleine Feldstérken
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F < 40 kV/em der Fall. Lediglich im Bereich groier Feldstérken (F' > 40 kV/em) sind
die berechneten Daten durchweg zu klein. Dies Ubereinstimmung zwischen den theo-
retischen und experimentellen Werten erlaubt die Schlussfolgerung, dass das gegléttete
Rechteck—Potential die Verhiltnisse in Halbleiter-Ubergittern gut beschreibt. Setze man
das reine Rechteck—Potential ein, so war die Ubereinstimmung nicht so gut. Das Verhalten
der Linienbreiten als Funktion der Feldstdrke kann wiederum durch einen Zener—Ansatz
beschrieben werden [Glu98|, das von einer Oszillation iiberlagert ist. Die Ursache dieser
Ostzillation ist das resonante Tunneln in angeregte Wannier—Stark—Leitern. Trégt man
die Linienbreite von Abb. 4.1 gegen die inverse Feldstéirke 1/F, so sind die Maxima der
Osrzillationen dquidistant, was diese Behauptung belegt.

4.3.1 Variation der Potentialparameter

Der Einfluss der Potential-Parameter aus Glg. (4.7) auf die Linienbreiten soll in diesem
Abschnitt numerisch untersucht werden. Die Berechnung der Linienbreiten erlaubt es den
Einfluss verschiedener Parameter bei einer experimentellen Realisierung abzuschitzen und
eventuell passende Proben zu designen. Im Unterschied zu Kap. 2.1.2 ist hier die Ampli-
tude des Potentials nicht auf eins normiert sondern V4, d. h. man hat noch einen weite-
ren Parameter. Fiir die numerischen Rechnungen dieses Abschnittes wurde a = 7.6 cm,
b= 3.9 nmund Vj = 62 meV gewihlt (dies entsprach einer im Experiment benutzten Pro-
be [Glu98]). Durch einen Vorfaktor o wurde die Potentialtiefe V4 in den Rechnungen um
den durch den oben vorgegebenen Wert variiert. Deshalb soll im Folgenden der Einfluss
des Ubergangsparameters o und der Potentialtiefe aV; auf die Linienbreiten betrachtet
werden.

Variation von ¢ bei konstantem oV}

In diesem Abschnitt wird der Ubergangsparameter o bei festgehaltener Potentialtiefe a/Vj
variiert. Der Parameter beschreibt wie schnell sich der Ubergang vom Topf- zum Barrie-
renbereich vollzieht, d. h. je grofler o desto steiler sind die Flanken der Potentialbarriere
(vgl. Abb. 2.2). Die Abbildungen 4.2 (a) und (b) sind fiir & = 0.95 erstellt worden. Die
Position der Maxima, die durch das resonante Tunneln hervorgerufen werden, wird nicht
oder nur unmerklich durch Variation des Parameter o beeinflusst. Die Héhe der Maxima
und die Form dieser wird aber durch den Ubergangsparameter o bestimmt. Die Maxima
der berechneten Linienbreiten in Abb. 4.2 (a) und Abb. 4.2 (b) sind ungefihrt gleich, je-
doch der Untergrund der Linienbreiten, der durch die Landau-Zener-Formel gegeben ist,
ist fiir (b) kleiner als fiir (a). Dies ldsst sich folgendermaflen verstehen: fiir eine konstante
Quasienergie ist die Potentialbarriere fiir kleinen Ubergangsparameter o schmaler als fiir
grofles 0. Deshalb kann der Zustand fiir kleines ¢ leichter durch die Potentialbarrier tun-
neln, weshalb seine Lebensdauer im Vergleich mit dem Zustand bei grolem o kleiner ist.
Da aber Lebensdauer und Linienbreite aufgrund der Beziehung 7 = h/T" antiproportional
zueinander sind, folgt, dass die Linienbreiten fiir schmale Barrieren grofler sind als fiir
breite Barrieren. Dies gibt das in Abb. 4.2 zu sehende Verhalten wieder.
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Abbildung 4.2: Vergleich der experimentellen Linienbreiten mit den berechneten Linien-
breiten des Potential (2.5) mit den Parametern o = 0.95 sowie (a) o =1, und (b) 0 = 4;
es wurden nur die geglditteten numerischen Werte dargestellt.

Variation von V; bei konstantem o

Der Einfluss des Vorfaktors a der Potentialtiefe 1, und damit der Potentialtiefe selbst
ist, wie man Abb. 4.3 entnehmen kann, stiirker als der des Ubergangsparameters. Durch
Variation der Potentialtiefe wird die Position der Maxima der Linienbreiten geéndert.
Dies liegt daran, dass sich durch die Potentialverinderung dieses Typs die Lage der Qua-
sienergieniveaus zueinander verschieben. Der Effekt ist analog dem in Kap. 2.2.1.

4.3.2 Absorptionspektren

Abbildung 4.4 zeigt das Absorptionsspektrum D(w, F') als Funktion der Feldstirke F'
und der Frequenz w des eingestrahlten Lasers. Diese Abbildung vergleiche man mit den
Abbildungen 1 (a) und (b) in [Ros99]. Abbildung 1 (a) wurde im Rahmen von Ex-
perimenten bestimmt wohingegen Abb. 1.(b) mittels einer Box—Quantisierungsmethode
berechnet wurde. Eine Ubereinstimmung unserer Methode mit dem Experiment ist auch
hier zu erkennen. Abbildung 4.4 ist ein typisches Beispiel eines Wannier-Stark Fans
(engl. Ficher). Betrachtet man die Darstellung niher, so sind zumindest zwei Fécher—
Strukturen zu erkennen. Diese Strukturen werden durch die in Kap. 4.2 beschriebenen
Ubergéinge verursacht. Die dunklen Bereiche entsprechen den Maxima von D(w, F)) und
sind gegeben durch

hw=E*—E"+ E,+ edFL.

Dies ist fiir w als Funktion der Feldstédrke F eine Schar von Geraden mit den Steigungen
edL und dem gemeinsamen Achsenabschnitt F¢ — E" — E,. Zu jedem Ubergang zwischen
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Abbildung 4.3: Vergleich der experimentellen Linienbreiten mit den berechneten Linien-
breiten des Potential (2.5) mit den Parametern o = 2.5 und (a) « = 0.9, und (b) o = 1.1;
es wurden nur die geglditteten numerischen Werte eingezeichnet.

einem Lochzustand der Energie E” und einem Elektronenzustand der Energie E° existiert
also ein Wannier—Stark Fécher.

Fiir groBe Feldstirken wird diese Fiicherstruktur durch den direkten Ubergang L = 0
dominiert. In der dazugehdrigen Struktur sind Unterbrechungen zu erkennen, die durch
vermiedene Kreuzungen der Linienbreite des Grundzustandes mit dem des ersten angereg-

ten Zustands verursacht werden. Diese gebrochene Federstruktur wird auch im Experiment
beobachtet [Ros99].

4.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein Ausdruck fiir die Absorptionsdichte in Halbleiter-Ubergittern
mittels zeitabhingiger Storungstheorie hergeleitet. Der erhaltene Ausdruck wurde dazu
benutzt, spektroskopisch bestimmte Linienbreiten theoretisch zu verifizieren. Abschlie-
end wurde der Einfluss der Potential-Parameter auf die Linienbreiten untersucht und
ein Absorptionspektrum D(w, F') dargestellt und erldutert.
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Abbildung 4.4: Die Ableitung der Absorptionsdichte dD(w, F)/dw als Funktion der La-
serfrequenz w und der dufleren Feldstirke F (mit E, = 1.55€V ).



Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Streutheorie in Stark—Systemen auf das im Rahmen der Unter-
suchung von Halbleiter-Ubergittern vorgeschlagene periodische Rechteck-Potential ange-
wendet. Das Verhalten der Resonanzenergien als Funktion verschiedener Parameter wur-
de untersucht. Hierbei trat das Phinomen der Paarung von Linienbreiten auf, welches
durch Betrachtung der Bandstruktur des korrespondierenden feldfreien Hamiltonopera-
tors und durch Modellierung mittels eines Matrixmodells fiir Wannier-Stark-Leitern ge-
klart werden konnte. Im letzten Abschnitt wurden die Untersuchungen auf die Beschrei-
bung von Absorptionsspektren von Halbeiter-Ubergittern ausgedehnt. Es wurde mittels
zeitabhingiger Stérungsrechnung eine Formel zur Berechnung des Absorptionsspektrums
hergeleitet. Wird das periodische Potential in Halbleiter-Ubergittern durch ein geglittetes
Rechteck—Potential beschrieben, so kénnen die spektroskopisch bestimmten Linienbreiten
durch unsere Theorie gut beschrieben werden. Dies fiithrt zu dem Schluss, dass das peri-
odische Potential der Realitét nicht wie anféinglich vermutet durch ein Rechteck—Potential
beschrieben werden sollte sondern durch eine gegldttete Version desselben.

Trotz dieser interessanten Ergebnisse bleiben noch einige Fragen ungeklirt. So ist
z. B. ungekldrt, ob es moglich ist die Parameter des Matrixmodells aus semiklassischen
oder quantenmechanischen Berechnungen zu bestimmen, so dass das Modell es erlaubt die
Resonanzenergien ab initio zu berechnen Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Phinomen
der Paarung der Lebensdauern untersucht. Hier wére es interessant nach den Symmetrien
der dazugehorigen Wellenfunktionen zu fragen. Es ist zu hoffen, dass dies Gegenstand
zukiinftiger Untersuchungen sein wird.
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Anhang A

Programme zu Kap. 3.4

Hier sind die Programme aufgelistet, die im Rahmen des Kapitel 3.4 benutzt wurden,
um die durch die Streutheorie erhaltenen Resonanzenergien durch ein Matrixmodell von
WS—Leitern zu reproduzieren. Die Programme wurde alle in Matlab programmiert, denn
dieses Software-Packet ermdglicht es, mit geringem Programmieraufwand komplizierte
Matrixoperationen durchzufiihren.

A.1 Simulated—Annealing—Algorithmus
Dieses Programm ist eine Anpassung des standardméfigen Simulated—Annealing—Algorith-
mus auf ein Matrixmodell fiir WS-Leitern. Entscheidend ist hierbei die Umsetzung der
Bewertungsfunktion (3.47) fiir das betrachtete System.
% Programm fiihrt simulated annealing mit der Abweichung der
% Modellberechnung vom numerisch bestimmten Graphen
clear;
load numdat.mat % laden der zu fittenden numerischen Daten
ga=Quasiangle;
% sortieren der numerischen Daten
[wert, ind]=sort(real(qa(l:4,:))); %#Sortierung nach Realteilen
qas=[]1;
for m=1:1length(invF);
qas=[qas qa(ind(:,m),m)];
end;

% Simulated annealing Algorithmus
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par = [1.117,-5,-2.8,-0.02,0.5954,-1.07,-0.6,-0.002,0.18,-1.1,0,
0.8,1.3,-0.108,1.4,-0.01,1.3,-0.019];
% par definiert die Anfangsparameter in der Modellrechnung in anmodel2.m
for index=1:20;
[qmi, gmr]=anmodel2(par, invF);
% Bewertungsfunktion des Simulated Annealing Algorithmuses
abwr=sum(sum(abs(real(qas(1:2,:))-real(qmr(1:2,:)))));
abwi=sum(sum(abs(log(imag(qa(1:2,:))./imag(gmi(1:2,:))))));

abwropt=abwr;
abwiopt=abwi;

fprintf (’Startwert: %f \n’, abwr+abwi);

figure(1); ' graphischer Vergleich der numerischen Daten
qopt=qmi; % mit den Modelldaten
egplot2;

for temp=1:25; % Variation der Temperatur (absenken)

T=2%1.1"(25-temp) ; % neue Temperatur

for n=0:10;
parneu=par;
% Anfangsbedigung verandern
r=ceil (16*rand) ; % Nummer des zu andernden Parameters
delta = -0.1 + 0.2*rand; % Veranderung bestimmen
parneu(r)=parneu(r)+delta;
[gmi,gmr]=anmodel2(parneu, invF);

% Bewertungsfunktion

abwrneu=sum(sum(abs(real(qas(1:2,:))-real(qmr(1:2,:)))));
abwineu=sum(sum(abs(log(imag(qa(1:2,:))./imag(qmi(1:2,:))))));

fprintf (’Aktueller Wert der Bewertungsfunktion: %f \n’,
abwrneu+abwineu) ;
fprintf(’Variierter Parameter: ’%d \n’, r);
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if (abwrneu+abwineu<=abwr+abwi)
par=parneu;
abwr=abwrneu;
abwi=abwineu;
else
if rand < exp(-(abwrneu+abwineu-abwr-abwi)/T)
fprintf(’falscher Schritt akzeptiert ’);
par=parneu;
abwr=abwrneu;
abwi=abwineu;
end;
end;

if (abwropt+abwiopt>abwrneutabwineu)
fprintf (’Neues Optimum: %f \n’, abwrneu+abwineu);
paropt=parneu;
abwropt=abwrneu;
abwiopt=abwineu;
qopt=qmi;
figure(2);
egplot2;
end

end;
end;
% hier sollte das neue Optimum abgespeichert werden
end;

A.2 Matrixmodell fiir vier Wannier—Stark—Leitern

Diese MATLAB-Funktion anmodel2 implementiert ein 4 x 4-Matrixmodell zur Berechnung
der Resonanzenergien. Diese Modelldaten werden dann im vorherigen Programm an der
Stelle der Bewertungsfunktion benutzt, um die Abweichung zwischen Matrixmodell und
Streutheoriedaten zu bestimmen.

function [Quasianglem,qams]= anmodel2(t,invF);
Quasianglem=[];
Quasianglemplot=[];
indexmax = length(invF);
for index=1:length(invF);
% index, indexmax
F=1/invF (index) ;



Kapitel A.2 Matrixmodell fiir vier Wannier—Stark—Leitern

66

quasienergie3=t (1) *pi+t (2)*pi*F-ixt (3)*Fxexp(-t(4)/F);
quasienergie2=t (5) *pi+t (6) *pi*F-ixt (7)*Fxexp(-t(8)/F);
quasienergiel= t(9)*pi+t(10) *pix*F;
quasienergieO= t(11)*pi+t (12)*pix*F;

w2=t (13) *F*exp (-t (14) /F) ;
w1=t (15) *Fxexp (-t (16) /F) ;
w0=t (17) *Fxexp (-t (18) /F) ;

lambda3=exp(-i*quasienergie3/F);
lambda2=exp (-i*quasienergie2/F) ;
lambdal=exp(-i*quasienergiel/F);
lambdaO=exp (-i*quasienergie0/F) ;

u=[lambda3 lambda2 lambdal lambdaO];
U=diag(u);

W02=[0 w2 0 O;
w2 0 0 0;
000 0;
000 0];

Wo1=[0 0 0 0;
00wl O;

0wl O O;
000 0];

W00=[0 0 0 0;
000 O0;
00 0 wo;
0 0 wO 0];

U=Uxexpm(-i*W02/F) *expm(-i*WO01/F) *expm (-i*W0O0/F) ;

d=eig(U);
[wert,ind]=sort (-abs(d));
d=d(ind); % sortiert nach Lebensdauern
Quasianglem=[Quasianglem ix*log(d)];
end;

[wert, ind]=sort(real(Quasianglem(1:4,:)));

qams=[];
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for m=1:length(invF); %» nach den Energie sortiert
qams=[qgams Quasianglem(ind(:,m),m)];
end;
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Anhang B

Skalierte Einheiten

Um die verschiedenen experimentellen Realisierungen des Hamiltonoperators

(B.1)

2
H= p——l—V(a:)—i—eEx

2m
vergleichen zu kénnen, werden in dieser Arbeit skalierte Einheiten benutzt. Der skalierte

Hamiltonoperator soll die Masse m = 1 haben und das skalierte Potential V' (x) soll 27—
periodisch sein. Die Ortskoordinate wird aus diesem Grund mittels

T=—zx

d
auf die skalierte Koordinate ¥ umgerechnet. Aus historisch gewachsenen Griinden soll

die Energieskala so gew#hlt werden, dass das skalierte Potential im Energiebereich [—1, 1]
variiert. In Kap. 2.1.2 wurde zu diesem Zweck noch die mittlere potentielle Energie

> Vmax + me
Vo= e T Tmin
2

vom urspriinglichen Potential subtrahiert. Man erhilt deshalb als Potentialumrechnungs-

ausdruck

V(z) = Vig) =V mit v = Vinar = Vinin me.
¥ 2

Die Energie (der Hamiltonoperator) transformiert sich analog zum Potential
~ H-V

H = .
v

Betrachtet man nun noch den Ausdruck der kinetischen Energie p?/2m = (—ihd,)?/2m

ndher, so geht dieser iiber in

~9 e 2

iR, - 2
P _ % mit A — 7”71.
2 2 dv/ M~
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Als letztes wird der Feldterm noch wie folgt umgerechnet

Fotep-Lp
21y 21y

Damit ergibt sich der im weiteren betrachtete Hamiltonoperator zu

~92 _ _

H=% +V(&) +F% mit V(7 +27) = V().

N3

Im Rahmen der Arbeit werden die Tilde, die hier zur Unterscheidung eingefiihrt wur-
den, wieder weggelassen. Abschlielend sollen noch die Umskalierungsvorschrift fiir die
Planck’sche Konstante des Hamitonoperators kalter Atome in optischen Gittern angeben
werden. Die Herleitung dieser Formel entnimmt man [Glii00a].

~ 4
-
\/(Vmaz - me)/ER

Hierbei ist Er = h%k*/2M mit k = 27/)\ = 7/L die Riickstossenergie udn A die Wel-
lenléinge des Lasers. Die Periode des optischen Gitters ist somit A/2 = L.
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